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Resumo

Neste trabalho, fazemos um estudo de estabilidade orbital das solucoes especiais, cha-
madas solitons, com respeito ao problema de Cauchy associado a equagao nao-linear de

Korteweg-de Vries generalizada (gKdV), para p = 2,3 e 4, definida por

Uy + (Uge +uP), =0, z,t € R,
u(z,0) = up(x), = € R.

Para a prova do resultado, usamos a abordagem de Weinstein [31] que foi revisada recen-

temente no artigo de Munoz [26].

Palavras-chave: Estabilidade, Solitons, Korteweg-de Vries



Abstract

In this work, we study the orbital stability of the solitons solutions, with respect to flow
of the Cauchy problem associated to generalized Korteweg-de Vries (gKdV), for p = 2,3 and
4, given by

Uy + (Uge +uP), =0, z,t € R,
u(z,0) = up(x), v € R.

In order to prove this result, we use the approach of Weinstein [31], that was recently
revisited by Munioz [26].

Keywords: Stability, Solitons, Korteweg-de Vries
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Capitulo 1

Introducao

Diariamente convivemos intensivamente com movimentos de ondas, como no trafego de
veiculos, marés, propagacao da luz e som. Casualmente podemos nos deparar com noticias de
tsunamis e danos causados por ondas sonicas. De fato, o assunto é intensivamente estudado
em quase todos os ramos da ciéncia, devido & grande gama de aspectos naturais na qual se
encontra e pelos fenémenos que o envolvem, como difracao, refragao, reflexao e ressonan-
cia. As ondas podem significar grandes catastrofes e, ao mesmo tempo, contribuir para a
tecnologia de forma grandiosa.

Nao sendo diferente, na matematica, ha um rico desenvolvimento dos conceito e técnicas
sobre o estudo das ondas. Nosso objetivo, é fazer um estudo teérico da equacao de Korteweg-
De Vries (ou simplesmente KdV), na sua forma generalizada, sendo essa equag¢ao uma maneira
de descrever ondas em um canal de aguas rasas. A origem desse modelo foi por volta de 1834
com John Scott Russel, mais tarde também estudada por George Airy, George Stokes e Joseph
Boussinesq. Baseados nos trabalhos de Boussinesq, no final do século XIX, os matemaéticos
holandeses Diederik Korteweg e Gustav de Vries apresentaram a equacao que hoje chamamos
de KdV e nos dias atuais tem sido objetivo de muitas pesquisas na area de anélise e equacoes

diferenciais.

1.1 Conceitos Basicos sobre Ondas

Nao é uma tarefa facil determinar uma definicao simples para "onda". Diremos apenas
que uma onda é uma perturbagao que se propaga através do tempo e do espago. Dessa forma,
fica mais simples englobar fenémenos como sendo uma onda. Um fato muito interessante e
motivador é que uma onda pode se propagar transportando energia de um ponto até outro

sem deslocar as particulas do meio, ou seja, sem nenhum ou baixo transporte de massa.



Agora veremos alguns conceitos fisicos basicos sobre ondas

e Amplitude (A) de uma onda ¢ a medida de um distarbio em um meio durante um
ciclo de onda. Por exemplo, em uma corda, a amplitude seria a distancia que a corda
se desloca de sua posi¢cao de repouso. A amplitude pode ser constante ou pode variar

com o tempo.

e Periodo (T) é chamado o tempo (em segundos) de um ciclo completo de uma oscilagao

da onda.

e Frequéncia (F) expressa quantas vezes (em hertz) por um segundo a onda completou
um ciclo ou especificamente
F=—.
T
e A frequéncia angular (w) é uma medida (em radianos) relacionada a frequéncia, ou

ao periodo, dada por
_ 2m

w=21F .

T
e O comprimento de onda (\) é a distancia (em metros) que uma forma inteira da
onda leva pra completar um ciclo. Sendo v a velocidade com que a onda viaja, o

comprimento é dado por
A=

| e

1.2 Conceitos Matematicos

Em Whitham [32], as ondas sao distinguidas em duas classes principais. A primeira é
descrita por equagoes diferenciais parciais hiperbolicas, diremos ondas hiperbdlicas. A
segunda nao pode ser caracterizada com a mesma simplicidade e, por ser motivada pelos casos
mais simples de ondas dispersivas em problemas lineares, iremos chamar essa classe de ondas
dispersivas. Vale citar que alguns movimentos ondulatérios podem ser caracterizados pelas
duas classes e em raras excegoes por nenhuma delas.

O mais simples protétipo para ondas hiperbodlicas é dado pela equagao do transporte

Uy + at, = 0,

um bom modelo (unidimensional) para ondas hiperbolicas pode ser dado pela equagao da

onda



_ 2
Uit = C Ugy-

No entanto, quando falamos em ondas dispersivas, nos baseamos no tipo de solucao ao
invés de um tipo de equacao. Chamamos de sistema oscilatério um sistema que admita
solugoes da forma

u = acos(kx — wt), (1.1)

onde a frequéncia w é uma funcéo real (determinada pelo sistema) da constante k chamada
namero de onda. A velocidade de fase ¢ dada por w(k)/k. Diremos que uma onda é
dispersiva se a velocidade de fase for real e nao é constante com respeito a k. Chamaremos
assim, pois uma solucao geral seria composta da superposicao de varias ondas dessa forma
com diferentes valores de k. Se a velocidade de fase w(k)/k nao for a mesma para cada k, ou
seja, w # cok (onde ¢y é alguma constante), as ondas com niumeros k diferentes se propagarao
a velocidades diferentes e véo se dispersar. E conveniente modificar a definicdo e dizer que
um sistema linear oscilatorio é dispersivo se w’(k) nao é constante, isto é , w”(k) # 0.

Note que (1.1) é tanto uma solugao da equagao do transporte com w(k) = ak quanto da
equagao da onda com w(k) = ck. Mas esses casos sao excluidos da classifica¢ao dispersiva ja
que w”’(k) =0

1.3 A Descoberta das Ondas Solitarias

A mais antiga citacao documentada sobre ondas solitéarias foi feita em 1834 pelo cientista
e engenheiro escocés John Scott Russel, acerca de sua observacao do movimento de uma
balsa no canal de Edinburgh, em Glasgow. A balsa era puxada por dois cavalos, um em cada

margem do estreito canal, quando parou bruscamente. Segundo suas proprias palavras, "

a
massa de dgua que se acumulava na frente da balsa em movimento, em um estado de violenta
agitacao, sequiu em alta velocidade, assumindo a forma de uma grande elevagao solitdria,
uma montanha de dgua, lisa e bem definida, que continuou seu curso ao longo do canal,
aparentemente sem mudar sua forma ou diminuir sua velocidade"(|28]). Russell a seguiu a
cavalo, por mais de 3km, correndo a uma velocidade de aproximadamente 15km /h.

Russell teve a oportunidade de observar a onda que, no inicio chamou de onda de transla-
cao "e, posteriormente, onda solitaria". E nao foi por acaso, Russel trabalhava em um estudo
sobre desenho de cascos para barcacas e, a essa altura, ja havia realizado experimentos em
outros canais, lagos e rios.

O curioso é que essa onda nao se deformava por uma boa distancia, assim Russell realizou

uma série de experimentos e descobriu como reproduzi-la; construindo um canal raso contendo



um anteparo em uma de suas extremidades permitindo acumular agua. Retirando o anteparo
bruscamente, a massa de agua era liberada, fazendo com que uma onda solitaria se deslocasse
na direcao da extremidade oposta. A partir de experimentos dessa forma, foi possivel deduzir
uma primeira formula: ¢* = g(hy + a) onde ¢ ¢ a velocidade da onda, a é sua altura em
relacao ao nivel da dgua em repouso, hy a profundidade e g é a constante gravitacional.
Mas a féormula provocou polémica, pois entrava em contradi¢ao com a equacao de Airy, que
era dada puramente por argumentos teoéricos. Russel tentou de diversas formas modelar
matematicamente a onda solitaria. Desenvolveu teoria para ondas solitarias formadas por ar
e éter e utilizou para calcular a espessura da atmosfera, obtendo sucesso para tal fato, mas
sem sucesso, tentou calcular o tamanho do universo.

Russel faleceu em 1882 sem ter obtido uma féormula matematica que descrevesse a onda
solitaria. Mas, em 1895, os matematicos holandeses, Diederik Korteweg e Gustav de Vries,
deduziram a equacgao para a propagacao de ondas em aguas rasas. A partir dessa equacao,
hoje conhecida como equagao KdV, é possivel determinar a féormula para o perfil das ondas
solitérias.

Com efeito, seja um referencial que se move em um canal de profundidade h, a equagao

da KdV na sua forma original , presente no artigo de Korteweg-de Vries [20], é

3 Jg|l 4 3 1
=3 h{Qn +2an+3ﬁnmm,

onde n(z,t) representa a elevagdo da dgua com rela¢do ao nivel de equilibrio no momento

t > 0 da posicao espacial x € R do canal. O coeficiente o > 0 é a constante de propulsao
3  Th
linear, g > 0 é a constante gravitacional e g = R é a constante relacionada as forgas
gp
capilares do tensor 7' com densidade p > 0.

Do ponto de vista da analise matemaética, os coeficientes na KdV nao representam um
papel fundamental. Dessa forma, podemos escolhé-los, de modo conveniente, por meio de
mudancas de varidveis, para facilitar o calculo ou as demonstragoes.

Note que, eliminando as constantes fisicas por meio das mudancas de variaveis

1 1 T ; 1 /g ;
U——=n——-a, r—>——= € — =,/ =
217 3% 3 2\ h3"
obtemos

us + 6uly + Uypzr = 0.

Essa equacao, acima obtida, é dita equacao KdV padrao, onde a variavel redimensionada

nn

u", esta relacionada & amplitude e comprimento de onda. Resumindo a equacao KdV ¢é



um modelo matematico que descreve a propagacao de ondas ao longo de um canal de secao
transversal retangular de aguas rasas com pequena amplitude, ou seja, pouca profundidade.

Muitas defini¢oes rigorosas podem ser formuladas, no entanto definiremos uma solucao do
tipo onda solitaria como uma solugao particular da equacao nao linear u; + 6uu, + Ugz, = 0,

chamada de KdV, isto é, uma solugao satisfazendo as seguintes condigoes:

e Representa uma onda de forma permanente, ou seja, ¢ da forma u(z,t) = Q.(z—x¢—ct),

onde ¢ > 0 é uma constante real, que representa a velocidade e xy um parametro;
e ().(s) — 0, assim como todas suas derivadas, quando s — F00, com s = x — xg — ct;

e Mantém sua identidade mesmo apds interagao com outros solitons (e, neste sentido tem

um comportamento de particula, como sugere seu nome).

1.3.1 Solitons

A palavra "soliton"surgiu em 1965 a partir dos trabalhos de Zabuski e Kruskal. Eles
observaram uma propriedade notavel: o fato de que ondas solitarias da KdV de diferentes
amplitudes (e, portanto, de diferentes velocidades), ao se encontrarem, nao se destroem e
também nao se dispersam, como seria de se esperar. Ao contrario, eles constataram que
uma passa pela outra sem mudar de forma e com somente uma pequena alteragao em suas
fases. Esta é uma propriedade importante, porque mostra que a energia pode se propagar em
pacotes localizados sem se dispersar. Como a KdV é uma equagao nao linear, estas solugoes
sdo excepcionais e, por isso, decidiram chamé-las de solitons. O sufixo "on" (que em grego
significa particula), ilustra, neste caso, o comportamento tipo particula dessas ondas.

Este fenémeno nao é¢ uma exclusividade da KdV. Além das ondas de aguas rasas em
um canal, muitos outros solitons podem ser observados na natureza (como a Pororoca no
Amazonas), ou produzidos em laboratério. Cita-se aqui algumas areas nas quais eles ocorrem
(em equagoes diferentes da KdV): na teoria da supercondutividade (equagao de Ginzburg-
Landau), na fisica de particulas (equacao de Yang-Mills), na fisica de plasmas e na otica
nao linear (equagao de Schrodinger nédo-linear). Esta tltima, em particular, tem aplicagoes

relevantes nas comunicacoes por laser via fibras oticas.

1.4 A Importancia dos Solitons

Nesta secao, iremos descrever brevemente o problema a ser tratado nesta dissertagao.

Nosso principal foco é o estudo da dindmica das solugdes do seguinte problema de Cauchy,



associado & equagao nao-linear de Korteweg-de Vries generalizada (gKdV), para p = 2,3 e 4,
definida por

(1.2)

w4 (Uge +uP), =0, z,t € R,
u(z,0) = up(a), = € R,

no classico espago de Sobolev H'(R).
E bem conhecido na literatura que tal problema é bem colocado globalmente nos espacos
H'(R) (ver Segao 4.2), isto é, ha existéncia de solugao para todo o tempo, unicidade e
continuidade do fluxo, que toma dado inicial em H'(R) e leva na solugao em C(R : H'(R)).
Além disso, a equacao de gKdV admite uma familia de solugbes especiais do tipo solitons
(Ver Secao 4.4), isto é, solugoes regulares da forma Q.(z — ct), tal que Q. é uma fungao real,
de modo que Q.(s) e todas as suas derivadas Q((;")(s) tendem para zero quando s — +00.
Mais precisamente, tem-se a formula explicita para Q. = ¢/®~YQ(y/cs), onde
1/(p-1)
p+1

Qs) (= Q) = 2 cosh? (@Q

(1.3)

Apesar de ser uma solugao bem particular, os solitons sao de fundamental importancia
para descrever rigorosamente o comportamento de solugoes do problema de Cauchy com
dados iniciais mais gerais. A seguir, vamos comentar a importancia dos solitons em trés
importantes resultados bem classicos no ramo das equagoes diferenciais parciais do tipo

dispersivas.

(i) Estabilidade Orbital de Solitons (Benjamin [4], Bona [5] e Weinstein [31]): Para
todo € > 0, exite § > 0, tal que se |lug — Qc|lm1(r) < J, entdo para todo ¢ € R, existe
um p(t) € R, tal que a solugao u(x,t) do problema de Cauchy (|1.2)) satisfaz

Ju(-t) = Qe(- — p<t))||H1(R) <e

(ii) Estabilidade Assintética de Solitons (Martel e Merle [25]): Seja ¢y > 0. Existe
Ky > 0edado > 0, existe ag = ap(5) > 0 tal que a seguinte afirmacao ¢ verdadeira.
Seja u(z,t) a solugao global C'(R : H!(R)) de satisfazendo |[uo — Qe[| 1wy < 0.
Entao, existe ¢ > 0 com |¢" — ¢o| < Kpap e uma fungao p : [0,4+00) — R de classe
C* tal que v(z,t) = u(z,t) — Q.+ (z — p(t)) satisfaz

lim o) m1(2>p = 0,

t——+o0

10



além disso, lim;_,, o (dp/dt)(t) = ¢

(iii) O Método do espalhamento inverso foi usado por Eckauss ¢ Schuur [9] para provar
o seguinte resultado: qualquer solugao suave e com decaimento do problema de Cauchy
se decompde em duas partes quando t — 400, u(z,t) = uq(x,t) + u.(x,t), onde
ug € uma solugao do tipo N-soliton e u.(z,t) — 0 uniformemente, para z > 0 com

t — o0.

Numa linguagem simplificada, a estabilidade orbital descreve a proximidade de uma so-
lugdo a um soliton, sempre que o dado inicial estiver proximo de tal soliton. Enquanto a
estabilidade assintotica, descreve a convergéncia forte de uma solucao para um soliton, em
uma porc¢ao a direita da semirreta positiva quando ¢t — +o0o. Enfim, o terceiro resultado des-
crito acima descreve o comportamento de uma solucao regular e com decaimento para grandes
valores de t. Esses trés resultados acima descrevem a importancia pratica dos solitons, cuja
prova de tais resultados exigem um certo aprofundamento matematico. Enfatizamos que o
resultado de estabilidade orbital para a equagao de KdV foi obtido pela primeira vez por Ben-
jamin [4], em seguida apareceram na literatura diferentes provas de estabilidade associadas
a equagao de KdV e suas generalizacoes.

Por fim, neste trabalho, daremos uma prova rigorosa do primeiro resultado apontado
acima. Para isso, iremos usar, como principal referéncia, o recente artigo na forma de survey
de Munoz [26], na qual o autor usa as ideias do trabalho de Weinstein [31]. Enfatizamos que
o principal objetivo desse trabalho, é tratar do assunto em questao da forma mais detalhada

possivel.

1.5 Objetivo do Trabalho

e Nos capitulos 2 e 3, fazemos um estudo de preliminares, como forma de relembrar e

aprimorar conhecimentos necessarios, para a elaboracao desta dissertacao.

e Nos capitulos 4 e 5, abordamos os resultados principais, dessa dissertacao, sobre a
estabilidade da solugao particular (Soliton) (). da equac¢ao nao-linear de Korteweg-de

Vries generalizada (gKdV), dada por

U+ (Uge +uP) =0, 2,t ER comp =2,3e4. (1.4)

e Apéndice A: Esse contém a demonstracao de que a estabilidade da funcéao Q. falha

quando consideramos a velocidade original do soliton.

11



Capitulo 2

Preliminares

Neste capitulo, apresentamos alguns conceitos e resultados basicos de Analise Funcional

que serao utilizados no decorrer do trabalho.

2.1 Definicao e Propriedades dos Espacos L?

Definicao 1. Seja 2 C R™ um conjunto mensurdvel no sentido de Lebesque. Sejal < p < 0o.
Definimos o espago LP(€)) como sendo o espago das fungoes p -integrdaveis no sentido de

Lebesgue, isto ¢,

LP(Q) ={f:Q— C| f € mensurdvel e /]f|pdx<oo},
Q

1/p
Wl = 1l ( / |f|pdx> |

para p = oo, denotaremos o espago L™(2) como sendo o espago das fungdes mensurdveis

dotado da norma

limitadas, isto €,
L® ={f:Q— C| f é mensurdvel e 3C > 0 tal que |f(z)] < C q.t.p. em Q},

dotado da norma
[ fllze@) = I fllec = esssug!f(flf)! =inf{C : |f(z)| < C q.t.p em Q}.
xTE

Seja 1 < p < 0o, denotaremos por g o expoente conjugado de p, isto é, ¢ é o nimero real

12



que satisfaz a seguinte equagao

L

P q
Lema 1. (Desigualdade de Young). Sejam p e q conjugados, logo para todo mimero real
nao-negativo a e b, com 1 < p < oo, entao vale que ab < a;j’—l— %, valendo a igualdade se

aP = b7
Demonstragao. Se ab = 0, a desigualdade é evidente. Sejam a,b > 0, entao

In(ab) _ Jna+Inb

ab=c¢e =
1 1
—lna? + —Ind?
:ep q
< lelnap+1€lan
p q
alP b
S — + )
p q

onde, na penultima desigualdade, estamos utilizando a convexidade da fun¢ao exponencial.
1
Se caso tivermos a? = b?, usando que — + — = 1, segue que
P q

1 1 P pe
ab = a(bq)l/q — qaP!l = qP/PgPl1 — qP(U/PH1/D) — P — P . 1 = P . (1_9 + 5) _ % + ? n

O Lema [I] é de grande importancia na demostra¢ao dos Lemas [2], dado a seguir, e do [29]

usado na demonstragao do teorema principal.

1 1
Lema 2. Considere p,g>1e¢ — 4+ — =1.
p q

(i) Desigualdade de Hélder: Sejam f € LP(R) e g € L(R). Entao fg € L*(R) e

1Fgll @y < N1 ooy 91l oy - (2.1)

(ii) Desigualdade de Minkowski: Sejam f,g € LP(R). Entao f + g € L’(R) e

1f+gll, < 1A, + llgll, - (2.2)
Demonstragao. Consultar [7]. O
Proposicao 1. Seja (X, p) um espago de medida finito e py < py. Entdo

LPY(X) C LP(X).
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Além disso, para toda f € LP*(X)

1

_ L
[fllzro < (X202 || fl o,

ou seja, a inclusao de LP*(X) em LP°(X) € um operador limitado.

Demonstra¢ao. Podemos assumir que p; > pg. Suponhamos entao que f € LP'(X) e defina-

mos F := |f[Po € [P/ (X). Seja p = p1/po > 1 e seu expoente conjugado, isto &,

1
1_@ b1

y 4 .
q P1 P1 — Do

Aplicamos a Desigualdade de Holder:

1/q 1/p
/ Fldx < (/ 1da:'> (/ dex>
X X X
0 Po/p1
<) B ([ 1)
X

1—Fo
= n(X) [l

por outro lado

/FMZ/UWM=W%M
X X

1—P0
1 11Er0 < (X)) 72 [ f (-

O resultado segue ao elevarmos ambos os lados dessa desigualdade a 1/py. O]

ou seja,

Defini¢ao 2. (Notag¢ao de Multi-indice) Dado um aberto Q C R™ denotamos o conjunto
das fungoes u : 8 —> C continuas definidas em € por

C(Q) ={u:Q — C| continua em Q}.

Seja n um nimero natural qualquer. Denota-se por a = (ayq, ..., ay) as n-uplas consti-

tuidas por numeros inteiros nao negativos. Fstas n-uplas sao denominadas multi-indices.

Dados o multi-indice o = (ay, ag, ..., 00) € ZY € x = (T1,%2,...,%,) € R", define-se
lal =1 +as+-+a, =k, z%=zx{zy? 20", o=l a,!, 0l=1.

onde a;, k € NU{0}. O nudmero |a| acima € chamado ordem do multi-indice o. Se o] > 1

eu € C(Q) , denotamos por D* o operador de derivagao de ordem |a, ou seja,

14



olely
ail Qg '
0x' 0y - - - Qxon

Quando a derivada mista do lado direito acima existe. A fim de facilitar a notagao, defini-

D% = 0% := 01" 05 - - 00" u =

se D*u = u quando |a| = 0, para toda fun¢ao u. Por D;, parai = 1,2,...,n, representa-se
a derivacao parcial 0/0z;. Observe que D*u € uma fun¢ao definida em Q que toma valores

em C. Quando possui todas as derivadas mistas de ordem k, escrevemos

DFu(x) := {Du(z) : a é um multi-indice de ordem kY .

Estabelecendo algum tipo de ordem para as derivadas mistas acima, D*u(z) pode ser visto
como um vetor de R™".

Se «a, B forem multi-indices, escreve-se f < a quando §; < «; para todo i = 1,2,...,n.
Quando u e v forem fungoes numéricas suficientemente derivdveis, tem-se a regra de Leibniz
dada por |

Do‘(uv) = Z m (Dﬁu) (Da_ﬁv) .

BLa

Exemplo 1. Sejan =3 ex = (x,y, 2), temos que

ok 0?
Uogaon, - T«

Oy3’ 02072

9(03.0),, — 2,1,5)

= 22y,

Exemplo 2. Casos particulares importantes sao aqueles em que k = 1, quando podemos

identificar a derivada com o vetor gradiente

D'u(z) = Vu(z) = <§—;(I>, - ’a%(“’)) ,

bem como o caso k = 2, quando identificamos a derivada com a matriz Hessiana

02 9?2
Bxlgxl ( ) T 8931612” (LU)
D?u(x) & : :
02 9?2
an(gxl (IL’) T 69:”61;” (I)

Com relagao a derivadas de ordem superior, vamos definir, para k € N, 0s sequintes

conjuntos

Ck(Q) = {u:Q—)R:

D%u existe e € continua para todo }

multi-indice o tal que |af < k

15



Cx(Q) = [] CHQ.
keNU{0}
escrevemos ainda C°(Q) = C(Q).
Note que uma funcao uw € C(Q) pode ser ilimitada. No entanto, se ela for limitada e
uniformemente continua em €2, podemos estendé-la continuamente e de maneira unica até o
fecho de Q. Desse modo, podemos falar dos valores da fun¢ao u na fronteira do conjunto €.

Definimos, entao, para k € NU {0}, o conjunto

CH(Q) = {u c C*Q):

D%u € limitada e uniformemente continua }

para todo multi-indice « tal que |a| < k

Nao é dificil mostrar que, com as defini¢oes usuais de soma entre fungoes e multiplica-
¢do de uma fungdo por um mimero real, os conjuntos C*(Q),C=(Q) e C*(Q) sdio espagos
vetoriazis.

p

1.(82) o espago das fungoes localmente

Definicao 3. Seja 1 < p < oo. Denota-se por L

integrdveis, ou seja,

LP () ={f:Q — C mensurdveis | f € LP(Q) Y Q cc Q},

loc

onde Q CC Q significa que eziste K compacto tal que @ C K C Q. Dizemos entio que QO

estd compactamente contido em ().
Proposigao 2. Seja Q C R" aberto. Para todo 1 < p < +00 vale a inclusio LP(Q)) C L}, .(Q)

Demonstragao. Sejam u € LP(Q) e Q cc Q. Pela desigualdade de Holder, temos que

lall @y < () ull, = Clullp,

1 1 ~

onde — 4+ — =1 e pu() < 0o, ou seja, tem medida finita. n
p q

Defini¢ao 4. Seja Q@ C R™ um aberto, o espago das fungoes testes, denotado por CX(Q), é

o espaco das funcoes f: 2 — C infinitamente diferencidveis com suporte compacto tal que

suppf = {z € : f(z) # 0},
ou seja,
Cx(Q) ={f € C™(Q) |supp f é compacto em €2, com f(x) =0V & suppf}.

16



Dado 2 C R™ limitado. Considere o seguinte espaco
CR(Q) = {f € C=() |f(x) = 0 em OO},

Note que, se 2 € ilimitado, por exemplo 2 = R", entao as fungdes de C§°(R") sdo C*°(R")
tais que lim f =0.

|x]—o00

Exemplo 3. Seja ¢ : R* — R definida por

b(z) = { exp (—=1/ (1= [lz[|*)) ~se [lz]| <1,

- 0 se [lzf = 1,

sendo ||x]|? = 23 + 2%+ - - -+ 22, entio ¢ pertence a C=° (R™) e supp ¢ = {x € R ||z|| < 1}.

n’

2.2 Resultados Basicos de Teoria da Medida
A seguir enunciamos resultados classicos de teoria da medida. Para a prova, consultar
[3].

Teorema 3. (Teorema da Convergéncia Dominada). Seja (f,) uma sequéncia de fun-

coes em L' (Q). Suponhamos que:
(a) fo(x) — f(x) q.t.p. em Q;

(b) Eziste g € L*(Q) tal que |fn| < g q.t.p., Vn € N.
Entao
rer@e [ fup— [ fau
Q Q

Corolario 4. Se a funcio t — f(x,t) € continua em |a,b] para cada x € Q, e eziste uma

fungao integravel g em  tal que | f(z,t)| < g(x), entao a fungao F definida por

P = [ fat)dnto) (23
€ continua YVt € [a,b).

Corolario 5. Suponha que para algum to € [a,b], a fungao © — f (x,tg) € integravel em €,
de modo que Of /Ot existe em X [a,b], e também eziste uma fun¢ao integravel g em Q tal

que

or
ot

<nﬂ<mm

17



entao a funcao F definida em ¢ diferencidvel em [a,b] e
dF d af
0= % [ fatdute) = [ G it

2.3 Espacos de Sobolev

O primeiro passo para a construgao do espago de Sobolev seré introduzir um novo conceito
que é o de derivada fraca. A fim de motivar esse novo conceito, considere u € C*(Q), para
algum k € N e ¢ € C2°(€2), uma funcao teste. O Teorema da Divergéncia nos permite entao

integrar por partes para obter:

/ugoxidx: —/uxigodij/ u(z)p(2)n'dS,dr = —/uxigpdx (i1=1,...,n),
0 Q o9

Q

em que usamos, na ultima igualdade, o fato de que ¢ = 0 em 0f). De uma maneira mais

geral, se o € um multi-indice tal que |a| < k, podemos escrever

/uDo‘gpdx:(—l)lo‘/ngo‘udx.
Q Q

Observe que o lado esquerdo da igualdade acima faz sentido, mesmo que u nao seja
regular. De fato, basta supor que u € L;,.(€2), pois, nesse caso, se denotarmos por K, CC

o suporte da fungao ¢, temos que

/ uD%pdx
Q

As consideragbes acima motivam a seguinte definigao.

< [ @lDe@)lde < D7l [ Ju(o)lds < .

® K,

Definigao 5. Dado um aberto Q C R", uma fungao u € L}, (Q) e um multi-indice a, dizemos

1

1oc(2) € uma a-ésima derivada fraca de u se

quev € L

/Q (@) Do (x)dz = (—1) / o(@)p(@)de, Vo e C(Q).

Q

Se este for o caso, denotamos v = D%u

Essencialmente, a definicao acima diz que a derivada fraca de uma funcao é uma fungao
localmente integravel que nos permite fazer integracao por partes. O lema abaixo estabelece,

em um certo sentido, a unicidade da derivada fraca.
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Exemplo 4. Seja Q= (0,2) CR e

r sel0<zxz<1,
u(x) =
1 sel<ax<?2.

1

1e(0,2) e que nao existe a derivada no sentido cldssico, visto que ndo

Observe que u € L
existe a derivada (cldssica) no ponto x = 1.

Vamos mostrar que u possui como derivada fraca a fun¢dao v dada por

v(x) =

1 sel0<z<1,
0 sel<ax<?2,

com ' (x) = v(x).
De fato, claramente temos que v € Li, (0,2). Além disso, dada ¢ € C°((0,2)), temos

loc

1 2
/ugp’:/ xgo’(x)dx—l—/ o' (x)dx
Q 0 1
1

:xﬂ@iﬁiA¢@M%Hﬂ®—wm)
=wD—A¢mM—ﬂD

:—/Olgo(x)dx:—/gvgo.

Exemplo 5. Seja 2= (0,2) CR e

r sel<x<1,
u(r) =
2 sel<ax<?2,

1

10c(0,2), mas u nao possui uma derivada

analogamente ao caso anterior, seque que u € L

fraca. De fato, suponha por absurdo que exista uma funcao v € L1, (0,2) satisfazendo

loc
2 2
/ wp'dr = —/ vpdr,
0 0

para toda ¢ € C°(0,2). Entao

_/:wz/olwf+2/12¢:¢(1)—o—/olwo—zso(l)
= o~ [

19



ou seja,

1 2
e fe
0 0

para toda ¢ € C§((0,2)). Escolhendo uma sequéncia de fungoes-teste () C C§°((0,2))
satisfazendo ¢,(1) =1, 0 < ¢, < 1 e pp(z) — 0 para todo x # 1, obtemos através do

teorema da convergéncia dominada de Lebesgue que

1= lim ¢,(1) —hm{ /tpm /wm}:,
m—0o0 m—0oQ

0 que € uma contradicao.

Proposicao 3. Seja Q C RY um conjunto aberto e u € Ly, () tal que

/wp =0 Ve CrQ),
Q

entao u =0 q.t.p. em €.
Demonstragao. Consultar [7]. O

Lema 6. A a-ésima derivada fraca de uma fungio u € L}, (), quando existe, € unica a

menos de conjuntos de medida nula.

Demonstracao. Suponha que v, v sao a-ésimas derivas fracas de u. Entao

'a/w /uDO‘ )'a'/fw, Vo € C°(9),
Q

/Q(v —0)p =0, VpelrQ).

portanto

Segue entao de (3)) que v — 0 =0 q.t.p. em . Logo v = o q.t.p. em . O

Lembrando que a notacao usada acima, nao é de derivada no sentido classico, ou seja,
quando escrevermos D®u anteriormente, estamos nos referindo a a-ésima derivada no sentido

fraco.

Defini¢ao 6. Sejam Q C R™ um aberto, 1 < p < oo e k € NU{0}. Definimos o espago de
Sobolev W*P(Q) como sendo

WHhP(Q) == {u € LP(Q) : D*u € L*(Q) para todo multi-indice o tal que |of < k}.
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Observe que se u € WHP(Q), entdo u € LP(Q2), de modo que toda fungao de W*»(Q)
estd em L] (). Nunca é demais lembrar que, na defini¢ao acima, D*u denota a derivada no
sentido fraco. Finalmente, como D%u € LP(f)), estamos assumindo que todas as derivadas
fracas de ordem menor ou igual a k existem. Uma outra observacao importante é que valem
as seguintes inclusoes

() € WHH(Q) C 17(9),
quando p = 2, denotamos W*P(Q) por H*(Q), isto &, H*(Q) := W*2(Q). Em particular se

k =1, temos

o

HY Q) =W"(Q) = {u € L*(Q): .

€ L*(Q) paraizo,l,...,n.}.

Definigao 7. Se u € W*P(Q), nds definimos sua norma como

( 1/p
Z / |Du|? dx (1<p<o0),
o <k €
HUHW’W(Q) =
Z esssup | D%ul| (p = o),
\ || <k
ou de modo equivalente
( 1/p
Z ||Dau||1£p(g)dx (1 <p<o0),
o<k

HUHW’C’P(Q) =

> 1Dl (o) (p = o0).

\ || <k

Definigao 8. Para o espagco W*P(Q), temos as sequintes definigoes :

(i) Seja {uy}ro_,,u € WEP(Q). Dizemos que u,, converge para w em W*P(Q), escrevendo

Uy, — u em WEP(Q) quando lim ||u,, — ullyyrni) = 0;
T—r 00

(ii) dizemos que up, — u em WP(Q), quando u,, — u em W*P(V) para cada V CC Q.

loc

Definicao 9. Denotamos por WEP(Q) o fecho de C°(Q) em WHP(Q). Portanto u € Wi (Q)
se, e somente se existem fungoes u,, € C=(Q) tal que u,, — u € W*P(Q). Interpretamos

WP (Q) como sendo o conjunto das fungées u € WHP(Q) tal que
D% =0em QY V|af <k-1.
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Teorema 7. Dado o espago W*P(Q), temos que:

(i) O espago W*P(Q) com a norma || - ||, ¢ um espaco de Banach;

(i) O espago WkP(Q) é reflexivo se 1 < p < 0o e separavel se 1 < p < oc;
(iii) C°(Q) é denso em W*P(Q).

Demonstragao. Consultar [7]. O

2.4 O Espaco de Schwartz

Definigao 10. Seja V' um espago vetorial sobre um corpo K (reais ou complexos). Uma

seminorma num espago vetorial V € uma funcao p : V — [0,4+00) tal que
L. p(x) >0,Vz € V;
2. plax) = |a|p(z),Vz € V,Va € K;
3. plz +y) <p(x) +ply), e,y € V.

Também é claro da definicao que p(0) = p(0-0) = 0.p(0) = 0, para uma seminorma p,

ser uma norma falta p(v) = 0= v =0

Definicao 11. O espaco de Schwartz ou das funcoes rapidamente decrescentes, que denota-
remos por S (R™), € a colegao das fungoes f: R" — C tais que f € C* (R") e

/]

i = Pag(f) = sup [+°0° f(@)] < oc,
TER™

para quaisquer multi-indices o, f € 7).

A definicao acima diz que uma funcao esta neste espaco se ela for suave e, além disso, a
funcao e todas as suas derivadas decaem mais rapido que o inverso de qualquer polinémio,
quando |z| — 0.

O conjunto S(R™) é um espago vetorial sobre C, além disso, fixado um par « e /3, temos
que pa(f) definido acima é uma seminorma. A topologia em S(R") é dada pela familia de

seminormas pq, g, onde (a, 3) € (Z4)*".

Exemplo 6. Um exemplo de fun¢ao pertencente ao espaco de Schwartz para o caso unidi-

mensional € f : R —s R definida por f(z) = e .
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Temos que || f||a,3 S80 seminormas no espago de Schwartz. Note que nao sao normas, pois
3f # 0, com 2°0° f = 0. De fato, basta tomar, f (z1, -+ ,2,) = g (T1, ,Tj_1,Tj41, ** ,Tp)
com g€ C®(R"),a=(ag, -, ) ,0; #0

Agora seja d : S (R") x S (R") — R*, definida por

_ 1 pa,ﬁ(f_g) n
d(f.g9) = a’%n T Th T ) f.ge SR,

defina

1 pa,ﬁ(f)
P = . .
= 2 55 Tt ot

Vemos que P é uma norma. De fato, é claro que a soma de seminormas ¢ seminorma.

Logo, P é seminorma. Agora, se P(f) =0, entao f = 0, pois

1 Pap(f) 0,+,0) A0, 0
P(f) = E : : > || fll (0 00, 0) = sup |20 0 £ = sup |f].
a,BEND 2078 14 pas(f) ( B ) zERP zER™

Logo, P é uma norma, mas como toda norma define uma métrica, portanto P é uma
métrica em S(R"™), onde P :=d.

Definigao 12. Dizemos que uma sequéncia (p;) C S(R™) converge para a fungao ¢ € S(R™)

se para todo (o, B) € Z%", tivermos
Pap(p; — ) — 0, quando j — oo. (2.4)
Teorema 8. Seja f € C (R"). Entao f € S(R"™) se, e somente se,

lim z°9°f(z) =0, Va,B€Z". (2.5)

|z| =00

Demonstragao. Seja f € C (R"™). Dados o, f € Z7, existe C' > 0 tal que
|(1+]z?) 2°0° f(z)| < 20" f(x)| + Z |2%0° f(z)| < C, VzeR",
j=1

onde a; = (ay,..., 01,2+ a;, @ji1, ..., 0y) . Consequentemente, temos

|:1ca(9’3f(m)| < vV € R",

1+ |z?
seguindo, dai (2.5)). Por outro lado, se f € C*(R") e satisfaz a condigao ({2.5)), entdo dados
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a,B € 7, existe M > 0 tal que |xa85f(m)| < 1 para |z| > M. Além disso, sendo a fungao
g(z) = 2°0°f(x) continua na bola B(0,M), existe C' > 0 tal que |2°0°f(z)| < C para
|z| < M, logo

Pas(f) < max{1,C}.

O
Teorema 9. O espago S(R™) é completo com a métrica d.
Demonstrag¢ao. Consultar [§]. O
Proposicao 4. Se f € S(R") entao Ya multi-indice,
0°f e S(R").
Demonstracao. V3, o’ multi-indices,
PoY 0 f = 2P0t f
mas, 0% f & limitada, ja que f € S (R"), portanto temos que
0“f e S(R").
O

Proposicao 5. Se f € C®(R"), entao para todo multi-indice a e todo polinomio p(z),
tem-se p(x)0*f € C* (R™), com supp (p(x)0*f) C supp f. Além disso, C° (R™) C S (R").

Demonstragao. Sejam f € C* (R™), supp f = K e G o complementar de K. Logo, f|g = 0.
Como f € C° (R") entdao K é compacto em R", mas isto implica que K ¢é fechado, logo G é
aberto. Além disso, a derivada é algo local. Assim tomando = € GG como G é aberto, entao
existe € > 0 tal que B(z,¢) C G, assim tomando |h| < €, teremos que x + h € B(x,¢€), entao

pela defini¢ao de derivada temos que
fla =0. (2.6)
Para todo polinémio p(x) temos

p(2)0°f € C™ (R).
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Logo, se p(z) (0*f) (x) # 0, entdo, por (2.6) = € K. Assim o supp (p(x)0*f) C K é
compacto (ja que o suporte de uma fungao é fechado). Portanto p(z)0®f é limitada, ou seja,
[p(2)0% flk |l 5 < 00, logo f € S(R"). ]

Lema 10. Seja s € R. Se s > n/2, entao

| e <
T 2 ek 00,
zo (L+ [2]%)

511
ou seja, [(1 + |x|2)5] € L*(R").

Demonstragao. Introduzindo coordenadas polares, temos que:

—————dSdr.
/]R“ (1—|—|x| / /BB(OT 1+|x| )’

Por outro lado, fazendo a mudanca de variavel x = ry, segue que

1 Tn_l T.n—l
e L
/83(0’” (14 |=2) gn-1 (1+[ry[?) ) gn1 (14 12) )

onde y € S" ! = 9B(0,1). Assim temos que

o) 1 o] rn—l
—————dSdr = Wn/ ——dr,
/o /33(0,7«) (1+|z?) o (1+7?)

onde w,, ¢ a area de S"~!. A tltima integral acima no intervalo [0, 1] é finita, pois o integrando
¢ o quociente de dois polindmios em que o denominador nao se anula, ou seja, a integral de

uma func¢ao continua e limitada. Por fim, a estimativa a seguir conclui o lema

o] n—1 oo ,.n—1 o]
/ e g/ - drz/ P12 gy
o (I+7?) 1T 1

B rn—?s OO_ 1
|n—2s . 25 —n’

Teorema 11. O conjunto C° (R"™) é denso em LP (R™), para 1 < p < 0.
Demonstragao. Consultar [7] O

Teorema 12. Sejap € [1,00). Entdo o espago de SchwartzS (R™) é denso em (Lp (R”) - lee)
ou seja, para todo f € LP, existe uma sequéncia {f,}.-, em S (R™) tal que f, G f
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Demonstragao. Sejam ¢ € S(R"™) e r > n/2, entao

, 1
= 1+ |z|? P
el = [+ k)" @) e
r 1
< sup (14 |z2) |p(z p/ ———dxr < 0.
s RV IF [ e
Isto implica que S (R™) C L? (R™). Por outro lado, usando o teorema (11]), observamos
que
LP(R?) = (C57 (R™) 5[ - lee) € (S (R?);5 | - [|ze) < LP (R™) = LP (R")

logo (S (R™);[| - [|ze) = L (R™). 0

Lema 13. Sejam 1 <p<oo e fi - f. Entio fy == f

Demonstragao. Consultar [14] O

2.5 Transformada de Fourier

2.5.1 Transformada de Fourier em L' (R")

Definigao 13. Sendo f € L' (R"), definimos a transformada de Fourier de f como a fungao
]? ou F dada por

FHE =& =@n)™? | flx)e*de, VEeR",

R

onde & -x =x1& + ... + 1,6,

A transformada de Fourier em L' (R™) estd bem definida, pois
|f()e 7| = |f(x)] € L' (R").
Teorema 14. Sendo f € L' (R"), temos que:
(1) f— [ define uma transformacio linear de L*(R™) em L> (R™), ou seja,

o —

af +g=af +§e L®(R"),Vf,ge L'(R"), VaecC.

(2) ||f||oo < 2m)™2||fl1 e f € continua.
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Demonstracao. Da definicao de f, temos que

f@1< @0 [ 5@ ]

n

— ) [ |f@)de

= (2m) "2 fllr < co.

Logo
1 £lloo < (27) 72| fll 11

Consequentemente, f € L* (R"). A linearidade de f +— f decorre diretamente da defi-
ni¢ao da integral, ou seja, como a integral ¢é linear, entao f — f define uma transformagao

linear.

Agora considere uma sequéncia (&) em R", convergindo para £ € R". Como, para cada

natural k, temos que:
|f@)e ™) = |f(@)| e flz)e 8 =5 fla)e €, Vr e R

O Teorema (3| (Convergéncia Dominada) nos fornece

lim f (&) = (2m) 2 Jim [ fla)e = da

—00 R™
_ (2m)"? / lim f(z)e== da
Rn k—00
= [(9),
portanto f é continua. Com isto, ficam provadas as propriedades (1) e (2). O

Lema 15. (Riemann-Lebesgue) Seja [ € L'(R"), entdo

lim f(€) = 0.

€] =00

Demonstragao. Consultar [14]. O

2.5.2 Transformada de Fourier em S (R")

Na subsecao anterior, vimos que é possivel desenvolver a teoria da transformada de Fourier

tomando fungoes L' (R"). Todavia, é extremamente conveniente introduzir um espago de
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fungoes "muito bem comportadas" para estudar a aplicagao f —— f . Esse espaco é o espaco

de Schwartz S(R"™) que definimos anteriormente.

Defini¢ao 14. A transformada de Fourier de uma funcao f € S(R™), denotada porf € dada

por
ﬂ@z/;f%“ﬂﬂm- (2.7)

Teorema 16. A transformada de Fourier define uma bijecao linear de S(R™) em S(R™) e

sua imversa € dada por

(F 1) @) = fo) = 2m)F [ =9 (e

Demonstrag¢ao. Consultar [17]. O

A préxima proposicao resume as principais propriedades da Transformada de Fourier no

espaco de Schwartz.

Proposicao 6. Sejam f e g em S(R"), b € C, a um multi-indice, entao valem
1. f(z) = f(-=),
2 fr=r=7",

3 N flle= < Collflur,

7. (00f) = illea f (),

~ —

8. (0°f)(&) = (=)l (zof),
9. f e SR,
10. Txg=fa.

Demonstragao. Consultar [14]. O

Teorema 17. (Identidade de Plancherel) Seja f € S(R"), entao

1122 = 1 Fllze = [1F]lz2.
Demonstracao. Consultar [14]. O
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2.6 Distribuicoes Temperadas
Definigao 15. Uma aplicagio T : S (R™) — C € uma distribuicao temperada se

1. T é linear;

2. T & continua, isto ¢, se @, — ¢, entdo T (om) — T(p) em C.

Em outras palavras, T é uma distribuicao temperada se T' é um funcional linear continuo.
O conjunto de todas as distribuicoes temperadas é um espaco vetorial sobre C que denota-

remos por S’(R™), ou seja, o espago das distribui¢oes temperadas é o dual topologico de S(R™).

Notagao: Utilizamos o simbolo (-,-) para denotar a agdo de um elemento 7" € S’(R")

em S(R"), ou seja,

T(p)=(T,9) com TeSR") e ¢eSR". (2.8)

No que segue, precisaremos de uma nogao de convergéncia no espago S’(R™). Isto motiva

a seguinte definicao

Definigao 16. Dizemos que uma sequéncia (T;) C S'(R™) converge a T € S'(R™) se, e
somente se

lim (75, o) = (T, ) Vi € S(R").

Jj—00
S/
Neste caso, denotaremos T; — T'.

Agora vamos relacionar as distribuicoes temperadas com fung¢des usuais. Um resultado

simples, nesta dire¢ao, é descrito na proposi¢ao a seguir.

Proposicao 7. Se f € L? (R™), para 1 < p < oo, entdo f define uma distribuicdo temperada

pela sequinte formula

Ti(p) = Rnf(:v)so(m)dw Vo € S(R").

Demonstragao. A linearidade de T decorre imediatamente da linearidade da integral. Para

mostrar a continuidade de T}, basta tomar uma sequéncia (¢,,)-_, que converge a ¢ em

1 1
S (R™) e mostrar que T (¢,,,) converge a Ts(¢) em C. Entao, tomando ¢ tal que — + - =1
p q

e aplicando a desigualdade de Hélder, obtemos

Tr) < [l feller < fllzellpllza, » € SR?).
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Dai, temos que
Ty (05) = Tl < I fllzw llps — ll o -

Portanto, pelo Lema se {¢;}, € uma sequéncia em Schwartz tal que ¢, N (), entao

Ty (p;) — Tr () em C.

2.7 Espacos H*(R")

Nesta secao, nos concentramos no estudo dos espacos W*2(Q), com k € N, onde W*2(Q) =
H%(Q). Seja 2 = R", um fato importante é que podemos usar a transformada de Fourier
para expressar uma norma no espaco W¥ (R") = H* (R") equivalente a norma padrao. De
fato, dado u € H* (R"), pela Proposicao |§|, temos que a transformada de Fourier da derivada
0“u(x) é dada por %(f) = jlelgeqi(€), pela identidade de Plancherel, segue que

fullnen = 2 [ 10rult o

la| <k

= > 110 ull oy = D MOl any = D 1€ g
la| <k || <k lo| <k
Z/m fa(e)|2de = /Z\S“! fa(e)|de.
|| <K la|<Kk

Por outro lado, existem constantes reais positivas ¢; e ¢z (¢ < ¢y), tais que

o (T+1EP) < S lef < e (1+€)".

o<k

Entao, temos

o [ (IR REPdE < ey <cx [ (14 16P) P

1/2
Portanto, a norma (/ (1+ |§|2)k |ﬂ(§)|2d§> é equivalente a norma padrao em W+?2 (R").
Rn
A seguir, vamos definir o espago H® com esta norma, mas vamos considerar um s arbitréario

(ndo somente s € N).

Defini¢ao 17. Sendo s € R, temos um subconjunto de S'(R), chamado um espago de Sobolev,
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dado por

H* (R") := {u €S (R"): / (L4 [€17)° [u(¢))Pde < oo} , seR.

n

A norma em H*(R) é dada a partir do produto interno que definimos a sequir

(e = [ (14 16F) BT

Teorema 18. Sejam s,k € R com k > 0 e f € H*(R"). Entao 0°f € H**(R"), para todo
multi-indice o tal que o] < k.

Demonstragao. Seja o € ZTy tal que || < k. Pela proposicao 3, segue que

[ @ iery 15@@pd = [ i) e o P
= [ iy e pier
< [ iy o pag
< [ (+16p) 1 OPde < oo

Logo, 0°f € H**(R"). O

Teorema 19. (Imersao de Sobolev). Se s > n/2, entdo H*(R™) C C(R™) e vale a desi-
gualdade

Hs,

. 1/2
I£l= < m ([ ee)a)

aqui, Cs(R™) € a colegao das fungoes continuas f : R™ — C tais que |llim f(z)=0.
T|—00

Em geral, temos que se s > k+n/2, onde k € NU {0}, entao H*(R™) € imerso continu-

amente em C* (R"), o espago das fungoes C*(R™), tais que

lim 0°f(x) =0, Vo <k

|z|—o00

munido da norma

I fllook = max 10% 1l oo -

Além disso, vale

1|z < Csll £]

HS.
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Demonstragio. Dado f € H*(R"), entdao f € L'(R"). De fato, pelo Lema [10| juntamente
com o Lema [2| (Desigualdade de Hélder), segue que

1 fllzx = /R (1+8) 7 (1)1 f(©)lde

<([aveya)” ([ arerinore)”
< 11l (/R (1 +£2)‘5d§)m < oo,

Agora usando o item (2) da Proposicao @ juntamente com a formula da transformada

inversa, segue que
(@) = () ()]

<(ne [
= (@m)” | 17Ol

= @m) "2 f(©)llp, Yz eR™

fe)e=o| ag

Logo A )
11z = ()Y lzee < 2m) " 2)1 ()]s

< (2m) "2 ( / ) df) R

Por um céalculo anélogo ao Teorema [15] juntamente com o Teorema [3, temos a incluséo
continua de H* (R") em C,, (R"). Agora se k > 0, considere f € H* (R") com s > n/2 + k,
para certo k € N. Do teorema (18] tem-se que 9*f € H**(R), para todo multi-indice a
satisfazendo || < k. Como s—k > n/2, temos pelo caso k = 0, que 0° f € C (R") V]| < k.

Daf f € C* (R") e temos a inclusao continua desejada. O

2.7.1 Derivacao em Espacos de Banach

Encerramos o capitulo definindo as derivadas de Fréchet e de Géateux.

Defini¢ao 18. (Derivada de Fréchet). Seja X um espago de Banach e considere o funci-
onal F: X — R. F ¢é (Fréchet) diferencidvel em algum ponto x € X se existe um funcional
linear L € X* tal que

oy Flaty) — Fa) — L(y)]
lyli—0 [yl

=0, yeX.
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O funcional linear L € inico e é chamado a derivada de Fréchet de F' em x sendo denotado
por F'(x), ou seja,
F': X — L[X,R].
x— F'(z)
A aplicagio F € CY(X,R), se F ¢ diferencidvel para todo x € X e F' é continua.
Definigao 19. (Derivada de Gdéteauzx). Seja X um espa¢o de Banach e considere o

funcional F : X — R. F ¢é (Gdteauz) diferencidvel em algum ponto x € X se existe um

funcional linear L € X* tal que

para todo y € X. A aplicagao L € unica e é chamada derivada de Gateaux de F' em x, sendo
denotada por F'(z). Se F' € C(X,R) é Gateaur diferencidvel, para todo ponto v € X, de
modo que a derivada de Gateauzr F'(x) € continua, entio F € C'(X,R).
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Capitulo 3

Nocoes de Operadores Lineares

Limitados e Nao-Limitados

Neste capitulo, damos nogoes basicas de teoria de operadores que serao os ingredientes

essenciais para a prova do resultado de estabilidade.

3.1 Resultados Basicos

Definigao 20. Sejam X eY espagos normados e T : D(T) C X — Y um operador linear.

Dizemos que T é limitado se existe numero real ¢ > 0 tal que
|Tz||y <c||z||x VzeD(T).

Caso contrdrio, dizemos que T’ € ilimitado.

Definicao 21. Definimos a norma de uma aplicacao linear limitada T por

|T|| =inf{M € R : ||Tz|| < M||z| para todo x € X}.
A seguir daremos simples exemplos de operadores limitado e ilimitado.

Exemplo 7. Seja T : R® — R™ um operador linear, dado por:

Yy = TA(x) = A[L’,

onde v = (x;), y = (y;) s@o vetores colunas com n e m componentes, respectivamente, mais
ainda A = (a;;) € uma matriz de ordem mxn. T € claramente linear, além disso, o operador

T ¢ limitado.
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De fato, temos que

aipxy Q2 - Qip 1
21 Q22 -+ Q2p )
Ty(x,...,2,) =

| @m1 Qm2 " Gmn Tn
1121 + Q122 + - - - + A1 Ty Y1
211 + Q22T9 + + - - + A2y, Ty, Y2

p— pr— 5
L Am1T1 + Q22 + Tt + AmnTn Ym

onde

y]:Zajkl‘k (j:17"'am)7

com a norma em R™ dada por

Entao

=1 Lk=1
r 1/2 1/27 2
m n n
Z 2 Z 2
m n
_ 2 2
= [lz*> @
j=1 k=1

Observando que a soma dupla na ultima linha nao depende de x, nds podemos escrever
nosso resultado como
T n
|Tz||* < P||z]]* onde = E oy
j=1 k=1

Portanto, temos que T € limitado.

Exemplo 8. Seja X o conjunto de todos os polinémios em [0,1] com a norma do mdximo.

DefinaT : X — X por

FEste operador é claramente linear, mas nao € limitado. De fato, tome x,(t) = t" e note
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que [|z,|| =1, pois
()| = maz{|z@t)]; ¢ € [0,1]}.

logo

[Tan|

lzall

Tz,(t) =nt" " = [Tz, =n = n, Vn € N.

Como n € arbitrdrio, isso mostra que nao existe um niumero fixo ¢ tal que

7ol _
]|
concluimos assim que T' nao € limitado.

A seguinte proposicao estabelece critérios para se determinar a continuidade de uma

transformacao linear.

Proposicao 8. Sejam E, F espacos vetoriais normados. As sequintes afirmacoes a respeito

de uma transformacao linear f : E — F sao equivalentes :
(1) f é continua;
(2) f € continua no ponto 0 € E;
(3) Existe ¢ > 0 tal que |f(z)| < ¢ |z| para todo x € E;
(4) Existe ¢ > 0 tal que |f(z) — f(y)| < ¢ |z —y| para quaisquer z,y € E.

Demonstragao. Provaremos que (1) = (2) = (3) = (1). As implicagoes (1) = (2) e (4)= (1)
sao inteiramente 6bvias. Provemos que (2) = (3). Sendo f continua no ponto 0, com f(0) = 0,
tomamos € = 1 e obtemos § > 0 tal que |z| < § = |f(z)| < 1. Seja agora ¢ qualquer nimero

tal que 0 < 1/c < 4. A relagao |f(z)| < ¢ - |z| é evidente se x = 0. Se, porém, x # 0, entao

x
—— tem norma 1/c, portanto menor do que §. Logo |f ( >’ < 1. Como f é linear, isto

T
clz| cle|

1

nos da |—’|f(x)| < 1, ou seja, |f(z)| < ¢-|x|. Para mostrar que (3) = (4), basta notar que,
clx

sendo f linear, a hipotese (3) implica |f(z) — f(y)| = |f(zr —y)| < c- |z —y|. ]

3.2 Adjunta para Operador Limitado

Nesta secao, definimos a nogao de adjunta de um operador limitado. Para tanto, iniciamos
com a defini¢ao de espago de Banach e um lema. Lembrando que um espaco vetorial normado
é dito ser completo se, e somente se, toda sequéncia de Cauchy converge para um elemento

do proéprio espaco.
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Definicao 22. Um espaco de Banach é um espago vetorial normado completo.
Lema 20. Todo espaco normado de dimensao finita € Banach.
Demonstragao. Consultar [0] O

Definicao 23. Dizemos que H é um espago de Hilbert se H for um espaco vetorial normado
completo, em que a norma provém de um produto interno, ou seja, € um Espaco de Banach

proveniente de um produto interno.

Lema 21. Sejam H um espago de Hilbert e E um subespaco fechado de H. FEntao,
H=E®E".

Demonstrag¢ao. Consultar [19]. O

Teorema 22. (Teorema de Representagao de Riesz) Seja H um espago de Hilbert. Dado um

funcional linear limitado f € H* existe um tunico y € H tal que

fx) = (z,y).
para todo x € H. Além disso,
[l = Nyl
Em particular
H*=H.
no sentido que estes espacos sao isometricamente isomorfos.

Demonstra¢ao. Consultar [19] O

Corolario 23. (Teorema da Representacao de Riesz). Seja V' um espago vetorial com produto
interno (-,-) e dimensao finita. Dado um funcional linear limitado f :V — R, eziste unico

v eV tal que

fu) = (u,v),
para todo uw € V. Além disso,

/1

Demonstracao. Pelo Lema todo espaco normado de dimensao finita é Banach, entao

ve = |lullv.

tomando um espago com produto interno, esse produto induz uma norma, temos assim que
todo espaco vetorial de dimensao finita com produto interno é um espaco de Banach, em

particular, um espaco de Hilbert, portanto estamos nas condi¢oes do teorema anterior.  [J
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A seguir, definiremos a adjunta de uma transformacao linear.

Definigao 24. (Adjunta). Seja T : U — V uma transformag¢ao linear, onde U e V sdo
espagos vetoriais com produtos internos (-, )y e (-, )y, respectivamente. Dizemos entao que

uma aplicagao T* : V — U € a adjunta de T se esta satisfaz

(T(u),v)y = (u, T"(v))y,

para todo uw € Ujv € V.

A seguir, temos o Teorema de existéncia e unicidade da adjunta que usa o Teorema da

Representagao de Riesz em sua demonstracao.

Lema 24. (Existéncia e Unicidade da Adjunta). Seja T : U — V uma transformasc ao li-
near, onde U e V' sdo espagos vetoriais com produtos internos (-, )y e (-, -)v, respectivamente,

e de dimensoes finitas. Entao T existe € unica e linear.
Demonstrag¢ao. Consultar [15]. O

Definigao 25. Seja X um espago vetorial com produto interno (-,-). Dizemos que um ope-

rador linear T : X — X € auto-adjunto se T =T™*.

3.3 Teoria Espectral

Sejam H um espaso de Hilbert complexo, D(T') um subespco vetorial denso em H e
T:D(T)CH—H

um operador linear. Temos as seguintes defini¢oes:

Definigao 26. Seja T : D(T) C H — H wum operador linear densamente definido. O
operador T*, chamado o adjunto de T € definido por

D(T") ={nec H:3¢c H| (T¢n)=(£¢),Y¢ € D(T)},

onde T*n = ¢, n € D(T*). Diremos que T € auto-adjunto se T* =T.

Definicao 27. T': D(T) C H — H € simétrico se, e somente se
(Tu, v) = (u, Tv), (3.1)
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para todo u,v € D(T). Pode-se provar que se vale para todo w,v € H, entao T é

limitado.

Proposicao 9. Seja T um operador linear densamente definido. Entao, T é simétrico se, e

somente se T C T*, ou seja, T € uma extensao de T

Demonstra¢ao. Suponhamos T C T*. Se &,n € D(T), entdao n € D(T*). Além disso, temos

que
(T¢,n) = (&, Tn) = (£, Tn).

Por outro lado, se T' é simétrico, entao para n € D(T),

(T¢,m) = (&, Tn), &€ D),

logo, n € D(T*) e T*n = Tn.

Assim dizer que T' = T* é equivalente a dizer que T' é simétrico e D(T') = D(T™).

Defini¢ao 28. Os operadores lineares T : D(T) C H — H eTy : D (1T1) C Hy — H; sao

ditos unitariamente equivalentes se, existe um operador unitario V : H — Hy tal que
TWWn=VTnne D(T).

O operador V' é chamado entrelacante, dizemos que T e T sao entrelacados por V.

Definicao 29. O grdfico de T' é o conjunto
I(T)={(z,Tz) € H x Hyx € D(T)}.

Dizemos que T' é fechado se T'(T') é um subespago fechado em H x H. Equivalentemente,
T € fechado se, e somente se, (x,) C D(T),z, —x € H e Tz, —ye€ H — x € D(T)
eTr =y.

DadosT; : D(T;) C H — H,i=1,2, dizemos que Ty € uma extensao de Ty, e escrevemos
Ty <T,, sel'(T7) C I'(Ty) . Equivalentemente, T) < Ty se, e somente se, D (T}) C D (T3) e
Tox = Tz para todo x € D (Th) .

Dizemos que T € fechdvel, se este possui uma extensao fechada. A menor extensao fechada

de T (que sempre existe caso T seja fechdvel) é chamada o fecho de T e denotada por T.

Teorema 25. Se T' é um operador simétrico em H com dominio D(T') densamente definido,

entao as sequintes afirmagoes sao equivalentes:
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(1) T é auto-adjunto;
(2) T é fechado e Ker (T* £ il) = {0};
(3) Im(T +il) = H.
Demonstrag¢ao. Consultar [I]. O

Proposicao 10. Todo operador unitariamente equivalente a um operador auto-adjunto é

auto-adjunto.
Demonstragao. Consultar [30]. O

Definicao 30. (Operador resolvente) Se o operador T\ possui inverso, denotado por
R\(T), isto €, se existe
RA(T) =T = (T - \I)7,

entdo Ry(T) ¢ chamado operador resolvente de T. E claro que se Ry(T) existe ¢ linear.

O nome "resolvente" ¢é apropriado, visto que Ry (T') serve para resolver a equagao Thx = y.
De fato, se Ry(T') existe, entao x = R)(T)y ¢é solugao da equagao Thz = y. Por outro lado,
a investigagao das propriedades do operador R)(7T') desempenham um papel relevante para

compreender o proprio operador 7.

Defini¢ao 31. (Valor proprio) Seja T : D(T) — H um operador linear com D(T) C H.

Um nimero complexo A chama-se valor proprio do T se existe x # 0 em H tal que
The = (T — M)z =0.

O vetor x # 0 chama-se vector proprio de T associado ao valor proprio . Note que, se
A € C € um valor proprio de T, entao R\(T) nao existe, pois Ker (Ty) # {0}.

Defini¢ao 32. (Valor Regular) Seja T : D(T) — H um operador linear com D(T) C H.

Dizemos que A € C € um valor reqular de T se valem as sequintes propriedades:

1. O operador Ry(T') existe e, portanto, é linear;
2. 0 operador R\(T) := Ty : Im (1) — D(T) ¢ limitado;

3. O operador R\(T) esta definido em um conjunto denso de H, isto €, Im(Ty) é denso
em H.
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O conjunto de todos os valores requlares de T serd denotado por p(T') e chamado o conjunto

resolvente de T'.

Definicao 33. (Espectro) O complemento o(T) = C\p(T) no plano complezo chama-se
espectro de T e X\ € o(T) diz-se um valor espectral de T . Temos que o espectro o(T') € a

uniao disjunta dos sequintes conjuntos

onde:

1. 04(T) : € o espectro discreto de T , isto é, o conjunto dos A\ € C tais que R)(T') nao

existe. Portanto, se A € a4(T), entao A € um valor préprio de T';

2. 0.(T) : € o espectro continuo de T, isto é, o conjunto dos A € C tais que o operador
R\(T) existe e satisfaz a condi¢io 3. da Defini¢cdo mas nao satisfaz a condigao 2.
da Definicio [39, ou seja, Ry\(T) € ilimitado;

3. 0.(T) : é o espectro residual de T, isto €, o conjunto dos \ € C tais que Ry(T) existe e
nao satisfaz a condi¢ao 3. da Deﬁm’gdo ou seja, o dominio de Ry(T') nao é denso

em H. Neste caso, R\(T) pode ou nao ser limitado.

Logo, temos a seguinte uniao disjunta

C=p(A)Uc(A)=p(A)Uop(A)Ua.(A)Uo.(A).
Proposigao 11. O operador —A : H*(R) — L*(R) € ilimitado.

Demonstracao. Pela Proposicao , basta provar que o operador multiplicagao Mg nao ¢

continuo. Para isso, considere a sequéncia de funcoes

(n+1)

€772, k<[ <Ek+1, k=1,2,3,...

0, caso contrario.

Introduzindo as coordenadas polares, temos que

E=ry, rel0,00),yecsS,

onde S™~! denota, como de habito, a esfera de raio um centrada na origem de R™. Lembrando

que dé = r"'drdS(y), onde dS(y) ¢ a medida de superficie em S"!, segue que
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Bl = [ e
k<|¢|<k+1
k1

:/ dS(y)/ Ly Sy /¥

Sn—1 k

k+1 Rl | 1

_ -2 _ _ = — - -
_w/k r—=dr w{ T]k w(k k+1)’

onde w e area da esfera S"~!. Portanto, $, — 0 quando k — co na norma L?. Mas

~ 112 _ 4 —n—1
R e N L

k+1

k+1
= / dsS(y) / drr?
gn—1 k

k41
2 w

—wl :—(3k2+3k—1)—>oo,
A 3

3

quando k — oo e a proposicao esta provada, pois se o operador —A fosse continuo, entao dado
uma sequécia @, — 0 quando k — oo na norma L2, entao pela, identidade de Plancherel,

temos que

1BkI172 = [lrll = ¢r — 0 quando k — 0o na norma L2, (3.2)

usando a continuidade da norma, juntamente com a equacao (3.2), seque que

I=Agellys = | F Mg Forl;. = | Mige@x]| ;. = -20]172 = || Mig=0][;. =0,

mas isso contradiz o resultado anteriormente obtido, logo o operador —A é ilimitado.

]

Na proposigao a seguir, o operador dado esta associado a solugao particular (Soliton) Q.

da equagao gKdV (|1.4).

Proposigao 12. O operador L : C*°(R) C L*(R) — L*(R) dado por:
L, = —Zp +cz—pQP 1z, (3.3)

€ stmétrico
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Demonstragao. Sejam w e z € C°(R). Entao

(w, Lz) = / wlzdr = /w(—zm + ez — pQ¥ ' 2)da
R R

:/—w@d:c—l—/cwidx—/prﬁlde
R R R

e
(Lw,z) = / LwZdr = /(—wm + cw — pQP~tw)zdx
R R
= / — Wy zdr + / cwzdr — /prﬁ_lzdx.
R R R
A funcao @), acima assume valores reais. Agora, usando integracao por partes, temos que
/ —WZdr = —WZ,| + / Wy ZpdT = / Wy Zgp AT
R R R R
— / —WZgpdr = / — Wy zd,
R R
/ — Wy zdr = —w,z| + / Wy Zpdr = / Wy Zpdr
R R R R
logo
(w, Lz) = (z, Lw),
portanto o operador £ é simétrico. n

A seguir, introduziremos resultados primordiais usados nas demonstragoes dos Lemas
e . Em tais resultados, usamos o fato de que £ é o operador (3.3) dado na Proposi¢ao
Lembrando que tal operador esté associado a solucao particular (Soliton) @, da equagao

eKdV (T4).

Lema 26. As sequintes afirmacoes sao satisfeitas
(a) L é um operador auto-adjunto definido em L*(R), com dominio D(L) = H*(R);
(b) ker(L) é formado por Q.;

(c) L tem um inico autovalor negativo —X\g < 0 de multiplicidade um. A fung¢ao prépria
(explicita) associada x. € tal que x. € S(R) (Espago de Schwartz) e toma valores reais,

com

ﬁXc = _)\OXca HXCHLQ(R) = 17

(d) O espectro continuo de L € o intervalo fechado [c, +00);
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(e) (Coercividade). Existe vy > 0 tal que vale o sequinte: Assuma que

/ZQ'Cda: = / Zxedr = 0,
R R

/zﬁzdx > 1212
R

entao

Demonstragao. Esse lema se encontra em [27]. Também sugerimos, como referéncia para

prova de alguns dos itens, a leitura de [I]. ]
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Capitulo 4

A Equacao de KdV Generalizada

Neste capitulo, trabalhamos com a equagao de Korteweg-de Vries generalizada (gKdV)
dada por
up + (Uge +uP), =0, peN, (4.1)

onde u = u(z,t) é uma fungao de valor real, e (z,t) € R?. O caso p =2 é a famosa equagdo
de Korteweg-de Vries (KdV). O estudo da equagdo acima é bem técnico, exigindo muitas
ferramentas da Anéalise Harmonica, ver por exemplo, o livro de (Linares e Ponce [24]), quando

considerarmos o problema de Cauchy, dado por

{“tﬂ%ww)x:@ mteR, 12

u(z,0) = ug(x), = € R.

onde uy é uma funcao em um certo espaco de Banach.

4.1 O Principio de Duhamel

Nesta segao, vamos obter uma representacao integral de (4.2)), para p = 2,3 e 4. Aplicando

a transformada de Fourier com respeito a variavel = para u(x,t) € S’(R) no sistema (4.2,

obtemos
Guu(€. 1) + GE)(E, 1) + pur—1D,u(&, 1) =0, 43)
(&, 0) = p(§).
Multiplicando a primeira equacao de |) pelo fator integrante e’ obtemos
Uy 4 (1€)3 e 4 0O (1) = 0, (4.4)
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onde f(z,t) = pu(x,t)’"*d,u(z,t). Observando que

d /... s
pr (ue(15)3t> = e 4 (i6) e (4.5)

de (4.4) e (4.5), obtemos a relagao

% (aeus)%) _ el

Integrando de 0 até ¢, temos a seguinte igualdade

t
eWT(t) = Ty — / Ft) e qp,
0
ou ainda,

Ut) = e~ 9% — ¢~ / F(t) e gy

Portanto, aplicando a transformacao inversa, obtemos a equagao

\2
u(t) = (e ")’ ( ~Gey / Fie )
— (% 6—(1‘{)31& _/ ei§3(t’—t)f " dr',
I NG >>
\2
por outro lado tomando S(t)ug = (e_(’f)gtﬂo> , logo
3¢ —t) 7 v / / / — /
(90T W) =SW =0 S () =S F — ) () (1),
entao temos a identidade
t
u(t) = S(#)uo — / St — ) (pu0yu) () . (4.6)
0

ou seja,
u(t) = S(#)uo — /0 S (t— 1) (D) (#) dt. (4.7)

Isto é, se u satisfaz o sistema (4.2)), entao u satisfaz a equagao integral (4.7)), a qual recebe

o nome de férmula de Duhamel.

46



4.2 Boa Colocacao

Nesta secao, definimos o conceito de boa colocagao. Para isso, considere a seguinte defi-

nicao

Definicao 34. Sejam X e Y dois espacos vetoriais normados com X C Y. Dizemos que X

estd imerso continuamente em Y se existe C' > 0 tal que
[zlly < Cllzllx, VrelX.

Nesse caso, escrevemos X — Y.
Observe que dizer que a imersio de X em Y € continua € equivalente a dizer que a

aplica¢ao identidade i : X — Y dada pori(x) = z,x € X, € continua.

Agora, retornemos ao problema de Cauchy

Ut + (Ugy +UP)y = 0,
¢+ ) (4.8)
u(x,0) = ug(x).
Seja (X, - |lx) um espago reflexivo de Banach que suporemos ser imerso continuamente

no espago de Hilbert L*(R). Suponhamos também que exista outro espago reflexivo de
Banach (Y, - |ly) que é imerso continuamente em X. Supondo que o problema (5.1) tem
solucao e que esta é tnica, podemos definir uma funcao que, a cada condi¢ao inicial ug em
um espaco Y, associa uma tnica solucao u em um espaco X . Essa funcao é chamada de fluxo
e esta bem definida pela existéncia e unicidade de solucao.

A seguir, damos a nocao de boa colocagao usada neste trabalho.

Definigao 35. (Boa Colocagio) Dizemos que o problema de Cauchy (4.8) € localmente bem

posto (lL.w.p.) em Y se valem as sequintes condigoes:

(1) Para cadauy € Y existe um T e uma unica solugio u de (4.8) tal que v € C([-T,T);Y)

e u(0) = up;

(2) O fluxo é continuo, ou seja, a aplicagdo

uw €Y —ueC([-1,7];Y),

¢ continua. Aqui u é a solugio de (4.8)) associada do dado inicial ug. Em outras palavras,

a solucao depende continuamente do dado nicial. Dizemos que o problema inicial avaliado
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(4.8)) esta globalmente bem colocado (g.w.p.) emY se pudermos escolher T na parte (1) da

defini¢cao acima, como qualquer nimero real.

O espago X, usado na definigdo acima, é o classico espago de Sobolev H*(R) que satisfaz
a inclusao H"(R) € H*(R) para r < s. Para estabelecer um resultado de boa colocagao
para a equagao (5.1), o método geralmente usado é baseado na resolu¢ao da equagao integral

correspondente associado a (5.1), a saber, a formula de Duhamel.

Teorema 27. Seja ug € H*(R), para s > 1 com p = 2,3 ou 4, entao existe um tunico
u e C (R, H*(R)) solugao de no sentido de Duhamel:

u@)zéﬂﬂuo—lAtS@——Q[ﬁﬁhjsﬂd& S@ym::(a?%%>v,

Além disso, temos que

as®) < C <||uo| Hs(R)) :

sup |u(t)]
teR

Demonstragao. Consultar [18] e [2]. O

4.3 Leis de Conservacao
Nesta secao, obtemos leis de conservagao que sao essenciais na prova do resultado de
estabilidade orbital. Mais precisamente temos a seguinte proposicao.

Proposicao 13. Seja u(z,t) uma solugao do problema de Cauchy , com dado inicial
up € H'(R), dada pelo Teorema [27,

(a) A massa € preservada, isto é€,

Elu](t) := /R (uif’t) dz — “p+1(x’t)) dz = /R (wdx - m) dz = E ug].

p+1 p+1
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Demonstragao. Seja u(z,t) € C*°(R?) uma solugao global para a equacao (4.1) com decai-
mento, ou seja limy_, o0 u(x, 1) = 0 e lim,_,o u™(z,t) = 0.
(a) Multiplicando a equagao (4.1)) por u obtemos

UUE + Ulggy + pupua; = Ul + [(u:vuwx + uuz:vx) — UgUgy + pupua?] =0,

que podemos reescrever na forma

1 1
@ <§u2> —+ ax <uum — §Ui —+ ]%UP—H) = 0,

1 1
O (§u2> = —0, <uum — aui + ]%upﬂ) :

Integrando sobre a reta e lembrando que u(z) — 0 (assim como todas as suas derivadas)

ou

quando x — +o00. Usando a regra de Leibniz para derivar sob o sinal de integragao, podemos

d (1, 1
— | ZuPdx = —u?d
o Rzux /Rat(zu>x

1
= — / Oy <uum — Zu2 4 Lu”“) dx
R 2 p+1

entao escrever

1 =00
= — (uugjaj - _ui + Lup—’—l) - 07
27 ptl z=—00
ou seja,
1
— / widr = A,
2 Jr
onde A; é uma constante, portanto concluimos que
1 2 1 2
— [ w(z,t)de = = [ u*(z,0)dz.
2 Jr 2 Jr
(b) Multiplicando a equacao (4.1)) por u,, + uP, segue que
U (Ugy +UP) = — (Ugy + UP), (Ugy + uP).

Novamente, integrando sobre a reta e lembrando que u(x) — 0 (assim como todas as

suas derivadas), quando x — +00, podemos escrever
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/ U (U + uP)dz = — (um +uP), (Ugy + uP)dx
R

—

1
— 5agc(um + uP)dx (4.9)
1 =00
“\Uxg = 0.
2(u + uP)? o
Usando novamente a regra de Leibniz, temos que
1 d +1
Uy + wtPde = [ wptgdx + _ up dx
= Uy T a:d rn p+1d
uutﬁ_oo /Ruut ZE+ Tidl u X
1 d
— / UpUppdx + ——— up+1dx
R P +1 dt

1d 1 d
= ——— uidm—i———/u”“dm,
2dt Jp p+1dt [y

mas por (4.9)), temos que

1d 9 1 d
_ - d p+1d —O
pat T T a LY
ou, de forma equivalente,
1d 9 1 d ol
- dr = 0.
2dt S T o a ot
Assim,
d (1
— /u de — —— up+1d:z: 0,
dt \ 2 R p+1
logo

1 1
—/ufcdx——/up“dx:Ag,
2 Jr p+1J/r

onde A, é uma constante. Portanto, temos que

1 1 1
- _ - p+1 — o p+1
Q/R 2(z,t)dx | u (x,t)dx 2/]1@ 2(z,0)dx 1 u (z,0)dz.

Por fim, vamos obter o resultado no caso em que vy € H'(R) e u € C(R; H'(R)) . De
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fato, temos que C°(R) é denso em H'(R), entdo existe ug, € C>°(R) tal que
Ug,, — Uy € Hl(R)

Mas C(R) C H*(R), logo pelo Teorema , temos que para cada dado inicial ug, €
H*(R), existe uma tnica solu¢ao u, do problema (4.2)). Agora, pela imersao de Sobolev,

temos que

Un(z, ) € HY(R) = up(,t) € C3,

para cada t fixo, pois H*(R) < C% (R) para s > k + %, entao tomando k& = 3,n = 1 segue o

resultado acima. Portanto, pelos casos anteriores, temos que

1 1
—/ui(z,t)cm: —/ui(m,())dx em H*(R). (4.10)
2 Jr 2 Jr
1 +1 1 +1
8 u?(z,t)dr— —— up (x,t)d 8 u?(z,0)dr — —— up (x,0)dz. (4.11)
p+1 p+1

Por outro H*(R)) € H'(R), o que implica uy, € H'(R), além disso, sabemos que o fluxo
ug — u € C(R; H'(R)) ¢ continuo, ou seja, a aplicagao I' : H'(R) — C(R; H'(R)) dada
por

I'(uo) = u,

é continua, entao usando o fato de que uy, — ug, temos

/uid:v — /uzda:
R R

Portanto, fazendo n — oo em ({4.10f), obtemos

1 1
—/uz(x,t)dx: —/uQ(a:,O)dx,
2 Jr 2 Jr

portanto, provamos o caso (a), para u € H'(R).

Ja no caso (b), aplicamos a seguinte desigualdade de Gagliardo-Nirenberg que diz:

(p+3)/4 (p—1)/4
Vv € H'(R), /\v[p“dx < C(p) (/ vzdx) </ vzdx) :
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Finalmente, fazendo n — +o00 em (4.11f), obtemos

2 p+1 2 p+1
R 2 p+1 R 2 p+1

A prova da desigualdade de Gagliardo-Nirenberg pode ser encontrada em [12], com

isso concluimos a demonstragao da Proposicao 13|

]

4.4 Solucao Tipo Onda Solitaria

Nesta se¢ao, vamos encontrar uma solugao particular, tipo onda solitaria (Soliton) @,
para a equagao generalizada de Korteweg-de Vries (gKdV) , tal que Q). é uma funcao
real, de modo que @), e todas as suas derivadas Q((;") tendem para zero, quando s — F00.
Para isso, introduzimos a forma de onda solitaria u(x,t) = Q.(z — ¢t — xg), com ¢ > 0 (que
representa a velocidade da onda) e zg (uma constante arbitraria).

Observe que:

ch(x —ct —x) = —cQ.(x — ct — xp);

1. Uy = dt

d
2. U, = @Qc(x —ct — 1) = Ql(x — ct — xp);

3

3. Upge = —=
dx3

Q.(x —ct —x0) = QV(x — ct — wp).

Fazendo a mudanca de variavel s = x — ¢t —xy e introduzindo esta forma de onda solitaria
na equacao da gKdV(4.1)), ficamos com uma equagao diferencial ordinaria para Q.(s) da

seguinte forma:
—cQ + PRI QL+ QU =0.

Aplicando a integral em relacao a s em ambos os membros da igualdade, obtemos:

[ —eus+ [poriqus+ [ qras— [oas

Q.+ / (@)ds+ Q= —cQu+ Q"+ Q' = a.
No entanto temos que @), Q&n) — 0, quando s — =00, isso implica que a = 0, assim

— Qe+ Q2+ QL =0. (4.12)
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Agora multiplicando —cQ. + QP + Q" = 0 por ()., segue que
—eQeQ, + QPQ, + QL Q. =0

Integrando novamente com relacao s, obtemos que:

[ e+ [@rauas+ [@ruas = [ f:l v (1T,
@ o WO
2 p + 1
=b.

Analogamente, pelo mesmo motivo que no caso a = 0, temos também que b = 0, dai
segue que

—c(p+1)Q2 +2Q0" + (p+ 1)(QL)* = 0,

Colocando o termo Q? em evidéncia, obtemos a seguinte equagio

(p+1)(Q0)* = [elp + 1) — 2Q07'] Q2. (4.13)

Observamos agora que é necessario [c(p + 1) — 2Q27'(s)] > 0 Vs € R. Além disso, pela

fisica do problema, podemos supor que Q.(s) >0 Vs € R.
1 _

Dai, 0 < Q. < [§C(p + 1)}1/@ VovseR Segue portanto de (4.13)) que

1 /
VP + 19 ~ 1. (4.14)
Qefelp + 1) — 227"
Entdo, tomando ¢* = (p + 1)c — 2QE™!, temos

2 p—1 2 2

@:(c<p+1>—¢2)1/’”_1:@: 1 (c(p+1)—¢2)2_p/p‘1(—2¢¢’)

Por (4.14)), segue que
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VP F1Q.] _
- p—1 (p—1)/p—1
QC\/C(p +1) —2Q¢ (C(p +1)— ¢2)/2> J cp+1)—2 ((c(p +1) — ¢2> /2>

1/p—17 (=p+2)-1

IR/ R [ c(p+1) — ¢ — ¢

p-1| 2 ] Velp+1) —clp+1)+¢
CFI [+ -\ e
Cop-1 | 2 | ¢

Vo[ [elp+1) - ¢ ey ,
= Y 5 (~¢)

i /o
1 1) — ¢?

_ pp_+1 c<p+2> ¢> )
_2vp+1 (=9)

p—1 clp+1)—¢?

Agora, usando fragoes parciais, obtemos

0PI (—¢) 2y/p+ 1 (=9

p=1 clp+1)=¢* p=1 (Velp+1)—¢)(/elp+1)+0)
A B
T Wi D-9)  (JewrD+o)

Logo
Zﬁ(_(ﬂ) = (A+ B)(Vc(p+1)) + (A— B)g,
entao
{ A-B=0
2/pFI(-9)
(A+ B)y/c(p+1) = ErE
Assim,

WY _
QA\/C(p-i-l):ppf_w:A:W’S_ly
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dai segue que

¢’ ¢’

— —1).
N CrES BN e P A
Integrando, obtemos
¢/ (b/
d ds= | — —1)d
cp+1)—¢ o Velp+1)+ ¢ ’ / Velp = 1)ds
logo

log(v/e(p+1) + ¢) — log(v/e(p+ 1 —Ve(p—1)s +d.

Temos entao

Vel p+1 +<;6 —Jeln — 1) Vep+1)+ ¢ _ Vet

mas isso implica que

—Ve(p—1)s+d _ 1

¢(s) = Velp+1) (Z—\/E(p—l)erd I 1) = —/c(p + 1)tanh <\/E(p _21)8 — d) :

Como

1/(p—1)
Qc(s) = (W) e tanh?(s) + sech?(s) = 1,

segue que

1/(p—1)
[elp+1) —¢?
Q.= - >

[t oty (fc@ ~1)s - d)] VoD
2 9 5

o+ 1) Vi —1s—d\\]"""
B v (1—tanh2< AP i ))]
2 2
- 1/(p-1)
IECES) (h (ﬁ(p —1)s d))]
2 P
J(p—1)
_ ) p+1
2cosh? (—\/E(p_zl)s_d) '
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Para simplificar a solugao adotamos d = 0, entao

Qc(s) = /PDQ(Ves),

onde

1/(p—1)
Q(S)<: Qc:l) = ( b +(pl,1) S)> : (415)

2cosh? (T

Encontramos portanto uma solugao ). > 0 da equagao de gKdV do tipo onda solitaria

que satisfaz a EDO nao linear.
—cQ. +pQ¥'QL+ Q) =0, com Q.€ H'(R) e Q. € S(R)

A figura a seguir mostra a evolugao no tempo de uma onda unidimensional (Soliton) com

velocidade de propagacao c.

N

Q

C

t=0 t

T
0 X=Xq x=x0+ct X

Figura 4.1: Evolucao do Soliton
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Capitulo 5

Estabilidade de Solitons

O objetivo deste capitulo é provar o principal resultado do trabalho, a saber, estabilidade

orbital de solitons.

5.1 Propriedades da solucao tipo Soliton

Uma relacao entre solitons e o resultado da boa colocacao global pode ser estabelecida,

usando a norma L? de cada soliton, mais precisamente

11
1Qecll p2gy ~ c7 171

De fato, temos

1Qecll L2(gy = (/RC’AQ(\ES)%ZS)%
- Wl)é( / Q(\/ES)Qch)é
= <%/RQ(S/)%/>;
C”ll‘1‘</R62(s’)2dsf>é

1
=cr1 1M,

onde M := / |Q(5)]?ds’. Temos que:
R
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1
® Se 171 > 0, entao p = 2, 3,4. Neste caso, dizemos que o regime é L?- subcritico.
p p—

Note que aqui quanto menor for o soliton, menor sera sua massa;

1 1

1 "1 0, entdao p = 5. Portanto esse regime é chamado L?- critico. Neste
p —

caso, a massa permanece inalterada independente do tamanho do soliton;

1 1
171 < 0, entdao p > 5. E esse ¢ chamado o regime L2 supercritico. Aqui
p —

acontece algo menos comportado, a saber, quanto menor o tamanho do soliton, maior

e Se

o Ji se

é sua massa.

Proposicao 14.

(@) AQUs) = 0.0.0) =+ (S 150.(5) + 350105 )
(b) LAQ. = —Q.;
>0, p=234,
(©) ac/RQE ~ [20a{ =0, p=s
=t K <0, p>5,

onde AQ := AQ.|._, . Além disso, AQ. é uma funcao par.

Demonstragdo. Inicialmente provemos (a). Dado Q.(s) = ¢/ P~V Q(y/cs), temos

0.04(5) = T () + LI

ot o Q'(Ves)s
= Q(\/ES)+CP N

Por outro lado, temos que

Qe(s)

o) = 7 (),

Quls) = 71 Q (Ves)e =

dai
al CTLQ%\/Es)S B QL(s)s B Q.(s)s
2 2/eve 2
Portanto N
0:Qc(s) = c(;p_11>Q<\/ES) + 01711%\/\/6;)5



(b) Usando a equagao (4.12)), juntamente com o item (a) temos

eaao=c (2 (e + )

b o)+ %E(s@’cs)

cp—1)
1 ” p—1 il I\ ' p—1 !
= o) (FQ Qe =PI + 5 | — (5Q)" + elsQl) — pQ2 <S@c}
— o Qe s @)+ 5[ Gt Q etsa) - s
— c(pl_ 1) (—Q + Qe — pQU'Qr) + % 7 5QH2Qe + elsQ) - ple(SQg}
= o (@ Qe QL —peQ) + 5(~Q + Q= pQ Q) ~
1 " " L,
Ty @Ot m e =
= —Q..

(c) Novamente, pelo item (a), sabemos que

1/ 1 1
AQC(S> = ach(‘S) = E (pTch(s) + §SQ0(S>>7
onde AQ := AQ.|._, , logo
2 .
8,;/Rchs . =: /RAQst
1 1
- [ (5500 + 3500 Qs
1 1
:/REQZ(s)ds+/R§SQ (s)Q(s)ds

Agora, usando integracao por partes, temos que

%/RSQ,QdS = % (3Q2

- /R QQds = — /R Qds,

- /R @+ SQ')st) |
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pois sQ? — 0 quando s — 400, visto que

2/(p=1)
R (R N
R 2 cosh® (E1s)

2/p—1 4/(p—1)
_(p+1 ot/p-1 1
2 eP=1)s/2 | —=(p—1)s/2

5QQ*

R

R

Logo
<K ) 4/(p-1) e 1 4/(p-1) .
® O >~ S e(pfl)s/Z _|_ e*(p—l)s/Q -~ S <m> 75 = 0’
4/(p—1) 1 4/(p—1)
o Ks (ef(P71)3/2> < Ks <€(p1)8/2 n e(p1)3/2> <0,s <0,

onde K = (’%1)2/7]_1 24/p=1 > (.

Aplicando o teorema do confronto em ambas desigualdades acima, segue o resultado

36/ Q%ds
R

desejado

= /RAQst
:Z%/RQZ(s)ds—}l/RQst
(1) [
(=) [

Note que / Q*ds > 0 e que a igualdade é valida se, e somente se Q* = 0 em q.t.p.. Mas
R

temos que a fungao Q2 ¢ tal que Q*(s) >0 Vs € R, entao / Q*ds > 0. Portanto,

R
>0, p=23,4,
&;/Q? =:/AQQ —0, p=5.
R c=1 R
<0, p>5.
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5.2 Resultados Principais

A seguir, definimos a nog¢ao de estabilidade usada neste trabalho.

Defini¢ao 36. (Estabilidade de Solitons). Assuma que ug € H*(R) satisfaz

||u0 - Qc‘

He < Q,

onde < 1 es > 0. Entao dizemos que Q. é estdvel em H*(R) se também satisfaz o sequinte

o resultado

Ho®) S O

sup [[u(t) — Qc(- — p(t))|

teR

para alguma funcao p(t) € R. Caso contrdrio, dizemos que Q. € instdvel.

A funcgao p(t) é necesséaria na definigdo de estabilidade acima, ou seja, ndo podemos ter
p(t) = ct, pois a estabilidade nao funciona para a velocidade original do soliton. A prova
do fato de se considerar a fungao p(t) na defini¢do de estabilidade pode ser consultada no
Apéndice [A]

Agora enunciamos o resultado principal desta dissertagao.

Teorema 28. (Estabilidade) Assuma p =2,3,4,¢ > 0,29 € R. Ezistem o > 0,Co > 0 tal
que para todo o € (0, ) e todo ug € H'(R) de modo que

luo = Qe (- = o)l gy < v,

entio a solugao global u(x,t), dada pelo Teorema com dado inicial ug, satisfaz

Sup [u(t) = Qe+ — POl g1y < Coc,

para alguma fungao p(t) € R.

A seguir, vamos enunciar e provar alguns lemas que sao fundamentais na prova do resul-
tado de estabilidade. Nesses lemas lembremos que a fungao x. e o operador £ sao dados pelo
Lema 26

Lema 29. Seja z € L*(R) tomando valores reais e satisfazendo /ZQ'Cdm = 0. Entao existe
R

Yo > 0 tal que
2

1
[ stzto = et - | [ e
R Yo |Jr
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Demonstragao. Como ambos espagos gerados por @), e . tém dimensdo um, com @), e x.
pertencentes a L?(R), logo pelo Lema , temos que esses espacos sao fechados, entao pelo

Lema , podemos decompor o espago de Hilbert L?(R) da seguinte forma

L*R)=[Q] & [x]®X

= 1
onde X = ([Qg] d [Xc]) )
Dai, dado Z € L*(R), existem a, b e d escalares reais tais que

Z = aQ’, + by, + dw,

onde w € X, como Q.. € KerL, entao

/}Réﬁéd:ﬂ:/Riﬁ(aQ/c)d:U—l—/Réﬁ(bxc)d:U—l—/Réﬁ(dw)dx
- /R SL(bye)dz + / S£(dw)dz.

R

Além disso, por hipétese note que
0= (5. = [ 5Qida
R
= / a(QL)2dx + / bx.Q.dx + / dX Q' dx
R R R

— /R a(Q)?*dx.

o< [@ar= [1Qrar < [ dqfar

como a ultima integral da desigualdade acima existe, logo a integral a seguir existe, além

disso, temos
[(@rar=0—= @2 =0 emap.
R

Todavia isso nao acontece, entao
/ a(Q')*dr =0 = a =0,
R

logo
Z =bx. + dw.
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Usando o fato de que o operador £ é auto-adjunto, segue que

/ SL3dr = (3, £3)
= (bx. + dw, L(bx.) + L(dw))
= (bXe, DL(Xe)) + (Dxe, dL(w)) + (dw, bL(X.)) + (dw, dL(w))
- <bX67 bﬁ(Xc)) + <b£Xca dw> + <dw7 bﬁ(Xc» + <dw7 d/:’(w)>
= (bXe, —bAoXe) + (—bAoXe, dw) + {(dw, —bAoXx.)) + (dw, dL(w))
= —\b? / X2dr + (dw, dL(w)).

/wQ’cdx = / wyedr =0,
R R

entao pelo Lema [20] existe um v > 0 tal que

Como

(dw,dL(w)) = /Rdwﬁ(dw)dx > 7||dw|\?{1(R).

Usando o Teorema de Pitagoras, segue que

/ FLEdxr = —\b? / idw + (dw, dL(w))
R R
> h? / ez + Aldw 2
R
W / 32z + 117 = bl
R
W / 32z + 1 s — YI0xel 2

- / XeZd + || ) — b / Vezde — b / (L)
R R R

onde M := /(X/C)zdx.
R

~ b
Pela desigualdade de Young (Lema , tomando @ = ae?, b = -, p=¢q=2ee>0,segue
€
que
~ a’e? b2
ab=ab < —+ —
a ab < 5 + 9¢2
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dai
2 2

s T b
W= T e
Assim
2
XczZdx
- (Aob + D)€ </R )
—(Xob +7b) /R Xezdr > — 5 - 5o

Agora tome € > 0 satisfazendo

(Mob +700)%* _ </R Xcgdw) | (5.1)

2 . 2¢2 ’
logo para mostrar a validade de (5.1)), basta tomar e suficientemente pequeno, entao por (/5.1

Cowee (L iz) - (foxsas) (L iz)

2 2¢2? 2¢2? 2¢2

(o)

€2

/ XczZdx
R

Dai
2

1
/ XcZdx
R

R €
Agora tome Yo > 0 pequeno de modo que v < v e Y < 62, assim temos que

— M —

—vb*M

1 2

€2

2

s - 1 -
/zﬁzdx > Yol 22wy — — ’/ Xc2dx
R Y [JRr

Como queriamos mostrar.

]

Lema 30. Seja z € L*(R) tomando valores reais e satisfazendo /zQ’cdx = 0. Entao existe
R

Yo > 0 tal que
2

_ 1
/Z£2d$ > ’YO”Z“?;N(R) - = ‘/ chdx
R Yo |JR

Demonstracao. Basta assumir que / Q.zdx = 0. Agora afirmamos que
R

/zNodix = / 2Q.dx onde z= fByx.+ %o,
R R
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analogamente ao lema anterior, o espaco gerado por Y. tem dimensao um, além disso, x.
pertence a L?(R), logo pelo Lema temos que esse espaco é fechado. Entao pelo Lema ,

podemos decompor o espago de Hilbert L?(R) da seguinte forma

L*(R) = x. ® x+.

Logo, dado z € L*(R), implica que z = Byx. + 29, onde Zy € x<. Assim

/ZQ'Cdx:/ﬁochgdij/zNon:dx
R R R
R

[ e 2 ol ey
R

para algum ~; > 0 independente de z. Para tanto, vamos decompor z e AQ. da seguinte

Vamos provar que

forma

z = BoXe + 20, ﬁoeRe%ExcL :>/§0Xcda::(),
R

AQc:&Xc—FX@/c? BleRe/@exi - //{@/cxcdx:().
R

Agora usando o fato

EXC = _/\0ch ||Xc||L2(R) =1,

obtemos

/ZEde:/(50Xc+2~0)£<5oxc+50)d$
R R
= / BixeL(xe)dx + / BoxLzodx + / BozoL(xe)dx + / ZoL2ydx
R R R R
:/ngcﬁ(xc)d.’li—i-/ﬁof@ﬁ(){c)dﬂ?—i—/ﬁof@ﬁ(){c)d.ﬁ—i‘/goﬁgodl’
R R R (52)
/ Bhox2dz — / Bodedoeds — [ Sadovds + [ alads
R R
/B§A0X2d:p+/zoﬁz~odx

)\0+/20£20d$
R
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Na passagem da segunda para terceira igualdade em (|5.2]), usamos o fato do operador £

ser auto-adjunto. Agora pela Proposicao [14] partes (b) e (c) temos os seguintes passos:

Se p < 5, entao / QAQ . dx > 0. Assim, segue que
R

0>— [ QAQ.d
> /RQ Q.dx
— / AQ.LAQ, dx
R
- / (Brxe + AQ)L(Brxe + ADL)de
R
_ / B L(xe)dr + / B LADda + / BIAQLL(xe)da + / NOLAOM:  (53)
R R R R
_ / BxL(xe)d + / BADLL (x)dr + / BADLL(x)dx + / AQ.LAQ.dx
R R R R
_ B2, / 2z — / B AAG o odi — / M ADxud + / NOLAD.dx
. / NQLAG. e
R

e

0 / Qui = — / 2LAQudx
R R
T /(50Xc + 20) L(Brxe + AQe)de
R

S /R BoBrxeL(xe)dr — /R BoxeLAQ dx — /R BrzoL(xe)dx — /R 5 LAQ. dx
- / BoBrxel(xe)d — / BoAQLL(x.)d — / BuzL (o) — / HLAQ e
R R R R

— Aox2d MoAQ.x.d Nofoxedr — | 20LAQ.d

/Rﬁoﬁloxcx‘i‘/RﬁooQXI‘i‘/Rﬁ1OZOXI/RZO Q.dx
:5051)\0—/5051{@/@%

R

:Boﬁl)\o—/RK@/cﬁ(io)dx-

Logo
2
o = ( [ AQuctaar) (5.0
R
De (52, (5-3) ¢ (54). temos
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/zﬁzdmz/ioﬁz”odx—ﬁg)\o
R R
. N ([ e\
= [ 20Lzydxr — —— AQ . LzZydx
R B \Jr

2
(/ K\écﬁfodl')
R

:/20£50d.17— — .
® [ 30.£8Q.d + [ QAQu
R R

Como / ZQL.dx = 0, entao pelo Corolario 29| existe vy > 0 tal que
R

2
= 0l Zoll7. &) > 0,

s s . 1 .
/ 2Lz2dr > ol 2ol F ) — — ‘/ XcZodx
R Y0 [JRr

Como o operador bilinear

/vﬁwdw, v, W € {Xc,Qlc}l:
R

define um produto interno em L?(R) x L?(R), entdo pela desigualdade de Cauchy-Schwarz,

/ vLwdx
R

temos

= (v, w)?

< (v, v){w, w)

- ( / v[,vdx) ( / wﬁwda:) ,

com igualdade se, e somente se, v for paralelo a w. Usando essas informagoes, temos

( /R AQcﬁéod:z;>2 < < /R AQCLK@d;@) ( /R Eoﬁéodx).

Isso mostra que (/ /@E!@dﬁ) > 0, pois
R

2
</ AQCL,deCC) Z 0 e </ 20£§0d$) Z O,
R R

assim
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2
/zﬁzdx > /igﬁiodx— R
R R

/R AQ LAQ,dx + /R QAQ.dx

> ( / Zoﬁz})dg;) _ (/R XQ/CE@CW) ( /R Zoﬁiodx>
R

/R NQLAQ.d + /R QuAQ.dx

([t

- < /]R zoczodx) 1- /R 0.CAD e + /R Q.AQ.dx

Como / Q. AQ.dx > 0, temos que
R

([

/R NQ.LAQud + /R QAQ.d1

1—

>7]O>07

tal fato independe de z. Temos entao

/zﬁzdx > 1 / 2oL zodx > 77070“%”%[1(]@) > 0.
R R

Finalmente de (5.2]) e da desigualdade anterior, temos

1 1
/ Z~0£Z~0d£C = - / Z~0£Z~0dl' + = / Z~0£Z~0dl'
R 2 R 2 R

1 - 1
> 5770%”'20”%11(]1@) + 553/\0-

Como / |x|?dx = 1,/ IX.|2dz := M, pois \., € S(R) C LP(R),¥p > 1, entdo IC; > 0 tal
R R

que
Bido BB

5 _Cl(1+]\/[), com By # 0,

20+ M
o caso By = 0 é trivial, entao basta tomar C > M

Ao
B3 53(/ 5 / /2 )
2040, Po dx + ' 12d
5 20 Rlxl R|X|

T
Cl Xe H(R)

, dai segue que

68



Usando isto, temos

1 1
/ Z~0£Z~0dl' = —= / Z~0£Z'~0dx + = / ZNoﬁgodx
R 2 R 2 R

1
2—7707o||2’0||H1 + 5(2)>\o

2
1 . 5 2
> 577070“20”12[11(11@) + = Xl ()
Além disso, temos que
- - ~ /2 2 2
1Zoll 571 iy + [1Xell7r1 iy = 1Z0ll 72wy + 11(Z0) 20y + IXell T2y + 1 Oxe) 122wy
e
- 2
1201 @) = l1Boxe + Zoll H'(R)
- < \/12
= [1Boxe + Zoll 2@y + (Boxe + 20)' 112 x)
2
< 1BoXellz2my + 2ol 2y + (H(ﬁOXc),HLZ(R) + ||(50)/||L2(R)>
Agora usando o fato de que a funcio f(z) = z? é convexa, temos
2 2 ~ 2 / =\ 2
o cay < DBl Eaqay + 2ol 2acey + (180X gz + 1) o)
= 85 Ixell 72y + 120l 22y + 265 0xe) 22y + 2110 72 ey (5.6)
<y (chuLz(R) ol 2y + 106 Py + 1) Igey)-
Para finalizar, tome Cy > 0 tal que
1 5
Co(5m070) = Co, Co(7-) > o,
2 Ch
entao

2 2 = 112 2 ~ 2
2[5 gy < C2 HXC||L2(]R + ||ZO||L2(]R + 11 (¢e) 2wy + ||(ZU)/||L2(]R)
(R) ) ) (R)

Co (28 1l ey + 2o Wl + 20 ) Py + 2020 N0 gy ) -
< e, @ T3 n2® T o L 2 L
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Logo

1 < 5
“ZHHl ® = 0 ||Xc

B 1
+ = 10 22y + 5070 11 2o) 72y

1 2
||L2(R) T 50 120l| 72 (g) 5

1 ~112 68 2
= —77070”ZHHI(R) + . HXCHHl(]R)

2
Portanto | .
/,270£Z~0d$: —/20££0d$+—/2~0££0dl‘
R 2 Jr 2 Jr
1
2?7070” i ha 53)\0
1 . 5 2
= 5770’70HZH§{1(R) + = IXell7r ()
> Fol| 215wy
1
onde 7y = —.
nae 7o Co

5.3 Prova do Teorema 28: Resultado de Estabilidade

Demonstracao. A ideia inicial aqui é o uso de leis de conservacao, ou seja, a conservagao da

massa
1 2
Mlu|(t) := 5 | u (t,x)dx = M [uy], (5.7)
R
e a conservacao de energia
Elul(t) = + / 2 (t, 2)dz — —— / WLt 2)dz = E [ug) (5.8)
° 2 R X ) p + 1 R ) * M

Considere a decomposigao u(t,z) := Q.(x — p(t)) + z(t,z), onde p(t) é uma funcado fixa

1
que seré escolhida depois, com z(z,t) € H'(R) tal que ||z(z,t)|| g r) < 27 temos que

=Q. + 2z, ul=(QL)+2Qz+22 e uT = (Q.+ ). (5.9)

Observe que dizer que z(z,t) € H'(R) é equivalente a dizer que z € H'(R) com respeito
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a variavel x, para todo t. Substituindo (5.9 em (55.8)), obtemos

Bl =5 [ (@ + 2@+ 2do -~ [(@e 2y
1 AR p+1\ .,
“iAKQ)+Qsz+zdx—5:iégg( )Q*lk%x

1 /\2 / /2 1 p+1 +1
_ - d dr + = | 22de — —— Pl
5 [@rars [ Qe+ [ - — [ (P )orra

1 1 1 AR 1
- — /(“ )Qfgzda:+/<p+ )Qp Pt ) <p+ )Qp“ by
p+1 1 R R
1 ° ) 1
- d +d 20y — —— [ Qrtid
/( x+/Qz T+ = / x p—i—l/QC x

p+1

- foorsaa = [t o [5 (7o sst
+/RQ’czxdx+—/Z§d:E—/Q€Zd$

p+1

p o p+1y
_§/RQC 122d.1' /]R;Z( )Q +1—-k kdl‘
(5.10)

Agora vamos estimar a equagao (5.10). Note que z € H'(R), entdo pelo Teorema

(Imersao de Sobolev), temos que z € L>®(R), logo temos as seguintes estimativas

o - [ @< [ Qs <Ol [ Qdn
R R R

o —/ch4dx§/ch4dx§ ||z(t)H4Loo(R)/cha:;
R R R

. —/z5da:: —/z223d:v§/22z3dw§ Hz(t)Him(R)/fdx.
R R R R

Dai, novamente pela imersao de Sobolev resulta a seguinte desigualdade
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Elul(t) = E[Q. (1) + / Qrndi + / 2 — / Qrzda

p+1

/QPIde +1/Z<p+1)Qp+lkkdx
p R
t +/Q;sz$+§/2§dl'—/Q€2dx
/Qp 20dr 4 |2(t) 1wy (/Qde—i-/chx—l—” )HLO"(R/ d)
b [ Qe g [ 2o~ [ Quaas
R 2 R R
-5 / Qe dw + |12(1) 71, C ( / Q2dz + / Qedz + |12l ey / d)
R R R R

(5.11)
Assim de (5.11)), resulta a equagao

Blul(t) = Q0+ [ Qudat [ o= [ Quae =8 [ @rizao+o(=(0l, ).

(5.12)
Como Q7 — cQ.+ QP =0, entdo por integragdo por partes e notando que Q. € S(R)

juntamente com o Teorema (19| (Imersao de Sobolev), segue que

/Q’szdx =Qlz —
R R

/RQ/CIZCZJZ' =— /R(CQC — QP)zdx,

/Q;zmdx—/ngdx: —c/chdx.
R R R

cM[u](t):g/R wldr = 2/(Qc+z) dx

logo

Além disso,

. (5.13)
=cM Q]+ c/ Qczdr + = / 2dx.
R 2 Jr
Portanto, somando (5.12)) e (5.13)) temos
E [u] + ¢M [ug] = E[Qc] + M [Qc]
(5.14)

1
+ = / 2dr+ = [ 2de— L / Qv '2%dx + O (Hz(t)Hip(R)> :
2 Jr 2 Jr 2 Jr
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Usando integragao por partes, tem-se
l/zzdl’+2/z2d$—]—9/Qp122d$: 1/z!izd:v,
2Jr ° 2 Jr 2Jr ° 2 Jr

L, = —2.n +c2— pQ*g*lz.

onde

A seguir, escolheremos a fungao p(t), via teorema da fungao implicita, de modo a podermos
aplicar o lema , para o operador £,. Para isto, defina F': H'(R) x R — R dada por

Flo.p) = [ (vla) = Qulo = )@ ~ (5.15)
Temos os seguintes fatos:

e Seja G(v,p) = (v(x) —Q.(x—p))Q'(x—p), temos que para todo p € R a fun¢ao G(v, p)

¢ integravel para isso basta somente verificar um termo, os outros sao triviais, ou seja,

vQldx| < / [vQ.|dz < (/ |v] dx) </ Q.| d:c) <00, poisve H'(R),

R R
o w = Q.(z—p) + (v(z) — Qc(z — p))Q"(x — p) claramente existe em H'(R) x R,

P
e Usando a desigualdade triangular, juntamente com o fato de |[tanh ( velp - ;)(m — p)) ’ <

1, temos
aG U? / "
A~ Qla )+ (0le) — Qule — )@Yl )

<|Qu(x — p)| + [(v(2)Q(x — p)| + |Qc(x — p)Q (x — p)]|
<|Qu(x — p)| + [(v(2) | Lo ) [ Q2 (7 = p)| + [Qe(T — )| Lo ()| Q2 (T = p)]
< VelQu(z = p)| + ClQ"(z — p)| < VeQe(z — p)

LG {Sechp?l (\/E(p — Dz - p)) + sechZ (\/E(p — Dz - p))}_

2 2
(5.16)
1
1 2
Note também que tomando K7 := Max{f(%) CO} e Ky := Mm{ — _pl}
segue que g

0G

‘%‘ < Kasech(z — p) = g(a), (5.17)

73



onde g(z) € H'(R). Logo pelo Corolério

/GU p)dx = %G( p)dx,

Por outro lado, sabemos que

dG(v, p)
dp

¢ uma fungao continua em H'(R) x R, de fato, Q., Q" sdo claramente continuas e v(z) é

= Ql(z —p) + (v(z) = Qclz — p)) QL (z — p)

continua pela imersao de Sobolev e como ((5.17)) é valido, temos pelo Corolario (4| que

dF d oG
d—p(v,p) = d—p/G(v,p)daz- /a—p(v,p)daz,

¢ continua.

O caso da derivada de F'(v(z), p) com relagdo a v(x) é andlogo. Basta somente mostrar
que G(v, p) ¢ Gateaux derivavel, pois v(x) € H'(R) ¢ um espago de Banach, de fato, dado
y € H'(R), segue que

G(v + hy, p) = G(v, p)

Ly) = Jimy h
_ i V@) 0y — Qe — p)Qc(z — p) — (v(@) + hy — Qe(w — p)Qc(z — p)
h—0 h
= yQ.(z — p),

onde L(y) € (H)* = H ' D H', logo F € C'(H'(R) x R;R). Assim temos que

g_f — /R(Q’(I — p))2dx + /R(Qc(:c —p) = Qe(z — p))Q"(z — p)dz

(Qep)
- [@@—pras 2o,

além disso,

FQuup) = [ (Qula =)~ Qula = )@ ~ p)s = 0.

Tome  um aberto de H!(R) x R, tal que o ponto (Q.,p) € Q, como F € C'(;R)
com F(Q.p) =0e 8_(QC’ p) > 0. Entao pelo Teorema da Funcdo Implicita, existe uma

vizinhanga B de Q. contida em H'(R) e uma vizinhanga I de p contida em R, ou seja,
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B x I C (), satisfazendo o que segue
e Para cada w em B, existe um tunico w = f(w) em I tal que F(w, f(w)) = 0;
e Temos f(Q.) = p. Ainda mais, f: B — I ¢ de classe C'.

Note que, aplicando o resultado anterior para um ponto da forma (Q.(z — p(t), p(t)),
temos que para cada t existe um p, assim o resultado a seguir é verdade pelo menos para
algum tempo 0 < t < Ty, onde B = B(Q.,0) e [ = (p—€,p+¢€), com § > 0 e € > 0, como
0 > 0, podemos assim escolher §y < % e 0g < 0 satisfazendo as condigOes anteriores, portanto
Qc(x — p(t)) —|— z(t) € B se ||z(t )HHI) < 0y < %, por isso nossa escolha anteriormente de
||z(t )||H1 3, além do mais pela definicao de estabilidade |z(0 )||H(1R) < a << 1. Portanto,
para 0 < t < Tp temos

F(Qe + 2(t),p) = / 2B)Q (& — p(t))dz = 0.

Entdo pela Lema [30] temos que

(5.18)

/Rz(t)ﬁz(t)de’YoH (t HHl - ‘/Qc

Agora avaliaremos ([5.18]), usando (5.14)) no tempo ¢t = 0 e para algum ¢ < Tj. (enfatizamos

que as constantes envolvidas sdo independentes do tempo). De fato, tomando algum ¢ # 0 e

t=0em , segue que
E lug] + cM [uo] = E[Q.] + cM [Q.]

#3 0+ [ 20§ [ o0 0 (101)
(5.19)

E Jup] 4+ cM [wo] = E[Qc] + cM [Q.]
+ %/Rzi(o)dﬁ%/R Z(0)dz — 3 / Qe 0)da + 0 <||z(0)||j’ip(R)> '

(5.20)
Subtraindo ([5.19) de (5.20)), temos que
1 1
—/z(t)ﬁz(t)dx+0(Hz(t)H?}p(R)> = —/zg(O)da:+5/z2(0)dx
2.Jw 2Jr 2Jr (5.21)

-2 [ Qs+ 0 (1))
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Resulta de (5.21)) que
3 1 2 ¢ 2
2(0L2(0dr <O (IOl ) + 5 [ 20)dz+5 [ 2(0)da
R 2 Jr 2

R

+§Aanmmw+0@dW@mﬂ

<0 (1) w)) +%Az§(0)dx+géz2(0)dx

Do (5.22)
2@ ey [ #2010 (=0 i)
R
< 0 (1)) ) + Coll(0) 2 gy + O (112(0) sy
<0 (1) 3w ) + Coll(0) 3 gy + O (112(0) 3wy
S 12Oy + 12(0) s ey
entao
2
IwmhmﬂA@MWI+W@%W+WW%W,mmtﬁ%. (5:23)

Agora, usando a conservac¢ao da massa (5.7) para algum ¢t #£ 0 e t =0 , temos que

M [ug] = M[Q] + /R ch(t)der% /]R 2(t)dx (5.24)

M [ug] = M[QJ + /R Qu=(0)dr + /R 22(0)da (5.25)

Fazendo a subtracao de (5.24) por (5.25)), segue que

/R (O)Qu(t)dz — / z(O)QC(O)der% /]R ZQ(O)dx—% /R 2(t)dz. (5.26)

R

Agora vamos fazer uma estimativa de (|5.26))
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[ et

Aam@mmm+%4£mmm—;é£wm

2(0)Q.(0)dx 5 22(0)dx| + E zQ(t)dx
/|z 0)| dz + = /|z )| dx + = /]z )| dx
/Iz (0)dz| + Ci[2(0) |3 @) + Cell2(O)llin @)

< 12(0) 1720 [ Qe(0) 172y + Cull2(0) 771y + Call2(8) i1 my
< 120) |1 @ 1 Qe(O)| 72wy + Cull2(0)[| 1@y + Callz(8)] 701w
< Cs]12(0) |11y + Cull2(0) ey + Call2(8) 31 my

portanto temos que

Rch(t)dfv S 1zO)lme + 120 g, VtER. (5.27)

Agora, combinando (5.23) e ([5.27) e usando novamente o fato da fungao f(x) = z?* ser

convexa em todo intervalo de R, temos que

2
<

2
S (1=l + 120w )+ 120) 3@ + 120w (5.28)
< 2012(0) 3 gy + 2020 gy + 12O gy + 1203 g
S 120 e + 1200 [ ey-

12() 17 )

+120)I7 &) + 12Ol @)

Mas sabemos que ||z(t)| g r) < 3, para 0 < ¢t < Ty, entdo

[EOIPE
T <O — 1200 w)- (5.29)
logo de (5.28)) e (5.29) temos
2] )

5 < zOla@ = 12w S 120

portanto
2O law) S 2(0)[[m@  para ¢ < To. (5.30)

Note que a funcéo t — ||z(t)||g1(r) ¢ continua no tempo, pois u, Q. € C([0,00) : H'),

7



entao temos que

Ve>0,30 >0, tal que [t+s—1t| =|s| <6 = ||z(t +5) = 2(t)[| ;) <,

logo
[2(t + s — 12O @) < |20+ 5) — 2O @) <€
dai
o€t + 9l < I12(E) lme +¢ ¥ € [0,50). (5.31)

Suponha agora que Ty < oo em ((5.30)), note que ([5.23)) implica (5.30)), ou seja,

12O ) < My + Moll2(0) I3 ) = 2@l ) < Msll2(0)]] 211 ).

Aplicando o fato da fungao f(z) = x? ser convexa em ([5.31]), temos que

12(t + 9) I @) < 20l2() @) +26* VE€[0,00), (5.32)

em particular a desigualdade (5.32)) é valido para todo t < T}, mas para esse tempo temos
que ||z(t)|lm@w < 3 < M|2(0)] g ®) para M > 0 suficientemente grande, entdo por (5.23)

segue
12(t + 9) 1) < Mall2(0) I3 gy (5.33)
< Ms||2(0)][ 711 gy,

de modo que My < Mj. Logo (5.33) é valida para t + s com ¢t = Tp, entdo t + s satisfaz
(5.30)), logo temos uma contradi¢do, portanto Ty = +o00. O caso Ty = —oo é analogo, por

outro lado, note que
u(w,t) = Qe(z — p(t)) + z(z, 1),
logo
2@ @y S 1200 [ @) = [lu(t) = Qe = p(O) @) S lluo — Qell ),

mas por hipotese segue que

[u(t) = Qe(- — ()l ®) < Colluo — Qella @) < Coa.

portanto
Sl'tu]g |u(t) — Qc(. — p(t))[| 1 ®) < Cocr.
€
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Apéndice A

A necessidade de introduzir uma funcao

corretora p(t) na definicao de estabilidade

Neste Apéndice, mostramos a necessidade de introduzir uma fungao corretora p(t) na
definicao de estabilidade.

Sejam u(z,t) = Q.(r—ct) uma solugao da equagao de gKdV para p = 2,3, 4 com condigao
inicial u(z,0) = Q.(z) e (¢,) uma sequéncia com (c,) > 0 e (¢,) # ¢ para todo n € N, tal

que ¢, —> ¢, entao afirmamos que
cn — = Q., — Q. em H'(R).

De fato, temos que

1Qe(®) = Qen ()21 / 1Qul) — Qo (2)da + / 0,Qu(r) — 0,Qur(@)ldz. (A1)

Considere os seguintes fatos

(1) R(z,c) == Q. = (%)h (_fC<P2— Ds

fungoes continuas;

(2) 0. R(x,¢) == 0,Q. = —ﬁ(c(p; ”)”“sechp: (WT—”) th(\/_(pT_l)> 6

) ¢é continua, pois é o produto de

continua, pois é o produto de fungoes continuas;
c(p—1)x
tanh(\f@T))' <1

(4) Como ¢, — ¢, logo para todo n > 0 existe ng € N tal que n > ng implica que

(3) Note que |axQ0| < \/E|Qc|7 pois

lc — ¢, <n, comc, #c Vn €N, logo ¢, é limitada;
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(5) R(z,cp) = Q, — R(x,c) = Q,, pois R(x,c,) é continua;

(6) O.R(z,cp) = 0:Q., — 0. R(x,c) = 0,Q., pois 0, R(x,c,) é continua;

(7) cosh(x) = % com z € R;
(8) sech(e) = —
sech(r) = ————;
cosh(z)’
e+ e o )
(9) cosh(0) = —y = 1, logo, quando x tem a abscissa igual a zero, a ordenada é 1;
e’ +e” : < e <
(10) cosh(—x) = S cosh(z), assim a fungao ¢é par, logo é simétrica em relagdo ao
eixo y;
d r __ -z T —x
(11) d—cosh(x) = % = (x), se © > 0 = cosh(z) = %, ¢ uma funcdo cres-
x
cente.

De fato (11) é valido, pois dados x1, 25 € R, de modo que z; < x2, vamos mostrar que

senh(z1) < senh(xg).

Z1 —Z1 Z2 —Z2

senhxl—senhxgze —° S
2 2
1[e? —1 e —1
= 5 er1 - er2
1 (62:c1+x2 o 62:62+x1> + (em _ 612)
- 5 er1t+x2

Como x1 < T9, entao 2x1 + To < 2w9 + x1; assim, temos que

2 2 2 2
e T1+x2 <e To+T1 N r1+x2 e T2 +T1 < 0,

e < e =" —e" <0,

substituindo-se (A.3)) e(A.4) em (A.2)), obtemos:

senh (z1) — senh (z2) < 0,

portanto
senh (z2) > senh (z;),

logo, a func¢ao seno hiperbolico é crescente.
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Entao pelo Teorema do valor médio (ver [21]), temos que a fungao cosh(z) para x > 0 é

crescente.

Logo para quaisquer m,mg € R com m > mg > 0 e x > 0, segue que

ema + e~ me Moz + e~ Moz
_— >
2 - 2 ’

cosh(mzx) > cosh(mgx)

dai
2

emoT | e—mox

= sech(moz) > sech(mz).

Mas como a fungao sech(z) é par, pois a fungao cosh(z) é par, logo sech(x) é simétrica,

além disso, na origem, assume o valor 1, entao
sech(moz) > sech(max)

para todo = € R e para quais quer m,m, € R tais que m > mgy > 0.
Como ¢, € (¢ —n,c+n) para n > ng, entao tome M = Max{cy, ..., ¢p,,

c—mn,c+n}, entdo

) cechiT (mp— 1>x)‘

também m := Min{cy, ..., ¢y,

Qe () = :

(5
( (v +1) ) s (me— 1>x)‘
(75
M

IN

)’” (Vi)

Q(vVmaz),

dai
2
Q) = Qo < (ch<x>| ' |@cn<x>|)

= |Qc(@)” + 2Qc(2)[1Qc, (2)] + 1Qc, (2)*

< |Qe(@)]? + 2|Qe(2)| M|Q(v/ma)| + M2|Q(v/m)|?,
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analogamente

10,0u(2) — 00 () < (wx@c(xn T |ax@cn<x>|)

= 10.Qc(2)* + 2|0,Qu(@)[10: Qe ()] + 0, Qe ()
< €|Qu(@)? + 2v/e /e Qcl Qe | + €] Qe ()
< m|Qe(x)[? + 2m>M|Q.||Q(v/mix)| + mM?|Q(v/mz)[>.

Note também que as fungoes f e g sao positivas e definidas por:
f(@) = |Qcl) + 2|Qc(x)|M|Q(Vima)| + M?*|Q(v/m) *,

9(x) == m|Qu()* + 2m* M| Q.|| Q(v/ma)| + mM?|Q(v/mz) %,

logo pertencem a L'(R) e por linearidade da integral a funcao h(x) := f(z) + g(z) pertence
a L'(R)
Considere as sequéncias ¢, := |Q.(z) — Q. ()| € ¥y, :=0.Qc(z) — 0. Q., ()|, entao

O — 0 e Y, — 0.

Além do mais, a sequéncia ¢, := |Q.(z) — Q.,(z)| é limitada por uma funcao em L!(R),
como vimos anteriormente, analogamente temos o mesmo para ,,, entao aplicando o Teorema
da Convergéncia Dominada [3| temos que para cada & > 0 existe ny € N tal que para todo

n > no temos que

1Qc(2) = Qe (@)7r1m) — 0 = 1Qe() = Qe ()| 1 gy — 0-

Isso que dizer que, no tempo inicial quando a distancia |c — ¢,| € muito pequena, entao
as solugoes estao bem proximas, todavia vamos mostrar que com o passar do tempo isso nao
acontece por mais que |¢ — ¢,| seja pequena as solugoes tendem a se afastar a partir de um
determinado tempo

Agora tome n > ng e sem perda de generalidade considere que ¢ > ¢,. Sabemos também

que Q. e Q., sao solugoes de gKdV, tais que

lim Q.=0 e lim Q. =0,

|s|—o0 |s|—o0
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L 2

Figura A.1: Solitons no Momento Inicial (t=0)

entao dado €y > 0 existem d; > 0 e J, > 0 de modo que |z — ct| > 01 e |x — ¢,t| > d9 implica

que

|Qc( + Ct)| < €p € |QCn( + Cnt)l < €o,

respectivamente.

Agora tome 0y = Max{dy, 02}, entdo |x — ct| > 0y e |z — c,t| > 0y implica que

‘Qc( + Ct)‘ <€ € ’an( + Cnt)l < €,

onde

r<tc—0 ou tc+dy<x e x<cyt—09 ou cpt+ 0y <.

Afirmamos que existe tq tal que |y — cto| > o, |y — cnto] > 0o € to > para isso basta

n

tomar ty > t, com tg > , onde t é arbitrario, porém é fixo, logo

c—Cp
tc— 0y < toc— 09 ou ct+ 0y < ctg+ 0o,

assim basta tomar y tal que
y<topc—0dy ou ct+dy <y,

analogamente para c,t, assim os intervalos (cty — dg, cto + o) € (cuto — o, Cnto + 0p) s@o
disjuntos.

Entao pela desigualdade de Sobolev, temos
|Qc(2 = cto) = Qe, (= cnto)[| ooy < CllQe(z — cto) = Qe (z = o) | g1g) »
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o>t

(9]
lo

ctO - 60 x=ct0 cto + 60 X

Figura A.2: Solitons apés um tempo to > ¢

temos também que

[Qc(x — cto) — Qc,, (v — CntO)HLOO(R) > [|Qc(z — cto) — Qe (T — Cnt0)||Loo(ct0—5o,ct0+6o)

Z ||Qc<x)‘|L00(Ct0—60,ct0+60) - ||an (‘T>||L°°(Ct0—50,ct0+5o) :

Como [|Qec(@)|| oo (ry = Mi(c,p) € [|Qc, (€)oo () = M2(cn, p), acontecem respectivamente

em cty e cyty, temos que

HQc(x —cto) — Qe,,, (¥ — CntO)HLoo(R) > Mi(e,p) — € > 0,

portanto
Ml <C7 p) — €

|Qc(x — cto) — Qe (x — CntO)HHl(R) 2 i

)

logo
Sup [Qc(z — ct) — Qe, (x — cat) || () = €

Concluimos entao que a solugao Q.(x — c,t) ¢ H'(R)-instavel para p(t) = ¢,t, com n > ng

ou seja, para a velocidade original ¢, do soliton, por mais que a distancia |c—c,| seja pequena.
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