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RESUMO

Apresenta-se neste trabalho o emprego de formulacdes do Método dos Elementos de Contorno
(MEC) em problemas de sélidos fraturados, incluindo andlise probabilistica. O MEC é um
método adequado para resolucdo desses tipos de problemas, uma vez que a auséncia de malha de
dominio resulta em uma modelagem mais eficiente de regides com alta concentracdo de tensoes.
Além disso, a redugdo de dimensionalidade da malha diminui fortemente os dados de entrada e
também o trabalho de remeshing no processo de propagacdo de fissuras. Com relacdo a
formulacdo nédo linear do MEC, sera utilizada uma alternativa a formulacéo classica dual, com a
introducdo de um campo de tensGes iniciais para representacdo da resisténcia residual do
material ao longo da zona coesiva, a partir do conceito de dipolos. Esta formulacdo é
particularmente interessante por conseguir representar matematicamente a presenca da Zona de
Processos Inelasticos (ZPl) em apenas trés equacOes algébricas (equacBes relacionadas a
correcdo de tensdes) por ponto fonte situado no caminho da fissura. Em contraste, a formulacao
dual requer quatro equacdes algébricas (deslocamentos e forcas) por ponto fonte. Quanto aos
efeitos pertinentes ao sistema néo linear, serdo utilizados dois algoritmos distintos de resolucéo
iterativa, Operador Constante (OC) e Operador Tangente (OT). No acoplamento com modelos da
confiabilidade, apenas o OT sera utilizado por apresentar respostas satisfatérias em um namero
menor de iteracbes. Com relacdo a analise probabilistica, duas abordagens sdo consideradas, a
primeira refere-se ao acoplamento direto entre o modelo numérico e um método de
transformacdo (HLRF/FORM), ja& a segunda consiste no acoplamento mais simples com o
emprego do Método de Monte Carlo. Os parametros de fraturamento sdo tratados como
aleatorios. Por fim, a técnica de Amostragem inteligente por Hipercubo Latino é também
empregada, por apresentar melhores taxas de convergéncia. Exemplos sdo apresentados para
validar o uso da formulacdo de dipolos na analise de propagacdo de fissuras, a luz da

confiabilidade estrutural.

Palavras chave: Mecéanica da Fratura Coesiva, Método dos Elementos de Contorno,
Confiabilidade estrutural.



ABSTRACT

This work deals with the use of formulations of the Boundary Element Method (BEM) in
fracture problems, in a probabilistic framework. The BEM is a suitable method for solving these
types of problems, since the absence of a domain mesh translates into a more efficient modeling
of regions with high concentration of stresses. Besides, reducing the dimensionality of the mesh
results in a convenient remeshing process. Regarding the non-linear BEM formulation, an
alternative to the classic dual formulation will be used, with the introduction of an initial stress
field to represent the cohesive zone, based on the concept of dipoles. This formulation is
particularly interesting because it is able to represent mathematically the presence of the Inelastic
Process Zone (IPZ) with only three algebraic equations (equations related to stress correction)
per source point located in the crack path. In contrast, dual formulation requires four algebraic
equations (displacements and forces) per source point. As for the effects relevant to the non-
linear system, two distinct iterative resolution algorithms will be used, Constant Operator (CO)
and Tangent Operator (TO). When coupling with reliability models, only TO will be used
because it presents satisfactory responses in a smaller number of iterations. Regarding the
probabilistic analysis, two approaches are considered, the first refers to the direct coupling
between the numerical model and a transformation method (HLRF / FORM), while the second
consists of the most straightforward coupling using the Monte Carlo Method. The fracture
parameters are treated as random. Finally, the Latin Hypercube sampling technique is also
employed, as it presents better convergence rates. Some examples are presented to validate the

use of dipole formulation in crack propagation analysis, in the light of structural reliability.

Keywords: Cohesive Fracture Mechanics, Boundary Element Method, Structural Reliability.
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1 INTRODUCAO

1.1 Consideracdes iniciais

Este trabalho propde a abordagem de dois topicos amplamente difundidos no meio cientifico
e de grande importancia para o campo da engenharia de estruturas: o primeiro tépico, refere-se a
aplicacdo do Método dos Elementos de Contorno (MEC) na construcdo de modelos que abordem
0 processo de surgimento e crescimento de fissuras; o segundo, fundamenta-se no acoplamento
com modelos da confiabilidade para consideracdo das incertezas presentes no fenébmeno de
propagacdo em dominios bidimensionais.

O MEC tem se destacado como uma importante ferramenta na analise de problemas da
engenharia. Seu vasto campo de aplicacdo contribuiu significativamente para sua maior difuséo
no meio académico, destacando-se problemas onde as grandezas de interesse apresentam
elevados gradientes (tensGes e deformacdes), além de problemas que tenham seu dominio
estendido ao infinito ou semi-infinito (com destaque para problemas geomecéanicos). A grande
atratividade do método muito se deve a reducdo de dimensionalidade do problema, para o caso
bidimensional (2D), apenas o contorno da geometria precisa ser discretizada, e para problemas
tridimensionais (3D), apenas a superficie do dominio precisa ser discretizada. Isso significa que,
comparado a métodos de dominio, a analise pelo MEC resulta em uma reducdo substancial nos
dados requeridos para pré-processamento e um sistema de equagdes muito menor a ser resolvido.
Além disso, a representacdo mais simples do solido resulta em uma modelagem mais eficiente de
regides com alta concentracdo de tensGes. Uma vez que, conforme necessario, a inser¢do de uma
malha mais refinada nessas regides, limita-se a uma dimensdo a menos. A maior facilidade em
representar elevados gradientes de tensdo eficientemente tém sido uma das principais razdes para
sua maior difusdo no campo da Mecénica da Fratura. De fato, a analise da propagacéo de fissuras
tem sido a area especializada mais ativa de pesquisa do MEC, e provavelmente a mais explorada
na inddstria (ALIABADI, 2002). Por fim, a reducdo da dimensionalidade da malha verifica-se
também, como vantagem no processo de propagacdo, uma vez que o processo de remeshing fica
restrito apenas as novas superficies das fissuras.

A analise de solidos fraturados ¢ um campo de estudos de grande relevancia, reconhecido
pelo nimero de abordagens distintas que envolvem a caracterizagdo do estado limite ultimo de
resisténcia dos sélidos (ROCHA, 2010). Para este fim, A mecanica da fratura € uma ferramenta

eficiente e robusta para representacdo realista da ruptura dos sélidos. Considerando-se que 0
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surgimento e crescimento das descontinuidades explicam o colapso do material. Uma grande
parcela dessas contribuicdes concentra-se na aplicacdo de modelos numéricos para analise da
propagacdo de fissuras, concentrando-se em aspectos deterministicos do comportamento de
solidos planos. A incorporacdo de incertezas inerentes ao modelo mecénico torna-se um
problema fundamental para o tratamento probabilistico em estruturas complexas influenciadas
pela aleatoriedade de seus pardmetros, uma vez que a consideracdo das incertezas no
desenvolvimento de modelos numéricos conduz a uma abordagem mais realista da integridade
estrutural do problema em analise.

A teoria da mecanica da fratura estabelece a relacdo entre 0 maximo carregamento atuante
em um dado componente estrutural e o tamanho e posicdo da fissura pertencente a este
componente (HUANG; ALIABADI, 2011). Na analise a partir de modelos de confiabilidade, o
processo de propagacao é considerado como um fendmeno aleatorio e a teoria da confiabilidade
estrutural define como incertezas presentes nas propriedades fisicas, tamanho da fissura,
configuracdo inicial da fissura e/ou carregamento atuantes afetam diretamente a integridade da

estrutura.

1.2 Obijetivos

O objetivo principal consiste no acoplamento entre algoritmos de confiabilidade com a
formulacdo ndo linear do MEC dipolo para analise de propagacdo de fissuras. O segundo
objetivo refere-se a implementacdo do Operador Tangente (OT), considerando-se trés leis

coesivas (linear, bilinear e exponencial).

1.3 Metodologia

O presente trabalho se insere no contexto da mecanica da fratura coesiva com a consideragao
de incertezas presentes no fendmeno de propagacdo em dominios bidimensionais. Classicamente
utiliza-se a formulacdo dual do MEC para simulacdo do processo de fraturamento. Aqui sera
utilizada uma formulacéo alternativa que consiste na introducéo de um campo de tensdes iniciais
e degeneracdo do termo de dominio presente na integral classica do MEC ao longo da linha de
crescimento da fissura. A necessidade de um menor nimero de equagOes algébricas para
representacdo da ZPl em detrimento a outros métodos, se traduz em vantagem no ponto de vista

computacional em ambas abordagens, deterministica e principalmente a probabilistica.
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A primeira etapa consistiu na revisdo bibliografica de temas de interesse, como a formulacéo
linear do MEC e topicos da Confiabilidade Estrutural. Nesta etapa, foi também implementada, a
formulacdo linear do MEC para problemas elastostaticos. Além disso, o acoplamento com
modelos da confiabilidade também foi realizado. Por fim, a validagdo das implementagdes foi
desenvolvida com exemplos que evidenciassem a eficiéncia do MEC em problemas que
envolvessem concentracdo de tensdes. A validacdo da formulacdo elastica foi proveniente de
andlises numeéricas realizadas pelo MEF, utilizando-se o software ABAQUS.

Na etapa seguinte, foi feita uma revisdo bibliografica, bem como levantamento de artigos
sobre assuntos mais especificos. Nesta etapa, buscou-se estudar a formulacao ndo linear do MEC
para problemas da mecanica da fratura coesiva em sélidos bidimensionais. Além disso, foi feita
uma busca mais aprofundada de artigos que contemplassem a incorporacao de incertezas durante
0 processo de propagacdo de fissuras. Para isto, as bases de dados Web of Science e Scopus
foram utilizadas.

Em seguida, a implementacdo da formulacdo ndo linear do MEC baseada em dipolos de
tensdo foi realizada, para a analise de problemas da mecéanica da fratura coesiva utilizando-se
OC e OT na solucéo do sistema n&o linear. O comportamento ndo linear foi desenvolvido a partir
da técnica de corregbes sucessivas do comportamento elastico da estrutura por meio de
algoritmos incrementais e iterativos. Elementos isoparamétricos lineares foram utilizados para a
discretizacdo do contorno do problema e elementos descontinuos lineares para a discretizacdo
das fissuras.

A validacdo numérica da formulacdo proposta foi efetuada, mediante exemplos classicos da
literatura. Nesta etapa, foram testados desde exemplos simples da mecanica da fratura, e
exemplos mais complexos que envolvessem multiplas fissuras e modo misto I-11 de solicitacao.
Os exemplos extraidos da literatura foram confrontados com suas respostas analiticas ou
experimentais.

No que diz respeito a analise probabilistica, dois esquemas de acoplamento foram
considerados. O primeiro refere-se a utilizacdo do modelo de acoplamento direto
(HLRF/FORM) na analise de confiabilidade, com os gradientes das fungdes limite obtidos
numericamente, via diferencas finitas. Essa técnica aproxima a equacéo do estado limite por um
hiperplano tangente a superficie de falha no ponto de projeto, o que pode conduzir a erros,
principalmente quando a funcéo limite é altamente ndo linear. Assim, a utilizacdo do Método de

simulacdo de Monte Carlo foi também considerada. As técnicas de simulacdo permitem a

Modelos Probabilisticos para Analise de Propagacao de Fissuras em meios Luis Philipe R. Almeida
coesivos via MEC



21

solucdo de problemas altamente ndo lineares de forma simples e robusta. No entanto, o custo
computacional passa a ser uma séria limitacdo. Desta forma, a introducdo de ferramentas que
possam reduzir o numero de chamadas do modelo mecénico, é de grande importancia dentro da
confiabilidade estrutural.

Dente as técnicas de amostragem inteligente, a Amostragem por Hipercubo Latino €
escolhida devido sua grande relevancia no ambito da confiabilidade de estruturas. Essa técnica
tem por objetivo a geragdo de amostras mais esparsas, de modo que uma distribuicdo mais
uniforme seja obtida. Desta forma, precisdo satisfatoria pode ser encontrada, na estimativa da
probabilidade de falha, com uma quantidade menor de realiza¢cbes do modelo numérico.

A insercdo de rotinas de confiabilidade na analise de propagacdo de fissuras baseia-se no
desenvolvimento de duas etapas, a primeira consiste na estimativa, via simulacdo, dos valores
aleatorios de parametros de performance (inferéncia estatistica). A segunda consiste na avaliagdo
da influéncia de parametros de fratura coesiva no comportamento da estrutura. As formulagdes
desenvolvidas neste trabalho foram implementadas em linguagem FORTRAN.

Todas as analises numéricas foram realizadas com um computador pessoal com as
especificacbes: Intel ® Core™ i7-6500U CPU, 2.5GHz com 4 cores e 4 Processadores légicos e
16 GB de RAM.
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1.4 Estrutura do trabalho

Os demais capitulos deste trabalho estdo organizados da seguinte maneira,

No capitulo 2, realiza-se uma breve revisdo bibliogréfica acerca dos principais topicos
abordados neste trabalho.

No capitulo 3, apresenta-se a formulacdo do MEC para elasticidade linear com suas
representacdes integrais e correspondentes equacdes algébricas. E também abordada a obtencio
de grandezas internas, além de técnicas computacionais como Método da Reciprocidade
Multipla (MRM). Por fim apresenta-se um exemplo numérico para validacdo da formulagédo do
MEC elastico linear.

No capitulo 4 discutem-se alguns modelos de confiabilidade estrutural, como o método de
transformacdo FORM e 0 método de simulacdo de Monte Carlo, além da definicdo de conceitos
essenciais como probabilidade de falha, indice de confiabilidade e ponto de projeto. Por fim
apresentam-se algoritmos para busca do ponto de projeto e aplicacdes.

A analise de propagacdo de fissuras com a apresentacdo do modelo de fissuras ficticias
proposto por Hillerborg et al. (1976) é abordada no capitulo 5, com a introducdo da formulacao
do MEC para anélise da mecénica da fratura baseando-se na imposicdo de um campo de tensdes
iniciais caracterizando a zona de descontinuidade (fissura). Por fim, apresentam-se aplicac6es
para validacdo da implementacéo proposta.

No capitulo 6 é apresentado o acoplamento entre 0 MEC e modelos de confiabilidade na
andlise elastico linear, e na andlise ndo linear. Neste capitulo apresentam-se fluxogramas de
rotinas importantes, além das formas de acoplamento utilizadas. Por fim sdo mostrados
exemplos objetivando-se avaliar o acoplamento proposto.

O capitulo 7 trata de conclusdes finais a cerca dos assuntos abordados, com as possibilidades

de extensdo para futuros trabalhos.
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2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

A seguir, apresenta-se uma breve revisdo do estado da arte para cada topico abordado neste
trabalho.

2.1 Meétodo dos Elementos de Contorno

A aplicacdo de técnicas que envolvam a discretizagdo do dominio do problema através de
elementos ou células é bem estabelecida no meio académico, com destaque para o Método dos
Elementos Finitos (MEF) e o Método das Diferencas Finitas (MDF). Tais técnicas sdo
classificadas como métodos de dominio (BREBBIA, 1978), e uma alternativa, consiste na
utilizacdo de funcdes de interpolacdo que satisfacam as equagdes de dominio, mas ndo nas
condigdes de contorno do problema. O MEC (Método dos Elementos de Contorno) € o principal
representante deste campo de estudos e sua origem se deve aos trabalhos que surgiram em
meados da década de 1960, com a aplicacdo de integrais de contorno para problemas de
potencial e de analise de tensdo. O problema potencial 2D foi primeiro formulado por Jaswon
(1963), e em 1967, Rizzo apresentou uma formulacdo direta para o tratamento de equacOes
integrais com aplicagGes na elasticidade linear bidimensional. Alguns autores abordaram esse
campo de estudos, com destaque para os trabalhos de Cruse (1969, 1973 e 1974), que estendeu a
formulacdo em duas dimens@es para problemas tridimensionais da elasticidade linear, e Rizzo e
Shippy (1968) que apresentaram o emprego de sub-regides para o tratamento de dominios néo
homogéneos.

Um progresso ainda maior foi observado durante a década de 70, com o destaque para 0s
trabalhos de Lachat (1975) e Brebbia (1978a, 1978b e 1984). Consta que esse Ultimo apresentou
o nome de “Método dos Elementos de Contorno” pela primeira vez, contribuindo com o inicio
de uma maior difusdo do método em varios centros de pesquisa.

O MEC destaca-se como uma poderosa alternativa ao Método dos Elementos Finitos,
particularmente em casos que lidam com concentracdo de tensdes e/ou problemas cujo dominio
seja estendido ao espacgo semi-infinito ou infinito. Além disso, como ja mencionado, a reducéo
da dimensionalidade se torna um grande atrativo principalmente para problemas tridimensionais
(3D), com a reducéo dos dados requeridos para entrada. Um dos seus grandes diferenciais refere-
se a necessidade de uma solugdo fundamental, que segundo Becker (1992), reflete-se como um

positivo diferencial as demais técnicas por proporcionar uma maior versatilidade e precisdo ao
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método.

2.2 Método dos Elementos de Contorno na Mecéanica da Fratura

A analise do fraturamento em soélidos planos representa um campo de estudos bastante
desafiador, uma vez que a presenca de fissuras em estruturas leva a necessidade de uma analise
mais aprofundada a cerca dos fendmenos que envolvem o seu surgimento e sua forma de
propagacao. Alguns trabalhos apresentaram formas alternativas para modelagem de estruturas
com fissuras, uma dessas alternativas diz respeito a utilizacdo da técnica de sub-regides para a
analise do crescimento de fissuras entre dois contornos (BLANDFORD et al., 1981). Outra
importante alternativa é chamada de método de descontinuidade de deslocamentos, cuja
abordagem consiste na introducdo de pardmetros desconhecidos através da diferenca de
deslocamentos entre as superficies da fissura (CROUCH, 1976).

Segundo Portela (1993), a introducdo de uma equacdo integral de contorno em uma das
superficies da fissura deve-se a Watson (1988) para elasticidade linear e Gray e Giles (1988)
para problemas de potencial. O avango dessa estratégia em termos de equagOes integrais de
deslocamentos e de forcas de superficies foi proporcionada por Hong e Chen (1988), servindo
como base tedrica para o que hoje é conhecido como Dual Boundary Element Method - DBEM

Destacam-se alguns trabalhos no uso do DBEM: Portela (1992), Portela et al. (1992, 1993),
Mi (1996), Mi e Aliabadi (1992a, 1992b, 1994a, 1994b e 1995), Mellings e Aliabadi (1994),
Sollero e Aliabadi (1994), Saleh e Aliabadi (1995), Saleh (1997), além dos trabalhos de Kzam
(2009) e Leonel et al. (2010, 2011a, 2011b e 2012).

Outra metodologia para analise do processo de fratura € baseada no emprego de um campo
de tensdes iniciais para a correcdo das tensdes coesivas, sendo formulado a partir da defini¢do de
dipolos. Seguindo esta linha de pesquisa, deve-se destacar o trabalho de Rocha (1988) que serviu
como base inicial no que se refere ao uso dos dipolos na representacdo de problemas com
descontinuidades. O autor estudou a seguranca de escavacfes em macicos de solos com presenca
de descontinuidades, mostrando que a andlise de meios com descontinuidades poderia ser
realizada, com a introducéo de forcas virtuais auto-equilibradas. Neste sentido, Lopes Jr. (1996)
apresentou uma formulacdo para modelar o comportamento ndo linear das estruturas através de
sucessivas correcdes do comportamento elastico linear partindo-se da combinacédo de algoritmos

incrementais e iterativos. Neste trabalho, considerou-se o0 modelo de fissura ficticia proposto por
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Hillerborg et al. (1976).

Barbirato (1999) expandiu os conceitos inicialmente propostos por Lopes Jr. (1996) para o
estudo tridimensional da mecanica da fratura aplicada a problemas dinamicos. O autor empregou
0 conceito de dipolos na analise de modelos da fratura ndo linear e a integracdo temporal foi
realizada através dos algoritmos de Newmark e Houbolt.

Oliveira (2013) apresentou contribuicBes a esse campo de estudos na analise da degradacao
mecanica de estruturas constituidas por materiais quase frageis com a implementacdo do
operador tangente (OT), objetivando-se acelerar o sistema de equacfes ndo lineares obtidos a
partir da formulacdo do MEC considerando o campo de tensdes iniciais.

Alguns trabalhos mais recentes devem ser mencionados, por apresentarem contribuicdes para
esse campo de estudos. Cordeiro et al. (2016) apresentou uma analise da propagacéo de fissuras
em estruturas de madeira via MEC Dual e OT para resolucdo do sistema néo linear, Cordeiro e
Leonel (2018, 2019) desenvolveram estudos com énfase no MEC Dual 3D isogeométrico em
problemas da mecanica da fratura e fendmenos de fadiga, Peixoto et al. (2018) apresentou uma
formulacdo implicita do MEC aplicada a problemas bidimensionais com énfase na mecanica da
fratura coesiva e considerando fortes descontinuidades, CSDA (Continuum Strong Discontinuity
Approach) MEC, Andrade e Leonel (2019) apresentaram um estudo da propagacdo de multiplas

fissuras sob fadiga em meios ndo homogéneos via MEC Dual.
2.3 Confiabilidade Estrutural

No campo das engenharias, decisdes técnicas fazem parte de um necessario processo para 0
planejamento e execugdo de problemas estruturais, de fato, uma das principais responsabilidades
de um engenheiro diz respeito a tomada de decisdes. Tais decisbes devem ser aplicadas
baseando-se em informacBes disponiveis, contendo inevitavelmente incertezas presentes em
parametros de projeto ou até mesmo em fatores humanos. Sobre tais aspectos, a analise de risco
torna-se indispensavel, e por meio da confiabilidade estrutural, incertezas podem ser
adequadamente incorporadas e seus efeitos quantificados. Desta forma, o risco associado a cada
tomada de decisdo pode ser avaliado, e se necessario, medidas de prevencdo e mitigacdo de
falhas sdo tomadas para garantir um bom desempenho estrutural.

Podem ser citados alguns trabalhos que serviram como base para a evolucao dos conceitos de

confiabilidade ao ponto em que se encontra atualmente. Destacam-se os trabalhos de Mayer
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(1926), Wierzbick (1936) e Streletzkii (1947) que apresentaram as primeiras formulacOes
matematicas para problemas de seguranca estrutural. Freudenthal (1947) evoluiu os conceitos
apresentados até entdo com a proposi¢do de que a probabilidade de falha deva ser calculada por
meio da integracdo de uma regido caracterizada pelas distribuicbes de probabilidade das
variaveis, definida como dominio de falha. Segundo Nowak e Collins (2000), a anéalise de
confiabilidade em problemas praticos ndo era possivel até os pioneiros trabalhos de Cornelll
(1969) e Hasofer e Lind (1974). Cornell (1969) apresentou o indice de confiabilidade em
segundo momento e Hasofer e Lind (1974) propuseram que a fungéo estado limite fosse avaliada
no ponto de projeto, e o indice de confiabilidade poderia ser obtido através da distancia da
origem do sistema de coordenadas no espa¢co normal padrdo até o ponto de projeto localizado na
superficie de falha da estrutura. Rackwitz e Fiessler (1978) propuseram um procedimento que
considerava varidveis com distribuicdo ndo gaussiana, com as transformacgdes em varidveis
normais equivalentes.

O indice de confiabilidade proposto por Hasofer e Lind (1974) para casos com variaveis
gaussianas correlacionadas e o método de confiabilidade de primeira ordem, para casos com
variaveis ndo normais correlacionadas € bem explanado nos trabalhos de Ditlevsen (1981),
Shinozuka (1983), Ang e Tang (1984), Madsen et al. (1986), Melchers (1999), Haldar e
Mahadevan (1999), Baecher e Christian (2003), Low e Tang (2007) , Li e Low (2010) e Beck
(2019).

No que diz respeito a mecénica da fratura, sabe-se que o acoplamento entre modelos de
confiabilidade e modelos para fraturamento em solidos é uma reconhecida ferramenta na
avaliacdo de parametros de seguranca em problemas estruturais. A confiabilidade fornece a
teoria necessaria para quantificacdo de incertezas presentes, e as derivadas dos fatores de
intensidade de tenséo (FIT) sdo quase sempre necessarias na avaliacdo da probabilidade de falha
do inicio do fraturamento e/ou instabilidade de estruturas com fissuras. Importantes trabalhos
como énfase no acoplamento entre a mecénica da fratura e a confiabilidade estrutural podem ser
mencionados: Grigoriu et al. (1990), Provan (1987), Besterfield et al. (1990 e 1991), Rahman
(1995 e 2001), Rahman e Kim (2000), Chen et al. (2001). O modelo de fratura coesiva com a
consideracdo de modelos de confiabilidade foi bem empregado nos trabalhos de Espinosa e
Zavattieri (2003), Zhou e Molinari (2004), Tomar e Zhou (2005), Most (2005), Pearce e
Kaczmarczyk (2008), Bruggi et al. (2008), Yang e Xu (2008) e Yang et al. (2009), os trés

ultimos com a caracterizacdo dos parametros de fratura coesiva com campo de distribuicdo do
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tipo Weibull. Mais recentemente, Long et al. (2019) apresentou um estudo no ambito da
mecanica da fratura probabilistica na analise de estruturas tridimensionais considerando as

propriedades de fraturamento com variagao espacial via MEF.
2.4 Meétodo dos Elementos de Contorno na Confiabilidade Estrutural

Na literatura, a aplicacdo do MEC em analise probabilistica de estruturas, lida, em sua
maioria com a aleatoriedade de carregamentos externos e condi¢fes de contorno. Alguns destes
trabalhos podem ser citados: Burczilisky, 1985, Cheng e Lafe, 1991, Kaljevi¢ e Saigal, 1993
aplicaram o MEC estocastico na resolucdo de problemas de potencial. Duas distintas
formulacGes para o tratamento de problemas considerando a aleatoriedade das condicdes de
contorno foram apresentadas por Burczynski (1985) utilizando o MEC direto. Kaljevi¢ e Saigal
(1995) apresentaram a formulacdo por elementos de contorno no tratamento de problemas planos
com potencial em dominios homogéneos e Drewniak (1985) analisou problemas com conducao
de calor através da formulacdo do MEC estocéstico.

Kaljevi¢ e Saigal (1993) e Ettouney et al. (1989) aplicaram o MEC estocéstico na analise de
problemas estruturais em estado plano e meio elstico linear. O primeiro utilizou 0 método para
analise de problemas de valor de contorno em meio bidimensional na elasticidade linear
considerando a aleatoriedade na geometria do problema (a) e a aleatoriedade nos parametros dos
materiais (b). O dltimo ilustrou a utilidade da abordagem probabilistica para aplicacBes da
engenharia utilizando simples procedimentos de perturbacdo na resolucdo de problemas na
andlise estrutural, considerando o carater aleatorio das propriedades dos materiais: modulo de
elasticidade (E) e coeficiente de Poisson (V)

A Mecanica da Fratura probabilistica caracteriza-se como uma ferramenta que permite a
avaliacdo mais realista de problemas sobre fraturamento, por incorporar as incertezas presentes
nos parametros estruturais. Os trabalhos que se inserem neste campo, em sua maioria, lidam com
as incertezas presentes nas propriedades dos materiais, condi¢cbes de contorno, carregamentos
e/ou tamanho das fissuras. Dentre estes trabalhos, pode ser mencionado o estudo de Lu (1992),
tendo este apresentado um problema em meio elastico linear com a presenca de uma Unica
fissura e com a consideracgéo da aleatoriedade do carregamento imposto e do tamanho da fissura.
Leonel et al. (2010, 2011a e 2012), apresentou o acoplamento entre modelos de confiabilidade

estrutural e o0 MEC Dual na andlise de propagacdo de fissuras no d&mbito da MFEL e em
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problemas de fadiga. Huang e Aliabadi (2011) apresentaram a formulacdo do MEC Dual
acoplado a modelos de confiabilidade na analise de problemas de fratura elastica linear.

Nesse contexto, é importante mencionar trabalhos mais recentes, que apresentam
contribuicBes para esse campo de estudo. Su e Xu (2015) apresentaram uma andlise baseada em
confiabilidade de problemas de flexdo em placas de Reissner via MEC estocastico. Cordeiro et
al. (2017) apresentou um procedimento estocastico para quantificacdo de parametros do concreto
por meio de duas abordagens numéricas: a formulagdo do MEC para mecénica da fratura ndo
linear e inferéncia Bayesiana para ajuste probabilistico. Oliveira et al. (2018) apresentou um
modelo mecano-probabilistico para analise de fluéncia em concreto via MEC. Destaca-se
também o trabalho de Morse et al. (2018), tendo este apresentado uma nova metodologia para
inferéncia estatistica para representacdo da propagacdo de fissuras sob fadiga no ambito na
MFEL via MEC Dual. J& nos trabalhos de Morse et al. (2019a e 2019b), uma nova metodologia
para analise baseada em confiabilidade via MEC Dual com o método de diferenciacdo implicita
foi apresentada. As analises baseadas em confiabilidade foram conduzidas com o método de

simulacdo de Monte Carlo e 0 método de primeira ordem FORM.
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3 FORMULACAO LINEAR DO METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO

Avancos recentes no campo computacional permitiram uma maior difusdo de técnicas
numéricas para analise de problemas da engenharia. Dentre tais técnicas, destaca-se o Método
dos Elementos de Contorno (MEC). O MEC ¢é uma ferramenta numérica que se caracteriza pela
ndo necessidade de definicdo de malhas sobre o dominio em problemas classicos da
elastoelasticidade. Tal estratégia torna-se uma elegante e econémica alternativa as técnicas
chamadas de métodos de “dominio”. Algumas areas de atuacdo podem ser citadas: mecanica dos
fluidos, elasticidade linear ou ndo linear, mecénica da fratura, dindmica das estruturas,
eletromagnetismo, acustica, dentre outras. A discretizacdo da geometria do contorno através de

elementos unidimensionais é apresentada na Figura 1.

Figura 1. Geometria real (a) Discretizagdo por elementos de contorno lineares (b).

(a) (b)

Fonte: autor (2020).

Em geral, o MEC pode ser classificado em duas formas distintas. Na primeira, definida como
abordagem indireta as incdgnitas do problema ndo sdo as grandezas de interesse (deslocamentos
ou forcas de superficie), mas sim, funcGes de densidade ficticias ou funcbes de tensbes
(BECKER, 1992). A depender do tipo de campo vetorial adotado como continuo, caracterizam-
se como: source method (deslocamentos continuos) e dipole method (forcas de superficie
continuas). Na segunda abordagem, definida como método dos elementos de contorno direto, as
grandezas fisicas de interesse, como deslocamentos e forcas de superficie, sdo obtidas
diretamente. O presente trabalho considera em seu desenvolvimento a segunda abordagem

proposta.
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3.1 Solugdo Fundamental

Embora diversas solucGes possam ser aplicadas, aqui a solucdo de Kelvin (1848) é utilizada.
Inicialmente faz-se necessaria a definicdo do meio em elastico linear com uma forca unitaria
aplicada no ponto s (ponto fonte) ao longo da direcdo i e mede-se o efeito desta carga unitéria

no ponto q. Em seguida, na equagéo de equilibrio, substitui-se a parcela referente a forca de
volume b, pela funcéo Delta de Dirac,

b (a) =3(s,q)c; () 3.1)
em que C(s) é o cosseno do angulo entre a forca e o eixo. Reescrevendo-se tomando 0s
referentes cuidados com a funcéo delta de Kronecker 8, . A equagdo de equilibrio (A.1a,b), pode
entdo ser escrita da forma:

Gy (5,0) +8(s,0)3,; =0 (3.2)
sendo o (s,q) o tensor de tensdes no estado fundamental. A partir da equagdo (A.4), e da

relagdo deformagao-deslocamento (A.3), e derivando-se com relagdo a x;.

1 * * 8(S'vq)8 i
mukjyij—kuki’” +Tk=0 (33)

em que U (s,q) representa o campo de deslocamentos no estado fundamental. As solucdes para a

equacéo (3.3), em ambos os casos bi e tridimensional, séo:

056.0) = gy (640 m (13, e (2-D)

* A (3.4)
u;(s,q) = m[(?’_‘lv)&j +1r ] (3-D)

Derivando-se a equacdo (3.4), para o caso 2-D, com respeito a X, e substituindo-se na relacéo

deformacdo-deslocamento (A.3), obtém-se:
-1

gak (s,q) = m[(l_zv)(r,ksij +1,8, )10, +2rr,r,] (3.5)
De forma geral:
Sak (s,q) = m[(l_ ZV)(r,kSij + r,j6ik) —rd; + Brlrjrk] (3.6)

onde para o0 caso 2D > a=1p3=2, e para 0 caso 3D—>a=2,=3.

Aplicando-se a equacéo (3.6) na lei de Hooke:
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-1

G:}k (s,q) = W

[a- 2V)(rk 8.] +r; By riajk)_'_Brir,j r,k] (3.7
Por fim, aplicando-se na férmula de Cauchy, obtém-se na forma geral:

1
ij (S CI) ﬁ{[(l_ 2V)8ij +Br,ir,j]r,n _(1_2V)(r,inj - r,jni)} (3-8)
3.2 Equac0es integrais de Contorno

Existem trés principais maneiras de obter a formulacdo do MEC, seja por meio do método
dos residuos ponderados, através do teorema da reciprocidade de Betti ou até mesmo utilizando
uma formulacdo variacional semelhante a utilizada no MEF. Embora o procedimento via
residuos ponderados seja amplamente utilizado no meio académico, adota-se aqui a formulacéo
baseada no teorema da reciprocidade de Betti, proposto por Somigliana (1886). Seja um dominio
Q, limitado por um contorno I", submetido a dois estados de carregamento: o primeiro o
problema em estudo e o segundo, o problema de Kelvin. A partir do teorema da reciprocidade de
Betti:

Ja O ik (q)gz}k (s,q)dQ=], G;}k (s, d)e; (q)dQ (3.9)
em que o, € &; Sd0 as componentes de tensdo e deformacao e cs*jk e S}a sdo as componentes
do problema de Kelvin. Considerando-se a relacdo deformacgédo-deslocamento, equacdo (A.3),
pode-se chegar a seguinte expressao partindo-se de (3.9).

Joo,u;,dQ=],cju;,dO (3.10)
Integrando-se em ambos os termos por partes, chega-se a:
—J 04, U;dQ+ [ o uindl =-[, o7, U, dQ+][ oju,ndl (3.11)
Substituindo-se a equacdo (3.11) na expressdo de Cauchy, equacdo (A.la,b), no problema
real e no fundamental, obtém-se:
~J 64U dQ+ ] Pugdl = =], op 0, dQ+ [ u,PrdT (3.12)
acoplando a equacéo de equilibrio tanto do problema real quanto do problema fundamental:

[obusdQ+ [ PusdT =], 8(s,0)5,u,dQ+[ . u (3.13)

Uy

Resolvendo a integral 8,u; =u; IS(S q)dQ=5,u;, sabendo-se que &,u; =u; e lembrando-se

|JJ’

que para S¢Q —Uu.(s)=0:
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U (s) == By (s, q)u; (@)dT + - ug (s, 9)P; (@)dT + ], by (q)u; (5, 9)d (3.14)
A equacao de Somigliana, definida na equacdo (3.14), representa 0 campo de deslocamentos

em um ponto de colocagdo s. A partir da Lei de Hooke e da equagdo Somigliana (3.14), obtém-
se a equacdo integral de tensGes para pontos internos (3.15):

_-[ [ZGV 5 PIkI+G( ij jkl)]u dr
G.(S)=+], [ZGV Uy +G Uy +U}, )] dT (3.15)
i kI ik,j T Yiki Pk :
+l [ZGV 8, +G(uy -+, )]b, dT

A identidade de Somigliana (3.14) permite a obtencdo dos valores de deslocamentos em
qualquer ponto do dominio, a partir de valores de forcas e deslocamentos no contorno, das forgas
que atuam no dominio (caso existam) e da solucdo fundamental. Como a identidade Somigliana
¢ véalida apenas para pontos no dominio, a representacdo integral dos deslocamentos no contorno
€ necessaria. Para tal, considera-se a existéncia de uma semicircunferéncia de raio € centrada no
ponto do contorno suave i, Figura 2. Fazendo-se o raio tender a zero, chega-se a equagao de

Somigliana modificada para o contorno:

Figura 2. Solugdo para singularidade em ponto fonte no contorno.

Fonte: autor (2020).

¢;(8)u;(s) =~ B (s,q)u; (@)dT + ] ug(s, )P, (@)dT +], by(a)u; (s, q)d (3.16)

Para contorno suave c;(s) assume o valor,

c;(S)u;(s)=5 8” i(s) (3.17)
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Para contorno com angulosidade, c;(s) assume o valor,

a  Cos 2yseno sen2ysena
2t 4n(l-v) 4r(l-v)
sen2ysena o COS2ysena

Anl—v)  2n 4n(l—v)

c; (S)u;(s) = u;(s) (3.18)

Figura 3. Ponto de colocacdo em contorno anguloso.

Ponto de colocacdo

Fonte: autor (2020).

3.3 Método dos Elementos de Contorno

Foi apresentada a formulacdo baseada nas equacgdes integrais de contorno, as quais foram
desenvolvidas a partir do teorema de reciprocidade de Betti proposto por Somigliana (1886),
permitindo entdo a andlise de sélidos elasticos bidimensionais ou tridimensionais, isotropicos e
homogéneos. Para sua utilizacdo préatica, é necessaria a transformacéo da formulacgéo integral de
contorno em equacOes algébricas, o que consolida sua forma discretizada, obtendo-se um
sistema de equacOes algébricas linear que serd resolvido apo6s aplicacdo das condi¢Bes de
contorno do problema.

3.3.1 Discretizacao

No presente trabalho, o contorno serd discretizado através de elementos com aproximacao

linear. Parte-se entdo da forma discretizada da equacdo (3.16) considerando forca de dominio:

Modelos Probabilisticos para Analise de Propagacao de Fissuras em meios Luis Philipe R. Almeida
coesivos via MEC



34

. . Ne . Ne . .
[CIOT{WY + Y {Ir, [P HupAT | =3 {J, [W KT+, u'b,dO (3.19)

j=1 j=1
Os deslocamentos e forcas de superficies em cada elemento sdo escritos em funcéo de seus

valores nodais, 3.20 e 3.21.

ul [¢, 0 ¢, O]ju,
“ﬁ‘{%}‘[o % 0 ¢j ¥ (3:20)

u;

Py

_ pl _ d)l O ¢2 0 p;
{p}_{pz}_[o Y (I)j p’ (3:21)

p;

As funcdes de interpolagdo ¢, e ¢, sdo mapeadas no espago adimensional definido de [-1,1]

, € EXPressas como:
_1
0,(8)=30-9)
0:(0) =2 (W+5)

As duas fungdes sdo empregadas em termos da coordenada homogénea &, como

(3.22)

apresentado na Figura 4:

Figura 4. Coordenadas adimensionais e fun¢des de aproximacéo.

= =1 _
n t
=-1 =1
o, g I

TR

&=- E=1
Fonte: autor (2020)
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A avaliacdo da integral referente as forcas de volume serd apresentada na secéo 3.7, e da
origem ao vetor de cargas independentes nas duas diregdes globais, {Fm}m. Assim a equagéo

(3.19) pode entdo ser reescrita como em (3.23).

. ) Ne B ) Ne B )
[CIloT{u} + > [H.I{u} = > [G,I'{p} +{F,} (3.23)
j=1 i=1
Esta equacéo relaciona os valores de u nos pontos nodais ‘i > com os valores de U e p em

todos 0s pontos do contorno, incluindo ‘i ’°, sendo:

[HW]ZPF pLodT T podr o plo,dr I pl}¢zdf} (3.24)
Jo P dT T po0,dT T pod,dl [ poag,dl

[EW]:Pr u£1¢1dr J.r u;:zd)ldr Ir U;(I)zdr J.r u{zq)zdr} (3.25)
Jruabdl o, 6,00 uzp0,dT

Uma vez escrita a equacao (3.24) e a (3.25) para cada ponto ‘i ’ obtendo 2 xn equagdes

com n nds, pode-se reescrever a equacdo (3.23) para cada ponto do contorno, obtendo-se um

sistema de equacdes lineares, considerando-se,

H, =[Hu]" se i# ]

_ (3.26)
H, =[Hw]" +[c][¢] se i= ]
A equacéo (3.23) pode ser reescrita de forma mais compacta:
Ne . . Ne . .
DIH WY =[G, I'{pY +{F,} (3.27)
j=1 j=1

Sabe-se que o numero de graus de liberdade por no € dois, referente a dois de deslocamentos
e 2 de forcas de superficie, no entanto, metade destes valores sdo impostos nas condicGes de
contorno, desta forma, a solugdo do sistema geral demanda de 2n equagfes. Escrevendo-se as
equac0es para todos os pontos de colocacdo do modelo, resulta em um sistema com ordem igual

a duas vezes o numero total de nds da malha:
[HRU}=[GKP}+{F,} (3.28)
As integrais podem ser resolvidas numericamente, na maioria das vezes, sem um esforco
adicional, contudo, é conhecido que a colocagdo de um ponto fonte muito préximo ao contorno do

problema pode ocasionar respostas instaveis do problema. Para este caso, recorre-se a técnica de

sub-elementacéo, a fim de se minimizar o erro de tal integracéo.
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Outro caso que influencia a estabilidade da resposta numérica diz respeito ao problema de
singularidade que acontece quando o ponto fonte esta sobre o mesmo elemento integrado,
introduzindo-se um problema na resolucdo das integrais singulares que se trata do valor principal
de Cauchy. Neste trabalho, optou-se por avaliar as integrais singulares analiticamente, as quase
singulares (ponto fonte muito préximo do elemento de integracdo) com sub-elementacdo (Anexo
B) e para os demais casos com a convencional quadratura de Gauss-Legendre.

Apos as aplicacBes das condi¢cBes de contorno do problema, é conveniente rearranjar as
matrizes [H] e [G] de modo que os valores prescritos figuem no primeiro membro da equagéo
(3.28) e os valores desconhecidos no segundo membro da equacdo (3.28). ApOs esse
procedimento, obtém-se 0 seguinte sistema de equacdes:

[Al{X}={B} (3.29)

Admitindo-se a possibilidade de ocorréncia do movimento de corpo rigido, com forcas de
superficie nulas, a equacéo (3.29) é reescrita como,

[HI{U}=0 (3.30)

em que:

N

= (3.31)

3.4 Analise em pontos internos

Os deslocamentos e tensdes em pontos internos podem ser determinados a partir da
identidade Somigliana em funcdo dos deslocamentos e forcas de contorno. Reescrevendo-se a
equacdo Somigliana (1886) em sua forma discreta para um ponto interno P, obtém-se:

O LA RIS AR

s " (3.32)
{o} =10n =2 [DI"{p}, - D [ST"{u};
O2 = =

nas quais {u}” representa os deslocamentos em um ponto interno ‘ p°, e os termos [D]™ e [S]*
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sdo expressos como em (3.33).

[DI* =], —47_5(11_\/)r{(1_2v)[rk8ij +18y — 18y 1+ 2nrr,}dl

ST = 52 e Crl-208,0) +—4rnr 1+ 2y +nr] - 39

+(1- 2v)[nirjrk + nkESji + njESki 1-@Q- 4v)ni6jk}d1“

3.5 Tensbes no Contorno

No presente trabalho as tensdes no contorno seréo calculadas a partir dos deslocamentos e
forgas de superficie obtidas no contorno. Define-se um sistema local de coordenadas nos pontos

do contorno, tal como € apresentado na Figura 5.

Figura 5. Representacdo dos componentes locais e cartesianos das forcas de superficie (a) Deslocamentos e
coordenadas nodais de um elemento (b).

R 4012 011 u
Py
a
(@) (b)

Fonte: autor (2020).

Os valores das forgas de superficie no sistema de coordenadas local podem ser determinados

a partir:
t, = p, cosa+ p,sena
o Y (3.34)
t, =—p,sena+ p, cosa
As tensdes no sistema local séo:
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o, =1,

E v
Op = (1—V2 )Es + (H)Gn’ (3.35)
o, =1,

sendo ¢,, adeformacéo tangencial, e possivel de ser determinada por meio de:

2 1 2 1 2 1 2 1
_ (UX —UX)(X —X )t(uy _uy)(y -y ) (3.36)
I
sendo | o comprimento do elemento. As tensbes na direcdo global podem ser determinadas

€2

rotacionando na direcdo horaria a equacao (3.35).

Cos*(a) —Sen(2a)  Sen®(a)

Oy On
o b= SenéZoc) Cos(20)) _SenéZoc) . (3.37)

Oy) |Sen’(a) Sen(2a) Cos?(a) |\%2

3.6  Descontinuidade em pontos de canto

Em problemas planos, quando um dos nos estd localizado em um contorno ndo suave, ou
seja, existe uma diferenca de angulosidade entre dois lados que se encontram, uma
descontinuidade em forga de superficie é esperada de acontecer. Uma maneira de contornar esse
problema consiste na utilizacdo de elementos descontinuos, Figura 6. No emprego de problemas
com singularidades, como na mecanica da fratura, os resultados convergem adequadamente para
a solucdo esperada. (BREBBIA; DOMINGUEZ, 1989). Além disso, nas formulacdes utilizadas,
elementos descontinuos sdo necessarios para garantir a continuidade no campo de

deslocamentos.
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Figura 6. Esquema para elementos descontinuos.

Py’ Py Py

3@
Fonte: Adaptado de Brebbia e Dominguez (1992).
3.7 Forcas de dominio

Alguns problemas da engenharia dependem de forgcas que atuam no volume de um corpo
(Forcas de volume), e suas presencas sdo consideradas com integrais definidas sobre o dominio
do problema. Alguns exemplos podem ser citados: forcas gravitacionais, forgcas centrifugas,
efeitos relacionados a retracdo de um corpo como na variacdo de temperatura ou inchamento, na
analise ndo-linear, com o surgimento de termos de dominio ocasionados pela aplicacdo de
tensdes ou deformacdo residuais.

As integrais de dominio no MEC podem ser basicamente representadas de duas formas

distintas:

1) Dividindo-se em células com as integrais aproximadas numericamente, similarmente ao que
é feito no Método dos Elementos Finitos (MEF).

2) Utilizando-se de processos que transformem integrais de dominio em integrais de contorno,
como o Método da Reciprocidade Dual (MRD), desenvolvido originalmente por Nardini e
Brebbia (1982), Método da Reciprocidade Multipla (MRM), desenvolvido por Nowak e
Brebbia (1989) na resolucdo de equagBes de Poisson, o método de Galerkin, incialmente
proposto por Cruse (1975), e 0 método da integracdo radial (MIR), que pode ser encontrado
no trabalho de Gao (2002). No presente trabalho, as for¢as de dominio gravitacionais seréo
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avaliadas pelo Método da Reciprocidade Mdltipla - MRM.

3.7.1 Método da Reciprocidade Multipla

Esta técnica estd relacionada com a repetida aplicacdo do teorema da reciprocidade,
originalmente desenvolvido por Nardini e Brebbia (1982) na resolugéo de problemas de Poisson,
e posteriormente expandido para problemas da elasticidade linear (NEVES; BREBBIA, 1991)
utilizando-se de uma sequéncia de solucbes fundamentais de alta ordem, com a consequente
diminuicdo da ordem da funcédo da forca de dominio até a convergéncia do procedimento.

Seja a integral de dominio para o caso de termos de valor conhecido.

J, X' TdQ (3.38)
Admite-se a existéncia de uma primitiva da solugdo fundamental e a integral e reescrita da na
forma:
— — 2
xTda=[, viTdo=] [ CL, L iTgq 3.39
h ) h ( L. 0L (3.39)
Integrando-se por partes:
oL oL oL oLoT  oLoT
=n += - 3.40
1(82 aijdQ I(x”%y”jmrj(axax 8y8yde (3.40)

Fazendo-se duas integracdes por partes, chega-se a:

|, VALTdQ = J( )TdF I[ denJ VATLAO (3.41)

Para 0s casos em que T possui uma distribuigdo constante, como na consideracdo de forgas
gravitacionais, é necessaria uma unica integracdo por partes, a fim de anular a integral de
dominio presente no Gltimo termo da equacédo (3.40). Para casos em que 0 carregamento possui
distribuicdo acima que linear, sucessivas integracdes por partes sao feitas objetivando-se anular

0s termos de dominio remanescentes.

3.8 Aplicagdo: Cavidade em meio semi-infinito considerando forgas de dominio

Nesta secdo sera apresentado um exemplo numérico para validacdo da implementacdo da

formulacdo linear do MEC, afim de avaliar sua eficiéncia em problemas que envolvam

Modelos Probabilisticos para Analise de Propagacao de Fissuras em meios Luis Philipe R. Almeida
coesivos via MEC



41

concentracdo de tensdes. Para este fim, o problema de uma cavidade em meio semi-infinito,
simulando um tanel circular, submetida a uma forca de dominio definida pelo peso especifico do

solo y=17KN/m? é apresentado. A pressdo lateral do solo causada pelas tensGes verticais é

levada em consideracdo pelo coeficiente lateral k. Valendo-se da simetria do carregamento, o
exemplo numérico foi modelado considerando-se apenas 1/2 da geometria real do problema e em
estado plano de deformacéo. As propriedades fisicas do material, Modulo de Elasticidade (E) e
coeficiente de Poisson (v), bem como as condi¢des de contorno sdo apresentadas na figura

abaixo.

Figura 7. Cavidade em meio semi-infinito submetida a forcas de dominio.
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Fonte: autor (2020).

Utiliza-se uma malha com cerca de 50 elementos lineares, sendo 31 nés no contorno da
cavidade circular. O problema foi analisado levando-se em conta como solucdo de referéncia
uma malha de 15000 elementos finitos lineares obtidos no software ABAQUS. Na Figura 8, o
comportamento do trecho ABC ap0s deformacdo para trés diferentes estados de solicitagdo
horizontal é apresentado. Percebe-se uma boa convergéncia da solucdo obtida pelo MEC quando

comparado com a resposta numérica do ABAQUS.
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Figura 8. Trecho ABC ap6s deformacdo com coeficiente de empuxo k=0.
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Fonte: autor (2020).

Em seguida, a variacdo da tensdo de von Mises ao longo da linha L é apresentada (Figura 9),

para este fim, considera-se trés diferentes coeficientes de empuxo. Destaca-se a maior

concentracdo de tensdes proximas a cavidade circular, com uma maior acentuacao para o estado

de carregamento sem tensdes horizontais (k = 0).

Figura 9. Tensdes de von Mises ao longo da linha L.
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Fonte: autor (2020)

Por fim, a distribuicdo de tensdes na regido proxima a cavidade circular para c,, € G, €

apresentado nas Figuras (10, 11 e 12), utilizando-se cerca de 4700 pontos internos. E notavel a
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significativa mudanca na distribuicdo de tensdes com a variacdo no coeficiente de empuxo
lateral k.

Figura 10. Distribuicao de tensdes na cavidade circular para k =1 (a) o,, (KN/m?) (b) o,, (KN/m?)
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Fonte: autor (2020)

Figura 11. Distribuicéo de tensbes na cavidade circular para k =0,5 (€) o,, (KN/m?) (d) o, (KN/m?)
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Fonte: autor (2020)
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Figura 12. Distribuicéo de tensbes na cavidade circular para k =0 (e) o,, (KN/m?) (f) o,, (KN/m?)
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4 TOPICOS EM CONFIABILIDADE ESTRUTURAL

Na concepgdo e execucdo de projetos estruturais, incertezas originam-se de diversos fatores,
como nas propriedades dos materiais, valores de carregamentos especificados, na geometria do
corpo, ou qualquer combinacdo destas. A tomada de decisdes em um contexto de incerteza é
certamente frequente em situacOes reais. Inicialmente, a diferenca entre uma varivel aleatoria e
uma varidvel deterministica deve ser elucidada. Varidvel aleatoria € uma funcéo real que atribui
um valor real para cada experimento aleatério. J& as varidveis tidas como deterministicas,
possuem um intervalo de valores possiveis relativamente pequeno, que praticamente néo
apresenta efeitos no resultado final. Um exemplo de variavel deterministica é a aceleracdo da
gravidade, que pode ser assumida constante para qualquer ponto da superficie terrestre, para
mais detalhes, vide Ang e Tang (1984).

Na engenharia estrutural, apesar de, quase sempre, tratar-se variaveis inerentes a determinado
problema como deterministicas, as incertezas estdo sempre presentes. Tais incertezas ndo se
limitam apenas a variabilidade observadas nas variaveis basicas que envolvem determinado

problema, mas sobretudo, uma série de outros fatores que podem ser mencionados:

1. Parametros como média e variancia, baseados em dados observados os quais ndo estao livres
de incertezas;

2. Modelos numéricos utilizados na representacdo de problemas sempre sdo modelos
aproximados (erro de modelo), e de certo modo, trazem certo grau de incertezas, que podem
ser mais significativas que as associadas a variabilidade inerente as variaveis basicas;

3. Incertezas inerentes a fatores humanos, como o erro associado a desgaste fisico, condi¢Bes
do trabalho, ou até mesmo problemas imprevisiveis, os quais podem influenciar

significativamente a resposta estrutural.

Em geral, as incertezas presentes em problemas da engenharia estrutural podem ser
classificadas em intrinseca, epistémica e erro humano. A epistémica estd relacionada com o
nosso conhecimento sobre as varidveis e processos envolvidos, e pode ser reduzida ou eliminada
através do melhor conhecimento do problema. A incerteza intrinseca, é por defini¢do, aquela
que faz parte da natureza dos processos envolvidos, desta forma, € irredutivel e ndo pode ser

eliminada. Ja erros humanos sdo inevitaveis, no entanto podem ser reduzidos por meio da
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qualificacdo e treinamento. Para mais detalhes, vide Beck (2019). A construcdo de modelos
probabilisticos é realizada com base na avaliacdo das incertezas das variaveis de projeto, as quais
sdo descritas estatisticamente, como varidveis aleatorias. Uma etapa crucial na andlise de
confiabilidade estrutural consiste na caracterizacdo das varidveis aleatorias, que em sintese trata-
se da caracterizacdo de um conjunto de dados (inferéncia estatistica) e sua adequada
representacdo por um modelo de distribui¢do. A qualidade do ajuste entre os dados da amostra e
0 modelo estatistico € amparado por testes de aderéncia. Levando-se em consideracdo todas as
incertezas presentes nesses fatores, a probabilidade de violagdo de algum modo de falha torna-se
ndo nula, caracterizando o ndo alcance de objetivos almejados no inicio da concepcéo estrutural.
A confiabilidade estrutural permite a consideracdo de cada critério como um evento estatistico,
levando-se em conta as consequéncias no que diz respeito ao bom funcionamento da estrutura. A
utilizacdo de modelos de confiabilidade objetiva-se avaliar a seguranca de uma estrutura, o que
consiste na estimativa de violagdo de um certo modo potencial de falha (MELCHERS, 1999).
Segundo Leonel (2009), na analise da confiabilidade estrutural cada critério pode ser entendido
como um evento estatistico e suas consequéncias como cenarios de falha, a verificacdo de cada
critério significa a verificacdo de cada modo potencial de falha, e para isto, deve-se descrever e
formular o problema considerando suas varidveis com suas devidas incertezas. A caracterizagéo
das variaveis aleatorias (v.a.), trata de uma etapa crucial na analise probabilistica, sendo feita a

partir de técnicas de inferéncia estatistica.
4.1 Definigdo da probabilidade de Falha

A avaliagdo da probabilidade é realizada a partir da andlise de uma funcdo de falha,
denominada G(X), onde X é um vetor de variaveis aleatorias consideradas na analise. Durante
a avaliacdo de seguranca de uma estrutura, quantifica-se a ocorréncia de falhas, ou seja, a

probabilidade de que o vetor de v.a. esteja contido na regido de falha Q, :

G(X) >0 — Seguro 1)
G(X)<0— Falha '
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Figura 13. Defini¢do da funcéo de falha.
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Fonte: autor (2020).

A probabilidade de falha é obtida integrando-se f, (X) (funcdo conjunta de densidade de
probabilidade das variaveis aleatdrias do problema) sobre o dominio de falha.
P =J, f,(xdx (4.2)

A integral (4.2) é de dificil obtencdo analitica, uma vez que envolve a avaliacdo de uma
integral n-dimensional em um dominio complexo. Além disso, muitas vezes, a funcdo estado
limite permanece implicita. Assim, faz-se necessario o uso de outros métodos capazes de avaliar
a probabilidade de falha, como o tradicional método de simulagdo Monte Carlo e 0 método de
Confiabilidade de Primeira Ordem — FORM.

4.2 Problema fundamental de Confiabilidade

Antes de iniciar a analise dos modelos que proporcionam avaliar a probabilidade de falha de
uma estrutura, € preciso definir um conceito de confiabilidade que se inicia a partir da equacgéo
de estado limite do problema fundamental. Esta equacdo é definida como problema de
Resisténcia (R) vs Solicitacao (S).

G(R,S)=R-S=0 4.3)

A variavel R é tratada como fungédo de variaveis aleatdrias relacionadas a resisténcia, e a
variavel S como funcdo de varidveis aleatorias relacionadas a solicitacdo. Quando R e S séo
variaveis gaussianas e independentes, o problema pode ser definido como problema béasico de

confiabilidade, adota-se a variavel M (margem de seguranca), associada a G(R, S), sendo seus

Modelos Probabilisticos para Analise de Propagacao de Fissuras em meios Luis Philipe R. Almeida
coesivos via MEC



48

parametros calculados como segue:
Upm =Hg —Hs
oy = 1/02R +052

sendo p e o definidos como média e desvio padréo da variavel aleatoria respectivamente. A

(4.4)

fim de obter o indice de confiabilidade, a variavel aleatéria M deve ser transformada em uma

variavel normal padrdo, da seguinte forma, Beck (2019):

y= M -y (4.5)
Owm

Aplicando a definigdo de P, , equagdo (4.2), na variavel aleatoria reduzida:

o)

Geometricamente, o indice de confiabilidade é definido como a menor distancia entre a
origem do espaco normal padrdo e um ponto sobre a equacédo de estado de limite, correspondente
a M igual a zero. Sendo valida esta afirmacdo, verifica-se que a distancia entre o ponto

correspondente a M =0 e a origem do sistema cartesiano de coordenadas é expresso como a

quociente i—“", ou seja:

M
p=tm - e b @)
M G R +C s
Apesar de apresentar o indice de confiabilidade como um pardmetro dependente de apenas
duas variaveis gaussianas, a abordagem de problemas que apresentem variaveis com qualquer
distribuicdo é possivel de ser realizada. Para este caso, a transformacdo intermediaria para a
obtencdo de variaveis normais equivalentes € necessaria.

A probabilidade de falha pode ent&o ser escrita como:

Pr =4¢(-P) (4.8)

4.3 Método de simulagdo de Monte Carlo

Um dos principais objetivos da confiabilidade refere-se a avaliacdo da integral (4.2), o que
na pratica depende da quantidade de variaveis aleatdrias dependentes, as quais podem possuir

distribui¢cbes complexas. Por este motivo, 0 método de simulagdo de Monte Carlo surge como

Modelos Probabilisticos para Analise de Propagacao de Fissuras em meios Luis Philipe R. Almeida
coesivos via MEC



49

uma teécnica alternativa baseando-se fundamentalmente no emprego, de um processo de
simulacdo envolvendo exaustivas repeticdes, utilizando em cada processo uma realizacdo
particular de varidveis aleatorias do problema. Estas repeticdes fornecem um conjunto de
solucBes, uma para cada realizacdo, representando a saida simulada do problema. Melchers
(1999) retrata 0 método de Monte Carlo como uma técnica que envolve simular artificialmente
um grande namero de elementos e observar o resultado encontrado. No caso da analise da

confiabilidade em estruturas, isto significa do modo mais simples, que cada varidvel aleatoria

X, pode fornecer aleatoriamente um determinado valor. Basicamente, a técnica consiste em
produzir N eventos aleatdrios a serem avaliados na equacdo do estado limite G(X), assim, a
probabilidade de falha é estimada como a razéo entre o nimero de eventos de falha (N, ) e o

numero total de eventos (N),

P, =—" (4.9)

A precisdao do método esta relacionada com o tamanho da amostragem, e pode ser avaliado
pelo coeficiente de variacdo (COV) da probabilidade de falha. Com o objetivo de obter
uniformidade na resposta, para diferentes execucdes do método, estima-se um numero de

cenarios minimos para, que uma probabilidade de falha P; seja determinada com um coeficiente

de variacdo o especificado,

1-P
N i =6% 5 (4.10)
f

embora o célculo envolva a P, caracteristica do problema, que é desconhecida a priori. A

definicdo do indice de confiabilidade na equacdo (4.7), generalizada para varias v.a., pode ser
utilizada para sua obtencdo, representando uma maior velocidade em sua execucgdo. Outra
alternativa é definir um COV alvo e executar o mesmo método de Monte Carlo com um ndmero
reduzido de simulacdes, deste modo, efetua-se repetidas vezes o método até chegar ao valor do
COV definido no inicio da anélise. Portanto, invertendo-se a equacéo (4.10) tém-se,

1-P,
N, -P,

S

CoV = (4.11)

Nas aplicagdes deste trabalho, adota-se como padrdo o valor de COV =5%. Na Figura 14, é

apresentado de maneira ilustrativa um exemplo de como acontece o procedimento de simulagdes

Modelos Probabilisticos para Analise de Propagacao de Fissuras em meios Luis Philipe R. Almeida
coesivos via MEC



50

por Monte Carlo, com mil eventos randémicos gerados. Os parametros R e S sdo adotados como
gaussianos, e o valor médio e desvio padrdo das variaveis aleatérias sdo os parametros de
entrada N(u,o). Para este exemplo, R =N(230;8) e S = N(180;20).

Figura 14. Exemplo ilustrativo da simulagdo (N, =1000) de Monte Carlo.

G(R,S)=R—-S=0

e Evento seguro
e Evento de falha
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Fonte: autor (2020)

O numero de eventos com falha para este exemplo foi quantificado em 8, considerando o
total de 1000 simulagdes, foi obtida uma probabilidade de falha de P, =0,0080. Utilizando a
equacdo (4.11), chega-se a um COV =0,3521, indicando que a estimativa ainda néo chegou no
5% adotado como padrdo. Através da equagdo (4.11) chega-se a um ns_. =49600 para
COV =0,05 e P, de valor igual ao encontrado na simulagdo com 1000 eventos. Com isso,
chega-se a uma P, =0,0093. Para um u(ltimo caso com um ndmero mais confiavel de

simulagBes, ns=100.000, estima-se a P, =0,0103. E evidente que quanto maior o nimero de

simulagdes, mais confiavel se torna a anélise.
A grande desvantagem do método refere-se ao grande numero de simulagdes necessarias
para estimar a probabilidade de falha com certa precisdo. Uma alternativa € o emprego de

métodos que avaliem a probabilidade de falha com um reduzido nimero de simulagdes, 0 que
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implica em um menor custo computacional. Com essa premissa, a utilizacdo de técnicas de
amostragem inteligente passa a ser uma interessante escolha, boa convergéncia pode ser obtida
em um numero menor de simulagBes. Dentre tais técnicas pode-se citar a Amostragem por
Hipercubo Latino. Além disso, métodos analiticos de confiabilidade baseados na transformagéo
de variaveis aleatérias em variaveis aleatorias gaussianas reduzidas podem ser empregados,
particularmente o método de Confiabilidade de Primeira Ordem — FORM. Onde, respostas

satisfatorias podem ser encontradas, com um nimero menor de chamadas do modelo mecénico.

4.4 Amostragem por hipercubo Latino (LHS)

Nesta secdo, a teoria base para a técnica de amostragem por hipercubo latino é apresentada
de acordo com os trabalhos de Olsson et al. (2003) e Elbert (2002). Esta técnica foi primeiro
apresentada por McKay et al. (1979), onde foi realizado um estudo comparativo entre a
amostragem aleatoria e a amostragem estratificada.

A amostragem por Hipercubo Latino pode atingir uma precisdo suficiente estimando-se
propriedades estatisticas com apenas algumas amostras em comparacdo com metodo de Monte
Carlo simples. Em geral, divide-se 0 dominio de cada variavel aleatoria em faixas, portanto, cada
faixa é amostrada uma Unica vez, o que resulta em uma distribui¢do esparsa de pontos. O que

garante uma cobertura homogénea do dominio das variaveis aleatorias.

Seja a matriz P, de dimensdes (n x n,), onde n & o nimero de pontos da amostra e n, o
ndmero de varidveis aleatorias do problema, cada uma das n, colunas é uma permutacgéo

aleatoria de 1, ..., n. Outra matriz R, de dimensbes (n x n,), é gerada com componentes

aleatoricamente distribuidos entre (0,1). A matriz S é portanto obtida por meio da combinacéo

das matrizes R e P.

S :%(p “R) (4.12)

Na Figura 15 é apresentado uma possivel amostragem com duas variaveis aleatorias e cinco

realizacdes.
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Figura 15. Hipercubo Latino para duas varidveis e cinco realizagoes
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Fonte: Adaptado de Olsson et al. (2003)

Os histogramas de frequéncia de realizacdes para Amostragem Simples e Amostragem por

Hipercubo Latino para uma variavel aleatéria normal com media 1,0 e desvio padréo de 0,2 é

apresentado. Em geral, a Amostragem por Hipercubo Latino tende a apresentar um histograma

com forma mais suave, como pode ser observado na Figura 16.

Figura 16. Histograma de frequéncia na (a) Amostragem simples (b) Amostragem por Hipercubo Latino
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Fonte: autor (2020)

45 Meétodo de Confiabilidade de Primeira Ordem — FORM

O método de confiabilidade de primeira ordem ou FORM (First Order Reliability Method),
fornece, por conta da linearizacdo da funcdo estado limite em torno do ponto de projeto no

espaco padrdo, uma estimativa de probabilidade de alguns modos de falha. A linearizacgdo se faz

através de um hiperplano tangente a superficie de falha no ponto de projeto, a qual é seguida
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pela minimizacao da distancia entre o ponto sobre o hiperplano e a origem do sistema. Em geral,
essa aproximacdo pode conduzir a erros, principalmente quando a funcgéo limite é altamente nédo
linear. Além disso, 0 FORM pode levar a divergéncias caso existam dois ou mais pontos de
projeto.

O grande diferencial desse método estd relacionado com a capacidade em representar
fielmente as informacOes estatisticas das variaveis aleatOrias que representam o problema,
podendo lidar com quaisquer distribuicdes, inclusive considerando correlacdo entre varidveis.
Em sintese, 0 FORM é baseado na definicdo geométrica do indice de confiabilidade, logo a
funcdo de falha deve ser avaliada no espaco reduzido de variaveis normais padronizadas

independentes. As principais etapas desse método séo:

a) Transformacéo de distribui¢des originais em normais equivalents reduzidas;
b) Determinacéo de coeficientes de correlacdo equivalentes para distribui¢cbes marginais;

c¢) Eliminacéo da correlacdo através de alguma estratégia de decomposicéo.

Basicamente, a primeira transformacéo fundamenta-se no modelo de Hasofer e Lind (1974),
0 qual consiste na reducdo das varidveis aleatérias originais dependentes X em variaveis
aleatdrias reduzidas dependentes Z . Em seguida, utiliza-se a transformacdo de Nataf (1962)
para determinacdo de coeficientes de correlacdo equivalentes para distribuicdes marginais
normais. O proximo passo consiste na eliminagdo da correlacdo entre as variaveis,
transformando as variaveis aleatorias reduzidas dependentes Z em variaveis aleatorias reduzidas
independentes Y . Tradicionalmente, utiliza-se a decomposicdo de Cholesky para fatorar a matriz
de correlagéo, obtendo-se uma matriz triangular inferior associada. Para maiores detalhes, vide
Beck (2019).

45.1 Algoritmo HLRF

Low e Tang (2007) apresentaram uma interpretacdo alternativa do indice de confiabilidade
de Hassofer-Lind baseada na perspectiva de uma elipsoide expandida no espaco original das

variaveis aleatérias (Figura 17),
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b= min \/{XIGXMX} [C]-{Xi;—xux‘ } (4.13)

xeF i i

naqual X é o vetor com todas as n variaveis aleatérias X, envolvidas no problema, C a matriz
de correlacdo, F o dominio de falha na qual a funcdo G(X)<0, Oy, € My O desvio padrédo e

média da varidvel aleatéria X, respectivamente. O indice de Hassofer-Lind, B, como ja
definido na secdo 4.2, representa a distancia entre 0 ponto médio e o mais préximo ponto na
equacdo do estado limite, o qual é referido como ponto de projeto. A minimizacdo da equacao
(4.13) pode ser obtida usando um método padrdo de otimizacdo ndo linear sujeito a restricao
G(x) =0, o qual é tradicionalmente resolvido através do algoritmo de Hassofer-Lind (1974) e de
Rackwitz e Fiessler (1978), conhecido como HLRF (LU; LOW, 2011). Segundo Beck (2019) a
férmula de recorréncia do algoritmo HLRF é fundamentada na aproximacdo de um ponto X a
superficie G(X) =0 e na perpendicularizacdo entre o vetor X e atangente a superficie no ponto.

Melchers (1999), Beck (2019) apresentam o algoritmo de otimizacdo HLRF como,

__ G G(y,) .
Vs ||vca(yk)||{B “IIAG(yk)d -

O processo de busca do ponto de projeto, segundo o algoritmo HLRF, ¢ ilustrado na Figura
17.

Modelos Probabilisticos para Analise de Propagacao de Fissuras em meios Luis Philipe R. Almeida
coesivos via MEC



55

Figura 17. Representagdo grafica da busca do ponto de projeto para um problema com duas variaveis.
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Fonte: autor (2020)

4.5.2 Algoritmo do Método FORM

Seguindo para a etapa de implementacdo do método, é importante definir alguns passos que
permitem a aplicacdo do método FORM na analise confiabilistica de estruturas. Descreve-se, a

seguir, um algoritmo em 10 passos adaptado de Melchers (1999) e Beck (2019).

1. Auvaliar as correlacdes equivalentes entre as variaveis aleatorias;
2. Escolher um ponto de partida no espaco original, usualmente adotado como a origem no
espaco normal padréo;
3. Avaliar as médias e desvios padrdes normais equivalentes através das equacoes;
o — HO (F (X))
fy, (X;) (4.15)
uy = X; —oX '@ (F, (X))

sendo, F, a funcdo cumulativa da variavel X; , f, funcao densidade da variavel X;, ® a
funcdo cumulativa da distribuicdo normal padrdo, ¢ a funcdo densidade da distribuigdo normal

padrdo, c%® o desvio padrdo normal equivalente no ponto X, e u%* a média da normal
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equivalente no ponto X, .

4. Determinar a funcdo de falha G(X), o jacobiano e o gradiente de G(X) no espago reduzido;
G(y) =G(X)
J=L"%"(X-m) (4.16)
VG(y) =) -VG(X)
na qual, L é a matriz triangular inferior construida a partir da decomposicdo de Cholesky da
matriz dos coeficientes de correlacdo das varidveis X , o é uma matriz diagonal contendo os
desvios padrdo, m é o vetor com médias das variaveis X .
5. Realizar a transformacdo do ponto de partida para o espaco reduzido;
y=J(X-m) (4.17)
6. Aplicar o algoritmo de otimizacdo HLRF, equacéo (4.14);
7. Determinar o indice de confiabilidade ;

B=1vid (4.18)
8. Determinar 0 novo ponto X no espaco original;
Xk+1 = Xk + (‘] 71)T '(yk+1_ Yk) (4-19)

9. Repetir os passos 3 e 8 até a convergéncia do resultado

10. Determinar a probabilidade de falha através da equacéo (4.8).
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5 MECANICA DA FRATURA

O projeto mecénico de estruturas geralmente envolve a analise do campo de tensbes e
deslocamentos em conjunto com a necessidade de prevencdo de falhas. Uma caracteristica
presente no estudo dos materiais constituintes de uma estrutura diz respeito a presenca de micro
falhas, que podem dar inicio a um processo progressivo de fraturamento, levando-se a um
possivel colapso da estrutura. Essencialmente, a mecénica da fratura lida com o processo
irreversivel de ruptura devido a nucleacao e crescimento de fissuras, 0 que € caracterizado por
um processo complexo que depende fortemente da microestrutura do solido, do ambiente e da
carga aplicada. Como forma de tentar solucionar o problema inerente ao processo de
fraturamento em estruturas, deu-se inicio ao estudo da Mecénica da Fratura Elastico Linear
(MFEL). Um primeiro trabalho a se tratar, refere-se a Kirsch (1898), o qual desenvolveu uma
solucdo analitica para o problema de uma placa com uma fissura central, conhecida como
solucdo de Kirsch. Entretanto, foi em 1913 que o estudo do efeito do fraturamento ganhou forma
matematica, com o trabalho de Inglis (1913), que foi base para os relevantes trabalhos de Griffith
(1921) e Westergaard (1939). Inglis (1913), desenvolveu um modelo experimental de uma chapa
infinita solicitada por tensdo constante de tragdo com um furo eliptico com o raio maior na
direcdo perpendicular ao carregamento. Notou-se que a presenca do furo eliptico alterou o campo
de tensdes na regido vizinha a ele, agindo como um concentrador de tensdes e provocando o

colapso do material assim que a resisténcia do material fosse atingida (BARBIRATO, 1999).

Embora o trabalho proposto por Inglis (1913) tenha grande importancia no estudo do
fraturamento em solidos, era necessario formular um critério capaz de prever o inicio e o
crescimento da fissura. Dois trabalhos sdo considerados pioneiros nesse aspecto, Griffith (1921 e
1924), o estudo de previsao do inicio da fratura nos sélidos comegou com o desenvolvimento de
um critério capaz de determinar se haveria o crescimento de um vazio eliptico preexistente em
uma chapa infinita submetida a um estado de tragcdo uniaxial (ROCHA, 2010). Segundo Griffith
(1921), o crescimento da fissura poderia ser quantificado com o auxilio de um parametro
denominado de energia superficial especifica, constante fisica associada ao material. Segundo o
seu estudo, a abertura da fissura esta diretamente associada com a realizagéo de trabalho, e este é
proporcional ao aparecimento de novas faces de fissura durante o processo. Griffith (1924)
assumiu que durante o processo de deformacdo, as dimensdes do vazio eliptico achatado

variavam com relacdo ao comprimento do maior semieixo da elipse de valor a, assim, a soma

Modelos Probabilisticos para Analise de Propagacao de Fissuras em meios Luis Philipe R. Almeida
coesivos via MEC



58

das areas das faces da fissura preexistente (simulada como uma elipse), para o caso de uma

chapa com espessura unitaria, é aproximadamente 4a.
5.1 Mecénica da Fratura Elastico Linear

A mecénica da fratura € responsavel pela andlise das condi¢cfes existentes ao redor da
extremidade de uma fissura e a caracterizacdo do estado de tensfes proximo a ponta da fissura.
Essa caracterizacao pode ser desenvolvida a partir do balanco energético, Griffith (1924) propos
0 desenvolvimento de uma expressdo em um corpo inicialmente homogéneo através da taxa de

energia de deformag&o no surgimento de uma fissura com comprimento a,

2

U= {g—E na’, para estado plano de tenséo;

(5.1)

2
U= {S—E na’(1-v?), para estado plano de deformacéo,

na qual v representa o coeficiente de Poisson, ¢ a tensdo perpendicular a fissura, E representa o

modulo de elasticidade e 2a o comprimento da fissura.

A expresséo (5.1) define a relagdo entre a quantidade de energia liberada durante o processo
de fraturamento de um solido, e a taxa de energia de deformacéo é uma propriedade intrinseca ao

material, a qual permite determinar a resisténcia de uma peca (BARBIRATO, 1999).

Apesar de conseguir quantificar a liberacdo energética durante o processo de fraturamento a
partir de um balango energético (extensao do critério de Griffth), estudos futuros surgiram com o
pressuposto de representar mais fielmente o fraturamento em materiais dicteis, o qual é

acompanhado de deformacGes permanentes,
G=>2'+A (5.2)

onde A representa o trabalho relacionado a deformacdes permanentes, I" o trabalho necessario
para a formacdo de uma nova fissura, e G a taxa de energia de deformacédo liberada. Para
materiais ducteis, o trabalho relacionado a deformagdes permanentes é maior quando comparado
a materiais frageis ou quase frageis. A hipotese de desprezar o efeito de plastificacdo nos
materiais caracteriza a Mecanica da Fratura Elastico Linear (MFEL), e diz que o comportamento
das fissuras pode ser avaliado a partir de fatores de intensidade de tensdo. Em geral, séo
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consideradas duas abordagens distintas: a fissura eléstica equivalente e a fissura ficticia. Na
primeira, toda a energia necessaria para propagacao esta relacionada com a formacéo de novas
fissuras. Desta forma, a energia A € desprezada em relacdo a I". Assim, os efeitos ndo lineares
relacionados com a resisténcia residual do material ndo sdo incorporados. No modelo de fissura
ficticia, considera-se que a energia relacionada a formagdo de novas fissuras I"é desprezivel
frente a energia de deformac6es permanentes A . Assim, a energia de deformacéo liberada G é

aproximadamente igual a A , e a propagacéo é definida com base na MFNL.

Uma fissura em um corpo pode ser submetida a infinitos tipos de carregamentos, no
entanto, aqui, separam-se trés tipos, os quais envolvem deslocamentos das superficies das

fissuras.

Figura 18. Principais modos de solicitacao.

Modo I Modo II .Modo 111
abertura cisalhamento cisalhamento
no plano fora do plano

Fonte: autor (2020).

Sdo apresentados na Figura 18, os modos basicos de solicitacdo, 0 modo fundamental de
fratura | esta relacionado com a abertura das superficies da fissura por meio de solicitacfes de
tracdo. O modo Il, com deslizamento das superficies da fratura provocado por tensdes
cisalhantes e o modo Ill com o rasgamento entre as superficies provocado por tensdes
cisalhantes.

Irwin (1957) prop6s que a avaliacdo do campo de tensOes a frente da extremidade da fissura
fosse possivel de ser realizada por meio do fator de intensidade de tensdes, k. De modo geral, o
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estado de tensdo na extremidade da fissura pode ser obtido empregando-se:

K ¢ 5.3
o, mf”(e) (5.3)

sendo K o fator de intensidade de tensdo, r a distancia da extremidade da fissura ao ponto

considerado e 6 a coordenada cilindrica em um ponto referenciado a extremidade da fissura.

A relacdo entre energia critica e o fator de intensidade de tensdo pode ser expresso por
(BROEK, 1982):

L (5.4)

sendo E'=E para estado plano de tensdo e E'=E/(1-Vv®) para estado plano de deformacao.

Para problemas planos da mecénica da fratura, o desenvolvimento de modelos analiticos
passa pela determinacdo dos fatores de intensidade de tensdo, sendo estes, grandezas
fundamentais que governam o campo de tensdes a frente da extremidade da fissura (LEONEL,
2009). Nesse contexto, para uma chapa infinita tracionada uniformemente em uma diregéo
perpendicular a fissura, Westergaard (1939) empregou funcbes de tensdo complexas para a

determinacéo do campo de tenséo para os trés modos basicos de fraturamento.
Para 0 modo I:

K, (
o, = Cos
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Para o modo IlI:

T. = ﬂsen (g)

Yo Nemr 2 (5.7)
_Km (9)

T, =———=CO0S| =

o J2nr 2

Algumas metodologias podem ser empregadas para obtencdo dos FIT, dentre os quais podem
ser citados métodos numeéricos, experimentais e analiticos. O método de correlacdo de
deslocamentos baseia-se na correspondéncia dos valores do campo deslocamento a partir de
analises numericas com expressdes analiticas da MFEL. Ja a integral J, fundamenta-se na
determinacdo da taxa de liberacdo de energia em materiais elasticos a partir de uma integral,

denominada integral J.

5.2 Mecénica da Fratura Nao Linear

A taxa de energia total esta diretamente associada com o trabalho necessario para a formacédo
de uma nova fissura e ao trabalho relacionado a deformagdes permanentes (plastificagéo). Nos
materiais dlcteis, essa taxa de energia liberada durante a plastificacdo do sélido é muito superior
guando comparada com matérias frageis e quase-frageis. Um conceito importante na
representacdo de modelos que incorporam a plastificacdo é a regido conhecida como zona de
processos inelasticos (ZPI), essa regido esta localizada a frente da fissura e é caracterizada por
néo responder elasticamente as solicitaces externas, ou seja, uma zona de dissipacdo de energia
capaz de transmitir esforco. Nessa regido assumi-se a existéncia de uma tensdo de fechamento
(coesiva) uniforme de valor equivalente a tensdo de escoamento, para representacdo da
resisténcia residual do material. Na zona de processos, existe ainda um estado de tensbes
residuais, que assume valor nulo na ponta da fissura. Dois trabalhos sdo considerados os
percursores na consideracdo dos efeitos de natureza coesiva no estudo de fraturas, os trabalhos
de Dugdale (1960) e Barenblatt (1959, 1962). O modelo de Dugdale (1960) caracteriza-se como
uma das primeiras propostas para avaliagdo do comportamento do comprimento da zona plastica
no processo de fraturamento de materiais dicteis. Neste trabalho, a avaliacdo do tamanho da
zona pléastica formada durante o processo de fraturamento em materiais dicteis baseia-se em um

critério uniaxial de tenses. Dugdale (1960) considerou o problema de uma chapa infinita com
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corte interno de comprimento 2a sujeita a tensdo uniforme de tracéo E, aplicada nas bordas da
chapa e com direcdo perpendicular ao corte interno, Figura 19. Neste modelo a fissura real é
substituida por uma fissura definida como efetiva e com um comprimento maior que o da fissura
real devido ao acréscimo ocasionado pela presenca da zona plastica a frente da extremidade da

fissura.

Figura 19 Modelo de Dugdale: (a) Descrigdo geométrica da regido de fraturamento efetivo, (b) Sistema de
forcas atuando no processo de fratura.

AR AR TARARAR

[ 7734 (a)

Fonte: Dugdale (1960)

Os trabalhos de Barenblatt (1959 e 1962) foram os percursores na consideracdo do efeito de
forcas coesivas no estudo de fraturas em materiais frageis, seu estudo foi fundamentado na
investigacdo do equilibrio de superficies fraturadas de formas arbitrarias sob acdo de um dado

carregamento utilizando conceitos da Teoria da Elasticidade.

5.2.1 Modelo de Fissuras Ficticias (MFF)

Segundo Saleh e Aliabadi (1995), o modelo de fissuras ficticias € uma técnica aplicada na
avaliacdo da propagacéo de fissuras em estruturas quase-frageis ou materiais similares, o modelo

é baseado nas seguintes afirmacdes:
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1. A zona de processos se desenvolve quando a maxima tensdo principal atuante na ponta da

fissura ficticia alcanca a resisténcia caracteristica do material;
2. A zona de processos se desenvolve perpendicularmente a maxima tenséo principal;

3. A zona de processos é parcialmente danificada, mas ainda é capaz de transferir tensdo. A

tensdo é dependente da abertura corrente da fissura;

4. Forada ZPlI, as propriedades do material permanecem com caracteristicas elasticas.

No trabalho proposto por Hillerborg et al. (1976) o modelo de fratura coesiva € utilizado para
casos onde a zona de processos inelasticos € suficientemente fina ao ponto de poder representa-
la por uma superficie sem perda de precisdo (Figura 20), segundo o seu trabalho podem ser

definidas a existéncia de duas extremidades para a fissura: a real, localizada sobre o ponto onde

ocorre o valor critico da abertura da fissura w_ e a ficticia, definida no ponto onde a tenséo

normal atinge o seu valor maximo, f,. Segundo esse modelo, a ZPI é substituida por forgas de

fechamento (forcas coesivas) que agem nas duas superficies da fissura e representam a
resisténcia residual do material ao longo da ZPI.

Figura 20. Modelo de Hillerbor et al. (1976)

a(We)

fe

Fissura real Fissura ficticia

Fonte: autor (2020)
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Quando a méaxima tensdo principal atinge o seu valor limite f, as fissuras coesivas

aparecem, e as faces ficam submetidas a acdo de forcas coesivas. As faces apenas ficardo livres
das tensdes coesivas quando a abertura normal das faces da fissura alcangar um definido valor

limite w, . A intensidade das forcas coesivas pode ser relacionada ao valor da abertura das faces

da fissura por meio de leis coesivas. Existem diversas leis para este fim, entretanto serdo aqui
destacadas as trés mais empregadas na modelagem de materiais quase-frageis sobre

fraturamento.

A primeira lei constitutiva expressa por meio de uma curva linear (Figura 21), a relacdo entre

tensdo x abertura de fissura:
o(w)=f,l-w/w,) se O<sw<w,

o(w)=0 se W, <w (5.8)

Figura 21. Lei constitutiva Linear.

fe

WC
Fonte: autor (2020).

A segunda lei constitutiva é a relacdo bilinear (Figura 22), considerando-se o0 modelo de

Petersson (1981) para a lei coesiva bilinear:

f—f" se 0<w<w"
o) = f=[
W
(5.9)

f" " se w'sw<sw!'
o(W) = —t—w+f [ 1-—N¥
W"— W, W'-w,
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o(w)=0 se w'<w

Figura 22. Lei constitutiva bilinear.

fe

f/l
t

Fonte: autor (2020).
Outra lei amplamente utilizada para modelar a zona coesiva é a relacdo exponencial (Figura
23).

o(w) = f -e(We Se w>0 (5.10)
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Figura 23. Lei constitutiva exponencial.

fe

Fonte: autor (2020).

5.3 Caélculo do estado de tensdo na extremidade da fissura

Um dos critérios mais utilizados para o surgimento e propagacao de fissuras no contexto da
mecanica da fratura coesiva é o critério de Rankine. Por meio desse critério de ruptura, a
estabilidade ao crescimento da fissura é verificada com base na comparacéo do estado atuante na
extremidade da fissura com um estado de tensdo admissivel. De forma geral, verifica-se se a
méaxima tensao principal de tracdo é de magnitude superior a resisténcia a tracdo do material. O
critério de Rankine é verificado com base na representacédo integral para tensées, levando-se em
conta o ponto fonte pertencente a extremidade da fissura.

Para a determinacdo do estado de tensdo na extremidade da fissura, pontos internos
localizados a frente da extremidade da fissura sdo posicionados em uma direcéo circunferencial,
vide Figura 24.

A quantidade, e distanciamento entre cada ponto interno pode ser escolhido conforme a

precisdo desejada na analise.
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Figura 24. Distribuicdo de pontos internos a frente da extremidade da fissura

Pontos internos

0% %

'
e

Ponta da fissura

Fonte: autor (2020)

Apos a determinacdo do estado de tensdo em cada ponto interno, € verificado o angulo de
crescimento das fissuras. Utiliza-se a teoria da maxima tensdo circunferencial, segundo a qual,

considera-se que a fissura propague perpendicularmente a direcdo de maior tracdo principal.

5.4 Processo evolutivo da fissura

Quando o estado de tensdo na extremidade da fissura é de magnitude superior a resisténcia a
tracdo do material, a propagacao da fissura acontece. Assim, deve-se encontrar 0s dois pontos
extremos do proximo elemento de fissura. O ponto coincidente com a extremidade da fissura é
obtido com base na direcdo de propagacdo e comprimento da fissura. Tal comprimento possui 0
mesmo valor, para todos os novos elementos de fissura a serem adicionados. Em geral, a cada
novo incremento de carga, caso o estado de tensdo na ponta ultrapasse o critério de ruptura, um
novo elemento de fissura é adicionado. E esta, tem direcdo de propagacdo perpendicular a
direcdo de maior tracdo principal. O tamanho dos novos elementos de fissura é definido em um
ajuste, de forma que o critério da maxima tensdo circunferencial seja igual ao estado limite

altimo.
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Figura 25. Esquema de adi¢do dos novos elementos de fissura

Elemento de fissura
(i+1)

Elemento de fissura
(i)
L.s= Comprimento de fissura padrdo

Les 0,= Angulo de propagagido

Fonte: autor (2020)

5.5 Formulacdo do MEC para problema de tensdes iniciais

Neste capitulo, sera apresentada a formulacdo do MEC para analise de sélidos fraturados
utilizando-se o modelo coesivo proposto por Hillerborg et al. (1976). Os efeitos de separacdo da
estrutura sdo modelados por meio da imposicdo de um campo de tensGes iniciais, para
caracterizacdo da descontinuidade (fissura). Os deslocamentos e tensfes no regime elastico séo

calculados de maneira usual do MEC, e estes sdo corrigidos por meio da introducéo dos dipolos.

O presente trabalho se utiliza da formulacdo do MEC para a analise de fraturas coesivas a
partir da imposicdo de campos de tensdes iniciais e o surgimento da variavel denominada como
dipolo, responsavel por modelar os efeitos de separacdo da estrutura. O procedimento sera
apresentado de acordo com Rocha (1988), Rocha e Venturini (1988), Venturini (1994), Venturini
(1995), Lopes Jr. (1996), Lopes Jr. e Venturini (1997), Barbirato (1999) e Oliveira (2013).

Antes de apresentar as expressdes algébricas necessarias para a representacdo matematica da
ZP1, faz-se necessario definir o conceito de dipolos. Para isto, o trabalho de Rocha (1988) é
revisitado para definir a questdo fundamental de como representar uma fissura em um meio

continuo.

A descontinuidade geomeétrica tratada neste trabalho apresenta abertura com dimensdo muito
menor que seu comprimento, podendo entdo, ser caracterizada como uma linha. Para simular

essa descontinuidade, faz-se o uso de equacOes algébricas e introducdo da variavel dipolo,
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constituindo-se estes, 0s elementos basicos para representacdo da presenca da fissura no solido.

Admita-se, que um corpo de material homogéneo e isotropico é submetido a um estado de

tensdo uniforme em ambas extremidades.

Figura 26. Corpo sem a presenca de descontinuidades
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Fonte: Adaptado de Rocha (1988)

Suponha-se que, por um recurso qualquer, seja feito um corte nesse corpo, sem que as
condicGes de contorno sejam alteradas. Agora, devido a presenca desta descontinuidade, as
tensdes ndo sdo mais constantes ao longo de topo o corpo. Para este caso, as tensdes nas bordas
superior e inferior da fenda séo nulas, levando a uma alteracdo no estado de tensdes ao longo do

corpo.
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Figura 27. Corpo com a presenga de uma descontinuidade transversal ao carregamento

0

ebiebinliel”

»
>

. |

X

Fonte: Adaptado de Rocha (1988)

A solucdo adotada para resolucdo deste problema é assumir, no corpo com a fenda, o
mesmo estado de tensdo do corpo sem a descontinuidade. Em seguida, faz-se correcbes do
campo tensorial utilizando o efeito de forgas virtuais auto-equilibradas, aplicadas no contorno da
fenda, vide Figura 28.

Figura 28. llustracdo do dipolo g,

Oy a;
L TV T T Ty T T TR
T ~_§I_-_-_—_.- . ___—: <> = <> Tensionula / <
FoTIT I T/J IIRDRNGET
a, a

Fonte: Adaptado de Rocha (1988)

Em termos gerais, a ideia central fundamenta-se na distribuicdo conveniente de forgas
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virtuais ao longo do contorno da descontinuidade, de modo a garantir o atendimento das
condicdes requeridas. Essas forcas sdo introduzidas para representar algebricamente os efeitos
fisicos da ndo linearidade decorrente da presenca da descontinuidade (fissura). Essas forgas séo
chamadas de dipolos, em semelhanga ao dipolo elétrico existente na Eletrostatica (ROCHA,
1988).

Deste modo, os dipolos podem ser utilizados para o atendimento das condi¢gdes de contorno
necessarias pela lei constitutiva, na representacdo matematica da presenca da ZPl. Em geral, a
formulacdo em termos de dipolos é adequada para o campo da Mecénica da Fratura, pela
necessidade de introducédo das descontinuidades (fissuras) existentes, sendo estas representadas,
por meio do uso conveniente de forcas auto-equilibradas. (OLIVEIRA, 2013).

A representagéo integral do campo de deslocamentos considerando tensdes iniciais c‘j’k e

desenvolvida com base no trabalho de Brebbia (1978a), excluindo-se o termo de forcas de

volume, a integral tem a seguinte forma:

Cix Uy +Ir p;deF:Ir Uy pdeJrIQC Si*jkc?dec (5.11)

na qual p,,u;, € s}}k representam os valores da solucdo fundamental de Kelvin para forcas de
superficie, deslocamentos e deformagdes respectivamente e €. a parte do dominio onde a
parcela das tensdes iniciais atua. Considerando a regidgo €2 definida na Figura 29, estreita e

limitada pelo contorno T, , é possivel estabelecer que ', é composto por I'; e I'Z.
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Figura 29. Sub-regido estrita de tensGes iniciais.

n

Fonte: Adaptado de Venturini (1995).

Pode-se entdo reescrever a parcela que contém os termos das tensfes inicias na equacdo

0

(5.11) integrando-se por partes e sabendo-se que p‘j)l =0, N
~ 0 aua 0 * 01 * 0 (5.12)
JQC gijijdec = IQC achdeC = Irc U; P; dr, _IQC uijcjk,dec ’
k

Sabendo-se que a é a semi-largura da faixa estreita que representa a fratura, com uma

dimensdo muito menor que a do seu comprimento, e as variaveis S* e S~ que definem as
superficies da sub-regido definidas tomando-se um ponto médio S. Pode-se entdo reescrever a

equacéo (5.12) como,
I, Ui (.9 PH(S)AT, =], uj(p, SRS )ATL + Uy (p, ST PYH(SHATE (513)
Assumindo-se que as superficies estdo suficientemente préximas e que o eixo coordenado

local X1 é normal ao elemento de fratura, pode-se determinar as seguintes expressées tomando-se

os dois primeiros termos da expansdo de Taylor para aproximacdo de u;(p, S e u;(p, S7):
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ou’
u;(p,S7) =u;(p,S)+—=(p,S)a
X1 (5.14)

uu(ps ) U“(p S)_ (p S)a
0%

Para que a sub-regido se torne uma linha (1_“), deve-se fazer com que a largura a tenda a
zero, desta maneira, os pontos S~, S* e S se confundem, e além, dI* —dT, dr? —=—dr,

p = P . Substituindo-se a equagéo (5.14) em (5.13), chega-se a:
* ou: (P,S)
[ u;(,S)p§H(S)dr, =1 2ala—x1 p%d(S)T (5.15)

O termo p?l representa o dipolo de forgas que introduz um campo de tensées no meio

continuo. A ultima parcela da equacdo (5.12) ainda contém uma integral de dominio a ser

desenvolvida, para isto, considera-se que a componente de tensdo c‘j’k é constante ao longo da

direcdo x,, uma vez que a dimenséo (2a) nessa direcdo é muito menor.

6011 8X1 8611 ax %
0 OX, 5X1 ox, % (5.16)

Cikk =
Folox i2 ax1 oo’ i2 ax
O, x, ox, %
ou seja,
G(j?k k= i_(c?kmk) (5.17)
T0X

2

Levando-se em conta que na direcdo normal ndo é considerada a variacdo da componente de

tensao,

* (e,
[t do, = [ %dxldx _ fu; 20K 5, (5.18)
X

Q. Q. 2 Xo a X2

Integrando-se por partes,
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) X — — ou —
J Ui}, = ujohm, 220G ;) - [ =L ofm, 2adx, (5.19)
Q. X 2

Levando-se em conta que pj’z = cj?k m, , € que o termo independente da equagao (5.19) anula-

se quando a abertura da fratura tende a zero (quando a regido tende a uma linha, T'),

*

. 6u: — ou; _
Jo, Uyo,d Qe == Zaa—x_; pPdx, = Zaa—x_; p%dT (5.20)

02 - . P
O termo 2ap;” representa um dipolo de forcas, e a integral que contém a parcela das
tensdes iniciais, equacgéo (5.11), torna-se definida, uma vez que os termos que a compde foram

todos determinados,

. ou’ (P,S) _ o o
I £:,0%dQ, =] 2a———~p®(S)dT +[_ 2a—= pPdl’ =[_ 2a—=L p¥dT" (591
0, @ik jk r o, j T, e (5.21)

Segundo Lopes Jr. (1996), as grandezas dipolo podem ser definidas considerando-se 0s

valores dos dipolos finitos equivalentes a um campo de tensdes infinitas, portanto:

1 1
2ap; =, (5.22)
2 _ 2
2ap; =0
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Figura 30. Representacéo local dos quadripolos (a) g* (composto pelo dipolo g} e g3) e (b) g (composto pelo
dipolo g2 e q2)

q

Fonte: Adaptado de Lopes Jr. (1996).

Segundo Rocha (1988), a aplicacdo de um dipolo € responsavel por caracterizar uma
descontinuidade em deslocamentos, contudo para assegurar o equilibrio, os dipolos devem ser

aplicados em conjunto formando um quadripolo, de modo que:

2

9 = ﬁ q (5.23)

A equacéo (5.11) pode ser simplificada considerando-se que Z =X, x_2 = X, (fratura vertical

ascendente) e sabendo-se que [,, &;c%dQ=]. Gig\dT,

Gyl + 1 U dT =T, ug pdT+ [ GlgldT (5.24)
na qual,
Gk—au;— 1 3-S5 —rd s, +2 (5.25)
17 x, __8nG(1—v)r{( — )8 =18, — 1Sy + r,ir,jr,k}

A equacdo integral que fornece o estado de tensdo em pontos internos é obtida por meio da
representacdo integral para deslocamentos, equacao (5.24), diferenciando-a e a substituindo na
lei de Hooke generalizada,
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G =—Ir Sy T+ D, p AT (5.26)
+I;. G'aidr, + g [o,(P) ]
sendo,
mon | O } (5.27)
gij (p) {Giom(p)

A partir da equacdo (5.24) os deslocamentos para quaisquer pontos no dominio para uma
dada distribuicdo de quadripolos podem ser obtidos, e para tanto, a representacdo da abertura

normal da fissura pode ser realizada. Essa abertura € tratada como uma diferenca de

deslocamentos entre dois pontos (P e P ) situados em faces opostas, sobre os contornos I'} e
I'? respectivamente (LOPES Jr., 1996), levando-se em consideracdo que a equagdo (5.24)

contém uma singularidade r™, a diferenca de deslocamentos entre os dois pontos deve ser
avaliada a partir de uma analise limite, esse procedimento permite a obtencdo de termos
independentes dados em funcdo de dipolos (OLIVEIRA, 2013). A diferenca de deslocamentos
entre os dois pontos pertencentes a faces opostas fornece a relacdo entre abertura da fissura, o

que conduz ao resultado:

(o =it =)™ -l

1-2v P
_ (2@(1—\/)] 0 {qll} (5.28)
o 1la

G

5.5.1 Elementos de Contorno para o problema de fissuracéo

A equacdo (5.24) representa a equacao integral considerando-se a presenca da fratura, a etapa

seguinte refere-se ao processo de transformacdo da equacdo integral (5.24) em notacdo matricial,

com a reorganizagéo de seu Ultimo termo, e considerando-se q; = q;.

1

G|
6j'ay=[c' (GX +6) 63 ] o =[K]{a} (5.29)

02

reescreve-se entdo a equacao (5.24) em notacdo matricial,
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[e}{u}” ==I: [P J{udr+ I [u]{p}dr+ [ [[K]{a}dT ]| (5.30)

em que r, representa as descontinuidades existentes.

De forma similar, pode-se reorganizar o uUltimo termo contido na equacdo integral para

tensGes em pontos internos, equacéo (5.26),

1

G .
Gl =6 (e +cy) 63 o |=[K (g} (31)
a;
Em notacdo matricial, a equacéo (5.26) torna-se,
()" == [s]™ {uydr+(, [D]™ {p}dr+ [K'] {q}dT (5.32)

A avaliacdo da equacdo (5.30) é somente realizada discretizando-se o contorno da geometria
do problema e as descontinuidades existentes. O campo de distribuicdo de dipolos ndo é
conhecido, e semelhante ao que é feito com deslocamentos e forcas de superficie, também pode
ser interpolado ao longo dos elementos de fissura. Adotam-se, elementos isoparamétricos
lineares pra aproximacdo dos quadripolos ao longo dos elementos de fissura. Algumas
informacBes podem ser mencionadas, a primeira refere-se ao fato que os elementos de fissura séo
descontinuos, ou seja, seus nds foram deslocados das extremidades do elemento, e a segunda que
sdo ficticios e servem para simular a existéncia de fissuras ndo incorporadas no contorno do
problema (LOPES Jr., 1996).

v

1(1)

6] [0, 0 0 ¢, 0 07| 2
{a}={ait=|0 ¢, 00 ¢, 0[{%, (5.:33)

@ [0 0 ¢, 00 ¢ 311@)

ng“)

Reorganizando os ultimos termos das equacdes (5.30) e (5.32),

nef nef

[Kfajr =30, [K]aers - 30, [KJolfay ar i -[<)fQ 639

Modelos Probabilisticos para Analise de Propagacao de Fissuras em meios Luis Philipe R. Almeida
coesivos via MEC



78

I [KJ{a}ar =ZI [K'J{a}dr =ZJ K)oy aTs <[ JiQ} (639

Observe-se que sdo necessarias apenas trés equacOes algébricas para representagédo
matematica da ZPl. Convéem mencionar que as equagdes (5.34) e (5.35) servem de base para o
inicio da solucéo ndo linear do sistema de equacdes, e a avaliagdo das tensdes sobre os pontos
fonte da fissura devem ser calculados recorrendo-se equagéo (5.35). No entanto a avaliagéo desta
integral pode apresentar hiper-singularidades (presenca do termo 1/r?) quando o ponto de
colocacdo e os pontos de integracdo pertencerem a um mesmo elemento de fissura. Para este
caso, utiliza-se uma abordagem semelhante a integracdo singular mencionada na secdo 3.3.1,
consistindo na avaliacdo analitica das integrais hiper-singulares. A abordagem aqui utilizada
pode ser encontrada no trabalho de Lopes Jr. (1996) com mais detalhes.

5.6 Discretizagdes

Com a definicdo da equacéo integral para tenses iniciais, equacéo (5.26), e da contribuicdo
dos dipolos na abertura das fissuras, equagdo (5.28), faz-se necessaria a transformacgdo dessas
equacOes para a forma matricial, a fim de facilitar a implementacdo computacional desses

termos. A equacéo (5.30) é matricialmente escrita como,

HU =GP +KQ (5.36)

A matriz [K] representa matematicamente os efeitos das forgas coesivas, e as matrizes [H] e
[G] séo os termos usuais do MEC. Faz-se a troca de colunas de modo usual ao descrito na secao

3.3.1, com a finalidade de que as incdgnitas sejam representadas em um unico vetor e os valores

prescritos em outro. Por fim, o seguinte sistema de equac@es algéebricas pode ser definido,

X =M +RQ (5.37)
na qual,
M=A"F (5.38)
R=A"K

A equacgdo (5.37) pode ser usada na forma incremental, para o calculo dos efeitos dos

incrementos de carga dados por M ou AM, ou incrementos de dipolos, AQ, para corre¢do do
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nivel de tensdo sobre a superficie da fissura. A equacdo (5.32) pode ser transformada de modo

semelhante ao que foi realizado para a determinacéo dos deslocamentos,
c=—-H'U+G'P+K'Q (5.39)

De maneira similar a equacdo (5.37), a expresséo de tensdes pode ser escrita separando-se em
duas parcelas, uma eléstica e outra para corre¢cdo do comportamento elastico pelo emprego de
dipolos. Apds a reordenacdo dos termos, a equacdo que relaciona o campo de tensdes para uma

dada distribuicéo de dipolos pode ser definida,

6=N+5Q (5.40)
na qual,

N=F-A'M (5.41)

S=K'-A'R

A equacdo (5.41) permite obter o campo de tensdes para uma determinada distribuicdo de

dipolos. E importante destacar que a propria equacio (5.40) é utilizada para estimar o vetor Q,

partindo-se do campo de tensdes a ser corrigido (com base no modelo coesivo adotado). Além
disso, é conveniente mencionar, que este vetor € avaliado a partir dos valores locais de tensdes
de cada elemento de fissura. Desta forma, utiliza-se sub-matrizes de S, que carregam
informacgdes da matriz global S, referentes a cada né do elemento de fissura.

A simulacdo da propagagdo da fissura é envolvida no procedimento incremental. Nisto,
fissuras sdo adicionadas a partir de um tamanho inicial especificado. Uma vez que 0s nés do
contorno ndo sofrem alteraces durante toda a anélise, apenas os nos de fissura sdo adicionados
ao longo do processo. Cada nova fissura € discretizada com elementos lineares isoparamétricos

descontinuos. E todo o processo incremental depende do critério especificado na secédo 5.4.

Modelos Probabilisticos para Analise de Propagacao de Fissuras em meios Luis Philipe R. Almeida
coesivos via MEC



80

Figura 31. Esquema de discretizacdo dos novos elementos de fissura

Extremidade
inicial da fissura

Elementos
descontinuos

Nés de /

contorno

(0) Fissura inicial

L.

) | .
~ 1 12 incremento de fissura
® 5

>X @) | Extremidade da fissura

() Nos de fissura

Extremidade ® Ndés de contorno
final da fissura

Fonte: autor (2020)

E importante mencionar que durante o processo evolutivo da fissura, as matrizes K e K’ tém o
seu tamanho modificado. Desta forma, essas matrizes tém sua dimenséo aumentada a cada nova
fissura adicionada, implicando em um aumento da matriz S em seu nimero de linhas e colunas.
Semelhante a formulacdo Dual, o sistema de equacdes ndo é totalmente reconstruido, uma vez
gue o contorno externo € o0 mesmo durante todo o processo. Desta forma, € apenas necessaria a
insercdo das informacgbes dos novos elementos de fissura nas matrizes ja existentes. Em geral,
esse procedimento gera novas linhas e colunas nas matrizes que representam a presenca da

fissura. Na Figura 32, é apresentado o esquema de atualizacdo da parcela matricial SQ = .

Figura 32. Esquema de atualizacio da parcela matricial SQ =&

Geometriainicial

12 incremento de fissura

X = 22 incremento de fissura

32 incremento de fissura

. . . 49 incremento de fissura

Fonte: autor (2020)
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Neste trabalho, a estratégia baseada no operador constante (OC) para solugdo do sistema nédo
linear é utilizado. As matrizes que compBe o sistema algébrico permanecem constantes,
enquanto as forcas de superficie ndo equilibradas sdo atualizadas a cada iteracdo. Essa estratégia
leva a bons resultados, no entanto, requer um numero significativo de iteragbes. O procedimento
de resolucdo do sistema ndo linear considerando o operador constante é a seguir apresentado.

Para cada passo de carregamento,

1. Calculo do excesso de tensao,

AG = Gcritério _ Geléstico (542)

2. Transformacao do excesso de tensdo em dipolos e atualizagdo do valor acumulado,
AQ=S"Ac (5:43)
3. Calculo do incremento na abertura da fissura e atualizacdo do valor acumulado,
Equacdo (5.28)
4. Verificagdo do atendimento ao equilibrio considerando determinada tolerancia,

Equacao (5.40)

5. Caso 4 ndo se verifique, repetir os passos 1 e 4 com "™ atual.

A interpretacdo geométrica do processo de correcdo do sistema ndo linear pelo operador
constante (critério coesivo linear) é ilustrada na Figura 33. A medida que o processo de
fraturamento no sélido avanca, a abertura de fissura evolui até o momento em que todos 0s
pontos fonte atendam ao critério coesivo adotado, antes do inicio do fraturamento, todos os

pontos fonte sdo associados a uma abertura nula. Considerando-se um desses pontos e supondo
que sua tensdo normal seja A, como o(A) é superior a resisténcia a tragdo f,, 0 excesso de
tensdo é reaplicado na estrutura chegando-se a B (etapa 1). O excesso de tensdo € transformado
em uma parcela de dipolos (etapa 2), o que gera uma abertura de fissura Aw, (etapa 3),
chegando-se a C. Repete-se entdo o calculo do excesso de tensdo (etapa 1), desta vez,

verificando-se a diferenca entre o ponto C e o ponto D, Ac®”. Caso Ac® seja maior que uma
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determinada tolerancia (etapa 4), esse excesso de tensdo € reaplicado na estrutura gerando um

novo incremento de abertura Aw, acumulado. Repete-se o procedimento i vezes (etapa 5) até que
Ac" esteja préximo de zero dentro de certa tolerancia. No final, w,,,, representara a abertura

acumulada da fissura correspondente ao equilibrio, e a tensdo coesiva real estara definida.

Figura 33. Interpretacdo geométrica do OC (critério coesivo linear).

ag

Aoy

> w

Aw; =0 Aw, Aw; w,

Fonte: autor (2020)

5.7 Resolucéo do sistema ndo linear pelo Operador Tangente

Apesar de ser um procedimento robusto e eficiente, a classica metodologia baseada no OC
pode levar a um maior namero de iteracdes até obter convergéncia. Desta forma, o procedimento
de resolucdo do sistema ndo linear considerando o operador tangente € a seguir apresentado

conforme o trabalho de Oliveira (2013) e pode ser simplificado em alguns passos que seréo
descritos a seguir.

A equacéo (5.40) pode ser reescrita em sua forma incremental,
Y(AQ,) =-0,(AQ,) +AN, + SAQ, (5.44)
na qual k indica o incremento de carga atual,

A resolucéo do sistema néo linear é atingida através de um esquema de Newton-Raphson para
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correcdo dos passos incrementais. De forma a determinar as correcdes e encontrar o equilibrio,

admite-se que para encontrar o incremento, a solucéo esteja suficientemente proxima e que por

isso se possa expandir a equago (5.44) nas vizinhangas de AQ,'.

oY (AQ.)

i i 5.45
o SAQ,' +0(8AQ,) (5.45)

Y(AQki+1) :Y(AQki)+
A equacdo (5.45) deve ser aproximadamente nula. Desta forma, tomando-se apenas oS
primeiros termos da expansdo de Taylor,
aY (AQ,)

SAQ; = {W} Y (AQ)) (5.46)

Desta forma, é possivel calcular o acréscimo de dipolo com base no préprio residuo da
iteracdo atual. O termo relacionado a derivada de Y com relacdo a Q € denominado de operador
tangente e € definido como,

o _07aQ) _ 9[aci(Q)]

t P i +3
OAQ, O0AQ,

(5.47)

Convém mencionar que para determinacdo da abertura da fissura é necessario ter o estado de
dipolo referenciado no sistema local de coordenadas. Desta forma, caso a fissura seja inclinada,
deve-se transforma o dipolo global para o sistema local considerando-se a seguinte matriz de
rotacéo,

cos’(0) sen(20)  sen’(0)

T= —%sen(Ze) cos(26) %sen(ze) (5.48)

sen’(0) —sen(20) cos*(0)

Assim, as tensdes e dipolos podem ser transformados para o sistema local de coordenadas,

A, =TAc!
AQ, =TAQ,

(5.49)

A barra indica referéncia local. Na Figura 34 é apresentado o sistema de referéncia

supracitado,

Modelos Probabilisticos para Analise de Propagacao de Fissuras em meios Luis Philipe R. Almeida
coesivos via MEC



84

Figura 34. Sistemas global e local de referéncia

X2 =D

fissura
;—>

X=X
Fonte: autor (2020)

O termo do lado direito da equacéo (5.47) contendo a derivada pode ser escrito como,

8Ac5iki _qa 6Aci$L aA_vy‘k aAc?; (5.50)
O0AQ, OW, oQ, 0Q,

O termo da primeira derivada no lado direito da equacdo (5.50) é obtido de acordo com o
critério coesivo adotado, este qual, relaciona tensdes coesivas na abertura de fissura. Ja a

segunda derivada é definida com base na equacéo (5.28), como segue,

-
| 2G@=v)
AW, _| (5.51)
OAQ, 0

Por fim, a Ultima derivada presente no lado direito da equacédo (5.50) é definida com base na
transformac&o apresentada em (5.49).

5AQ—@ T (5.52)
OAQ,

A equacdo (5.50) pode ser reescrita, da forma
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OAG, _ 1-2v  0AGeuemw f (5.53)
oAQ, 2G(l-v) OAw

onde R é definida a seguir,

cos*(0) 2cos’(0)sen(0) cos’(0)sen’(6)
R=| cos®(0)sen(0) 2cos?(0)sen?(0) cos(0)sen’(0) (5.54)
cos’(B)sen®(0) 2cos(B)sen®(6) sen*(0)

Por fim, de acordo com os resultados apresentados na equacgédo (5.53) o OT considerando a

formulacéo de dipolos do MEC ¢é definido como,

Y (AQ)) 1-2v _ 8AGuiers (5.55)

TUaAQ) T 2G(1-v)  oAw

Na equacdo (5.55), o OT esta bem definido e é dito consistente por incorporar a lei coesiva

em sua definicdo. E importante mencionar que o processo de parada da etapa iterativa depende

aAC_Fcriterio
OAW

adotada. Desta forma, o OT considera as caracteristicas de degradacdo da ZPI existentes.

do excesso de tensdes, (Ac/ f,)>Tol. O termo representa a derivada da lei coesiva

A interpretacdo geométrica do processo de correcdo do sistema ndo linear pelo operador
tangente (lei coesiva linear) é ilustrado na Figura 35. Semelhante ao OC, caso a tensdo normal de
um determinado ponto fonte supere a resisténcia a tracdo do material, esse excesso deve ser
reaplicado na estrutura gerando um incremento de dipolo. Entretanto, diferentemente do OC esse
incremento é calculado com base na derivada do critério coesivo adotado. Desta forma, o

incremento é calculado com base na reta tangente a esse critério no ponto B.
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Figura 35. Interpretacdo geométrica do OT (lei coesiva linear)

Aoy {
fe

g
A
<

> w

AWl = 0 Aweq WC

Fonte: autor (2020)
5.8 Algoritmo para Fratura Mecanica

O Algoritmo de Fratura Mecanica tem como base dois principais médulos. O primeiro
constitui-se na chamada do modelo elastico linear para avaliacdo de parametros estruturais
importantes. J4 o segundo caracteriza-se por ser um procedimento incremental iterativo. E
importante destacar que a chamada do modelo eléstico linear acontece uma Unica vez durante
toda analise. Desta forma, no Mddulo 1l, o comportamento linear da estrutura é corrigido por

meio de um processo incremental iterativo.
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Figura 36. Principais modulos do algoritmo de fratura mecénica.

Inicio do Projeto de Fratura
Mecanica

MODULO I: Chamada do
Modelo elastico linear

MODULO II: Inicio do
procedimento incremental
iterativo

Fim do Projeto de Fratura
Mecanica

Fonte: autor (2020)

O mddulo | segue a sequéncia apresentada na Figura 37, e fundamenta-se na avaliacdo das

matrizes de influéncia [H] e [G] para posterior resolucdo do sistema |
deslocamentos, forcas de superficie e tensdes.

inear e calculo dos
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Figura 37. Modulo I: Anélise eléstica linear
( Andlise Eldstica Linear )

Leitura de Parametros basicos

L

Determinagao das matrizes de
influéncia [H] e [G]

l

Resolu¢ado do sistema linear e
calculo de deslocamentos,
forcas de superficie e tensoes

y
Gm da analise Elastica LineaD

Fonte: autor (2020)

O segundo modulo principal calcula, para cada passo incremental (deslocamento),
deslocamentos e forcas de superficie com o so6lido no regime eléstico e verifica se o critério de
ruptura foi atingido. O surgimento da fissura acontecera, a partir do momento que o limite de
resisténcia estabelecido for ultrapassado. A partir desse momento, um novo elemento de fissura é
adicionado e é chamada a sub-rotina iterativa que calcula os valores dos dipolos correspondentes
a fissura. Antes do procedimento iterativo, existe uma verificacdo se a fissura ira propagar,

tomando como base o critério exposto na secéo. 5.3.
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Figura 38. Modulo I1: Fluxograma incremental

( Inicio do Proc. Incremental )

I

—> < Inc=1 até Ninc >

{o} = a{N}

Processo
Iterativo

{o} = a{N} + [S1{Q}
{X} = a{M} + [RI{Q}

|

C Fim do Proc. Incremental )

Fonte: autor (2020)

O procedimento iterativo apresenta o processo para determinacdo dos valores dos dipolos
responsaveis pela correcdo do comportamento eléstico do sélido. Calcula-se 0 excesso de tenséo,
os valores de dipolos correspondentes e o incremento na abertura da fissura. Uma vez que a
relacdo excesso de tensdo e resisténcia a tracdo atinja um valor limite, o procedimento é
finalizado, estabelecendo-se antes os novos valores para deslocamentos e forcas de superficie,

considerando-se agora o corpo fraturado.
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Figura 39. Mdédulo 11: Fluxograma iterativo

C Inicio do Proc. Iterativo )

{Ac} ={Aw;} = {8Q} =0

]

(Ao} = {Ucritério} — {0}

'

{40} = [s~']{Ac}

I

Calcular incremento da fissura {Aw,.}
e atualizar valor acumulado

I

{o} = {g} + [S]{Q}

C Fim do Proc. Iterativo )

Fonte: autor (2020)
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5.9 Aplicagoes

Nesta secdo seis aplicacdes sdo apresentadas para validagdo da implementacéo da formulagao
do MEC baseada em um campo de tensfes iniciais em problemas da mecanica da fratura
coesiva. No primeiro exemplo, as leis coesivas apresentadas na secdo 5.2.1 sdo aplicadas a
andlise da fratura em uma chapa de concreto tracionada onde a solugdo analitica é conhecida.

O segundo exemplo trata de uma viga de concreto com entalhe inicial sob flexdo em trés
pontos (modo | de abertura). O resultado experimental utilizado como referéncia é fornecido na
literatura (Leonel e Venturini, 2010). O terceiro exemplo trata de uma viga de concreto com
entalhe inicial e submetido a um ensaio de cisalhamento (Modo I-11 de abertura). Para tal viga, o
resultado experimental pode ser encontrado em Galvez et al. (1998).

O quarto exemplo traz uma chapa tracionada de concreto com dois entalhes modelada
experimentalmente por Shi et al. (2000). Este exemplo visa validar a formulacdo proposta em
um problema com multiplas fissuras.

O quinto exemplo traz um espécime de concreto submetido a uma carga de aplicacdo
descendente, o que produz forcas perpendiculares as suas superficies inclinadas. Sua resposta
experimental pode ser encontrada em Winkler (2001) e caracteriza-se por sua carga de ruptura
ser melhor representada pelas leis coesivas Bilinear e Exponencial. O ultimo exemplo traz uma
viga de concreto submetida a um ensaio de cisalhamento (modo misto de fratura) contendo dois
entalhes. Para este exemplo, resultados numéricos sdo fornecidos na literatura. Em todos os
exemplos em que a andlise da Forca versus deslocamento foi requerida, a carga equivalente
resultou da integracdo das forcas de superficie ao longo dos elementos adjacentes ao ponto de
aplicacdo. As respostas em mapas de cores apresentadas em todas as aplicacbes foram
determinadas utilizando-se o software SURFER.

Por fim, quanto ao processo de solucdo do sistema ndo linear, um estudo comparativo de
eficiéncia em iteracdes é empregado na andlise de cinco Ultimos exemplos numéricos. Desta

forma, a reducdo no nimero iteragdes durante toda a analise é apresentada. A tolerancia adotada

para convergéncia do sistema no linear foi de 10 MPa em todos os exemplos analisados.
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5.9.1 Exemplo 1: Chapa tracionada

O presente exemplo para validacdo da implementagéo proposta trata de uma chapa retangular
com dimensfes (m) 4 x 1, engastada na extremidade esquerda e com deslocamento horizontal

prescrito no valor de 0,02 m na extremidade direita. As propriedades fisicas adotadas foram,
maddulo de elasticidade (E =30 GPa), coeficiente de Poisson (V=0,0), resisténcia a tracio (
f, =3 MPa), abertura méxima de fissura (W, =0,01 m) e energia de fraturamento (G, =0,015

MN/m). A discretizacdo consistiu de 12 elementos de contorno lineares com 6 nds duplos

totalizando 18 nds de contorno.

Figura 40. Chapa tracionada.

u
_—

= :
1 E=306pa 5
A v= :
E / v 0 '
4 G =15KN/m !
~ | A fi=3MPa 5
% :

B1, B2

ré 4 Yt

A B C
4,0 m

Fonte: autor (2020).
Na Figura 41, relaciona-se a forca e o deslocamento horizontal para o ponto C, fixado no

lado direito do problema. O operador para correcdo do sistema ndo linear utilizado foi o
constante (OC). Inicialmente, a curva apresenta um comportamento linear até 0 momento que
atinge o valor limite & tracdo, surge entdo o primeiro elemento de fissura. A partir desse
momento, inicia-se 0 processo de abertura da fissura através do surgimento das tensbes coesivas

gue obedecem a lei estabelecida. Para o caso da lei coesiva linear, percebe-se que a partir do
momento que a abertura da fissura atinge o seu valor limite (w, =0,01 m) o grafico ndo mais
apresenta um comportamento descendente, sendo caracterizado por uma reta constante

ocasionada pelo término da transferéncia de tensdo para a abertura da fissura. O término da etapa

descendente da Figura 41 caracteriza a total separacdo das faces opostas representantes da
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fissura, e a partir deste momento, uma nova fissura visivel provocara a consequente separacdo do

solido em duas partes independentes. No caso da lei Bilinear, uma mudanca da inclinacéo surge
no ponto w'=0,004m, e o término do comportamento descendente acontece em w, =0,018 m,
indo de acordo com o critério coesivo definido na secdo 5.2.1, equacdo (5.9). O modelo
exponencial caracteriza-se por se assemelhar ao bilinear no inicio do trecho descendente,

passando a responder de forma diferente deste, inicialmente com valores de forca maiores e

depois menores (para valores aproximadamente maiores que w = 0,007 m).

Figura 41. Forga vs Deslocamento para as trés leis coesivas.

Linear

—— Bilinear

Exponencial

® Analitico Linear

= Analitico Bilinear
Analitico Exponencial

Forga de superficie (MPa)
v

0,000 0,005 0,010 0,015 0,020

Deslocamento (m)

Fonte: autor (2020).

Na Figura 42 € apresentada a relacdo entre a tensdo coesiva e a abertura do primeiro elemento
de fissura para o primeiro ponto de colocacdo. Destaca-se a variagdo das tensbes coesivas
durante o processo de abertura de fissura, observando-se que cada curva conseguiu obedecer ao
critério coesivo estabelecido. Coerentemente com o modelo empregado, a fissura surge com a
interceptagdo no eixo (0,0; f,) e a propagagdo tem fim com o término da transferéncia de

tensdes coesivas, ou seja, quando as curvas interceptam o eixo das abscissas.
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Figura 42. Tensdo coesiva (MPa) vs Abertura de fissura (m) para as trés leis coesivas.

Tenséo coesiva (MPa)

3,0 -
26-
2,0—. \\
1,5—-
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Linear
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Exponencial

e Analitico Linear

= Analitico BiLinear
Analitico Exponencial

0,010

Fonte: autor (2020).

0,015

Abertura de fissura (m)

0,020

Levando-se em conta 0 deslocamento horizontal dos dois pontos pertencentes a regido

intermediaria da chapa, evidencia-se um maior deslocamento referente ao ponto localizado a

direita do ponto B (B2), enquanto o ponto situado a esquerda (B1), passa a se deslocar cada vez

menos. O momento em que o ponto B1 ndo se desloca mais coincide com o instante em que

ocorre a separacdo fisica do sélido. No pré-pico, os dois pontos possuem deslocamentos

coincidentes, e ap0s 0 pico, a reta referente ao ponto B2 tem seu valor maximo apés todas as

parcelas de deslocamento serem impostas a estrutura.
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Figura 43. Deslocamento nos pontos B1 e B2 (m)
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Fonte: autor (2020).

A natureza simples deste exemplo, Figura 40, permite a verificacdo da reposta numérica
com base na prépria definicdo dos modelos coesivos em si. Os resultados obtidos nas Figura 41 e
Figura 42, foram comparados com a resposta analitica considerando as trés leis coesivas citadas
na se¢do 5.2.1, apresentando resultados numéricos satisfatérios. A andlise aqui apresentada pode
ser encontrada no trabalho de Oliveira e Leonel (2013), com respostas semelhantes ao estudo

aqui realizado.

Além da resposta ndo linear, é apresentado, na Figura 44, deslocamentos internos em escala
de cores avaliados em 380 pontos internos. Esta analise foi realizada ap6s o ultimo passo
incremental imposto na estrutura. Nota-se a visivel descontinuidade de deslocamentos na
regido de fratura, esta qual, ocupando o trecho correspondente a altura do sélido. Além disso, é
possivel observar a separacao fisica do sélido em duas partes, com a metade direita se movendo

como corpo rigido a parte da metade esquerda, como € de se esperar.
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Figura 44. Deslocamento horizontal (m) para pontos internos em escala de cores
0,02
0,018
0,016
0,014
0,012
0,01
0,008
0,006
0,004

0,002

Fonte: autor (2020)

5.9.2 Exemplo 2: Viga sob flexdo em trés pontos submetida a modo |

No segundo exemplo, é apresentada a analise de uma viga de concreto com entalhe inicial
submetida a um ensaio de flexdo em trés pontos, com resultados experimentais em Saleh e
Aliabadi (1995) e resultados numéricos em Leonel e Venturini (2010), MEC dual, e Ferreira e
Venturini (2010), MEC Multi-dominio. As propriedades do material, geométricas e de

vinculacdo da viga sdo apresentadas na Figura 45.
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Figura 45. Geometria da viga sob flex8o em trés pontos

| .
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Fonte: autor (2020)

A malha do contorno constitui-se de cerca de 250 elementos lineares, com 2 elementos
lineares descontinuos na extremidade do entalhe, para propiciar a abertura. Na Figura 46 é
apresentado um gréafico de Forca vs deslocamento da estrutura, medidos no ponto de aplicacdo
da carga e na parte superior do entalhe, respectivamente. A forca equivalente foi determinada
para cada passo de carga, considerando-se 0s elementos adjacentes ao ponto de aplicacdo e
espessura da viga unitéria. Consideram-se as trés leis coesivas (Linear, Bilinear e Exponencial),
além do resultado experimental. E notavel a boa resposta numérica para a lei coesiva linear,
obtendo-se uma boa aproximacdo para a carga de pico. Nos casos Bilinear e Exponencial, a
carga critica correspondente a um menor deslocamento vertical apresentou magnitude inferior ao
caso linear. Entretanto, todas as trés leis coesivas apresentaram comportamento similar a partir
de um deslocamento vertical de aproximadamente 0,14 mm. Além disso, os resultados obtidos
pelo MEC dipolo foram equivalentes aos obtidos pelo MEC Dual e MEC Multi-dominio.
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Forca (KN)

Figura 46. Carga versus deslocamento da estrutura.
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Fonte: autor (2020)

Em seguida, apresentam-se os deslocamentos em 1349 pontos internos considerando o

Gltimo passo incremental da analise. E possivel observar claramente a descontinuidade dos

deslocamentos na regido de fratura que ocorre, nesse caso, para o deslocamento horizontal.
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Figura 47. Campos de deslocamento (m) horizontal (a) vertical (b) nos pontos internos
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Fonte: autor (2020)

Na Figura 48, é ilustrado o processo de propagacao da fissura partindo-se do entalhe central
até a borda superior, em direcdo ao ponto de aplicacdo do carregamento. Observa-se que a
estrutura fica muito préxima ao colapso, entretanto, ndo ocorrendo a separacao da estrutura em
duas partes.
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Figura 48. Evolucéo da fissura coesiva.

Fonte: autor (2020)

Na Figura 49, ¢é apresentada em escala de cores para 0 mesmo namero de pontos da Figura
47, a tensdo o,(MPa) para o Ultimo passo incremental da analise. E possivel notar a

concentracdo de tensdes na regido proxima a ponta da fissura.

Figura 49. &, (MPa) para o ultimo instante da analise

2,5

Fonte: autor (2020)

Em seguida, a implementacdo aqui desenvolvida sera validada considerando-se o indice

de fragilidade s,, equag&o (5.56),
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5, =20t (5.56)

em que a, € o tamanho inicial da fissura. A partir das investigagdes realizadas por Haussler-
Combe (2001) entende-se que espécimes com dimensdes diferentes, mas com o mesmo indice de

fragilidade s,, levam exatamente as mesmas curvas de deslocamento e carga. Aqui, 0 estudo
seré realizado modificando unicamente a energia de fraturamento G;, a qual é inversamente

proporcional a s,. Destaca-se a tendéncia de aparecimento do fendmeno snap back, o qual sera

comentado melhor no Exemplo 3, a medida que o indice de fragilidade tende a aumentar, ou

seja, com a diminuicdo da energia de fraturamento.

Figura 50. Forca versus deslocamento para diferentes indices de fragilidade S,
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Fonte: autor (2020)

Quanto aos efeitos pertinentes a solugdo do sistema nao linear, foi realizado um estudo
comparativo entre a eficiéncia do OC e OT. Ambos os operadores foram capazes de reproduzir
de modo semelhante os resultados apresentados. No entanto, o0 OT conseguiu chegar a0 mesmo
resultado em um namero menor de iteracdes (Figura 51). A maior diferenca percentual entre OC
e OT foi de 0,149 % correspondente ao deslocamento de 0,138 mm para a lei coesiva linear.

Para o caso Exponencial a maior diferenca foi de 0,043% também correspondente ao
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deslocamento de 0,138 mm. Para o ultimo caso (lei Bilinear), a maior diferenca obtida entre OC

e OT foi de 0,041% para o deslocamento correspondente de 0,170 mm.

Figura 51. Comparacdo entre OC e OT (a) Forca versus deslocamento (b) Tensdo versus abertura de fissura
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Fonte: autor (2020)
Tabela 1. Comparagéo de iteragdes entre OC e OT.
) _ _ . ) . Economia (%) no
Lei coesiva OC (iterac0es) OT (iteracdes) ; ) 3
numero de iteragdes
Linear 10922 2109 ~80,69
Exponencial 11266 1906 ~83,08
Bilinear 7224 1229 ~82,98

Fonte: autor (2020)

5.9.3 Exemplo 3: Viga sob flexdo em 4 pontos submetida a modo I-11

Neste exemplo, a implementacdo computacional desenvolvida € utilizada na simulagdo de

uma viga de concreto com entalhe central submetida a um ensaio de cisalhamento. As

propriedades geomeétricas, do material e de vinculagdo do modelo sdo apresentadas na Figura 52.
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Figura 52. Propriedades geométricas e do material para o0 Exempo 3.

v /"

= v = 0,20
S G = 69 N/m
— ft =3 MPa 75 mm
/]
37,5 mm 225mm [ 75 mm 150 mm |150 mm 37,5 mm

675 mm

Fonte: autor (2020)

De forma semelhante aos exemplo anteriores, as trés leis coesivas foram adotadas. A malha
do contorno constitui-se de cerca de 250 elementos lineares, com 2 elementos lineares
descontinuos na extremidade superior do entalhe, para propiciar a abertura. Os resultados de
forca equivalente versus deslocamento vertical medidos no ponto de aplicacdo da carga foram
comparados com o resultado experimental de Galvez et al. (1998) considerando a espessura da
viga de 50 mm. A partir do grafico da Figura 53 é possivel perceber que o resultado humérico
para as trés leis coesivas adotadas apresentou comportamento mais rigido no trecho ascendente
em relacdo ao experimental. Tal fato é explicado por se tentar reproduzir infinitos graus de
liberdades por meio de um numero discreto de pontos no contorno. No ramo descendente, foi
observada a perda de estabilidade do algoritmo, caracterizada pelos longos trechos retos na curva
da reposta ndo linear. De modo geral, pode-se observar que as trés leis coesivas conseguiram
capturar o comportamento ndo linear por meio da formulacdo de dipolos, e o valor de ruptura
para as trés leis coesivas se mostrou superior, para um correspondente deslocamento vertical
menor. No resultado experimental da estrutura, observa-se a presenca de uma instabilidade
conhecida como shap back. Tal fenbmeno caracteriza-se por uma grande perda de rigidez

ocasionando regressdo dos deslocamentos ap0s a carga de ruptura.
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Figura 53. Resposta forca versus deslocamento da estrutura
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Fonte: autor (2020)

Em seguida, foi avaliada a resposta de tensdo coesiva do primeiro né da interface a entrar

no regime coesivo (Figura 54). Como mencionado acima, no comportamento real da estrutura se

observa a presenca da instabilidade conhecida como snap back. Essa instabilidade acontece nos

longos trechos sem pontos quando a estrutura apresenta uma grande perda de rigidez apds a

carga de ruptura. Desta forma, o algoritmo OC baseado no deslocamento como variavel guia ndo

conseguiu lidar adequadamente com esse fendmeno. Uma alternativa é o emprego de uma

estratégia de controle, como a baseada no comprimento de arco (arc length), ou segundo

Venturini (1995), o correto rearranjamento das equac6es do sistema ndo linear de modo a obter

outra variavel guia que ndo seja o deslocamento, como exemplo, a abertura de fissura.
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Figura 54. Respostas da tensdo coesiva na interface
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Fonte: autor (2020)

Na Figura 55, é apresentado a propagacdo da fissura em determinados instantes da analise.
Nota-se que a fissura parte do entalhe central em direcdo a borda superior proxima a regido de
onde o carregamento é aplicado. E possivel observar boa concordancia com o resultado

experimental.
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Figura 55. Evolugo da fissura para alguns instantes da analise
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Fonte: autor (2020)

Por fim, para fins qualitativos, é apresentado o perfil dos deslocamentos avaliados em
2891 pontos internos. E possivel observar a descontinuidade dos deslocamentos na regido onde a

fissura propaga para ambos deslocamentos vertical e horizontal.
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Figura 56. Campos de deslocamento (m) horizontal (a) vertical (b) para pontos internos
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Fonte: autor (2020)

No que se refere ao uso do OT, deve-se destacar que os resultados obtidos no gréfico
Forga versus deslocamento divergiram apenas no trecho descendente a partir do deslocamento de
0,085 mm. Na Figura 57b, é possivel observar que o OC apresentou trechos sem pontos mais
longos que o OT, indicando uma melhor resposta numérica para o OT no exemplo aqui

analisado.
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Figura 57. Comparacéo entre OC e OT (a) Forca versus deslocamento (b) Tensdo versus abertura de fissura
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Na Figura 58, é apresentado o estudo comparativo entre OC e OT para as leis Bilinear e

Exponencial. Por fim, a Tabela 2 traz informacdes referentes ao nimero total de iteracGes, bem

como a economia alcangada.

Figura 58. Comparacéo entre OC e OT (a) Bilinear (b) Exponencial
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Tabela 2. Comparacdo de iteragdes entre OC e OT.

Economia (%) no

Lei coesiva OC (iterac0Oes) OT (iteragdes) )
namero de iteraces
Linear 47006 19384 ~58,76
Exponencial 42472 18956 ~55,36
Bilinear 41738 19303 ~53,75

Fonte: autor (2020)
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5.9.4 Exemplo 4: Chapa com 2 entalhes modo misto I-11

Neste exemplo, um espécime de concreto com dois entalhes analisado experimentalmente
por Shi et al. (2000) e numericamente por Peixoto et al. (2018), com a formulacdo indireta do
MEC baseada em fortes descontinuidades (MEC CSDA), é apresentado. Desta forma, a anélise
de propagacdo de multiplas fissuras é realizada. As propriedades geométricas, do material e de
vinculacéo do espécime séo apresentadas na Figura 59. A malha de contorno constitui-se de 304

elementos lineares, com 2 elementos lineares descontinuos nas extremidades de cada entalhe.

Figura 59. Exemplo 4 — Shi et al. experimento
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d

Fonte: autor (2020)

Na Figura 60, é apresentada a resposta numérica do carregamento aplicado para um
deslocamento vertical imposto na extremidade superior do espécime. E possivel constatar que o
trecho ascendente apresenta comportamento menos rigido em relagdo ao resultado experimental.
Ainda assim, todas as leis coesivas consideradas obtiveram boa aproximacdo para a carga de
ruptura. E importante mencionar que a lei linear apresentou respostas satisfatorias até o

deslocamento de 0,023 mm. Logo ap@s, as leis bilinear e exponencial melhor representaram o
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comportamento experimental. Além disso, equivaléncia dos resultados entre a formulacdo de
dipolos e MEC CSDA pode ser observado.

Figura 60. Resposta de Forca versus deslocamento vertical da estrutura
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Fonte: autor (2020)

Na Figura 61, é ilustrada a configurac&o das fissuras para o incremento final da anélise. E

possivel notar a tendéncia das fissuras de se encontrarem.
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Figura 61. Configuragdo final da fissura
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Fonte: autor (2020)

Outra analise realizada refere-se a evolucdo das fissuras em trés instantes diferentes da
propagacdo. Nota-se a tendéncia de separacdo do sélido em duas partes independentes, com a

evolucdo do deslocamento imposto. Aproximadamente 6500 pontos internos foram utilizados

nesta andlise.

Figura 62. Evolucgéo da fissura em escala de cores
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Fonte: autor (2020)
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Na Figura 63, é apresentado um estudo comparativo entre os operadores OC e OT

considerando-se as trés leis coesivas. E possivel observar que os dois operadores obtiveram
respostas semelhantes no trecho ascendente, divergindo a partir do inicio do trecho descendente.

Apesar de apresentarem respostas diferentes no trecho pds pico, nota-se que todas as curvas
apresentaram respostas semelhantes a partir do deslocamento de 0,07 mm (indo de encontro com

o resultado experimental). A comparacdo de eficiéncia entre o0 OC e OT desse exemplo €

apresentada na Tabela 3.

Figura 63. Comparagdo entre OC e OT para as trés leis coesivas
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Fonte: autor (2020)

Tabela 3. Comparagéo de iteragdes entre OC e OT.

0,075

Economia (%) no

OC (iterac0es) OT (iteragdes)

namero de iteraces

Lei coesiva
Linear 4176 2471 ~40,83
Exponencial 4052 2502 ~38,25
Bilinear 4130 2500 ~39,46

Fonte: autor (2020)

Luis Philipe R. Almeida

Modelos Probabilisticos para Analise de Propagacao de Fissuras em meios

coesivos via MEC



114

5.9.5 Exemplo 5: Espécime de concreto em Modo I (“Wedge Splitting”)

O presente exemplo trata de um espécime de concreto submetido a uma carga de aplicagdo
descendente, produzindo forgcas perpendiculares as suas superficies inclinadas. A geometria do
solido, bem como as propriedades do material e condi¢des de contorno, € apresentada na Figura
64. Este exemplo € investigado experimentalmente por Winkler (2001), e numericamente por
Uger et al. (2007), XFEM. A malha do contorno constitui-se de 365 elementos lineares, com 2

elementos lineares descontinuos na extremidade inferior do entalhe.

Figura 64. Geometria do exemplo 5
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Fonte: autor (2020)

Na Figura 65, é apresentado a resposta da estrutura em termos de Forga versus deslocamento
horizontal no ponto de aplicacdo da carga, comparados com o resultado experimental de Winkler
(2001). A partir da Figura 65, é possivel perceber que todos os modelos coesivos tiveram

comportamento préximo ao experimental em seu trecho ascendente. Além disso, as leis Bilinear
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e Exponencial apresentaram boa aproximacao da carga de ruptura. No trecho descendente, 0s
modelos Bilinear e Exponencial apresentaram melhor aproximacdo com o resultado
experimental até o deslocamento de 0.75 mm. Logo apds, as trés leis coesivas adotadas
apresentaram respostas semelhantes. Além disso, comportamento semelhante é notado entre a

formulacéo de dipolos e 0 XFEM.

Figura 65. Reposta em Forca versus deslocamento da estrutura
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Fonte: autor (2020)

Na Figura 66, ¢ ilustrada a configuracéo final da fissura ap6s o Gltimo incremento de carga.

A fissura apresentou direcdo de propagacao fixa durante toda a analise.
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Figura 66. Configuracdo final da fissura

Fonte: autor (2020)

Sdo apresentados dois graficos em escala de cores para representacdo dos campos de
deslocamentos nos pontos internos. Ao total, 3911 pontos internos foram adotados. Assim como
nos exemplos anteriores, € possivel observar a descontinuidade em deslocamento devido ao
processo de fratura do espécime (Figura 67a). Além disso, nota-se que para pontos proximos a
superficie superior do soélido, os deslocamentos horizontais tiveram maior magnitude, o que € de
se esperar, uma vez gque o carregamento foi imposto nessa regido. Na Figura 67b, € ilustrado os

deslocamentos verticais para 0 mesmo numero de pontos internos.

Figura 67. Campos de deslocamentos nos pontos internos

(@) (b)

Fonte: autor (2020)
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Por fim, na Figura 68, é apresentado um estudo comparativo entre os dois operadores
para a curva Forca versus deslocamento. E possivel observar que, até o deslocamento
aproximadamente igual a 0,75 mm, os dois operadores apresentaram respostas semelhantes para
todas as trés leis coesivas. Apos esse deslocamento, houve uma tendéncia de divergéncia entre
os operadores OC e OT para todas as leis analisadas. Percebe-se também, assim como no
exemplo 4, uma maior tendéncia para todas as curvas, de apresentarem resultados proximos ao
experimental no trecho final da curva descendente. Na Tabela 4, € apresentada a comparacao de

eficiéncia entre OC e OT. Para este caso a lei coesiva exponencial apresentou melhor economia
no namero de iteracGes, ~61,53%.

Figura 68. Comparagdo entre OC e OT para as trés leis coesivas
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Fonte: autor (2020)

Tabela 4. Economia de iteracGes

Economia (%) no

Lei coesiva OC (iteracOes) OT (iteragdes) ]
numero de iteragdes
Linear 17558 7582 ~56,82
Exponencial 17028 6550 ~61,53
Bilinear 15340 6785 ~55,77

Fonte: autor (2020)
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5.9.6 Exemplo 6: Viga de concreto com entalhe duplo e modo de solicitagdo misto I-11

Um espécime de concreto com entalhe duplo e submetido a modo I-1l de fraturamento é
apresentado na Figura 69. Assim como no exemplo 5.9.4, a analise de maultiplas fissuras é
realizada. Este exemplo foi simulado por Carpinteri (1994) com uma formulacdo coesiva
baseada no MEF e por Saleh e Aliabadi (1995) com a formulacdo do MEC Dual. Foram

utilizados 540 elementos lineares para discretizagao desse problema.

Figura 69. Viga de concreto com entalhe duplo submetida a modo misto

2 A 4 P2 A 4 Pl
I }O mm
E =27 GPa
| | v=010
:| | 6 =100Nn/m
f. =2 MPa
’E)O mm
10 mn)| 310 mm | 80 mm | 80 mm 310 mm 10 mir

Fonte: autor (2020)

A reposta ndo linear da estrutura foi avaliada em termos de forca e deflexdo adimensionais. A
forca adimensional é calculada como P,,,=(P,+P,)/ f,-d-t, na qual d =200mm é a altura da
viga e t=1mm é a espessura unitaria. A deflexdo adimensional pode ser calculada como
D,,, =(55,+8,)-10*/(6d) sendo &,e &,0s deslocamentos dos pontos de aplicagdo 1 e 2. Na

Figura 70 é apresentada a resposta ndo linear da estrutura considerando a lei coesiva Linear

apenas, uma vez que os demais autores também utilizaram a mesma lei.
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Nota-se que a formulacdo baseada em dipolos conseguiu capturar de maneira satisfatoria o

trecho ascendente, apresentando um valor de carga de ruptura um pouco menor em comparacao

com os demais autores.

Carga adimensional (P1+P2)/ft*d*t

1,25 4~

Figura 70. Resposta ndo linear da estrutura

—m— Linear
—o— [Carpintaneri, 1994] MEF

—a—|[Saleh e Aliabadi, 1995] MEC

15 30 45

Deflexio adimensional (551+82)*10000/6*d

Fonte: autor (2020)

Quanto a propagacdo, na Figura 71, é apresentado a configuracdo da fissura para alguns

instantes da andlise. Nota-se que ao contrario do exemplo passado, a fissura se dd em modo

misto ao longo de todo o ensaio. Portanto, a direcdo de fissuracdo se altera durante toda a

analise.

Figura 71. Propagacdo da fissura
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Fonte: autor (2020)
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Sdo apresentados graficos em escala de cores para representacdo dos deslocamentos internos
utilizando-se cerca de 7000 pontos internos. E possivel observar claramente as descontinuidades

de deslocamento devido a fissura em ambas as diregoes.

Figura 72. Campos de deslocamento (m) horizontal (a) vertical (b) nos pontos internos
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Fonte: autor (2020)
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Na Figura 73, apresenta-se 0 campo de maxima tensao principal para um instante da analise
quando as fissuras propagaram até altura central da viga. Nota-se a visivel concentracdo de
tensbes de tracdo proxima a ponta da fissura. Além disso, é importante destacar a concentracao

de tensbes de compresséo na regido do apoio e de aplicagdo da carga.

Figura 73. Méaxima tens&o principal (MPa) para um instante da analise

Fonte: autor (2020)

Quanto aos efeitos pertinentes a solugdo do sistema ndo linear, apresenta-se na Tabela 5, 0

numero de iteraces para o OT e OC para a lei coesiva linear.

Tabela 5. Economia de iteracdes

) ] ] . ) . Economia (%) no
Lei coesiva OC (iteracdes) OT (iteragdes) ] ) .
namero de iteracdes

Linear 24410 4698 ~83,33

Fonte: autor (2020)
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6 ACOPLAMENTO ENTRE MEC E MODELOS DE CONFIABILIDADE

Neste capitulo objetiva-se analisar o acoplamento entre modelos mecanicos regidos pela
elasticidade linear e ndo linear e os modelos de confiabilidade estrutural. No acoplamento com a
formulacéo néo linear do MEC, os modelos mecéanicos simulam o comportamento de estruturas
planas sujeitas ao surgimento de fissuras e regidas pela teoria mecénica da fratura coesiva. No
que diz respeito a confiabilidade estrutural trés exemplos s&o aqui considerados, 0s quais
objetivam determinar parametros importantes da confiabilidade estrutural.

O primeiro exemplo traz uma cavidade em meio semi-infinito, simulando um tanel, com a
consideracdo de forgas gravitacionais. Esse exemplo foi validado deterministicamente na segéo
3.8, com a utilizagdo da solucdo de referéncia obtida no software ABAQUS. Desta forma, a
andlise desenvolvida nesse capitulo objetiva validar o acoplamento da formulacdo elastica do
MEC com algoritmos da confiabilidade. Para isto, o acoplamento direto via (HLRF-FORM) é
empregado e confrontado com as respostas obtidas pelo Método de Monte Carlo por
Amostragem simples. Os dados estatisticos da Tabela 6 foram adaptados de Hamrouni et al.
(2017).

No exemplo dois, a aplicacdo apresentada na sec¢do 5.9.2 é revisitada no sentido de avaliar a
influéncia de pardmetros da mecanica da fratura na resposta mecéanica da estrutura. Duas etapas
séo consideradas, a primeira objetiva caracterizar a carga de ruptura por meio de um processo de
simulacgdo considerando-se a abordagem por Amostragem simples e Amostragem por Hipercubo
Latino. J& na segunda etapa, a avaliacdo da influéncia dos parametros aleatdrios é realizada por
meio do acoplamento direto e por uma simulacdo para levantamento de dados estatisticos ao
longo da curva Forga versus deslocamento.

No ultimo exemplo, a aplicacdo apresentada na secdo 5.9.2 é revisitada para avaliacdo a
influéncia da aleatoriedade dos parametros que definem as leis coesivas na direcdo de
propagacao da fissura.

No acoplamento com uma rotina de confiabilidade do tipo FORM, a equacéo de estado limite
permanece implicita e expressa atraves de um modelo mecanico, desta forma, os gradientes da
funcédo de estado limite, utilizados na estimativa da probabilidade de falha do problema, podem
ser calculados numericamente por meio da equacdo (6.1), atraves de consultas ao modelo
numérico.

Desta forma, as derivadas da funcdo de falha podem ser calculadas numericamente por
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diferencas finitas, para cada chamada do modelo mecanico do MEC. Para estre trabalho,

estimou-se 0 A como 0,1% do valor médio da variavel aleatoria (X). E importante destacar que

o célculo dos gradientes pode ser altamente custoso, a depender da ndo linearidade envolvida.
Além disso, caso as variaveis envolvidas apresentem ordem de grandeza diferentes, o calculo
dos gradientes pode ser dificultado, sendo importante adimensionalizar o tamanho do passo entre

variaveis com diferentes ordens de grandeza.

oG(a,,a,,..,a,) G(X+ Ay, Xy X)) =G(X = Ay, Xy, X))

0a, =lim,, 2A

@G(al,az,_“,an):”m G(Xl,X2+AX2,...,Xn)—G(Xl,XZ—AXZ,...,Xn) 6.1)
oa, faz 2A,

6G(al,az,...,an) _ ||m G(Xl'xz""’xn+AXn)_G(XI'XZ"“’Xn_AXn)
oa, Ban 2A,

n

6.1 Acoplamento direto entre 0 MEC e o algoritmo HLRF/FORM

O modelo de confiabilidade baseado no acoplamento entre 0 modelo mecénico e o
FORM quase sempre apresenta solucdes estaveis com boa convergéncia, além de apresentar
esses resultados em um menor nimero de chamadas que o modelo envolvendo o método de
Monte Carlo. E importante destacar que os resultados obtidos por meio desta metodologia e
apresentados nesta primeira etapa se limitaram a um estudo em dominios planos, no regime
elastico linear, ressaltando-se que a estabilidade e a acuracia do método sofrem alteragcdes no
regime ndo linear. Apresenta-se na Figura 74 um ilustrativo esquema da estratégia de

acoplamento direto entre 0 modelo mecanico elastico linear e 0 FORM.
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Figura 74. Estratégia de acoplamento direto entre o0 modelo mecanico elastico linear e 0 FORM.
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Fonte: autor (2020).

AVALIACAO DOS
PARAMETROS
ESTRUTURAIS DO
MODELO MECANICO
ELASTICO LINEAR

Quanto ao acoplamento entre o modelo de fratura coesiva e o algoritmo HLRF/FORM

(Figura 75) destaca-se pra 0 caso em que a consideracdo de incertezas seja presente apenas nos

parametros de fratura. Para este caso, a consulta ao modelo elastico linear ocorrerd uma Unica

vez, com a obtencdo dos parametros mecanicos necessarios e as corre¢des do comportamento

elastico linear para cada chamada do modelo através de algoritmos incrementais iterativos.
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Figura 75. Estratégia de acoplamento direto entre o0 modelo de fratura coesiva e 0 FORM.
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Fonte: autor (2020).

Caso variaveis como moédulo de elasticidade (E), Poisson (v) ou carregamento externo
também sejam considerados aleatorios, serd necessario a consulta do modelo mecéanico elastico

linear para cada chamada do modelo.
6.2 Acoplamento entre 0 MEC e 0 método de Monte Carlo

Com relacdo ao caso da simulacdo de Monte Carlo, a estratégia € mais intuitiva, consistindo
na execucdo do modelo numérico a cada simulacdo do método. Como no algoritmo
HLRF/FORM, caso a consideracdo da aleatoriedade esteja presente apenas nos parametros de
fratura coesiva (Figura 76), a consulta ao modelo elastico linear ocorrera uma unica vez, e para
cada simulacgéo sera realizado corre¢cdes do comportamento elastico linear através de algoritmos

incrementais iterativos.
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Figura 76. Aleatoriedade em parametros de fraturamento (lei bilinear)

a a o

Caso 1: f; = Aleatério
Ge= Deterministico

Caso 2: f; = Deterministico
Gy = Aleatério

Caso 3: f; = Aleatério
Gs= Aleatorio

Fonte: autor (2020)

Apesar de eficiente e robusto na analise de problemas altamente ndo lineares, a utilizacdo do
método de Monte Carlo simples apresenta uma séria limitagcdo pelo custo computacional. Desta
forma, a Amostragem por Hipercubo Latino € também utilizada para reducdo do ndmero de
chamadas do modelo numérico. Na Figura 77, é apresentado o procedimento para obtencdo de

dados estatisticos da variavel carga de ruptura, utilizando-se de um processo de simulacao.
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Figura 77. Esquema do procedimento de simulacdo para caracterizacdo da carga de ruptura (Inferéncia

6.3  AplicagOes

DEFINIR AS VARIAVEIS
ALETORIAS DO PROBLEMA DE
INTERESSE

v

DEFINIR O CONJUNTO DE
AMOSTRAS DE CADA VARIAVEL
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AMOSTRAGEM SIMPLES OU POR

l

CALCULO DA DISPERSAO DA
RESPOSTA ATRAVES DA
SIMULACAO DE MONTE CARLO

A 4

CHAMADA DO MODELO
NUMERICO

HIPERCUBO LATINO

o/ PROCEDIMENTO INCREMENTAL-

FIM

INTERATIVO

SOLUCAO DO SISTEMA NAO
LINEAR (OT)

Fonte: autor (2020)

Serdo apresentadas a seguir algumas aplicacdes para validar a formulacéo linear e néo linear

do MEC considerando a aleatoriedade de parametros relacionados ao material, e/ou

carregamento (elasticidade linear) e parametros relacionados ao fraturamento (elasticidade nao

linear).

6.3.1 Exemplo 1: Cavidade em meio semi-infinito com forga de dominio

O problema apresentado na secdo 3.8 € revisitado, no sentido de ilustrar a influéncia da

aleatoriedade de trés das varidveis envolvidas, vide Tabela 6. Considera-se estado plano de

deformacéo, e dessa vez, realiza-se um estudo probabilistico através da violagdo da seguinte

funcéo de falha, equacéo (6.2):
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G, =u, —% (6.2)

Os parametros estatisticos relacionados a média e tipo de distribui¢cdo podem ser encontrados

no trabalho de Hamrouni et al. (2017). A raz&o limite u, é avaliada em 2%, e, é a dimenséo do

eixo vertical da cavidade no estado deformado e d, o didmetro inicial. A seguir séo apresentados

o0s dados estatisticos das variaveis aleatorias que compde o problema:

Tabela 6. Definigdo dos dados estatisticos para os trés parametros.

Parametros Média Coeficiente de variagdo Casol Caso 2

E (MPa) 150 15% Normal Lognormal

Poisson 0,3 10% Normal Lognormal
Peso especifico (KN/m3) 17 10% Normal Lognormal

Fonte: Adaptado de HAMROUNI et al. (2017).

A analise de confiabilidade € realizada baseando-se na variacdo do coeficiente de empuxo.
Para este caso inicial, todos os pardmetros sdo considerados como gaussianos. Esta analise
baseada no modelo de confiabilidade HLRF/FORM mostra-se coerente com o resultado
apresentado pelo método de Monte Carlo, e é perceptivel a diminuicdo na probabilidade de falha
a medida que o coeficiente de empuxo é aumentado (Tabela 7). Na Tabela 8, os pontos de
projeto e fatores de importancia séo apresentados. Destaca-se a maior influéncia da rigidez para
0 problema analisado.

Tabela 7. Analise de confiabilidade para o Exemplo 1 (casol) considerando variaveis gaussianas.

k ﬁ (FOPRfI\SIO)A]) Pfc(:ﬁzj)(Monte Simulagbes minimas
0 1,526 6,351 6,915 5900
01 1,663 4,812 4,949 7916
02 1,801 3,585 3,667 10773
03 1,941 2,613 2,659 14925
04 2,082 1,864 1,966 21105
05 2,224 1,305 1,201 30369
06 2,368 0,896 0,828 44543
07 2,512 0,607 0,606 66266
038 2,657 0,398 0,410 102164
09 2,804 0,251 0,246 159600
1 2,951 0,160 0,158 249600

Fonte: autor (2020).
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Tabela 8. Pontos de projeto e fatores de importancia para o caso 1

Pontos de projeto

Fatores de importancia (%)

k E*(MPa) v* Y *(KN/m?) E* v* Y
0 119,274 0,2980 18,152 80,0875 0,1745 19,7378
0,1 116,315 0,2981 18,227 81,0261 0,1375 18,8362
02 113,300 0,2982 18,297 81,9566 0,1042 17,9391
0,3 110,230 0,2984 18,362 82,8765 0,0750 17,0484
0,4 107,107 0,2985 18,423 83,7843 0,0501 16,1655
0,5 103,934 0,2988 18,479 84,6782 0,0299 15,2918
0,6 100,712 0,2991 18,529 85,5565 0,0146 14,4288
0,7 97,445 0,2994 18,573 86,4174 0,0046 13,5779
0,8 94,135 0,2998 18,612 87,2596 0,0002 12,7401
0,9 90,784 0,3003 18,645 88,0787 0,0016 11,9195
1 87,397 0,3008 18,672 88,8761 0,0001 11,1146

Fonte: autor (2020).

Deve-se destacar que este exemplo é meramente ilustrativo, apresentando significativos

valores de probabilidade de falha associados ao alto coeficiente de variagdo adotado.

Em seguida, apresenta-se um estudo comparativo entre a solugdo obtida pelo FORM e pelo

método de Monte Carlo, na Figura 78.

Figura 78. Probabilidade de falha vs coeficiente de empuxo com acoplamento direto entre dois modelos de
confiabilidade.

Probabilidade de falha (%)
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4,5 1
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FORM
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0,2 04

Coeficiente de tensdo horizontal (k)

Fonte: autor (2020).
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Em seguida, de maneira similar ao que foi realizado no caso 1, apresenta-se um estudo para o

Modelos Probabilisticos para Analise de Propagacao de Fissuras em meios

coesivos via MEC

Luis Philipe R. Almeida



130

caso 2 (variaveis nao normais). Assim como na Figura 78, a probabilidade de falha aumenta com

o crescimento do coeficiente de empuxo, entretanto, nota-se que a abordagem considerando

todas as variaveis como ndo gaussianas mostra-se menos conservadora (Tabela 9 e

Figura 79).

Tabela 9. Analise de confiabilidade para o Exemplo 1 (caso2) considerando variaveis ndo gaussianas.
Fatores de importancia (%)

Pontos de projeto

Pf%

K B romwy EMPA e YUKNMY) e v y*

0 1607 5412 115733 02962 18361 68941 0,227 30,830
01 1770 3833 112,174 02962 18500 68970 0,186 30,843
02 1938 2,634 108467 02962 18640 68997 0,146 30,855
03 2111 1,745 104,604 02964 18,784 69023 0110 30,866
04 2289 1112 100575 02965 18930 69,046 0077 30,876
05 2474 0672 96372 02968 19,078 69,066 0048 30,885
06 2,665 0384 91984 02972 19,229 69,082 0024 30,893
07 282 0215 87403 02977 19,383 69,093 0,008 30,898
08 3067 0111 82616 02983 19,539 69,099 0,0003 30,900
09 3279 0052 77612 02991 19,698 69,096 0,0036 30,899

1 3499 0023 72378 03000 1985 69,084 00213 30,894

Fonte: autor (2020).

Figura 79. Probabilidade de falha (a) indice de confiabilidade (b) considerando variaveis normais e no
normais.
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Fonte: autor (2020).
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6.3.2 Exemplo 2: Viga sob flexdo em 3 pontos (Modo 1)

O problema apresentado na Figura 45 é revisitado, no sentido de ilustrar a influéncia da
aleatoriedade dos parametros que definem as leis coesivas. Os pardmetros relacionados a
resisténcia a tracdo e energia ao fraturamento foram modelados considerando distribuicdo
gaussiana, isto implica que o parametro que define a abertura critica de fissura é também
representado por uma distribuicdo aleatdria. Para toda a analise aqui desenvolvida, a lei coesiva
Linear foi escolhida por ter apresentado valores mais préximos ao resultado experimental, vide
Figura 46. A andlise completa desse problema constitui-se de duas etapas. A primeira tem por
objetivo caracterizar a variavel carga de ruptura por meio de um processo de simulacdo com a
chamada do modelo mecanico repetidas vezes. Partindo deste principio, duas abordagens séo
utilizadas, Método de Monte Carlo por Amostragem simples e Amostragem por Hipercubo
Latino. A primeira caracteriza-se por ser uma abordagem robusta e simples na anélise desse tipo
de problema. No entanto, requer um nimero maior de realizacdes para obter boa estimativa das
caracteristicas estatisticas da variavel aleatéria. Uma ferramenta mais eficiente € a amostragem
por Hipercubo Latino (McKay et al. 1979), a qual foi descrita na secdo 4. Esse tipo de
amostragem permite uma boa estimativa das propriedades estatisticas utilizando um menor
namero de realizagoes.

A segunda etapa tem por objetivo avaliar a influéncia da aleatoriedade dos parametros

envolvidos. Isso é feito por meio de duas abordagens, na primeira, 0 acoplamento direto é

utilizado para estimativa do fator de importancia das variaveis de resisténcia a tracao ( f,) e
energia de fraturamento (G, ) ao longo da curva Forga versus deslocamento. Para este estudo,
define-se a seguinte funcao de falha, Eq.(6.2):

G,=f,—f (6.3)

p

em que f € a carga estimada numericamente para cada simulagéo, e f; a carga de projeto

estabelecida como 1,15- f,, com f_ sendo a carga retirada da curva deterministica para o mesmo

passo incremental de f .
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A outra abordagem utilizada para essa segunda etapa refere-se a utilizacdo de um processo de
simulacdo por meio da amostragem por Hipercubo Latino para levantamento de estatisticas ao
longo da curva Forca versus deslocamento. Nesta Ultima analise, o Mddulo de Elasticidade (E) é
também considerado como aleatorio.

Etapa 1: Caracterizacdo estatistica da carga de ruptura (inferéncia estatistica).

Para esta etapa, a caracterizacdo estatistica da carga de pico € obtida partindo-se dos
dados estatisticos da Tabela 10.

Tabela 10. Defini¢do dos dados estatisticos da Etapa 1

Parametros Média Coeficiente de variacao Tipo de distribuicao
f, (MPa) 3 20% Gaussiana
G (N/m) 75 20% Gaussiana

Fonte: autor (2020)

Na Figura 80, a média e desvio padrdo da carga de ruptura foi estimado por meio da
Amostragem simples e Amostragem por Hipercubo Latino a medida que o nUmero de
simulagdes aumentava. Como indicado na figura, a amostragem por Hipercubo Latino apresenta
bons resultados na estimativa da média e desvio padrdo da carga de ruptura com um ndmero

menor de realizacdes (400 simulacdes).

Modelos Probabilisticos para Analise de Propagacao de Fissuras em meios Luis Philipe R. Almeida
coesivos via MEC



133

Figura 80. Caracterizacdo da carga de rupture (a) desvio padrao (b) média
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Fonte: autor (2020)

O histograma de carga de ruptura considerando amostragem por Hipercubo Latino €
apresentado na Figura 81. Além disso, as funcGes densidade de probabilidade para os dois tipos
de amostragem sdo também apresentados. Percebe-se uma convergéncia razoavel entre as duas
distribuicfes gaussianas e o histograma para valores de carga de ruptura. Deve-se mencionar que
foi realizado um teste de aderéncia segundo os modelos de Kolmogorov-Smirnov e Anderson-
Darling. Em ambos, a distribui¢cdo gaussiana foi mais bem avaliada em detrimento das demais
distribuicbes. E importante mencionar que foram utilizados 12 intervalos no histograma da

Figura 81, como recomendado por Sturges, vide Ang e Tang (1984).
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Figura 81. Histograma da densidade de probabilidade da carga de ruptura (2500 simulagdes)
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Fonte: autor (2020)

Na Figura 82, é apresentado o histograma cumulativo (Hipercubo Latino) para 2500
chamadas do modelo mecénico. Observa-se a boa concordancia do modelo com a distribuicéo

cumulativa gaussiana para ambas as abordagens, amostragem simples e por Hipercubo Latino.

Figura 82. Frequéncia Relativa Acumulada da carga de ruptura (2500 simula¢es)
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Fonte: autor (2020)
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O ndmero de amostras geradas acima € certamente um tamanho pequeno, para uma boa
estimativa da probabilidade de falha. No entanto, a probabilidade de violag&o da funcao limite

(6.3) € aqui apresentada apenas para fins ilustrativos, considerando-se f, como a carga de

ruptura para cada simulagdo e f_ a carga de ruptura da curva deterministica.

Tomando-se como solucdo de referéncia a obtida pelo acoplamento direto (HLRF-
FORM), é notavel que a amostragem por Hipercubo Latino conseguiu resultados mais proximos
com o acoplamento direto, apesar do numero de simulagdes utilizado (2500 simulagdes), vide
Tabela 11.

Tabela 11. Probabilidade de falha para 2500 simulacdes

B Pf Erro B (%)
Amostragem simples 1,500 0,0668 3,16
Amostragem por Hipercubo Latino 1,430 0,0760 1,65
FORM 1,454  0,0730 -

Fonte: autor (2020)

O significativo valor de probabilidade de falha obtido deve ser interpretado com cautela,
uma vez que representa uma situacdo severa justificada pelo alto coeficiente de variagédo

imposto.

Etapa 2: Avaliagdo da influéncia dos parametros aleatorios envolvidos

Esta etapa tem por objetivo avaliar os fatores de importancia das duas variaveis aleatérias
envolvidas na andlise. Para este fim, o acoplamento direto com o algoritmo FORM ¢ utilizado,
juntamente com a Equacéo limite (6.2). Os dados estatisticos para esta analise sdo apresentados
na Tabela 10.

Durante a etapa elastica, os dois parametros aleatérios que definem a lei coesiva linear
ndo apresentam influéncia na analise. No entanto, com o surgimento do primeiro elemento de
fissura, a resisténcia a tracdo passa a apresentar maior influéncia na analise em comparacao a

energia de fraturamento. J& no trecho descendente, a energia de fraturamento passa a ter um
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maior fator de importancia na analise. Em sintese, destaca-se a maior influéncia da energia de
fraturamento no trecho pos-pico da analise, o que se justifica por sua importancia no processo de
propagacdo da fissura. Diferentemente da resisténcia a tracdo, a qual rege o trecho ascendente,
servindo como gatilho para a abertura inicial da fissura.

Figura 83. Fatores de importancia para 0s pardmetros coesivos na curva Forca versus deslocamento.
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Fonte: autor (2020)

A anélise a seguir tem por objetivo avaliar a influéncia dos parametros que definem as
leis coesivas (f, e G,) por meio de um processo de simulagdo (Amostragem por Hipercubo
Latino) ao longo da curva Forca versus deslocamento Em adicdo, o Mddulo de Elasticidade
também é considerado como aleatério na Gltima andlise desenvolvida. Todas as variaveis
consideradas como aleatdrias sdo tratadas como gaussianas.

Na Figura 84 a resisténcia a tragdo do material é considerada como aleatéria. Além disso,
dois tipos de coeficiente de variacdo sdo utilizados, (a) COV =10% e (b) COV =20%. Os
demais pardmetros que influenciam a andlise sdo mantidos como deterministicos. Os dados
estatisticos de média e desvio padrdo sdo calculados ao longo da curva Forca versus
deslocamento.

A influéncia da resisténcia a tracdo na analise aqui estabelecida se inicia ainda no trecho
ascendente. E notavel a maior dispersdo dos valores na regifo proxima a carga de ruptura, e essa
dispersdo tende a diminuir no trecho descendente, Figura 84a. E ainda possivel observar, Figura

84b, que essa dispersdo na regido de pico aumenta com a mudancga do coeficiente de variacdo
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(COV = 0.2), e para este caso, o trecho final da curva tende a apresentar maiores valores de
dispersdo do que no caso (b). De fato, para valores de carga maiores na curva ascendente, o
trecho descendente tende a apresentar valores menores, de forma a manter a mesma energia de

fraturamento.

Figura 84. Caracterizagdo estatistica ao longo da curva Forga versus deslocamento para ft aleatdrio
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Fonte: autor (2020)

Na Figura 85, a energia de fraturamento é considerada como aleatéria. E novamente, dois
tipos de coeficiente de variagdo séo adotados, (a) COV =10% e (b) COV =20%. Todos 0s
demais parametros sdo mantidos como deterministicos.

A influéncia da energia de fraturamento inicia-se préximo a regido de pico, e continua
durante todo o trecho descendente. Além disso, com a mudanca do coeficiente de variacéo (
COV =20%), a curva deterministica tende a apresentar uma maior divergéncia com a curva da

média, principalmente na regido proxima a carga de ruptura.
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Figura 85. Caracterizagdo estatistica ao longo da curva Forga versus deslocamento para Gf aleatdrio
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Na Figura 86, energia de fraturamento e resisténcia a tracdo sdo consideradas como

aleatorias. Novamente, dois tipos de coeficiente de variagdo sdo adotados, (a) COV =10% e (b)

COV =20%.

Na Figura 86, a mudanc¢a no coeficiente de variacdo ocasionou uma maior divergéncia da

curva deterministica com a da média. Além disso, a regido final do trecho descendente

apresentou um nivel maior de dispersdo. Desta forma, a influéncia dos pardmetros de resisténcia

a tracdo e energia de fraturamento na analise aqui desenvolvida, inicia, ainda no trecho

ascendente, e tem seu valor critico no trecho final da curva descendente do grafico Forca versus

deslocamento.

Figura 86. Caracterizagdo estatistica ao longo da curva Forga versus deslocamento para ft e Gt aleatorios
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Por fim, é apresentado na Figura 87 um estudo da influéncia das varidveis que definem as
leis coesivas ( f,, G, ) em adi¢cdo com o Mdédulo de Elasticidade do material (E ). A insercdo do
Modulo de Elasticidade como variavel aleatdria introduz incertezas ainda no trecho em regime

elastico do material. Além disso, para um COV =20%, o nivel de dispersdo durante a curva

Forca versus deslocamento foi maior no trecho final da curva descendente.

Figura 87. Caracterizacdo estatistica ao longo da curva Forca versus deslocamento para ft : Gt e E aleatérios
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Fonte: autor (2020)

Deve-se destacar que o custo computacional para uma chamada do modelo mecénico néo
linear foi de 12,35 s utilizando-se 0 OT. Em comparativo, o OC levou 34,20 s para completar
uma chamada do modelo baseado em dipolos do MEC. Entretanto, esse tempo computacional
depende de alguns pardmetros adotados no inicio da analise, como o comprimento padrdo da
fissura, tolerdncia adotada para convergéncia durante o processo iterativo e numero de
incrementos. Desta forma, realizando-se apenas, um comparativo entre os dois operadores,
evidencia-se que o OT leva vantagem em termos de custo ao compararmos com o OC. Além
disso, isso se traduz em um 6timo ganho computacional, tendo em vista a analise probabilistica
aqui realizada, levando-se em conta que o modelo mecénico foi chamado em um numero

méaximo de 2500 vezes na etapa 1 desta secéo.
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6.3.3 Exemplo 3: Viga sob flexdo em 4 pontos (Modo I-11)

O problema apresentado na Figura 52 é revisitado, no sentido de ilustrar a influéncia da
aleatoriedade dos parametros de fraturamento na direcdo de propagacéo da fissura. Um processo
de simulacdo com 300 simulacGes de Monte Carlo por Amostragem simples € utilizado. Os
parametros aleatérios foram considerados com distribuicdo gaussiana. Esta analise foi dividida
em duas etapas, na primeira a resisténcia a tracdo é considerada como deterministica e a energia
de fraturamento como varidvel aleatoria. Na segunda a energia de fraturamento é considerada
como deterministica e a resisténcia a tracdo como aleatoria. Em todos os casos as variaveis

tratadas como aleatorias possuem coeficiente de variacdo de 20 %.

Caso 1: f, deterministico e G, aleatério (COV =20%)

Na Figura 88, é apresentado os resultados das simula¢es de Monte Carlo para o caso 1.
Apesar da inser¢do da aleatoriedade presente da energia de fraturamento, as curvas aleatorias
apresentam um comportamento semelhante ao resultado deterministico, com uma leve alteracédo
na direcdo de propagacdo para algumas curvas. E importante mencionar o erro do modelo
numérico, o qual naturalmente influencia a propagacdo da fissura, sendo esta dependente da
localizag&o dos pontos internos.

Figura 88. Resultado para 300 simulac@es de Monte Carlo simples para caso 1
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Caso 2: f, aleatdrio (COV =20%) e G, deterministico

Na Figura 89, é apresentado os resultados das simulacdes de Monte Carlo para o caso 2. E
notavel que a introducdo da resisténcia a tracdo como variavel aleatoria na analise, ocasionou
uma perturbacdo na direcdo de propagacao das curvas aleatdrias, tendo algumas, apresentado
direcdo muito diferente do resultado deterministico. Isso é consistente, uma vez que a direcdo de
propagacdo leva em consideragdo um critério baseado em tensdes. E ainda importante
mencionar, que para todos os casos analisados, as curvas aleatorias apenas apresentaram um
nivel consideravel de dispersao, a partir de um determinado comprimento de fissura (x = 0,38, y
=0,1). Isso é razodvel, uma vez que, no inicio da propagacdo, o sélido apresenta comportamento
aproximadamente linear. Desta forma, os parametros de fraturamento ainda ndo apresentam

grande influéncia sobre o comportamento da estrutura.

Figura 89. Resultado para 300 simulacdes de Monte Carlo simples para caso 2
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No que diz respeito ao custo computacional de uma chamada do modelo mecanico, o OT
levou 61,95 s, jao OC 168,42 s.
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7 CONSIDERACOES FINAIS

7.1 Conclusdes

Este trabalho teve como objetivos a utilizacdo de formulagdes ndo lineares do MEC em
problemas de fratura e também na consideracdo de incertezas presentes no processo de
propagacdo de fissuras. Os dois temas sdo considerados relevantes no meio cientifico e de grande
importancia para o campo da engenharia de estruturas. Na abordagem deterministica, foi
considerada a formulacdo néo linear do MEC baseada na introducdo de um campo de tensées
iniciais, com a degeneracdo do termo de dominio presente na representacdo integral e
aparecimento da variavel dipolo, responsavel por corrigir o comportamento elastico do material.
Essa formulacdo mostra-se eficiente na abordagem de problemas da mecanica da fratura coesiva,
uma vez que o uso de dipolos permite a representacdo das fissuras apenas introduzindo
elementos unidimensionais ao longo do crescimento das mesmas. Além disso, a correcdo das
respostas provenientes do modelo eléstico é efetuada com maior economia de tempo
computacional, uma vez que as matrizes envolvidas na discretizacdo do contorno permanecem as
mesmas durante toda a analise. Sendo apenas necessario, a adicdo de componentes relativas aos
pontos internos, a medida que as fissuras séo definidas.

Foram utilizados dois operadores para resolucéo do sistema nao linear: OC e OT. O primeiro
carrega a consideracdo da rigidez elastica da estrutura, ja o segundo, considera a rigidez tangente
a reposta estrutural ndo linear. Na abordagem Probabilistica, apenas o OT ¢é utilizado por
apresentar melhores taxas de convergéncia.

Diante do que foi exposto, a formulacdo nédo linear implementada foi aplicada em um total de
seis exemplos numéricos com solucdo analitica ou resultados experimentais e numéricos
encontrados na literatura. Diante de poucos estudos encontrados no ambito da mecanica da
fratura coesiva considerando-se a formulacéo de dipolos, atencdo especial foi dada na abordagem
deterministica, com exemplos ainda ndo explorados por meio dessa formulagdo. Dentre esses
exemplos, podem ser citados os com multipla propagacéo de fissuras. Em geral, a robustez e
eficiéncia do método podem ser comprovadas diante das analises realizadas neste trabalho. Além
disso, essa formulagdo mostrou ser uma poderosa alternativa a outros métodos mais explorados
na literatura, destacando-se a boa aproximacdo da carga de ruptura para todos os exemplos

analisados.
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Com relacdo as comparacdes de eficiéncia entre os operadores ndo lineares, pode-se notar
uma boa economia no numero de iteracGes ao adotar o OT em detrimento do OC. Em alguns
exemplos, essa economia chegou a ser de 83 % comparando-se com o OC. No entanto, devem
ser levados em consideracdo alguns aspectos computacionais que influenciam tal analise. Um
exemplo ¢é a forma como as matrizes que carregam a presenca da fissura sdo montadas. No OC, a
matriz S, permanece constante ao longo de todo o processo iterativo. J& no OT, é necessario
incorporar as propriedades de degradacdo mecanico-material existentes, 0 que gera a matriz do
operador tangente. Essas modificacfes sdo feitas localmente, com a utilizacdo das proprias sub-
matrizes de S obtidas para cada no da fissura. Além disso, alguns parametros iniciais da analise,
como numero de incrementos, tolerdncia para convergéncia durante o processo iterativo e
comprimento da fissura, influenciam o nimero de iteragcdes durante o processo iterativo. Por fim,
foi também observado que o tipo de aplicacdo a ser analisada também influenciou esse tipo de
analise. Para problemas em que houve grande perda de rigidez do material, foi observada uma
maior discrepancia nos resultados do OT em comparacdo ao OC. Isso pode ser justificado pelo
fato de que a incorporacdo da degradacdo mecanico-material pode ter afetado o condicionamento
de alguns componentes do sistema ndo linear, podendo ter levado a uma perda de estabilidade do
algoritmo. Em sintese, em problemas com Modo | de solicitacdo, o OT obteve uma reducéo
maior de iteracdes em detrimento do OC para resultados numéricos semelhantes.

No que diz respeito a andlise baseada em confiabilidade, foi realizada a implementagdo de
uma ferramenta numérica para investigacdo dos efeitos da aleatoriedade dos materiais e/ou
carregamentos no contexto da elasticidade linear e ndo linear por meio do acoplamento entre
modelos mecénicos e de confiabilidade estrutural. No contexto ndo linear, a analise de
propagacdo de fissuras considerando aleatoriedade dos parametros de fraturamento para
problemas da mecanica da fratura coesiva é apresentado. O processo de propagacéo de fissuras €
investigado por meio do acoplamento entre modelos de confiabilidade e o modelo do MEC
baseado em um campo de tensOes iniciais para a caracterizacdo da descontinuidade (fissura). A
modelagem computacional consistiu basicamente em duas etapas, a primeira com a estimativa,
via simulacdo, de valores randdmicos de parametros de performance, e em um segundo
momento, a analise da influéncia da aleatoriedade desses pardmetros no comportamento
estrutural das aplicagfes em estudo. Com relagcdo aos modelos de confiabilidade testados, o
acoplamento direto com o algoritmo HLRF-FORM foi utilizado para avaliacdo de fatores de
importancia bem como probabilidade de falha. Além disso, a técnica de Amostragem por
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Hipercubo Latino foi também empregada, com o Unico intuito de reduzir o nUmero de chamadas
do modelo mecénico durante a etapa probabilistica.

O acoplamento da formulagéo de dipolos com algoritmos da confiabilidade na consideracéo
de incertezas presentes do processo de propagagdo mostra-se ser uma interessante escolha. Uma
vez que, a versatilidade na representacdo do fraturamento em sdélidos, ndo necessidade de
introducdo de novas linhas e colunas nas matrizes envolvidas na etapa elastica do MEC e
representacdo da ZPI com apenas trés equacOes algébricas por ponto fonte, se configuram em
vantagem neste tipo acoplamento. Tendo em vista que, as rotinas de confiabilidade acarretam em
um aumento do custo computacional por necessitarem de mdltiplas chamadas do modelo
mecanico para obtencdo dos resultados requeridos.

De modo geral, trés exemplos foram apresentados com o intuido de validar o acoplamento da
formulacdo do MEC com algoritmos da confiabilidade. O primeiro exemplo teve unicamente o
objetivo de validar as rotinas propostas com um exemplo com concentracao de tensées. Para isto,
0 acoplamento direto via HLRF-FORM foi confrontado com respostas obtidas pelo Método de
Monte Carlo por Amostragem simples. Em seguida, foi feita a analise de uma viga sob flexdo em
trés pontos (Modo 1) com a consideracdo de incertezas presentes nos parametros de
fraturamento. A primeira etapa consistiu da caracterizacdo da carga de ruptura por meio de um
processo simulativo. Foi utilizado dois tipos de amostragem, simples e por Hipercubo Latino. A
ultima conseguiu boa taxa de convergéncia em um ndmero menor de simulacdes. A segunda
etapa consistiu de uma analise da influéncia dos parametros de fraturamento, e para isto, foi feito
um levantamento estatistico ao longo da curva Forca versus deslocamento. De modo geral, a
resisténcia a tracdo apresentou maior influéncia no trecho ascendente. J4 a energia de
fraturamento, no trecho descendente. Isso se verifica pela importancia da energia de
fraturamento no processo de propagacdo da fissura. Uma vez que, esta é diretamente responsavel
pela acdo das forgas coesivas ao longo do crescimento da fissura ficticia.

Diante do exposto acima, acredita-se que 0s todos 0s objetivos foram atingidos no presente
trabalho. Desta forma, é possivel sugerir algumas possibilidades de investigacdes futuras.
Destaca-se ainda, que o desenvolvimento deste estudo contribuiu para a formacao académica do
autor, ressaltando-se o processo evolutivo de aprendizado vivenciado desde o inicio dos estudos
sobre a formulacdo do MEC linear, com o0 avan¢o em um tema mais especifico voltado para o

campo da ndo linearidade fisica, e a inser¢do de temas da confiabilidade.
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7.2 Sugestoes para pesquisas futuras

Uma das caracteristicas do MEC diz respeito a representacdo adequada de problemas com
gradientes altos (tensdes ou deformacdes), como em problemas da mecénica da fratura, onde ha
pontos com alta concentracdo de tens@es. A formulacao de dipolos é particularmente interessante
devido a sua versatilidade e eficiéncia na analise desses tipos de problemas. No entanto, é
possivel sugerir algumas melhorias a serem feitas, de modo a garantir maior robustez ao método.

Apesar de bons resultados encontrados, a implementacdo desenvolvida ndo trouxe bons
resultados na representacdo de situacGes que apresentassem o snap back. Logo, é de grande
interesse a implementacédo de alternativas. A primeira, deve-se ao uso do arc length para solucéo
desses problemas em destaque como algoritmo complementar. Outra alternativa, proposta por
Venturini (1995), é o rearranjo do sistema de equa¢des ndo linear de modo a garantir outra
variavel guia que ndo seja o deslocamento. Uma alternativa é utilizar a abertura de fissura como

nova variavel guia.

A utilizacdo de técnicas de computacdo paralela (HPC) e algoritmos mais eficientes de
integracdo, como exemplo, o proposto por Telles (1987), podem ser de grande interesse. Uma
vez que a avaliacdo numérica das equacdes integrais do MEC exige um elevado custo

computacional pela existéncia de nucleos singulares.

Essa formulacdo baseada em dipolos pode ser utilizada em problemas da MFEL, desde que
seja imposta uma lei conveniente para representacdo do comportamento das tensdes atuantes na
zona de processo (OLIVEIRA, 2013).

Podem ser utilizadas aproximacgdes de alta ordem para discretizacdo das fissuras ficticias,
utilizando-se elementos descontinuos de ordem superior. Tal abordagem caracteriza-se por
apresentar maior versatilidade na representacdo de pontos com altos gradientes de tensdo, como

no caso de problemas da mecanica da fratura (KZAM, 2009).

Também é possivel, a extensdo dessa formulagdo para materiais anisotropicos em estruturas
compostas planas. Semelhante abordagem pode ser encontrada em Cordeiro (2016), este tendo
utilizado a formulacdo dual do MEC em meios anisotropicos, partindo-se da solucdo

fundamental de Cruse e Swedlow.
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E também sugerida a expansdo da formulagdo 2D aqui implementada para o caso
tridimensional. Desta forma, deve-se mencionar o trabalho de Barbirato (1999). Tendo este,
sido o percursor na andlise de solidos fraturados utilizando-se a formulacéo tridimensional do
MEC baseado em dipolos e aplicado a problemas dindmicos. Sugere-se também, a utilizacdo
dessa formulacéo tridimensional em problemas diversos da engenharia, como em meios ndo
homogéneos e reforcados. Para isto, um acoplamento MEC-MEC pode ser realizado em
conjuntos com as técnicas ndo lineares propostas. Além disso, pode-se também estender essas
formulacdes para a abordagem isogeométrica, de forma a melhorar as aproximacdes sobre a

geometria e as grandezas de contorno.

Por fim, pode-se estender essa formulacdo para problemas no campo da fadiga dos
materiais, com a possibilidade de representacdo mecanica de problemas de fadiga coesiva. Com

destaque para propagacao de fissuras neste regime.

No que diz respeito a analise probabilistica, as sugestdes sdo ainda maiores. Tendo em vista
que este trabalho representa apenas uma introducdo a esse campo de estudos. Desta forma, o
acoplamento proposto mostra-se como uma poderosa ferramenta, ainda possivel de ser
expandida, para determinagdo de solugGes com base nas incertezas envolvidas, resultando

assim, em respostas mais realistas.

Mecanismos de falhas em materiais estdo intrinsicamente ligados com a néo
homogeneidade e aleatoriedade de parametros da analise. A utilizacdo de dados médios para
representacdo da heterogeneidade dos materiais pode resultar na predicao de trajetorias irreais e
ndo confiaveis. Com isso, sugere-se a consideracdo da heterogeneidade dos materiais em
modelos coesivos. Tomando-se como base, a utilizacdo de campos aleatérios para
representacdo da ndo homogeneidade em parametros de fraturamento na analise da propagacao
das fissuras. Esse estudo se insere na confiabilidade estocéastica, uma vez que os parametros de

fraturamento tém suas propriedades modificadas espacialmente.

Nesse contexto, em modelos de propagacdo de fissuras envolvendo o processo de
remeshing, um critério importante fundamenta-se na determinacéo da direcéo de propagacéao da
fissura. Desta forma, a consideracdo da heterogeneidade dos parametros de fraturamento pode
resultar na necessidade de desenvolvimento de um novo critério para determinacdo da direcdo

de crescimento das fissuras, tomando-se como base, ndo apenas o estado de tensdo na ponta da
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fissura, mas também, a ndo homogeneidade da resisténcia a tracao. Isso justifica-se pelo fato de
que a fissura tende a propagar em regides mais frageis, onde a resisténcia a tracdo é baixa,
como vazios e interfaces fracas. Por isso, a heterogeneidade da resisténcia a tragdo juntamente
com o estado de tensdes na ponta da fissura devem ser considerados em conjunto para
determinacéo da direcdo de propagacdo de fissuras. Alguns estudos em proximidade com esse
campo de trabalho podem ser citados, Bruggi et al. (2007), Yang e Xu (2008) e Yang et al.
(2009). No entanto, em contraste a esses trabalhos, € proposto a utilizacdo da formula¢do ndo
linear do MEC baseado em dipolos em conjunto com o modelo de confiabilidade exposto.

Um possivel estudo refere-se a quantificacdo de parametros da fratura coesiva por meio do
acoplamento com a formulacdo nédo linear do MEC e modelos estatisticos. Um exemplo é a
utilizacdo do modelo Bayesiano para quantificar esses parametros levando-se em consideracao
as incertezas observadas em dados experimentais. O procedimento estocastico permite o uso de
diferentes leis de amolecimento para a identificacdo da lei que apresenta melhor concordancia
com respostas numéricas e experimentais. Simular estudo foi realizado em Cordeiro e Leonel
(2017), com a utilizacdo da formulacdo dual do MEC acoplado ao modelo Bayesiano para

quantificacdo desses parametros.

Outra sugestdo ¢ a analise probabilistica de propagacdo de fissuras em aplicacdes de fadiga
coesiva. A utilizacdo de modelos de fadiga coesiva é ainda pouco explorada na literatura,

especialmente empregando-se a formulagao nédo linear do MEC.

Um possivel estudo futuro refere-se a utilizacdo do acoplamento proposto juntamente com
modelos de otimizacdo, para determinacdo de dimensdes de dado elemento estrutural ou
intervalos para procedimentos de manutencdo e inspecdo, 0s quais levem ao minimo custo e

gue atendam a um indice alvo de confiabilidade.

A consideracdo de outros tipos de incertezas na analise de sélidos fraturados pode
influenciar a capacidade de convergéncia de métodos de transformacdo. Um possivel exemplo
pode ser encontrado na consideracdo da aleatoriedade da posicdo do entalhe e/ou condicdes de
contorno. As técnicas de simulacdo se mostram mais adequadas na solucdo de problemas
fortemente ndo lineares, embora o0 custo computacional possa ser uma limitagdo. Por isso,
podem ser utilizadas técnicas por amostragem inteligente, além da amostragem por Hipercubo

Latino utilizada neste trabalho. Como exemplo, a amostragem por importancia utilizando
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pontos de projeto e utilizando Hipercubo Latino.

Por fim, a estratégia aqui implementada pode ser empregada na analise de problemas
diversos da engenharia, tais como o0s propostos para 0 modelo deterministico. Uma possivel
sugestdo € a analise mecano-probabilistica de materiais fissurados em sistemas estruturais nao-

homogéneos.
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ANEXO A - Fundamentos da Teoria da Elasticidade

Neste Apéndice serd apresentada uma breve explanagdo a cerca de consideracdes essenciais
para o desenvolvimento do modelo numérico. Os conceitos e dedugdes podem ser encontrados

no livro Timoshenko e Goodier (1980).

A.1 Equacdo de equilibrio
Inicialmente é requerida a definicdo da equacédo de equilibrio que representa a forma forte do
problema de valor de contorno (PVC), e para isto, sabendo-se que I', I, sdo porcbes

complementares de I, é suposto que um determinado corpo em equilibrio estatico esta sujeito as

seguintes condi¢Ges de contorno:

1) Condigbes de contorno essenciais, conhecidas como condi¢ao de Dirichlet: u, =u, em I';

2) CondigGes de contorno naturais, ou condi¢do de Neumann: p; =o;n; = E em I,

as condigdes acima implicam que a equacdo de equilibrio a ser satisfeita seja:

Oy th;=0emQ
(A.la,b)
P =0o;5M;
A equacdo (A.la,b), escrita em termos indiciais, representa o equilibrio do sélido a partir de

um conjunto de trés equacdes diferenciais a serem atendidas, na qual ; ou o sdo tensdes
internas, o vetor b; representa as forcas de volume atuantes e p; sdo forgas externas por unidade

de superficie.

A.2. Equacdo de Compatibilidade

Caso a posicao relativa de todos os pontos permaneca inalterada, 0 movimento de corpo
rigido acontece, e de forma geral, pode-se definir o tensor de deformacdes a partir das derivadas

dos deslocamentos.

£ (@) =3 (U @)+, (@) +U, ) (A2)

considerando pequenas deformacdes, despreza-se a derivada de ordem superior, logo
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6 (@) =5 Uy, (@) U, (@) (A3

A.3. Relacbes Constitutivas

Considerando a isotropia do material, a simetria dos tensores de 22 ordem e o principio de
conservacao de energia, pode-se escrever a lei constitutiva a partir de dois parametros, Mddulo
de Elasticidade (E) e Poisson (V).

04y () =70 1 (@) + 2G5, (0) (A4)
O campo de deformaces pode ser expresso como:
€y (a)= % (ij (a) _ﬁ Gii (q)skj) (A.5)

sendo G o mddulo de elasticidade transversal, G=E/2(1+v). O tensor 3§, definido como

delta de Kronnecker, e escrito como:

1k=j
S =lo | (A

Aplicando-se a equacdo (A.3) em (A.4), pode-se representar as tensdes em funcdo dos
deslocamentos,

ZGV

64 (Q) =15, 84U (@) +Clu ; (@) +u;, (A)] (A7)

substituindo-se a equacao (A.7) em (A.la,b), o equilibrio em termos de deslocamentos, definido
como equacdo de Navier, é encontrado,

1

U (@) + 5, () + 22

(A.8)

A modelagem tridimensional de estruturas muitas vezes requer um alto custo computacional,
em sua maioria pela alta discretizagdo imposta, que se utiliza de elementos tridimensionais no
Método dos Elementos Finitos e elementos bidimensionais no Método dos Elementos de
Contorno. Problemas bidimensionais séo comumente utilizados objetivando-se simplificar de
confiavel maneira um problema que, caso avaliado em seu completo dominio, apresentaria alto
custo computacional. Tal simplificagéo é classificada em dois tipos, estado plano de deformacéo
(EPD) e estado plano de tenséo (EPT).
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A formulacdo para estado plano de tensdo (EPT) pode ser derivada a partir do EPD,

redefinindo a constante elastica de Poisson,

1+v
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ANEXO B - Integracdo numérica e quadratura de Gauss-Legendre

No caso especifico em que o elemento de integragdo ndo apresenta singularidade, um
artificio possivel de se utilizar consiste na integracdo numérica através da quadratura de Gauss-
Legendre. De forma geral, a integracdo numérica pode ser empregada no calculo de integrais

que apresentam a forma seguinte:
b
[F(dx (B.1)

Utiliza-se o artificio de integracdo numerica quando a funcdo analisada apresenta certa
dificuldade em ser integrada analiticamente. Basicamente a ideia principal consiste no
mapeamento da coordenada global do problema para a local.

A Quadratura de Gauss-Legendre é uma das mais utilizadas para o céalculo numérico de
integrais e consiste em aproximar uma dada integral, em um espaco adimensional definido em -1
a 1, para uma integral de um polindmio de interpolagdo da funcdo nesse trecho normalizado. De
forma geral, pode-se definir a formula de integracdo de Gauss-Legendre atraveés de:

b 1 npg
fF(x)dx:fF(x(g))|J|d§d§:ZF(&)L]L w, (B.2)
a -1 i=1
onde,
&, sdo os pontos-base;
w; séo os fatores de ponderacéo;

|j|i Jacobiano de transformacao das coordenadas, avaliado no i-ésimo ponto de Gauss.

npg NUmero de pontos de Gauss

Modelos Probabilisticos para Analise de Propagacao de Fissuras em meios Luis Philipe R. Almeida
coesivos via MEC



169

ANEXO C - Procedimento de Sub-Elementagéo

No caso em que o ponto de colocacdo estiver relativamente proximo ao elemento a ser
integrado (r — 0), a integral torna-se quase singular com a possivel conducdo a resultados ruins.
Para melhorar os resultados obtidos através da integragdo numérica quando os pontos fontes
estiverem muito proximos aos elementos de contorno, a utilizacdo de técnicas que melhorem os
resultados dessas integracdes pode ser utilizadas. Um artificio possivel de utilizar refere-se a
divisdo do elemento de integragdo em sub-elementos menores (Figura 90) com a posterior
aplicacdo da quadratura de Gauss-Legendre em cada sub-elemento.

Figura 90 Processo de sub-elementacéo.

§=-1 ¢=a,  &=b, £=1
1

n=-1 n=1
Fonte: autor (2019).

Normalizando-se a coordenada ao longo do sub-elemento, e considerando que o Jacobiano
J =L/2(caso linear), pode-se escrever:

nsub

SFOPLw =] [FOo=55 o8 [ 1[50 A% ar

(C.1)

onde nsub é o nimero de sub-elementos e (b, —a,)/2 o jacobiano de cada sub-elemento (caso

linear). Caso sejam utilizados elementos com padronizado comprimento:

a=—1+—2_(i-1)

| ”;“b (C.2)
D=3+ b
A equacéo (C.1) torna-se,
L 1 | nsub npg
=|f = f C.3
> j ()8 =g et 202 f W, (C3)
sendo npg 0 numero de pontos de Gauss,
1 .
=——(n +2i—-1-nsub ox
aki nSUb ( k + ) ( )
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onde n, € a coordenada do k-ésimo ponto de Gauss.
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