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RESUMO

Simetrias sao amplamente encontradas na natureza, mas nao se tém muitos trabalhos escri-
tos sobre suas propriedades e aplicacoes. No tocante ao ensino, os livros didaticos, mais es-
pecificamente os de Matematica, tratam-na superficialmente. Na pratica pedagdgica entao,
raramente se encontra material com abordagens profundas sobre simetrias e aplicacoes no
ensino. Apesar de se observar que os livros didaticos, usados nos ensinos fundamental e
médio, abordam as simetrias com uma frequéncia bem maior nesses ultimos quatro anos,
nao se observa uma aplicacao mais intrinseca em determinados topicos do ensino da Ma-
tematica ou Geometria. A maioria dos livros didaticos restringe-se as simetrias axiais,
translacionais e rotacionais aplicadas a figuras geométricas e, raras as vezes, fazem um pa-
ralelo a algum tema interdisciplinar, como por exemplo, mostrar que a maioria dos seres
vivos apresenta simetria bilateral. Porém, de um modo geral, nao fazem um estudo analitico
das simetrias. Um dos livros mais importantes sobre simetrias foi escrito pelo fisico alemao
Kepler, na tentativa de explicar as simetrias do objeto simétrico mais cobicado na época:
o floco de neve de seis pontas. Nesta dissertacao, descrevemos um trabalho que vem sendo
realizado ha mais de dez anos em salas de aula de escolas publicas e particulares e que tem
surtido efeitos positivos no que diz respeito ao ensino da Matematica. Iniciamos com uma
abordagem sobre a educagao matematica, as formas como as simetrias se apresentam na
natureza, na arquitetura e nas artes plasticas. A importancia das simetrias para o mundo
fisico classico, relativistico e quantico. Em seguida, apresentamos um programa de ensino
que leva em consideracao uma sequéncia logico-dedutiva do ensino da Matematica, partindo
das resolugoes de problemas cujas solugoes levam a necessidade de resolugoes de equagoes de
primeiro e segundo grau, e sistemas de equacoes. As equacoes de primeiro grau sao resolvi-
das utilizando simetria axial onde levamos em consideracao que o sinal de igualdade é o eixo
de simetria que mantém o equilibrio. Equacoes do segundo grau sao resolvidas pelo método
de completar quadrados que mantém inalterada a simetria axial da equacao, evitando as-
sim a utilizacao da formula de Bhéaskara. Os sistemas de equacao sao resolvidos utilizando
o principio da simetria translacional, onde isolamos a mesma incégnita nas duas ou mais
equacoes do sistema. Este trabalho culmina com um estudo analitico do comportamento
das fungoes lineares, quadraticas, exponenciais, logaritmicas e trigonométricas, diante das
aplicagoes de operagoes das simetrias. Sao realizadas reflexdes das curvas (simétricas axiais)
que representam as funcoes em relacao aos eixos das abcissas e ordenadas, também como
em relacao a uma reta qualquer e até mesmo a reta bissetriz dos quadrantes impares do
plano cartesiano ortogonal, obtendo assim, as respectivas funcoes inversas; além disso, ana-
lisamos também a simetria rotacional de cada curva que representa as funcoes em relagao a
origem do plano cartesiano ortogonal. Da experiéncia de ensino, notamos que os discentes
tiveram uma abertura maior para o trabalho interdisciplinar e, através desse mecanismo de
ensino, desenvolveram maior capacidade de percepcao geométrica e algébrica, bem como
maior entusiasmo em relacao ao estudo das outras ciéncias.

Palavras-chave: Simetrias. Ensino. Equacoes. Funcoes.



ABSTRACT

Symmetries are widely found in nature, but do not have many written works on their
properties and applications. In regard to school textbooks, more specifically those that deal
with mathematics, treat them superficially. In the pedagogical practice textbooks with a
deep approach to symmetries and their applications are rarely found. While reading those
textbooks used in primary education and secondary education we have found symmetries
applied frequently in the past four years, but the same does not happen with respect to a
more intrinsic application in particular topics in the teaching of mathematics or geometry.
Most textbooks are restricted to axial, translational and rotational symmetries applied to
geometric figures, and seldom make a parallel to any interdisciplinary aspect, for example,
to show that the majority of living beings exhibit bilateral symmetry. However, in the
general sense, they do not make an analytical study of symmetries. One of the most impor-
tant work on symmetries was written by the German physicist Kepler while attempting to
explain the symmetries of the most coveted symmetrical object at that time: snowflake
of six points. In this dissertation, we describe a work that has been done over ten years
in public and private schools, and that has had positive results on mathematics teaching.
We begin with an approach to mathematical education, the ways in which symmetries arise
in nature, in architecture, and visual arts. The importance of symmetries for the classical,
relativistic and quantum physics. Then, we present an educational program which takes
into consideration one logical-deductive sequence of teaching of mathematics whose scope
is the resolution of problems whose solutions need the resolution of equations of first and
second degrees, as well as systems of equations. The first-degree equations are solved using
axial symmetry in which we consider the equal sign is the axis of symmetry that keeps the
balance of equation. Second-degree equations are solved by the method of complete on squa-
res keeping unchanged the axial symmetry of the equation, thus avoiding the use of formula
of Bhéaskara. Systems of equations are solved using the principle of translational symmetry,
where one isolates the same term unknown in two or more equations of the system. This
work culminates with an analytical study of the behavior of linear, quadratic, exponen-
tial, logarithmic, and trigonometric functions, considering applications of the operations of
symmetry. The curve reflections are held (axially symmetrical) representing the functions
in relation to the coordinate axes, as well as compared to any straight line and even to
the bisectrix of the odd quadrants of the orthogonal Cartesian plane, obtaining their seve-
ral inverse functions; furthermore, we also analyzed the rotational symmetry of each curve
representing the functions relative to the origin of the orthogonal Cartesian plane. From
our teaching experience, we have noticed that students have had a great openness to inter-
disciplinary works and through this learning mechanism have developed a great ability to
algebraic and geometric perception and a greater enthusiasm for the study of other sciences.

Keywords: Symmetries. Teaching. Equations. Functions.
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INTRODUCAO

Desde os primérdios da humanidade, o homem vem observando a regularidade que
as simetrias apresentam. Inicialmente, com as simetrias que foram observadas na natureza
visivel aos olhos, como é o caso das borboletas, dos animais, de algumas plantas e do préprio
ser humano. Depois, a humanidade comeca a fabricar simetrias através das contrucoes ar-
quitetonicas (como é o caso das piramides no Egito, das igrejas, templos, castelos medievais
etc.), das obras de arte, dos veiculos e aeronaves. Por fim, tenta compreender a origem
de tanta simetria no microcosmo (como é o caso das particulas e subparticulas atomicas,
a formagao do DNA etc.) e, no macrocosmo (como é o caso do movimento dos planetas,
formagao das galdxias, as teorias que explicam a expancao do universo etc.). Com isso, a hu-
manidade descobre que as leis que regem a natureza sao invariantes, ou seja, stmétricas.
Emmy Noether descreve as invariancias da natureza associando-as a um dos tipos de si-
metrias, mas cabe a Albert Einstein aplicd-las (mesmo antes de Noether) em suas teorias
revoluciondrias, no ano de 1905, o que lhe rende um pouco mais tarde o prémio Nobel.

As simetrias sao tao comuns, simples e presentes nas nossas vidas que muitas ve-
zes passam extremamente despercebidas. As simetrias estao presentes na singularidade da
beleza, utilidade e funcionalidade dos objetos ou seres do nosso cotidiano. O estudo das
simetrias em sala de aula, na maioria das vezes, esta restrito ao tracado do eixo simétrico
em algumas figuras geométricas bidimensionais ou tridimensionais. E necessério expandir
essa dimensao das simetrias no ensino, fazer com que as simetrias facam parte do nosso
cotidiano como um todo, inclusive no ensino. Utilizé-las na pratica pedagogica pode facili-
tar, e muito, o trabalho dos docentes e a assimilacao dos contetdos pelos discentes, pois as
simetrias tém um algo a mais, que nos atrai, mesmo que inconscientemente.

Fazer com que os discentes adquiram determinados tipos de conhecimentos, tem
sido tarefa ardua para docentes, pricipalmente na educacao de base das escolas publicas,
pois quando se tem bons docentes em atividade, surgem os problemas sociais e até mesmo
a falta de interesse dos discentes, devido a um mecanismo de politicas publicas criado para
aprovacao, ou como mais se costuma ouvir, para a busca de indices de aprovacao.

Com este trabalho, pretendemos investigar como, utilizando uma prética pedagogica
diferenciada, com base nas simetrias voltadas para o ensino da Matematica, os discentes se
superam com relacao a um obstaculo de aprendizagem, a fim de obterem uma capacidade
de compreensao para determinadas disciplinas.

Através das simetrias e de uma atividade interdisciplinar, foram direcionadas au-
las de Matematica para discentes em fases escolares diferentes, observando-se a capacidade
de aprendizagem e de assimilacao desses conceitos e de suas aplicagoes em relacao a Ma-
tematica. Foi seguido uma espécie de programa légico-dedutivo que vai desde o ensino
equacoes de primeiro e segundo graus, incluindo os sistemas de equagoes, até o ensino das
fungoes, incluindo as fungoes circulares. Entretanto, antes de seguir o programa, fazemos
uma espécie de viagem que passa pela educacao e o ensino, as simetrias existentes e aplicadas,
as teorias revolucionarias baseadas nas simetrias, as dificuldades encontradas na tentativa
de definir as simetrias, os tipos de simetrias, as formas modulares, por uma tentativa de
entender por que as simetrias nos chamam tanta atencao, as aplicacoes na arquitetura e
nas artes plasticas, as quebras das simetrias e as propriedades basicas da Matemaética e
da Geometria necessarias para as aplicacoes das simetrias voltadas para o ensino médio.
Para isso, foi impossivel nao fazer uso de citagoes sobre temas voltados a Fisica, incluindo
a mecanica quantica e as teorias da relatividade.
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O universo artistico foi o que mais se utilizou do uso das simetrias visuais e de
suas propriedades intrinsecas em obras de arte que se perpetuam por sua singularidade e
beleza. Um dos artistas que mais aproveitou as simetrias na estruturacao de seus trabalhos
foi Maurits Cornelis Escher, grande admirador da perfeicao da natureza e que se interessava
tanto pelo mundo microscopico quanto pelo mundo macroscopico. Seus trabalhos nao ex-
punham apenas mosaicos e figuras geométricas, mas um campo grandioso em que a Fisica,
e principalmente a Matematica, se manifestam.

Este trabalho também faz uma relevancia a questao da educacao na realidade
socioeducacional do nosso pafis, trilhando caminhos para a compreensao da Educagao Ma-
tematica, discutindo sua importancia e métodos de ensino assim como a necessidade dos
conhecimentos da Geometria e dando énfase as simetrias e suas aplicacoes, através de um
modelo didatico-pedagoégico para um trabalho interdisciplinar.

Supode-se, entao, que, se um aluno aprende e assimila conceito e definicoes das si-
metrias e suas aplicagoes, tera maior facilidade para interpretar e assimilar outros conteidos
e até mesmo outras disciplinas que necessitem do auxilio interdisciplinar das simetrias, uma
das quais, podemos citar aqui, é a Fisica, que, quer queira ou nao, caminha lado a lado,
com a Matematica. Enquanto a Fisica tenta explicar e justificar os fenomenos da natureza,
a Matematica tenta equacionar e descrever, de um modo preciso e consistente, as leis que a
regem.

Portanto, é muito importante, no ensino das simetrias, nao se limitar somente a
desenvolver conceitos, definigoes ou meras aplicacoes como o tracado de eixos, mas que se
busque contextualiza-los, em campos de aplicagoes cada vez mais amplos, relacionando-os,
se possivel, com outras disciplinas e interligando-os a vida real, ao mundo natural, seja ele
classico, relativistico ou quantico.
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1. ENSINO, EDUCACAO E A EDUCACAO MATEMATICA NO
CONTEXTO SOCIAL BRASILEIRO

Facamos aqui uma breve reflexao sobre o ensino de Matematica na nossa realidade
sociocultural. O ensino tem sido uma tarefa ardua para muitos profissionais da educagao
brasileira, sobretudo o ensino da Matematica. Além das dificuldades sécioeconomicas e cul-
turais ja existentes, ha também as visoes deturpadas desta disciplina que foram adquiridas,
pelos discentes, desde os primeiros contatos com a Matematica. Visoes essas, que foram
repassadas muitas vezes por docentes que ensinaram, mas nao tinham a menor afinidade
com esta disciplina. Muitos desses docentes tiveram uma formacao apenas em nivel médio,
do tipo profissionalizante, e estao em sala de aula lecionando, muitas vezes, disciplinas das
quais nao tém o minimo necesséario de dominio e/ou até mesmo com as quais nao tém afini-
dade. Além disso, é muito comum ainda nos dias atuais, principalmente em escolas publicas,
a existéncia de profissionais de outras areas do conhecimento que se encontram lecionando
a disciplina Matematica, muitas vezes pelo simples fato de que é necessario complementar a
carga horaria do profissional ou até mesmo pela auséncia e indisponibilidade de profissionais
de Ciéncias Exatas, mais especificamente de Matematica.

Outra dificuldade muito grande encontrada pelos profissionais de Matematica sao
os livros didaticos: principais eixos norteadores de professores e alunos na relagao ensino-
aprendizagem. Trataremos aqui dos livros de Matematica atuais, cujos autores, numa ten-
tativa de seguir os PCNs para obterem aprovacao de uma equipe avaliadora da ‘qualidade’
do livro didatico do MEC, sofreram uma grande modificagdo no tocante a abordagem dos
conteudos, pois, muitas vezes, deixam de se aprofundarem em teoremas e demonstracoes
que fundamentam as bases do ensino de Matematica e formam os pilares de sustentacao da
disciplina, passando a fazer uma abordagem superficial com a tunica finalidade de aplicar
o conteudo em uma situacao ludico-didatica, preferencialmete cotidiana. A modificagao
sofrida nesses livros é grande. Ao manusear, por exemplo, um livro de Matematica da 3*
série do 2° grau (atualmente 3* série do nivel médio), de lezzi (1974), mais conhecido como
“sete autores”, observa-se que nos conteudos abordados no ultimo volume tem-se acesso
a abordagens precisas de limites, derivadas, regras de derivacao e estudo da variacao das
fungoes. Atualmente nao se veem mais esses conteudos nos livros de Matematica do ensino
médio.

A experiéncia mostra que a maior parte dos alunos sabe lidar bem com proble-
mas matematicos cotidianos e que o grande problema do ensino esta justamente na base
dos conceitos formais dos componentes matematicos. Encontra-se, por exemplo, nos livros,
quando se ensina subtracao entre ntimeros naturais, que a operacao de subtragao deve ser
feita subtraindo o menor nimero do maior, como se o contrario nao fosse possivel e o pro-
fessor desatento esquece-se de mostrar que ha essa possibilidade, mas no momento se esta
trabalhando com ntumeros estritamente naturais. A falta dessa observacgao cria obstaculos
de aprendizagem no discente quando o mesmo comega a operar com numeros inteiros, pois
ele acredita que nao pode subtrair um nimero maior de um nimero menor. Observemos
um fato interessante, por exemplo: quando se aborda sobre a resolucao de equacgoes do se-
gundo grau, alguns livros (principalmente os de nivel fundamental) admitem que a equacao
2?2 = —1 nao tem solucdo. Imaginemos um discente que vai desde o nono ano do ensino
fundamental acreditando que aquela equagao nao tem solugao e ao chegar na terceira série
do ensino médio se depara com um professor que afirma que a mesma equacao tem solucao.
Ensinar assim confunde a cabeca do discente. Notemos aqui que ela tem solucao, o que
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ela nao tem é uma solucao satisfeita no conjunto dos nimeros reais e isso nao impede de o
professor esclarecer, mesmo no final do ensino fundamental, que ela tem uma solucao, mas
que sera abordada bem mais adiante.

A forma como os professores abordam ou deveriam abordar os contetidos de Ma-
tematica ¢ tema de discussao de varios congressos, workshops e seminarios no Brasil e no
mundo, tais como usar ou nao usar o quadro negro/branco, recursos de midia, livro didético,
calculadoras, internet, redes sociais, sites de busca de contetidos, programas de computador,
softwares didaticos etc. Ainda assim, hé defensores da adocao de uma maneira de ensino
universal para todas as disciplinas. De acordo com Machado (1997), Durkheim criou um
sistema de consisténcia interna, como um estatuto de uma “Sociologia Universal”ou de uma
educacao universal, que englobaria as disciplinas do curriculo escolar comum. Notemos que
esse tipo de sistema seria ineficaz no que diz respeito a areas distintas das ciéncias. Nao é
possivel ensinar, por exemplo, Biologia da mesma forma como se ensina Matematica, pois
essas duas areas diferem suficientemente para que em conceitos ou aplicagoes haja uma
grande ruptura do método empregado.

Observa-se, desde os primérdios da histéria da humanidade, que o desenvolvi-
mento da Matematica se da por meio de problemas matematicos que vao surgindo ao longo
do tempo e de acordo com a realidade e a necessidade de cada um dos povos, caracterizando
assim uma etnomatematica. Podemos citar aqui os povos da mesopotamia, mais especifi-
camente os babilonios, que se deparavam frequentemente com problemas de medicao de
terras e calculos de areas. Eles ja tinham um modo eficaz de calcular areas de trapézios
e de circulos. Em Roque (2012, p.62), ha relatos de que foram encontrados tabletes que
continham problemas matematicos. Esses tabletes, que datam de aproximadamente 2000
a.E.C. a 1600 a.E.C., segundo pesquisadores, representavam exercicios que provavelmente
os aprendizes levavam para resolver “em casa”, como se fossem os atuais exercicios escola-
res. Isso mostra que a eficicia do mecanismo ensino-aprendizagem da Matematica, desde
os primordios, se d& por meio da repeticao de exercicios pré-definidos.

O exemplo mais conhecido de célculo de raizes quadradas pelos babilonios
encontra-se no tablete YBC 7289, produzido entre 2.000 e 1.600 a.E.C.,em um
contexto escolar. (ROQUE e CARVALHO, 2012, p.19).

Pode-se observar que ja existiam métodos pré-definidos para resolver tipos es-
pecificos de problemas. Os egipcios também tinham métodos pré-definidos para a resolugao
de problemas. Provavelmente o Papiro Ahmes (ou Papiro de Rhind) traz varios exercicios
matematicos de aritmética e de geometria mostrando também a importancia da repeticao
no mecanismo ensino-aprendizagem.

Assim, por exemplo, encontramos no Papiro Ahmes, o cdlculo de como reduzir
% a uma soma de partes, para n fmpar entre 5 e 101. (ROQUE e CARVALHO,
2012, p.37).

Além desses fatos, que mostram como eram ensinados os métodos de resolucao,
h& um relato do préprio escriba Ahmes, no qual ele afirma que transcreveu este papiro de
um outro papiro muito mais antigo. Num artigo de O’connor e Robertson (1997), temos
que Ahmes afirma nao ser o autor da obra, sendo, segundo ele, apenas um escriba. Ahmes
escreve que o material vem de um trabalho anterior de cerca de 2000 a.C.

O Papiro de Ahmes servia de referéncia aos egipcios para a resolucao de varios
problemas semelhantes aos que nele haviam. Segundo Tahan (1964), os papiros egipcios
mais notaveis sao: de Kahun, de Moscou e o papiro Rhind, sendo este tultimo conside-
rado o monumento capital da Matematica egipcia. Contudo, nos métodos de resolucao
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egipcios e babilonicos, nao havia demonstragoes formais, afirma Roque (2012), mas con-
tinham métodos de resolucao eficazes para determinados problemas, mostrando que um
aprendiz naquela época ja deveria treinar suficientemente bem para dominar tais técnicas,
reforcando a ideia de que o processo de ensino-aprendizagem da Matematica é feito através
de processos repetitivos, e esse mesmo processo se mostra eficiente até os dias atuais.

A educacao Matematica carece de um cuidado especial e de um acompanhamento
intensivo, a fim de que o discente seja capaz de compreender os processos construtivos dos
contetidos intrinsecos da disciplina. Deve-se fazer com que tais processos construtivos fi-
quem arraigados em cada um dos discentes. Para isso, é necessario um acompanhamento
intensivo de um profissional, com a finalidade de perceber o nivel de assimilacao que esta
sendo adquirido por cada um dos educandos. Maranhao afirma que:

Se o aluno puder conhecer um sistema matematico e, mais que isso, participar
da construcdo desse sistema, terd oportunidade de compreender como se dé a
organizacao de conhecimentos em Matematica (uma apresentacio de uma teoria
Matemética) e conhecer uma forma de seu desenvolvimento (a descoberta de

propriedades através do sistema e nao apenas a partir de modelos concretos).
(MARANHAO, 1994, p.35).

A construcao de um conhecimento, em especial a Matematica, necessita de ferra-
mentas e, nesse caso, a Geometria, um dos principais, e por que nao dizer, primordial ramo
da Matemadtica, é uma dessas ferramentas para muitas demonstragdes. Em Roque (2012) e
Roque e Carvalho (2012), vemos que a Geometria foi a base dessas demonstragoes, ndao s6
dos postulados e teoremas de Euclides, mas também de problemas cldssicos de algebra, como
os problemas de equacoes quadraticas e cibicas. Cardano e Tartaglia resolviam problemas
de algebra sempre buscando uma demonstracao geométrica - uma espécie de prova, para
validar as solucoes dos problemas, inclusive problemas que envolviam raizes de nimeros
negativos como solucao. Naquela época, nao teria sentido algum falar de nimero sem uma
representacao geométrica, pois o nimero estava relacionado a ideia de grandeza. Segundo
Machado (1998), nenhum outro ramo da Matemadtica se presta mais eficiente a explicitagao
da impregnacao entre a Matematica ou até mesmo a uma estruturacao compativel da agao
docente do que a Geometria. Talvez Machado afirme isso devido ao poder de demonstragao
da Geometria.

A primeira fase da Matematica egipcia e babilonica, repleta de formulas e receitas
praticas derivadas do conhecimento empirico, vem desde o século VI a.C. atingindo seu
apice apenas no século III a.C. com os trabalhos de Euclides.

Entretanto, é apenas na Grécia, por volta do século III a.C., com os trabalhos
de Euclides, que a Geometria logrou uma notavel sistematizagao, tornando-se
modelo de organizac¢ao do conhecimento em qualquer drea. (MACHADO, 1998,
p.137).

Além disso, “os éxitos dos gedmetras gregos estimularam mais e mais o alheamento
ao mundo sensivel” (MACHADO, 1997, p.11). Ou seja, devido ao nivel de abstragao da Ge-
ometria, a partir de Euclides, o mundo fisico (visivel aos olhos) ficou alheio a observacao
das aplicacoes geométricas.

Atualmente, um dos ramos mais importantes da Matematica é o do estudo das
tranformacoes, que possui um alto nivel de simetria, cujos obstaculos em relacao aos concei-
tos e as aplicacoes interferem de forma direta na construgao de um conhecimento e indireta
na construgao de determinados conhecimentos posteriores e especificos das principais areas
do conhecimento cientifico. De fato, a natureza apresenta-se nas mais diversas formas, e essa
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representacao ¢ completamente geométrica, nao ha como negar. Contudo, a geometria que
mais nos atrai é a geometria do belo, do perfeito, das “coisas” que sao simétricas. Portanto,
cabe aqui tratarmos um pouco da simetria, dos seus conceitos e das suas aplicacoes.
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2. SIMETRIAS

A simetria ainda nao é tao difundida como campo de estudo das ciéncias, princi-
palmente no ensino. Sabe-se, contudo, que a simetria, em suas diversas manifestacoes, esta
presente na natureza desde as subparticulas atomicas, passando pelas mais impressionantes
construcoes do ser humano até as teorias e leis fisicas que explicam o imenso universo. A
maioria das moléculas é simétrica com relacao a disposicao de seus atomos. Os nossos rostos
sao “perfeitamente” simétricos com relacao a um eixo vertical que o divide ao meio. Em Cole
(2006), a definicao de simetria transcende o mundo palpével e visivel aos olhos humanos.

A linguagem matematica costuma referir-se aos invariantes no sentido de sime-
trias. Simetrias, entretanto, que nao se restringem aquelas que admiramos nos
flocos de neve e nas asas das borboletas. Uma coisa apresenta simetrias na me-
dida em que néo sofre determinados tipos de mudanga. (COLE, 2006, p.240).

Observemos que Cole refere-se aqui as leis da natureza que nos parecem sempre as
mesmas para as mesmas condicoes experimentais e para varios observadores distintos, ou
seja, elas sao invariantes. O préprio Albert Einstein (1879-1955) utilizou-se dos principios
da simetria para formular a teoria que iria mudar para sempre a concepc¢ao que a huma-
nidade tem do universo. Essa teoria, publicada em vérios artigos (um deles lhe rende o
Prémio Nobel de Fisica em 1917), desde maio de 1905, faz com que um desses artigos torne-
se conhecido mundialmente como teoria especial da relatividade. Einstein defende que a
velocidade da luz é invariante (é simétrica), ou seja, é constante, ndo importa qual seja o
movimento da fonte de radiacgao.

Em vez de comecar com uma imensa colecao de fatos experimentais e observacio-
nais sobre a natureza, formular uma teoria e, entao, verificar se a teoria obedece
alguns principios de simetria, Einstein se deu conta de que as exigéncias da si-
metria podem vir antes e ditar as leis que a natureza precisa obedecer. (LIVIO,
2011, p.236s).

Por isso, a teoria da relatividade especial expande os horizontes da simetria das
leis da fisica a todos os observadores em movimento uniforme. Segundo Brennan,

Diferentemente dos Principia de Newton, documento reconhecido quase instan-
taneamente como revolucionario, a publicagdao da teoria especial da relatividade
de Einstein nao assombrou de imediato a comunidade cientifica. Para o dissabor
de Einstein, o artigo foi em geral ignorado. Ali onde se esperava controvérsia,
houve siléncio. (BRENNAN, 2003, p.70).

Isso se sucedeu porque, naquela época, acreditava-se que a mecanica newtoniana
era suficiente para explicar e justificar todos os fenomenos relacionados ao movimento, e
as teorias de Einstein davam completude as teorias da mecanica de Newton, no tocante a
explicar o funcionamento do universo para velocidades superiores a 10% da velocidade da
luz, ou seja, as leis de Newton precisavam ser ajustadas num universo de altas velocidades.
Einstein foi ainda mais distante. Ele ampliou o alcance da simetria.

Uma das principais metas de Einstein tornou-se, portanto, ampliar ainda mais
o alcance da simetria. Em particular, ele sentia que as leis da natureza tinham
de parecer precisamente as mesmas, ndo apenas aos observadores movendo-se a
velocidades constantes, mas a todos os observadores, seja em um laboratério que
estd se acelerando em uma linha reta, girando em um carrossel ou movendo-se
de uma maneira qualquer. (LIVIO, 2011, p.239s).
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Com o passar dos anos, a teoria de Einstein vai tornando-se aceita e sendo posta
a prova das mais divesas formas. Segundo Brennan (2003), as teses de Einstein foram
se confirmando aos poucos e principalmente a medida que a Ciéncia, a Matematica e a
Tecnologia foram evoluindo para criar ambientes favoraveis a tais experimentos, como é o
caso dos aceleradores de particulas.

Desse modo, a simetria empresta uma certa concretude a vaga nocao de que ha
beleza na verdade, e verdade na beleza. Nao é a toa que muitas das coisas que
as pessoas admiram sao simétricas: quer se trate das simetrias naturais, como as
das conchas do caracol, quer se trate das simetrias fabricadas pelo homem, como
a dos cédigos legais, elaboradas com a intencao de oferecer solugoes igualmente
satisfatorias para ambas as partes envolvidas numa contenda. E bom saber que
existe uma ligacao quantitativa real entre as coisas que admiramos por razoes
estéticas e as que conduzem a um entendimento profundo da natureza, inclusive,
talvez, da natureza humana. (COLE, 2006, p.240s).

Matematicos e fisicos trabalham com um conceito bem amplo de simetria, pois,
além da simetria espacial existe a simetria no tempo e outras simetrias ainda mais sutis
como a simetria da paridade que era considerada como regra indiscutivel para todos os
fenomenos fisicos — mais adiante discutiremos sobre a paridade num tépico sobre quebras
de simetria. A fim de compreendermos um pouco mais, precisamos citar aqui a matematica
alema Emmy Noether (1882-1935). Compreendamos inicialmente que, além das simetrias
geométricas, ha as simetrias continuas e descontinuas e que toda simetria implica uma in-
variancia, ou seja, uma nao modificacao num sistema em que foi aplicado determinado tipo
de simetria. Para um exemplo de simetria continua, tomemos um circulo e consideremos
fixo o seu centro, giros de qualquer Orad tal que § € R no sentido horédrio/anti-horério o
deixam invariante (sua forma nao se altera). No mesmo circulo, assinalemos dois pontos
diametralmente opostos, agora sua invariancia sé € permitida para giros de 180° no sentido
horario/anti-horario, este é um exemplo de quebra de simetria, a simetria continua trans-
formada em descontinua. Consequentemente, se um sistema € invariante, entao é dotado
de simetria. Foi isso que deu sustentacao as teorias de Einstein, por exemplo. Em Hassani
(1999), Noether afirma que toda invariancia estd associada a uma simetria. Em Goetingen,
no ano de 1917, Noether anuncia um teorema que contribui definitivamente para o enten-
dimento matematico das leis de conservacao da fisica, pois associa cada simetria em Fisica
a uma lei de conservacao. Tal teorema ficou posteriormente conhecido como Teorema de
Noether. Vejamos o enunciado de acordo com Goldstein (1980):

TEOREMA DE NOETHER
A cada simetria continua corresponde uma lei de conservacgao e
reciprocamente.

Numa linguagem mais simplificada, poderiamos escrevé-lo da seguinte forma:
(i) Toda simetria do universo leva a uma lei de conservacgao.
(ii) Toda lei de conservagao revela uma simetria.

Vejamos na tabela seguinte as implicagoes desse teoremas:



22

Tabela 1: Implicacoes do teorema de Noether

SIMETRIA LEI DE CONSERVACAO
Homogeneidade do espaco (tranlagdo espacial) quantidade de movimento
Isotropia do espago (rotagao espacial) momento angular
Simetria de calibre (transformagao/simetria de gauge) carga elétrica
Homogeneidade do tempo (translacao temporal) energia

Fonte: Goldstein, 1980.

Observe que a simetria (ou invariancia) das leis fisicas em relacao a translagao
espacial implica, como resultado natural, a conservacao do movimento, ou momentum. A
simetria das leis fisicas em relagao ao tempo resulta na conservacao da energia. Esse resul-
tado foi levado as ultimas consequéncias pelos fisicos teodricos, dentre eles Einstein, desde
que surgiu das maos de Emmy Noether, em 1917.
Atualmente, os trabalhos dos fisicos tedricos consiste, significativamente, na busca
e compreensao de simetrias e suas leis de conservacao associadas. Algumas dessas simetrias
sao simples, como as rotagoes e translacoes. Outras sao muito mais complicadas como a
simetria de calibre ou de gauge que ainda é um enigma sendo desvendado. Chega-se a todas
as propriedades da forga eletromagnética partindo-se dessa hipotese de simetria. Por exem-
plo, as leis da Eletrodinamica Quantica, anunciadas por Feynman, Tomonaga e outros, tém
simetria de gauge. Partindo dessa hipdtese de simetria, chega-se a todas as propriedades
da forca eletromagnética. Uma dessas propriedades, por exemplo, resulta no fato de que o
transportador dessa forca, o foton, nao pode ter massa.
Argumentos de simetria também orientam a descrigao das forcas forte e fraca que
agem dentro do nicleo atomico e seus componentes; essas forcas também devem obedecer a
uma simetria de gauge, a qual nao discutiremos aqui, pois ¢ bem mais interessante para os
fisicos de particulas, contudo nao podemos deixar de cita-la devido a sua grande relevancia.

De acordo com Goldstein (1980) e Hassani (1999), as propriedades de um grupo
que descreve simetrias sao:

Fechamento: Se R; e I; estao em um grupo, R;R; também esta no grupo.

Identidade: Existe um elemento identidade, tal que I R; = R;I = R; para todo elemento.
Inversa: Para cada elemento R; existe um elemento inverso R; ' tal que R;R; ' = I.
Associatividade: R;(R;Ry) = (R;R;)Ry.

Observemos que nao é necessario que os elementos do grupo comutem, ou seja,
podemos ter R;R; # R;R;. Portanto, se comutam, o grupo é chamado de abeliano (e te-
mos translagdes no espago), se nao comutam, o grupo é nao abeliano (e temos rotagoes no
espago). Por exemplo, rotagoes no espago tridimensional podem ser parametrizadas por trés
rotacoes nos trées eixos x, y € 2.

Em Ashcroft e Mermin (1976), podemos observar que as Redes de Bravais e os
Sistemas Cristalinos sao riquissimos em simetria. A natureza é simétrica. Os atomos, as
moléculas ou os ioes se organizam de forma sistematica, como se fossem uma base ou um
motivo, que se repete com a periodicidade de uma rede, gerando assim as estruturas cris-
talinas. Encontramos, no dia a dia, muitos exemplos que sugerem redes bidimensionais ou
tridimensionais com um motivo associado: um tecido ou papel de parede, um tabuleiro de
xadrez, um mosaico ou até mesmo os favos de mel sobrepostos, cujos alvéolos se distribuem
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regular e periodicamente. Para se ter uma nogao precisa de base (ou motivo), observemos
a figura 1. Tal figura representa uma rede de Bravais, em duas dimensoes, para um sistema
cristalino. O motivo dessa rede é uma tinica flor. Notemos que ela se repete bidimensional-
mente nos sentidos descritos por dois vetores (duas setas). Contudo, os sistemas cristalinos
sao constituidos de redes tridimensionais. Suponhamos entao que uma rede de Bravais é
formada pelas mesmas flores, mas agora reais (tridimensionais), e que essas flores se deslo-
cam no sentido de trés vetores, de modo a formar um poliedro, por exemplo, um cubo. E
assim que um cristal é constituido: de atomos, moléculas ou ides que se agrupam formando
um motivo que se repete segundo uma lei que os dispoe por simetria translacional em trés
dimensoes.

Figura 1: Exemplo de rede de Bravais bidimensional. Exemplo de simetria translacional.
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Fonte: HADDOW

Em sintese, temos: rede periédica + base(motivo) = estrutura cristalina
(mateméticamente: ]_é: N+ ?1 +ng- 5)2 +ng- 33)

As operagoes de simetria que deixam invariante uma rede de Bravais constituem o
grupo de simetria (da rede) de Bravais. As operacoes de simetria de um grupo incluem:
(i) translagoes de vetores na rede; (ii) operagdes que deixam fixo um ou mais pontos da
rede (operagdes pontuais) e (iii) qualquer combinacao dos dois tipos anteriores. Cada rede
de Bravais tridimensional é caracterizada por um conjunto de operagoes de simetria que
o deixam invariante e formam o grupo de simetria de Bravais. Existem 14 tipos de redes
de Bravais, isto é, 14 células unitarias distintas; uma delas é geral e as demais especiais.
Existem, a trés dimensoes, 7 grupos pontuais distintos para as 14 redes de Bravais, cada
grupo corresponde a um sistema cristalografico. Observemos, na tabela 2, a seguinte relagao
(Notacao: P = primitiva, C = bases centradas, I = corpo centrado e F = faces centradas):



Tabela 2: Os 7 sistemas cristalinos e as 14 redes de Bravais.

GRUPO PONTUAL

CELULA UNITARIA

Triclinico P (1)
Monoclinico P C (2)
Ortorrombico p C IF (4)
Tetragonal I(2)
Hexagonal P (1)
Trigonal P (1)
Cubico PIF (3)

Fonte: XAVIER JUNIOR, 2012 (adaptado).
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Para saber mais sobre os grupos de simetria de Bravais recomendamos a leitura

de Ashcroft e Mermin (1976).
Observemos, contudo, que, com todas essas expressoes da simetria na natureza,

ainda nao se compreende bem o “porqué”de a simetria ser tao absoluta, presente no nosso
meio e complexa de ser compreendida. Tentemos entao entender o que é a simetria, como
ela se manifesta na natureza, por que ela é tao presente na natureza, atrai nossa atencao e
¢é tao complexa de ser compreendida. Comecemos, entao, buscando uma definicao precisa

de simetria.

Figura 2: Redes de Bravais.

AS 14 REDES DE BRAVAIS
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Fonte: XAVIER JUNIOR, 2012.
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2.1 Definicao de Simetria

Na linguagem popular, costuma-se dizer que um objeto é simétrico se possui al-
gum tipo de balanceamento. Diz-se, por exemplo, que o rosto humano é simétrico porque o
lado direito se parece com o esquerdo, porém invertido. Ha4 uma confusao muito grande no
tocante ao conceito ou a definicao de simetria. Analisemos aqui algumas das definicbes mais
comuns encontradas em alguns diciondrios. Por exemplo, em Barbosa (1979), encontramos:

SIMETRIA, s.f. Relagoes ou igualdade de grandeza, forma, posicao de par-
tes que estao em lados opostos; harmonia resultante de certas combinacoes e
proporgoes regulares. (BARBOSA, 1979, p.612).

Com essa definicao, nao temos precisao do que seja a simetria ou de como ela se
manifesta na natureza. Temos apenas certa intuicao somente de um dos tipos de simetria, a
simetria axial - ou especular ou, ainda mais, bilateral. O lado bom da definicao supracitada
¢ que nos mostra que as equacoes matematicas sao simétricas e podemos interpretar que a
igualdade numa equacao € o eixo de simetria, o seu ponto de equilibrio. Vejamos uma outra
defini¢ao, um tanto confusa, encontrada em Rosamiglia (1998).

SIMETRIA, s.f. - Disposicao harmonica de partes semelhantes; harmonia re-
sultante de certas combinagdes e proporgoes regulares. (ROSAMIGLIA et al.
1998).

Com a definicao de Rosamiglia, fica impossivel identificar que tipo de disposicao
harmonica das partes semelhentes é este. Ou seja, como dispor harmonicamente tais partes
semelhantes; ou, ainda mais, como se da este tipo de harmonia. No dicionario de portugues
on-line Michaelis, encontramos o seguinte:

simetria

si.me.tri.a

sf (simetro+ia) 1 Qualidade de simétrico. 2 Correspondéncia em tamanho,
forma ou arranjo, de partes em lados opostos de um plano, seta ou ponto, tendo
cada parte em um lado a sua contraparte, em ordem reversa, no outro lado. 3
Proporgao correta das partes de um corpo ou de um todo entre si, quanto a
tamanho e forma. 4 Bot Disposicao simétrica das partes de uma flor. Anton:
assimetria. S. bilateral: condigdo de serem os lados esquerdo e direito (do
corpo, p ex), contrapartes um do outro. (MICHAELIS, 2014).

Observemos que essa definicao do Michaelis estda mais satisfatoria que as demais.
Em 2, ele apresenta com clareza a definigdo de simetria axial (especular/bilateral) e rotacio-
nal. Por fim, ele ainda é mais objetivo ao descrever a simetria bilateral que é a mais presente
na natureza, pois € desse tipo de simetria que o nosso corpo é dotado e com ele a maioria
dos seres vivos se apresenta, pelo menos externamente, aos nossos olhos. Todavia, ainda
assim, essa defini¢ao ¢é insuficiente para termos nocao precisa das diversas manifestagoes da
simetria no universo fisico, tanto visivel a olho nu ou nao. Nao pretendemos aqui tentar
definir a simetria ou os tipos de simetria. Isso nao estd ao nosso alcance. Pretendemos
explicar, da melhor forma possivel, cada tipo possivel de simetria.

A palavra simetria tem raizes muito antigas, que vém do grego sym e metria que
se traduzem em ‘a mesma medida’. (LIVIO, 2011, p.14)

Para a Matematica, o conceito ou a definicao de simetria vai muito além do que
se encontra na maioria dos diciondrios. Vejamos, por exemplo, como Devlin, trata essa
definicao:
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Matematicamente um objeto é dito simétrico com respeito a algum movimento
ou transformagao se este movimento ou transformacao o deixa parecendo exata-
mente como antes. (DEVLIN, 2004, p.121).

Podemos entao considerar aqui que a propriedade comutativa da adi¢ao (a +b =
b+ a) e do produto (ab = ba) sao simétricas. E de fato sdo, pois seus resultados nao se
alteram; sao invariantes, quando transformados por essas propriedades.

Finalmente, podemos aceitar uma definicado bem mais ampla de simetria, que
abrange todos os aspectos, sejam geométricos, continuos, descontinuos, algébricos, abstratos
ou fisicos, mas que englobe todas as simetrias, inclusive as discutidas no topico anterior:

DEFINICAO DE SIMETRIA
Simetria é uma propriedade do sistema que o deixa invariante sob
determinadas transformacoes.

Exemplo:

Consideremos um triangulo equildtero (figura 3, pagina 27).

(i) Fixemos um ponto em seu baricentro. Gird-lo de 120° ou 240° no sentido hordrio/anti-
horario o deixa invariante;

(ii) tracemos suas alturas e as consideremos eixos. Toda reflexdo em torno de qualquer de
seus eixos o deixa invariante;

(iii) translada-lo de um lugar do plano ou do espaco a outro o deixa invariante;

(iv) nao fazer nada. Isso ja é suficiente para deixé-lo invariante.

Ao observar os estilos geométricos existentes, nos padroes simétricos naturais e
artificiais, alguns autores definem e classificam esses padroes como veremos a seguir.

2.1.1. Simetria axial, especular, reflexiva ou bilateral

A simetria axial é o tipo de simetria definido por um eixo, podendo também se
classificar como simetria bilateral ou simetria especular (CAVALCANTE et al., 2001a). Esse
tipo de simetria também pode ser considerado como simetria de reflexao, em que um ponto
ou a figura geométrica encontra-se a mesma distancia, porém em semiplanos opostos de uma
mesma reta, reta esta que se denominara eixo de reflexdo - eixo de simetria (OLIVEIRA;
SILVA, 1968). Vejamos um exemplo.

Com relagao ao eixo de simetria, Souza e Pataro (2012a) dizem o seguinte:

O eixo de simetria divide a figura em duas partes, de maneira que, se dobrarmos
essa figura ao longo desse eixo as duas partes vao se sobrepor, isto é, uma fica
exatamente sobre a outra. (SOUZA e PATARO, 2012.a, p.193).

Observemos, na figura 5 (pagina 29), um exemplo de eixo de simetria.
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Figura 3: Exemplo de simetrias no triangulo equilatero.
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Fonte: SILVA, 2006.

2.1.2. Simetria translacional

Simetria translacional é o tipo de simetria em que ha repeticoes de uma mesma
figura sem alteracao no seu sentido de orientacao em intervalos de espaco constantes ou nao.
Segundo Oliveira e Silva (1968), da-se o nome de translagao a todo o movimento de uma
figura no espago, tal que as posigoes final e inicial definem segmentos orientados congru-
entes de mesmo sentido (equipolentes); essas figuras se dizem homdlogas. Observemos um
exemplo de translagao na figura 1, ja mostrada na pagina 23 deste trabalho.

2.1.3. Simetria rotacional

Esse tipo de simetria é identificado pela colocacao de um ponto, o qual deno-
minaremos ponto fixo de rota¢do. Esse ponto pode ser disposto de duas formas: (i) no
centro da figura e (ii) fora da figura.

Quando o ponto esta no centro da figura, observa-se que, girando a figura em torno
desse ponto, tanto no sentido horario como no sentido anti-horario, sempre obedecendo a
um padrao, de giros constantes, em graus, nao se percebe modificacao e é como se a fi-
gura continuasse sendo a mesma. Segundo Cavalcante et al. (2001b), esse tipo de simetria
também pode ser chamado de simetria central.

Vejamos, na figura 6 (pagina 30), um exemplo de simetria rotacional do tipo (i).

Em Souza e Pataro (2012), temos:
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Figura 4: Exemplo de simetria axial.

Fonte: TOFFOLI e SODRE, 2005

A transformagao pela qual a imagem de uma figura é obtida ao rotacioné-la em
torno de um ponto O é chamada simetria de rotagao. O angulo de rotacao
pode ser no sentido hordrio ou anti-hordrio. (SOUZA e PATARO, 2012b,
p.279).

Quando o giro em uma simetria de rotagao for de 180°, no sentido horario ou anti-
hordrio, dizemos que esse é um caso de simetria central. (SOUZA e PATARO,
2012c, p.72).

Vejamos, na figura 7 (pagina 31), um exemplo de simetria rotacional do tipo (ii).

2.1.4. Simetrias, formas modulares e transformacoes

No tocante a isso, é importante citar dois matematicos que eram fascinados pelo
estudo das formas modulares. Esses matematicos sao Taniyama e Shimura. Segundo Singh
(2004), as formas modulares, apesar de fora de moda na época de Taniyama e Shimura, os
fascinavam por estarem entre os objetos mais bizarros e maravilhosos da Matematica. O
fator principal das formas modulares é seu nivel excessivo de simetria.

Embora a maioria das pessoas esteja familiarizada com o conceito normal de
simetria, ele tem um significado muito especial em matematica. Significa que um
objeto tem simetria se ele puder ser transformado de um modo especial e depois
disso parecer o mesmo. (SINGH, 2004, p.187).

Tomemos como exemplo um quadrado. Ele exibe simetria rotacional e reflexiva.
A priori, o quadrado tem quatro eixos de simetria: dois eixos que passam pelas diagonais
do quadrado e dois eixos que passam pelos pontos médios de dois lados opostos do qua-
drado. Além disso, fixando um ponto na interseccao de suas diagonais, o quadrado pode ser
rotacionado de 90° e seus multiplos, tanto no sentido horario como no sentido anti-horario,
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Figura 5: Exemplo natural de eixo de simetria.

Fonte: Autor, 2014.

sem que haja mudanga na sua forma primordial; temos, entao, simetria de rotacao central
ou simplesmente simetria central de angulos multiplos de 90°. Fazendo tais rotacoes no
quadrado, ele sempre se apresenta imutavel. Nao se percebe diferenca alguma no quadrado
apos n (n € Z) rotagdes de 90°, ou seja, se pedirmos a um espectador que olhe fixamente o
quadrado e em seguida vendarmos seus olhos, a fim de rotacionarmos o quadrado de n -90°,
no sentido hordario ou anti-horario, ao tirar suas vendas, o espectador nao serd capaz de
identificar modificacao alguma na forma original. Na verdade, o que mudou de lugar foram
os vértices, as arestas e os angulos, mas, ainda assim, a sua forma original nao se altera.
Segundo Singh (2004), quanto a simetria reflexiva, imaginemos uma superficie infinita, tal
como um piso com azulejos quadrados, em que cada um dos azulejos é reflexao do primeiro
azulejo quadrado. Além disso, esse piso possuira infinitas simetrias rotacionais, reflexivas e
translacionais.

As transformacgoes podem nos parecer um assunto que nao tem muita importancia
ou que nao tem nenhuma relacao com o dia a dia. Contudo, a partir de um olhar analitico,
somos capazes de se observar que as simetrias estao muito presentes no nosso cotidiano.
Na hora em que nos acordamos, por exemplo, vamos ao espelho pentear os cabelos e nos
deparamos com o nosso simétrico, ou seja, nao estamos nos vendo, mas vendo o nosso reflexo
no espelho, o nosso brago direito corresponde ao brago esquerdo da nossa imagem refletida.
Todos os dias nés temos contato direto com a simetria reflexiva. Quase impossivel nao ob-
Servarmos que as pessoas com as quais nos comunicamos diariamente sao também produto
da simetria: seus rostos possuem simetria bilateral (ou axial), seus corpos como um todo
foram geneticamente preparados para se formarem simétricos, pelo menos externamente, e
sao raras as excecoes. Mas nao paramos por ai, ha simetria em animais diversos, plantas,
flores, arvores, azulejos, tapecarias, vasos, ceramicas, pisos, desenhos de aeronaves e au-
tomdveis, edificios, templos, catedrais, igrejas, moveis, grades de janelas, portas, portoes,
copos, pratos, bordados, logotipos de empresas e uma vasta aplicacao das criagoes do ho-
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Figura 6: Exemplo de simetria rotacional com ponto fixo no centro da figura.

Fonte: ROBLE (site).

mem. Em varias das disciplinas elementares do curriculo escolar ha uma vasta aplicacao
das simetrias. Para conhecer mais sobre uma visao inter-trans-disciplinar recomendamos a
leitura de Silva (2006). Ao tratar da simetria e apds observados analiticamente todos esses
aspectos, hd uma coisa que ainda se precisa discutir: o porqué dessa fascinacao tao grande
pela simetria.

2.2. Por Que o Simétrico Nos Atrai?

De todas as coisas todas visiveis aos olhos humanos, as que sao simétricas sao as
que mais nos atraem. A nossa atracao pelo simétrico inicia-se quando ainda somos criancas.
Livio (2011) descreve que vérios experimentos foram realizados com criangas a partir dos
dois anos de idade e, nessas experiéncias, verificou-se que as criancas de 2 anos identificam
mais rapidamente as figuras que possuem simetria bilateral (com eixo de simetria vertical).
As criancas a partir dos 3 anos ja comecam a identificar melhor as figuras que possuem eixo
de simetria horizontal.

Desde os gregos até os dias atuais, a simetria vem despertando o interesse do ser
humano, pois acabamos por associar a simetria ao conceito de beleza. Além disso, o que
¢é simétrico é também harmonico, equilibrado e proporcional, ao contrario do assimétrico.
Com relacao a beleza, Aristoteles afirma que:
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Figura 7: Exemplo de simetria rotacional com ponto fixo de simetria fora da figura.

Fonte: BELLORIN, 2012.

As principais formas de beleza sdo o arranjo sistemético [do grego tazia], pro-
porgao [symmetria] e determinagdo [horismenon], revelados em particular pela
matematica. (LIVIO, 2011, p.14).

Quando nos deparamos com algumas obras de arte, apreciamos, principalmente,
aquelas que nos parecem mais belas e, em geral, essas obras apresentam algum tipo de
simetria. A arquitetura foi um dos campos que mais se beneficiou dos padroes de simetria.
Vitruvio (Vitruvius) (c. 70 — 25 a.C.) escreve em seu livro, De Architectura Libre Decem
(Dez livros sobre arquitetura), que ficou conhecido como a biblia da arquitetura da Europa
por varios séculos, o seguinte:

O desenho de um templo depende da simetria, cujos principios devem ser cuida-
dosamente observados pelo arquiteto. Sao decorrentes da proporcao. Proporcao
é uma correspondéncia entre as medidas dos membros de uma obra inteira e do
todo como uma determinada parte selecionada como padrao. Disto resultam os
principios da simetria. (VITRUVIUS. c. 27 a.C.).

De fato, a arquitetura tem se beneficiado bastante do uso da simetria, pois, para
construir um templo, o arquiteto somente necessitaria desenhar uma metade deste e re-
produzir simetricamente, através de um eixo imaginario, a outra. Vejamos a seguir uma
imagem (figura 8, pagina 32) da face ocidental da Catedral de Notre Dame em Paris —
Franca.

Observemos que a estrutura arquitetonica frontal da catedral é perfeitamente do-
tada de simetria. Predomina aqui a mais simples de todas as formas de simetria: a simetria
axial ou bilateral. E realmente um dos maiores monumentos simétricos da histéria das ca-
tedrais. Além disso, notemos que ha uma boa aplicacao de simetria translacional como é
o caso das portas, dos portais, e das figuras que se repetem ao longo da face da catedral, e de
simetria rotacional nas figuras circulares que se apresentam na imagem. Ha também boas
quebras de simetria na estrutura, citemos uma por exemplo, as portas centrais de acesso a
catedral sao simétricas entre si, por translacao, mas diferem, também por translacao, das
portas de acesso laterais, que por sua vez também sao simétricas entre si. Com um olhar
mais atento, é possivel observar que ha mais quebras de simetria na parte estrutural.

A Basilica de Sao Pedro, no Vaticano, é um outro monumento rico em simetria.
Antes de comentarmos sobre sua estrutura, observemos as seguintes imagens: vista frontal
(figura 9, pdgina 33) e cupula (figura 10, pdgina 34).
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Figura 8: Catedral de Notre Dame de Paris: exemplo de aplicacio de simetria axial na arquitetura.
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Fonte: NOTRE DAME DE PARIS (site).

A vista frontal da basilica de Sao Pedro no Vaticano fornece-nos uma aplicagao
da definicao de simetria axial, quanto a sua estrutura fisica. Observemos que, tracando-
se uma reta vertical que passe pelo centro da basilica, temos que é possivel dividi-la ao
meio e, uma vez tendo construido um dos dois lados, o esquerdo ou o direito, facilmente
se constroi o outro lado, pois este é perfeitamente simétrico com relagao ao eixo. Pode-se
também construi-la por simetria de translagao, visto que a torre esquerda é exatamente igual
a torre direita, assim como, a maioria das portas e janelas, possuindo estas também (tanto
as torres laterais, como as portas e janelas), simetria axial. A cupula da basilica apresenta
muito de simetria translacional e rotacional, além da simetria bilateral, pois também é
possivel construi-la por simetria axial. Ha também quebras de simetria na estrutura, as
mais notdrias sao as das imagens dispostas sobre a catedral. Note que as imagens sao de
personagens diferentes (santos da histéria da igreja catdlica apostdlica romana), treze no
total. Apesar de estarem dispostas por distancias congruas da imagem central, nao sao
simétricas entre si. Se numerarmos as imagens da esquerda para a direita, com os nimeros
de 1 a 13, poderemos observar que, as distancias 1 e 7, e, 7 e 13, sao congruentes, ou seja,
as distancias sdo simétricas, mas as imagens nao. Analogamente, para as imagens 2 e 7,
e, 7el2;3e7, e 7ell;eassim por diante. Na cipula da basilica de Sao Pedro (figura
10, pagina 34) é possivel também observar predominancia de simetria axial e translacional,
assim como, quebras de simetria, a mais notdria, ¢ dada por uma base com uma haste
vertical na base da ctipula um pouco & esquerda da imagem (ver figura 10 na pagina 34).

As artes plasticas também se beneficiaram dos principios da simetria. Citemos
aqui um artista que deixou um legado de obras que apresentam um altissimo nivel de
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Figura 9: Vista frontal da basilica de Sdo Pedro - Vaticano.

i Fabhbrica di San Peetro in Vaticano

Fonte: BASILICA DE SAO PEDRO (site).

simetrias. Trata-se do holandés Maurits Cornelis Escher (1898-1972), ele é mais famoso por
suas chamadas construgoes impossiveis, como Ascendente e Descendente, Relatividade, suas
impressoes de transformacgao, como Metamorfose I, IT e Metamorfose III, Céu e Agua I ou
répteis.

Vejamos algumas obras de Escher que tém o uso das mais diversas simetrias e
facamos uma breve andlise da simetria utilizada. Iniciemos com uma obra do ano de 1938
denominada Clowns (Palhagos, em portugués), conforme mostra a figura 11 na péagina 35.

A primeira impressao que a obra Clowns passa para um simples observador é de
que nao ha tipo algum de simetria, mas nem por isso um observador desatento deixa de
aprecid-la, porque por algum motivo a obra lhe chama aten¢ao. Observando com atengao,
Escher usa cores diferentes para os palhacos, isso da uma ilusao de que a obra nao apresenta
simetria; porém, com isso, é possivel notar que existe simetria do tipo translacional
para os palhacos que apresentam o mesmo tipo de cor. Além disso, um palhaco é um
transformado simétrico de outro palhaco quanto as suas formas. Para entender melhor,
tracemos uma reta vertical passando pelos centros dos dois palhacos em tons de azul que
aparecem inteiros na obra. Tomemos um desses palhacos, e giremo-lo de um angulo de
120° para a direita e notemos que ele se sobrepoe a qualquer um dos palhagos em tons
de amarelo; fazendo um giro de um angulo de 120° para a esquerda em um dos palhacos
em tons de azul, o palhaco se sobrepoe a qualquer um dos palhagos em tons de vermelho.
Temos entao uma transformacao de simetria do tipo rotagao seguida de translagao,
mantendo suas formas completamente inalteradas e desconsiderando as cores. Além disso,
fixando um ponto fixo de rotagao no ponto de encontro das trés cabecas dos trés tipos
de palhago (os trés que aparecem inteiros, por exemplo) é perfeitamente possivel observar
que a obra possui simetria central com rotacao de um angulo de 120°, tanto no sentido
horario como no sentido anti-horario; mais ainda, podemos girar, em torno do ponto fixo de
rotacao, de um angulo de 120°, 240° ou 360°, em qualquer sentido, que sua forma primordial
“nao se altera”. Além disso, um conjunto dos trés palhacos distintos sempre se sobrepoe
a outro conjunto de trés palhacos distintos, levando em consideracao inclusive as cores,
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Figura 10: Cipula da Basilica de Sao Pedro.

Fonte: BASILICA DE SAO PEDRO (site).

apresentando mais um tipo de translacao.

Tomemos agora uma obra do ano de 1941 denominada Shells and Starfish (Conchas
e Estrelas do Mar, em portugués), vejamos a figura 12 na pagina 36.

Inicialmente, ja é perceptivel que ha simetria do tipo translacional, pois ha
quatro grupos com quatro conchas idénticas que se sobrepdem uns aos outros por meio de
translacao. Além disso, tomando um tnico grupo de conchas e fixando um ponto fixo de
rotagao no centro das conchas é possivel observar que hé simetia central com um angulo
de rotagao de 90° e seus multiplos, tanto no sentido horario como no sentido anti-horario.
Cada uma das estrelas do mar que aparecem na obra é uma transformacao de simetria
do tipo rotacao seguida de translacao de uma unica estrela. No encontro das quatro
estrelas do mar, no centro da obra, podemos colocar um ponto fixo de rotacao e fazer
rotacoes de angulos de 90° e seus multiplos, em qualquer sentido, sempre em torno deste
ponto e os espacos deixados entre as estrelas do mar se mantém inalterados, quanto as
formas e quanto as cores.

O nivel de simetria é grandioso nessas duas obras de Escher. Mas ainda nao
encontramos simetria do tipo axial. Por esse motivo, analisemos apenas uma obra mais
do Escher, a fim de que possamos identificar esse tipo de simetria que é tdo comum na
natureza. Para tal, tomemos uma obra do ano de 1960 que pertence a um conjunto de
obras denomidas pelo préprio Escher de Circle Limit. A obra seguinte, figura 13 (pagina
37), denomina-se Circle Limit IV (Limite Circular IV, em portugués).

A obra apresenta-se em tons de preto e escalas de cinza. A ideia primeira de Escher
é passar a impressao de que a obra foi construida sobre uma grande esfera e que o observador
tenha a sensacao de olha-la de um ponto especifico, ao qual se possa colocar no centro da
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Figura 11: Clowns (n° 21) - 1938, ink, watercolor.

Fonte: ESCHER, 1938.

obra um ponto fixo de rotagao. Os personagens da figura mais parecem anjos em tons
claros e demonios em tons mais escuros. Escher tentamos causar a impressao de que a obra
foi construida sobre uma esfera, pois a medida que os personagens vao se afastando do
centro, eles vao nos parecendo menores, obedecendo as leis da Fisica que regem o angulo de
visao, pois, quanto mais nos afastamos de um objeto, menor é o nosso angulo visual e, por
isso, o objeto nos parece cada vez menor. Considerando a figura em duas dimensdes (um
circulo) ou em trés dimensoes (uma esfera) e fixado o ponto de rotagao central, podemos
observar que a figura possui simetria central com um angulo de rotacao de 120° e seus
multiplos em qualquer sentido. Além disso, ha trés eixos de simetria que dividem a obra ao
meio e fazem com que as partes opostas se tornem simétricas por um eixo. Cada um desses
eixos passa pelo centro da obra e divide um “anjo”e um “demonio”bilateralmente.

As obras de Escher sao perfeitamente matematicas. Contudo, cabe aqui comentar,
e nao deveriamos em hipdtese alguma deixar passar, que o proprio Escher nunca teve certeza
do motivo que o levou a essa obsessao pelos padroes com simetria translacional e simetria
de cor. Com suas proprias palavras ele afirma que:
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Figura 12: Shells and Starfish (n® 42) - 1941, colored ink, colored pencil, watercolor.

Fonte: ESCHER, 1941.

Muitas vezes eu ficava espantado com a minha prépria mania de fazer desenhos
periddicos. Certa vez, perguntei a um amigo meu, um psicologo, sobre a razao de
eu ser tao fascinado por eles, mas a resposta dele — de que devo ser impelido por
um instinto primitivo, prototipico — nao explica nada. Qual deve ser a razao de
eu estar sozinho nesse campo? Por que nenhum de meus colegas artistas parece
ser tao fascinado como eu por essas formas entrelagadas? Contudo suas regras
sao puramente objetivas, regras essas que todo artista poderia aplicar de sua
prépria maneira pessoal! (MACGILLAVRY, 1976, prefécio).

A simetria é realmente fascinante. Contudo, hd ainda muito que se discutir com
relagdo a esse assunto.

2.3. O Mais Simétrico de Todos

H&a uma grande discussao sobre quem ou o que é o mais simétrico de todos. Que
figura? Que objeto? Que forma geométrica? Nao ha duvida de que ha figuras que possuem
um nivel altissimo de simetrias. Livio (2011) descreve que o floco de neve de seis pontas
foi tao admirado por sua simetria que rendeu ao famoso astrénomo Johannes Kepler (1571-
1630) a dedicagao de todo um tratado na tentativa de explicar sua simetria. De fato, o
floco de neve de seis pontas é rico em simetrias e é de uma beleza adimiravel, contudo sua
simetria nao é continua. Vejamos na figura 14 (pagina 38) uma fotografia microscépica de
um espécime (existem vérios espécimes) de floco de neve de seis pontas, tirada pelo fotégrafo
Libbrecht, que tem um trabalho de mais de 11 anos coletando imagens de flocos de neve.

Entretanto, nao hé certeza alguma de que tais figuras sao as mais perfeitamente
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Figura 13: Circle Limit IV - 1960, woodcut in black and ocre, printed from two blocks.

Fonte: ESCHER, 1960.

simétricas. No caso de duas dimensoes, ha quem defenda que o circulo é o mais simétrico
de todos. De fato, o circulo é dotado de simetria continua. H& infinitos eixos de simetria que
o dividem ao meio e tornam uma parte diametralmente oposta a outra parte exatamente
igual, porém invertida; ha também infinitas rotagoes em torno de seu centro que o deixam
perfeitamente inalterado.

Isso, analogamente, ocorre com a esfera, no universo tridimensional. Ela possui
infinitos planos de simetria que a dividem ao meio deixando cada parte exatamente igual a
outra e ha também infinitas rotacoes que a deixam perfeitamente inalterada. Mas seriam
essas as formas mais perfeitamente simétricas? Por que nao seria o ponto o mais simétrico
de todos, ja que, ele satisfaz todas as simetrias do circulo e da esfera? Ainda em Livio
(2011), encontramos uma grande dicussdo sobre o vazio, ou seja, o nada, como sendo a
mais simetricamente perfeita de todas as coisas do universo inteiro. Nao queremos defender
aqui que este o seja, mas é incontestavel que o nada é sempre o mesmo em qualquer cultura
do mundo e em qualquer periodo histérico. O nada é completamente imutével, logo é
perfeitamente simétrico por qualquer rotagao, translagao no espaco e no tempo ou reflexao
por qualquer eixo ou plano de simetria.
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Figura 14: Exemplo natural de floco de neve.

Fonte: LIBBRECHT (site).

2.4. Quebras de Simetria

As quebras de simetria sao fundamentais para o mundo fisico, para a natureza e
para a nossa propria existéncia. Por exemplo, a expansao do universo é um resultado dessa
quebra de simetria, pois, devido & expansao, o universo deixa de ser invariante (simétrico).
Podemos citar uma outra quebra de simetria num experimento que pode ser facilmente rea-
lizado. Sabemos que os estados fisicos da matéria influenciam na composicao estrutural de
seus atomos. No estado solido, os atomos estao mais proximos uns dos outros que no estado
liquido e, consequentemente, mais proximos no estado liquido que no estado gasoso. Isso é
uma lei fisica que rege as propriedades fisicas dos estados da matéria; tal lei implica que o
volume de uma substancia no estado solido V; é menor que o volume no estado liquido V; que
¢ menor que o volume no estado gasoso V,. Tomemos como exemplo de quebra de simetria a
dgua (H20), que é simétrica por sua propria estrutura atdémica, pois uma molécula de dgua
¢é formada por dois atomos de hidrogénio H e um atomo de oxigénio O, de tal modo que o
atomo de oxigénio (em azul) equidista de dois dtomos de hidrogénio (em verde), conforme
podemos ver na figura 15 (pdgina 39).

No entanto, observou-se um fenéomeno estranho em relacao ao congelamento da
dgua: o volume da dgua congelada (no estado sélido) é maior que no estado liquido. Isso
mesmo, Vi > V. Mas como? Nao deveriamos ter Vi < V;? A lei deixou de ser invariante,
houve uma quebra grandiosa da simetria com relacao a essa lei. Segundo Toffoli, em seu ar-
tigo sobre a dilata¢ao anomala da dgua, esse fendbmeno ocorre porque a agua tem densidade
maxima em torno dos 4°C', ainda liquida, mas sé congela a 0°C'. Ou seja, suponhamos que
se tenha dgua a 10°C' e se queira congelar. Seu volume vai diminuindo até que ela chegue,
ainda liquida, aos 4°C' e, a partir dai, seu volume comeca a aumentar novamente, a medida
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Figura 15: Molécula de dgua (H20).
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Fonte: Autor, 2014.

que a temperatura cai ainda mais; por isso, seu volume se expande novamente e comeca a
ocupar um espaco maior.

Lembremos agora que haviamos afirmado anteriormente que a simetria da pari-
dade era considerada como regra indiscutivel para todos os fenomenos fisicos. Todavia,
quando foi demonstrado que certos fenomenos subnucleares nao obedecem essa simetria,
a comunidade cientifica ficou estarrecida. Esse resultado nao era esperado teoricamente.
Tentemos entender um pouco melhor a simetria da paridade. Uma pessoa diante do espelho
¢é simétrica em relacao a sua imagem no espelho — paridade. Quando uma pessoa diante
do espelho move o seu brago direito a imagem no espelho move seu braco esquerdo, ou seja,
existe um “mundo” espelhado. E assim com a relacdo matéria<+—antimatéria. Por exem-
plo, a antimatéria do elétron é o pdsitron (um antielétron), que é uma particula do mundo
espelhado com as mesmas caracteristicas do elétron exceto em sua carga, que é positiva
(mundo espelhado: direito<—esquerdo<=-negativo<—spositivo).

Em 1956, os fisicos Lee e Yang comecaram a imaginar se a paridade ja havia sido
testada. Descobriram que, apesar de ser uma boa simetria no que diz respeito as forgas forte
e eletromagnética, nao havia testes experimentais de invariancia de paridade com relagao
a interacgao fraca. Para esses testes, foram utilizados atomos de Cobalto 60. Esses atomos
foram cuidadosamente alinhados, de forma que seus spins apontassem na mesma direcao. O
Cobalto 60 sofre decaimento beta, pois um elétron e um neutrino sao emitidos. Os resulta-
dos mostraram que a maioria dos elétrons saia na direcao do spin do &tomo. A consequéncia
disso é que o decaimento beta do Cobalto 60 nao existe num mundo espelhado. Ou seja, a
paridade é violada nas interacoes eletrofracas.

H&a também quebra de simetria espontanea na natureza. Para darmos um exem-
plo dessa espontaneidade da quebra da simetria precisamos do auxilio da fisica quantica,
mas especificamente do Principio da incerteza de Heisenberg, também conhecido como
Principio da Indeterminagdo. Em Cassidy (1992) e em Gribbin (1984), esse principio afirma
que a posi¢ao e o momento de uma particula elementar (como é o caso do elétron) nao po-
dem ser ambos conhecidos simultaneamente.

Suponhamos uma superficie perfeitamente lisa e um lapis que foi apontado até que
a extremidade de sua ponta pudesse ser reduzida a um tinico atomo de carbono. Levemos o
experimento as condi¢oes mais extremas, ao vacuo. Devemos colocar o lapis perfeitamente
equilibrado, sobre sua infima ponta, verticalmente em relagao a superficie perfeitamente lisa.
Pelo fato de estarmos no vacuo, ¢ fisicamente provavel que o lapis jamais se desequilibre e
caia, pois o vacuo deve manter o sistema superficie-lapis invariante, ou seja, a simetria do
sistema deve permanecer constante. Mas isso nao acontece. A prépria experiéncia mostra
que a invariancia do sistema é rompida, ou seja, a simetria é quebrada espontaneamente. E
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al onde entra a mecanica quantica, pois ela nao permite que a invariancia seja mantida. Os
experimentos de Heisenberg tém mostrado que os elétrons nao estao em lugares especificos.
A razao disso é que se fosse possivel manter um elétron imével durante tempo suficiente para
determinar sua posicao, ja nao seria possivel determinar seu momentum e reciprocamente.
Devido a essa incerteza, a invariancia do sistema superficie-lapis é quebrada e, por isso, num
determinado instante, o lapis “cai”’. Eis ai um exemplo de quebra espontanea de simetria
na natureza.

Finalmente, é chegada a hora de tratarmos as simetrias como ferramenta para o
ensino da Matematica e da Geometria.
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3. , PROPRIEDADES IMPORTANTES PARA O ESTUDO E
ANALISE DAS SIMETRIAS

Apresentaremos neste capitulo, propriedades importantes que devem ser aprendi-
das e compreendidas pelos discentes. Essas pripriedades, sao conhecimentos prévios que
os docentes devem lecionar antes de iniciar o ensino de Matematica através dos conceitos,
defini¢oes e propriedades das simetrias. Pois, como ja vimos anteriormente, as simetrias sao
dotadas de pripriedades matematicas.

3.1. Conhecimentos Preliminares

Antes de definirmos, enunciarmos e demonstrarmos aqui algumas propriedades
da simetria, faz-se necessario conhecermos um pouco da Geometria Fuclidiana, tal qual o
préprio Fuclides de Alexandria (360a.C-295a.C) a descreveu e organizou. Para tal, neces-
sitaremos do auxilio do matematico italiano, nascido em Turim, no final do século XIX,
Beppo Levi (1875-1961), que é considerado uma das maiores autoridades quando o assunto
é Euclides de Alexandria e seus Elementos. Comegemos entao pela definicao de ponto.

A primeira definicio diz, segundo a tradigdo mais comumente aceita: Ponto é o
que nao tem partes. Possivelmente, a tradugao mais literal seria: Ponto € aquilo
cuja parte € nada. (LEVI, 2008, p.97).

Vamos a dois axiomas euclidianos importantes para nds, do ponto de vista
geométrico:

1. As coisas iguais a uma mesma sao iguais entre si.

()

4. F as coisas coincidentes sao iguais entre si. (LEVI, 2008, p.109)

Nao esquegamos que hé trés postulados importantissimos para a Geometria. (i)
por dois pontos distintos no plano ou no espago passa uma unica reta; (i) dados um ponto
P e uma reta r, tal que P & r, hd um inico plano que os contém e (iil) trés pontos distintos
nao colineares definem um plano que os contém.

Antes de prosseguirmos, vamos considerar o plano cartesiano ortogonal, onde todo
ponto serd da forma P = (z,y), tal que x é coordenada do eixo das abcissas e y é coordenada
do eixo das ordenadas e toda reta r tem por equacao geral a seguinte forma r : ax+by+c =0
e, por equagao reduzida, a seguinte forma r : y = mz +n onde m = =* é coeficiente angular
da reta r e n = 3¢ ¢é coeficiente linear da reta r.

Vamos ao teorema do angulo externo e, em seguida, a alguns lemas importan-

tes.

TEOREMA DO ANGULO EXTERNO: Em todo triangulo a medida do dngulo ex-
terno é igual a soma das medidas dos dois angulos internos nao adjacentes a ele.

Demonstracao: Consideremos o triangulo ABC|, cujos angulos internos sao « no vértice
A, B no vértice B e v no vértice C'. Seja r a reta que passa pelos vértices A e B e s a reta
paralela a r passando pelo vértice C' (ver figura 16 na pégina 42).

Temos agora que o angulo a esquerda de v ¢ alterno interno de «, logo, sao iguais.
Analogamente, com o angulo a direita de v que é igual a 5. Segue dai que, «, 5 e v formam
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Figura 16: Teorema do dngulo externo.

o+

Fonte: Autor, 2014.

um angulo raso, ou seja, somam 180°. Agora, tomando o ponto D a direita de B sobre a
reta 7, temos que os angulos ABC' = § e C BD sao suplementares, ou seja, também somam
180°. Segue dai que, o+ +v=CBD + 3 <= CBD = a+ 1, quod erat demonstrandum.

LEMA: Dado um ponto P e uma reta r, tal que, P € r, existe uma unica reta s que
passa por P tal que s.Lr.

Demosntragao: Seja r uma reta e () um ponto, tal que, @ ¢ r. Agora seja P a projecao
ortogonal do ponto ) sobre a reta r. Temos assim P € r e pelos pontos P e () existe uma
reta. Seja s a reta que contém os pontos P e (). Temos entao que s_Lr. Mostremos agora
que essa reta s é unica. Suponhamos que existe um ponto P’ € r, com P’ # P, tal que,
P’ é também projecao ortogonal do ponto () sobre a reta r. Temos assim que o triangulo
formado pelos pontos P, @ e P (figura 17, pagina 43) tem exatamente dois angulos retos.
Além disso, pelo teorema do angulo externo, temos que o angulo externo em P é menor
que a soma das medidas dos dois angulos internos nao adjacentes. Portanto, dados um
ponto P € r, existe uma unica reta s, com P € s, tal que sLr. Quod erat demonstrandum.

PROPOSICAO 1: Duas retas perpendiculares a uma terceira sio paralelas entre si.

Demonstragao: Seja r uma reta e P um ponto tal que P ¢ r. Seja ) a projegdo orto-
gonal do ponto P sobre a reta r. Pelo lema, temos que existe uma reta r’ tal que ' Lr e
contém os pontos P e (). Novamente pelo lema, existe a reta s que contém o ponto P e
é perpendicular a reta 1’ (figura 18, pagina 44). Como rLr’ e ' Ls temos que r//s. Quod
erat demonstrandum.

PROPOSIQAO 2: Dados dois pontos distintos no plano cartesiano ortogonal, A =
(xa,y4) e B = (xp,yp), com x4 # xp € ya # yg, temos que a distancia do ponto A
até o ponto B é dada por

dap) = V(T8 —22)2 + (yB — ya)®. (1)
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Figura 17: Unicidade da reta perpendicular.

Fonte: Autor, 2014.

Demonstracao: Sejam A = (x4,y4) e B = (xp,yp), com x4 # xp e ya # yg. Consi-
deremos o ponto C' = (xg,y4). Temos que a figura formada pelos ponto A, B e C' é um
triangulo retangulo com ACB = 90°. Observemos que a medida do segmento AC é dada
por |xp — x4] e a medida do segmento BC é dada por |yp — ya| (figura 19, pagina 45).
Aplicando o Teorema de Pitagoras no AABC temos:

AB’ = AC° + BC”

d%A,B) = |zg — xal* + lys — yal?

mas |tp — xa|> = (x5 —x4)? € lyp — yal|® = (Y — ya)?, Vaa, 25, Y4, yp € R, portanto

das) =V (x5 —2a)2+ (Yp — ya)?

que é exatamente igual a equacao (1), quod erat demonstrandum.

PROPOSICAO 3: Dados dois pontos distintos no plano cartesiano ortogonal, A =
(xa,ya) € B = (zp,yp), com x4 # xp € ya # yp, temos que o ponto médio do seg-

mento AB é dado por

(2)

Ta+Tp Ya+YB
M:(ZL‘M,?JM):( 5 s 5 )

Demonstracao: Sejam A = (v4,y4) € B = (xp,yp), com x4 # x5 € ya # yg. Consi-
deremos o ponto C' = (zp,y4). Temos que a distancia de A até C' é dacy = |vc — x4,

acrescentando |z4| & abcissa |xp|, temos que o ponto médio do segmento AC' é dado por

(% = xM), seja D = (xp7,y4). Analogamente, temos que (yA;yB) = ypr € ponto médio
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Figura 18: Unicidade da reta paralela.

Fonte: Autor, 2014.

do segmento BC, seja E = (xp,ya). Consideremos agora o ponto M = (x,yar), tal que
M € AB. Agora observemos os triangulos ADM, ACB ¢ MEB. Temos: AD = DC =
ME, ADM = ACB = MEB ¢ DM = CE = EB. Temos que AADM = AMEB pelo
caso de congruéncia de triangulos LAL (lado, angulo, lado) - (figura 20, pagina 46). Logo,
AM = MB. Portanto

TA+TB YA+ YB

que é exatamente igual a equagao (2), quod erat demonstrandum.

PROPOSICAO 4: (Condigao de alinhamento de trés pontos no plano): Dados
trés pontos P = (x,y), A = (z4,y4) € B = (xp, yp), afirmamos que eles estao alinhados se,
e somente se, o determinante abaixo se anula,

z y 1
xa ya 1]=0 (3)
re Yo 1

Demonstragao: Sejam os pontos distintos P = (z,y), A = (za,ya) ¢ B = (zB,yn),
tal que P € AB, com = # x4 # xp # x. Agora, tomemos os pontos C' = (1,y4) e
D = (zp,y4). Observemos os seguintes triangulos: AACP e AADB. Temos ACP = 90° =
ADB, CAP = DAB e pela soma dos angulos internos de um triangulo APC' = ABD. Pelo
caso AA (angulo-angulo) de semelhanga de triangulos, temos AACP ~ AABD (figura 21,
pagina 47). Por proporgao temos:

AP AC CP
AB AD DB
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Figura 19: Distancia entre dois pontos distintos.

Fonte: Autor, 2014.

dapy  diac)  dep

dap)  dap)  dop
T—Ta Y —Ya
TB — TA B YB — Ya
(x—24)(yp —ya) = (y —yA)(wp — x24)

r(yp — ya) — va(yp — ya) = y(xp — va) — ya(rp — 4a)

2(yp —ya) —y(@p — ra) +ya(zp — 2va) —va(YyB —Y4) =0

(Yp —ya)x — (x5 — TA)Y + TpYa — TaYa — TaYp + Taya =0

(yp —ya)r — (g —xa)y + Tpya — xayp =0 (4)

Desenvolvamos agora o mesmo determinante em (3), aplicando a regra de Sarrus
e igualando a zero.

(—1)1+1(a11)(a22 - Q33 — Qo3 - A32)+
+(—1)1+2(a12)(a21 © a3z — @93 * a31)+

+(=1)"(a13) (a2 - asg — ag - az) =0

(yA_yB)x_(xA_xB)y+$AyB—$ByA:0 (5)
Multiplicando a igualdade em (5) por —1 e organizando os termos, temos

(Y —ya)r — (v — 24)y + 2BYs — 2aYyp =0
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Figura 20: Ponto médio de um segmento de reta.

|
|
|
|
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|
|
|
|
i

U4+ - - — - - - - - - - - - - - - =

ara.___%{ —————— jE ————————— ji————{—-

Fonte: Autor, 2014.

que é exatamente o resultado em (4). Isso mostra que, se os pontos P, A e B estao alinha-
dos, o determinante (3) ¢é igual a zero. Neste caso, a reciproca também ¢ verdadeira.

Portanto, trés pontos P = (x,y), A = (xa,ya) e B = (zp,yp) estao alinhados se,
e somente se, o determinante em (3) é igual a zero. Quod erat demonstrandum.

OBSERVACAO 1: Daigualdade em (4) podemos deduzir uma forma geral para a equagao
da reta. Suponhamos que seja r a reta que passa pelos pontos P, A e B do lema 5. Fazendo
YB—Ya=a,xa—xg =bexpys — xayp = ¢, temos que a equacao geral da reta r é da
forma

rrax+by+c=0 (6)

OBSERVACAO 2: Da equacio em (6) podemos deduzir uma forma reduzida para a
equagao da reta. Fazendo —% = m e —f = n, temos que a equagao reduzida da reta r
¢é da forma

riy=mz-+n (7)

A vantagem da equagdo em (7) é que ela nos fornece o coeficiente (angulo) de
inclinacao da reta r, em relacao ao eixo das abcissas, dado pela letra m e a letra n é o
coeficiente linear da reta r. Ou seja, 8 = arctanm é o angulo da reta r em relacao ao eixo
das abcissas.

De fato, observemos o0 AABD, da figura 21 (pagina 47), e notemos que, por de-
finicao temos:
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Figura 21: Condigao de alinhamento de trés pontos.

Fonte: Autor, 2014.

~ BD dBp  ys—ya
tg(A) = — = = . 8
9(4) = = PP (8)

PROPOSICAO 5: (Menor angulo formado entre duas retas no plano cartesi-
ano ortogonal): Dadas duas retas r : y = m,z+n, e s : y = myx + ng no plano cartesiano
ortogonal, entao o menor angulo formado entre elas é dado por

my — Mg

: (9)

0 = arctg| ———
g’lqtmrmS

Demonstracao: Consideremos duas retas r : y = m,x +n, e s : y = m,r + n, no plano
cartesiano ortogonal, tais que tg(a) = m,., onde a é o angulo de inclinagdo que a reta r
faz com o eixo das abcissas, e tg(f) = ms, onde 8 é o angulo que a reta s faz com o eixo
das abcissas. Consideremos agora a > [ (0 caso o < 8 é anélogo). Construindo uma reta
s tal que §'//s e (rns' Ny =0) = (x,,0) (figura 22, pagina 48), temos, pelo Teorema
de Thales, que o angulo que a reta 7’ faz com o eixo das abcissas é o mesmo que a reta r
faz com tal eixo; segue dai que o menor angulo entre as retas r e s permanece inalterado.
Agora, seja # o menor angulo formado entre as retas r e s’ que, também pelo Teorema de
Thales é o mesmo entre as retas r e s (figura 22, pagina 48). Segue dai, que 0§ = a — f3,
pois a > [3.
Temos:



Figura 22: Angulo formado entre duas retas concorrentes

Fonte: Autor, 2014.

t9(6) = tgla — ) = 225

1
cos(a — f3) (10)
Sabemos, das razoes trigonométricas, que sen(a+b) = sen(a)cos(b)+ sen(b)cos(a)
e cos(a+b) = cos(a)cos(b) — sen(a)cos(b). Substituindo em (10), temos
sen[a+ (—f
tan(6) = cosla + (—f

_ sen(a)cos(—f) + sen(—B)cos(a)
cos(a)cos(—pB) — sen(a)sen(—p)

_ sen(a)cos(B) — sen(3)cos(«)
cos(a)cos(f8) + sen(a)sen(f)

dividindo todas as parcelas da fracao acima por sen(a)cos(f3), temos

. sen(B) cos(a)

cos(@)
cos(B) sen(a)

cos(a) sen(B)
sen(a) + cos(B)

multiplicando o numerador e o denominador da fragao acima por

sen(a) .
cos(a)’ temos:
sen(a)  sen(B)
_ cos(a) cos(f)

sen(B) sen(a)
L+ cos(f) cos(a)




49

- tg(a) —tg(B) _ My =My
 1+tg(a)tan(B) 1+ mymy

= tg(0)

Mas, notemos aqui que a tg(f) = —tg(180° — @), ou seja, a tangente de um angulo
é o oposto (simétrico) da tangente de seu suplementar; como queremos o menor angulo
formado entre as retas r e s, devemos entao considerar o seu médulo. Logo,

m, — My m, — My

tg(&): 1+m,m

= 9:arctg’

1+m,mg
¢ o menor angulo formado entre as retas r e s, quod erat demonstrandum.

COROLARIO: (Condicao de perpendicularismo entre duas retas): Se o angulo
formado entre duas retas r e s é de 90°, entao

m, - mg = —1. (11)

Demonstracao: De fato, notemos que, por definicao,

sen(90°) 1
tg(90°) = ) 2
9(90°) cos(90°) 0

contudo do proposi¢ao 5, temos que tg(90°) = Tro—e |, segue entao que
my —ms | 1
1+m,-mg| O
I1+m, -mg|=0<m, -mg=—1

quod erat demonstrandum.

3.2. Operacgoes de Simetrias

DEFINIQAO 1: Operacgao de simetria é qualquer operacao ou conjunto de operacoes
que sao aplicados a um sistema, deixando-o invariante.

Exemplo: Tomar uma figura F', construir o seu simétrico axial em torno de um eixo de
simetria (e;) resultando emF”, rotacionar F’ de 180° e transladé-lo (deslocé-lo) no plano de
uma distancia d, resultando em F” (ver figura 23 na pagina 50). O mesmo teria acontecido
se tivéssemos construido o simétrico axial de F’ em torno do eixo e,.

Notemos que a figura F' nao sofreu alteracao em sua forma, o que mudou de F
para F" foi apenas sua posicao. Estamos prontos agora para enunciar a primeira proposicao
da simetria.

PROPOSICAO 6 - (Lei Fundamental das Simetrias): Todo ponto é simétrico,
por qualquer operacao de simetria, de um ponto distinto dado.



20

Figura 23: Operagoes de simetrias.
=

\ )

N,

— -

N
| ]
V

A

Fonte: Autor, 2014.

Demonstracao: De fato, tomemos dois pontos distintos A e B, pela definicao euclidi-
ana de ponto e pelo axioma euclidiano 1, temos que, A é simétrico por translacao de B;
e, pelo axioma euclidiano 4, tomando um terceiro ponto C' no plano ou no espaco, tal
que, este ponto equidiste dos dois pontos dados, temos que, A é simétrico de B por uma
rotacao em torno do ponto C, pois o ponto A coincide com o ponto B, apds ser rotacionado

de um angulo 6 em torno do ponto C.

PROPOSICAO 7: Se existem dois pontos distintos no plano, A = (xa,ya) €
B = (zp,yp), entao existe uma tnica reta que é eixo de simetria desses dois

pontos.

Demonstracao: Sejam A = (z4,ya) ¢ B = (vp,yp) dois pontos distintos no plano,
sabemos da geometria euclidiana que por dois pontos distintos passa uma tunica reta. Seja
r a reta que passa pelos pontos A e B, entao essa reta é da forma da equacao (7). Sabemos
também da geometria euclidiana que dois pontos distintos limitam um segmento de reta.
Segue que todo segmento de reta tem um tnico ponto médio. Considerando a equagao (2),
seja M o ponto médio do segmento AB. Pelo lema, 1, existe uma tinica reta s que contém o
ponto M e é perpendicular a reta r que contém os pontos A e B. Como s_Lr, temos, pela

equagao (11), mg - m, = —1 o que nos da
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A — TB
ms:—.
Ya —YB

Dai,
_ 22, —x2 +y2 —y2
SiY=Mmg-T+Ng = 5:y=2LA"2B .4 To TATYR YA

5 YA—YB 2-(yg—ya) ) .
é a equagao da reta s, que é exatamente o eixo de simetria dos pontos A e B. Ou seja, os

pontos A e B equidistam perpendicularmente da reta s, quod erat demonstrandum.

PROPOSICAO 8: Dados dois pontos distintos A = (z4,y4) € B = (z5,y5) no
plano cartesiano ortogonal e uma reta r : ax 4+ by + ¢ = 0 no mesmo plano, existe
um ponto C' € r, que equidista dos pontos A e B, tal que, o ponto B é simétrico
rotacional do ponto A em relagao a C por um angulo de rotacgao 6.

Demonstracao: Temos trés possibilidades para os pontos A e B.

Primeiro, A € r e B € r. Segundo, A€ re B¢ rouA¢reB ¢er. Terceiro,
AdreB¢r.

O primeiro caso é o mais simples, pois C' € r e além disso C é ponto médio do
segmento AB. Logo, o angulo de rotacdo em torno do ponto C é de 180°.

Demonstremos o terceiro caso, pois o segundo é mais simples e analogo.

Sejam A = (x4,ya) e B = (zp,yp) dois pontos distintos, e considerando a equagao
(6) uma reta no plano, tomemos um ponto C' € r, tal que C = (z, —% - — ) e C equidista
do ponto A e do ponto B. Temos que:

diac) = dso)

pela equagao (1), segue

(z0 —24)* + (yo — ya)* = (z¢ — 28)* + (yo — yB)”
ro(—2bx 4 + 2bx + 2ay4 — 2ayp) = —2cya + 2cyp — b’ + bry — byt A + byy
b(rh — 2% +yb — y2) + 2c(ys — ya)

T —_=
¢ 2b(zp — x4) + 2a(ya — y5)
Logo, x¢ é a abcissa de C' € r. Como y = —¢x — {, fazendo = = z¢,
temos que:
Yo = _g(b($23 — 2% +yp —ya) +2clyp — yA)> <
¢ b 2b(xp — xa) + 2a(ya — yn) b

Temos agora duas retas, AC e BC, concorrentes no ponto C de abcissa x¢ e orde-

<~
nada yc. Temos assim que a equagao geral da reta AC, de acordo com a igualdade em (3),
¢é dada por

z y 1
g ya 1]=0
ro yo 1

dai,

TYa+y - xo+xTa Yo —Y - Ta—T Yo —Tc-ya =70
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(Ya—yeo) v+ (x¢c —xa) -y + (24 yo — 2c -ya) =0

Substituindo os valores de x¢ e yo encontrados acima, temos que a equacao geral
s
da reta AC' é

AHC: {[a(xs +2B) + 2bys + 2 (x5 — x4) + alya — yp)* }o+
+{[b(ya +yB) + 2¢ + 2ax4](ys — ya) + b(za — x5)*}y+
H{[(axa+bya)(xa+xp) +2cxa|(xa —2) + [(ax4 + bya)(ya +yB) + 2cyal(ya —ys)} =0

<~
Analogamente, a equagao geral da reta BC' é

BC: {[a(za + w5) + 2bys + 20w — v.4) — alys — ya) Yot
+{bl(yp — v2) — (x5 — x4)*] + 2¢ — 2ax5(ya — yp) }y+
—{(azp + byg) (2} — 2% + yp — i) + 2c[(xp — xa)zp + (Yyp — ya)ys]} = 0

s e
Segue que os coeficientes angulares mac e mpe das retas AC e BC, respectiva-

mente, sao dados por:

[a(za+ xB) + 2bya + 2¢|(xp — x4) + alys — yp)*

"o = " blya + yi) + 2 + 2024l (ys — Ya) + bza — 20 (12)
¢ e a(yp +ya)? — [a(za + zB) + 2byp + 2c](xp — z4) (13)
]

BC  b[(y} —yA) — (xB — za)?) + 2¢ — 2ax5(ya — yB)

Como o menor angulo entre duas retas, r e s, é dado pela equacdo (9), temos que
o menor angulo de rotacao em torno do ponto C' pertencente a reta r serd dado por:

m« —Mm <
0 = arctan AC BC (14)
+Mme -m
Ac 'BC

sendo os valores de mae eme., sao dados pelas equagoes (12) e (13), respectivamente.
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4. O ENSINO DA MATEMATICA ATRAVES DAS SIMETRIAS

Nesta secao, exporemos um trabalho que vem sendo realizado desde o ano de 2004,
que logrou uma monografia, no ano de 2006, mas que nao parou por ai e continuou sendo
realizado e cada vez mais aprofundado dentro do contexto escolar do ensino de Matematica
e aplicado cada vez mais com um grau de aprimoramento maior. O nosso objetivo aqui é
mostrar como ¢ possivel lecionar Mateméatica e Geometria utilizando um recurso tao natu-
ral como a simetria o é; apresentar algumas atividades e relatar um pouco da experiéncia
obtida no contexto escolar, principalmente na relacao ensino-aprendizagem. Antes de inici-
armos os topicos especificos, faz-se necessario comentar que é importante que os discentes
que estao se submetendo a pesquisa ja conhegcam bem as quatro operacoes fundamentais da
aritmética; contudo, mesmo estes nao conhecendo, nao se tornara impossivel a realizagao
de tais atividades, até porque em alguns momentos faremos mencoes a tais dificuldades.

E importante também fazer uma boa apresentacao da simetria e de suas aplicagoes,
mostrando como ela esta tao presente em cada momento da vida de cada um dos discentes.
Deve-se para tal fazer uma apresentacao bem lidica, mostrar imagens de animais, de obras
de arte, de estruturas arquitetonicas, deixar claro cada um dos tipos de simetria e de suas
aplicagoes.

4.1. Equagoes do Primeiro Grau

Para esta etapa do aprendizado, os discentes ja devem estar convencidos de que
toda igualdade é simétrica. Inicialmente, deve-se resolver uma equagao do 1° grau, mos-
trando e explicando o que de fato acontece em cada etapa da resolucao, evidenciando que
a simetria deve ser mantida em cada um dos procedimentos. Para isso, mostra-se que tudo
o que € retirado ou acrescentado em um dos membros da igualdade deve também ser feito
no outro membro, fim de manter o equilibrio simétrico da equacao. Vejamos, no exemplo
4.1.1, uma aplicacao num caso geral de uma equagao do 1° grau.

Exemplo 4.1.1.

Suponhamos a, b, c € R e x uma incognita real e seja ax+b = ¢ uma equagcao que é satisfeita
para um determinado z € R. Para determinar o valor de x geralmente se observa que a
maioria dos docentes ensina da seguinte maneira:

ar +b=c

pegue o termo que nao tem x e passemos para o outro lado da igualdade trocando o seu
sinal, fica

ar=c—b

Agora, observemos que o nimero a estd multiplicando x, entao ele passa para o
outro lado da igualdade dividindo, fica

c—b

a

xTr =

e esse € o valor de x que se procura.
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Contudo, esse método de resolucao, apesar de mais resumido, em nada contri-
bui para fazer o discente compreender que realmente o equilibro estd acontecendo. O mais
coerente seria que o discente mostrasse que a simetria realmente acontece em cada dos
procedimentos utilizados para resolver a equacao. Ou seja, a forma mais coerente e que
raramente deixa duvidas para os discente é:

ar +b=c

a fim de determinarmos x devemos observar que ao termo ax foi acrescido o valor b, entao
se retirarmos o valor b desse membro da igualdade, devemos retiréa-lo também do outro
membro, a fim de que se mantenha o equilibrio, a simetra; assim fazemos

ar+b—-—b=c—b=axr=>b—-c.

Temos agora que o valor a estd multiplicando o valor desconhecido x, ou seja,
temos a parcelas do termo x e queremos saber quanto é uma tunica dessas parcelas. Para
tal, devemos entao dividir o termo ax por a e para que a simetria seja mantida, devemos
dividir também o valor ¢ — b por a. Assim fica,

ar c¢—b c—b

a a a

Portanto, o valor desconhecido procurado é x = %b

Notemos que apesar de mais longo, esse procedimento deixa claro as entrelinhas
que foram saltadas para se resumir a resolucao da equagao, e tira a ideia do discente de que
de um modo “maégico”os nimeros passam de um membro a outro e trocam de sinal ou de

operagcao.
Vejamos um problema (exemplo 4.1.2) que foi resolvido por um discente do 7°
ano do ensino fundamental, em que ele aplica, na sua resolucao, todos os procedimentos

necessarios para obter o valor desconhecido.

Exemplo 4.1.2.
O dobro de um nimero subtraido de 6 vale 10. Que niimero é esse?

Solucao:

2Xxr—-6=10—=2Xx2—-64+6=10+6=2x2 =16

Vejamos no exemplo a seguir uma outra atividade, bem mais rebuscada, que
também foi resolvida por um dos discentes do 7° ano.
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Exemplo 4.1.3.
O triplo de um numero adicionado de quatro ¢é igual ao quintuplo desse mesmo nimero
subtraido do dobro de quatro. Qual é esse nimero?

Solucao:

3x+4=50xr—-—2x4=—=3xr+4=5xr—8

—3rx+4—-3r=5xr—-8—-3r—=4=2r—8=—744+8=2x —8+8

12 2
:>12:2x:>7:7x:>6:x.

O numero procurado é 6.

Observemos, na solucao dada ao problema do exemplo 4.1.3, que o discente em
momento algum precisou se preocupar em deixar o termo que tem x no primeiro membro
da igualdade, como de costume se ensina nas escolas. Quando o docente pode observar que
os discentes ja estao dominando tais técnicas de resolucao, ele pode aplicar uma atividade
(exemplo 4.1.4) que vai dar uma ideia mais geral do método de resolugao e que vai auxiliar na
resolucao de sistemas de equagoes do primeiro grau com duas incognitas. Nessa atividade,
solicita-se que o discente a resolva de duas formas distintas: na primeira forma, de um modo
geométrico, desenhando uma representacao da solugao do problema e, na segunda forma,
que o resolva através de equacgoes que eles podem identificar e construir, observando as suas
préprias ilustracoes. Foi solicitado também que os alunos escrevessem uma explicagao para
cada uma das duas formas de resolucao.

Exemplo 4.1.4.

Atividade em grupo: Observe a balanga a seguir (figura 24), note que ela esta em equilibrio
perfeitamente simétrico, ou seja, a massa de seis esferas azuis e de trés cubos verdes é a
mesma massa de oito esferas azuis e dois cubos verdes. Determine: (i) a massa de um cubo
em relacao as esferas; (ii) a massa de uma esfera em rela¢ao aos cubos.

Figura 24: Balanga em equilibrio simétrico. Esferas em azul e cubos em verde.

= -

Fonte: SILVA, 2006.

Solucdo geométrica do item (i): Partindo da ilustracao da figura (24), os discentes cons-
trufram outras figuras para demonstrar a solu¢ao de modo geométrico, utilizando-se para
tal da propriedade da simetria axial. Preferiu-se reproduzir aqui (através de construgoes
geométricas com recursos computacionais), da maneira mais leal possivel, as construgoes
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feitas por um dos grupos de uma turma do 7° ano do ensino fundamental. Observemos a
figura 25.

Figura 25: Uma resolugao geométrica para o item (i) do problema do exemplo 4.3.3.

A (a)

oel

. (b)

. ()

. m e

. (d)

Fonte: Autor, 2014.

Explicacao dada pelo grupo: “Olhando a figura 24, podemos ver num lado da
balanca 6 bolas azuis e 3 quadrados verdes e no outro lado da balanca 8 bolas azuis e 2 qua-
drados verdes e a gente sabe que a balanca estd em equilibrio simétrico, que eles sao iguais
no peso. Tem menos bolas no lado esquerdo, que é 6, a gente vai tirar 6 bolas de cada um
dos lados, pra balanca ficar igual. Pintamos de vermelho as bolas que estao sendo tiradas
[figura 25(a)] e a balanga fica agora com 3 quadrados verdes em um lado e 2 bolas azuis e
dois quadrados verdes do outro lado [figura 25(b)]. Agora o lado que tem menos quadrados
é 2, entao a gente vai tirar 2 quadrados de cada um dos lados da balanca. Pintamos de
vermelho os quadrados que estao sendo tirados [figura 25(c)], e a gente vé que pode ficar s6
com um quadrado de um lado e duas bolas do outro lado [figura 25(d)]. Entao, o peso de
um quadrado verde é igual ao peso de duas bolas azuis.”

Observagao: reproduziu-se aqui o texto na integra como o préprio grupo o escreveu, as
palavras [entre colchetes| foram acrescentadas pelo autor.

Solugao algébrica do item (i): “Vamos imaginar que o sinal de igual é o eixo de simetria na
figura 24. [Esferas azuis —»| b = bolinhas e [cubos verdes —| ¢ = quadradinhos.

Tem 6 bolinhas e 3 quadradinhos em um lado e o peso é igual ao de 8 bolinhas e
2 quadradinhos, ai, a gente pode escrever uma continha assim

6b + 3¢ = 8b + 2q.

A, a gente tira 6b, que é o que tem menos, de cada lado e vai ficar assim.

60+ 3q — 6b = 8b + 2q — 6b
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que da
3qg = 2b+ 2q.
Agora a gente tira 2q de cada lado qua vai ficar
3¢ —2q=2b+2q —2q
que vai ser

q = 2b.

Assim, a gente pode dizer que o peso de um quadradinho é igual ao peso de duas
bolinhas.”

Solucao geométrica do item (ii): “Na ultima figura 25(d) que a gente desenhou, da pra
ver que tem um quadrado verde de um lado e duas bolas azuis do outro. Af se a gente apa-
gar uma bolinha azul a gente vai ter que apagar a metade do quadrado pra que a balanca
(figura 26) dé o mesmo peso dos dois lados. Assim a gente fica sabendo que o peso de uma
bola ¢é igual ao peso de meio quadrado verde.”

Figura 26: Uma resolugao geométrica para o item (ii) do problema do exemplo 4.3.3.

e

el

Fonte: Autor, 2014.

Solucao algébrica do item (ii): “A gente viu que resolvendo ficou

qg=2b

entao a gente vai ter que dividir os dois lados pelo niimero 2 ai vai ficar assim

q 2b

2 2
que vai ser

q

—=b.

2

A gente pode entao dizer que o peso de um quadradinho verde dividido por dois é
igual ao peso de uma bolinha azul.”
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4.2. Sistemas de Equagoes do Primeiro Grau com Duas Incégnitas

Euclides deixou um axioma importante que foi muito 1util nesta etapa de nossa
préatica pedagdgica: As coisas coincidentes sao iguais entre si (citado na se¢ao 3.3.1). Segue
dai que, se duas coisas sao iguais, entao elas coincidem entre si; consequentemente, sao
simétricas por translacao. A vantagem disso é que, num sistema de equagoes do primeiro
grau com duas incégnitas, que, como ja vimos anteriormente, sao duas retas, elas podem
coincidir em todos os seus pontos e, assim, as duas retas na verdade sao uma sé; em um
Unico ponto e nesse caso elas sao concorrentes; ou até mesmo nao coincidir e nesse caso uma
delas é translacao da outra porque elas serao paralelas. O fato é que, se o sistema tiver uma
Unica solugao, é porque essa solucao é a mesma para as duas equagoes, ou seja, ¢ simétrica.
Vejamos, no exemplo 4.2.1, uma generalizacao dessa solugao.

Pode-se iniciar mostrando que, dada uma equacao ax + by + ¢ = 0, para cada valor
de z € R escolhido, vamos ter um valor y € R e assim ter-se-4 um par ordenado (z,¥), ao
qual denominaremos ponto, que pode ser localizado no plano cartesiano ortogonal. Analo-
gamente, para cada valor escolhido de y € R, ter-se-a4 um valor x € R que também resulta
num ponto e pode ser localizado no plano cartesiano ortogonal. Por fim pode-se mostrar
também que a marcacao dos infinitos pontos que podem ser encontrados resulta numa reta.
Um ente geométrico bem conhecido dos discentes.

Tomemos, por exemplo, a equagao com duas incognitas 2x —y — 2 = 0. Pode-se
mostrar aos discentes que quando adotamos x = 0 temos y = —2, e vice-versa; x = 1 temos
y = 0 e vice-versa; e assim por diante. Fazendo isso, deve-se mostrar que é possivel localizar
esses pontos no plano cartesiano ortogonal, sem muita profundidade no assunto (ver figura
27) e pode-se mostrar que, seguindo a sequéncia dos nimeros naturais (para nao utilizar os
reais), é possivel observar que, ligando esses pontos dois a dois, temos uma reta. Com isso,
para cada valor escolhido em x temos um tnico valor em y e vice-versa.

Figura 27: Exemplo de variagao nas escolhas de valores para z e y numa equagao do primeiro grau com
duas incognitas.

[X]

Fonte: Autor, 2014.
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Observemos que, com isso, apresenta-se ao discente uma 6tima nogao de funcao
afim, sem sequer falar em funcao ou tentar defini-la.

Exemplo 4.2.1.

Sejam a,b,c,d,e, f € R e, x e y, duas incdgnitas. Para determinarmos os valores de z € R
e y € R que satisfazem as equagoes ax + by +c¢ =0 (i) e dv + ey + f = 0 (ii), respectiva-
mente, partiremos do axioma de Euclides e das operagoes de simetria para isolarmos uma
das incégnitas em ambas as equacoes.

Solugdo: Sabemos que a fim de encontrarmos uma solugao que satisfaz as equagoes (i) e (ii)
ao mesmo tempo, ou seja, uma solucao simétrica a ambas, equivale a resolver um sistema
de equagoes do primeiro grau com duas incégnitas que contém as equagoes (i) e (ii). Como
ja vimos anteriormente, cada uma dessas equagoes representa uma reta. Seja r a reta dada
pela equagao (i) e s a reta dada pela equagao (ii). Essa solugao que procuramos é dada pela
interseccao das retas r e s, como mostra o sistema a seguir:

_f ar+by+c=0 (3)
rﬂs-{ de+ey+ f=0 (i)

Isolando x em (i) pelo método simétrico temos:

ar+by+c=0
ar+by+c—by—c=0—-by —c
ax = —(by + ¢)
ar  by+c
a a
by + ¢
=— 15
o= -2 (15)
e, isolando x em (ii), também pelo método simétrico, temos:
dr+ey+ f=0
dr+ey+f—-—ey—f=0—ey—f
dr = —(ey + f)
dv ey+f
d d
x:—%;f (16)

Agora, notemos que a abcissa = é simétrica para os valores encontrados em (15) e

(16), ou seja, se © = —2¢ e g = —<t] entao
a d

by+c  ey+f
e d
by+c ey+f
a d

(17)
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¢ s6 manipular, também simetricamente, a igualdade em (17), a fim de obtermos o valor de y.

by+c ey+f

a d
by+cxad:ey+f><ad
a d

dx (by+c)=ax(ey+[)

dby + dc = aey + af

dby + dc — dby = aey + af — dby
dc = aey + af — dby

dc —af =aey+af —dby — af
dc —af = aey — dby
dc —af = (ae — db)y
dc—af  (ae—db)y
ae — db ae — db

dc —af
- 18
ae — db (18)

Admitindo que ae # db, observemos agora que a incégnita y tem um valor real
fixo, (equagao 18), que satisfaz a ambas as equagoes. Temos somente que substituir o valor
real y da equac@o (18) em qualquer uma das igualdades em (15) ou em (16) - essa é mais
uma das vantagens da simetria, para encontrarmos o valor real da incégnita x. Substituindo
em (15), temos:

by + ¢
a

de—af
_ baefdb +c

a

b(dc—af)+c(ae—db)
ae—db

b(de — af) + c(ae — db)
a(ae — db)
¢ b(de—af)

TTaT a(ae — db) (19)

Tr =

r = —

que também é um numero real Va # 0 e ae # db. Temos assim os valores de = e y que
satisfazem ambas as equagoes (i) e (ii).

E bem 6bvio que uma demonstracao como esta nao deve ser feita para turmas
do 7° ano que estao entrando em contato com o conteudo, mas ela pode ser feita tran-
quilamente numa turma de ensino médio, em ocasioes propicias para tal. Contudo, ela
mostra que a simetria é satizfeita também quando se resolvem problemas que necessitam
da resolucao de um sistema de equacoes do primeiro grau com duas incégnitas. Vejamos
os exemplos (4.2.2, 4.2.3 e 4.2.4) seguintes, que foram aplicados em turmas do 7° e 8°
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anos do ensino fundamental. E preciso deixar claro para o discente que ele precisa escolher
qual incognita ele quer isolar primeiro para que a solugao seja satisfeita por meio da simetria.

Exemplo 4.2.2.

O quéadruplo de um ntmero desconhecido x adicionado do triplo de um outro niimero desco-
nhecido y é igual a 18. Sabe-se que o triplo do nimero z subtraido do quadruplo do nimero
y € igual a 1. Determine os valores desconhecidos.

Solucdo (dada por um discente do 8° ano): Temos:

dr + 3y =18 (i)
3x—4dy=1 (i1)

Isolando x em (i), fica:

dr + 3y = 18
4xr 4+ 3y — 3y = 18 — 3y
dr 18 — 3y
4 4
18 — 3y
xr =
4
Isolando x em (ii), fica:
dr—4dy =1
v —dy+4dy=1+4y
3r  1+4y
33
1+ 4y
€Tr =
3
Dali,
18—3y 1+4y
4 3
18 — 144
ik ST +3y><12

3(18 — 3y) = 4(1 + 4y)
54 — 9y = 4 + 16y
54 — 9y + 9y =4 + 16y + 9y
54 —4=4+42by—14
50 25y
25 25
2=y
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e, substituindo y = 2, vai ficar

Por isso os niimeros procurados sao x =3 e y = 2.

O problema seguinte (exemplo 4.4.3) foi apresentado a turma do 8° ano do en-
sino fundamental sem que o docente em momento algum tivesse resolvido algum problema
parecido. Quer-se destacar aqui como é muito interessante a solucao dada por um dos
discentes, porque ele usa um artificio légico que nos propicia uma resolucao que mantém
coerente uma aplicagao da simetria.

Exemplo 4.2.3.

No pétio de estacionamento de uma loja ha 30 veiculos entre carros e motocicletas num total
de 96 pneus. Determine o niimero exato de carros e de motos que estao no estacionamento
desta loja. (Dica: nao se deve contar o pneu estepe dos carros).

o bl R B R [ W
L 98 45 IR DI IBESE 1 \:a
@ B BBRBBBE S

1 MOTUS € LR CARROS

Fonte: Autor, 2014.

Solucao: ver figura 28, que apresenta uma solugao correta, para o problema, dada pelo
discente. Observemos os argumentos légicos que o discente apresentou quando interrogado
pelo docente: ele afirma que sao 30 veiculos e, portanto, desenha trinta “quadradinhos”;
afirma também que cada um dos “quadradinhos”tem pelo menos dois pneus, porque toda
motocicleta deve ter dois pneus, e desenha duas“bolinhas”em cada um deles. Ele observa
que ja existem 60 pneus e lé no enunciado do problema onde percebe que sao 96 pneus,
ou seja, faltam ainda 36 pneus. Entao ele acrescenta mais dois pneus (duas “bolinhas”) a
cada um dos “quadradinhos”até completar os 36 que faltam, para que represente um carro;
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segundo ele, porque cada carro tem quatro rodas. Por fim, ele conta quantos “quadradi-
nhos”ha com apenas duas rodas e quantos “quadradinhos”ha com quatro rodas e conclui
que existem 18 carros e 12 motocicletas. Observacao: as palavras entre “aspas”, foram
assim descritas pelo discente.

Notemos que é uma resolucao interessante, pois ele usou o principio da simetria,
quando admitiu que toda motocicleta tem exatamente duas rodas (simetria translacional)
e todo carro tem quatro rodas (idem).

A fim de provocar uma discussao na resolucao de problemas que envolvem sistemas
de equagdes do primeiro grau com duas incognitas, propds-se um problema (exemplo 4.2.4),
um tanto intrigante e polémico. Esse problema foi apresentado apds mostrar-se aos alunos,
num caso especifico, a forma de resolucao apresentada no inicio deste topico. A vantagem
do problema proposto é que gerou muita discussao em sala de aula e pode-se perceber a im-
portancia de se conhecer métodos de resolucao diferenciados. O problema foi tao polémico
que apresentaremos trés solucgoes distintas dos discentes. Apresentemos o problema e em se-
guida as trés solugoes, deixando os comentarios para o final. E importante destacar aqui que
houve uma adapitacao das respostas dos discente, quando digitado, porém, nos apéndices
hé figuras com as respostas tal como elas foram construidas pelos discentes.

Exemplo 4.2.4.

Na chacara de seu Joao, Julinho, seu sobrinho, decidiu contar, de uma forma bem diferente,
os animais da criacao de galinhas e coelhos de seu tio. Ele decidiu primeiramente contar
as cabecas dos animais, contou as das galinhas e em seguida as dos coelhos num total de
30, em seguida ele contou as patas (os pés) dos animais, primeiramente as das galinhas e
em seguida as dos coelhos num total de 58. Mas agora ficou uma divida: quantas sao as
galinhas e quantos sao os coelhos que existem na chacara de seu Joao?

Solucao 1: ver figura 29, que apresenta uma possivel solugao para o problema (exemplo
4.2.4). Esta solucao foi feita pelo mesmo discente que resolveu o problema anterior (exemplo
4.2.3). Observemos como inocentemente ele conclui uma solugao para o problema afirmando
que existem 29 galinhas com duas patas e uma galinha sem patas e, consequentemente, nao
hé coelhos.

Figura 29: Resolugio do problema relativo ao exemplo 4.2.4.
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. — o I_f wl f—\I | \ l‘>f |

- — y — il | | o)
;(J: }c_,; X l L3 el X = e

< T o [ v.-\l [ N ] 4d ﬂ: .,.\ X
™ ) Y () 'y_!{ I?’-'EI I)*—ﬂi }‘—J P o ;;,' S
b X IV ¥ R A
i \ |I_.-" '\_I "\_‘ et \ =

. - ; P ™y ""“'-.I I~. ) R i .'\. .\‘ ) A
7% & A O () ra S = Sy a {\{
Wl oK R ~

2,9 BALINHAS

Fonte: Autor, 2014.
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Solucao 2 (feita por um discente que utilizou um sistema de equagoes do primeiro grau
com duas incégnitas - ver nos apéndices, solu¢ao 2 do exemplo 4.2.4): G = galinhas e C' =
coelhos. G x 2 = 2G (pés das galinhas) e C' x 4 = 4C (pés dos coelhos). G + C = 30 (i),
porque sao trinta cabegas, e, 2G + 4C = 58 (ii), porque s@o cinquenta e oito pés. Ficamos
com o sistema:

G+C=30 (i)
2G 4+ 4C =58 (i)

Isolando G nas duas temos:

G+C=30
G+C-C=30-C
G=30-C
e
(ii)
2G 4 4C = 58
2G + 4C — 4C = 58 — 4C
2G = 58 — 4C'
2G 58 —4C
2 2
G =29 —20C

Segue dai, que:

30-C=29-2C
30-C+2C=29—-2C+2C
30+C =29
30+ C —30=29—30
C=-1

Substituindo o valor acima em G = 30 — C', segue

G =30—(—1)
G=30+1
G =31

Resposta: 31 galinhas e —1 coelho.

Solucao 3 (feita por um discente que utiliza o método distributivo - ver nos apéndices,
solugao 3 do exemplo 4.2.4): O dicente afirma o seguinte:
Uma galinha tem dois pés — 58 =+ 2 = 29 galinhas. Nao sobram pés.
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Um coelho tem quatro pés — 58 - 4 = 14 coelhos e sobram dois pés, que corresponde a
uma galinha.
Resposta: Tem 29 galinhas e nenhum coelho ou entao tem 14 coelhos e 1 galinha.

Observemos agora que as trés solugoes sao bem distintas e os artificios utiliza-
dos fizeram com que os alunos raciocinassem de maneiras bem distintas, porém chegando a
resultados que obedecem as leis da simetria e que apesar de nao resolverem o problema nos
levam a possiveis resutados. Foram realizadas perguntas dirigidas aos trés discentes com
relagao as suas respostas.

O discente da solucao 1 foi questionado sobre a “galinha sem pés” que aparece em
sua resposta (a turma foi irénica e o docente teve que intervir). Muito acanhado, o dis-
cente comentou que “tinha que ter trinta animais porque eram trinta cabegas”e por isso
tinha que ter uma “galinha sem pés”. Um outro discente da turma comentou que “podia
ter uma galinha com duas cabegas”(ao que a turma foi aos risos novamente). O docente
comentou que isso poderia ser uma possibilidade, ja que é possivel ocorrer algum tipo de
anomalia genética que “quebra”a simetria natural do animal, mas que a probabilidade de
uma ocorréncia dessa seria praticamente zero. Um outro discente ainda comentou que podia
ter duas galinhas que sé tem um pé cada uma, por isso a conta daria certo (risos da turma
novamente). Questionado sobre a nao existéncia de coelhos, ele respondeu que “nao tinha
como ter coelhos” porque nao tinha mais pés para fazer coelhos como foi com os pneus para
fazer os carros. A turma tentou criar mais situagoes confusas de anomalias, mas o docente
os conteve e se deu por satisfeito quanto as explicacoes do discente, pois o objetivo aqui era
tentar perceber que argumentos légicos ele utilizou para chegar a tal resultado.

O discente da solucao 2 foi questionado sobre o “coelho negativo”que aparece em
sua resposta. Primeiro, ele afirma que nao sabe; em seguida, diz que “acha”que tinha um
coelho e depois o coelho desapareceu, por isso ficou negativo (risos da turma). Quando
questinado sobre as 31 galinhas que aparecem, ele responde que “acha”que o menino contou
errado as cabecas porque na conta davam 31 galinhas e depois dava —1 coelho, ou seja,
desaparecia um coelho, entao devia ter 32 animais e nao 30 como o menino contou.

O discente da solucao 3 foi questionado sobre suas duas respostas. Ele comentou
que s6 sabia que uma galinha tinha que ter dois pés e que um coelho tinha que ter quatro
pés. Ao ser questionado sobre o nimero de animais, ele argumentou que achava que o
Julinho devia ter contado errado, porque nao tinham 30, s6 tinham 29 galinhas ou entao
tinha que ter 14 coelhos e 1 galinha, ou seja, ou eram 29 animais ou eram 15 animais.
Questionou-se ainda o discente se era possivel ter treze coelhos e trés galinhas num total
de dezesseis animais. FEle pensou: 13 x 4 = 52 ¢ 3 X 2 = 6 que juntando d& 58; entao,
poder-se-ia.

Agora, a pergunta dirigida a turma foi: qual dos trés respondeu corretamente? A
maioria da turma afirmou que nenhum deles. Coube ao docente esclarecer que em proble-
mas dessa natureza deve-se levar em consideracao todas as informacoes possiveis que estao
especificadas no enunciado do problema. A verdade é que nenhum deles errou, mas também
nao acertou. Cada um, da sua melhor maneira, apresentou uma interpretacao “convin-
cente” para o problema, mas nao levou em consideragao todas as informacgoes contidas no
enunciado. A solucao 1 levou em conta o nimero de animais e de patas, mas esqueceu de
observar que deve haver no minimo o dobro de patas em relacao ao niimero de cabecas, o
que nao havia, e que criou uma dificuldade a ponto de o discente fazer surgir uma galinha
sem patas. O discente ja poderia de imediato ter percebido que alguma coisa estava errada
no enunciado do problema ou o numero de cabecas ou o nimero de patas. A solugao 2
apresenta uma resposta mais convincente, afinal foi provado por meio de calculos que existe
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um determinado ntimero negativo de coelhos, mas poderia ter sido facilmente resolvido se
o discente tivesse observado de imediato que o ntimero de galinhas ja supera o nimero de
cabecas contadas. A resposta dada na solucao 2 estd parcialmente correta, pois em seus
calculos nao encontramos erros, ja que ele conseguiu resolver corretamente um sistema no
universo do conjunto dos nimeros inteiros que satisfaz o sistema, mas nao resolve o pro-
blema. Esse problema ¢ de contagem, o que nem sempre ocorre nos nimeros inteiros, pois,
por exemplo, como é possivel contar —1 coelho? Logo, o erro nao estd nas contas e mais
uma vez na interpretacao do problema, visto que esse problema deve ser resolvido restrita-
mente no conjunto dos nimeros naturais e nao inteiros. A solucao 3 é também elegante,
mas quando se resolve o problema dessa forma ele leva em conta somente a segunda parte
da informagao (58 patas) e desconsidera a primeira e mais importante (30 cabegas); dessa
forma ele poderia ter mais algumas solugoes, pois dentro dos ntimeros naturais existem mais
solugoes possiveis para a equagao (ii). A verdadeira resposta aqui seria que o problema é
impossivel no conjunto dos niimeros naturais, ou seja, ele nao tem solugao natural que sa-
tisfaca a situagao descrita no problema, que sao as condigoes de se ter 30 cabegas (animais)
e b8 patas entre galinhas e coelhos.

E sempre bom expor problemas que facam os discentes refletirem sobre suas
possiveis respostas, porque esses tipos de problemas os fazem desenvolver a criticidade
sobre a verdade provada matematicamente e a realidade fisica.

4.3. Inequacoes do Primeiro Grau

Diferente das equagoes, as inequacoes nao sao satisfeitas através do equilibrio,
mas sim do desequilibrio, ou seja, nao ha simetria e sim uma quebra de simetria, uma antis-
simetria. Tome-se aqui uma situagao geral (exemplo 4.3.1) de uma inequacao do primeiro
grau, a fim de se observar como, utilizando os principios da simetria, é possivel resolver.

Exemplo 4.3.1.
Dados a,b,c € R;a # 0, e x uma variavel real, determinar os valores de x € R que satisfa-
zem ax + b < c.

Solugao:

ar +b<c
ar+b—-—b<ec—0»

ar <c—b
ar c¢c—b

a a
c—b

a

x <

Importante observar aqui que nao ha valor algum maior ou igual a %b que satisfaz
a inequacao. Note que a inequacao é satisfeita apenas quando x € R tem valor menor do
que <2, ou seja,

o
a
c—b c—>b
<
a a

Ve e R;x < > .
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Deve-se fazer com que o discente compreenda que o que se quer é que nao haja si-
metria, mas uma condicao satisfatoria para o desequilibrio. Para tal, uma boa demonstracao
com uma balanga de dois pratos (exemplo 4.3.2), é fundamental, porque fica arraigado na
mente do discente a ideia da antissimetria (do desequilibrio).

Exemplo 4.3.2.

Suponha a balanca do exemplo 4.1.4, em que ¢ sao os cubinhos e b sao as esferas. Adimita
que a massa total contida no prato esquerdo é menor que a massa total contida no prato
direito. Ou seja, 6b+ 3¢ < 8b+ 2¢q. Isso implica que, na balanca, o lado esquerdo estd mais
elevado do que o direito. Resolvendo analogamente como no método simétrico chegamos a
figura 30 que mostra que ¢ < 2b. Ainda mais, mostra que (figura 31) b > Z. Em outras
palavras, um cubinho tem massa menor que duas esferas e uma esfera tem massa maior que

meio cubinho.

Figura 30: Um cubinho tem massa menor do que duas esferas.

Fonte: Autor, 2014.

Figura 31: Uma esfera tem massa maior do que meio cubinho.

Fonte: Autor, 2014.

Com este tipo de demonstracao o discente consegue compreender, por exemplo,
porque

—x<l<=x>-1,

pois note-se que ao resolvermos a inequacao —x < 1, tentando manter a simetria, tem-se:

—r <1
—r—1<1-1
—rx—1<0
—x—14+42<0+z2x
—1<z
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x> —1.

Observemos que esta simples demonstracao algébrica é muito abstrata e de dificil
compreensao para discentes que nao estao familiarizados com as inequacoes. Com uma
simples demonstracao geométrica (figuras 30 e 31) o discente passa a ter uma melhor com-
preensao do porqué as desigualdades <,>, < e > “mudam”quando se esta resolvendo de-
terminados tipos de inequagao.

4.4. Equacao do Segundo Grau: Uma Curva e Um Eixo de Simetria

Trabalhar com equacoes do segundo grau nao é tarefa facil para os docentes do
ensino fundamental ou médio. Geralmente se trabalha a equacao do segundo grau nas
turmas do 9° ano do ensino fundamental de forma totalmente algébrica, aplica-se a famosa
férmula de Bhéaskara para se determinar o(s) zero(s) da equagao caso exista(m) nos reais,
e s6 posteriormente é que se faz uma analogia geométrica no plano cartesiano ortogonal.
Esse método atrasa e muito, pois quando se solicita que o discente resolva uma equacao do
tipo ax? + bx + ¢ = 0, o discente se preocupa em encontrar Unica e tao somente um ou dois
valores para x que satisfaz a equacao, ou seja, que fazem com que a expressao ax? + bx + ¢
se iguale a zero. Mas, que sentido tem isso? Por que descobrir tais valores? E muito im-
portante destacar aqui que se espera nesse nivel que o discente ja esteja habituado com a
simples tarefa de localizar pontos no plano cartesiano ortogonal e também com a tarefa de
completar quadrados da soma e da diferenga na composicao do trinomio quadrado perfeito.
Neste topico, quer-se mostrar uma maneira clara e eficiente de como se pode determinar os
zeros de uma funcao do segundo grau e o vértice de uma parabola sem recorrer as “assus-
tadoras” (pelo menos para os discentes) equagoes xy = —% eyy = —% que determinam as
coordenadas do vértice de uma parabola.

Analogamente a forma como se inicia o trabalho do ensino de resolugao de siste-
mas de equagoes do primeiro grau com duas incognitas, é possivel mostrar aos discentes que
para cada valor de # € R aplicado na expressao ax? 4 by + ¢ essa expressao pode assumir
um outro valor real e podemos igualar a expressao a uma outra variavel y, de modo que
fiquemos com a seguinte equacao ax? + bx + ¢ = y. Do mesmo modo, ao escolhermos um
valor y € R, podemos encontrar algum valor real ou nao para a incégnita x. A vantagem
de se fazer isso é que se pode mostrar que a expressao ax? + bx + ¢, dado um determindo
valor x € R, assume um valor y € R que pode ser localizado no plano cartesiano ortogonal.
Inconscientemente, iniciamos a nocao de funcao do segundo grau, sem se falar na palavra
funcao ou tentar defini-la. Ao localizar-se varios pontos, pode-se mostrar ao discente que
tentando unir esses pontos tem-se uma curva. Assim, o discente assimila melhor a questao
do(s) zero(s) rea(l)(is) e outras propriedades da parabola.

Agora, observemos o grifico seguinte (figura 32). Através do grifico, tem-se uma
visdo mais convincente de que a expressao do segundo grau az? + bxr + ¢ tem um algo a
mais. Notemos, inicialmente, que a expressao ax? + bx + ¢ pode assumir qualquer valor
real, escolhido um z € R. Denominemos y esse valor. Dai, tem-se que ax? + bx + ¢ = y ou
y = ax? + bx + ¢ como se encontra em praticamente todos os livros diddticos. Observando
o grafico, o discente que ja estda acostumado com a simetria nao vé problema algum sobre
em que ”lado”estd um determinado ponto (z,y) em relagdo a um dado eixo de simetria.
Mostra-se que a cada um dos valores que se escolhe para x (eixo das abcissas) existe um
unico valor y (eixo das ordenadas). Desse modo, o discente ja pode observar que, quando
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queremos que a expressao ax? + bz + ¢ seja igual a zero, ou seja, que y = 0, no grafico dado,
temos os seguintes valores para x que sao x4 e xpg, ¢ é simples mostrar que o ponto médio
do segmento AB, que vai de x4 até xp, é o ponto M de abcissa x = % e ordenada
zero M = (%, 0) e por esse ponto passa uma Unica reta que é perpendicular ao eixo
das abcissas e essa reta é eixo de simetria dos dois pontos A e B, dados. Além disso, essa
reta também intersecta a curva dada pela equacao ax? + bx + ¢ = y quando se toma um
valor x = % do eixo das abcissas, tem-se um correspondente valor y = vy, pertencente
a curva, no eixo das ordenadas (ver figura 32). A esse ponto chamemos de vértice e o
representemos por V', pois ele divide a curva ao meio. E importante mostrar também que,
dado um ponto C' pertencente a curva, existe uma abcissa r¢ e uma ordenada yc e para
esse mesmo valor de yo nas ordenadas, existe um outro valor x = xp que satisfaz a mesma
equacao e pertence a curva dada, e que esse novo ponto D = (xp, yc) é simétrico em relacao
ao eixo de simetria do ponto C' = (z¢, yo).

Figura 32: Gréfico da equagdo ax? + bx + ¢ = y e seus principais elementos.

v |eixo de simetria

Fonte: Autor, 2014.

Nao se deve deixar de mostrar que essa curva intersecta o eixo das ordenadas num
ponto F' de coordenadas (0,yr) e que também existe um outro valor de x, que satisfaz a
equagao quando y = yp, resultando num ponto G' que é simétrico em relacao ao eixo de
simetria do ponto F. Mostrou-se que AM = MB (A é simétrico de B); CE = ED (C é
simétrico de D); FH = HG (F é simétrico de G) e que quando az? + bx + ¢ = yy o tnico
valor de x que satisfaz é % que pertence ao eixo de simetria da curva. Em outras pala-
vras mostrou-se intuitivamente que a curva é simétrica em relagao a reta perpendicular que

passa pelos zeros da equacao. A partir dai, encontrar os zeros de uma equacao do segundo
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grau passa a ter um sentido na percepgao do discente.

A partir daif, é possivel mostrar que quando fazemos ax? + bx + ¢ = 0, pode-se
ter n = {0,1,2} valores distintos para a incégnita x € R. Notemos que fazendo uma
demonstracao desse tipo, nao é necessario, em momento algum, falar em funcao e, para
tal, o discente necessita apenas compreender que pode associar uma curva, tracada num
plano cartesiano ortogonal, com uma equacao. Ou seja, a curva e a equacao sao simétricas,
um é representacio do outro. Surge apenas um problema: e se a expressao az® + bz + ¢
nao puder ser igualada a zero, ou seja, se nao existir x € R capaz de satisfazer a igual-
dade az? + bz + ¢ = 0 como determinar entdo o eixo de simetria dessa curva e o vértice
dessa pardabola sem recorrer as igualdades xy = —% para determinar a abcissa do vértice
e Yy = —% para determinar a ordenada do vértice? Isso é uma questao que poderemos
discutir mais adiante.

Os exemplos seguintes mostram atividades que foram dirigidas a turmas do nono
ano do ensino fundamental e primeiras e terceiras séries do ensino médio. Mostram como
determinar os zeros de uma funcao do segundo grau, se houver; determinar a reta que é eixo
de simetria da curva que representa uma expressao algébrica do segundo grau (pardbola);
determinar o vértive da parabola e tracar a parabola. O detalhe é que sempre se pede para
que o discente resolva as equacgoes que surgem completando os quadrados, a fim de obter
trinomios quadrados perfeitos (T.Q.P.). Se possivel, ¢ um ponto muito positivo ndo falar
na férmula de Bhéaskara, ou sequer apresenta-la aos discentes. Deve-se deixar para fazer
essa apresentacao quando a maioria dos discentes ja estiver bem acostumada a completar
quadrados. A técnica de completar quadrados é uma ferramenta muito importante para
a Matematica, pricipalmente quando o discente se depara com o estudo das cOnicas em
geometria analitica, contetido essencial da terceira série do ensino médio. Vamos entao aos
problemas.

Exemplo 4.4.1.

Dada a expressao algébrica do segundo grau z? — 2z — 3, faca o que se pede abaixo.

(a) Determine o(s) valor(es) de z que anula(m) a expressdo. Localize esse(s) valores no
plano cartesiano ortogonal;

(b) Determine e trace a reta que é eixo de simetria do(s) ponto(s) localizados no item (a);
(c) Fazendo a substituicao = = 0, que valor a expressao assume? Localize no plano;

(d) Determine o ponto simétrico, em rela¢ao ao eixo de simetria, do ponto localizado no
item (c) e localize-o no plano.

(e) Que ponto representa o vértice da parabola?

Solugao do item (a): Devemos ter:

22 —2r—-3=0<=12>—-20—-3+3=0+3 < 22— 22 =3.

Completando quadrados temos:

> —2r+1=3+1

a expressao no membro esquerdo da igualdade é um T.Q.P. Simplificando, temos:

(r—1)*=4

segue dal que:



r—1=-2

r—1=2

pois ambos os quadrados serao iguais a 4.
De (i) fica

e de (ii) fica

=3
Localizacao no plano cartesiano ortogonal (ver figura 33).

Figura 33: Gréfico da solucdo do problema do exemplo 4.4.1.

I

simétrico do ponto
no eixo y em
relacao ao eixo

-4 vértice da parabola

-s4eix0 del simetria da parabola

-

Fonte: Autor, 2014.
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Solugao do item (b): Olhando para o grafico (figura 33), temos que

r=1

estd no meio dos dois pontos ja localizados. Analogamente, pode-se dizer que o eixo de
simetria passa no ponto
—1+4+3
xr = =
2

1

Portanto, a reta que é eixo de simetria é

rz=1

Solugao do item (c): Substituindo = 1 na expressao x? — 2z — 3 temos:

02—-2x0—-—3=-3

que vai ser localizado em cima do eixo y.

Solugao do item (d): Olhando para o grafico (figura 33), pode-se observar que o ponto
simétrico do ponto localizado sobre o eixo y tem abcissa x = 2, ou seja, o ponto é (2, —3).
Analogamente, quer-se saber para qual outro valor de z se tem 2% — 2x — 3 = —3. Dali,

1’ =22 —34+3=-3+3

22 =22 =0

pondo x em evidéncia fica z(x — 2) = 0. Tem-se duas possibilidades: (i) z = 0 ou (ii)
x—2=0. De (i) ja temos do item (c) entao de (ii) vem z = 2. Portanto, o ponto simétrico
procurado é (2, —3).

Solugao do item (e): Substituindo z =1 em z* — 2z — 3 encontramos —4. Daf o vértice da
parabola é V = (1, —4), (ver figura 33).

Exemplo 4.4.2.

Dada a expressdo algébrica do segundo grau —z? + 4z. Encontre o(s) valor(es) de = que
anulam a expressao, a reta que é eixo de simetria da curva e o vértice da parabola. Em
seguida, localize os pontos no plano cartesiano ortogonal e trace a curva com seu eixo de
simetria.

Solugao: (dada por um discente de uma turma da 1* série do ensino médio).

—2’ 4 =0<= —x(x—4)=0

)

rz=0
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O ponto médio é x = 2 a reta que ¢é eixo de simetria é x = 2. Substituindo

—22+4x2=-4+8=4
o vértice é (2,4). Ver gréfico (figura 34).

Figura 34: Gréfico da solucao do problema do exemplo 4.4.2.
5- eixo de simetria

ertice

n
[ 8

Fonte: Autor, 2014.

Exemplo 4.4.3.

Dada a expressao algébrica do segundo grau 9z + 12x + 4. Encontre o(s) valor(es) de z
que anula(m) a expressao, a reta que é eixo de simetria da curva e o vértice da pardbola.
Em seguida, localize os pontos no plano cartesiano ortogonal e trace a curva com seu eixo
de simetria.

Solucao: Notemos inicialmente que a expressao 922 + 12z + 4 é um T.Q.P. Simplificando,
temos:

922 + 122 + 4 = (3w + 2)?

o valor de z que anula a expressao é dado por

3r —2
(B24+22=0c=30+2=0c=30+2-2=0-2c>31= -2+ = = =

3 3
)
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—2
r=—
3
Logo sé existe um zero real e a reta que é eixo de simetria é x = —% (ver figura

35), sendo (—%,0) o vértice da pardbola.

Figura 35: Gréfico da solucdo do problema do exemplo 4.4.3.

.5
eixg|de
simetria

4

Fonte: Autor, 2014.

Para tracar essa pardbola, devemos determinar um ponto a esquerda e outro
a direita, preferencialmente simétricos em relagao ao eixo. Para tal, fagamos a substituicao
x =0 o que nos da

(B3x0+2)2=2"=4

e temos o ponto (0,4). Para localizar com precisdo a outra abscissa, devemos encontrar o
outro valor de z que torna a expressao 922 + 12z + 4 igual a 4.
Assim fazemos

92 + 120 +4=4+= 3r+2)° =4 <= [3x+2| =2

segue dal que:
(i) =3z —2=2ou (i) 3z +2=2.

De (i) temos © = —3 e de (ii) = 0 que j& sabemos.

Logo, o ponto simétrico é (—%, 4).

O problema do exemplo 4.4.3 apresenta uma pequena dificuldade para tracar a
curva, contudo, quando os discentes ja estao habituados a fazer a substituicao x = 0 e loca-
lizar esse ponto no eixo das ordenadas, simplesmente eles conseguem determinar e localizar
o seu simétrico em relacao ao eixo, pois é s6 determinar para qual outro valor de x # 0 a
expressao assume o mesmo valor que z = 0 (ver solugdo do discente nos apéndices). Os
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préximos dois problemas (exemplos 4.4.4 e 4.4.5) apresentam uma dificuldade maior para
os discentes pelo fato de as equagoes nao apresentarem zeros reais. Vamos aos problemas e
deixemos os comentarios para depois.

Exemplo 4.4.4.

Dada a expressao algébrica do segundo grau x? — 2z + 2. Encontre o(s) valor(es) de x que
anulam a expressao, a reta que é eixo de simetria da curva e o vértice da parabola. Em
seguida, localize os pontos no plano cartesiano ortogonal e trace a curva com seu eixo de
simetria.

Solucao: Igualando a expressao dada a zero e completando quadrados temos:

22— 4+2=0<=2>-204+2-2=0-2<= 2> —2x = -2

)

2?24 1=24+1= (-1 =-1l<=lz—-1=v—-1

da igualdade acima, podemos ter:
(i) —z+1=+—1ou(ii) oz —1=+-1.

De (i) temos # = 1 — /=1 e de (ii) # = 1 + /—1. Nao é possivel localizar esses
pontos na reta real, mais especificamente, no eixo das abscissas, pois ambos 0s ntimeros nao
sao reais. Observemos agora que, quando z = 0, temos que a expressao vale 2, e podemos
localizar o ponto (0,2) no eixo das ordenadas do plano cartesiano ortogonal (ver figura 36),
entao procuremos o outro valor de x que torna a expressao dada igual a 2. Igualando e
simplificando, temos:

-2 +2=2=1>—-204+2-2=2—-2<=2>—-2r=0

0

x(r—2)=0

dessa igualdade, podemos ter: (i) x = 0 ou (ii) z — 2 = 0.

Agora de (ii) temos = = 2.

Localizando no plano é possivel determinar a abcissa do ponto médio desses dois
pontos e é por essa abscissa que passa o eixo de simetria da pardbola (ver figura 36). Temos
assim que x = 1 é a reta que é eixo de simetria da curva representada pela expressao
2% — 2x + 2. A abscissa do vértice é dada fazendo a substituicao x = 1. Portanto, o vértice
é (1,1).

Exemplo 4.4.5.

Dada a expressao algébrica do segundo grau z? + 1. Encontre o(s) valor(es) de = que
anula(m) a expressao, a reta que é eixo de simetria da curva e o vértice da parabola. Em
seguida, localize os pontos no plano cartesiano ortogonal e trace a curva com seu eixo de
simetria.

Solugao:

PHl=0=+1-1=1-1<=2"= -1 |z|=V-1
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Figura 36: Grafico da solugdo do problema do exemplo 4.4.4.

vertice

-1 eixo

Fonte: Autor, 2014.

Agora, s6 podemos ter:
(i) * = —v/—1 ou (ii) z = sqrt—1
que nao podem ser localizados no plano cartesiano ortogonal, pois v/—1 nao é um niimero
real.

Fazendo a substituicao z = 0 temos y = 1 que pode ser localizado no plano carte-
siano ortogonal (ver figura 37).

Para tracarmos a curva no grafico precisamos de trés pontos. Tomemos uma abs-
cissa real x = 1, por exemplo, e facamos a substituicao na expressao 2 + 1, o que nos dé
o valor 2 e podemos localizar no plano cartesiano ortogonal o ponto (1,2). Determinemos
entao o outro valor de = que torna a expressao igual a 2. Facamos:

PPHl1=2<=’+1-1=2-1<=1"=1<|z|]=1

que nos fornece:
(i) x = =1 ou (ii) z = 1 (que j& sabemos).

Localizando o ponto (—1,2) no plano é possivel observar que a abscissa do ponto
médio no plano é x = 0, ou seja, a reta que é eixo de simetria é o proprio eixo das ordenadas
(ver figura 37).

Inicialmente, observou-se que a grande preocupacao dos discentes, quando encon-
trados os valores de x que anulam as equacoes dos exemplos 4.4.4 e 4.4.5, foi: quanto é v/—17?
Notemos que, apesar de ter encontrado o(s) valor(es) de x que anulam a(s) express(ao)(des),
nao se tem possibilidade alguma de localizar na reta real ou no plano cartesiano ortogonal.
Diante dessa dificuldade, o docente estimula os alunos a verificarem o valor da expressao
quando x = 0 e determinar o outro valor de x que nos dd o mesmo resultado. O problema
fica resolvido para o exemplo 4.4.4, pois se tem um segmento no qual é possivel localizar
o ponto médio (ver figura 37) e os discentes ja sabem que o eixo de simetria da curva que
representa a expressao passa por esse ponto médio. Assim, o discente ja é capaz de tracar
o eixo de simetria da curva e consequentemente determinar o seu vértice. Mas, fazendo a
substituicao x = 0 nao se resolve o problema do exemplo 4.4.5, pois esse valor é tinico. O
que fazer entao? O docente deve solicitar que ele tome um valor para x que seja diferente
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Figura 37: Grafico da solugdo do problema do exemplo 4.4.5.

elxo de
simedtri

Fonte: Autor, 2014.

de zero. Por exemplo, x = 1 como foi adotado na resolucao. Depois, o discente solicita que
ele procure o outro valor de x que também satisfaz aquela igualdade. Assim, ele ja pode
localizar os dois pontos no plano (figura 37) e com isso determinar o ponto médio desse
segmento e finalmente determinar o seu vértice que, por coincidéncia, acaba sendo o valor
encontrado quando foi feita a substituicao x = 0 e tragar a curva.

Por fim, é possivel mostrar que toda curva que representa uma equacao do tipo
ar’ = k tem eixo de simetria coincidente com o eixo da ordenadas, ou seja, o eixo y é
também o eixo de simetria da curva. Como os discentes ja estao bem habituados a com-
pletar quadrados apds uma “maratona”de exercicios, é possivel fazer a demonstracao que
generaliza a equacao do segundo grau ax? 4 bx + ¢ = 0 levando os discentes & tao conhecida
formula de Bhaskara, utilizada para determinar os zeros da equagcao.

Demonstracao da fémula de Bhaskara.
Dada a expressao geral do segundo grau axz?+bx+c, Va # 0, igualando a expressao
a zero e completando quadrados, temos:
ar’ +br+c=0
ar’ +br+c—c=0—c

ax’ 4+ br = —c

multiplicando ambos os membros por a, para que tenhamos az? — a?z? um quadrado
perfeito, temos:

a’z? + abr = —ac

acrescentando }lb2 a ambos os membros, a fim de obter um T.Q.P. no lado esquerdo da
igualdade, temos:

1 1
a’x? + abx + ZbQ = —ac+ é_lb2
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v b

2,2 v_v
a“z” + abx + 1 1%
b, b*—4ac
(aw + 5) = 1
Segue dai que
N b b? — dac
ar + —| =
2 4
b Vb2 — 4dac
ar + —| = ———
2 2
Tem-se assim,
b Vb —4dac
—ar — — = ——— (20)
2 2
e
b Vb2 —4

Agora, da equagao (20) tem-se:

b b2 — dac
—ar — — =
2 2
b N b b2 —4ac b
2 2 2 2
B b+ Vb —4dac
N 2
1 b+ Vb —4dac 1
—ar X — = X —
—a 2 —a
—b—Vb? — 4dac
r = (22)
2a
e da equagao (21), tem-se:
b Vb —4dac
ar + - = ————
2 2
b b Vb2—4ac b
ar+—-——-—=—— —
2 2 2 2
—b+Vb?% — 4ac
ar =
2

ar X — —
a 2 a

I —b+b? — 4ac " 1
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B —b+ Vb? — 4dac

23
Finalmente, com as equacoes (22) e (23), temos a seguinte igualdade:
—b+ Vb? — dac
xr = (24)

2a

que é conhecida como a Formula de Bhaskara.

4.5. Funcoes: Pontos, Retas e Curvas - Entes Queridos das Sime-
trias

As aplicagoes das simetrias nas funcoes ja foram iniciadas quando os discentes
trabalharam com resolugoes de sistemas do 1° grau com duas incégnitas (funcao afim) e
equagoes do segundo grau (fungdo quadrética). Contudo, temos ainda uma infinidade de
aplicacoes da simetria que podem ser realizadas especificamente pelos discentes do ensino
médio. Iniciaremos pela simetria dos pontos no plano cartesiano ortogonal e, em seguida,
analisaremos como essa simetria dos pontos se comporta com relacao as funcoes afim e
quadratica, mais especificamente, como essas fungoes se comportam diante da simetria dos
pontos. Ainda assim resta-nos analisar como se comportam as fungoes logaritmo e exponen-
cial, além das fungoes trigonométricas que apresentam, em suas propriedades caracteristicas,
aplicagoes da simetria.

4.5.1. Pontos no plano cartesiano ortogonal

Localizar pontos no plano cartesiano ortogonal nos parece ser uma tarefa simples
de executar. Mas, para os docentes, as vezes parece uma tarefa impossivel fazer com que os
discentes aprendam a localizar corretamente pontos no plano cartesiano. Alguns discentes,
principalmente no ensino médio, fazem uma confusao muito grande com as coordenadas,
talvez pela dificuldade inicial de compreender que um par ordenado (z,y) é a representagao
algébrica de um ponto, que nada mais é do que um ente geométrico, tao abstrato quanto a
prépria algebra.

Deve-se deixar claro para o discente que um ponto é apenas um ponto (assim como
uma pessoa é apenas uma pessoa) e nada se pode afirmar sobre ele se ndo conhecemos suas
caracteristicas distintas, sua localiza¢do (como um enderego para a correspondéncia de uma
pessoa normal, que tem um nome e que mora numa determinada cidade, em uma determi-
nada casa de uma determinada rua). Analogamente, damos ao ponto um nome (geralmente
uma letra maitscula do alfabeto latino), uma cidade (um dos quatro quadrantes), uma rua
(uma abcissa x) e uma casa (uma ordenada y). Temos assim as caracteristicas principais
de um ponto: P = (z,y).

Além disso, é possivel mostrar ao discente que dois pontos ou um ponto pode re-
presentar a(s) extremidade(s) de um wvetor. Pode-se tranquilamente introduzir a nogao de
vetor, pois este ¢ um ente matematico importante. Em Fisica dizemos que uma grandeza
vetorial tem modulo, direcao e sentido. O médulo de um vetor representa o comprimento
(tamanho/intensidade) do segmento orientado que representa o valor numérico da grandeza
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em questao; a direcao de um vetor é a mesma da reta que o contém; e, o sentido é para
onde o vetor aponta. Em sintese, vetor ¢ uma entidade matematica abstrata, caracterizada
por um numero (ndo negativo), uma dire¢do e um sentido. Mas, neste trabalho, podemos
considerar, por simplicidade, que um vetor é uma seta, seu representante natural (segmento
orientado) com origem na origem do plano cartesiano ortogonal e extremidade no ponto
P = (z,y) (que aponta da origem do plano para um ponto no plano). Talvez se pense
que a ideia de vetor seja muito abstrata para os discentes no inicio do ensino médio, prin-
cipalmente quando o discente faz operacoes com vetores quando estd estudando Fisica. A
nossa funcao é torna-lo compreensivel. Os bons livros de Fisica nao poupam os vetores.

A aceleragao a 6 um vetor, a forga ]? ¢ um vetor, o peso 13 de um corpo é um vetor. As
equacoes da Fisica estao repletas de grandezas vetoriais; e, os vetores que representam essas
grandezas mostram (apontam) a dire¢ao e o sentido de um determinado movimento. Por
exemplo, a aceleragao E da gravidade aponta para o centro do planeta Terra. Os vetores
estao justamente no plano cartesiano ortogonal, isso nao ha como negar, nao ha como escon-
der. Tomemos, por exemplo, o vetor v= (2,1). Esse vetor é uma seta no plano cartesiano
ortogonal (ver figura 38), que sai da origem e vai até o ponto P = (2,1), onde 2 é o valor
da abcissa x e 1 é o valor da ordenada y.

Figura 38: Ponto P = (2,1) e vetor v= (2,1).

2_

Fonte: Autor, 2014.

Pode-se mostrar também aos discentes que o comprimento (médulo) do vetor é
dado pela distancia entre a origem do plano cartesiano e o ponto no qual o vetor aponta
que no caso anterior é o ponto P = (2,1). Segue dai que o comprimento || v | do vetor
v= (2,1) é dado por:

*)
||| = dop

que pela equagao (1), é

IV | = v(zp —20)% + (yr — yo)?
| 01=vE-02+(1-0p
|v]=v2+12
lv|=v5
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De um modo geral, dado um vetor v= (%o, Yo) O seu comprimento (sua norma) é
dado por
_>
ol =Vl + 93 (25)

Outro aspecto importante também é nao deixar de mostrar o angulo 6 que o ve-
_>

tor v forma com o semi-eixo O—}( no sentido anti-horéario. Consideramos o semieixo OX
a semirreta x que parte da origem e segue no sentido positivo do eixo das abcissas. Esse
exercicio auxilia o discente a compreender como os arcos simétricos se comportam no ciclo
trigonométrico. O docente deve compreender, ou pelo menos ter a nocao de que a 1* série
do ensino médio engloba grande parte da matematica do ensino médio que se utiliza do
plano cartesiano ortogonal Nesse caso, deve-se observar em que quadrante do ciclo trigo-

nométrico o vetor v se encontra, pois seu angulo em relagao ao semieixo OX depende dessa
localizagao, como veremos mais adiante. No nosso caso, o angulo 6 que o vetor V= (2,1)

o
forma com o semieixo OX é dado por:

1 1
tgh— = 3 &0 = arctg§
09? ~ 27°

De um modo geral, dado um vetor V= (o, Yo) 0 angulo 6 que ele forma, (respei-

3
tando o quadrante do plano cartesiano ortogonal), com o semieixo OX é dado por

0 = arctg& (26)

o

A simetria pode ser muito bem explorada quando os discentes tomam conheci-
mento das propriedades acima. Vamos agora a um problema (exemplo 4.5.1.1) interessante
que foi aplicado numa turma de 1* série do ensino médio. Descreveremos a seguir, do modo
mais fiel possivel (com alguns pequenos ajustes na linguagem) os passos que um dos discen-
tes seguiu para resolver totalmente o problema.

Exemplo 4.5.1.1.

Dado o ponto P = (—2,2).

(a) Determine o ponto A = S[P],, simétrico axial de P em relagado ao eixo das abcissas x;

o ponto B = S[P],, simétrico axial de P em relacao ao eixo das ordenadas y; em seguida,

determine o ponto C' = S[A], e D = S[B],. O que é possivel observar em relagao aos pontos

CeD?

(b) Verifique se os pontos C' = D, O e P estao alinhados. Se eles estiverem alinhados

podemos dizer que o ponto C' = D é simétrico do ponto P por uma rotacao de 180° em

torno da origem do plano cartesiano ortogonal? Se sim, chamemos entao esse ponto de

simétrico rotacional de P em relacao a origem (por uma rotagao de 180°) e o representemos

por S[P]o

(c) Assinale no plano cartesiano os vetores que representam cada um dos pontos dos itens

(a) e (b), determine seus comprimentos (suas normas) e os respectivos angulos que formam
—

com o semieixo positivo OX.

Solucdo do item (a): Temos o ponto P = (—2,2). O simétrico de P em relacao ao eixo x tem
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sua ordenada com sinal oposto (ver figura 39), ou seja, A = S[P], = (=2, —2). O simétrico
de P em relagao ao eixo y tem sua abcissa com sinal oposto, ou seja, B = S[P], = (2,2).
Agora o ponto C' simétrico de A em relacao ao eixo y tem sua abcissa com sinal oposto,
ou seja, C = S[A], = (2,—2) e o ponto D simétrico de B em relagdo ao eixo x tem
sua ordenada com sinal oposto, ou seja, D = S[B], = (2,—2). Podemos observar que
C = S[A],=(2,-2) = S[B], = D, ouseja, C = D.

Figura 39: Ponto P = (—2,2) e seus simétricos e, vetor v= (—2,2) e seus simétricos.

3_

P - B

S[PlLy
1802442
3 2 2 3
180°+459
c
S[P SFle

-3

Fonte: Autor, 2014.

Solugao do item (b): Se os trés pontos C = D, O e P estao alinhados, entdo, pela
igualdade em (3), devemos ter:

2 =21
0 0 1}|=0
-2 2 1

Notemos que o determinante acima é realmente 0 (zero). Isso mostra que eles estao
alinhados (ver figura 39). A fim de sabermos se C' = D e P sao simétricos em relagao ao
ponto O, devemos verificar se a distancia de O até C' = D é a mesma de O até P.

dop = doc

Aplicando a equacao (1), temos

V(zp —20)2+ (yp — y0)? = V/(zc — 20)2 + (Yc — yo)?
(xp — 20)* + (yp — ¥0)* = (zc — 20)* + (Yo — yo)*

)
)

(
(2—-0)*+ (-2 —-0)?
(2)* + (=2)*

(20 + (20 =
(—2+(2)° =
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44+4=4+14
8=238

Portanto, como os pontos C' = D, O e P estao alinhados e dpop = dpc, podemos
afirmar que o ponto C' = D é simétrico do ponto P por uma rotacao de 180° em relacao a
origem. Chamemos entao esse ponto de simétrico de P em relacao a origem S[P]o.
— — —
Solucdo do item (c): Seja v=0P= (—2,2) (ver figura 39), U=0A= (—2,-2), w=0B=

N
(2,2) e =00= (2,—2). Aplicando a equacdo (25), temos que seus comprimentos (suas
normas) sao:

17 =221 2=vitd=v8=2-2
14 =22+ (22 =vitd=VB=2-2
|6 =v2 T 2=vitd=v8=2-2
171 = (22 (<2 = viFi=vB=2.12

%
Os angulos que formam com o semieixo OX devem ser calculados a partir do vetor
271, pois este se encontra no 1° quadrante (ver figura 39). Pela equagao (26), temos entao que

2
0 = arctg(ﬁ) = arctg(l) < 0, = 45°.

— , .
O vetor v estd no segundo quadrante, assim

6 = 180° — 45° = 135°.

*> ’ . .
O vetor u estd no terceiro quadrante, assim

B = 180° + 45° = 225°.

%
E o vetor t estd no quarto quadrante, entao

9? = 360? — 45° = 315°.

E importante aqui o docente chamar a atencao dos discentes para alguns peque-
nos e importantes detalhes (ver figura 40). A seguir apresentaremos as simetrias vistas no
exemplo 4.5.1.1 de uma forma geral. Pois, temos a seguinte relagao das simetrias dos
pontos no plano cartesiano ortogonal

Se P = (x,,Y,), entao teremos a seguinte relacao de simetria dos pontos no
plano cartesiano ortogonal:

Dado o ponto P = (z,,¥,), temos:

S[P]x = (—$O, yo)
S[P]y = (xm _yo)
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S[P]O - <_x0’ _yo) = _(x07yo) =-—P

Quod erat demonstrandum.

Além disso, os vetores também sao opostos dois a dois; ou seja, eles tem, dois

a dois, sentidos opostos.
- — — —
No caso do problema do exemplo 4.5.1.1, notemos que t= — v e w= — u. O

exercicio do item (c) também é muito importante, pois além de mostrar aos discentes que os
vetores tém o mesmo comprimento, ou seja, as distancias se preservam na simetria, ajudam
_>.

a mostrar que os angulos que eles formam com o semieixo OX sao os arcos simétricos do
ciclo trigonométrico que eles verao mais adiante. E muito importante que eles ja carreguem
consigo essa propriedade. Vejamos a seguir mais um problema (exemplo 4.5.1.2) que foi
resolvido por um dos discentes da 1?* série do ensino médio.

Figura 40: Simetria do ponto P = (x,,%,) e seu respectivo vetor no plano cartesiano ortogonal.

34
S[Ply=(xz.ya) | P=(%o.ye)
14
-U:[-}Ln,}‘a FI:}CD,Y{:}
o A 1 2
r=(-¥o. Yo} ] U=(Xz. V)
2
S[Ple=(e.ya) | S[Ple=(xz,-Va)
-3

Fonte: Autor, 2014.

Exemplo 4.5.1.2.

Dado o ponto P = (3,—1), assinale no plano o seu vetor correspondente v. Determine

e assinale no plano os pontos S[P|,, S[P], e S[P]o com seus respectivos vetores, seus
—

comprimentos e os angulos que eles formam com o semi-eixo OX.

Solugao: (Apresentamos aqui a solucao dos discentes). Como P = (3, —1), temos
S[Pl, = (3,1), S[P], = (=3,—1) e S[P]o = (—3,1).

Sabemos que todos os vetores simétricos tém o mesmo comprimento, dessa forma,
pela equagao (25),

|7 ]| =3+ (—1)2=v9+1=10.
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Figura 41: Simetria do ponto P = (3, —1) e seu respectivo vetor no plano cartesiano ortogonal.
2.
S[Plo S[Plx
3 a
.3
Fonte: Autor, 2014.
Portanto,

— — — —
lolf=lull=I[-ul=]-vl=V10.

Como o ponto P estd no quarto quadrante, consideremos o ponto S[P], que estd
. . . — .. >
no primeiro quandrante e determinemos o angulo do vetor u com o semieixo OX. Pela

equagao (26), temos

1
0- = arctg=.
- = arc g3

Observando a tabua trigonométrica podemos verificar que o angulo esta préximo

de 18°, ou seja,

9—> ~ 180.

u

Assim,
93} ~ 162°
Hju ~ 198°
0? ~ 342°.

Agora estamos prontos para discutirmos as simetrias no estudo das fungoes. A
seguir, vamos analisar como essa simetria dos pontos no plano cartesiano ortogonal atua
nas fungoes. Mais especificamente, como as funcoes se comportam com essa simetria dos

pontos no plano cartesiano ortogonal.
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4.5.2. Funcao afim

Vamos comecar analisando quais sao as implicagoes da simetria dos pontos no
plano cartesiano ortogonal. Tomemos inicialmente uma funcao afim particular, para fa-
cilitar a compreensdo. Tomemos a funcao f(x) = —bx + 2 e busquemos as suas fungoes
simétricas S|[f ()], (simétrica de f(x) em relagao ao eixo = das abcissas), S[f(x)], (simétrica
de f(x) em relacao ao eixo y das ordenadas), e, S[f(z)]o (simétrica de f(z) em relagao a
origem).

Fazendo f(z) = y, podemos observar que a reta que representa f(z) passa pelos
pontos A = (0,2) e B = (1,—3), pois quando z = 0 temos y = 2 e quando x = 1 temos
y = —3 (ver figura 42).

Figura 42: f(z) = 5z +2, S[f(x)ls, S[f(x)]y e S[f(z)]o-

Slfx)lo ,l'll S0

S[Blo

S[Bk

Sl f{x)

Fonte: Autor, 2014.

Determinemos S[f(z)]., a fungao simétrica axial de f(z) em relagdo ao eixo das
abcissas z. Sabemos que essa funcao tem a forma da equagao (7). Como f(z) passa pelos
pontos A = (0,2) e B = (1,—3), temos que S[f(z)]. passa pelos pontos S[A], = (0,—2)
e S[B]. = (1,3). Pela forma da equagao em (7), temos que: (i) =2 = m -0+ n e (ii)
3 =m -1+ n. Isso nos fornece o sistema:

{ —2=m-0+n (i)
3=m-1+n (i)

O sistema acima nos fornece:
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substituindo (i) em (ii), temos:

Segue dai, que

S[f(z)]s = bz — 2.

Determinemos S|[f(z)],, a fungdo simétria axial da funcao f(z) com relacdo ao eixo
das ordenadas y. Sabemos que essa fun¢ao também é da forma da equagao (7). Além disso,
a reta que representa S|f(z)], passa pelos pelos pontos S[A], = (0,2) e S[B], = (-1, -3).
Temos, o seguinte sitema:

{ 2=p-0+v (i)
—3=p-(—-1)+v (i)

Resolvendo, temos

Segue, dai, que:

S[f(x)], = 5z + 2.

Determinemos S[f(z)]o, simétrica por uma rotacao de 180° em rela¢ao a origem
do plano cartesiano ortogonal. Sabemos que é também da forma da equacao em (7). Além
disso ela passa pelos pontos S[A]p = —4A = —(0,2) = (0,—2) e S[Blo = —B=—(1,-3) =
(—1,3). Temos, assim, o seguinte sistema:

{ —2=x-0+0 (i)
3=x-(-1)+d (i)

Resolvendo o sistema, temos
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3=—x+(-2)
—x=5
X=—5

Segue, dai, que
Slf(x)]o = —bx — 2.

Vamos agora analisar os resultados obtidos. Temos:

flz) = —-bx+2
Slf(@)]e = bz =2 = —(=bx +2) = —f(z)
S[f(z)]y, =5z +2=—(—bz) +2
S[f(x)]o = —bxr —2 = —bx — (+2)

Esse problema, que acabamos de resolver, foi apresentado a uma das turmas da 1*
série do ensino médio, numa aula de introdugao as implicacoes da simetria dos pontos nas
funcoes.

Mas, ocorreu uma questao dirigida pela turma ao docente: serd que dada uma
funcao do primeiro grau f(z) = mx + n teremos sempre S[f(z)], = —f(z), S[f(z)], =
—mx +n e S[f(x)]o = mx —n? A resposta dada aos discentes foi: vamos verificar juntos
se isso sempre acontece?

Suponhamos que f(x) = mx + n passa pelos pontos A = (z4,ya) € B = (zp,yn).
Fazendo f(x) =y, ficamos com y = mx + n.
Segue dai que ficamos com o seguinte sistema:

ya=m-za+n (i)
yp=m-xp+n (i)

De (i) temos:

nNn=Yya—m--Txp

e de (ii) temos:

n=Yyp—m-Ip

Segue dai que:
YA — M- -Tpap=Yp — M- Tp
m-Tgp —M- TA=YB — YA
m(Tp —24) = Yp — Ya

_ Ys—UYa
Ip — T4

m (27)
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Substituindo o valor de (27) em (i), temos:

_ Y — Ya

Yya - Tat+MNn
I —TA
Y —Ya
N=Ya — ——— T4
I —TA
o= Yales —2a) = (yp — ya)ra
B —TA
n— TBYA — TAYA — TAYB + TAYA
B —TA
T —x
n— BYA AYB (28)
rp —TA

Portanto, decorrente das equagoes (27) e (28), temos:

— T —x
_ YB yA:E_’_ BYA AYB - f(x) —mz 4 (29)
rp —TA T —TA

Vamos agora a simétrica de f(z) em relagao ao eixo das abcissas z. Como ela tem
a forma da equacao em (7), fagamos S[f(x)], = Mz + N.

Sabemos que a reta que a representa, pela simetria dos pontos no plano cartesiano
ortogonal, passa pelos pontos S[A], = (x4, —ya) e S[Bl. = (x5, —yB).

Fazendo S[f(z)], =y, temos o seguinte sistema:

—yA:M';UA+N (Z)
—yB:M-yB+N (ZZ)

De (i) temos:

N =—yy— Mz,

e, de (ii) temos:

N =—yp— Mzxp

Segue dai que:

—Yya— Mz =—yp— Mup

M(zp —x4) =ya—yB
_ Ya—YB
Ip — A
M= YB — Ya
—(zp —za)
_ Y —Ya
T —TA

(30)



Substituindo (30) em (i), temos:

_YB YA

—ya=——" g4+ N
B —TA
N:—yA_i_w.xA

rp —TA

N - —ya(rp —x4) + (yg — ya)xa

TB —TA

N — —TRYA + TAYA + TAYB — TAYA

I — A
—TBYA T TAYB
I —TA
—(xBYa — TaYB
Ip —TA
_ TBYA — TAYB

rp —TA

N =

N —

N =

Dos resultados (30) e (31), temos:

_YsTYa . TBYA T TaYa
I —TA Ip — TA

comparando com a equagao em (29),

S (@))e = —ma —n = —(mz +n) = —f(2)
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(31)

(32)

Vamos agora a simétrica de f(z) em relagdo ao eixo das ordenadas y. Como

ela é da forma da equagao em (7), temos S[f(x)], = px + v.

Sabemos que a reta que representa graficamente a fungao, pela simetria dos pontos
no plano cartesiano ortogonal, passa pelos pontos S[A], = (—x4,ya) € S[B], = (—xp, ys).

Fazendo S|[f(z)], = vy, temos, o seguinte sistema:

{ ya = p(—za) +v (i)
yp = p(—rp) +v

De (i), temos:
V=pTatya

e, de (ii), temos:
V= prg+ys

Segue dai que:

M(JUA - ZUB) =YB — Y4
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YB — YA

= —
A — IR

_ _Yp—Ya (33)
I —TA

Substituindo o resultado (33) em (i) temos:

yA:_M'(_'IA)—i_V

rp —TA
Y — Ya
V=Yg — —-F
B —TA

?/A(HJB - JJA) - (Z/B - yA)l'A

UV =
Tp —TA
_ YATB — YaTa — YBTA + YaTa
rp —TA
T —x
, — TBYA AYB (34)
Tp —TA

Dos resultados em (33) e (34), temos:

Y — Ya TBYA — TAYB
— -T+
rp —TA B —TA

Comparando com a equacao em (29), temos:

S[f(z)]y = —mz +n (35)

Analogamente, a simétrica de f(x) em relacao a origem, S[f(x)]o = mz+1, passa,
pela simetria dos pontos no plano cartesiano ortogonal, pelos pontos S[A]o = (—x4, —ya)

e S[Blo = (x5, —yp).
Fazendo S[f(z)]o = y, temos o seguinte sistema:

{ —ya =7(—za)+79 (7)
—yg =m(—xp)+ 1 (i7)

De (i), temos:

V=74 —Ya

e, de (ii), temos:

19:7m"B—yB

Segue dai que:

A —Ya = TTB — YB
_ Y —Ya (36)
I —TA
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Substituindo (36) em (i), temos:

— YA
—ya= LTI ()40
Ip — %A

Y —Ya
—'xA
IBp — XA

V= —yas+

9 — —ya(rp —xa) + (Yp —ya)Ta

TB —TA
—ZRYA + TAYA + TAYB — TAYA
Tp —TA

19:

—(l“ByA - JUA?JB)

rp —TA

/19:

9 — _LtBYa — TAYB (37)
I — XA

Dos resultados em (36) e (37), temos:

__ Yp — YA . YA — TAYB
ITp — XA B —TA

Comparando com a equacao em (29), temos:

Slf(@)lo = mz —n (38)

Finalmente, observando as equagoes em (29), (32), (35) e (38), temos as seguintes
relagoes de simetrias da fungao afim:

Se f(x) = ma 4+ n, uma fungao afim, entao:

Slf(@)]e = —f(=)
Slf(x)], =—mx+n
Slf(x)lo =mz —n

Quod erat demonstrandum.

Agora, vamos ao seguinte problema (exemplo 4.5.2.1), apresentado & turma, e
que foi resolvido pelos discentes. Vejamos duas solucoes feitas por dois discentes: uma mais
breve, baseada nas demonstracoes; outra menos breve, mas que também se baseia nas de-
monstragoes. Deixemos os comentérios sobre as resolugoes para mais adiante.

Exemplo 4.5.2.1.

Dada a equacao segmentdria da reta 7 : § — £ = 1. Determine os pontos de intersecgao da

reta 7 com os eixos = e y e em seguida determine as equagoes das fungoes S[f(z)]., S[f(z)],

e S[f(x)]o-



Solucao 1: Inicialmente notemos que, fazendo x = 0, temos:

Y,
3
y=-3
e, fazendo y = 0:
T
2
x =2

Dai, temos os pontos A = (0,—3) e B = (2,0), ver figura 43.

Agora, notemos que:

3-%—3-%:3-1
g-x—yziﬂ
y:;x—?)

Solucao 2: Observemos que quando

r=0—=y=-3=—= A=(0,-3)

e quando

y=0=2=2= B =(2,0)
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Entao, a reta S[f ()], = mx+n passa pelos pontos S[A], = (0,3) e S[B], = (2,0).

Como S[f(z)]. =y, pela equagao (7), temos o seguinte sistema:

{3:m-0+n (1)
O=m-2+n (i)
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Figura 43: Gréafico da solugdo do problema do exemplo 4.5.2.1.

Fonte: Autor, 2014.

Assim,

Slf(x)], = —gaﬁ— 3

Pelo que foi mostrado nas relagoes de simetria das fungoes afins, temos:

Com relagao a solugao 1, para o problema do exemplo 4.5.2.1, é possivel observar
que o discente levou em consideracao a generalizacao demonstrada em sala de aula pelo
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docente e, dessa forma, somente determinou os pontos A e B e desenvolveu a equacao seg-
mentaria da reta até obter a equacao reduzida da reta. No caso da solucao 2, o discente
determinou os pontos A e B e determinou a equacao reduzida da reta simétrica em relacao
ao eixo da abcissas, pois ele ja sabia da generalizagao, S[f(z)], = —f(x) o que o levou a
determinar f(x) e em seguida as demais simétricas. Houve muito mais solugdes corretas
na turma, contudo a maioria delas segue um caminho de resolugao muito préoximo do que
foi realizado pelo professor na turma antes da generalizagao. E bom lembrar aqui que as
solugoes apresentadas anteriormente foram feitas por alunos e transcritas (digitadas) muito
proximas da escrita original dos discentes, com apenas uns pequenos ajustes feitos pelo
autor.

Exemplo 4.5.2.2.

Dados os pontos simétricos por rotagao A = (3,3) e B = (2,4) e um ponto R = (z,0) EO—S(
que é ponto de rotacao de A para B. Determine:

(a) as coordenadas do ponto R;

(b) as retas suportes dessa rotacao;

(c) o menor angulo € e o maior angulo © de rotacao em torno de R que torna B simétrico
rotacional de A.

Solugao do item (a): Como o ponto R = (z,0) é ponto fixo de rotagdo de A e B, entdo
temos que as distancias dos pontos A e B até o ponto R sao as mesmas, ou seja, dag = dgg.
Pela equagao (1), temos:

V(zr—24)? + (yr —ya)? =/ (xr — 25)> + (yr — yB)?
(xr —24)" + (yr — ya)* = (xr — 23)* + (yr — yB)?
(2 =3+ (0-3)"=(z—2)* + (0 —4)

2 —6r+9+9=0> -4 +4+16
—6z + 18 = —4x + 20
—2x =2

r=—1

Logo, R = (—1,0) é o ponto fixo de rotagdo dos pontos simétricos A e B.

Solugao do item (b): A reta que passa pelos pontos A e R (ver figura 44) é a reta r,
da forma da equagao (6), que é dada, de acordo com a igualdade em (3), por: :

xZ

3
-1
3r—y—3y+3=0

3z —4dy+3=0

3 3
3 3
T'yzzi[f‘i‘z

=0

o we
— =
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Figura 44: Gréafico da solugdo do problema do exemplo 4.5.2.2.

5_

Fonte: Autor, 2014.

Analogamente, a reta que passa pelos pontos B e R é a reta s dada por:

x
2
-1

=0

(e BITNING
— =

e —y—2y+4=0
dr —3y+4=0

4,4
= =X —_
Yy=3%73

4 4

Sy:§$+§

Solucao do item (c): Os coeficientes angulares das retas r e s sdo, respectivamente, m, = %
ems = %. Dai o menor angulo de rotagao 6, de acordo com a equacao (9), é dado por:

0= a'rctg' My — s

1+m,  mg
_ 4
0 = arctg 3

+ o
N9

4
1+23.1

1

el

0 = arctyg

7
0 = arctg ‘_ﬂ‘



7
0 = arctg—.
arctgo

Com o auxilio de uma tabua trigonométrica, temos:

0 ~ 16°,
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no sentido anti-horério, é o menor angulo de rotacao de A para B. O maior angulo de
rotacao é o que falta de 16° para 360°, temos entao que o maior angulo é

no sentido horario (ver figura 44).

Exemplo 4.5.2.3.

O =~ 344°

Dado o ponto A = (5,2) e aretar : 3x +y — 4 = 0, determine o ponto B que é simétrico
axial do ponto A em relacao a reta r.

Figura 45: Gréafico da solugao do problema do exemplo 4.5.2.3.

34

r

=]

-
ta-
-

Fonte: Autor, 2014.

Solucao: Como r é eixo de simetria entre os pontos A e B, entao existe uma reta s que é
perpendicular a reta r e passa pelos pontos A e B.

Da reta r, temos que seu coeficiente angular é m,

(11), temos:

Segue que s ¢é da forma:

com A € s.

y=—-x+0b

—3, como r_Ls, pela equacao
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Substituindo, temos:

1 1
2=--54+b=b= -
3 i 3

Portanto,

1 1
Sy:§l’+§

A fim de determinarmos o ponto B devemos encontrar o ponto M que é intersecao
entre as retas r e s, pois, temos que M é ponto médio do segmento AB (ver figura 45).

Como
riy=-—3r+4
e
Lot
s1y=-x+ =
Y73
temos, que:
3xr + 4 + ! - =
—3x =—-I+ = r=—
3 3 10
e, dai,
7
Y710
Portanto,
1 7
M=(—,—].
(10’ 10)
Agora, sabemos da equagao (2), que
A+ xR 14
=2 2 e gp=——
I M 9 B 5
e
ya+Yys 3
=22 g = ——
2 VB=T5

Portanto, o ponto simétrico axial de A em relacao a reta r é

po (1)
5 5



Exemplo 4.5.2.4.

Dado o ponto A = (—3,2) earetar:z —y =0 tal que R = (1,1) € r. Determine:
(a) o ponto B simétrico de A por uma rotacao de 180° em torno do ponto R;
(b) o menor angulo 6 e o maior angulo © entre a reta s que contém os pontos A e B e areta r.

Solucao do item (a): Como a rotacao de A em torno de R é de 180°, temos que os pontos
A e B definem uma reta. Seja s essa reta. Segue que R é ponto médio do segmento AB.

Dai, pela equacao (2):

x X
2732%@1—
€
yR:yA—gZ/B 1—

Portanto, B = (5,0) (ver figura 46).

Figura 46: Gréfico da solucao do problema do exemplo 4.5.2.4.

2

2+yn

2

B -3+ g

=

ki

o

Fonte: Autor, 2014.

Solucdo do item (b): Inicialmente, determinemos a equagao da reta s, que é dada pela

igualdade em (3). Dali,

5

Y
-3 2
0

=0

20 +5y+3y—10=0
r+4y—5=0

1

5

S:y=——xr+ -

Assim, temos:

4

m, =1

4
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1
Mg = ——

4

e o menor angulo # entre as duas retas, pela equagao (9), é dado por:

1
0 = arctan L‘l)l
+1-(=3)
5
0 = arctan %‘
4
5
0 = arctcm3
0 ~ 59°.

Como o maior angulo entre elas é o que falta do angulo 6 para completar 360,
temos que o maior angulo entre as retas r e s é:

O =~ 301°.

Exemplo 4.5.2.5.
Dados os pontos A = (5,0) e B = (0,—2). Determine a equacdo do eixo de simetria entre
os pontos A e B.

Figura 47: Gréfico da solugao do problema do exemplo 4.5.2.5.

24 Y

-

Fonte: Autor, 2014.
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Solucao: O eixo de simetria pessa pelo ponto médio do segmento AB. Seja M esse ponto
(ver figura 47). Pela equacao (2), temos:

za+azp 540 5

T T Ty T2

_Yatys :0+(—2)
2 2

Ym

Agora notemos que a equacao da reta que passa pelos pontos A e B é da forma
Yy = %x — 2 e portanto o coeficiente angular do eixo de simetria (que é uma reta perpendi-

cular), dado pela equagao (11), é m = —%. Segue assim que:
+n<= —1 0.2 +b<=1D 21
=mx+n —1l=—.= = —.
Y 22 4

Logo, a equacao da reta que é eixo de simetria dos pontos A e B é

Ay + 10z — 21 = 0.

Devemos agora buscar, um aprofundamento maior para as propriedades simétricas
da funcao afim no plano cartesiano, introduzindo a simetria com relagao a uma reta dada.
Para tanto, faz-se necessario tomarmos uma nova notagao dada por S[f(z)], (fungao simétrica
axial da fungao f(x) com relagao a reta ).

Tomemos a reta r : x —y = 0 (que é bissetriz dos quadrantes {mpares do plano
cartesiano ortogonal). Vejamos a aplicacdo do seguinte problema (exemplo 4.5.2.6), numa
turma da 1* série do ensino médio, que apresenta a simetria de uma funcao f(z) com relagao
a reta 7.

Exemplo 4.5.2.6.
Dada a funcao f(z) = 4dx +4 e aretar : x —y = 0 (bissetriz dos quadrantes impares),
determine a func¢ao S[f(z)], (simétrica de f(x) com relagao a reta r) e construa seus graficos.

Solugao: Para tragarmos a reta r precisamos de dois pontos. Como r : x —y = 0 de-
vemos ter x = y, portanto a reta r passa pelos pontos (0,0) e (1,1). Fazendo x = 0 em f(z),
temos y = 4 e consequentemente, o ponto A = (0,4); e fazendo f(x) = 0, temos z = —1 o
que nos da o ponto B = (—1,0). Podemos tracar a reta que passa por esses dois pontos.
Chamemos essa reta de reta m (ver figura 48).

Devemos encontrar os pontos simétricos axiais de f(z), em relacao a reta r. Esses
pontos serao chamados de simétricos axiais dos pontos A e B com relagao a reta r. Repre-
sentaremos eles por S[A], e S[B],, respectivamente.

Inicialmente, encontremos as retas perpendiculares a reta r e que passam pelos
pontos A = (0,4) e B = (—1,0). Devemos fazer esse procedimento a fim de encontrar as
intersecoes dessas retas com a reta r.

Seja t a reta perpendicular a reta r, passando pelo ponto A = (0,4). Da equagao
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Figura 48: Gréafico da solugdo do problema do exemplo 4.5.2.6.

Fonte: Autor, 2014.

(11), temos:

agora, da equacao(7), s tem a forma s : y = mx + n, segue dai, que:
Y=my T +n
y=—1-x+mn
como a reta t passa pelo ponto A = (0,4), temos:
ng = 4
temos, assim, que a reta t perpendicular a reta r é dada pela equagao:

t:y=—x-+4.
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A intersecao das retas r e t é dada pelo seguinte sistema:

_ y=x
rNt= { Y= —x—14
Resolvendo, temos:
rOt=(2,2).

Temos agora o ponto médio (pertencente ao eixo de simetria) M; = (2,2). A fim
de encontrarmos o ponto S[A], usamos a equagao (2). Teremos:

Jis[A] =4

e

ysja =0

segue assim que, o ponto simétrico axial do ponto A em relacao a reta r é S[A], = (4,0)
(ver figura 48).

Agora, seja s a reta perpendicular a reta r que passa pelo ponto B = (—1,0). Pela
equagao (7), s tem a forma t : y = mx + n. Ja temos ms; = —1, pois s_Lr, assim:

t:y=—1 -2+ n;

Como s passa pelo ponto B = (—1,0), segue

0=—-1-(—1)+ n,

ng=—1
Portanto,
t:y=-x-1
Agora, fazendo r N s, temos:
y=ug
y=—-uv—1
que resulta no ponto (—%, —%), médio dos pontos B e S[B],.
Pela equagao (2), temos zgp = 0 e yg;p = —1.

Portanto, S[B], = (0,—1) (ver figura 48).
Podemos finalmente definir a fun¢ao S|[f(x)],, simétrica axial de f(x) com relagao
a reta r, pois sabemos que ela passa pelos pontos S[A], = (4,0) e S[B], = (0, —1). Partindo
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da equacao (7), resolvamos o seguinte sistema:

{ O=m-4+n (i)
~1=m-0+n (i)

De (ii), temos:
e, substituindo em (ii), temos:

Portanto, a funcao procurada, simétrica axial com relacao a reta r, é definida da
seguinte forma:

Apo6s trabalharmos com os discentes a simétrica axial da funcao afim com relacao
aretar:xz—y = 0, temos uma oportunidade de iniciarmos uma discussao em torno do
conhecimento e das propriedades das funcoes inversas.

Formalmente, diz-se que a funcao g : Y — X é a inversa da funcao f : X — Y,
quando se tem g(f(z)) = z e f(g9(y)) = y, para quaisquer x € X e y € Y. Em outras
palavras, dizemos que uma fungao g que tem dominio no conjunto ¥ e imagem no conjunto
X (onde, um elemento y, do conjunto Y, aplicado a fungao g resulta num elemento x, do
conjunto X ), é inversa da fungdo f que tem dominio no conjunto X e imagem no conjunto
Y.

Agora, de um modo bem simples, podemos dizer aos discentes que a funcao f~!(z),
inversa da funcao f(z), “tranforma”o ponto P = (z,y) no ponto P’ = (y,z), que é exata-
mente o ponto S[P],, simétrico axial de P com relagao a reta r : z—y = 0. Agora, aplicando
essa ideia para a funcio f(r) = 4x + 4 (exemplo 4.5.2.6), temos que f~1(z) = Tz —1

4
que comparando com o resultado obtido no problema anterior, encontramos exatamente

[ (z) = S[f(z)] onde r: x —y = 0.
Podemos dizer aos discentes que, a fim de obtermos a funcao inversa de uma fungao
f, devemos fazer a permuta das incégnitas x por y e vice-versa e isolar a incégnita y.
Tomemos a funcao f(x) = 2z + 3 e determinemos sua inversa.
Considerando f(x) = y temos,

Y

flz)=2x+3=y=22+3

permutando as incégnitas x e y, ficamos com

r=2y+3

isolando ¥, temos
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ou seja,

Ocorreu durante a aula o seguinte questionamento: dada uma funcao f(x), se que-
remos determinar a fungao S[f(z)],, tal que r : x —y = 0, basta determinar a fungao inversa
f~Y(z). Em outras palavras, se r : x —y = 0, entao S[f(z)], = f~'(x). Verifiquemos.

Com uma demonstracao mais geral, é possivel mostrar aos discentes que, dada
uma funcao f(z) e a reta r : & — y = 0, teremos sempre S[f(z)], = f~(x).

Demonstracao: Inicialmente, mostremos que, todo ponto P = (z,y) refletido na reta
r:x —y = 0 resulta no ponto S[P], = (y,x).

Como r contém todos os pontos médios (x,z) e (y,y) dos seguimentos com extre-
midades em P e S[P),, temos, pela equagao (2)

rp + Tgp y+zsp

€

Yyp +Ysip Tt ysip
yM:TH:x:THi2w:x+yS[P]—>yS[P]:$

Logo, a fungao S[f(x)], transforma o ponto P = (z,y) no ponto S[P], = (y,x).
Vamos agora, mostrar que, a funcao inversa também faz a mesma transformacao.
Evidentemente, g é inversa de f se, e somente se, f é inversa de g.

Quando g ¢ a inversa de f, tem-se g(y) = x se, e somente se, f(z) = y.

Se g(f(x)) = x para todo = pertencente & X entao a fungao é injetiva, pois

f(za) = f(zp) = g(f(24)) = g(f(2B)) = 24 = 7.

Por sua vez, a igualdade f(g(y)) = v, valendo para todo y pertencente a Y, implica
que f é sobrejetiva, pois, dado y pertencente a Y arbitrario, tomamos = = g(y) pertencente
a X e temos f(z)=y.

Portanto, se a funcao f : X — Y possui inversa entao f é injetiva e sobrejetiva,
ou seja, ¢ uma correspondéncia biunivoca entre X e Y.

Reciprocamente, se f : X — Y é uma correspondéncia biunivoca entre X e Y
entao f possui uma inversa g : Y — X. A fim de definir g, notamos que, sendo f sobreje-
tiva, para todo y pertencente a Y existe algum z pertencente a X tal que f(z) = y. Além
disso, como f é injetiva, este = é inico. Fazemos entao ¢g(y) = x. Dessa forma, g : Y — X é
a funcdo que associa a cada y pertencente a Y o tinico = pertencente a X tal que f(z) = v.
E imediato que g(f(z)) =z e f(g(y)) = y para quaisquer que sejam x pertencente a X e y
pertencente a Y.

Assim, podemos assegurar que, a funcao inversa transforma o ponto P = (z,y) de
f no ponto P’ = (y,x) de f~! e 0 mesmo ocorre com a fungao simétrica axial S[f(x)], onde
r:x—1y=0.

Quod erat demonstrandum.



106

Finalmente, temos a seguinte relagao de simetria axial da funcao f com
relacao aretar:z—y=0.

Dada uma funcao f e a reta r : x — y = 0, temos que a funcao simétrica axial de
f em relacdo a reta r é a sua inversa f !, ou seja,

Slf (@), = [ ().

4.5.3. Funcao quadratica

Os problemas de determinacao dos zeros da funcao e do vértice da parabola ja
foram tratados, quando trabalhou-se as equagoes do segundo grau e deverao ser tratadas
aqui pelo docente de maneira andloga. Portanto, nesta secao trataremos das implicagoes das
simetrias dos pontos aplicados a fun¢oes do segundo grau. Analogamente, a secdo anterior,
utilizaremos as notagoes S[f(z)]., S[f(x)], e S[f(x)]o. Iniciemos com um problema (exem-
plo 4.5.3.1), que foi apresentado aos discentes num momento inicial para levantar hipéteses
e questionamentos diante da turma.

Exemplo 4.5.3.1.
Dada a fungao quadratica f(x) = 2* + 2x + 1, construa seu gréfico e os graficos das fungoes

Slf(x)]s, S[f(x)], e S[f(z)]o e determine-as.
Solugao: Temos f(x) = 2% + 2x + 1 e fazendo f(x) = 0:

22 +2r+1=0
(z+1)?=0

r=—1

ou seja, f(z) tem um tnico zero real e esse zero é também abcissa do vértice da pardbola
V = (—1,0), por onde passa a reta r : x = —1, eixo de simetria da pardbola (ver figura 49).
Agora fazendo z = 0 em f(x) temos que f(0) = 1 o que nos dd o ponto A = (0, 1) cujo
simétrico em relacdo ao eixo da parabola é o ponto B = (—2, 1), (figura 49).

Agora notemos que S[f(z)], deve passar pelos pontos S[V], = (—1,0), S[A], =
(0,—1) e S[B], = (=2, —1). Admitindo que S[f(z)], = ax?+bx+c, temos o seguite sistema:

O=a-(=1)240b-(=1)+c (i)
—1=a-0°+b-0+c (i1)
—1=a-(=2)%+b-(=2)+c (i)

segue dai que ¢ = —1 e fazendo a substituicao ficamos com o seguinte sistema:
a—b=1 (I)
da —2b=0 (II)
resolvendo, temos a = —1 e b = —2. Dal,

S[f(z)], = —2* — 22 — 1.
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Figura 49: Gréafico da fungdo f(z) = 22 + 2z + 1.

rx=-1! eixo 5]

Fonte: Autor, 2014.

Ver figura 50.

Figura 50: Gréficos da fungao f(z) = 2% 4 2z + 1 e suas respectivas fungoes simétricas S[f(z)]z, S[f(z)]y
e S[f(@)]o-

Fonte: Autor, 2014.

A funcao S[f(x)], passa pelos pontos S[V], = (1,0), S[A4], = (0,1) e S[B], =
(2,1). Admitindo que S[f(z)], = az? + bz + ¢ temos o seguinte sistema:

0=a-124b-1+c (i)
l=a-024+b-04c (i)
l=a-224b-2+4c (iii)

segue dai que ¢ = 1 e fazendo a substituicao ficamos com o novo sistema:
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{ a+b=-1 (I)
da+20=0 (II)

resolvendo, temos a =1 e b = —2. Dali,

S[f(x)], = 2* — 22 + 1.

Ver figura 50.

A fungao S[f(z)]o passa pelos pontos S[V]o = (1,0), S[A]o = (0,—1) e S[B]o =
(2, —1). Admitindo que S[f(z)], = az? + bx + ¢ temos o seguinte sistema:

O=a-12+b-1+c (4)
—1=a-0°+b-0+c (ir)
—1=a-224+b-2+c (i)

segue dal que ¢ = —1 e fazendo a substituicao ficamos com o sistema a seguir:

{ a+b=1 (I)
da+2b=0 (II)

resolvendo, temos a = —1 e b = 2. Dai, S[f(z)]o = —2* + 2z — 1 (ver figura 50).
Vamos agora analizar os resultados obtidos a partir de f(x).

flx)=2"+2z+1
Slf ()]s = =2 =22 =1 = —(2" + 2z + 1) = — f(x)
Sif(@)]y, =2"—2z+1
Slf(@))o=—2*+2z -1

Notemos que:
(i) a funcao simétrica axial de f(x) em relagao ao eixo x corresponde a trocar todos os sinais
dos termos de f(x), o que resulta em — f(z);
(ii) a fungao simétrica axial de f(x) em relacdo ao eixo y corresponde a trocar o sinal do
termo que acompanha x, ou seja, do termo central do trinomio do segundo grau;
e
(iii) a fungao simétrica por uma rotagao de 180° em relagao a origem do plano cartesiano
ortogonal de f(x) corresponde a trocar o sinal do termo que acompanha z? e do termo
independente de z, o que corresponde a trocar o sinal da fungao S[f(z)],.

Mas agora, como ocorrera com as fungoes afim, a pergunta foi: Sera que isso sem-
pre ocorre? Serd que, se tivéssemos f(z) = ax®+ bz + ¢, terfamos sempre S|[f ()], = — f(2),
S[f(z)], = ax® — bz + ce S[f(x)]o = =9[f(x)], = —az® 4+ bz — c?

Podemos verificar juntos, buscando generalizar as propriedades das simetria para
as fungoes quadraticas.

GENERALIZACAO
Tomemos uma fungao quadritica da forma f(z) = ax?® + bz + ¢ que corta o eixo
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das abcissas nos pontos A = (z4,0) e B = (x,0) e corta o eixo das ordenadas no ponto
C = (0,y.). Tomamos esses pontos, por questdes de simplificar a demosntragao. Definamos
os coeficientes a, b e ¢ de acordo com as coordenadas dos pontos A, B e C.

Temos inicialmente o sistema:

O=a-24+b-za+c (i)
O=a-z24+b-xp+c (1)
ye=a-0*+b-0+c (i)

Segue, do sistema acima, em (iii), que ¢ = y¢ e, fazendo a substituigdo ficamos

com o seguinte sistema:

O=a-24+b-zat+yoc<=a-24+b-x4=—yo (I)
O:a-xQB+b~xB+yc<:>a~:cQB+b-xB:—Z/C (H)
agora de (I) e de (II). temos:

a-74+b-za=a-15+b-1p

a- (v} —ap) =b- (x5 —2a)

;. ITB— T4
a=b——3p
Ty — T
a==>b- T T A
(xa+xB) - (xa—2xB)
a="b- (24— @p)
(xa+2xB): (x4 —2xp)
1
a=—b ——
TaA+ TR
Fazendo a substituicio a = —b - ——— em (I), temos:
zA+TRB
b ! 2+0b
A+t T A A Yo
—b-24+b-24-(xa+2B)=—yo-(rs+2B)
—b-24+b-2% +b-w4-25=—Yo (v4+B)
b= —y At
© TATB
Fazendo a substituicio b = —y¢ - ZATEE em g = —b - —— | temos:
TATRB rAt+xB
( IA—i-xB) 1
a=—|-yc- :
TA-TRB TA+ TR
1
a=Yc-
TaTRB
Finalmente:
1 TA+x
f(x) = yo P —yo- L xtyc=a-2’+b -zt (39)

TA-TB TA-TB
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Tomemos agora a fungao S[f(x)], = Az* + Bx + C, simétrica axial, em relagao ao
eixo das abcissas, da fungao quadrdtica da forma f(z) = az? + bz + c.

Sabemos, da simetria dos pontos no plano cartesiano ortogonal, que seu grafico
corta o eixo das abcissas nos pontos S[A], = (24,0) e S[B]. = (xp,0) e corta o eixo das
ordenadas no ponto S[C], = (0, —y.).

Definamos os coeficientes A, B e C de acordo com as coordenadas dos pontos
S[A]xa S[B]x € S[C]x

Temos inicialmente o sistema:

OZA-?L’%*}‘B'ZEA—I—C (Z)
0=A 245+ B- -2+ C (i1)
—yec=A-0°4+B-0+C (i)

Segue, do sistema acima, em (iii), que C' = —y¢, e fazendo a substituigao ficamos
com o seguinte sistema:

0=A-24+B-2a—yo<= A 224+B-za=yc (I)
0=A-23,+B-ap—yc+= A2+ B -xp=yc (II)

de (I) e (II), temos:

A-225+B-xy=A-25+ B-1p
1

A+ xR

A=-B.

1
rA+TB

Fazendo a substituicdo A = —B - em (I), temos:

1

B.—-
TA+ 2B

24+ B-xa=vyc

—B-24+B-x4-(xa+x)=yo-(xa+28)

Tra+xp
B =ye- AR
LA TB
RN _ L zatz _ . 1 .
Fazendo a substituicao B = y¢ T em A=—-B Tita, temos:
ra+ 2R 1
A:—(yo. ).
TA-TpB TA+ TR
1
A=—yc-
TA TR
Finalmente:
1 TA+2Tp
S[f(@)]e = —yc - Tyt Yo ——— x—yo=—a- a2’ —b-x—c=—f(z) (40)
TA-TR TA TR

Tomemos agora a fungao S[f(z)], = ax? + Bx + v, simétrica, em relagdo ao eixo
das ordenadas, da funcao quadratica da forma f(r) = ax® + bz + c.
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Sabemos, da simetria dos pontos no plano cartesiano ortogonal, que seu grafico
corta o eixo das abcissas nos pontos S[A], = (—x4,0) e S[B], = (—zp,0) e corta o eixo das
ordenadas no ponto S[C], = (0, y.).

Definamos os coeficientes «, 3 e v de acordo com as coordenadas dos pontos S[A],,
S[B]y e S[C]y.

Temos inicialmente o sistema:

0=oa-(=xa)’+ - (—za) +
O0=a-(—zp)*+ 3 (—xp)
yo=a-0*°+4-0

v (7)
v (i)
v (i)

Segue, do sistema acima, em (iii), que v = y¢, e fazendo a substitui¢ao ficamos
com o seguinte sistema:

+
_|_

O=a-24—B-aa+yc <= a-24—0-24=—yc (I)
O=a-2%—B-2p+yc < a 25— B -x25=—yc (II)

de (I) e (II),
a4 —fB-ra=a-2%— [ 1B

1

o = -
b rA+ TR

1

Fazendo a substituicao o = (3 - em (I), temos:

TA+TTB
1 2
—_— 5 — LA = —
TA+2Tp A Braa yo
B-aly—f-xa-(xa+xp)=—yc- (va+p)
Ta+2TB
B=yc —
TA TR
Fazendo a substituicao 8 = y¢ - % emo=_- —wAJlpr, temos:
TA+ IR 1
o =Yyc- .
TpA-TB TA+Tp
1
& =Yc-
LA TB
Finalmente:
1 Ty + TR
S[f(x)]y:yc- '$2+yc-—-x+yc:a-:v2—b-x+c (41)
TA-TB TA-TB

Tomemos agora a fungao S[f(z)]o = Az? + ®x + I, simétrica, em relagio ao
eixo das ordenadas, da funcao quadratica da forma f(x) = ax® + bz + c.

Sabemos, da simetria dos pontos no plano cartesiano ortogonal, que seu grafico
corta o eixo das abcissas nos pontos S[A]p = (—z4,0) e S[Blo = (—xp,0) e corta o eixo
das ordenadas no ponto S[Clo = (0, —y.).

Definamos os coeficientes A, ® e I" de acordo com as coordenadas dos pontos S[A]o,
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S[Blo e S[Clo.

Temos inicialmente o sistema:

0=A-(—24)?*+®-(—z4)+T ()
0= A- (—IB)Q + P - (—IB) + r (ZZ)
—yo=A-0>+®-0+T (i)
Segue do sistema acima que I' = —y¢o, e fazendo a substituicao ficamos com o

seguinte sistema:

0=A25-Q - 2p—yo=N-25 - P - za=yc (I)
O=A-2p Q-2 —yo <= A2 - ®-2p=yc (II)

a partir de (I) e (IT), temos o seguinte:

A-[L’i—q)'l‘A:A'[L’QB—CD'SEB
1

A= ———
TaA+2xp

1

o2 em (1), temos:

Fazendo a substituicao A = & -

1

TA+ xR

o 24— ®-z4=ye

Q-2 — P2y (xA+28) =Yy (TA+2B)
Ao+ TR

TaATRB

@ =—yo-

Fazendo a substituicio ® = —y¢ - 2458 em A = & - —2— temos:
> TA'TB rAt+TB

Ta+ TR 1
TA-TB Ta+TR
1

TATRB

A=—yc

A=—yc

Finalmente:

1 rA+x
: e —yo- 2By =—a- 2+ bz —c (42)
LA*TB TA®XB

Observando as equagoes em (39), (40), (41) e (42), chegamos a seguinte relagao
de simetrias da funcao quadratica:

se f(z) = ax?® + bxr + ¢ é uma fungao quadratica teremos sempre
S[f (@)l = —f(2)

S[f(x)], = az® — bz + ¢
S[f(z)]o = —az* + bx — ¢
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quod erat demonstrandum.

Agora vamos a um problema (exemplo 4.5.3.2) que foi aplicado aos discentes e,
resolvido brevemente pelos proprios discentes.

Exemplo 4.5.3.2.

Dada a fungao quadratica f(z) = 4z% — 20z + 24, pede-se: (a) tracar o gréifico de f(z),
Slf(x)]s, S[f(z)], e S[f(z)]o destacando seus principais pontos; e, (b) determinar S|[f(z)].,
S[f(@)]y e Sf(z)lo-

Solucao do item (a): Ver grafico da figura 50. Os pontos mais importantes para esta
curva sao o ponto que corta o eixo das ordenadas P = (0, 24), os zeros reais dados por

472 — 200 +24 =10
4% — 200 = —24
422 — 20x + 25 = —24 + 25

(2 —5)*=1
20— 5| =1
+(2r—5)=1
27 — 5 = +1

dando os valores x = 2 ou 2 = 3, o0 que nos dé os pontos A = (2,0) e B = (3,0) e o vértice,
que é dado pela equacao (2), tendo abcissa x = 2,5 média dos zeros reais, acarretando
no ponto V = (2,5;—1), pois f(2,5) = —1. Os demais pontos sao localizados através da
visualizacao dos pontos A, B, P e V, como mostra a figura 51.

Solugdo do item (b): Como f(x) = 4x* — 20z + 24, temos, pela relacio de simetria
das fungoes quadraticas, que S[f(z)], = —4a* + 20z — 24, S[f(z)], = 42* + 20z + 24 e
S[f(z)]o = —42? — 20z — 24.

Vamos agora (exemplo 4.5.3.3), a uma aplicagdo bem polémica da simetria de
uma curva do tipo y = ax? + bx + ¢ em relacao a uma reta r dada. A curva simétrica de-
nominaremos de simétrica de f(x) em relagao a reta r e a representaremos por S[f(z)],. O
problema seguinte foi resolvido pelos discentes da 1* série do ensino médio. Para a resolucao
do item (b), foi necessaria a intervenc¢ao do docente e deixaremos os comentérios para mais
adiante.

Exemplo 4.5.3.3.

Dada a fungao quadrética f(x) = 22 +2x +2eastetasr:y—1=0es: a2 —y = 0,
determine:

(a) a fungao S[f(x)],, simétrica de f(x) em relacao a reta r;

(b) a funcdo S[f(x)]s, simétrica de f(x) em relagdo a reta s.

Solucdo: Inicialmente, observemos o grafico da fungao quadritica f(x) = x? + 2z + 2,
juntamente com as retas r : y = 1 e s : y = x (ver figura 52), e destaquemos no grafico
de f(x) o vértice V.= (—1,1), o ponto A = (0,2) que intersecta o eixo das ordenadas e o
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Figura 51: Gréficos da fungdo f(x) = 422 — 20z + 24 com seus principais pontos e suas respectivas funges

simétricas S[f ()]s, S[f(z)]y e S[f(x)]o-

1

Fonte: Autor, 2014.

ponto B = (—2,2) simétrico de A em relagao ao eixo de simetria da parabola. Destaquemos
agora os pontos simétricos S[A], = (0,0), S[A]s = (2,0), S[B], = (-2,0), S[B]s = (2,—-2)
e S[V]s = (1,-1).

Solugao item (a): A fim de determinarmos a fun¢ao S[f(z)], e admitindo que S[f(z)], =
ax® + bx + ¢, devemos resolver o seguinte sistema:

a (=1)24b-(=1)+c (i)
0=a-0*+b-0+c (i)
a-(=2)*+0b

1
0 22 4+b-(=2)+c (i)

a equagao (ii) nos da ¢ = 0. Substituindo em (i) e (iii) temos o seguinte sistema:

{ a—b=1 (I)
da—2b=0 (II)

resolvendo o sistema acima, temos: a = —1 e b= —2.
Portanto, temos qua a fungao simétrica de f(z) em relagao a reta r é

S[f(x)], = —a* — 2z.

Solucao do item (b): Mostraremos aqui a solugao inicial dos discentes (resumimos a solugao).
De acordo com a simetria dos pontos, e assumindo S|[f(z)], = ax?+ Sz +7, devemos resolver
0 seguinte sistema:
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Figura 52: Graficos da fungao f(z) = 2% + 2z + 2 com seus principais pontos, as retas 7 e s e seus
respectivos pontos simétricos em relagao as retas.

-

Fonte: Autor, 2014.

—l=a-1*+3-1+7 (i)
O=a-224+03-2+~ (i)
—2=a-22+p3-2+7 (ii1)

Simplificando o sistema acima, chegamos ao equivalente sistema:

a+pf+y=-1 (1)
4o +2B84+v=0 (i)
da+2B8+~=—2 (i)

o que nos da um absurdo, pois temos 0 = 4a + 25 + v = —2. Logo, essa curva “nao deveria
existir”, contundo ela existe. Observemos a figura 53.

A intervencao do docente é propicia aqui. Observemos que o absurdo deve acon-
tecer e é proposital, pois os discentes nao levaram em consideracao que somente é funcao a
curva na qual para cada valor escolhido em x deve-se ter um, e somente um, valor correspon-
dente em y. Isso ndo acontece com a curva que representa S[f(z)];. Mas vem ai a grande
questao: sera que essa curva nao pode ser algebrizada? A resposta é sim. Pois, a forma
original é mantida, mesmo depois de refletida axialmente em torno da reta s, entao teremos
ainda uma pardabola. Contudo, essa curva nao é uma f(x), portanto devemos observa-la
como uma f(y). Assim, pediu-se aos discentes que rotassionassem o sistema cartesiano da
figura 53, juntamente com a parabola, de 90° para a esquerda em torno de sua origem.
Fazendo isso, devemos observar que os pontos desse “novo”plano cartesiano ortogonal de-
verao ser escritos em fungao de y, ou seja, eles serdo agora da forma P = (y,x). Apds essa

— —
rotacao, o eixo OX passa a ocupar o lugar do eixo OY e este tltimo aponta com o sentido
positivo para a esquerda da origem. Explicado esse fato, os discentes resolveram, ainda com
um pouco de dificuldade, o item (b). A seguir, abreviamos a solugao dos discente.
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Figura 53: Gréaficos das fungdes: f(z) = 2% + 22 + 2, S[f(z)], e S[f(x)]s.

Fonte: Autor, 2014.

Solugao correta do item (b): Levando em consideragao que:
Slf(@)]s = fly) = oy’ + By +7 =z,

e considerando que os pontos agora tomam a forma P = (y,x), temos que a nova pardbola
passa pelos pontos (0,2), (—1,1) e (—2,2) e deve satisfazer o sistema:

a-0°+B-0+y=2 (i)
a-(=1)°+p8-(-1)+y=1 (ii)
a - (=22+8-(-2)+~y=2 (i)

a igualdade em (i) nos dé v = 2 e o seguinte sistema:

{a—ﬁ—— (1)
doa—28=0 (1)

que resolvido nos fornece « =1 e g = 2.
Finalmente, temos que:

Slf(@)]s =y + 2y + 2.

Notemos que esse exercicio (problema do exemplo 4.5.3.3) tem uma vantagem
muito grande, principalmente para os discentes das turmas da primeira série do ensino
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médio, pois sem sequer iniciar o conteudo de conicas, que é visto mais especificamente
na terceira série do ensino médio, ajuda a representar no plano cartesiano ortogonal uma
parabola, cujos vértice e foco pertencem a uma reta paralela ao eixo das abcissas e, além
disso, mostra que existe uma equacao que descreve essa parabola. E muito importante
também deixar claro que essa solucao, que nao necessita da definicao precisa de parabola,
somente é possivel se a reta a qual queremos sua simétrica tiver coeficiente angular igual
a 1. Em outras palavras, essa reta tem que formar um angulo de 45° em relacao ao eixo
das abcissas que nos possibilita rotaciona-la de 90° em torno da origem do plano cartesiano
ortogonal; ainda mais, ela pode ser qualquer reta da forma y = z + n.

Apesar da discussao acima, nao podemos deixar de comentar, que deve existir pelo
menos uma fungao g(z) que represente & curva descrita pela equagao = y*+ 2y + 2. Deve-
mos voltar a definicao de fungao inversa, que ja abordamos no tépico anterior sobre fungao
afim. Vimos que, a fungao simétrica axial em relacao a bissetriz dos quadrantes impares
do plano cartesiano ortogonal ¢ dada pela sua inversa, ou seja, S[f(z)], = f~'(z). Antes
de prosseguirmos, devemos chamar a atencao dos discentes para o dominio e a imagem da
fungio f(x) = 2? + 2x + 2. Temos o seguinte:

D;=R
(§

Imy={y € Ryy>1}

Consequentemente, pelo que foi demonstrado sobre funcao inversa, devemos ter:

Dir ={zr e Rz >1}
e

Imf—l = R

Verifiquemos, entao, se isso acontece. Partindo da definicao de funcgao inversa, e
dada f(z) = 22 + 2z + 2, determinemos f~!(z) e, em seguida, verifiquemos seus dominio e
imagem.

f(z) = 2% + 22 + 2
fazendo f(z) =y, temos:
y =2+ 2z +2
fazendo a permuta x por y e vice-versa, ficamos com
=142y +2

agora, isolando y a fim de obtermos uma funcao em x, temos

r—1=y*+2y+2-1
r—1=¢y*+2y+1
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r—1=(y+1)>
+Vr—-1=y+1
—1E£tvr—-1=y

segue do resultado acima que a func¢ao inversa é da forma:

flla)=—-1+Vz -1

Aparece aqui mais um problema: uma funcao que pode adicionar v/ — 1 ao valor
—1 ou pode subtrair v/x — 1 ao valor —1. Como resolver entao esse problema? O docente
pode informar aos docentes que a simétrica axial da pardbola de f(x) com relacao a reta
r:x—y = 0 é uma curva que representa a uniao de duas fungoes (contudo & curva
simétrica ndo é uma funcao é uma equagao). Observemos (figura 54) que, a curva que
representa a fungao simétrica axial de f(z) com relagao a reta r é f~1(z) = g(x) U h(x)
onde g(z) = —14++vx — 1 e h(x) = —1—+/x — 1. Em outras palavras, a curva que representa
S[f(x)], dada pela equacao x = y*+2y+2 é dada pela unido das curvas representadas pelas
fungdes g(z) e h(x), como mostra a figura 54. Verifiquemos, agora os dominio e imagem de
cada uma das fungoes g e h. Temos:

gy ={r € Rz >1}
Img ={y € Riy > —1}
(§

Dy ={x e Rx>1}
Imp, ={y e Ry < -1}

Observemos, ainda na figura 54, que a uniao das imagens de g e h cobre todo o con-
junto dos nuimeros reais, como haviamos pressuposto. Logo, apesar de nao podermos deter-
minar diretamente a funcao inversa da parabola representada pela fungao f(z) = 22 +2x+2,
podemos determinar as func¢oes que unidas nos dao a curva que representa essa inversa.

Vamos agora a um problema (exemplo 4.5.3.4) mais analitico que envolve sime-
trias. Esse problema foi proposto para os alunos da primeira série do ensino médio. Para tal
utilizamos a mesma curva dada pela fungao do problema anterior e utilizaremos a sutileza
da distancia entre pontos no plano e relacoes de pertinéncia. Vamos ao problema e deixemos
os comentarios para posteriormente.

Exemplo 4.5.3.4.

Dada a fungao f(z) = 2* + 2x + 2 e os pontos V = (—=1,1) € f(z) e R = (—1,6) ¢ f(x),
determine as coordenadas dos pontos A € f(zx) e B € f(x) simétricos do ponto V' por
rotacao em torno do ponto R, determine também o angulo e o sentido da rotacao de V' em
torno de R para cada um dos pontos.

Observacao: (i) Antes de resolvermos o problema de um modo analitico vamos apresen-
tar uma solucao bem simples dada por um grupo de discentes da primeira série do ensino
médio. (ii) Ao resolvermos pelo método analitico devemos considerar uma generalizac¢do
com relacao as distancias entre os pontos envolvidos na questao.
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Figura 54: f(z) =22 +2r+2e f~1(2) = -1+ V2 —1.

5

f(x)

Fonte: Autor, 2014.

Solucao dada pelos discentes: Observando a figura 55, podemos verificar que o ponto V é
vértice da parabola dada por f(x) e o ponto R tem mesma abcissa que V', portanto pertence
ao eixo de simetria da pardbola dada por f(z).

E fécil ver que a distancia de R a V é igual a 5u (u =unidades).

Entao, qualquer rotacao desse ponto equidista bu.

Tomando as abcissas inteiras = a direita do vértice, temos os pontos A = (0, 2),
B=(1,5) e C = (2,10).

Notemos que a distancia de A a R é, pela equagao (1),

dar = /(0= (—1))> + (6 — 2)> = V1Tu,

a distancia de B a R é, também pela equagao (1),

dpr = /(1 - (~1))?+ (6 - 5)2 = V5u,

e, a distancia de C' a R, pela equagao (1), é

dar = /(2 — (1)) + (6 — 10)2 = V25 = 5u,

Portanto, o ponto C' é um ponto simétrico rotacional de V' em torno do ponto R.
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Figura 55: Grafico semelhante ao construido pelos discentes para auxiliar a solucio do problema constante
no exemplo 4.5.3.4.

cr

dry = 5u

FONTE: Autor, 2014.

Um outro ponto que também é simétrico por rotacao de V' em torno de R é o
ponto de abcissa z = —4 que nos d4 a mesma ordenada do ponto C.

Nesse caso o ponto é F' = (—4,10) (ver figura 55). Vamos agora determinar o
angulo e o sentido da rotagao de V' em torno de R para chegar até os pontos C' e F.

Inicialmente, tracemos a reta y = 1 pois sabemos que esta é perpendicular ao
segmento RV. Como a reta y = 1 ¢é paralela ao eixo das abcissas, encontrando o angulo da
reta que passa pelos pontos R e C' forma com o eixo das abcissas é s6 acrescentar aos 90°
que ja temos (ver figura 53). A reta que passa pelos pontos R e C' é dada pelo sistema:

6=m-(—1)+n
10=m-2+n

resolvendo o sistema, temos m = % ~ 1,33333... e portanto temos que a rotacao do ponto

V em torno de R até sobrepor o ponto C' é dada por:

4

0 = 90° + arctcm§

0 ~ 90° + 53, 13°
0 ~ 143,13°

Portanto, o ponto V' sofreu uma rotagao de aproximadamente 143, 13° no sentido
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anti-hordrio para chegar até o ponto C' e outra rotagao, também de 143,13° no sentido
horario para chegar até o ponto F'. Ver figura 56.

Figura 56: Grafico semelhante ao construido pelos discentes para auxiliar na determinagao dos angulo de
rotacao do problema constante no exemplo 4.5.3.4.

Fonte: Autor, 2014.

Observemos que os discentes usaram bem a criatividade e os conhecimentos prévios
que ja possuiam para descrever, de um modo simples, uma solugao suficiente para o pro-
blema. Nao deixaram, portanto, de usar a simetria, haja vista que o angulo V RF' € simétrico
axial do angulo V RC com relagao ao eixo de simetria da parabola. Contudo, ha outros meios
nao menos elegantes e e outros até mais rebuscados de chegarmos a uma solugao para o
mesmo problema. Observe na solucao seguinte, sugerida como solugao alternativa pelo do-
cente.

Outra solucao: Incialmente notemos que o ponto V' é vértice da parabola e, que o ponto R
pertence ao eixo de simetria da mesma. Temos que se um ponto P é simétrico de V por
rotacao em torno do ponto R, entao todo ponto deve equidistar bu do ponto R, pois essa ¢é
a distancia entre R e V, facilmente observavel no plano cartesiano ortogonal. Considerando
todo ponto do plano cartesiano ortogonal com a forma P = (z,y), devemos ter que qualquer
ponto P equidista 5u do ponto R = (—1,6). Agora, basta observar a figura 57 e ja é possivel
deduzir os dois pontos simétricos rotacionais de V' em torno do ponto R.

Fazendo isso, temos que o conjunto de todos os pontos P, simétricos rotacionais
do ponto V' em torno do ponto R, sao dados por

dbp = (zp — 2r)* + (yp — yr)*

' = (z— (=1))* + (y — 6)°
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Figura 57: Gréfico para solucio alternativa do problema constante no exemplo 4.5.3.4.

\f

Fonte: Autor, 2014.

(z+1)*+ (y — 6)> =25

Observemos que, sem ao menos falar em equacao da circunferéncia no plano car-

tesiano ortogonal, é possivel apresenta-la de forma simples aos discentes da primeira série
do ensino médio.

Agora, é s6 tragar a circunferéncia (ver figura 57) e analisar no grafico os pontos
de interseccao da pardabola com a circunferéncia.

Devemos mostrar aos discentes que, este problema, também pode ser resolvido
pelo sistema que nos dé a interseccao da pardbola y = x? + 2x + 2 com a circunferéncia
(x 4+ 1)* + (y — 6)* = 25. Vejamos a seguir:

{ y=12>+2r+2 (i)
(x4+1)2+(y—6)2 =25 (i1)

Substituindo (i) em (ii), temos:
(x+ 12+ (2*+20+2-6)2=25
P42+ 1+ (2% +22 -4 -25=0
o+ 20+ 1+ 2" + 4% — 42* — 160+ 16 — 25 =0
ot +4a® —32° — 140 —8=0

Temos uma equacao dificil de resolver diante dos discentes da 1* série do ensino
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médio. Por esse motivo, optamos pela solucao geométrica. Devemos explicar também aos
discentes que mais adiante, quando eles estiverem estudando os polinomios e as fungoes
polinomiais, este tipo de equacgao serd comum em alguns problemas.

4.5.4. Funcao exponencial

A simetria nas fungoes exponenciais apresenta-se de modo simples. Por enquanto,
vamos nos deter nas simetrias em relacao aos eixos das abcissas e das ordenadas e com
relacao a origem. Deixaremos o caso da simetria axial em relacao a reta r : x — y = 0 para
mais adiante. Analogamente ao que foi trabalhado com relacao as funcgoes quadraticas,
vamos analisar o comportamento dos pontos que seguem a relagao y = a”, Va € Ry — {1}
e z € R, a medida que x varia nos numeros reais. Vejamos a seguir (exemplo 4.5.4.1) a
andlise isolada do caso f(x) = 2*. Esse problema foi apresentado numa turma da primeira
série do ensino médio.

Exemplo 4.5.4.1.
Dada a funcao exponencial f(x) = 2%, construa seu gréafico e em seguida determine S|f(x)].,

Slf(@)ly e S[f(@)]o-
Solugao: Notemos que, admitindo = € R, temos o seguinte:

Y

)

| = =

r=0=—=y=1,

r=1=y =2,
e

r=2=y=4

Dai, pode-se deduzir, junto aos discentes, que o grafico de f(z) = 2% s6 tem valores
positivos (ver figura 58). Além disso, cabe mostrar também aos discentes que essa curva
nunca vai tocar o eixo das abcissas. Para tal, usaremos a nocao de limite, que nao impede,
de modo algum, ser introduzida para os discentes ainda na primeira série do ensino médio.
Nao ¢ necessario fazer-se aqui uma demonstracao formal de que quando x tende a —oo
temos que y tende a zero, mas nao é necessariamente zero. Basta tomarmos por exemplo o
valor x = —10 que implica em y = 2% = ﬁ = 0,0009765625 e, a medida que x diminui
(tende & —o0), y se aproxima cada vez mais de zero (tende a zero). O que é mais importante
¢ o discente entender que essa curva ¢ assintotica ao eixo das abcissas, ou seja, ela chega
muito proximo de zero mas nunca serd igual a zero. E f4cil mostrar também que, quando
x tende para +o00, y também tende para 400, sem fazer uma demonstracao formal. Por
exemplo, quando * = 15 = y = 32768. Dando exemplos desse tipo, consegue-se pelo
menos convencer os discentes de que essa curva nunca toca o eixo das abcissas quando x
tende a —oo e que tende a +00 a medida que z cresce.

Agora, vamos analisar como se comportam as fungdes simétricas de f(z).

Adotando A = (=2,3), B = (—1,2), C = (0,1), D = (1,2) e E = (2,4), sabe-se

4 2
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Figura 58: Gréafico da fungio f(z) = 2% com seus principais pontos.

Fonte: Autor, 2014.

que a fungao S[f(z)], passa pelos pontos S[A], = (—=2,—1), S[B], = (-1,-1), S[C], =
(0,-1), S[D], = (1,-2) e S[E], = (2,—4); a funcéo S[f(z)], passa pelos pontos S[A], =
(_274)7 S[B]y = (_17 2)? S[C]y = <07 1)7 S[D] ) € S[E]y = (27 zl;)v €, afun(;éo S[f<x)]0
passa pelos pontos S[A]o = (—2,—4), S[Blo
e S[E]o = (2,—1). Ver figura 59.

Desse modo, temos que os graficos das fungoes simétricas de f(x) sdo os da figura
59. Mas, em que isso muda f(z)? Ou seja, como devemos escrever S|f(x)]., e as outras

simétricas? Observemos que: (i) S[f(z)]. = —(2%), pois
-2\ 1
S = @) =
SIF-1) =@ =
SIF(0))e = —(2%) = -1
S, = —(@2) = -2
Slf2)]s =—(2%) = —4
(i) S[f(x)], =277, pois
SIf(-2)), =279 =4
SUF(-Dly =27V =2
SIFO)],=2"=1
. 1
Sy =2"" = )
Sy =22 = —
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Figura 59: Gréfico das fungdes f(x) = 2%, S[f ()], S[f(z)]y e S[f(x)]o com seus principais pontos.
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SIF(-Dlo = ~(21) = -2
SO0 = () = -1
S0 = (27 =
SIf@o = ~27%) = -

(ver figura 59).

Mas a questao agora é: serd que dada uma fungao exponencial f(z) = a®, Va €
R, —{1} e x € R, teremos sempre S[f(z)], = —(a®), S[f(x)], = a " e S[f(z)]o = —(a™)?

Fagamos uma demonstragao simples, porém convincente, ao menos para discentes
da primeira série do ensino médio. Para tal, consideremos o ponto P = (zp, yp) pertencente
ao grafico de f(z) = a®,Va > 0,a # 1.
(I) A funcao S[f(z)], passa pelo ponto S[P], = (zp,—yp). Segue que S[f(z)], pode ser
escrita como —yp = a®F, mas isso acontece se, e somente se, yp = —(a®?).

Logo,

(I) A fungao S[f(z)], passa pelo ponto S[P], = (—xp,yp). Desse modo, S[f(z)], é escrita
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como yp = a *P.
Logo,

Slf(@)ly =a™*

(III) A funcao S[f(z)]o passa pelo ponto S[Plo = (—zp, —yp). Segue que, nesse ponto,
S[f(z)]o pode ser escrita como —yp = @~ “P, mas isso acontece se, e somente se, yp =
_(GI*:EP)

Logo,

Slf(@)]o = —(a™).

Portanto, chegamos a uma generalizacao, ou seja, temos uma relacao de si-
metrias da funcao exponecial:

se f(z) =a*,Ya € Ry — {1} e x € R, entao

quod erat demonstrandum.

4.5.5. Funcao logaritmo

A funcao logaritmo ¢ a funcao do tipo f(z) = log,z,Vr € R ,a € Ry — {1}.

Inicialmente fagcamos o valor de x variar e observemos como se comporta a fungao
f(z) = logex (fungado logaritmo de x na base 2). Iniciemos propositalmente com os nimeros
inteiros negativos. Qual o valor de f(z) quando = = —2?7 f(=2) = logs(—2) <=
2/(=2) = —2 — f(—2) =?, impossivel definir. Qual é o valor de f(z) quando x = —1?
f(=1) = logy(—1) <= 2/ = —1 = f(—1) =?, impossivel definir novamente. Tente-
mos entdo com & = —3: f(—1) = logy(—3) < 2/(—2) = —3 = f(—3) =7, novamente,
impossivel.

Ja é possivel percerber que a funcdo f(x) = logsx nao possui valores reais quando
x € R_, pois observemos que nao temos valor real y que possamos substituir no expoente
f(=2), a fim de que 2¥ = —2, pois, qualquer que seja o valor de y € R que escolhamos,
teremos sempre um valor positivo para 2Y e jamais obteremos —2 como igualdade.

Isso se deve justamente ao caso 2Y ser uma funcao exponencial, e sabemos da se¢ao
4.5.4, que a funcao exponencial nao muda de sinal a medida que y varia nos reais. Verifi-
quemos o que ocorre quando x = 0: f(0) = log0 = 20 = 0 = f(0) =? Nio existe
expoente f(0) € R capaz de satisfazer a equagao.

Nao é possivel também determinar um expoente y € R que possamos substituir em
f(0) a fim de que o resultado seja zero. Isso também decorre das propriedades das fungoes
exponenciais.
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Ja que verificamos que é realmente impossivel admitirmos valores negativos, in-
cluindo o zero, para a variavel x, deve ser obviamente possivel para valores positivos.
Verificamos entdo o comportamento de f(z) = logyz para x > 0:

1 1
) = logo~
f(8) 0928
ofhy _ 1
8
sy _ 1
2 (3) = ?
-3
oy - L 27
23 273
1 273
f(3) —
278 —F
2f(§) — 93
1
f(g) =3
Analogamente, podemos fazer:
1 1 1 1 1
oY - of(3) — = Y= _9
F(§) = logry = 219 = £ = §())
1 1 1
Y = logo— 2f(3) — = )= -1
£(5) = logay = 2B = 1 — 5(3)

Agora, podemos observar o gréfico de f(x) = logoz (ver figura 60).

Notemos que, analogamente ao que ocorre com as fung¢oes exponenciais, o gréafico
de f(z) = logex ¢é assintdtico ao eixo das ordenadas. Ou seja, ele nunca tocard o eixo das
ordenadas. Mais uma boa oportunidade de aplicar intuitivamente a definicao de limite, que
nesse caso, teremos que o limite de f(z) = logex quando z tende a zero é —oc.

Vamos agora verificar como devem se comportar as funcoes simétricas da funcao
logaritmo em relagao aos eixos das abcissas e ordenadas e em relagao a origem do plano
cartesiano ortogonal.

A fungao S[f(x)], deve passar pelos pontos S[A], = (3,3), S[B], = (5,2), S[C]. =
(%7 1)7 S[D]x = (170)7 S[E]m = (27 _1)7 S[F]m = (47 _2) € S[G]x = (87 _3)'

Mas, notemos que:

STl = 3 = SRl = ~/(3)

como f(g) = logoz, e sabendo que f(3) = 3, temos o seguinte:

1 1 1 1
— (=) =logy— < —3 =logy— <= 273 ==
f(g) 0928 0928 3
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Figura 60: Grafico da fungio f(z) = logax com seus principais pontos.
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Fonte: Autor, 2014.

que é absolutamente verdadeiro. Ver gréafico da figura 61. Segue dai, que:

1

S[f(é)]x = —log2§

Analogamente ocorre com os demais pontos da fungao simétrica de f(x) em relagao
ao eixo das abcissas. Logo,

Slf(x)]. = —logax

A fungao S[f(z)], deve passar pelos pontos S[A], = (=&, —3), S[B], = (—3,—2),
S[C]y - (_%7 _1>7 S[D]y - (_170)7 S[E]y - (_27 ]-)7 S[F]y - <_472) € S[G y — (_87 )
Mas, notemos que:

SIF(~ gl = =3 = SIF(~)ly = log[~(~5)] = logag
como f(—z) = logs[—(—%)], e sabendo que f(§) = —3, temos o seguinte:
flog) = logl—(—g)) = =3 = loga(5) =27 = ¢

que é absolutamente verdadeiro. Segue dai, que:

1 1

S1f (=)l = loga[~(~)

Analogamente ocorre com os demais pontos da funcao simética de f(z) em relagao
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Figura 61: Grafico das fungoes f(z) = logaz, S[f(2)]s, S[f(x)]y e S[f(z)]o, assinalados os seus principais
pontos.
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Fonte: Autor, 2014.

ao eixo das ordenadas. Logo,
Slf(@)]y = loga(—x)

A fungao S[f(z)]o deve passar pelos pontos S[A]o = (—3,3), S[Blo = (—1,2),
S[C]O = (_%71)7 S[D]O = (_170)a S[E]O = (_Qa_l)a S[F]O = (
(—8,—3).

Mas, notemos que:

1 1 1 1
S[f(—g)]o =3 S[f(—g)]o = —f(—§> = —1092(—5)
como —f(—3%) = —loga(—3), e sabendo que — f(—3) = 3, temos o seguinte:
1 B 1 _ _1 5 _ _1
SIf(~glo = ~logs(~5) <= 8 = ~loga(~3) = 2 = ~(~3)
que é absolutamente verdadeiro. Segue dai, que:
1 1
S[f(—g)]o = —1092(—5)

Analogamente ocorre com os demais pontos da fungao simétrica de f(z) em relagao
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a origem. Logo,

Slf(@)lo = —loga(—1)

Mas a questao agora é a seguinte: serd que dada uma fungao logaritmo f(x) =
log,x (logaritmo de x na base a), teremos sempre S[f(z)], = —log.z, S[f(z)], = log.(—)

e S[f(x)lo = —loga(—x)?

Fagamos uma demonstracao simples, porém convincente, ao menos para os alunos
da primeira série do ensino médio. Para tal, tomemos a funcao f(x) = log,z, ¥b > 0 — {1}
e consideremos o ponto P = (zp,yp) pertencente ao grafico de f(x).
(I) O gréfico da funcao S[f(x)], deve passar, pela simetria dos pontos no plano cartesiano
ortogonal, obrigatoriamente, pelo ponto S[P|, = (xp, —yp). Segue dai, que

—yp = logatp <= yp = —logaZp.
Logo,
Slf(@)]e = —logax
(I) O gréfico da funcao S[f(z)], deve passar, pela simetria dos pontos no plano cartesiano
ortogonal, obrigatoriamente, pelo ponto S[P|, = (—xp,yp). Segue dai que yp = log,(—xp).
Logo,

S[f([)?)]y = lOga(—ﬁp)

(ITT) O grafico da fungao S[f(x)]o deve passar, pela simetria dos pontos no plano car-

tesiano ortogonal, obrigatoriamente, pelo ponto S[Plo = (—zp,—yp). Segue dai que
—yp = log.(—xp) <= yp = —loga(—1p).
Logo,

S[f(x)]o = —loga(—1).
Portanto, chegamos a uma relagao de simetrias da fungao logaritmo:
Dada a fungao logaritmo f(z) = log,x, entao

Slf(x)]. = —logax
S[f(@)]y = log.(—x)
S[f(x)]o = —loga(—x)

quod erat demonstrandum.

Para efeito de curiosidade, mostramos (figuras 62 e 63) o grafico das fungoes
f(z) = logz (logaritmo decimal de z, ou logaritmo de = na base 10) com suas respecti-
vas simétricas e, f(x) = Inx (logaritmo neperiano de x, ou logaritmo de z na base e) com
suas respectivas simétricas.



Figura 62: Grafico das fungoes f(z) = logz, S[f(x)]s, S[f(z)]y e S[f(z)]o-

fx)=log(x)
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Fonte: Autor, 2014.

4.5.6. Funcao exponencial X funcao logaritmo

= a
log,w =y
N (x) = logaw;

x =109,y

f () =d"

Agora, vamos analisar como se comportam a funcao simétrica axial da funcao

exponencial e a funcao simétrica axial da funcao logaritmo com relagao a reta r : x —y = 0.
J& vimos, anteriormente, que a funcao S[f(z)],

inversa (que é equivalente a fungao simétrica axial em relagao a reta r : x —y = 0) é dada

pela permuta das incégnitas x por y e vice-versa. Entao, consideremos o seguinte:
(i) seja f(x) = a*, fazendo f(x) =y, para sua inversa, teremos:

(ii) seja f(x) = logaz, fazendo f(x) =y, para sua inversa, teremos:

Analogamente ocorre com a fungao S|[f(x)],, pois sabemos que o ponto simétrico
axial de P = (x,y) em relagdo a reta r :

x—y =0¢éS[P], = (y,z), ou seja, a fungao
simétrica axial em relacao a reta r também permuta as coordenadas dos pontos.

De modo geral, dada a reta r : x — y = 0, temos:

f(x) = a® = S[f(x)]: = logaw

f~(z). Sabemos que a fungao

131
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Figura 63: Grafico das fungdes f(z) = Inz, S[f(z)ls, S[f(x)], e S[f(z)]o.
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Fonte: Autor, 2014.

€

f(x) = logar = S[f ()], = a”

Observe, o que ocorre com a funcao f(z) = 2% quando é refletida pela reta r :
x —y =0 (ver figura 64).

Isso ocorre porque, quando fazemos f(z) = y, temos y = 2% e pela simetria axial
com relacao a reta r devemos fazer a permuta da incégnita x por y e vice-versa (ocorre o
mesmo quando queremos a funcao inversa). Segue dai, que:

z=2Y

Quando escrevemos na forma acima, estamos dizendo: qual é o valor do expoente
y que na base 2 nos da o valor x. Isso nos remete a nocao do logaritimo, pois quando
€SCrevemos:

logax =y
estamos dizendo que o valor de x escrito na base 2 ¢ igual a y. Por esse motivo, temos:

Sif(x)], = logax.

Observando a figura 64, é possivel notarmos que o ponto F’ = (4,2) pertencente
ao grafico de g(x) = logex é simétrico axial com relacao a reta r do ponto F = (2,4)
pertencente ao grafico de f(z) = 2%, ou seja, o segmento F'F’ é perpendicular a reta r e
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Figura 64: Grafico das fungoes f(z) = 2%, g(z) = logaz e areta r: y = .
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Fonte: Autor, 2014.

ambos os pontos F' e F’ equidistam da reta r. A fim de verificar essa igualdade, notemos

que a intercecgao do segmento (F'F’) com a reta r é o ponto P = (3,3). Segue dai que:

dpp = V2
(S

dpp = V2.
O mesmo ocorre com os demais pontos. Isso ja é suficiente para nos assegurar que:
(a) se f(z) = a® entdo S[f(z)], = f~'(z) = logaw e S[g(z)], = f(2); e, (b) se f(z) = logax
entdo S[f(z)], = f~'(x) = a®. De fato isso ocorre, porque todo ponto P = (zp,yp), do
plano cartesiano ortogonal tem como simétrico axial, em relacao a reta r : x —y = 0, o
ponto S[P], = (yp,xp).

4.5.7. Funcoes trigonométricas

As fungoes trigonométricas ja tém propriedades simétricas por suas proprias na-
turezas, pois sao fungoes periédicas e por esse motivo, a cada intervalo 27rad (360°), esse
periodo se repete, o que ja nos fornece uma aplicacao de translagao simétrica ou simetria
translacional. Fagcamos aqui uma breve analise das funcoes seno, cosseno, tangente, secante,
cossecante e cotangente. As trés ultimas, somente uma interpretacao geométrica a titulo de
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curiosidade, por se tratarem de fungoes inversas multiplicativas das funcgoes cosseno, seno
e tangente, nesta ordem. Contudo, no caso das fungoes seno, cosseno e tangente, convém
analisar também as suas simétricas axiais em relacao aos eixos das abcissas e ordenadas,
simética rotacional em relacao a origem do plano cartesiano ortogonal, e, por fim a simétrica
axial em relagao aretar:x —y = 0.

Antes de iniciarmos nossa andlise com relacdo as simetrias das funcgoes trigo-
nométricas, vamos observar o ciclo trigonométrico e suas propriedades simétricas, mais
especificamente seus arcos simétricos (ver figura 65). O ciclo trigonométrico é uma circun-
ferencia unitdria de centro (0,0), ou seja, a circunferéncia de raio 1 e origem na origem
do plano cartesiano ortogonal. Devemos compreender que o angulo de 0° corresponde ao
segmento que vai da origem até o ponto (1,0). Esse segmento é rotacionado de §° em torno
da origem no sentido anti-horario, ou seja, contrario ao sentido do movimento dos ponteiros
de um reldégio analégico. Esse é o sentido positivo do movimento de rotacao. Em outras
palavras, se queremos assinalar um arco de 30°, devemos girar o segmento unitario em torno
da origem de trinta graus partindo do angulo nulo. O sentido contrario, o horario, ¢é tido
como negativo. Por isso, se queremos assinalar um arco de —30° devemos rotaciona-lo no
sentido horario, partindo do angulo nulo. Observemos que os valores dos seno, cosseno e
tangente de um arco de —30° corresponde aos valores de um arco de 330°.

Figura 65: O ciclo trigonométrico e seus arcos simétricos.
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Fonte: Autor, 2014.

Observando o ciclo trigonométrico (figura 65), temos que o eixo das abcissas cor-
responde aos valores dos cossenos; o eixo das ordenadas corresponde aos valores dos senos
e a reta tangente no ponto (1,0), que é perpendicular ao eixo dos cossenos e paralela ao
eixo dos senos, corresponde aos valores das tangentes. A direita da origem, no eixo dos
cossenos, temos valores positivos para os cossenos; a esquerda, temos os negativos. Acima
da origem, temos os valores positivos para os senos; abaixo, temos os negativos. Os valores
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das tangentes sao positivos, se os arcos se encontram entre o primeiro ou o terceiro qua-
drante; e, positivos, se se encontram no segundo ou quarto quadrante; sempre que se quizer
determinar a tangente de um arco dos segundo ou terceiro quadrantes, deve-se procurar
o seu arco simétrico por uma rotacao de 180° em relacao a origem que se encontram nos
quarto ou primeiro quadrantes, respectivamente. Os quadrante sao dividos pelos arcos da
seguinte forma:

Orad = 0° < 1°quadrante < 90° = grad

90° = gmd < 2°quadrante < 180° = nrad
3
mrad = 180° < 3°quadrante < 270° = §7rrad

3
§7Wad = 270° < 4°quadrante < 360° = 2nrad

Vamos aos arcos simétricos. Observemos, ainda no ciclo trigonométrico, que o
arco de grad tem como simétrico em relagao ao eixo dos senos o arco de %m’ad, ou seja,
7 — Srad; 0 mesmo arco tem como simétrico em relagao a origem o arco de gmrad, ou seja,
T + §rad; o mesmo arco, tem como simétrico em relagao ao eixo dos cossenos o arco de
%Wmd, ou seja, 21 — Frad. E justamente essa simetria dos arcos que nos da as seguintes

razoes trigonométricas:

(1)

| S

cos(g) = c0s(30°) =

D
cos(éﬂ) = c0s(150°) = —cos(30%) = —

& elS

COS(gﬂ') = c0s(210°) = —cos(30%) = —

5[\3

11
cos(gﬂ) = ¢0s(330°) = cos(30°) = —;

|

(i)
1

sen(%) = sen(30°) = 5

D 1
sen(éw) = sen(150%) = sen(30%) = 5

1
sen(gw) = sen(210°) = —sen(30%) = ~5

11 1
sen(Eﬂ) = sen(330°) = —sen(30°) = —5

(iii)

tg(%) = tg(30%) = ?
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tg(gﬂ-) = tg(150°) = _tg<300) _ _?

tg(gﬂ) = tg(210°) = tg(30°) =

< %

11
tg(gﬂ) = tg(3300) = —tg(300) = —?

De um modo geral: se temos um arco que mede 6, tal que,

180° > 6 > 90°

no segundo quadrante, entao esse arco ¢ simétrico de um arco do primeiro quadrante e seu
simétrico correspondente é (180° — 6);
se temos um arco que mede 6, tal que,

270° > 0 > 180°

no terceiro quadrante, entao esse arco é simétrico de um arco do primeiro quadrante e seu
simétrico correspondente é (6 — 180°);
e, se temos um arco 6, tal que,

360° > 6 > 270°

no quarto quadrante, entao esse arco tem um simétrico correspondente no primeiro qua-
drante, e esse simétrico é dado por (360° — 0).

Deve-se sempre levar em consideragao o sinal quando se quer um seno, um cosseno
ou uma tangente desse angulo 6. Ja que conhecemos os arcos simétricos, vamos as fungoes
trigonométicas.

4.5.7.1. Funcao seno

E a funcdo f(z) = sen(x);Ve € R. E possivel observar que essa funcio esté
limitada ao intervalo [—1, 1] de acordo com o ciclo trigonométrico, pois temos:

sen(0) =0,
T
y=1
sen(3) =1,
sen(m) =0,
3
S@?’L(§’/T) =—1,

sen(2m) = 0;
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a partir dai a funcao vai se repetindo a medida que z aumenta. Em outras palavras:

™
sen?k(g) =1;Vk e Z,
sen2k(m) = 0;Vk € Z,
3
8€n2k(§ﬂ') =—-1;Vk € Z,
sen2k(2m) = 0;Vk € Z.

Consideramos os ntimeros inteiros, pois podemos ter arcos negativos. E possivel
observar também que a fungao seno é crescente no intervalo (0, %), decrescente no inter-
valo (3, 37) e crescente novamente no intervalo (37,2m), ou seja, temos sempre translagoes
dessa funcao a cada intervalo 27. Tendo conhecido essas propriedades é possivel finalmente

272
construir o grafico de f(z) = sen(z) (ver figura 66).

Figura 66: f(x) = sen(x).

=

Fonte: Autor, 2014.

Notemos que o gréfico da fungao seno nao é simétrico em relagao ao eixo das
ordenadas, nem ao eixo das abcissas, o que nos permite determinar esses dois tipos de
simetria, mas a fungao seno é simétrica em relagao a origem do plano cartesiano ortogonal,
logo, se f(x) = sen(z) temos S[f(z)]o = sen(z), ou seja, a simétrica de f(z) em relacao a
origem ¢é a prépria f(z). Contudo, predomina a simetria translacional. Observemos que a
parte do grafico que vai de A até C' é exatamente igual a parte do grafico que vai de C' até
E. Além disso, temos infinitas translagoes desse tipo por todo o eixo das abcissas, o que
nos da um periodo 2k para todo k inteiro.

Com relagao ao dominio e a imagem da funcao, podemos observar o seguinte:

D;=R
€

Imf = [—1, 1]

Vamos analisar como se comporta a func¢do simétrica de f(x) = sen(z) com

relagcao ao eixo das abcissas e ao eixo das ordenadas.
Observemos que S[f ()], passa, pela simetria dos pontos no plano cartesiano, pelo

ponto S[(5,1)]. = (5, —1) e sabendo que sen(5) = 1.
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Assim, teremos que:
T T
S[f(?}x =-1= —Sen(g)-

A funcao S[f(z)], passa, pela simetria dos pontos no plano cartesiano ortogonal, pelo ponto
S[(5,1)]y = (=5,1). Agora notemos, do ciclo trigonométrico, que sen(5* = sen(—90°) =
—sen(90°) = —sen(%).

Logo,
T T
S[f(—g)]y = —Sen(§)
Observemos o grafico da figura 67.

Figura 67: f(x) = sen(z) = S[f(x)]o e S[f(®)]. = —sen(x) = S[f(x)],-
S[T{f_]_],______. fix) = senfx)

-ﬁ\\m,____ ___.f,,//f\ / b\& S \ / "

Sl - i

Fonte: Autor, 2014.

Mas sera que sempre que tivermos f(x) = sen(z), teremos sempre S[f(x)], =
—sen(x), S[f(x)], = —sen(z) e S[f(x)]o = sen(z)? Uma simples demonstracao afirma que
sim. Suponhamos que o gréfico de f(x) = sen(x) passa pelo ponto P = (zp,yp), assim
f(zp) =yp.

A funcao S[f(x)], deve passar pelo ponto S[P], = (zp,—yp). Segue dai que
Slf(xp)]ls = —yp, como yp = sen(xp) entao S[f(zp)|. = —sen(zp).

Logo,

S[f(z)], = —sen(z).

A fungao S[f(z)], deve passar pelo ponto S[P], = (—zp,yp). Segue dal que

Slf(=xzp)l, = yp, como yp = sen(—xp) = —sen(xp) pelo ciclo trigonométrico, entdo
Slf(—zp)l. = —sen(zp).
Logo,

S[f(z)], = —sen(x).

A fungao S[f(x)]o deve passar pelo ponto S[P|lo = (—zp,—yp). Segue dai
que S[f(—zp)lo = —yp, como —yp = sen(—xp) = —sen(xp) = yp = sen(xp) entdo
S[f(=zp)lo = sen(zp).

Logo,

S[f(x)]o = sen(z).

Portanto, chegamos a uma relagao de simetrias da fungao seno:
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se f(x) = sen(x), entao

quod erat demonstrandum.

Antes de prosseguirmos, vamos fazer uma observacao importante:
quando escrevemos sen(g) = %, queremos dizer que grad ¢ a medida do arco cujo o seno
vale %

Matematicamente, escrevemos:

1 1
)= — T rad = arcsen(ﬁ).

s
sen( 5 5

6
De um modo geral, estamos dizendo,

y = sen(z) <= x = arcsen(y),

tal que, y € igual ao seno de um arco x se, e somente se, x é igual ao arco cujo seno vale .
Entra aqui, mais uma vez, a questao da fungao inversa. Se, f(z) = sen(z) entao,
f~Y(x) = arcsen(z). Os dominio e imagem, agora serao:

Dy =[-1,1]
(§

m™ T

Impr =|——, =

Vejamos agora, como se comporta a funcao seno com relacao aretar:z —y =0
(bissetriz dos quadrantes impares). Inicialmente, observemos que, das relagoes de simetria
axial com a reta r, dado um ponto P = (z,y), temos S[P], = (y,z). Dessa forma, dado
f(x) = sen(z) e, fazendo f(z) =y, devemos ter S[f(z)], = f~'(x) = arcsen(x).
Demosntragao: Dadas a funcao f(z) = sen(z) e areta r : z —y = 0, e dado o ponto
P = (x,y) pertencente a f(z), temos pela simetria axial dos pontos com relagao & bissetriz
dos quadrantes impares que, a fungao S[f(x)], passa pelo ponto S[P], = (y, z). Dali,

f(z) = sen(x) = y = sen(x)
Slf(@)]r = sen(y)
x = sen(y)
y = arcsen(r)

Sf(x)], = arcsen(x).
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Figura 68: f(z) = sen(z), S[f(2)], = arcsen(z) e a equagdo x = sen(y).

4_

SIfk))r = arcsen (x)

24

-3

Fonte: Autor, 2014.

Determinemos agora, a fungao inversa de f.

f(z) = sen(z) = y = sen(x)

permutando as incégnitas x por y e vice-versa, temos:

x = sen(y)
y = arcsen(z)

f1(z) = arcsen(x).

Finalmente, temos uma relacao de simetria axial com relacao a reta r :
r—y=0:
Dada a fungao f(x) = sen(z) e areta r: x —y = 0, temos

S[f(x)], = arcsen(x) = f ().

Cabe agora, mostrarmos aos discentes que, na fungao arco seno (inversa da
fungéo seno), temos uma funcao f~' : [~1,1] — [—%, 2], que associa cada nimero real z,
pertencente ao intervalo [—1, 1], (=1 < 2 < 1), a um numero real y, pertencente ao intervalo

[—%5,5], (=5 <y < %). Portanto, temos dominio e imagem dados por:



Dy =[-1,1]
€

m™ T

Imgn = [—=, ~
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Fora dos intervalos acima, a curva simétrica axial é representada pela equagao

x = arcsen(y), esta curva existe, mas nao é uma fungao em = (ver figura 68).

4.5.7.2. Funcao cosseno

E a funcio f () = cos(z);Vx € R. E possivel observar que essa funcio estd

limitada ao intervalo [—1, 1] de acordo com o ciclo trigonométrico, pois temos:

cos(0) = 1,
m
005(5) =0,
cos(m) = —1,
cos(gﬂ) =0,
cos(2m) = 1;

a partir dai a fungao vai se repetindo a medida que x aumenta. Em outras palavras:

cost(g) =0;Vk € Z,
cos2k(m) = —1;Vk € Z,
cos?k:(gw) =0;Vk € Z,

cos2k(2m) = 1;Vk € Z.

Consideramos os ntimeros inteiros, pois podemos ter arcos negativos. E possivel
observar também que a fungao cosseno é decrescente no intervalo (0,7) e crescente no
intervalo (7, 27), ou seja, temos sempre translagoes dessa funcao a cada intervalo 27r. Tendo
conhecido essas propriedades é possivel finalmente construir o grafico de f(x) = cos(x) (ver

figura 69).

Observamos que a func¢ao cosseno tem seus dominio e imagem, dados por:
Dy =R

e
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Figura 69: f(z) = cos(z).

Fonte: Autor, 2014.

Imf = [—1, 1]

Notemos que o grafico da fungao cosseno ¢é simétrico em relacao ao eixo das ordena-
das; logo, se f(x) = cos(z) temos S[f(z)], = cos(x), ou seja, a simétrica de f(x) em relacdo
ao eixo das ordenadas é a prépria f(z), mas a fun¢ao cosseno nao é simétrica em relagao ao
eixo das abcissas e a origem do plano cartesiano ortogonal. Contudo, predomina a simetria
translacional. Observemos que a parte do grafico que vai de A até E é exatamente igual a
parte do grafico que vai de F até I. Além disso, temos infinitas translagoes desse tipo por
todo o eixo das abcissas o que nos da um periodo 2k7 para todo k inteiro.

Vamos analisar como se comporta a fungao simétrica de f(x) = cos(x) com relagao
ao eixo das abcissas e a origem do plano cartesiano ortogonal.

Observemos que S|[f(x)], passa, pela simetria dos pontos no plano cartesiano, pelo
ponto S[(m, —1)], = (7, 1) e sabendo que cos(m) = —1, teremos que

Slf(m)]. =1 = —cos(m).

A fungao S[f(z)]o passa, pela simetria dos pontos no plano cartesiano ortogonal,
pelo ponto S[(m, —1)]o = (—m,1). Agora notemos, do ciclo trigonométrico, que cos(—m) =
cos(—180°) = —cos(180°) = —cos(m).

Logo,

S[f(m)]o = —cos(m).
Ver gréfico da figura 70.

Figura 70: f(x) = cos(z) = S[f(z)], e S[f(z)]. = —cos(z) = S[f(z)]o-

s Slfxla
/"'.’... e H\

\\‘-\. _,-"//
SIfxly S S

Fonte: Autor, 2014.

Mas serd que sempre que tivermos f(z) = cos(x), teremos sempre S[f(z)], =
—cos(x), S[f(z)], = cos(x) e S[f(x)]o = —cos(x)? Uma simples demonstragao afirma que
sim. Suponhamos que o grafico de f(z) = cos(z) passa pelo ponto P = (zp,yp), assim
f(xp) = yp.
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A fungao S[f(z)]. deve passar pelo ponto S[P|, = (zp,—yp). Segue dai que

Slf(xp)]l. = —yp, como yp = cos(xp) entao S[f(xp)], = —cos(zp).
Logo,

S|f(z)]s = —cos(x).

A funcao S[f(x)], deve passar pelo ponto S[P], = (—zp,yp). Segue dal que
Slf(=xp)]y, = yp, como yp = cos(—xp) = cos(xp) pelo ciclo trigonométrico, entdao S[f(—xp)], =
cos(xp).

Logo,

S[f(z)], = cos(x).

A fungao S[f(x)]o deve passar pelo ponto S[Plo = (—xzp,—yp). Segue dai

que S[f(—zp)lo = —yp, como —yp = cos(—xp) = —cos(xp) = yp = cos(xp) entdo
S[f(=zp)lo = cos(xp).
Logo,

Slf(@)lo = cos(x).

Portanto, chegamos a uma relagao de simetrias da fungao seno:
se f(x) = cos(x), entdao

Slf(@)le = —cos(z)
Slf(@)]y = cos(x)
S[f(@)]o = —cos(x)

quod erat demonstrandum.

Analisemos como se comporta a funcao cosseno quando refletida em torno da
reta r : o —y = 0. J4 sabemos que se f(x) = cos(x) passa pelo ponto P = (x,y), entao
a fungao simétrica S[f(x)], passa pelo ponto S[P], = (y,z). Com essas informagoes, dada
f(x) = cos(x) e, fazendo f(x) =y, devemos ter que: S[f(z)], = arccos(x) = f~(x).
Demonstracao: Dadas a fungao f(z) = cos(z) e aretar : x —y = 0, e dado o ponto
P = (z,y) pertencente & f(z), temos pela simetria dos pontos em relagao a bissetriz dos
quadrantes impares que S[f(z)], passa pelo ponto S[P], = (y,x). Segue assim que:

f(z) = cos(x) = y = cos(x)
dai,

Slf(@)]r = cos(y)
x = cos(y)

y = arccos(x)
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Figura 71: f(z) = cos(x) e S[f(z)], = arccos(x), e a equagao = = cos(y).

b )]r = arccos(x)

Fonte: Autor, 2014.

S[f(x)], = arccos(x)

Determinemos agora a funcao inversa da funcao cosseno. Temos,

f(z) = cos(x) =y = cos(x)

permutando as incégnitas x por y e vice-versa, teremos:

x = cos(y)
y = arccos(x)

f1(z) = arccos(x).

Portanto, dada a funcao f(x) = cos(z) e areta r : & —y = 0, temos:

S[f(x)], = arccos(z).

Observemos na figura 71, o grafico da funcao cosseno e sua simétrica axial em
relacao a reta r. A funcao arco cosseno, inversa da funcgao cosseno, é uma funcao definida
por f~1:[=1,1] — [0, 7] que associa cada nimero real z; —1 < z < 1, ao ntimero real y;
0 <y <. Logo, a fungao arco cosseno tem seus dominio e imagem dados por:

Djr = [—1,1]
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€

Ims— = [0, 7]

Observemos ainda que, a curva simétrica axial, em relacao a reta r, da funcao
f(z) = cos(x) é dada pela equagdo = = cos(y); essa curva existe, mas nao é uma funcao
em z; a fungao simétrica axial da fungao cosseno é limitada ao intervalo [0, 7] (ver figura 71).

4.5.7.3. Funcgao tangente

E a fungdo f(z) = tg(z);Vz € R — {n%} tal que n é nimero inteiro fmpar. E
possivel observar que essa funcao nao esta limitada a um intervalo de acordo com o ciclo
trigonométrico, pois temos: tg(0) = 0, tg(%) =7, tg(r) = 0, tg(3m) =7, e, tg(2m) = 0.

Notemos que nao conseguimos definir o valor da tangente em 7 e %ﬂ.

E um tanto diffcil para os discentes compreenderem a funcao tangente nos valores
ny, tal que n ¢ um numero inteiro fmpar. E necessdrio fazer-se uma andlise no ciclo trigo-
nométrico para entender o crescimento e o decrescimento da funcao tangente e, para isso,
os docentes sao obrigados mais uma vez a usar a nocao de limite e, dessa vez, faz-se ne-
cessario utilizar os limites laterais. Nao vamos fazer aqui uma andlise sistematica da nogao
de limites laterais, mas é importante entender que é possivel mostrar, de um modo simples
e convincente aos discentes, a tendéncia dos valores de tg(z) quando o arco (ou angulo)
x se aproxima de Zrad no movimento anti-hordrio (positivo) do ciclo trigonométrico e no
sentido horédrio (negativo) do ciclo trigonométrico. Em outras palavras, quando o valor z
se aproxima de Frad pela direita e pela esquerda, reciprocamente.

Analisando o ciclo trigonométrico (ver figura 65), admitindo o sentido anti-hordrio
(positivo), podemos observar que a fungao tangente é crescente no intervalo (0, 7); ¢ im-
possivel definir que valor ela terd quando z = 7, em seguida cresce novamente no intervalo
(3,3%), torna-se novamente impossivel determinar o valor que ela tera quando z = 37 e,
em seguida, ela continua sempre crescendo no intervalo (37, 27). Mas continua ainda assim
a incégnita: o que acontece com o valor da tangente nesses pontos criticos?

Facamos uma analise mais natural agora, que complementa a primeira. Se ado-
tarmos o sentido hordrio (negativo), teremos que a func¢ao é sempre decrescente, exceto nos
mesmos pontos criticos. Instiguemos entao a imaginacao dos discentes, a fim de usarmos
uma noc¢ao intuitiva de limites laterais e mostrar a eles que ha uma tendéncia da funcgao
tangente aos infinitos nesses prontos criticos.

Observemos, inicialmente, que, a medida que x vai se aproximando de Frad no sen-
tido anti-horario, o valor da tangente vai se tornando muito grande e, quanto mais proximo
de Zrad, esse valor fica ainda maior, ou seja, a tangente cresce infinitamente quanto mais

2
se aproxima de Jrad. Dizemos entao que tg(x) vai para +oo quando r tende a Jrad no

2
sentido positivo (pela direita). Esse mesmo procedimento repete-se quando x se aproxima
de 3% no sentido positivo (pela direita).

Agora, fagamos o contrdrio. Vamos fazer x se aproximar de Frad no sentido horario
(negativo). Notemos agora que, a medida que z se aproxima de Jrad, o valor da tangente
vai ficando cada vez menor e, quanto mais x vai se aproximando de rad, menor ainda o
valor da tangente vai se tornando. Dizemos entao que tg(x) vai para —oo quando x tende
a grad no sentido negativo (pela esquerda). Esse mesmo procedimento repete-se quando

tende a 37rad no sentido negativo (pela esquerda).
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Com isso, temos que a funcao tangente é simétrica e predomina a simetria trans-
lacional, pois ela se repete a cada um dos intervalos (3,3%), (33,5%), -+, (ng,(n +2)%)
para todo n impar. Com todas essas informacgoes, é possivel construir o grafico da funcao

tangente (ver figura 72).

Figura 72: f(z) = tg(x).
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Fonte: Autor, 2014.

Notemos que o grafico da fungao tangente é simétrico em relagao a origem; logo,
se f(x) = tg(z), temos S[f(z)]o = tg(x), ou seja, a simétrica de f(x) em relacao a origem
do plano cartesiano ortogonal é a prépria f(x), mas a fungao tangente nao é simétrica em
relacao ao eixo das abcissas e ao eixo das ordenadas. Contudo, predomina a simetria trans-
lacional. Observemos que a parte do gréfico que vai de —7 até 7 é exatamente igual a parte
do grafico que vai de § até 37. Além disso, temos infinitas translagoes desse tipo por todo
o plano cartesiano, o que nos dé4 um periodo k7 para todo k inteiro.

Quanto aos dominio e imagem da funcao tangente, temos:

Df = (_17 1)
(&

Imf:R

Vamos analisar como se comporta a fungao simétrica de f(z) = tg(x) com relagao
ao eixo das abcissas e ao eixo das ordenadas.
Observemos que S|[f(x)], passa, pela simetria dos pontos no plano cartesiano, pelo

ponto S[(, \/?3)]1, = (%, _\/Tg) e sabendo que tg(g) = \/T§7 teremos que S[f(§)]. = —‘/T?’ =
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—tg(%). A funcao S[f(z)], passa, pela simetria dos pontos no plano cartesiano ortogonal,

pelo ponto S[(%,‘/?g)]y = (—%,‘/?g). Teremos que tg(—%) = \/Tg’ mas notemos, do ciclo

trigonométrico, que tg(—%) = —tg(%). Logo, S[f(x)], = —tg(§). Ver grafico da figura 73.

Figura 73: f(z) = tg(z) = S[f(2)]o e S[f(z)]. = —tg(x) = S[f()]y-
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Fonte: Autor, 2014.

Mas a questao agora é: serd que sempre que tivermos f(z) = tg(x), teremos sem-
pre S[f(z)], = —tg(z), S[f(z)], = —tg(x) e S[f(x)]o = tg(x)? Uma simples demonstracao
afirma que sim. Suponhamos que o gréfico de f(z) = tg(z) passa pelo ponto P = (xzp,yp),
assim f(xp) = yp.

A fungao S[f(z)]. deve passar pelo ponto S[P], = (xp,—yp). Segue dai que
S[f(zp)l. = —yp, como yp = tg(xzp) entdo S[f(zp)|. = —tg(xp).

Logo,

S[f(@)]. = —tg(=).

A fungao S[f(z)], deve passar pelo ponto S[P], = (—zp,yp). Segue dal que

S|f(=zp)]y = yp, como yp = tg(—zp) = —tg(xp) pelo ciclo trigonométrico, entao
Slf(=ap)ly = —tg(xp).
Logo,

Sl ()ly = tg ().

A func¢ao S[f(z)]o deve passar pelo ponto S[Plo = (—zp,—yp). Segue daf
que S[f(—zp)lo = —yp, como —yp = tg(—zp) = —tg(zp) = yp = tg(zp) entdo
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S[f(=zp)lo = tg(zp).
Logo,

S[f(@)]o = tg(x).
Portanto, chegamos a uma relagao de simetrias da fungao tangente:

se f(x) =tg(x), entao

quod erat demonstrandum.

Observemos agora como se comporta a fungao tangente com relacao a reta
r:x—y =0. Jad sabemos, da simetria axial dos pontos no plano, que, se f(x) = tg(x) passa
pelo ponto ponto P = (z,y), entao, a fun¢ao S[f(x)], deve passar pelo ponto S[P], = (y,x).
Consequentemente, deveremos ter S[f(x)], = arctg(x) = f_1(x).
Demonstracao: Dadas f(x) = tg(x), r : x —y = 0 e o ponto P = (x,y); sabemos que a
fungao simétrica axial da fungao f passa pelo ponto S[P],. Fazendo f(z) =y, temos:

flz) =tg(x) = y =tg(x)
segue, dai, que sua simétrica axial, em relacao a reta r, é dada por

r =tg(y)
y = arctg(x)
S[f(@)]; = arctg(x).

A fungao inversa da funcao f(z) é dada pela permuta das incégnitas x por y e
vice-versa. Dal,

r =tg(y)
y = arctg(zx)
f~H (@) = arctg(x)

Portanto, dada a fungao f(x) =tg(x) e aretar : z —y = 0, temos que
S[f ()], = arctg(z) = [~ ().
Ver grafico da figura 74.

A funcao arco tangente, inversa da funcao tangente, tem seus dominio e imagem
definidos por:

Dyv =R
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Figura 74: f(z) =tg(x) e S[f(ac)]r =arctg(x) = f~1(x), e equagao = = tg(y).

8 / &

Fonte: Autor, 2014.

e

Iy = (—2, )

Observemos ainda que, a curva simétrica axial, em relacao a reta r, da funcao
f(z) = tg(x) é dada pela equacdo x = tg(y); essa curva existe, mas ndo é uma fungao em
T T

r; a fungao simétrica axial da funcao tangente ¢ limitada ao intervalo (-7, ) (ver figura 74).

4.5.7.4. Funcao secante

Mostraremos aqui apenas o grafico da fungao secante, esclarecendo aos discen-
tes que a funcao secante trata-se da funcao inversa multiplicativa da fungao cosseno. Em
outras palavras, temos:

1
cos(x)

= cos(x) "

f(x) = sec(x) =

Como a funcao cosseno é rica em simetrias, a sua inversa nao poderia ser diferente,
¢ também rica em simetrias (ver figura 75).

A partir do grafico, podemos observar que na funcgao secante predomina a simetria
axial com relacao ao eixo das ordenadas e a simetria translacional, pois observemos que a
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Figura 75: f(z) = sec(z) = S[f(x)], (preto) e S[f(z)]
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Fonte: Autor, 2014.
curva descrita no intervalo aberto (=35, —7) ¢ exatamente igual a curva descrita no inter-

valo aberto (7,3%) (parte negativa do grafico) e assim sucessivamente a cada intervalo que
mede 7rad. Analogamente, ocorre nos intervalos abertos (=7, %) e (35,5%) (parte posi-

272 2
tiva do gréfico), em que predominam as simetrias de translagao. Além disso, notemos que
quando x = (..., =3m, —2m, —m, 0, 7,27, 37, ...), cada uma dessas retas é eixo de simetria da

curva descritas nos seus respectivos intervalos.

Agora vamos observar o que ocorre quando refletimos o grafico da funcao
f(z) = sec(x) em relagao aos eixos das abcissas e ordenadas e em relac¢ao a origem. Temos
que S[f(z)], = —sec(x), S[f(z)], = sec(x) e S[f(x)]o = —sec(x).

Temos mais uma boa oportunidade de utilizar aqui a interpretagao dos limites
laterais, pois é possivel observar que a func¢ao f(z) = sec(x) varia nos intervalos (—oo, —1]
e [1,+00). Tomemos, por exemplo, o valor x = 7. E facil ver que f(z) = sec(x) vai para
+00 quanto mais x se aproxima do valor Jrad pela direita, ou seja, no sentido positivo;
e, a fungao f(z) = sec(x) vai para —oo a medida que x vai se aproximando de Jrad pela
esquerda, ou seja, no sentido negativo.

Nao cabe aqui fazermos demonstracoes mais detalhadas do comportamento simétrico
da funcao secante, pois essa funcao é pouco explorada no ensino médio. Como escrito an-
teriormente, é apenas um acréscimo que pode e deve ser mostrado aos discentes, para
que aqueles que se sintam mais interessados possam buscar mais informagcoes e explora-
la. Nos apéndices mostramos a curva simétrica axial da fungao secante com relacao a reta
r:x —y = 0; essa curva é representada pela equacao x = arcsec(y).
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4.5.7.5. Fungao cossecante

Analogamente ao que foi feito com a funcao secante, mostraremos aqui apenas
o grafico da fungao cossecante, esclarecendo aos discentes que a funcao cossecante trata-se
da funcao inversa multiplicativa da funcao seno; em outras palavras, temos:
1 1

f(x) = cossec(x) = sen(®) = sen(x)” .

Como a funcgao seno é rica em simetrias, a sua inversa nao poderia ser diferente, é
também rica em simetrias (ver figura 76).

Figura 76: f(z) = cossec(z) = S[f(z)]o (preto) e S[f(z)], = —cossec(x) = S[f(x)], (vermelho).

7 |
: I
Sl ||4_ fix) = eossec(x)| | |

T
2

Fonte: Autor, 2014.

A partir do grafico, podemos observar que na funcao cossecante predomina a si-
metria translacional, pois observemos que a curva descrita no intervalo aberto (—2mw, —)
é exatamente igual & curva descrita no intervalo aberto (o, 7) (parte positiva do grafico) e
assim sucessivamente a cada intervalo que mede mrad. Analogamente, ocorre nos intervalos
abertos (—m,0) e (m,27) (parte negativa do gréfico), em que predominam as simetrias de
translagao. Além disso, notemos que quando z = (..., —5%,—3%,—%,7,3%,5%,...), cada
uma dessas retas é eixo de simetria da curva descritas nos seus respectivos intervalos.

Agora vamos observar o que ocorre quando refletimos o grafico da funcao
f(z) = cossec(z) em relagdo aos eixos das abcissas e ordenadas e em relagdo a origem.
Temos que S[f(z)], = —cossec(x), S[f(z)], = —cossec(x) e S[f(x)]o = cossec(x).

Temos mais uma boa oportunidade de utilizar aqui a interpretagao dos limites
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laterais, pois é possivel observar que a funcao f(z) = sec(x) varia nos intervalos (—oo, —1]
e [1,+00). Tomemos, por exemplo, o valor 2 = wrad. E ficil ver que f(z) = cossec(z) vai
para +o0o quanto mais x se aproxima do valor mrad pela direita, ou seja, no sentido positivo;
e a funcdo f(x) = cossec(x) vai para —oo, a medida que z vai se aproximando de 7rad pela
esquerda, ou seja, no sentido negativo.

Do mesmo modo que a fungao secante, nao cabe aqui fazermos demonstragoes mais
detalhadas do comportamento simétrico da fungao cossecante, pois esta funcao é pouco ex-
plorada no ensino médio. Como escrito anteriormente, é apenas um acréscimo que pode
e deve ser mostrado aos discentes, para que aqueles que se sintam mais interessados pos-
sam buscar mais informacoes e explora-la. Nos apéndices mostramos a curva simétrica
axial fungao cossecante com relagao a reta r : x —y = 0; essa curva é dada pela equacao
x = cossec(y).

4.5.7.6. Funcao cotangente

De um modo analogo ao que foi feito com as funcoes secante e cossecante, mostra-
remos aqui apenas o grafico da fungao cotangente, esclarecendo aos discentes que a fungao
cotangente trata-se da fungao inversa multiplicativa da funcao tangente; em outras palavras,
temos:

f(z) = cotg(z) = = tg(x)".

Como a funcao tangente é rica em simetrias, a sua inversa nao poderia ser diferente,
¢ também rica em simetrias (ver figura 77).

A partir do grafico, podemos observar que na funcao cossecante predomina a si-
metria translacional, pois observemos que a curva descrita no intervalo aberto (=27, —m) é
exatamente igual a curva descrita no intervalo aberto (o, 7), predominando assim as sime-
trias de translacgao.

Agora vamos observar o que ocorre quando refletimos o grafico da funcao
f(z) = cotg(x) em relacao aos eixos das abcissas e ordenadas e em relagao a origem. Temos
que S[f(z)], = —cotg(x), S[f(z)], = —cotg(x) e S[f(x)|o = cotg(x).

Temos mais uma boa oportunidade de utilizar aqui a interpretagao dos limites late-
rais. E possivel observar que a funcio f(z) = tg(z) varia nos intervalos abertos (n, (n+1))
para todo n inteiro. Tomemos, por exemplo, o valor z = 7rad. B facil ver que f () = cotg(x)
vai para —oo quanto mais x se aproxima do valor wrad pela direita, ou seja, no sentido po-
sitivo; e a funcdo f(x) = cotg(x) vai para +00, a medida que z vai se aproximando de 7rad
pela esquerda, ou seja, no sentido negativo.

Do mesmo modo que as fungoes cossecante e secante, nao cabe aqui fazer demons-
tragoes mais detalhadas do comportamento simétrico da funcao cotangente, pois esta funcao
também é pouco explorada no ensino médio. Como informado anteriormente, é apenas um
acréscimo que pode e deve ser mostrado aos discentes, para que aqueles que se sintam mais
interessados possam buscar mais informagoes e explora-la. Nos apéndices mostramos a curva
simétrica axial da funcao cotangente com relacao a reta r : © — y = 0; essa curva é dada
pela equacao x = cotg(y).



153

—cotg(z) = S[f(x)], (vermelho).

S[f(z)]o (preto) e S[f(x)]. =

cotg(zx) =

Figura 77: f(x)

Fonte: Autor, 2014.
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5. CONSIDERACOES FINAIS

A partir dos resultados sintetizados neste trabalho, verificamos que os discentes
interessaram-se mais pelas aulas de Matematica, pois eles sempre estavam na expectativa
de algo novo, diferente do que estava escrito nos livros didaticos adotados pelas escolas.
De certo modo, eles aprenderam, ou pelo menos assim o afirmaram, com maior facilidade,
quando relacionamos o conhecimento mateméatico com o seu proprio meio, isto ¢, com um
meio tao natural como a simetria. Pode-se observar também que os discentes tiveram
uma facilidade maior na interpretagao e resolucao de situagoes-problemas envolvidas nos
exercicios, apds ter conhecido as simetrias e suas aplicagoes.

A abordagem feita sobre as aplicacoes das simetrias nas artes plasticas e na arqui-
tetura surtiu efeito, pois os discentes, num primeiro contato, ficaram incrédulos, ao verem
que uma obra de arte esta repleta de conhecimentos matematicos e de equagoes aplicadas.
Entretanto, logo que se depararam com os gréaficos das fungoes simétricas, eles descobriram
a riqueza matematica por tras das obras de Escher.

E importante observarmos como os discentes desenvolveram uma maior capacidade
de percepcao geométrica visual e habilidades de célculo, principalmente quando comecaram
a se deparar com o execicio constante de resolver sistemas do primeiro e segundo graus com
duas ou trés incognitas, a fim de determinarem as expressoes algébricas que descrevem as
curvas simétricas de uma funcao. Foram aplicados muitos exercicios para que os discentes
treinassem suas habilidades. O interesse na resolucao dos problemas que envolviam funcoes
também foi maior, haja vista que eles sempre tinham uma grafico que lhes revelava uma
obra de arte matematica.

A maioria dos discentes sentiu maior entusiasmo pelos estudo e desenvolveu também
maior capacidade de compreensao de determinados contetidos, tanto na area de Matematica,
quanto em outras disciplinas, pricipalmente em Fisica e em Quimica. Segundo relatos dos
docentes dessas areas, que vez ou outra comentavam entre si, os discentes falavam em suas
aulas: “o professor de Matemdtica jd mostrou isso ou aquilo” - conteidos que eles estavam
lecionando naquele momento.

Pode-se constatar que o trabalho interdisciplinar, realizado ao longo dos anos, e
a sequéncia légico-didatica que foi seguida neste trabalho, contribuiram, substancialmente,
para aumentar a capacidade de compreensao dos discentes tanto dos contetdo trabalhados
na disciplina de Matematica, quanto nas disciplinas que com ela se inter-relacionam, a par-
tir da compreensao e das aplicacoes das simetrias. Vez por outra, alguns discentes traziam
materiais que eles préprios pesquisavam em livros ou na internet.

As experiéncias fortaleceram as convicgoes, quanto a importancia de se pesquisar
ainda mais os efeitos do pensamento abstrato no decurso do uso de materiais concretos para
visualizacao e desenvolvimento de conceitos matematicos.

A grande frequéncia com que os discentes resolviam problemas que envolviam
sistemas de equacoes, ajudou-os a aprenderem melhor o conteido de sistemas lineares, faci-
litando assim o trabalho docente na segunda série do ensino médio. O método de resolugao
de equagoes do segundo grau sem o uso da formula de Bhaskara, auxiliou os discentes com
relacdo a geometria analitica, pois, sabemos que, é necessaria uma grande habilidade na
técnica de completar quadrados quando nos deparamos com problemas que envolvem elip-
ses, parabolas e hipérboles, contetidos que sao lecionados na terceira série do ensino médio.
A anélise gréafica também auxiliou os discentes na compreensao de funcoes, pois com o0s
graficos simétricos, eles conseguiram identificar, com maior precisao, graficos que represen-
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tam funcoes e graficos que representam curvas, que nao sao fungoes e sim equagoes.

As simetrias ainda podem contribuir muito no ensino de Matematica, pois pude-
mos observar no desenvolver deste trabalho que ela estd presente sempre que existe uma
invariancia. Assim, podemos ver meios de explorar as simetrias no ensino de sequéncias
e progressoes, matrizes e determinantes, andlise combinatéria e probabilidade, geometria
analitica, equacoes polinomiais e nimeros complexos, etc. Mais, também ¢ possivel explorar
as simetrias em outras disciplinas como Fisica, Quimica e Biologia; também na Geografia,
Histéria, Lingua Portuguesa e Literatura, Musica, Danca, Linguas Estrangeiras, dentre ou-
tras disciplinas e interdisciplinas.

Por fim, as simetrias contribuiram significativamente para o interesse dos discentes
com relagao as disciplinas das ciéncias exatas e da natureza, o que os impulsionou a pesquisa-
rem sobre os conteudos afins. Em outras palavras, eles deixaram de ser meros expectadores
de aulas e passaram a ser sujeitos colaboradores da construcao de conhecimentos.
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RESOLUCOES DE ALGUNS PROBLEMAS NA GRAFIA DOS DISCENTES

Solucao 2 do exemplo 4.2.4.

Figura 78: Solugao 2 do discente relativa ao problema do exemplo 4.2.4.
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Solucao 3 do exemplo 4.2.4.

Figura 79: Solucao

Fonte: Autor, 2014.

3 do discente relativa ao problema do exemplo 4.2.4.
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Simétria axial da funcao secante com relacao a bissetriz dos quadrantes impares.

Figura 80: f(z) = sec(z) e a curva z = sec(y).

f(x)

Fonte: Autor, 2014.



Simétria axial da funcao cossecante com relacao a bissetriz dos quadrantes impares.

Figura 81: f(z) = cossec(z) e a curva x = cossec(y).
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Fonte: Autor, 2014.
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Simétria axial da funcao cotangente com relacao a bissetriz dos quadrantes impares.

Figura 82: f(z) = cotg(z) e a curva x = cotg(y).
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Fonte: Autor, 2014.



