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RESUMO

Nesta tese, provamos estimativas para o volume e area do bordo de hipersuperficies
estaveis ¥~ ! com invariante de Yamabe ndo positivo satisfazendo & condicao de bordo
livre em uma variedade Riemanniana de dimensao n com limitagao na curvatura escalar e
curvatura média do bordo. Supondo ainda que ¥ é localmente minimizante de volume em
uma variedade M com curvatura escalar limitada inferiormente por uma constante nao
positiva, concluimos que localmente M divide-se ao longo ¥ como (—¢,¢) X X, para algum
e > 0. No caso em que X localmente minimiza um funcional adequado inspirado pelo tra-
balho de [Yau (2001), uma vizinhanga de ¥ em M é isométrica a ((—¢,¢) x X, dt? + e*g),
onde g é Ricci plana. Na segunda parte, estudamos outro fenomeno de rigidez pela
curvartura escalar adaptando a técnica desenvolvida por Méaximo e Nunes| (2013) para
mostrar um resultado local de rigidez para uma variedade Riemanniana tridimensional
M?3 cuja curvatura escalar é limitada inferiormente por um constante negativa. Provamos
o seguinte resultado: Seja X2 C M? uma superficie minima estritamente estdvel que lo-
calmente maximiza a massa Hawking em M. Entao M perto de ¥ é um pedaco de um

dos espacos de Kottler.

Palavras-chave: Curvatura escalar. Estabilidade. Invariante de Yamabe. Hipersu-

perficies com bordo livre. Rigidez. Folheagoes CMC.



ABSTRACT

In this thesis, we prove estimates for the volume and boundary area of stable hypersurfa-
ces Y"1 with nonpositive Yamabe invariant satisfying the free boundary condition in a
Riemannian manifold M"™ with bounds for the scalar curvature and the mean curvature
of the boundary. Assuming further that ¥ is locally volume-minimizing in a manifold M
with scalar curvature bounded below by a nonpositive constant, we conclude that locally
M splits along ¥ as —(e,¢e) x 3, for some € > 0. In the case that ¥ locally minimizes
a certain functional inspired by the work of |[Yau (2001), a neighborhood of ¥ in M is
isometric to ((—e,&) x 3, dt* + e?'g), where g is Ricci flat. In the second part, we study
other scalar curvature rigidity phenomena adapting a technique developed by Maximo e
Nunes (2013) to show a local rigidity result for three-dimensional Riemannian manifold
M?3 whose scalar curvature is bounded from below by a negative constant. We prove the
following result: Let 32 C M?3 be a stable minimal surface which locally maximizes the

Hawking mass on M. Then M near ¥ is a piece of one the Kottler space.

Keywords: Scalar curvature. Stability. Yamabe invariant. Free boundary hypersurfaces.
Rigidity. CMC foliations.
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1 INTRODUCAO

Recentemente, resultados de rigidez envolvendo a curvatura escalar tém sido
largamente estudado uma vez que tais problemas sao motivados pela teoria de relativi-
dade geral e tem conexodes profundas com a teoria de superficies minimas. Em dimensao
trés, por exemplo, diversos tipos de teoremas de rigidez foram estabelecidos supondo a
existéncia de superficies minimizante de area de algum tipo em variedades tridimensionais.

Um resultado devido a Schoen e Yau| (1979a)) garante que qualquer superficie
que minimize area em uma variedade Riemanniana de dimensao trés com curvatura es-
calar positiva é homeomorfa a S? ou RP?. O que motivou o estudo da rigidez de planos
projetivos minimizantes de area em Bray et al.|(2010) e de esferas minimizantes de area
em Bray, Brendle e Neves (2010). No mesmo contexto, Cai e Galloway| (2000) provaram
que uma trés-variedade com curvatura escalar nao-negativa é plana em uma vizinhancga de
um dois-toro mergulhado com dois lados minimizante de area. Para o caso de superficies
com genus ¢g(X) > 1, Nunes| (2013) obteve um interessante resultado de rigidez para su-
perficies minimas hiperbdlicas em trés-variedades com curvatura escalar limitada por uma
constante negativa. Nao podemos nos furtar de comentar o ponto de vista unificado com
provas alternativas para alguns dos casos apresentados acima considerados por Micallef
e Moraru| (2011)). O leitor interessado numa boa referéncia e mais detalhes sobre estes e
outros resultados de rigidez, indicamos a consulta de Brendle| (2010)).

Cai (2002) mostrou uma decomposicao local de uma variedade n-dimensional,
n > 4, com curvatura escalar nao-negativa contendo uma hipersuperficie minimizante de
volume que nao admite uma métrica de curvatura escalar positiva. Ainda nesta direcao,
Moraru/ (2013)) provou uma extensao natural do resultado de rigidez provado por Nunes
(2013)).

No Capitulo 3| vamos estudar a rigidez de hipersuperficies com bordo e diremos
que uma variedade M tem bordo m’edio convexo se M tem curvatura média nao negativa
em quase todo ponto. Salientamos que a geometria do bordo, tal como sua convexidade, e
a limitacao na curvatura escalar no interior da variedade podem influenciar decisivamente
na geometria da variedade ambiente por meio da segunda variacao de area.Evidenciando
tal conex@o, muito recentemente, Ambroézio (2014b) apresentou o seguinte resultado.
Teorema 1.1 (Ambrézio-2014). Seja M uma variedade Riemanniana tridimensional com
bordo médio convezo OM e curvatura escalar RM limitada inferiormente. Se ¥ C M é
uma superficie com bordo livre propriamente mergulhada, com dois lados, minimizante de
drea, entao

1
3 inf RM Area(X) + inf HOM L(0%) < 2 (%),

onde Area(X) e L(0X) denotam, respectivamente, a drea e o comprimento do bordo de ¥

na métrica induzida e HoM denota a curvatura média de OM .
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Assuma que vale a iqualdade e que alguma das sequintes hipoteses abairo ocor-

Tem.
i) Cada componente de 0% € localmente minimizante de comprimento em OM ou ;
i) inf HOM = 0.
Entdo existe uma vizinhanga de 3 em M que € isométrica a ((—e,e) x X, dt* + g), onde
(3, g) tem curvatura gaussiana constante igual a %inf RM ¢ 0% tem curvatura geodésica
constante igual a infy HOM em ¥.

Além disso, quando a curvartura escalar é limitada por uma constante negativa,
Ambrézio apresentou um resultado de rigidez para solugoes do problema de Plateau em
certas curvas homotopicamente nao-triviais com bordo minimizante de comprimento em
M.

Antes de enunciarmos o primeiro resultado de nossa tese, denotaremos por
ol0(2,0%) e ¢%1(X,0%) os invariantes de Yamabe para variedades com bordo (veja
Capitulo [2 para definigao).

Teorema A. Seja M" uma variedade Riemanniana (n > 4) com bordo médio convexo
OM tal que a curvatura escalar R ¢é limitada inferiormente. Seja "' uma hipersu-
perficie com bordo livre compacta, com dois lados, propriamente mergulhada que local-
mente minimiza o volume.

1) Seinf RM <0 e o'9(%,0%) < 0, entdo

vol(X) > <%>n; (1)

Admita ainda que se a igualdade vale, entdo uma vizinhancga de ¥ € isométrica ao
produto (—e,€) X ¥ para algum € > 0, com a métrica dt* + g, onde g é a métrica
induzida em X que € Finstein e tem curvatura escalar negativa (de fato, igual a
inf RM ) e O € uma superficie minima com respeito a métrica induzida.

II) Se RM >0 e c'9(2,0%) <0, entdo em uma vizinhanca de 3 € isoméltrica a métrica
produto dt* + g em (—e,€) x ¥ para algum € > 0, onde g é a métrica induzida em
Y que € Ricci-plana e 0% € uma hipersuperficie minima com respeito a métrica
induzida.

Convém descrever sucintamente as etapas da prova do teorema enunciado
acima que consiste na construcao de uma familia a um-parametro de hipersuperfices com
curvatura média constante e bordo livre propriamente mergulhadas, o que junto com a
existéncia da solucao do problema Yamabe para variedades compactas com bordo, implica
que cada hipersuperfice nesta tal folhe¢ao tem o mesmo volume (Para esta comparagao de
volume, adaptamos a técnica desenvolvida por Moraru| (2013))). A partir disso, estaremos
aptos a exibir uma isometria de (—¢,¢) X ¥ em uma vizinhanga de ¥ para algum ¢ > 0.

Nosso proximo resultado de rigidez d& uma contribuicao a teoria provando

extensoes apropriadas do seguinte resultado devido a Yau| (2001)).
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Teorema 1.2 (Yau). Seja M uma variedade Riemanniana tridimensional com curvatura
escalar RM > —302 e uma das componentes de OM € uma superficie orientdvel incom-
pressz’velm com caracteristica de Euler nao-positiva e curvatura média maior igual a c.
Assuma que para qualquer bola B em M, Area(0B) > Vol(B). Entdo M é isométrica ao
produto tor¢ido de um toro flat com a reta real.

Seja §f : X — M um mergulho e considere uma variacao normal suave de X
dada pelas aplicacoes %(t, )X = M, e >0, tal que f(t,aE) ¢ mergulhada para todo
t € (—e,e), f(t,0%) esta contido em dM e §(0,-) = . Para cada f associamos a uma

funcao V : (—¢,e) — R definida por
v = [ fan )
[0,t]x 3

onde dn é o elemento de volume candnico em M. A func¢io V mede o volumd? entre (0, -)
e f(t,). Nosso préximo resultado é o seguinte.
Teorema B. Seja M uma variedade Riemanniana n-dimensional com curvatura escalar
RM > —n(n —1) e bordo médio convexo. Assuma que M contém uma hipersuperficie ¥
com bordo livre, propriamente mergulhada, compacta, com dois lados tal que *°(X,0%) <
0. Se X localmente minimiza o funcional vol(X)—(n—1)V(0), entdo ¥ tem uma vizinhang¢a
em M a qual é isométrica a (—e,€) X X, com a métrica tor¢ida dt* + e *g que é Ricci-
plana, onde g € a métrica induzida em X e 0% € minima com respeito a métrica induzida.
A teoria de superficies minimas pode ser utilizada para constriur indutivamente
uma longa classe de variedades compactas que nao podem ser munidas de métricas de
curvartura escalar positiva a partir do estudo de sas obstrugoes topoodgicas. Este tipo
argumento foi usado para resolver um problema precursor ao tao conhecido Teorema da
Massa Positiva em relatividade geral. Antes de enuncié-lo precisamos definir o seguinte:
uma variedade Riemanniana (N, ¢g) de dimensao 3 é assintoticamente plana (AP) se existe
um compacto € C N tal que N \ 2 ¢ difeomorfa a R™ \ By(0), onde a métrica g satisfaz

certas condicoes de decaimento:

lgij(z) — 650 < Cll=| ",
10kgs;(x)|| < Cllz|| 72,
10k019:5 ()] < C|l=| 2,

onde C é uma constante positiva. Ademais, exigimos que [ RV [|dV < +oo0. E impor-

1'Uma superficie ¥ é incompressivel em uma trés-variedades M se i, : m1(X) — 71 (M) é injetiva.
2Pelo Teorema de Stokes:

V(t)Z/[Oi]mf*dn:/[Oyﬂxzdf*(n)=/Zf(t,-)*(n)—/zf*(77).
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tante ressaltar que variedades AP sao de grande interesse em problemas de relatividade
geral.

A massa ADM, denotada por mypys, de uma variedade tridimensional assin-
toticamente plana, conceito estabelecido por Arnowitt, Deser e Misner (1961)), é dada

por

167 r—+co

mADM—_ lim / Z ng _aigjjyi>dUT7

onde S, é a esfera coordenada de raio r, v é a normal unitaria de S, e do, é o elemento de
volume induzido pela métrica euclidiana. Uma observacao a se fazer é que o limite existe
e a quantidade m 4pys independe da escolha de coordenadas admissiveis (veja em |[Bartnik
(1986))).

O Teorema de Massa Positiva cujo enunciado afirma que uma variedade AP
de dimensao n < 7 com curvatura escalar nao-negativa tem massa ADM nao negativa
e, a menos de N ser isométrica ao espaco euclidiano R™, m4pys € estritamente positiva.
Tal importante resultado fora provado por Schoen e Yau (1979b) para 3 < n < 7 usando
técnicas de superficies minimas e mais tarde por Witten (1981)) para dimensao qualquer
usando spinors e equagoes de Dirac.

O comportamento da métrica coloca restrigoes para a geometria do interior, o
Teorema da Massa Positiva implica, por exemplo, no seguinte resultado de rigidez.
Teorema 1.3 (Miao-(2002)). Seja (X",9) C R™ a variedade com bordo ndo-vazio com
curvatura escalar nao-negativa tal que 0% € isométrico a S*™! e tem curvatura média limi-

tada inferiormente por n — 1. Entao g é isométrica a métrica da bola unitiria euclidiana.

Observagao 1.1. Em relagao a deformalididade (ou flexibilidade), temos, por exemplo,
o impressionante contra-exemplo dado a conjectura de Min-Qo, que fazendo analogia ao
Teorema da Massa Positiva, pressupunha que uma variedade Riemanniana com curvatura
escalar R™ > n(n — 1) e bordo isométrico a S"™! teria que ser isométrico ao hemisfério
STI com a métrica usual. Tal contra-exemplo fora dado por Brendle, Marques e Neves
(2011). Sabe-se que esta afirmacgdo de rigidez € verificada apenas para n = 2, em |To-
ponogoy (1959), e certos casos especiais. Vale ainda citar o resultado de |Cruz, Lima e
Montenegro (2014), fortemente relacionado ao de Brendle et al., onde deformagoes do
espaco de Sitter-Schwarzschild de dimensao n > 3 foram exibidas.

Outro interessante resultado de rigidez fora obtido por| Maximo e Nunes (2013)),
utilizando da suposicao da local maximalidade da massa de Hawking de uma surperficie
¥ C M3, que denotaremos por my(3) (Veja a defini¢io no Capitulo [d). O fato funda-
mental que conecta a massa de Hawking e a massa ADM é que se S,(0) é uma esfera

coordenada de raio r em uma carta coordenada AP, entao

lim mH(ST) = MADM-
7—00
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Enunciaremos abaixo o tal resultado de rigidez local para duas esferas devido a Maximo
e Nunes.

Teorema 1.4 (Méximo, Nunes-2013). Seja M uma variedade Riemanniana tridimensi-
onal com curvatura escalar RM > 2. Se X2 C M? ¢ uma esfera minima estritamente
estavel mergulhada que localmente maximiza a massa de Hawking, entdo Y tem métrica
induzida g de curvatura gaussiana constante igual a ¢ > 1, e uma vizinhanga de > em M
¢ isométrica a ((—e,€) X X, gss) para algum €, onde gss € a métrica deSitter-Schwarzchild
em R x S%.

Nosso préoximo resultado diz respeito ao resultado do teorema acima, no con-
texto hiperbdlico. Antes, iremos adotar a definicao de variedades localmente assintotica-
mente hiperbélica (LAH) dada por [Lee e Neves (2013)):

Definigao 1.1. Dizemos que uma C'-métrica Riemanniana g em uma variedade suave
M3 é C localmente assintoticamente hiperbélicas se existe um conjunto compacto K C M
e uma superficie (i,@\) de curvatura gaussiana constante k tal que M ~ K ¢é difeomorfa
a (1,+00) X S com a métrica

de>

g= +€2§+ﬁ+e
k+ 02 ¢

onde h é um 2-tensor simétrico C' em 3 dependendo de ¢ de tal maneira que existe uma
fungao p em S tal que limy_, o, trgh = p, onde a convergéncia é de classe C*. Ademais,

¢ é um 2-tensor em M simétrico tal que

lells + UIVells + .. + €1V elly = o(¢7?),

. o , . 2 ~ = . ‘ ‘
em que b € a métrica hiperbolica Edfﬁ +/0%G e V € a derivada tomada com respeito a b.

No cenério acima, a massa é definida como

1
e Area(Y) /iud/g\. )

Observagao 1.2. No mesmo contexto, Wang (2001), Chrusciel e Herzlich (2005) prova-
ram um Teorema da Massa Positiva no sentido assintoticamente hiperbolico, onde agora
a variedade M tem curvartura escalar RM > —6 e sob certas condicoes, M pode ser
isométrica ao espaco hiperbdlico H?.

No Capitulo [, como j& mencionado anteriormente, provaremos o similar do
Teorema [1.4] em uma importante classe de variedades localmente assintoticamente hi-
perbdlicas dadas pelas métricas de Kottler, representado nas variedades (R X S%, (Gadss )a),
(Rx%,7,) e (R x 5, g.), que serao definidas oportunamente no Capitulo .
Teorema C. Sejam M? uma variedade Riemanniana com curvatura escalar limitada

inferiormente por uma constante A e ¥ C M uma superficie minima com dois lados com-



15

pacta mergulhada estritamente estdvel tal que localmente maximiza a massa de Hawking.
Entao

1
(A1 + QA)Area(Z) = 2mx(2), (4)
Y € totalmente geodésica, R = A em ¥ e Ky, = j:exa((zz)) Assumindo A = —6 e que uma

das sequinte condi¢oes valem.
1

(i) Se X € uma esfera, entao X tem curvatura Gaussiana constante igual a 5 e uma vi-
zinhanga de 3 em M é isometrica a métrica Anti-de Sitter-Schwarzschild ((—¢, €) X
S?, (Jadss)a) para algum & > 0.

(i) Se X tem genus g(X) > 2, entdo ¥ tem curvatura Gaussiana constante igual a —2
para a* > % e uma vizinhanca de ¥ em M € isometrica a ((—¢e,€) X i,ga) para
algum € > 0, onde g, € uma métrica de curvatura gaussiana constante —1 em 3.

(ii1) Se X tem genus g(¥) =1, entdo ¥ tem curvatura Gaussiana constante igual a zero
e uma vizinhanga de ¥ em M ¢é isometrica a ((—e,¢€) X i,g{l) para algum & > 0,
onde g, € uma métrica flat em uma vizinhanga em 3.

Esta tese é organizada da seguinte forma. No Capitulo[2]apresentamos algumas
ferramentas e noc¢oes fundamentais para o estudo nos demais capitulos. No Capitulo
obtemos algumas estimativas para hipersuperficies com bordo livre e um teorema de
decomposigao local de hipersuperficies com bordo médio convexo e curvatura escalar nao
negativa. No Capitulo[d], apresentamos os espagos de Kottler, caracterizamos seus pontos
criticos e apresentamos um resultado de rigidez local envolvendo a massa de Hawking,

cuja férmulas de variagao serao calculadas no Capitulo [5]
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2 NOCOES PRELIMINARES

Neste capitulo, temos o objetivo de fixar a notagao e a terminologia a ser usada,
além de apresentar de forma sucinta uma introducao para o estudo de hipersuperficies
com bordo livre, além de alguns fatos pertinentes sobre o problema de Yamabe com bordo
a serem utilizados no decorrer desta tese. Omitiremos as demonstragoes neste capitulo,
entretanto daremos todas as referéncias necessarias para um melhor aprofundamento do

contetudo ao leitor se assim ele desejar.

2.1 Notacoes e Hipersuperficies com bordo Livre

Seja (M, gpr) uma variedade Riemanniana de dimensao n com bordo M nao
vazio e conexao de Levi-Civita D que contenha uma hipersuperficie compacta propria-
mente imersa f : ¥ — M, ou seja, f ¢ uma imersao e f(X) NOM = §(0%).

Denote por R o tensor curvatura Riemanniana de M dado por
R(X,Y)Z = DxDyZ — DyDxZ — Dixy1Z,

em que XY e Z sdo campos de vetores em M e [, | é o colchete de Lie, temos ainda que

Ric(X,Y) =Y (R(X, €)Y, e;)

=1

denota o tensor de Ricci, onde gy = (,) e {e1,...,e,} é uma base ortonormal ar-
bitraria. Convenientemente, dizemos que uma métrica Riemanniana em uma variedade
diferenciavel é dita ser Ricci-plana se a curvatura de Ricci é zero em todo os seus pontos.
Definimos ainda a curvatura escalar como RM = Y"" | Ric(e;, e;).

Expressamos a conexao induzida em > como
VxY = (DxY)"
X - X 3

onde (-)T é a projegao de um vetor no espago tangente de ¥, com segunda forma funda-
mental h* de ¥ dada por
hE(X,Y) = (VxY)V,

em que ()N denota a componente ortonormal ao espaco tangente a ..

O vetor curvatura média de X em um ponto p € ¥ é expressado como
n—1
ﬁ(p) = th(euei)7
i=1

onde agora {ej,...,e, 1} é uma base ortonomal de 7,¥ com respeito a f.
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Seja N um campo normal unitario ao longo de ¥ em um ponto p € . A

curvartura média de ¥ em p com respeito a N é definida por

Dizemos ainda que uma hipersuperficie é CMC se sua curvatura média H é constante.
Quando, em particular, H = 0, entdao X é chamada de minima. Hipersuperficies minimas
em uma variedade Riemanniana sao pontos criticos do problema variacional de mini-
mizacao de volume, enquanto hipersuperficies CMC também sao solugoes do mesmo pro-
blema variacional quando restrito as variagoes que preservam volume. Iremos definir o
caso minimo mais adiante.

Sejam X, Y, Z e W campos vetoriais em Y. A férmula abaixo expressa a relacao

entre a curvatura do ambiente M e de sua hipersuperficie X
R(X,Y, Z, W) =R*(X,Y, Z,W) — (h™(X, W), h*(Y, Z)) — (h*(X, Z), h>(Y,W)), (5)

onde R* representa a curvatura riemanniana de ¥. Para futuras referéncias, tomando

sucessivos tracos em , obtemos a seguinte expressao:

Ric(N, N) = J(R™ — B+ H* — |n*]") (6)
Definicao 2.1. Dizemos que X tem bordo livre se X intersepta OM orthogonalmente ao
longo de 0%.
Note que se X tem bordo livre e W é um campo vetorial normal ao longo de
Y, entao W é tangente a OM ao longo de X..
Uma variacdo de f é uma aplicacio diferencigvel f : (—e,¢) x ¥ — M para
t € (—e¢,¢) com velocidade inicial

0 ~
af(ta .)|t:O =X,

tal que f(t,-) : ¥ — M é uma imersdo tal que f((—e,&) x 9%) estd contido em M e
f(O, )=t E intuitivo pensar em t como o tempo ao longo do qual ¥ evolui. Suponha
que X tem dois lados no sentido que admite um campo vetorial normal unitario suave N
definido globalmente em 3, logo X = ¢N, onde ¢ € C*(X). Uma vez que divs(X) =

div(XT)— (ﬁ, X), podemos deduzir facilmente a férmula da primeira variagao do volume:

0
0X(p) = &UOZ(Et)lt:O = /EHgoda + /32<X’ v)dops, (7)

onde do e dogy, sao o elemento de volume e de area de ¥ e 9%, respectivamente.

Apartir de , 3} é ponto critico do ploblema variacional se, e somente se, é
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minima e tem bordo livre.

Definimos agora o funcional J : (—¢,e) — R dado por
J(t) =vol(X;) — (n— 1)V(t).

Para uma variagdo normal ¥; de ¥, o Lema 2.1(ii) de Barbosa, do Carmo e Eschenburg

(1988) garante que

V()= | vio

assim a férmula da primeira variagao do funcional J é expressa da seguinte maneira:

J'(0) = /E(H— (n— 1))g0d0+/ (X,v)dogs. (8)

%
Analogamente ao caso do funcional volume, ¥ é critico para tal problema variacional se,
e somente se, H =n — 1 e X tem bordo livre.
Sabemos que hipersuperficies minimas com bordo livre sao pontos criticos para
o funcional volume, a equacao de estabilidade do problema variacional, que discutiremos

melhor a seguir, é dado pela segunda derivada do funcional volume:

0
522(90, ) =— / wLpdo +/ (—90 — II(N, N)go)cpdaag, (9)
) o \OV

onde II denota a segunda forma fundamental de M com relagao ao vetor normal unitario
que aponta para o interior e £ é um operador linear de segunda ordem conhecido como
operador de Jacobi, as vezes chamado na literatura de operador de estabilidade, que esta

definido abaixo:
L = As + Ric(N,N) + ||h*|?,

onde Ay, é o Laplaciano na métrica induzida por f.

Assumindo agora que X é critico, a segunda férmula de variacao J”(0) coincide
com 0°X(ip, ) (ver (Castro e Rosales|, 2014, Proposigao 3.5)). Recordando que o indice de
uma hipersuperficie minima é definido como a dimensao maxima de qualquer subespaco
do C*°(X) na qual 623 é negativo definitivo, o que grosseiramente falando, mede o niimero
de dire¢oes independentes, em que a hipersuperficie falha ao minimizar o volume. Assim,
uma hipersuperficie minima com dois lados ¥ é estdvel se, e somente se, 6*X(p, p) = 0
para todo ¢ € C*°(3), ou, equivalentemente, o indice de ¥ ¢ igual a zero. Caso contrario,
ela é dita instavel. O seguinte resultado é consequéncia de @

Proposicao 2.1. Seja M"™ wuma variedade Riemanniana compacta n-dimensional com
bordo OM nao-vazia. Suponha que M tem curvatura de Ricci ndo-negativa e OM es-

tritamente convexo no que diz respeito a mormal unitdria interior, ou seja, existe uma
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constante k > 0 tal que h?™ (u,u) > k > 0 para qualquer vetor unitdrio tangente a OM.

Entao, qualquer hipersuperficie ¥ com bordo livre, propriamente imersa, minima,
suave e dois lados deve ser instavel. Quando n < 8, isto implica que o (n-1)-grupo de
homologia relativa se anula: Hy,_1(M,0M) = 0.

Demonstracao. Veja Lema 2.1 em [Fraser e Li (2014). O

Definicao 2.2. Dizemos que uma hipersuperficie compacta ¥ € minimizante de volume
se ela tiver o menor volume entre todas as hipersuperficies homotopicas a . Observe
que isto equivale a dizer que ¥ é minima e estdvel. Similarmente, > é [J-estavel quando

J"(0) > 0 para toda varigio normal de 3.

2.2 Discutindo sobre o Problema de Yamabe com bordo

O problema de Yamabe discute se qualquer métrica riemanniana g em uma va-
riedade compacta suave M de dimensao no minimo 3 é conforme a uma métrica de cur-
vatura escalar constante. Tal problema pode ser encarado como um analogo do Teorema
da Uniformiza(;éoﬂ para dimensao n > 3. Resposta a tal questionamento apareceram nos
trabalhos de [Trundiger| (1968), Aubin (1976]) e Schoen| (1984).

Considere uma variedade Riemanniana (n — 1)-dimensional (n > 4) ¥ com
bordo 0¥ nao vazio. Para (a,b) € R x R —{(0,0)}, defina o seguinte funcional

Qz,b((p) fE( n— 3 HVSOHZ —I—Rgg@ )d0+2f82 H'g(p da???’ (10)

(alfy ™" do) + b( oy 9 7 dorgm) F72)

onde k, denota a curvatura média de 9.

Existem dois modos de extender o problema de Yamabe para variedades com
bordo, o primeiro é encontrar uma métrica g = 90% g tal que sua curvatura escalar R;
¢ constante igual a C' e r; é zero, o que equivale a existéncia de um ponto critico para
o funcional Q;’O(go) para qualquer funcao positiva suave ¢ em X satisfazendo o problema

abaixo

Asp — 25 Ryp + 75:CpT0 =0 >
{ 2P — g+ 155;Cp em )

a
af + (n 2)/1gg0 0 em 0%,
onde v é o vetor normal que aponta para fora de 9. A segunda extensao natural é

encontrar uma métrica conforme escalar-plana em 3 cujo bordo é uma hipersuperficie com

curvatura média constante igual a K, que em termos analiticos, corresponde a encontrar

30 Teorema da uniformizacao garante que se M é uma superficie compacta equipada com métrica
Riemanniana go. Entao existe uma métrica Riemanniana g em M conforme a gy com curvatura escalar
constante
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uma solucao positiva para o seguinte problema

{ Asp — ﬁRgap =0 ~om )y (12)
0 n— n— n—.
5 + —2(n—32) kyp = —z(n_gz) Kpn=s em 0X.

Na proxima secao, introduziremos o invariante de Yamabe para variedades
com fronteira. Primeiro, precisamos definir o seguinte. A constante de Yamabe é definida
por

Q'(5.08) = it Qs¥(e) para (a,b) € {(0.1).(1,0)) (13)

peC>(X,RT

que ¢é invariante sob mudanga conforme da métrica g para (a,b) € {(0,1),(1,0)}(veja
Escobar (1992b)), (1996))), e que ainda satisfaz

—00 < QL(T,0%) < QLOST, 88T,

onde Q;O(Sﬁ,aS’}r) denota o invariante de Yamabe do hemisfério S? equipado com a
métrica canonica e

—o0o < QYN(%,0%) < QY (B™,0B™),

onde B" ¢ a bola unitaria em R" equipada com a métrica usual.

Desde que Q;’O e Qg’l nao satisfazem a condigao de Palais-Smale, métodos
variacionais nao garantem a existéncia de minimizantes. Entretanto, fora provado por
Escobar| (1992b) que se

Q;’O(Z, oY) < Q;’O(Si_l, 88’}:1),

entao existe uma solugdo minimizante para o problema ([L1]), onde a constante C' tem o

mesmo sinal que Q;’O(E, 0Y). De modo anélogo, quando Qg’l(Z, 0Y) é finito e
0,1 0,1 n—1 n—1
Qg (3,08) < Qp (B",0B"),

existe uma métrica suave de curvatura escalar plana e curvatura média do bordo igual a
K que tem o mesmo sinal que Q) (X, 0%).

Existem trabalhos interessantes relacionados a este assunto sobre existéncia
e compacidade de solucoes do problema de Yamabe em variedades com bordo, dentre
os quais indicamos [Escobar| (1992bja), [1996), Marques (2005, 2007) e Almaraz| (2010).
Especificamente com relacao a unicidade podemos citar alguns resultados. O primeiro
serd o seguinte teorema estabelecido por [Escobar| (1990) que de certo modo, corresponde
ao apresentado em |Obata; (1971/72)) para variedades com bordo.
Teorema 2.1. Seja (2, g) uma variedade n—1(n > 4)-dimensional Finstein com fronteira
totalmente geodésica. Se g € métrica na classe conforme de g tal que a curvatura escalar
R; € constante e k; = 0 entao § € Einstein. Ademais, se (¥, g) ndo € conformemente

equivalente a ST, entao g = cg, onde c € uma constante positiva.
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Denote por [¢] a classe conforme de uma métrica Riemanniana g e A{ o primeiro

autovalor do seguinte par de operadores

(n—1)

el
o ﬁﬁlg em 82

{Ag + ;Rg em X

Entao vale o seguinte resultado provado por |[Escobar| (2003):
Teorema 2.2. Seja g € [go] com Ry, = Ry, e Hy = Hy, < 0. Se X e \]° sao positivos ou

um deles € 1gual a zero. Entao g = go.

2.3 Invariante de Yamabe

Denote por [g] e C(X) a classe conforme de g e o espaco de todas as classes
conformes em 3, respectivamente. Podemos entao definir o invariante de Yamabe de uma
variedade compacta Y com bordo 0% tomando o supremo das constantes de Yamabe sobre

todas as classes conformes

oc®(%,0%) = sup inf Qg’b(go). (14)
lglec(z) #>0
Schwartz (2009) mostrou que este invariante é monétono quando se adicionam algas so-
bre a fronteira. Como consequéncia, por exemplo, uma handlebody H" tem invariante
maximal, isto é, c®*(H,0H) = oc®*(S",dST) for (a,b) € {(0,1),(1,0)}.

Em uma superficie Riemanniana a curvatura média da fronteira coincide com
sua curvatura geodésica, o que pelo Teorema de Gauss-Bonnet implica que o invariante
de Yamabe de uma superficie compacta ¥ com bordo 0% é dada por um multiplo da
caracteristica de Euler, exatamente 47y (%), onde x(X) depende do genus e do nimero de
componentes de .

De fato, em um certo sentido, o invariante de Yamabe pode ser visto como
generalizacao da caracteristica de Euler em dimensoes maiores.

Observagao 2.1. |Escobar| (1992d) mostrou que Q;’O(E,GE) ¢ positiva (zero, negativa)
se, e somente se, Qg’l(Z,ﬁE) ¢ positiva (zero, negativa). Portanto, podemos provar o
item II) no Teorema A e Teorema B substituindo o'°(%, 0%) por o%1(3,0%).
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3 RIGIDEZ DE HIPERSUPERFICIES COM BORDO LIVRE

3.1 Estimativas para hipersuperficies com bordo livre

Nesta secao, obteremos algumas estimativas para o volume e area do bordo de
hipersuperficies minimas estédveis com bordo livre em termos da sua curvatura escalar ou
média convexidade da fronteira da variedade ambiente. Aproveitando para fixar a notacao,
denotaremos por M uma variedade Riemanniana n-dimensional com fronteira OM cuja
curvatura média serd dada por H?M. Assuma ainda que M contenha uma hipersuperficie
propriamente imersa > com fronteira 0%. Denotaremos o volume (medida de Hausdorff
(n — 1)-dimensional) de ¥ por vol(X) e a drea (medida de Hausdorff (n — 2)-dimensional)
de sua fronteira 0% por Area(9%), ambos com rela¢do a métrica induzida.

Em relacao as estimativas de area de superficies minimas compactas em varie-
dades de dimensao trés com limitacao em sua curvatura escalar, podemos citar Shen e Zhu
(1997) e (Chen, Fraser e Pang (2012) para o caso de superficies com bordo livre e indice
baixo. Para o caso de hipersuperficies, ¢ absolutamente natural envolver estimativas que
envolvam a constante de Yamabe, como por exemplo, veja o resultado abaixo:
Teorema 3.1. Se (X" g) (n > 4) é uma variedade compacta com bordo tal que —oo <
ngb(E, 0Y) < 0. Entdo vale o sequinte.

a) Se (a,b) = (1,0), entao a curvatura escalar R, de uma métrica g € [¢'] com k; > 0

satisfaz
n—3 . 2 1,0
=2 inf Ryvol(X)»—1 < Q" (%, 0%).
Se a igualdade vale, entao R, € constante.
b) Se (a,b) = (0,1), entdo a curvatura média rk, de uma métrica g € [¢'] com Ry, > 0
satisfaz

nS kyArea(9)72 < Q% (X, 05).

Se a igualdade vale, entao k, € constante.
Demonstragao. Ver [Schwartz| (2009)), pagina 121. m

Agora enunciaremos o seguinte resultado que é o primeiro passo na empreitada
na prova de nosso resultado de rigidez dado pelo Teorema A.
Teorema 3.2. Seja M™ uma variedade Riemanniana (n > 4) com fronteira OM ndo
vazia. Se ¥t C M € uma hipersuperficie com bordo livre, compacta, com dois lados,
propriamente mergulhada que localmente minimizante o volume, cuja métrica induzida
serd denotada por g.

i) Suponha que M tem bordo médio convexo e inf RM < 0. Entdo, se o'0(%,0%) < 0,
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o volume de ¥ satisfaz

QIO(E 82) S 01’0(2,82)
~ infRM — infRM ~

vol () »—1 =

ii) Suponha que M tenha curvatura escalar ndo-negativa e inf HXM < 0. Entdo, se

o¥1(32,0%) <0, a drea de % satisfaz

C?’%xzazn> - 1(004(2,82)>'

A )z > ( -
rea(9X) = 2\ inf HOM — 2\ inf H9M

Demonstragao. Usando @ na condicao de estabilidade, obtemos

[ (21912 + (R = B = i)Yo —2 | 1N, N)gPdogs 2 0. (15)
by 0%

Por outro lado, desde que ¥ encontra M ortogonalmente ao longo de 9%, o
vetor conormal v de 0% em ¥ que aponta para o exterior X coincide com o campo vetorial

unitario normal Z de OM que aponta para fora de M. Entao

n—2 n—2
Kg = Z<v€iyv €i> = Z<veiZ7 ei>7

i=1 =1

onde {ey,...,e, 2} é uma base ortonormal para T9%. Portanto, vale
II(N,N) = H™ —k, em 0%, (16)

onde H?M ¢ a curvatura média de OM com respeito ao vetor unitdrio conormal interior

em .
Usando que (n 2) > 2 paratodon >4e 1’ obtemos que
0 < [ (wl el + Ryg?)do — [ BV o
by by
—/2mwﬁmw+/2@ﬁw@
) %
onde a,, = 4(7?__32).

Entretanto pela desigualdade de Holder

inf RM/ ©*do > inf RMUOZ(E)nEI(/ @ 3 do)r1.
2 2
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Dai

2(n—1) n—3

infRMvol(E)nQ?(/go ns do)n-1 < /(an||V<p||§+Rgg02>d0
) b

+ / 2/~€gg02d032.
%

Logo para uma funcao suave positiva ¢, vale a seguinte desigualdade

o (@[l + Rog?)dor + 2 [y 5y doon
L_3 .
(fow™da)™

Utilizando a definicao da constante e do invariante de Yamabe e em
(17), nao é dificil concluir que

inf RMUOZ(Z>$ <

(17)

inf RMvol(T)72 < QLO(%, %)
< oM(%,0%),

o que completa a prova de nosso primeiro item.
Argumentando como no item anterior, para uma funcao suave positiva @,

obtemos

) Vo2 + Ryp?)do + 2 2d
ZianaMArea(ﬁE)m < fz (a | @HQ ggo) 7 fgz fg¥ UaM, (18)

(n—2) s
(faz ()0271732 do‘) 2

Consequentemente

1
inf HM Area(0x)7> < 5@ (2,0%)

1
500’1(2, o),

IN

isto finaliza a prova do nosso teorema. O

Em vista do resultado apresentado no Teorema A, é interessante e natural
questionar o que ocorre quando, em dimensao n > 3, a variedade ambiente tem fronteira
média covexa e curvatura escalar limitada inferiormente por uma constante positiva. Ob-
servamos ainda que uma estimativa como a dada em nao vale. Por exemplo, tomando
uma variedade M := % x R equipada com a métrica produto, onde ¥ = S7? x S'(r), em
que S!(r) denota o circulo de raio positivo 7, teria que M tem curvatura escalar positiva e
curvatura média da fronteira negativa, enquanto o volume de ¥ diminuiria arbitrariamente

a medida que r também diminui.
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3.2 Rigidez infinitesimal

Nosso préximo objetivo é construir uma folheacao CMC por hipersuperficies
com bordo livre. Antes, entretanto, provaremos a seguinte proposicao.
Proposicao 3.1. Nas condi¢oes do item 1) do Teorema A se ¥ atinge a igualdade em
, entdo Y € totalmente geodésica, R™ = inf RM e Ric(N,N) = 0 em ¥, H'M =0
e II(N,N) = 0 em 0%, o(%,0%) = 0, a fronteira 0% é uma hipersuperfice minima e

Finstein com respeito a métrica induzida em 3.

Demonstracao. Da resolucao do problema de Yamabe, existe ¢,,;, > 0 para o qual o
infimo em Q;’O(Z, 0Y)) é atingido. Se ¥ atinge a igualdade em , entao podemos observar
da prova do Teorema que todas as desigualdades de fato sao igualdades. O que
primeiramente implica que X é totalmente geodésica. Como usamos a desigualdade estrita
a, — 2 > 0 para obter , obviamente obtemos que ||Vgomm||§ = 0, implicando em ©,,;,
constante.

Considere o seguite problema de fronteira:

{ —Lo = A\ em Y (19)

2¢=TI(N,N)¢ em 0%,

tal que A\ é seu primeiro autovalor. Entao

A = inf </E(||V¢||3+(Ric(N,N)+||h2||2)gb2)da+/a

2
it II(N, N)¢ daag>.

b
Segue de %% (@min, Pmin) = 0 que A; = 0. Portanto, as fungdes constantes
satisfazem e consequentemente II(N, N) = 0 e Ric(N,N) = 0. Note também que a
igualdade em implica que RM = inf RM em X.
Para o que falta, mostraremos que X é Einstein. Dada qualquer (0,2)-tensor h
simétrico, defina a familia de métricas Riemannianas {g(7)},c(—¢) dada por g(r) = g-+rh.

Pela resolucao do problema de Yamabe com fronteira, existe uma tnica funcao positiva
4

n—3

u, > 0 tal que g(r) = u/~° g(r) tem curvatura escalar constante igual a Q;°(X,0%) <0 e
curvatura média constante na fronteira igual a zero para todo r € (—¢, €).
Antes de prosseguirmos, apresentamos abaixo a primeira variacao da curvatura
escalar
0

ERg(r)

onde Ric* denota a curvatura de Ricci de . Seja vol(X, g(r)) o volume de ¥ na métrica

= div(divh) — As(trzoyh) — (Ric”, h),
0

r=

g(r) para r € (—€,€) e R a média da curvatura escalar R = vol(£)™" [, Rydo. Vamos

calcular a seguir %Q;’(?,)(ur) e Antes, note que as métricas §(0) e ¢g(0) estdo na mesma

classe conforme com mesma curvatura escalar e curvatura média na fronteira a menos de

reescalonamento, a unicidade do problema de Yamabe para variedades com fronteira para
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inf RM < 0 e fronteira sendo uma hipersuperfice minima implica que §(0) = g(0) (Veja

Proposigao [2.2]).
Note que o invariante de Yamabe de variedades com fronteira nao depende de

r o que implica que Q;’(a)(uT) < o19(3,0%) < 0 para todo r € (—¢, €), ou seja, grQ;(a) (uy)

em r = 0 é igual a zero desde que o'%(3, 93) é um valor de méximo para Qg(r)( U,) COMO
uma fungao de r.

Por outro lado,

= ;ﬁ(vol(z g(r /R T)da—i-Q/ /ig(r)daagb‘ _

2—n 2—n 1
= wol(X) ()™ | =(tryh)do | R,d
vol(2)'5 (S eol(2) ! [ Sy [ Rydo,)
- vol(2)2nn</<—RicZ+%g,h)da—i—/
b

+oval(D)5 /8 div(h). ),

)
Q) (2.0%)

Ag(trg(h))da>

onde usamos o Teorema de Stokes e que %da‘ = 1(tryh)do.
r=0
Finalmente, gracas a @, a curvatura escalar de X é constante com respeito a

métrica induzida, logo

1
/(Rz’cE — —Ryg, h)do +/ (div(h),v) + / Ax(trgh)do = 0.
X n % by
Desde que a expressao acima vale para todo (0,2)-tensor simétrico h, temos
1 -2
—/ |Ric® — —Ryg|*do + —— (VR,v)doss, = 0.
S n 2n  Jos

Deduzimos, entao, que o tensor de Ricci livre de trago precisa ser identicamente

nulo, o que implica que a hipesuperficie ¥ estd munida com uma métrica Einstein. O

Proposicao 3.2. Nas consideragoes do item 11) no Teorema A, temos que % é totalmente
geodésica, RM =0 e Ric(N,N) =0em X, HM =0 ¢II(N,N) =0 em 0%, 0(X,0%) = 0,
ol9(%,0%) = 0, a curvatura média de % em ¥ € igual a zero e ¥ € Ricci plana com

respeito a métrica induzida.

Demonstracao. Argumentando como na prova do Teorema , temos
0 = inf RMvol(X)71 < oM0(X,0%) <

Observe que as desigualdades acima se tornam igualdades, portanto, a prova desta Pro-
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posicao segue nos mesmos passos que a Proposicao Além disso, usando que a métrica

induzida em ¥ é Einstein, bem como @, deduzimos que X é Ricci plana. O]

Definicao 3.1. Uma hipersuperficie ¥ com fronteira livre propriamente imersa com dois
lados € chamada infinitesimalmente decomponivel se € totalmente geodésica, a curvatura
escalar RM = inf RM ¢ Ric(N,N) = 0 ao longo de X, a curvatura média de OM é
constante ao longo de 0% e igual a inf H'M em todo ponto de O¥ e ¥ € Einstein com
respeito a métrica induzida (isto €, atinge o invariante de Yamabe).

Observamos ainda que exemplos béasicos de tal classe de variedades sao as
faixas horizontais {r} x ¥ em uma variedade Riemanniana R x ¥ dotada com a métrica
produto, onde ¥ é uma variedade Einstein com curvatura escalar constante e fronteira

sendo uma hipersuperficie com curvatura média constante.

3.3 Folheacao local por hipersuperficies cmc com bordo livre

Provaremos que se ¥ é infinitesimal rigida, podemos aplicar o teorema da funcao implicita
para construir uma folheagao em uma vizinhancga de X por hipersuperfices com bordo livre
e curvatura média constante. Baseamo-nos nos trabalhos de Bray, Brendle e Neves (2010),
Ambroézio| (2014b)) e Nunes| (2013)).

Para fixar notacao, se X em M ¢é infinitesimalmente decomponivel, entao existe
um campo Y em M tal que coincide com N em ¥ e Y(p) é tangente a OM para todo
p € OM. Seja ¢ = (t,x) o fluxo de Y.

Proposigao 3.3. Seja M uma variedade Riemanniana n-dimensional com fronteira OM
tal que HM e RM sdqo limitadas inferiormente. Assuma ainda que M contenha uma
hipersuperficie ¥ infinitesimalmente decomponivel, entdo existem € > 0 e uma funcdo

suave i (—e,e) x X — R tal que
Xy = {w(ﬁb(tJC) + t,I),ZC S 2}
¢ uma familia de hipersuperficie compactas com bordo livre e curvatura média constante.

Ademais p(0,2) =0, %’t‘ 0,2) =0 e [, u(t,-)do =0 para cada x € ¥ e t € (g,¢)

Demonstra¢ao. Uma folheagao CMC serd construida como em |Ambroziol (2014b)). Seja
E, = {u € C™*(%); [y u = 0} um espaco de Banach com expoente de Holder o € (0, 1)
para cada n € N. Escolha 6 > 0, 7 > 0 e uma fungao real u na bola aberta Bs(0) = {u €
C**(%); |Julla,o < &} tal que o conjunto

Ve = {(u(z) +t,1); 0 € 3}

defina uma hipersuperficie compacta propriamente mergulhada para todo (¢,u) € (—7,7) X
Bs5(0).
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Seja Z campo vetorial normal unitario de OM que coincide com a conormal
exterior v de 0X. Primeiramente, defina a aplicacdo ® : (—7,7) x (Bs(0) N E) — F X
Ch(9%) dada por

O, u) = (H(t u) -

UOl

/H t+u)d0 <Nt+u7Zt+u>>

onde N, denota o campo normal unitario de ¥, Z, = Z . e H(u) é a curvatura média
de ¥,. Note que ® é bem definida e ®(0,0) = (0,0) desde que ¥y = ¥ é minima com
bordo livre.

Considere a aplicacao f : (—7,7) x ¥ — M tal que ft,-) = v(tu(),-) da a

variacao para cada v € E, cujo campo vetorial variacional é =Y em .
=0

8t
Dado v € E temos

d®
ds lt=0

1 ov ov
A e _Z
(Asv+ vol(X) /32 audaaz’ ay)’

onde usamos que Ric(N, N) =0, II(N,N) = 0 e que X é totalmente geodésica.
Como (w, z) € (F,C*(9%)) implica que

1
d do = d
/Z<w+vol(2) /azz 032> o /822 093,

o Teorema 2.1 de |[Nardi (2013)), garante que existe uma tnica fungdo a € E resolvendo o

D®o0)(0,v) = (0, sv)

seguinte problema de fronteira de Neumann

{Aga =w+ vol ) faz zdogs, em X (20)

8a__
5 = 2 em 0.

Portanto, D®0)(0,a) = (w, z) e D® ) ¢ um isomorfismo quando restrito a {0} x E.
Pelo teorema da funcao implicita existem £ > 0 e uma funcao suave p tal que (0, z) =0
e u(t,-) € Bs(0)N E.

Considere a seguinte variagao F'(t,x) = 1 (u(t,z) +t,x) cujo vetor velocidade
¢é igual a (% + 1)N em .

Diferenciando

(H(p(-,t) +t

wl / H(ju(-, ) + )do, (Nyrats Xiiyie)) = (0,0),

em t = 0, obteremos que %M(O,m) é contante, pois satisfaz o problema homogéneo de
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Neumann. Tomando mais uma vez a derivada em ¢t = 0 de fz u(t,-)do = 0, obtemos

o
—(0,)de =0
5 Ot
o que implica que %—’;(0, z) =0.
Uma vez que
oF
E(O,I):N \V/.’L'EE,

com F(0,x) = x, podemos assumir que, diminuindo & se necessario, uma vizinhanga de
Y. é parametrizada por F'. Logo, o resultado segue.
]

Construimos acima uma folheacao em uma vizinhanga de ¥ em M por uma
familia de hipersuperficies propriamente mergulhadas com bordo livre {¥;},c(_c ). Agora,
considere a seguinte aplicacdo f(t,-) : & — M dada por f(t,z) = F(t,z) = ¥(u(t, z)t, )
para cada t € (—¢,¢).

Primeiro, para fixar notagao, considere o seguinte operador
L(t) = As, + Ric(Ny, Ny) + ||B™|)?,

onde Ay, , ou apenas A; quando nao houver nenhuma ambiguidade, corresponde ao lapla-
ciano de ¥; na métrica induzida. Além disso, denotamos por N; o campo vetorial normal
unitdrio em ¥; que supomos depender suavemente em (—e,¢) x ¥, h* a segunda forma
fundamental de %(t, -) em relagao a Ny, doy e dogs, o elemento de volume de ¥; e de area
de 0%, na métrica induzida por %(t, -), respectivamente.

Definigao 3.2 (Fungao lapso). Para cadat € (—¢,¢), definimos a fungdo lapso ¢, - ¥ — R
por

l(x) = (Ne(x), Xo(2)),

onde Xy = %%(s, ).

O seguinte lema é de fundamental importancia podendo ser encotrado, por
exemplo, em |Ambrozio (2014b).
Lema 3.1. A func¢ao (,(x) satisfaz

% = H(Nt, Nt)gt em 82t7 (22)
314

onde H(t) é a curvatura média de ¥y e H' = 2 H.
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3.4 Comparacao de volume e rigidez local

A seguir, apresentamos um teorema de comparacao de volume para variedades com fron-
teira.
Proposicao 3.4. Nas mesmas condicoes do Teorema A, se X € rigida infinitesimalmente,

temos
vol(X) > vol(%), Vit e (—¢,¢),

onde {3 }ie(—ee) € dado como na Proposigao .

Demonstracao. Localmente, cada ¥; tem bordo livre e curvatura média constante, o que

implica que a derivada da segunda variacao de volume pode ser escrita da seguinte forma

d
Evol(zﬁ = H(t) /Et<NtaXt>dUta (23)

para qualquer ¢ € [0, ).

Como Xy(z) = N(x), decrescendo ¢ se necessario, ¢; > 0 para todo t € (—¢,¢).
Assim se provarmos que H(t) < 0 para t € [0,e) e H(t) > 0 para t € (—¢,0], entao
Lool(Sy) < 0 Vt € [0,6) e Lwol(¥,) > 0 Vt € [—¢,0). Isto seria suficiente para
provarmos esta proposicao.

Para comecar, com ajuda de @, reescrevemos (21)) como
2H'(1)(£,) 7 = =2(L) ' Ay + R, — RM — H(t)? — ||h™ . (24)

Denote por g; a métrica induzida em Y. A resolucao do problema de Yamabe
4

com fronteira para ¥, garante que para cada t € (—¢,¢) existe uma métrica g, = u;" > g,
tal que denotamos 1y por u, com curvatura escalar constante igual a inf RM e fronteira
sendo uma hipersuperficie minima.

Argumentando como em Moraru (2013). Multiplique por u? e integre ao

longo de X4, entao

2 2
Q/H,(t)qz—tEdO't S —2/ %Atﬁtdat—l—/Rtu?dat—infRM/ufdat.
3 t ¥ P D)

Usando no lado esquerdo da desigualdade acima que ¥; tem curvatura média

constante e integrando por partes no lado direito, obtemos

2H'(1) “aor < 2 [ (2 (Vi) — i) d
f_ Oy = £_< tUst, t t> - E_QH t t” Ot
> ) t t

—2/ H(Nt,Nt)ufdaagt—i-/Rtufdat—infRM/ufdat.
o% > b
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Ora, pela desigualdade de Cauchy com epsilon temos

1
2(Viu, Vily) < || Viu|?e(t) + ||Vt€t|’2@

4
onde €(t) = —.
Uy
Finalmente
2
28(0) [ oy < [ @ful? + Radydoy—2 [ TN, Nidoos,
» b 2 ox
—infRM/thdat.
o
<

/ (an|ue]* + Reui)doy — 2 / HMu2doys,
by %

+2/ kauldoss, —infRM/thdat, (25)
ox 2

onde usamos que a,, > 2 para todo n > 4 e a identidade ((16)).

2(n—1) n—3

Dividindo por (fz w, " ? d0> "' e usando que infy; HP = 0, temos que

5 (an||Vtut||§t + Ryu?)doy + 2 Jos Kruidogs,
2(n—1) n
(Jou, ™ do)i=
fE u?dat

2(n—1) an’

(Jyu,"" do)n=t

2H' ()W (t) <

inf RM

onde
2(n—1) % u2
U(t) = (/ut da) /—tdat.
b s b
Temos agora dois casos a considerar que correspondem aos itens [ e I do
Teorema A.
Case 1: inf RM < 0 e o10(X2,0%) < 0.
Segue da desigualdade de Holder e da definigao de constante de Yamabe
que

2H'(H)B(t) < QL(3,0%) — inf RMvol(%,) 7
< 01’0(2,82)—infRMvol(Zt)%’ (26)

onde usamos Q°(3,0%) < ¢"(X, 0%) para cada t € (—¢,¢).
4
Como mencionado antes, gy = u) °go ¢ uma métrica com curvatura escalar

igual a inf RM e curvatura média igual a zero. Além disso, em virtude de ¥ ser infinita-
mente rigida e de @ e , temos que Ry, = inf RM em ¥ e ky, = 0 em 93. Daf pelo
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Principio do Maximo, ug = 1. Incluimos esse argumento a seguir por completude.

Defina w = ug~ T 1. Portanto o problema (|11]) é equivalente a
Asw+ h(x)w =0 em X
R () (27)
5 =0 em 0%,
__inf RM(n—3)2 w5 2 Z é P 3 Z g ..
onde h(x) = W(uo +ui ™+ ul T ul)ui ™ < 0. Segue da unicidade do

problema de Neumann que w = 0 (Gilbarg e Trundiger} 2001, Teorema 3.6).

Por outro lado, como ¢, = 1, podemos encontrar uma constante positiva K;
tal que ¢(t) > K, para todo t € (—¢,¢).

Combinando e a igualdade , inferimos que

. f M
< O (wol(5)7 — vol(S)7)
1

inf RM [t/ d 3-n
= TR /0<d—$vol(§]5))vol(28)nlds.

Como consequéncia de (23)), temos

H'(t) < —

nf RVt
H (1) < —(71“_—%}(1 /0 vol(S) 5 H (s) /E (,dods, (28)

Suponha, por contradigao, que existe ¢ty € (0,¢) such that H(ty) > 0. Assim,
defina
= inf{t € [0,t0]; H(t) > H(to)}

Afirmamos que nessas condigoes t* = 0, pois se t* > 0, segue do Teorema do Valor Médio
que existe t; € (0,t*) tal que
1
H'(t) = —H(7), (29)
T

o que de posse de e (28)), temos

inf RM inf RM
H(r) < - n—lKl/H - n—lKl/H

onde

£(6) = val( ) [ tudon).

Pela defini¢ao de 7, temos que H(t) < H(ty) = H(7) para qualquer ¢t € [0,7]. Logo,
podemos entdo encontrar uma constante positiva Ky tal que £(t) < K;'K;. Escolhendo

e >0 tal que e? < — (?n_fgﬁo obtemos

inf RM

0= -1

H(t)e* < H(T),
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o que nos da a contradicao e assim t* é de fato igual a zero.

Desde que t* = 0, segue que H(0) > H(ty) > 0, entdo vamos ter novamente
outra contradi¢do. Portanto, H(t) > 0 para t € (—¢,0] e H(t) < 0 para t € [0,¢)(cuja
prova é andloga).

Por (23)), concluimos que vol(X;) < vol(X) para todo ¢ € (—¢, ).

Case 2:inf RM =0 e 0'0(X,0%) < 0.

Pela definicao de invariante de Yamabe para variedades com fronteira, temos
H'(t) < 0 para todo t € (—¢,¢). Portanto H(t) < H(0) = 0 para t € [0,¢) e H(t) >
H(0) =0 para t € (—¢,0]. Dai, vol(X) > vol(3;) Vit € (—¢,¢). O

Por fim, resta agora oferecer a demonstracao da decomposigao local enunciada
no Teorema A através da proposicao abaixo.
Proposicao 3.5. Se X atinge a igualdade em , entao ¥ tem uma vizinhan¢a em M
isométrica a ((—e,e) X &, dt? + g) para algum € > 0, onde g é a métrica induzida em ¥

a qual € Finstein.

Demonstragao. Para cada t € (—¢,¢), sejam %; C M hipersuperficies com bordo livre
assim dadas pela Proposicao Da Proprosicao concluimos que vol(%;) < vol(X)
para todo t € (—¢,¢). Em particular, desde que ¥ é localmente minimizante de volume,

obtemos que

vol(3;) = vol (%)

para todo t € (—¢,¢), ou seja, cada ¥; é infinitamente rigida.
Segue do Lema [3.1| que, uma vez que a funcao lapso satisfaz o problema ho-
mogéneo de Neumann, ¢; é constante (como funcao de t) em cada ;.

Pela ja conhecida expressao
Vo Ny = =Vl

cuja prova pode ser encontrada em Huisken e Polden (1999), N;(z) é um vetor paralelo
V(t,x) € ¥ X (—¢,¢€), j4 que £, é constante. Dai as curvas integrais de N; sdo geodésicas e
seu fluxo é a aplicacao exponencial. Dai, a métrica de M perto de ¥ deve ser dada como

a seguinte métrica produto dt? + g. O

3.5 Prova do Teorema B

A primeira etapa na demonstracdo do Teorema B consiste em obter a seguinte decom-
posicao infinitesimal inspirada parcialmente em (Yaul, 2001, Teorema 3.1). (Compare com
a Proposicao e Proposicao .

Proposicao 3.6. Seja M uma variedade Riemanniana n-dimensional com curvatura es-

calar RM > —n(n—1) e bordo médio convexo. Suponha que M contém uma hipersuperfice
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com bordo livre propriamente mergulhada, compacta, dois lados ¥ tal que o'°(3,0%) < 0.
Se 33 é J-estdvel, entao RM = —n(n — 1) e Ric(N,N) = —(n — 1) ao longo de ¥, ¥ é
umbilica, o'°(3,0%) = 0, a curvatura média de 0% em X € igual a zero, H™™M = 0 em

cada ponto de 0%, II(N, N) =0 ao longo 0¥ e a métrica induzida em % € Ricci plana.
Demonstracao. Da definicao de J-estabilidade, @ e , temos

0 < [ (2096l + (Ry = (RY 4 nlr = 1) = [%])¢*) do (29)

+ / 2(—H™ + k,)p*doss,
ox

onde hE = b — gs, ¢ a parte livre de traco de h*>.
Como 4(:—__32) > 2 para todo n > 4, RM > —n(n—1), |h¥|2 > 0 ¢ 0 bordo M
é médio convexo, torna-se

/ (anHv@Hg + Rg@2>da ‘|‘/ 2k9@2daag > 0.
> %

Assim QM0(3,0%) > 0, o que pela definicio de invariante de Yamabe, im-
plica que o°(3,9%) > 0. Por outro lado, ¢%°(3, 93) é nao-positiva por hipdtese, logo
o0(3,0%) = 0. Além disso, ainda obtemos RM = —n(n—1) e ||h%||> = 0 ao longo de 2.

Essencialmente, pelos mesmos argumentos que a Proposicao(3.1], a prova segue.
Entretanto, cabe notar que a expressao @ e o fato de que ¥ ser Einstein implicam que

a métrica induzida em X é Ricci plana. O

Prova do Teorema B. Da proposicao acima, £ = Ayx. Assim podemos construir uma
folheacao em torno de X por hipersuperfices com bordo livre e curvatura média constante.

Desde que ¥ localmente minimiza a fun¢ao J, temos H(0) = n—1. Denotando
por g; a métrica induzida em Y e por g, = uﬁ g- uma métrica conformemente relacionada
de curvatura escalar constante e minima na fronteira. Mostraremos agora que H(t) < n—1
para t € [0,e). Suponha por contradi¢ao que existe 7 € (0,¢) tais que H(7) >n—1e
(diminuindo € se necessario) H'(7) > 0. Desde que RM > n(n — 1) e |h*"|> > Ii(TTF >

n — 1, temos que RM + ||h¥"||2 + H(7)? > 0, assim por (24)), temos que
2H'(T)07' < —207'A 4, + R,

Multiplicando acima por u? e integrando ao longo de X,, obtemos

u? u?
2/H’(T)—TEdUT < —2/ —TATdeUT‘i‘/RTdeUT'
n ET - g’r b

Integrando por partes o lado direito e usando a desigualdade de Cauchy com
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epsilon, temos de modo similar a Proposicao que

2
2H’(t)/%d07 < / (anHuTH2—|—RTuf)dUT+2/ k-uZdoss. .
X rT p

[)))

De maneira que
0 < H'(1)n(1) < "0(%,0%),

onde ) )
2 B U’T

= 7|l 2(n—1 d T

o(7) (HU | 2_3)) /2_57 o

Como por hipétese o1%(3, 932) < 0, chegamos a uma contradigao. Portanto, H(t) <n—1
para t € [0,¢).

Pela férmula da primeira variacao de J dada em , segue que J'(t) < 0 para
todo t € [0,e). Em vista que J atinge um minimo em ¢ = 0, segue que J'(t) = 0 para
t € [0,e). Donde obtemos

H(t)=n—1 Vte|0,¢).

Um argumento similar mostra H(t) = n — 1 para t € (—¢,0]. O Lema e a condigao
de ortogonalidade da fronteira garantem que cada ¥; é infinitesimalmente decomponivel
no sentido da proposicao anterior.

A menos de isometria, a métrica em uma vizinhanca suficientemente pequena
de ¥ pode ser escrita como gy; = f;dt?> + g;. Novamente pelo Lema , a funcao lapso
é constante como fungao de t em ¥;, por uma mudanca de coordenadas em ¢, podemos
assumir sem perca de generalidade que ¢; = 1.

A métrica induzida em X; obedece a seguinte equacao de evolugao

0
a(gij‘)t = _Qét(h?j)t

= —20,(gij)t,

onde usamos acima a umbilicidade da folheagao {3;}ic(—. ). Portanto,

gs, = e—?tg
para todo t € (—¢,¢).
Deduzimos entao que a métrica induzida por f(t,z) em (—¢,¢) x ¥ é dada por
dt? + e gy, que é Ricci-plana, concluiindo assim a prova do teorema.

]
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4 MASSA DE HAWKING E RIGIDEZ

Neste capitulo, mostraremos como o argumento em Maximo e Nunes (2013) pode ser
modificado a fim de conseguirmos mostrar teoremas de decomposicao local para uma
classe maior de variedades, a saber, os espacos de Kottler. Mais ainda, introduziremos a

definicao da massa de Hawking, além de classificar seus pontos criticos.

4.1 Espacgo de Kottler

Sejam (X, g) uma superficie compacta de curvatura gaussiana constante k=
{=1,0,1} e m € R suficientemente grande tal que b+ 52— 2?‘“ tenha uma solugao positiva,
denotaremos este zero por sg. O espaco de Kottler, ou espaco de Kottler-Schwarzschild, é
a variedade (sg, +00) X 53 equipada com a seguinte métrica
ds? :
Jks = m + 8795,

s

onde gps é métrica de curvatura escalar constante igual a —6. Este espago é o andlogo
ao espaco de Schwarzschild no contexto de variedades localmente assintoticamente hi-
perbolicas que corresponde as métricas estéticasﬂ com constante cosmologica —3.
Referéncias dos espagos apresentados a seguir podem ser encontradas em Bren-
dle, Hung e Wang| (2012), Wang et al.| (2014)), Chrusciel e Simon| (2001), Lee e Neves| (2013)

e Wang| (2001). Através de uma mudanca de varidvel r = r(s) com

1

-
k+s ”

r'(s)
e r(sg) = 0, a métrica Kottler pode ser reescrita como
Grs = dr® + u(r)’gs,

onde u : [0,4+00) — [sg, +00) satisfaz u(r(s)) = s. A funcdo u apresenta as seguintes

propriedades:

u(r) = O0(e") quando r — oo,

, ~ 9 2m \ 1/2
w(r) = (k+u(r)? - W> ,
u’(r) = u(r) +mu(r)=? > 0.

Ap6s esteder para [sg, +00) X EA], refletimos para obter ume métrica em R x 5

4Uma métrica em (N, g) é estética se existe uma funcio suave positiva V em N (chamada de potencial
estatico) tal que V2V — (AyV)g — V Ricy = 0.
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com curvatura escalar constante —6 de tal maneira que u resolve a seguinte equacao

diferencial nao-linear de segunda ordem

o~

W — Sy - 1<k_—w> —0. (30)
u
Considere a familia a um-parametro de métricas completas (gis)e = dr® +
uq(r)?gs com curvatura escalar constante igual a —6 em que u é uma fungao suave positiva
satisfazendo u,(0) = a e u)(0) = 0.
No caso especial em que k= 1, (R X S%, gagss) ¢ 0 anti-de Sitter-Schwarzschild
de massa m positiva. Em seguida, observe que quando m tende a 0, entao so — 0 e a

métrica é, de fato, a métrica hiperbdlica

ds?

1+ 52

g= + 5°gs2.

Se 3 é um toro (/15 = 0) com é&rea igual a 47, temos o seguinte espago modelo
(R x f], g'). Neste caso, se fizermos m = 0 e uma mudanga de coordenadas, a métrica ¢’
pode ser reescrita como dt? + €?'g em R x 5.

Por fim, quando k= —1, m pode ser negativo, na verdade, m pode pertencer

ao seguinte intervalo [—ﬁg, oo>. De fato, se m < 0, considere a fungao

2m

f(S):SQ—l—?,

entao sua derivada f'(s) = 25+ 2% tem raiz § = /—m. Isto junto com o fato de f(5) <0

1 sy 1 ~ S —
35 S¢ m assume o valor critico m = —=%, entdo ((0,00) x £,7)

¢ uma variedade Riemanniana completa com dois fins, no qual um deles é localmente

garante que m > —

assintoticamente hiperbdlico enquanto o outro é assintético a uma métrica cilindrica dr? -+

1
395
4.2 Massa de Hawking e caracterizacao de seus pontos criticos

Uma quantidade importante neste capitulo é a massa quase-local de Hawking,

ou massa de Hawking, que associa para cada superficie fechada a seguinte férmula:

Area(X)'/? 2
5 :—<8 xX(3) - <H2 —A)d ) 31
m?—l( ) (167’(’)3/2 m ( ) /Z + 3 o ( )
onde A = inf RM.

Considere a fungao massa de Hawking my(t) = my(3;). De maneira impres-
cindivel para a teoria, |Gerochl (1973) mostrou que em uma variedade M com curvatura

escalar nao negativa, a massa de Hawking de uma superficie ¥ é nao-decrescente evoluindo
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pelo fluxo do inverso da curvatura média no sentido de Huisken e Ilmanen. Vale ressaltar
que my(X;) converge para a massa mapys, Se 2 converge para esferas no infinito.

No sentido localmente assintoticamente hiperbdlico, veja Lee e Neves| (2013),
este mesmo tipo de fluxo especial foi utilizado para se provar a desigualdade de Penrose
para métricas de massa negativa. Onde entre os ingredientes principais estd o fato que
my (t) é ndo decrescente no tempo, m = supy, # < 0 (veja Defini¢ao e

lim my, (t) < m(max{1, g(T) — 1})?.

t—o00

Considere o seguinte funcional definido no espago das superficies imersas:

dr(g(¥) — 1) Lo 1 2|12 1 2
 Area(T) Ke+ §(R -+ §<”h I 2Area(X) /EH da), (32)

onde Ky, denota a curvatura gaussiana de 3.

Q%) =

Baseado na Proposigao 3.1 de Maximo e Nunes (2013), apresentamos um re-
sultado de classificacao de pontos criticos para a massa Hawking.
Teorema 4.1. Seja M? uma variedade Riemanniana com curvatura escalar RM > A
e considere > C M uma superficie com dois lados compacta com curvatura média nao-
negativa (nao-positiva).
Se ¥ € um ponto critico para a massa Hawking, entdao
I) ¥ é minima;

2mx (%)
Area(X)*

Em particular, uma superficie 2 com dois lados fechada com curvatura média nao-negativa

II) ou'® é umbilica, R = A em ¥ e sua curvatura Gaussiana Ky =

contida (R X S2, (gadss)a), (R X 2, ¢q) ou (R x i,g;) ¢ ponto critico para my(X) se, e

somente se, € minima ou um slice {r} x 3.

Demonstragao. Usando a férmula da primeira variagdo da massa Hawking (veja Pro-

posigao [43| no apéndice), temos

Area(X)1/?
__Areal) T [ ouAm
t=0 (167)3/2 [/2 ¢AHdo

- /E (2}(2 + 8397“(2)@_)1) + 2A7“(ja(2) /EHQda — [IhZ|2 + (RM — A))Hgbda}
2Area(X)'/?
— (16m)3/2

0= amy (t)

/ (AH + O(%) H)édo.

Uma vez que H > 0. O Principio do Méaximo garante que ou H = 0 ou H > 0.

Se ¥ nao é minima temos
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1
=AH +Q(X) =0. (33)

Integrando sobre ¥ na igualdade acima, obtemos

[ owir - - [ IV,

O Teorema de Gauss-Bonnet e o fato de que RM > A e ||h*|* > %H 2 implicam
que [ Q(X)do > 0. Portanto, [, Q(X)do = 0 e H é constante. A partir de (33),
deduzimos que Q(X) = 0. Consequentemente, obtemos que ¥ é umbilica, R = A em ¥

e Ky = _%, provando o teorema O

Ainda nesse contexto é relevante questionar quem sao os maximos locais para

drx (%)
A Y

a férmula da segunda variagdo da massa de Hawking (veja Proposicao [5.2) se resume a

a massa de Hawking. Para o caso em que ¥ é minimizante de area com Area(X) =

d? 2Area(X)z
- ¢ =27 | (Ap)*do.
dt2mH( ) -0 (167‘()% /E( 90) o
Assim Y é maximo global para a massa de Hawking. No caso da variedade deSitter-

Schwarzschild R x S?, veja Teorema 1.4 em Mdximo e Nunes| (2013).

4.3 Massa de Hawking e Rigidez de superficies minimas

Antes de continuar, relembremos que uma superficie ¥ é estritamente estdvel se o primeiro
autovalor do operador de Jacobi £, que denotaremos por A;, é positivo.

O ponto de partida é, mais uma vez, oferecer uma expressao envolvendo a area
para se concluir um teorema de decomposi¢ao infinitesimal.
Proposicao 4.1. Seja M? uma variedade Riemanniana com curvatura escalar RM > A.
Se ¥ C M3 € uma superficie minima compacta com dois lados estritamente estdvel tal

que maximiza a massa de Hawking, entao
1
(A1 + §A)Area(2) =2mx (%)

Além disso , ao longo de ¥ temos h* = 0, RM = A, Ric(N,N) = —\; e a curvatura
An(g(2)-1)

gaussiana Ky, = — Arca(s)

Demonstracao. Em nosso caso a formula da segunda variacao da massa de Hawking se
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reduz a
d? my (X) 2 by
— ) = —/——=— — (Ric(N, N h*=||1*))p?d
2l ) = S| [l = (Ricly, ) + [22) o
2Area(X)"/? 9 2 Area )12
_ W/E(ﬁgo) do — AT 3/2 /ku do
2 Area(X)V/? : Sios o
“N——FF— N, N h do.
+ A [[(RieN.N) + 1 P
Reorganizando os termos, obtemos
Tl ) = - - (87X ()~ Zaar a(E))/ Liod
d?li=o — 2(16m)32Area(X)1/2 : 3 ‘ 290 g

Area(X)1/? 5 2 Area(X)V/?
22— + - A——F— .
(16)3/2 /E(ﬁ o) do 4 A Gy /E pLpd

Como ¥ é maximo local para a massa de Hawking, temos

(Ar X (X) — AAT@@(Z))/EgoEgadcr > —2Area(2)/(£gp)2da.

%

No entanto, como > é estritamente estavel
(M + %A)Area(E) > 2mx(2), (34)
Por outro lado, a estabilidade estrita de > garante que
M /E Sdo + /Z (Ric(N, N) + [h%[[2)p*dor < /E IV|2do, (35)

para qualquer funcao suave p em X .

Escolhendo ¢ = 1 derivamos
MArea(X) + /E (Ric(N, N) + ||h*||*)do < 0. (36)
Agora, combinando @ e obtemos
MArea(X) + % /2(RM + [|R*||P)do < /EKgda. (37)
Usando que R > A e a férmula de Gauss-Bonnet nesta ultima desigualdade,

concluimos

AMArea(X) + %AATGG(E) < 2mx(%), (38)

terminando a prova da proposicao. 0
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O seguinte resultado advém da Proposicao [3.3| e acarreta na ja conhecida
construcao de uma folheacao CMC.
Proposicao 4.2. Seja M? uma variedade Riemanniana com curvatura escalar R > A.

Se ¥ «— M? é uma superficie estdvel compacta mergulhada minima satisfazendo
1
(A1 + §A)Area(§]) = 2mx (%),
entao existe € > 0 e uma fungdo suave pi: (—e,€) X ¥ — R tal que
5y = {exp, ((u(t, z) + t)N(2));x € X}

¢ uma famdlia de superficies compactas CMC. Além disso, temos que pu(0,z) = 0, %(0, x) =
0 e [u(t,-)do =0 para cada x € ¥ et € (¢,¢).

Observagao 4.1. Recentemente, Ambrozio (2014a) postou um artigo no Arziv onde cons-
truiv uma folheacao {X;}ico,00) de uma variedade (M, g) por esferas CMC' fracamente
estaveis comencando em OM = X, onde os slices Xy que eram pontos criticos da massa
de Hawking satisfaziam a condi¢io II do Teorema[{.1]

Utilizaremos a mesma notacao que na Secao , isto é, Ny(x) é o campo normal
unitario em Y; com Ny(z) = N(z) para todo x € ¥ e do; denota o elemento de drea de
> na métrica induzida.

O préximo lema corresponde ao Teorema 3.2 de Huisken e Polden| (1999)) ou o
Lema para o caso que X tem fronteira vazia.

Lema 4.1. A funcao ((z) satisfaz H'(t) = L(t)¢.

Da Proposigao [4.2] é facil ver que ¢5 = 1. Portanto, da Proposicao [4.1| e do

Lema , deduzimos que para t € (—¢,¢), existe uma folheacdo CMC ¥; C M em uma

vizinhanca > = ¥y de modo que

4
dt

Reduzindo €, se necessario , podemos concluir que

H(t) = —)\ < 0. (39)

t=0

H(t) <0 parate(0,¢)
H(t) >0 parate (—e,0),

em outras palavras, H é uma funcao decrescente em ¢t.
Ora, do Lema obtemos as seguintes igualdades

H (1) Area(Sy) = /E (Ric(Ny, Ny + |2 udor, (40)
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Ve

2
P Et

dO't, (41)

1
H (1) / Tdo, = / (Ric(Ny, M) + |5 ?)dor +
Et t Zt

onde esta ultima decorre do Teorema da Divergeéncia.

Multiplicando por —¢; e somando com (40)), obtemos a seguinte expressao

Ve

2
P gt

/ (RiC(Nt,Nt) + ||h2t||2)€td0't = gt/ (RiC(Nt,Nt) + HhEtHQ +£_t
Zt Et

dO't

+ (1) (Area(S) - T, / ldat).

s b

Agora, basta notar que pela desigualdade de Holder que

0(t,x) == Area(%,) — {, %dat

w G

¢ nao-positiva, onde

— 1
by = —— lidoy.
! Area(%y) /Et Lo

Como consequéncia desse calculo, o seguinte resultado garantird a monoto-
nicidade da massa Hawking ao longo da folheacao ;. O interessante é que o préximo
lema pode ser usado para substituir o Lema 5.2 devido a Maximo e Nunes (2013), ja que
independe do sinal do infimo da curvatura escalar da variedade ambiente.

Lema 4.2.

/(Rz’c(Nt,Nt)JrHhZfHQ)Etdat = Z/ (Ric(Ng, N,) + [|h>||*)do,
¢

P
V4]

+H'(t)0(t,x) + €, 2
Zt gt

dat )

onde 0(t,x) € uma fungdo nao-positiva e {E;}ie(—e) € dada como na Proposigdo
Prova do Teorema C. Desde que ¥ é infinitesimalmente decomponivel pela Proposicao
.1} o operador de Jacobi é reescrito como £ = A — Ay, da Proposigao [£.2] obtemos uma
folheacao {¥;}ie(—c.) CMC em torno de ¥ = 3.

Aplicando o Lema 4.2 na formula da primeira variagdo da massa de Hawking,
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temos

d  Area($)'? 3

R 2
Zm(t) = Wﬂ(t)[%xatm—sz (1) /E o

+ / gtdat —|—/ (RiC(Nt, Nt) + thtHQ)gtdO't]
P P

Area(¥,)? _ 3,
_Wﬂ(t) [QWX(Et)Et -1 () /zt (ido,
! / gtd"t”_t/ (Ric(Ny, No) + [[h™|*)dor
Et Et
— \VAI
v H@oen+ 0 [ 0],
3t gt

Em seguida, usamos a expressao @ para obtermos que

d _ Area(%y)V? 0 M w2 HA()
%mﬂ(ﬂ = —WH(t)b/Et(R —A)+<Hh | _T)dat
— \AIE
- B 5 [ ] g;” doy).
3t t

Reduzindo ¢ se necessério, ainda temos (;(z) > 0 para cada z € ¥, e t €
(—e,€). Assim £my(t) > 0 para t € [0,€) e Smy(t) < 0 para todo ¢ € (—¢,0]. Dal,
obtemos

my(t) > my(X)

para t € (—¢,¢). Entretanto, tendo em conta que ¥ é localmente um maximo para a
massa de Hawking, concluimos que my(X) > my(t). Portanto, a igualdade ocorre e
%mH(Zt) = 0, implicando que cada ¥; é ponto critico para a massa de Hawking. i.e, cada
¥, ¢ umbilica e RM = A ao longo de ;.

Como consequéncia,

VGl _
. B

H' ()0(z,t) + 0

para t € (—¢,¢). Desde que
H'()0(x,t) > 0,

¢, é constante.

De acordo com [Huisken e Polden|(1999), a métrica induzida em ¥, evolui como

0
a(gi]’)t = —%t(hizj)t,

onde gs, = (gij): ¢ a métrica induzida em ¥; e ¢; é constante assim como na prova do
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Teorema [l Ademais, como ¥, é umbilica e H(t) é constante, obtemos

0
s, = —2H(t
atgzt ( )gzz

para todo t € (—¢,¢).

No primeiro item, chegamos a equacao gs, = uq(t)?gs2 para todo t € (—¢,¢),
onde u,(t) = ae” JoH@) s o g2 = A%:T(Z). Entao segue da unicidade de solucoes para a
EDO correspondente que M é isométrica a um pedaco do anti-de Sitter-Schwarzschild
com massa positiva. Concluimos, entao, que a métrica induzida em (—¢,e) x 3 é dada

como dt? + u,(t)2gs2. E absolutamente anslogo para o item i) e iii), onde no item ii),

Ua(t) = ae~Jo H&s com o2 = Zﬁ&% e no item iii) u,(t) = ae” Jo H)ds com 2 = —ATZ‘;@)
(Aqui usamos o fato que Area(X) = 4r). O

4.4 Observacoes pertinentes

Finalizaremos este capitulo apresentando alguns comentarios sobre extensoes tteis dos
conceitos e resultados aqui apresentados. Antes, enunciaremos o resultado de Nunes
sobre rigidez de superficies hiperbdlicas variedades tridimensionais.

Teorema 4.2 (Nunes-2011). Seja M3 uma variedade Riemanniana com RM > —2. Se
Y € uma superficie Riemanniana mergulhada compacta com dois lados e genus g(3) > 2

que € localmente minimizante de drea, entao
Area(X) > 4n(g(X) — 1).

Valendo a igualdade, entio Y tem uma vizinhanga que € isométrica a ((—e, ) x %, dt?+g),
onde g € a métrica induzida em > com curvatura gaussiana constante igual a —1.

Seja (i, 9§> uma superficie compacta de genus g(X) > 1 e curvatura gaussiana
constante —1 tal que (R x %, dr? + u*(r)gs) tem curvatura escalar igual a —2 e u é uma

funcao real positiva que satisfaz

Seja a seguinte familia a um-parametro de métricas
Go = dr® + uq(r)?gs, (42)

onde u,(0) =a > 1eu,(0) =0.
A métrica {g,}4>1 converge para uma métrica produto quando a — 1. Assim,
o resultado de rigidez acima pode ser deduzido para uma superficie estavel que localmente

maximiza a massa de Hawking. Reescalando a métrica para que A = —2 no item (ii),
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Y. teria curvatura gaussiana igual a —a% para a > 1 e uma vizinhanca de ¥ em M é
isométrica a ((—e,¢) % i,ga) para algum ¢ > 0. Este é precisamente o caso hiperbdlico
do Teorema 1.4 em Maximo e Nunes) (2013).

Nao podemos nos furtar de comentar que um resultado de decomposicao para
variedades de dimensdao 3 com curvatura escalar nao-negativa M contendo um toro T?
orientdvel estritamente estavel maximizante da massa de Hawking nao existe (o que seria
em analogia ao caso de |Cai e Galloway| (2000))), ja que tais superficies ndo existem em

uma variedade tridimensional com R™ > 0.
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5 FORMULAS DE VARIACAO PARA A MASSA DE HAWKING

E crucial para o desenvolvimento deste trabalho determinar como a Massa de
Hawking evolui perante uma variacao normal. Apresentamos aqui o célculo da primeira
e da segunda férmulas de variacao para a massa de Hawking.

Seja t — Y4, |t| < e, uma variagdo normal de ¥ = ¥, com campo vetorial
variacional gt = pN, onde p € C*(X).

Proposicao 5 1 (Férmula da primeira varia¢ado da massa de Hawking).

—2Area(X)/? rea(3)Y/?
malt) = 21(416?)52) /E @AHda—% /Z (™~ ) (43)

~ (o M) gy [, ot 1) o

d

dt

Demonstra¢ao. Evoluindo o funcional massa de Hawking mediante uma variagao normal
de X, obtemos

%mﬂ(t) _ %(SWX(Z)— /E (HQ(t)ntgA)dat)% / jt(dat)

t

—Aﬁggﬁim ( /E t 2H (t)H'(t)do, + /

i (B2(0) + 20) (o),

O resultado segue aplicando acima em t = 0. O]

Lema 5.1. Sejam w a 1-forma em ¥ dada por w(X) = Ric(X,N) e Y(x) = %(0,(5).

Vale as sequintes afirmagoes:

1. LKy, » —(h*,V%p) + HAp + 2w(V) + divs(divsw) + HKxp;
2. (iAzt _O)so = 2p(h*, V2¢) + 21" (Vp, Vo) — H||[Vo|? + o(VH, V) — 20w(V);
3. dtthtH?‘ = 2N V20) + 2R hBi + 2R ;

4. L'(0)p = 4g0<hE V20) + 2Rinn;hiip® + 207 hi b b, — dpw (V) — p*divs (divsw) —
HKW +207(Vp, Vo) — H||Vo||* + (VH, Vo) + @*HRic(N, N) + ¢*H||h>|]?;
5 & (dat)‘ = [~pLp + H2G? + divs (VyY))]do.

Demonstracao. O primeiro item é consequéncia da evolugao da curvatura escalar, en-

quanto os demais itens podem ser encontrados em Lamm, Metzger e Schulze| (2011). O

Nosso objetivo agora é provar a formula da segunda variacao da massa de

Hawking. Para tanto, fixemos algumas notacoes. Faga

S, = Ric(Ny, N;) + ||n*™]?
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U, = 87X(%,) — /E (H?(t) + §A>dat,

onde Sy e Uy serao denotados por S e U, respectivamente.

Agora, estamos em posicao de anunciar a segunda féormula de variagao para o
funcional massa de Hawking.
Proposicao 5.2 (Férmula da segunda variacao da massa de Hawking). Seja ¥ C M um

ponto critico para a massa de Hawking, entao vale:

d2 3 mH(Z) 2 1 mH 9
@‘tzoma(t) = ———(/E@def) + S / IVeol[*do

4 Area(%)? 2 Area(X
- %%S(ZZ)) /Et<RiC<N7 N) +[|p7|]* — H?)@?do
_ %/E <H2+§A>|V¢|2da+%/}[2wL¢da
%/ﬁ (H2 + gA) (Ric(N,N) + ||hZ|]2 — H?)p2do
-2t [ v % [weran

Da prova da Proposicao 5.1} obtemos na nova terminologia envolvendo S; e Uy

que
d 1 Area(x,) V2 d Area(X,)'/? /
%m’;{@) = §W/ Ut di (d t) — W( . 2H(t)(A(,0t + StQOt)dUt

_ /E | (12(t) + §A) CZ(d@))

Defina as seguintes funcoes:

rea 1/2
Fio yhmsg (o dat)>Ut,
.FQ = Area—w fE 2H At(,OtdO't,

(167)3/2
rea(2t 1/ + .
d F3 - A 1671'23/2 fz 2K2t + H2(t) + ||h2 ||2)90L‘H(t)do-t;
rea(2¢ 1/2
® .F4 = A 1671'23/2 fE ( A> (dO't)

A ﬁm de deduzir a prova da formula da segunda variacao precisamos de lemas

auxiliares envolvendo tais fungoes.
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Lema 5.2.
d 1 Area(X)~3/2 2
ad = -2 Hd
at” Mo 1 (16m)32 U(/E@ ")
1 Area(X) /2 9 9 9 o ,
et - H d Y))d
G (196l = S+ 1 4 divs (9 ¥))do
1 Area(X) /2
e Hd 2HAp + 2SHp)d
R EE </290 ‘7[/2( »+25Hp)do

- /Z(H2+§A>(¢H)da]>.

Demonstracao. Tomando a derivada de F7, obtemos a seguinte expressao:

d 1 Area(%,)3/? d / d

CF o DA L L d

i’ 4 (16m)3/2 Ui /Et a7 5, a4
1 Area(%;)~1/?

2 (1672 /E %(dat)[ /E —(2H (1) Avpr + 28, H () p,)do,

[ (0 2 o] + 3 E S [ )

Agora é suficiente aplicar em t = 0 sobre a luz do Lema [5.1] para terminar a prova.

O
Lema 5.3.
d Area(X)~1/? )
— = —— Hd HApdo — | (2(A 20SAp)d
772 {16m)77 (/Eso cf/Z pdo /E((so)+90 p)do
+ / 2H (2¢(h™, V?p) + 2h*(Vip, Vi) — H(Vp, V) + ¢(VH, V)
)
d
— 2<pw(Vg0))dcr+/2H—(Ag0t) da—/QHQ(Ago)godcr)
N dt t=0 )
Demonstracao. Argumentando como antes em JF5 obtemos
d _ Area(%y) V2 d Area(¥,)/? ,
%]:2 = —W /Et Edo—t ., H(t)Avpi(doy) — W</Et 2H,Avprdor

+ /zt 2H(t)%(At90t)d0t+/ QH(t)At‘zOt%(dUt))'

3¢

Agora aplique em t = 0 e usando mais uma vez o Lema {4.1| segue a prova do lema.
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Lema 5.4.
d 1 Area(X) /2 Area(¥X)/? d
2 o Aredls) T oyde [ 2SpHde — e T
a3 2 (167m)3/2 /E( 4 )U/E SpHdo = =6y [/Z o

— 2(—(h*, V) + HAp + 2w(Vp) + divs(divsw)p + HKx)
+ 2H(Ap + S9) + (2R%, V30) + 2RixnshEp + 2hEhER% ) | Hdo,

Area(X;)'/? 5 o Area(X)? 5 o

Area(X)Y/? d
S [ od
>

(167)3/2 dt dor

t=0

Demonstracao. Como acima, derivando JF3, obtemos

d 1 Area(%,) "1/ d
—Fs = e | 2S5 H (t)d
dtf3 2 (167r)3/2 /Et dt( Ut) /Et StSOt () O¢
Area(X;)"/? d d d\ 5o
T (16m)32 [ . B 25 K+ 2H()(Avpr + Supr) + 2 [[B7]] ]gotH(t)dat
Area(X;)1/? Area(3,)"/? d
N (1671')3/2 /Et 2St<At()0t + StSDt)SOtht — W /X;t QStH(t)80t£<dO't)
Area(X;)"/?

d
v | 28 g,

Assim fazendo t = 0, segue do Lema [5.1] o que desejamos.

m
Finalmente apresentamos nosso ultimo lema.
Lema 5.5.
d Area(X)1/? N
—F. = —————— [ 2H*0Ap +2SH?*¢*)d
dat” o (167)3/2 /E( P+ 25 )do
Area(X)'/?

2 .
— W/E <H2+§A>(||V§0“2 —S@2+H2S02+dZUE<VYY))dU

1 Area(X)~1/2 , 2
] [ o o]

Demonstracdao. Seguindo os mesmos passos, derivamos JF, para obter
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d _ Area(3y)'? d
SR - ey /Z t(QH(t)At(pt+QStH(t)§0t>d_t(dUt)

Procedendo exatamente como no lema anterior, completamos a prova do Lema
b.Al O

Prova da Proposi¢do[5.4 Combinando os quatro lemas anteriores, temos

d* 1 my(X) 2 Area(X)'/? )
§7) t)= =77 Hd = [ (2H20Ap + 4SH?0?)d
dt? t:OmH( ) 4 Area(X)? (/290 U) + (167)3/2 /E( pAp +45H"p")do

%%(/ngda[/(ZHAgvaQSH@— <H2+§A>(¢H)da}>

1A ~1/2 A 1/2
+ rea(> 3/2 /@Hda/QHAgpd E’ea()3)/2 /QHQQOA(de

Area(X 1/2
_ W /(2(A30)2 +4SpAp + 252802)da
>
1 Area —-1/2 s Areas 1/2
e 25pHd HL'(0)ed
(16m) 3/2 /90 0'/ SoHdo — (167T / O)odo
1 Area(
Area(2)1/2
) W/z <H2 " §A> (IVell* = Sp* + H*p?)do

1 Area(X)~1/2 , 2
- e /E pHdo| /E (# +§A>¢Hda].

Desde que ¥ é um ponto critico para a massa de Hawking, vale a seguinte
identidade

/ 20HAp + SHyp) — <H2 + 2A)(cpH)dcr = —lATGG(Z)_l / pHdo.
> 3 2 >



Portanto, deduzimos

& A2 = _§“"”H_(Z)(/ZsoHda>2+1 mae(> / IVel|*do

" t=0 4 Area(3)? 2 Area(X

)1/2
— lmq{—(Z)/ (S — H?)p*do — %/(Lgp)%go
p P

2 Area(X) (167)3/2

Area(X)Y? 4A7"ea

2
- /=) H? + ZA 24 sinknlitond S/ S
(167)3/2 /E( T3 >“v‘/’” 7 e

Area(X)/? 5 2 o\ 9
+ W/E(H +—A>(S—H)g0d0’
2Ar6a 1/2

provando assim a proposicao.

51
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6 CONCLUSAO

Obtemos éxito quanto ao estudo de rigidez de certas hipersuperficies minimas
com bordo livre de dimensao no minimo 3 e de superficies minimas assumindo a hipdtese
sobre a local maximalidade da massa de Hawking.

Vale a pena ressaltar que nao globalizamos o resultado de rigidez do Teorema
A, assim como feito em [Bray, Brendle e Neves| (2010) e |[Nunes| (2013). O problema de
se encontrar um minimizante global de volume na classe de homotopia de uma hipersu-
perficie ¢ um problema muito delicado mesmo quando o ambiente tem dimensao trés e a
hipersuperficies é compacta. Na literatura, pode-se encontrar o problema formulado na
classe de isotopia (uma clara restrigao, ja que as isotopias provém de familias de difeo-
morfismos do ambiente). Mesmo assim, a minimizagao de area gera alguma degeneragao
a nao ser que se permita supor algumas hipoteses topoldgicas como incompressibilidade
da superficie inicial e que o ambiente nao contenha nenhuma superficie com 1-lado. Além
do mais, em dimensao mais alta, nao ha teoremas globais de existéncia de minimizantes
de volume com bordo livre de um determinado tipo topoldgico além do caso dos discos
(Meeks e Yau| (1980)) para dimensao igual a 2.

A nossa técnica ndo permite estudar todos os casos de sinais de inf RM e
inf HoM | serd que hé uma razao mais profunda para isso? Para exemplificar, analisando
o caso onde M é uma variedade Riemanniana com curvatura escalar nao negativa tal que
inf H?M < 0 e 0%1(3,0%) < 0, nossa técnica obrigaria a consider a hipdtese de que as
componentes de 9% sejam localmente maximo para a area. Serd que ela nunca é verificada
ou existiria algum contra-exemplo elucidativo.

No Capitulo |4, nosso principal dificuldade foi tentar analisar como o método
de Maximo e Nunes poderia ser adaptado para uma maior classe de variedade, dado que
a técnica deles mostrou-se restritiva para o uso em um contexto hiperbdlico.

Nosso objetivo com relacao ao trabalho foi alcancado, uma vez que nossos
resultados estenderam de maneira satisfatéria, parte da literatura existente sobre a ri-
gidez de hipersuperficies minimas onde o ambiente apresenta a fraquissima hipdtese na

curvatura escalar.
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