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RESUMO

Nesta tese, provamos estimativas para o volume e área do bordo de hipersuperf́ıcies

estáveis Σn−1 com invariante de Yamabe não positivo satisfazendo à condição de bordo

livre em uma variedade Riemanniana de dimensão n com limitação na curvatura escalar e

curvatura média do bordo. Supondo ainda que Σ é localmente minimizante de volume em

uma variedade M com curvatura escalar limitada inferiormente por uma constante não

positiva, conclúımos que localmente M divide-se ao longo Σ como (−ε, ε)×Σ, para algum

ε > 0. No caso em que Σ localmente minimiza um funcional adequado inspirado pelo tra-

balho de Yau (2001), uma vizinhança de Σ em M é isométrica a ((−ε, ε)×Σ, dt2 + e2tg),

onde g é Ricci plana. Na segunda parte, estudamos outro fenômeno de rigidez pela

curvartura escalar adaptando a técnica desenvolvida por Máximo e Nunes (2013) para

mostrar um resultado local de rigidez para uma variedade Riemanniana tridimensional

M3 cuja curvatura escalar é limitada inferiormente por um constante negativa. Provamos

o seguinte resultado: Seja Σ2 ⊂ M3 uma superf́ıcie mı́nima estritamente estável que lo-

calmente maximiza a massa Hawking em M . Então M perto de Σ é um pedaço de um

dos espaços de Kottler.

Palavras-chave: Curvatura escalar. Estabilidade. Invariante de Yamabe. Hipersu-

perf́ıcies com bordo livre. Rigidez. Folheações CMC.



ABSTRACT

In this thesis, we prove estimates for the volume and boundary area of stable hypersurfa-

ces Σn−1 with nonpositive Yamabe invariant satisfying the free boundary condition in a

Riemannian manifold Mn with bounds for the scalar curvature and the mean curvature

of the boundary. Assuming further that Σ is locally volume-minimizing in a manifold M

with scalar curvature bounded below by a nonpositive constant, we conclude that locally

M splits along Σ as −(ε, ε) × Σ, for some ε > 0. In the case that Σ locally minimizes

a certain functional inspired by the work of Yau (2001), a neighborhood of Σ in M is

isometric to ((−ε, ε) × Σ, dt2 + e2tg), where g is Ricci flat. In the second part, we study

other scalar curvature rigidity phenomena adapting a technique developed by Máximo e

Nunes (2013) to show a local rigidity result for three-dimensional Riemannian manifold

M3 whose scalar curvature is bounded from below by a negative constant. We prove the

following result: Let Σ2 ⊂ M3 be a stable minimal surface which locally maximizes the

Hawking mass on M . Then M near Σ is a piece of one the Kottler space.

Keywords: Scalar curvature. Stability. Yamabe invariant. Free boundary hypersurfaces.

Rigidity. CMC foliations.
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1 INTRODUÇÃO

Recentemente, resultados de rigidez envolvendo a curvatura escalar têm sido

largamente estudado uma vez que tais problemas são motivados pela teoria de relativi-

dade geral e tem conexões profundas com a teoria de superf́ıcies mı́nimas. Em dimensão

três, por exemplo, diversos tipos de teoremas de rigidez foram estabelecidos supondo a

existência de superf́ıcies minimizante de área de algum tipo em variedades tridimensionais.

Um resultado devido a Schoen e Yau (1979a) garante que qualquer superf́ıcie

que minimize área em uma variedade Riemanniana de dimensão três com curvatura es-

calar positiva é homeomorfa a S2 ou RP2. O que motivou o estudo da rigidez de planos

projetivos minimizantes de área em Bray et al. (2010) e de esferas minimizantes de área

em Bray, Brendle e Neves (2010). No mesmo contexto, Cai e Galloway (2000) provaram

que uma três-variedade com curvatura escalar não-negativa é plana em uma vizinhança de

um dois-toro mergulhado com dois lados minimizante de área. Para o caso de superf́ıcies

com genus g(Σ) > 1, Nunes (2013) obteve um interessante resultado de rigidez para su-

perf́ıcies mı́nimas hiperbólicas em três-variedades com curvatura escalar limitada por uma

constante negativa. Não podemos nos furtar de comentar o ponto de vista unificado com

provas alternativas para alguns dos casos apresentados acima considerados por Micallef

e Moraru (2011). O leitor interessado numa boa referência e mais detalhes sobre estes e

outros resultados de rigidez, indicamos a consulta de Brendle (2010).

Cai (2002) mostrou uma decomposição local de uma variedade n-dimensional,

n ≥ 4, com curvatura escalar não-negativa contendo uma hipersuperf́ıcie minimizante de

volume que não admite uma métrica de curvatura escalar positiva. Ainda nesta direção,

Moraru (2013) provou uma extensão natural do resultado de rigidez provado por Nunes

(2013).

No Caṕıtulo 3 vamos estudar a rigidez de hipersuperf́ıcies com bordo e diremos

que uma variedade M tem bordo m’edio convexo se ∂M tem curvatura média não negativa

em quase todo ponto. Salientamos que a geometria do bordo, tal como sua convexidade, e

a limitação na curvatura escalar no interior da variedade podem influenciar decisivamente

na geometria da variedade ambiente por meio da segunda variação de área.Evidenciando

tal conexão, muito recentemente, Ambrózio (2014b) apresentou o seguinte resultado.

Teorema 1.1 (Ambrózio-2014). Seja M uma variedade Riemanniana tridimensional com

bordo médio convexo ∂M e curvatura escalar RM limitada inferiormente. Se Σ ⊂ M é

uma superf́ıcie com bordo livre propriamente mergulhada, com dois lados, minimizante de

área, então
1

2
inf RMArea(Σ) + inf H∂ML(∂Σ) ≤ 2πχ(Σ),

onde Area(Σ) e L(∂Σ) denotam, respectivamente, a área e o comprimento do bordo de Σ

na métrica induzida e H∂M denota a curvatura média de ∂M .
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Assuma que vale a igualdade e que alguma das seguintes hipóteses abaixo ocor-

rem.

i) Cada componente de ∂Σ é localmente minimizante de comprimento em ∂M ou ;

ii) inf H∂M = 0.

Então existe uma vizinhança de Σ em M que é isométrica a ((−ε, ε)× Σ, dt2 + g), onde

(Σ, g) tem curvatura gaussiana constante igual a 1
2

inf RM e ∂Σ tem curvatura geodésica

constante igual a infM H∂M em Σ.

Além disso, quando a curvartura escalar é limitada por uma constante negativa,

Ambrózio apresentou um resultado de rigidez para soluções do problema de Plateau em

certas curvas homotopicamente não-triviais com bordo minimizante de comprimento em

M .

Antes de enunciarmos o primeiro resultado de nossa tese, denotaremos por

σ1,0(Σ, ∂Σ) e σ0,1(Σ, ∂Σ) os invariantes de Yamabe para variedades com bordo (veja

Caṕıtulo 2 para definição).

Teorema A. Seja Mn uma variedade Riemanniana (n ≥ 4) com bordo médio convexo

∂M tal que a curvatura escalar RM é limitada inferiormente. Seja Σn−1 uma hipersu-

perf́ıcie com bordo livre compacta, com dois lados, propriamente mergulhada que local-

mente minimiza o volume.

I) Se inf RM < 0 e σ1,0(Σ, ∂Σ) < 0, então

vol(Σ) ≥
(σ1,0(Σ, ∂Σ)

inf RM

)n−1
2
. (1)

Admita ainda que se a igualdade vale, então uma vizinhança de Σ é isométrica ao

produto (−ε, ε) × Σ para algum ε > 0, com a métrica dt2 + g, onde g é a métrica

induzida em Σ que é Einstein e tem curvatura escalar negativa (de fato, igual a

inf RM) e ∂Σ é uma superf́ıcie mı́nima com respeito a métrica induzida.

II) Se RM > 0 e σ1,0(Σ, ∂Σ) 6 0, então em uma vizinhança de Σ é isométrica a métrica

produto dt2 + g em (−ε, ε) × Σ para algum ε > 0, onde g é a métrica induzida em

Σ que é Ricci-plana e ∂Σ é uma hipersuperf́ıcie mı́nima com respeito a métrica

induzida.

Convém descrever sucintamente as etapas da prova do teorema enunciado

acima que consiste na construção de uma famı́lia a um-parâmetro de hipersuperf́ıces com

curvatura média constante e bordo livre propriamente mergulhadas, o que junto com a

existência da solução do problema Yamabe para variedades compactas com bordo, implica

que cada hipersuperf́ıce nesta tal folheção tem o mesmo volume (Para esta comparação de

volume, adaptamos a técnica desenvolvida por Moraru (2013)). A partir disso, estaremos

aptos a exibir uma isometria de (−ε, ε)× Σ em uma vizinhança de Σ para algum ε > 0.

Nosso próximo resultado de rigidez dá uma contribuição a teoria provando

extensões apropriadas do seguinte resultado devido a Yau (2001).



12

Teorema 1.2 (Yau). Seja M uma variedade Riemanniana tridimensional com curvatura

escalar RM ≥ −3
2
c2 e uma das componentes de ∂M é uma superf́ıcie orientável incom-

presśıvel 1 com caracteristica de Euler não-positiva e curvatura média maior igual a c.

Assuma que para qualquer bola B em M , Area(∂B) ≥ V ol(B). Então M é isométrica ao

produto torçido de um toro flat com a reta real.

Seja f : Σ → M um mergulho e considere uma variação normal suave de Σ

dada pelas aplicações f̃(t, ·) : Σ → M , ε > 0, tal que f̃(t, ∂Σ) é mergulhada para todo

t ∈ (−ε, ε), f̃(t, ∂Σ) está contido em ∂M e f̃(0, ·) = f. Para cada f associamos a uma

função V : (−ε, ε)→ R definida por

V(t) =

∫
[0,t]×Σ

f̃∗dη, (2)

onde dη é o elemento de volume canônico em M . A função V mede o volume2 entre f(0, ·)
e f(t, ·). Nosso próximo resultado é o seguinte.

Teorema B. Seja M uma variedade Riemanniana n-dimensional com curvatura escalar

RM ≥ −n(n − 1) e bordo médio convexo. Assuma que M contém uma hipersuperf́ıcie Σ

com bordo livre, propriamente mergulhada, compacta, com dois lados tal que σ1,0(Σ, ∂Σ) ≤
0. Se Σ localmente minimiza o funcional vol(Σ)−(n−1)V(0), então Σ tem uma vizinhança

em M a qual é isométrica a (−ε, ε) × Σ, com a métrica torçida dt2 + e−2tg que é Ricci-

plana, onde g é a métrica induzida em Σ e ∂Σ é mı́nima com respeito a métrica induzida.

A teoria de superf́ıcies mı́nimas pode ser utilizada para constriur indutivamente

uma longa classe de variedades compactas que não podem ser munidas de métricas de

curvartura escalar positiva a partir do estudo de sas obstruções topoógicas. Este tipo

argumento foi usado para resolver um problema precursor ao tão conhecido Teorema da

Massa Positiva em relatividade geral. Antes de enunciá-lo precisamos definir o seguinte:

uma variedade Riemanniana (N, g) de dimensão 3 é assintoticamente plana (AP) se existe

um compacto Ω ⊂ N tal que N rΩ é difeomorfa a RnrB1(0), onde a métrica g satisfaz

certas condições de decaimento:

‖gij(x)− δij‖ 6 C‖x‖−1,

‖∂kgij(x)‖ 6 C‖x‖−2,

‖∂k∂lgij(x)‖ 6 C‖x‖−3,

onde C é uma constante positiva. Ademais, exigimos que
∫
N
‖RN‖dV < +∞. É impor-

1Uma superf́ıcie Σ é incompresśıvel em uma três-variedades M se i∗ : π1(Σ)→ π1(M) é injetiva.
2Pelo Teorema de Stokes:

V(t) =

∫
[0,t]×Σ

f̃∗dη =

∫
[0,t]×Σ

d̃f∗(η) =

∫
Σ

f̃(t, ·)∗(η)−
∫

Σ

f∗(η).
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tante ressaltar que variedades AP são de grande interesse em problemas de relatividade

geral.

A massa ADM, denotada por mADM , de uma variedade tridimensional assin-

toticamente plana, conceito estabelecido por Arnowitt, Deser e Misner (1961), é dada

por

mADM =
1

16π
lim

r→+∞

∫
Sr

∑
ij

(∂jgij(x)νi − ∂igjjνi)dσr,

onde Sr é a esfera coordenada de raio r, ν é a normal unitária de Sr e dσr é o elemento de

volume induzido pela métrica euclidiana. Uma observação a se fazer é que o limite existe

e a quantidade mADM independe da escolha de coordenadas admisśıveis (veja em Bartnik

(1986)).

O Teorema de Massa Positiva cujo enunciado afirma que uma variedade AP

de dimensão n 6 7 com curvatura escalar não-negativa tem massa ADM não negativa

e, a menos de N ser isométrica ao espaço euclidiano Rn, mADM é estritamente positiva.

Tal importante resultado fora provado por Schoen e Yau (1979b) para 3 ≤ n ≤ 7 usando

técnicas de superf́ıcies mı́nimas e mais tarde por Witten (1981) para dimensão qualquer

usando spinors e equações de Dirac.

O comportamento da métrica coloca restrições para a geometria do interior, o

Teorema da Massa Positiva implica, por exemplo, no seguinte resultado de rigidez.

Teorema 1.3 (Miao-(2002)). Seja (Σn, g) ⊂ Rn a variedade com bordo não-vazio com

curvatura escalar não-negativa tal que ∂Σ é isométrico a Sn−1 e tem curvatura média limi-

tada inferiormente por n− 1. Então g é isométrica a métrica da bola unitária euclidiana.

Observação 1.1. Em relação a deformalididade (ou flexibilidade), temos, por exemplo,

o impressionante contra-exemplo dado à conjectura de Min-Oo, que fazendo analogia ao

Teorema da Massa Positiva, pressupunha que uma variedade Riemanniana com curvatura

escalar RM > n(n − 1) e bordo isométrico a Sn−1 teria que ser isométrico ao hemisfério

Sn−1
+ com a métrica usual. Tal contra-exemplo fora dado por Brendle, Marques e Neves

(2011). Sabe-se que esta afirmação de rigidez é verificada apenas para n = 2, em To-

ponogov (1959), e certos casos especiais. Vale ainda citar o resultado de Cruz, Lima e

Montenegro (2014), fortemente relacionado ao de Brendle et al., onde deformações do

espaço de Sitter-Schwarzschild de dimensão n > 3 foram exibidas.

Outro interessante resultado de rigidez fora obtido por Máximo e Nunes (2013),

utilizando da suposição da local maximalidade da massa de Hawking de uma surperf́ıcie

Σ ⊂ M3, que denotaremos por mH(Σ) (Veja a definição no Caṕıtulo 4). O fato funda-

mental que conecta a massa de Hawking e a massa ADM é que se Sr(0) é uma esfera

coordenada de raio r em uma carta coordenada AP, então

lim
r→∞

mH(Sr) = mADM .
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Enunciaremos abaixo o tal resultado de rigidez local para duas esferas devido a Máximo

e Nunes.

Teorema 1.4 (Máximo, Nunes-2013). Seja M uma variedade Riemanniana tridimensi-

onal com curvatura escalar RM > 2. Se Σ2 ⊂ M3 é uma esfera mı́nima estritamente

estável mergulhada que localmente maximiza a massa de Hawking, então Σ tem métrica

induzida g de curvatura gaussiana constante igual a c > 1, e uma vizinhança de Σ em M

é isométrica a ((−ε, ε)×Σ, gss) para algum ε, onde gss é a métrica deSitter-Schwarzchild

em R× S2.

Nosso próximo resultado diz respeito ao resultado do teorema acima, no con-

texto hiperbólico. Antes, iremos adotar a definição de variedades localmente assintotica-

mente hiperbólica (LAH) dada por Lee e Neves (2013):

Definição 1.1. Dizemos que uma Ci-métrica Riemanniana g em uma variedade suave

M3 é Ci localmente assintoticamente hiperbólicas se existe um conjunto compacto K ⊂M

e uma superf́ıcie (Σ̂, ĝ) de curvatura gaussiana constante k̂ tal que M rK é difeomorfa

a (1,+∞)× Σ̂ com a métrica

g =
d`2

k̂ + `2
+ `2ĝ +

h

`
+ e,

onde h é um 2-tensor simétrico Ci em Σ̂ dependendo de ` de tal maneira que existe uma

função µ em Σ̂ tal que lim`→+∞ trĝh = µ, onde a convergência é de classe Ci. Ademais,

e é um 2-tensor em M simétrico tal que

‖e‖b + `‖∇e‖b + ...+ `i‖∇i
e‖b = o(`−3),

em que b é a métrica hiperbólica d`2

k̂+`2
+ `2ĝ e ∇ é a derivada tomada com respeito a b.

No cenário acima, a massa é definida como

m =
1

Area(Σ̂)

∫
Σ̂

µdĝ. (3)

Observação 1.2. No mesmo contexto, Wang (2001), Chruściel e Herzlich (2003) prova-

ram um Teorema da Massa Positiva no sentido assintoticamente hiperbólico, onde agora

a variedade M tem curvartura escalar RM > −6 e sob certas condições, M pode ser

isométrica ao espaço hiperbólico H3.

No Caṕıtulo 4, como já mencionado anteriormente, provaremos o similar do

Teorema 1.4 em uma importante classe de variedades localmente assintoticamente hi-

perbólicas dadas pelas métricas de Kottler, representado nas variedades (R×S2, (gadss)a),

(R× Σ̃, ga) e (R× Σ̂, g′a), que serão definidas oportunamente no Caṕıtulo 4.

Teorema C. Sejam M3 uma variedade Riemanniana com curvatura escalar limitada

inferiormente por uma constante Λ e Σ ⊂M uma superf́ıcie mı́nima com dois lados com-
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pacta mergulhada estritamente estável tal que localmente maximiza a massa de Hawking.

Então

(λ1 +
1

2
Λ)Area(Σ) = 2πχ(Σ), (4)

Σ é totalmente geodésica, R = Λ em Σ e KΣ = 2πχ(Σ)
Area(Σ)

. Assumindo Λ = −6 e que uma

das seguinte condições valem.

(i) Se Σ é uma esfera, então Σ tem curvatura Gaussiana constante igual a 1
a2 e uma vi-

zinhança de Σ em M é isometrica a métrica Anti-de Sitter-Schwarzschild ((−ε, ε)×
S2, (gadss)a) para algum ε > 0.

(ii) Se Σ tem genus g(Σ) > 2, então Σ tem curvatura Gaussiana constante igual a − 1
a2

para a2 > 1
3

e uma vizinhança de Σ em M é isometrica a ((−ε, ε) × Σ̃, ga) para

algum ε > 0, onde g̃a é uma métrica de curvatura gaussiana constante −1 em Σ̃.

(iii) Se Σ tem genus g(Σ) = 1, então Σ tem curvatura Gaussiana constante igual a zero

e uma vizinhança de Σ em M é isometrica a ((−ε, ε) × Σ̂, g′a) para algum ε > 0,

onde g′a é uma métrica flat em uma vizinhança em Σ̃.

Esta tese é organizada da seguinte forma. No Caṕıtulo 2 apresentamos algumas

ferramentas e noções fundamentais para o estudo nos demais caṕıtulos. No Caṕıtulo 3

obtemos algumas estimativas para hipersuperf́ıcies com bordo livre e um teorema de

decomposição local de hipersuperf́ıcies com bordo médio convexo e curvatura escalar não

negativa. No Caṕıtulo 4, apresentamos os espaços de Kottler, caracterizamos seus pontos

cŕıticos e apresentamos um resultado de rigidez local envolvendo a massa de Hawking,

cuja fórmulas de variação serão calculadas no Caṕıtulo 5.
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2 NOÇÕES PRELIMINARES

Neste caṕıtulo, temos o objetivo de fixar a notação e a terminologia a ser usada,

além de apresentar de forma sucinta uma introdução para o estudo de hipersuperf́ıcies

com bordo livre, além de alguns fatos pertinentes sobre o problema de Yamabe com bordo

a serem utilizados no decorrer desta tese. Omitiremos as demonstrações neste caṕıtulo,

entretanto daremos todas as referências necessárias para um melhor aprofundamento do

conteúdo ao leitor se assim ele desejar.

2.1 Notações e Hipersuperf́ıcies com bordo Livre

Seja (M, gM) uma variedade Riemanniana de dimensão n com bordo ∂M não

vazio e conexão de Levi-Civita D que contenha uma hipersuperf́ıcie compacta propria-

mente imersa f : Σ→M , ou seja, f é uma imersão e f(Σ) ∩ ∂M = f(∂Σ).

Denote por R o tensor curvatura Riemanniana de M dado por

R(X, Y )Z = DXDYZ −DYDXZ −D[X,Y ]Z,

em que X,Y e Z são campos de vetores em M e [ , ] é o colchete de Lie, temos ainda que

Ric(X, Y ) =
n∑
i=1

〈R(X, ei)Y, ei〉

denota o tensor de Ricci, onde gM = 〈, 〉 e {e1, . . . , en} é uma base ortonormal ar-

bitrária. Convenientemente, dizemos que uma métrica Riemanniana em uma variedade

diferenciável é dita ser Ricci-plana se a curvatura de Ricci é zero em todo os seus pontos.

Definimos ainda a curvatura escalar como RM =
∑n

i=1 Ric(ei, ei).

Expressamos a conexão induzida em Σ como

∇XY = (DXY )T ,

onde (·)T é a projeção de um vetor no espaço tangente de Σ, com segunda forma funda-

mental hΣ de Σ dada por

hΣ(X, Y ) = (∇XY )N ,

em que (·)N denota a componente ortonormal ao espaço tangente a Σ.

O vetor curvatura média de Σ em um ponto p ∈ Σ é expressado como

−→
H (p) =

n−1∑
i=1

hΣ(ei, ei),

onde agora {e1, . . . , en−1} é uma base ortonomal de TpΣ com respeito a f.
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Seja N um campo normal unitário ao longo de Σ em um ponto p ∈ Σ. A

curvartura média de Σ em p com respeito a N é definida por

H(p) = −〈
−→
H (p), N(p)〉.

Dizemos ainda que uma hipersuperf́ıcie é CMC se sua curvatura média H é constante.

Quando, em particular, H ≡ 0, então Σ é chamada de mı́nima. Hipersuperf́ıcies mı́nimas

em uma variedade Riemanniana são pontos cŕıticos do problema variacional de mini-

mização de volume, enquanto hipersuperf́ıcies CMC também são soluções do mesmo pro-

blema variacional quando restrito as variações que preservam volume. Iremos definir o

caso mı́nimo mais adiante.

Sejam X, Y, Z e W campos vetoriais em Σ. A fórmula abaixo expressa a relação

entre a curvatura do ambiente M e de sua hipersuperf́ıcie Σ

R(X, Y, Z,W ) = RΣ(X, Y, Z,W )− 〈hΣ(X,W ), hΣ(Y, Z)〉 − 〈hΣ(X,Z), hΣ(Y,W )〉, (5)

onde RΣ representa a curvatura riemanniana de Σ. Para futuras referências, tomando

sucessivos traços em (5), obtemos a seguinte expressão:

Ric(N,N) =
1

2
(RM −Rg +H2 − ‖hΣ‖2). (6)

Definição 2.1. Dizemos que Σ tem bordo livre se Σ intersepta ∂M orthogonalmente ao

longo de ∂Σ.

Note que se Σ tem bordo livre e W é um campo vetorial normal ao longo de

Σ, então W é tangente a ∂M ao longo de Σ.

Uma variação de f é uma aplicação diferenciável f̃ : (−ε, ε) × Σ → M para

t ∈ (−ε, ε) com velocidade inicial

∂

∂t
f̃(t, ·)

∣∣
t=0

= X,

tal que f̃(t, ·) : Σ → M é uma imersão tal que f̃((−ε, ε) × ∂Σ) está contido em ∂M e

f̃(0, ·) = f. É intuit́ıvo pensar em t como o tempo ao longo do qual Σ evolui. Suponha

que Σ tem dois lados no sentido que admite um campo vetorial normal unitário suave N

definido globalmente em Σ, logo X = ϕN , onde ϕ ∈ C∞(Σ). Uma vez que divΣ(X) =

div(XT )−〈
−→
H,X〉, podemos deduzir facilmente a fórmula da primeira variação do volume:

δΣ(ϕ) =
∂

∂t
vol(Σt)

∣∣
t=0

=

∫
Σ

Hϕdσ +

∫
∂Σ

〈X, ν〉dσ∂Σ, (7)

onde dσ e dσ∂Σ são o elemento de volume e de área de Σ e ∂Σ, respectivamente.

Apartir de (7), Σ é ponto cŕıtico do ploblema variacional se, e somente se, é
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mı́nima e tem bordo livre.

Definimos agora o funcional J : (−ε, ε)→ R dado por

J (t) = vol(Σt)− (n− 1)V(t).

Para uma variação normal Σt de Σ, o Lema 2.1(ii) de Barbosa, do Carmo e Eschenburg

(1988) garante que

V ′(0) =

∫
Σ

ϕdσ,

assim a fórmula da primeira variação do funcional J é expressa da seguinte maneira:

J ′(0) =

∫
Σ

(H − (n− 1))ϕdσ +

∫
∂Σ

〈X, ν〉dσ∂Σ. (8)

Analogamente ao caso do funcional volume, Σ é cŕıtico para tal problema variacional se,

e somente se, H = n− 1 e Σ tem bordo livre.

Sabemos que hipersuperf́ıcies mı́nimas com bordo livre são pontos cŕıticos para

o funcional volume, a equação de estabilidade do problema variacional, que discutiremos

melhor a seguir, é dado pela segunda derivada do funcional volume:

δ2Σ(ϕ, ϕ) = −
∫

Σ

ϕLϕdσ +

∫
∂Σ

(∂ϕ
∂ν
− Π(N,N)ϕ

)
ϕdσ∂Σ, (9)

onde Π denota a segunda forma fundamental de ∂M com relação ao vetor normal unitário

que aponta para o interior e L é um operador linear de segunda ordem conhecido como

operador de Jacobi, às vezes chamado na literatura de operador de estabilidade, que está

definido abaixo:

L = ∆Σ +Ric(N,N) + ‖hΣ‖2,

onde ∆Σ é o Laplaciano na métrica induzida por f.

Assumindo agora que Σ é cŕıtico, a segunda fórmula de variação J ′′(0) coincide

com δ2Σ(ϕ, ϕ) (ver (Castro e Rosales, 2014, Proposição 3.5)). Recordando que o ı́ndice de

uma hipersuperf́ıcie mı́nima é definido como a dimensão máxima de qualquer subespaço

do C∞(Σ) na qual δ2Σ é negativo definitivo, o que grosseiramente falando, mede o número

de direções independentes, em que a hipersuperf́ıcie falha ao minimizar o volume. Assim,

uma hipersuperf́ıcie mı́nima com dois lados Σ é estável se, e somente se, δ2Σ(ϕ, ϕ) > 0

para todo ϕ ∈ C∞(Σ), ou, equivalentemente, o ı́ndice de Σ é igual a zero. Caso contrário,

ela é dita instável. O seguinte resultado é consequência de (9).

Proposição 2.1. Seja Mn uma variedade Riemanniana compacta n-dimensional com

bordo ∂M não-vazia. Suponha que M tem curvatura de Ricci não-negativa e ∂M es-

tritamente convexo no que diz respeito à normal unitária interior, ou seja, existe uma
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constante k > 0 tal que h∂M(u, u) ≥ k > 0 para qualquer vetor unitário tangente a ∂M .

Então, qualquer hipersuperf́ıcie Σ com bordo livre, propriamente imersa, mı́nima,

suave e dois lados deve ser instável. Quando n ≤ 8, isto implica que o (n-1)-grupo de

homologia relativa se anula: Hn−1(M,∂M) = 0.

Demonstração. Veja Lema 2.1 em Fraser e Li (2014).

Definição 2.2. Dizemos que uma hipersuperf́ıcie compacta Σ é minimizante de volume

se ela tiver o menor volume entre todas as hipersuperf́ıcies homotópicas a Σ. Observe

que isto equivale a dizer que Σ é mı́nima e estável. Similarmente, Σ é J -estável quando

J ′′(0) ≥ 0 para toda varição normal de Σ.

2.2 Discutindo sobre o Problema de Yamabe com bordo

O problema de Yamabe discute se qualquer métrica riemanniana g em uma va-

riedade compacta suave M de dimensão no mı́nimo 3 é conforme a uma métrica de cur-

vatura escalar constante. Tal problema pode ser encarado como um análogo do Teorema

da Uniformização3 para dimensão n ≥ 3. Resposta a tal questionamento apareceram nos

trabalhos de Trundiger (1968), Aubin (1976) e Schoen (1984).

Considere uma variedade Riemanniana (n − 1)-dimensional (n ≥ 4) Σ com

bordo ∂Σ não vazio. Para (a, b) ∈ R× R− {(0, 0)}, defina o seguinte funcional

Qa,b
g (ϕ) =

∫
Σ

(4(n−2)
n−3
‖∇ϕ‖2

g +Rgϕ
2
)
dσ + 2

∫
∂Σ
κgϕ

2dσ∂Σ(
a(
∫

Σ
ϕ

2(n−1)
n−3 dσ) + b(

∫
∂Σ
ϕ

2(n−2)
n−3 dσ∂Σ)

n−1
n−2

)n−3
n−1

, (10)

onde kg denota a curvatura média de ∂Σ.

Existem dois modos de extender o problema de Yamabe para variedades com

bordo, o primeiro é encontrar uma métrica g̃ = ϕ
4

n−3 g tal que sua curvatura escalar Rg̃

é constante igual a C e κg̃ é zero, o que equivale à existência de um ponto cŕıtico para

o funcional Q1,0
g (ϕ) para qualquer função positiva suave ϕ em Σ satisfazendo o problema

abaixo {
∆Σϕ− n−3

4(n−2)
Rgϕ+ n−3

4(n−2)
Cϕ

n+1
(n−3) = 0 em Σ

∂ϕ
∂ν

+ n−3
2(n−2)

κgϕ = 0 em ∂Σ,
(11)

onde ν é o vetor normal que aponta para fora de ∂Σ. A segunda extensão natural é

encontrar uma métrica conforme escalar-plana em Σ cujo bordo é uma hipersuperf́ıcie com

curvatura média constante igual a K, que em termos anaĺıticos, corresponde a encontrar

3O Teorema da uniformização garante que se M é uma superf́ıcie compacta equipada com métrica
Riemanniana g0. Então existe uma métrica Riemanniana g em M conforme a g0 com curvatura escalar
constante
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uma solução positiva para o seguinte problema{
∆Σϕ− n−3

4(n−2)
Rgϕ = 0 em Σ

∂ϕ
∂ν

+ n−3
2(n−2)

kgϕ = n−3
2(n−2)

Kϕ
n−1
n−3 em ∂Σ.

(12)

Na próxima seção, introduziremos o invariante de Yamabe para variedades

com fronteira. Primeiro, precisamos definir o seguinte. A constante de Yamabe é definida

por

Qa,b
g (Σ, ∂Σ) = inf

ϕ∈C∞(Σ,R+)
Qa,b
g (ϕ) para (a, b) ∈ {(0, 1), (1, 0)}, (13)

que é invariante sob mudança conforme da métrica g para (a, b) ∈ {(0, 1), (1, 0)}(veja

Escobar (1992b), (1996)), e que ainda satisfaz

−∞ 6 Q1,0
g (Σ, ∂Σ) ≤ Q1,0

g Sn+, ∂Sn+),

onde Q1,0
g (Sn+, ∂Sn+) denota o invariante de Yamabe do hemisfério Sn+ equipado com a

métrica canônica e

−∞ 6 Q0,1
g (Σ, ∂Σ) 6 Q0,1

g (Bn, ∂Bn),

onde Bn é a bola unitária em Rn equipada com a métrica usual.

Desde que Q1,0
g e Q0,1

g não satisfazem à condição de Palais-Smale, métodos

variacionais não garantem a existência de minimizantes. Entretanto, fora provado por

Escobar (1992b) que se

Q1,0
g (Σ, ∂Σ) < Q1,0

g (Sn−1
+ , ∂Sn−1

+ ),

então existe uma solução minimizante para o problema (11), onde a constante C tem o

mesmo sinal que Q1,0
g (Σ, ∂Σ). De modo análogo, quando Q0,1

g (Σ, ∂Σ) é finito e

Q0,1
g (Σ, ∂Σ) < Q0,1

g (Bn−1, ∂Bn−1),

existe uma métrica suave de curvatura escalar plana e curvatura média do bordo igual a

K que tem o mesmo sinal que Q0,1
g (Σ, ∂Σ).

Existem trabalhos interessantes relacionados a este assunto sobre existência

e compacidade de soluções do problema de Yamabe em variedades com bordo, dentre

os quais indicamos Escobar (1992b,a, 1996), Marques (2005, 2007) e Almaraz (2010).

Especificamente com relação a unicidade podemos citar alguns resultados. O primeiro

será o seguinte teorema estabelecido por Escobar (1990) que de certo modo, corresponde

ao apresentado em Obata (1971/72) para variedades com bordo.

Teorema 2.1. Seja (Σ, g) uma variedade n−1(n ≥ 4)-dimensional Einstein com fronteira

totalmente geodésica. Se g̃ é métrica na classe conforme de g tal que a curvatura escalar

Rg̃ é constante e κg̃ = 0 então g̃ é Einstein. Ademais, se (Σ, g) não é conformemente

equivalente a Sn+, então g̃ = cg, onde c é uma constante positiva.
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Denote por [g] a classe conforme de uma métrica Riemanniana g e λg1 o primeiro

autovalor do seguinte par de operadores{
∆g + 1

(n−1)
Rg em Σ

∂
∂ν
− 1

(n−1)
κg em ∂Σ.

Então vale o seguinte resultado provado por Escobar (2003):

Teorema 2.2. Seja g ∈ [g0] com Rg = Rg0 e Hg = Hg0 ≤ 0. Se λg1 e λg0

1 são positivos ou

um deles é igual a zero. Então g = g0.

2.3 Invariante de Yamabe

Denote por [g] e C(Σ) a classe conforme de g e o espaço de todas as classes

conformes em Σ, respectivamente. Podemos então definir o invariante de Yamabe de uma

variedade compacta Σ com bordo ∂Σ tomando o supremo das constantes de Yamabe sobre

todas as classes conformes

σa,b(Σ, ∂Σ) = sup
[g]∈C(Σ)

inf
ϕ>0

Qa,b
g (ϕ). (14)

Schwartz (2009) mostrou que este invariante é monótono quando se adicionam alças so-

bre a fronteira. Como consequência, por exemplo, uma handlebody Hn tem invariante

maximal, isto é, σa,b(H, ∂H) = σa,b(Sn+, ∂Sn+) for (a, b) ∈ {(0, 1), (1, 0)}.
Em uma superf́ıcie Riemanniana a curvatura média da fronteira coincide com

sua curvatura geodésica, o que pelo Teorema de Gauss-Bonnet implica que o invariante

de Yamabe de uma superf́ıcie compacta Σ com bordo ∂Σ é dada por um múltiplo da

caracteŕıstica de Euler, exatamente 4πχ(Σ), onde χ(Σ) depende do genus e do número de

componentes de Σ.

De fato, em um certo sentido, o invariante de Yamabe pode ser visto como

generalização da caracteŕıstica de Euler em dimensões maiores.

Observação 2.1. Escobar (1992a) mostrou que Q1,0
g (Σ, ∂Σ) é positiva (zero, negativa)

se, e somente se, Q0,1
g (Σ, ∂Σ) é positiva (zero, negativa). Portanto, podemos provar o

item II) no Teorema A e Teorema B substituindo σ1,0(Σ, ∂Σ) por σ0,1(Σ, ∂Σ).
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3 RIGIDEZ DE HIPERSUPERFÍCIES COM BORDO LIVRE

3.1 Estimativas para hipersuperf́ıcies com bordo livre

Nesta seção, obteremos algumas estimativas para o volume e área do bordo de

hipersuperf́ıcies mı́nimas estáveis com bordo livre em termos da sua curvatura escalar ou

média convexidade da fronteira da variedade ambiente. Aproveitando para fixar a notação,

denotaremos por M uma variedade Riemanniana n-dimensional com fronteira ∂M cuja

curvatura média será dada por H∂M . Assuma ainda que M contenha uma hipersuperf́ıcie

propriamente imersa Σ com fronteira ∂Σ. Denotaremos o volume (medida de Hausdorff

(n− 1)-dimensional) de Σ por vol(Σ) e a área (medida de Hausdorff (n− 2)-dimensional)

de sua fronteira ∂Σ por Area(∂Σ), ambos com relação a métrica induzida.

Em relação às estimativas de área de superf́ıcies mı́nimas compactas em varie-

dades de dimensão três com limitação em sua curvatura escalar, podemos citar Shen e Zhu

(1997) e Chen, Fraser e Pang (2012) para o caso de superf́ıcies com bordo livre e ı́ndice

baixo. Para o caso de hipersuperf́ıcies, é absolutamente natural envolver estimativas que

envolvam a constante de Yamabe, como por exemplo, veja o resultado abaixo:

Teorema 3.1. Se (Σn−1, g) (n ≥ 4) é uma variedade compacta com bordo tal que −∞ <

Qa,b
g′ (Σ, ∂Σ) ≤ 0. Então vale o seguinte.

a) Se (a, b) = (1, 0), então a curvatura escalar Rg de uma métrica g ∈ [g′] com κg ≥ 0

satisfaz
n− 3

4(n− 2)
inf Rgvol(Σ)

2
n−1 ≤ Q1,0

g′ (Σ, ∂Σ).

Se a igualdade vale, então Rg é constante.

b) Se (a, b) = (0, 1), então a curvatura média κg de uma métrica g ∈ [g′] com Rg ≥ 0

satisfaz
n− 3

2
inf κgArea(∂Σ)

1
n−2 ≤ Q0,1

g′ (Σ, ∂Σ).

Se a igualdade vale, então κg é constante.

Demonstração. Ver Schwartz (2009), página 121.

Agora enunciaremos o seguinte resultado que é o primeiro passo na empreitada

na prova de nosso resultado de rigidez dado pelo Teorema A.

Teorema 3.2. Seja Mn uma variedade Riemanniana (n ≥ 4) com fronteira ∂M não

vazia. Se Σn−1 ⊂ M é uma hipersuperf́ıcie com bordo livre, compacta, com dois lados,

propriamente mergulhada que localmente minimizante o volume, cuja métrica induzida

será denotada por g.

i) Suponha que M tem bordo médio convexo e inf RM < 0. Então, se σ1,0(Σ, ∂Σ) < 0,
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o volume de Σ satisfaz

vol(Σ)
2

n−1 ≥
Q1,0
g (Σ, ∂Σ)

inf RM
≥ σ1,0(Σ, ∂Σ)

inf RM
.

ii) Suponha que M tenha curvatura escalar não-negativa e inf H∂M < 0. Então, se

σ0,1(Σ, ∂Σ) < 0, a área de ∂Σ satisfaz

Area(∂Σ)
1

n−2 ≥ 1

2

(Q0,1
g (Σ, ∂Σ)

inf H∂M

)
≥ 1

2

(σ0,1(Σ, ∂Σ)

inf H∂M

)
.

Demonstração. Usando (6) na condição de estabilidade, obtemos∫
Σ

(
2‖∇ϕ‖2

g + (Rg −RM − ‖hΣ‖2)ϕ2
)
dσ − 2

∫
∂Σ

Π(N,N)ϕ2dσ∂Σ ≥ 0. (15)

Por outro lado, desde que Σ encontra M ortogonalmente ao longo de ∂Σ, o

vetor conormal ν de ∂Σ em Σ que aponta para o exterior Σ coincide com o campo vetorial

unitário normal Z de ∂M que aponta para fora de M . Então

κg =
n−2∑
i=1

〈∇eiν, ei〉 =
n−2∑
i=1

〈∇eiZ, ei〉,

onde {e1, . . . , en−2} é uma base ortonormal para T∂Σ. Portanto, vale

Π(N,N) = H∂M − kg em ∂Σ, (16)

onde H∂M é a curvatura média de ∂M com respeito ao vetor unitário conormal interior

em Σ.

Usando que 4(n−2)
n−3

> 2 para todo n ≥ 4 e (16), obtemos que

0 ≤
∫

Σ

(
an‖∇ϕ‖2

g +Rgϕ
2
)
dσ −

∫
Σ

RMϕ2dσ

−
∫
∂Σ

2H∂Mϕ2dσ∂Σ +

∫
∂Σ

2kgϕ
2dσ∂Σ,

onde an = 4(n−2)
n−3

.

Entretanto pela desigualdade de Hölder

inf RM

∫
Σ

ϕ2dσ ≥ inf RMvol(Σ)
2

n−1 (

∫
Σ

ϕ
2(n−1)
n−3 dσ)

n−3
n−1 .
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Dáı

inf RMvol(Σ)
2

n−2 (

∫
Σ

ϕ
2(n−1)
n−3 dσ)

n−3
n−1 ≤

∫
Σ

(
an‖∇ϕ‖2

g +Rgϕ
2
)
dσ

+

∫
∂Σ

2κgϕ
2dσ∂Σ.

Logo para uma função suave positiva ϕ, vale a seguinte desigualdade

inf RMvol(Σ)
2

n−2 ≤
∫

Σ

(
an‖∇ϕ‖2

g +Rgϕ
2
)
dσ + 2

∫
∂Σ
κgϕ

2dσ∂M( ∫
Σ
ϕ

2(n−1)
n−3 dσ

)n−3
n−1

. (17)

Utilizando a definição da constante e do invariante de Yamabe (13) e (14) em

(17), não é dif́ıcil concluir que

inf RMvol(Σ)
2

n−2 ≤ Q1,0
g (Σ, ∂Σ)

≤ σ1,0(Σ, ∂Σ),

o que completa a prova de nosso primeiro item.

Argumentando como no item anterior, para uma função suave positiva ϕ,

obtemos

2 inf H∂MArea(∂Σ)
1

n−2 ≤
∫

Σ

(
an‖∇ϕ‖2

g +Rgϕ
2
)
dσ + 2

∫
∂Σ
κgϕ

2dσ∂M( ∫
∂Σ
ϕ

2(n−2)
n−3 dσ

)n−3
n−2

. (18)

Consequentemente

inf H∂MArea(∂Σ)
1

n−2 ≤ 1

2
Q0,1
g (Σ, ∂Σ)

≤ 1

2
σ0,1(Σ, ∂Σ),

isto finaliza a prova do nosso teorema.

Em vista do resultado apresentado no Teorema A, é interessante e natural

questionar o que ocorre quando, em dimensão n ≥ 3, a variedade ambiente tem fronteira

média covexa e curvatura escalar limitada inferiormente por uma constante positiva. Ob-

servamos ainda que uma estimativa como a dada em (1) não vale. Por exemplo, tomando

uma variedade M := Σ×R equipada com a métrica produto, onde Σ = Sn−2
+ × S1(r), em

que S1(r) denota o ćırculo de raio positivo r, teria que M tem curvatura escalar positiva e

curvatura média da fronteira negativa, enquanto o volume de Σ diminuiria arbitrariamente

a medida que r também diminui.
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3.2 Rigidez infinitesimal

Nosso próximo objetivo é construir uma folheação CMC por hipersuperf́ıcies

com bordo livre. Antes, entretanto, provaremos a seguinte proposição.

Proposição 3.1. Nas condições do item I) do Teorema A se Σ atinge a igualdade em

(1), então Σ é totalmente geodésica, RM = inf RM e Ric(N,N) = 0 em Σ, H∂M = 0

e Π(N,N) = 0 em ∂Σ, σ(Σ, ∂Σ) = 0, a fronteira ∂Σ é uma hipersuperf́ıce mı́nima e

Einstein com respeito a métrica induzida em Σ.

Demonstração. Da resolução do problema de Yamabe, existe ϕmin > 0 para o qual o

ı́nfimo em Q1,0
g (Σ, ∂Σ) é atingido. Se Σ atinge a igualdade em (1), então podemos observar

da prova do Teorema 3.2 que todas as desigualdades de fato são igualdades. O que

primeiramente implica que Σ é totalmente geodésica. Como usamos a desigualdade estrita

an − 2 > 0 para obter (17), obviamente obtemos que ‖∇ϕmin‖2
g = 0, implicando em ϕmin

constante.

Considere o seguite problema de fronteira:{
−Lφ = λφ em Σ

∂
∂ν
φ = Π(N,N)φ em ∂Σ,

(19)

tal que λ1 é seu primeiro autovalor. Então

λ1 = inf∫
Σ φ

2=1

(∫
Σ

(
‖∇φ‖2

g + (Ric(N,N) + ‖hΣ‖2)φ2
)
dσ +

∫
∂Σ

Π(N,N)φ2dσ∂Σ

)
.

Segue de δ2Σ(ϕmin, ϕmin) = 0 que λ1 = 0. Portanto, as funções constantes

satisfazem (19) e consequentemente Π(N,N) = 0 e Ric(N,N) = 0. Note também que a

igualdade em (15) implica que RM = inf RM em Σ.

Para o que falta, mostraremos que Σ é Einstein. Dada qualquer (0,2)-tensor h

simétrico, defina a famı́lia de métricas Riemannianas {g(r)}r∈(−ε,ε) dada por g(r) = g+rh.

Pela resolução do problema de Yamabe com fronteira, existe uma única função positiva

ur > 0 tal que g̃(r) = u
4

n−3
r g(r) tem curvatura escalar constante igual a Q1,0

g (Σ, ∂Σ) < 0 e

curvatura média constante na fronteira igual a zero para todo r ∈ (−ε, ε).
Antes de prosseguirmos, apresentamos abaixo a primeira variação da curvatura

escalar
∂

∂r
Rg̃(r)

∣∣∣
r=0

= div(divh)−∆Σ(trg̃(0)h)− 〈RicΣ, h〉,

onde RicΣ denota a curvatura de Ricci de Σ. Seja vol(Σ, g̃(r)) o volume de Σ na métrica

g̃(r) para r ∈ (−ε, ε) e R a média da curvatura escalar R = vol(Σ)−1
∫

Σ
Rgdσ. Vamos

calcular a seguir ∂
∂r
Q1,0
g(r)(ur)

∣∣∣
r=0

. Antes, note que as métricas g̃(0) e g(0) estão na mesma

classe conforme com mesma curvatura escalar e curvatura média na fronteira a menos de

reescalonamento, a unicidade do problema de Yamabe para variedades com fronteira para
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inf RM < 0 e fronteira sendo uma hipersuperf́ıce mı́nima implica que g̃(0) = g(0) (Veja

Proposição 2.2).

Note que o invariante de Yamabe de variedades com fronteira não depende de

r o que implica que Q1,0
g(r)(ur) ≤ σ1,0(Σ, ∂Σ) < 0 para todo r ∈ (−ε, ε), ou seja, ∂

∂r
Q1,0
g(r)(ur)

em r = 0 é igual a zero desde que σ1,0(Σ, ∂Σ) é um valor de máximo para Q1,0
g(r)(ur) como

uma função de r.

Por outro lado,

∂

∂r
Q1,0
g(r)(Σ, ∂Σ)

∣∣∣
r=0

=
d

dr

(
vol(Σ, g̃(r))

2−n
n

[ ∫
Σ

Rg̃(r)dσ + 2

∫
∂Σ

κg̃(r)dσ∂Σ

])∣∣∣
r=0

= vol(Σ)
2−n
n

(2− n
n

vol(Σ)−1

∫
Σ

1

2
(trgh)dσ

∫
Σ

Rgdσg

)
+ vol(Σ)

2−n
n

(∫
Σ

〈−RicΣ +
Rg

2
g, h〉dσ +

∫
Σ

∆Σ(trg(h))dσ
)

+ vol(Σ)
2−n
n

∫
∂Σ

〈div(h), ν〉,

onde usamos o Teorema de Stokes e que ∂
∂r
dσ
∣∣∣
r=0

= 1
2
(trgh)dσ.

Finalmente, graças a (6), a curvatura escalar de Σ é constante com respeito à

métrica induzida, logo

∫
Σ

〈RicΣ − 1

n
Rgg, h〉dσ +

∫
∂Σ

〈div(h), ν〉+

∫
Σ

∆Σ(trgh)dσ = 0.

Desde que a expressão acima vale para todo (0,2)-tensor simétrico h, temos

−
∫

Σ

‖RicΣ − 1

n
Rgg‖2dσ +

n− 2

2n

∫
∂Σ

〈∇R, ν〉dσ∂Σ = 0.

Deduzimos, então, que o tensor de Ricci livre de traço precisa ser identicamente

nulo, o que implica que a hipesuperf́ıcie Σ está munida com uma métrica Einstein.

Proposição 3.2. Nas considerações do item II) no Teorema A, temos que Σ é totalmente

geodésica, RM = 0 e Ric(N,N) = 0 em Σ, H∂M = 0 e Π(N,N) = 0 em ∂Σ, σ(Σ, ∂Σ) = 0,

σ1,0(Σ, ∂Σ) = 0, a curvatura média de ∂Σ em Σ é igual a zero e Σ é Ricci plana com

respeito à métrica induzida.

Demonstração. Argumentando como na prova do Teorema 3.2, temos

0 = inf RMvol(Σ)
2

n−1 ≤ σ1,0(Σ, ∂Σ) ≤ 0.

Observe que as desigualdades acima se tornam igualdades, portanto, a prova desta Pro-
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posição segue nos mesmos passos que a Proposição 3.1. Além disso, usando que a métrica

induzida em Σ é Einstein, bem como (6), deduzimos que Σ é Ricci plana.

Definição 3.1. Uma hipersuperf́ıcie Σ com fronteira livre propriamente imersa com dois

lados é chamada infinitesimalmente decompońıvel se é totalmente geodésica, a curvatura

escalar RM = inf RM e Ric(N,N) = 0 ao longo de Σ, a curvatura média de ∂M é

constante ao longo de ∂Σ e igual a inf H∂M em todo ponto de ∂Σ e Σ é Einstein com

respeito a métrica induzida (isto é, atinge o invariante de Yamabe).

Observamos ainda que exemplos básicos de tal classe de variedades são as

faixas horizontais {r} × Σ em uma variedade Riemanniana R× Σ dotada com a métrica

produto, onde Σ é uma variedade Einstein com curvatura escalar constante e fronteira

sendo uma hipersuperf́ıcie com curvatura média constante.

3.3 Folheação local por hipersuperf́ıcies cmc com bordo livre

Provaremos que se Σ é infinitesimal ŕıgida, podemos aplicar o teorema da função impĺıcita

para construir uma folheação em uma vizinhança de Σ por hipersuperf́ıces com bordo livre

e curvatura média constante. Baseamo-nos nos trabalhos de Bray, Brendle e Neves (2010),

Ambrózio (2014b) e Nunes (2013).

Para fixar notação, se Σ em M é infinitesimalmente decompońıvel, então existe

um campo Y em M tal que coincide com N em Σ e Y (p) é tangente a ∂M para todo

p ∈ ∂M . Seja ψ = ψ(t, x) o fluxo de Y .

Proposição 3.3. Seja M uma variedade Riemanniana n-dimensional com fronteira ∂M

tal que H∂M e RM são limitadas inferiormente. Assuma ainda que M contenha uma

hipersuperf́ıcie Σ infinitesimalmente decompońıvel, então existem ε > 0 e uma função

suave µ : (−ε, ε)× Σ→ R tal que

Σt := {ψ(µ(t, x) + t, x), x ∈ Σ}

é uma famı́lia de hipersuperf́ıcie compactas com bordo livre e curvatura média constante.

Ademais µ(0, x) = 0, ∂µ
∂t

(0, x) = 0 e
∫

Σ
µ(t, ·)dσ = 0 para cada x ∈ Σ e t ∈ (ε, ε)

Demonstração. Uma folheação CMC será construida como em Ambrózio (2014b). Seja

En = {u ∈ Cn,α(Σ);
∫

Σ
u = 0} um espaço de Banach com expoente de Hölder α ∈ (0, 1)

para cada n ∈ N. Escolha δ > 0, τ > 0 e uma função real u na bola aberta Bδ(0) = {u ∈
C2,α(Σ); ‖u‖2,α < δ} tal que o conjunto

Σu+t = {ψ(u(x) + t, t);x ∈ Σ}

defina uma hipersuperf́ıcie compacta propriamente mergulhada para todo (t, u) ∈ (−τ, τ)×
Bδ(0).
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Seja Z campo vetorial normal unitário de ∂M que coincide com a conormal

exterior ν de ∂Σ. Primeiramente, defina a aplicação Φ : (−τ, τ) × (Bδ(0) ∩ E) → F ×
C1,α(∂Σ) dada por

Φ(t, u) =
(
H(t+ u)− 1

vol(Σ)

∫
Σ

H(t+ u)dσ, 〈Nt+u, Zt+u〉
)
,

onde Nu denota o campo normal unitário de Σu, Zu = Z
∣∣∣
∂Σu

e H(u) é a curvatura média

de Σu. Note que Φ é bem definida e Φ(0, 0) = (0, 0) desde que Σ0 = Σ é mı́nima com

bordo livre.

Considere a aplicação f : (−τ, τ) × Σ → M tal que f(t, ·) = ψ(tv(·), ·) dá a

variação para cada v ∈ E, cujo campo vetorial variacional é ∂
∂t
f
∣∣∣
t=0

= vY em Σ.

Dado v ∈ E temos

DΦ(0,0)(0, v) =
dΦ

ds

∣∣∣
t=0

(0, sv)

= (∆Σv +
1

vol(Σ)

∫
∂Σ

∂v

∂ν
dσ∂Σ,−

∂v

∂ν
),

onde usamos que Ric(N,N) = 0, Π(N,N) = 0 e que Σ é totalmente geodésica.

Como (w, z) ∈ (F,C1,α(∂Σ)) implica que∫
Σ

(
w +

1

vol(Σ)

∫
∂Σ

zdσ∂Σ

)
dσ =

∫
∂Σ

zdσ∂Σ,

o Teorema 2.1 de Nardi (2013), garante que existe uma única função α ∈ E resolvendo o

seguinte problema de fronteira de Neumann{
∆Σα = w + 1

vol(Σ)

∫
∂Σ
zdσ∂Σ em Σ

∂α
∂t

= −z, em ∂Σ.
(20)

Portanto, DΦ(0,0)(0, α) = (w, z) e DΦ(0,0) é um isomorfismo quando restrito a {0} × E.

Pelo teorema da função impĺıcita existem ε > 0 e uma função suave µ tal que µ(0, x) = 0

e µ(t, ·) ∈ Bδ(0) ∩ E.

Considere a seguinte variação F (t, x) = ψ(µ(t, x) + t, x) cujo vetor velocidade

é igual a
(
∂µ
∂t

+ 1
)
N em Σ.

Diferenciando

(H(µ(·, t) + t)− 1

vol(Σ)

∫
Σ

H(µ(·, t) + t)dσ, 〈Nµ(·,t)+t, Xµ(·,t)+t〉) = (0, 0),

em t = 0, obteremos que ∂
∂t
µ(0, x) é contante, pois satisfaz o problema homogêneo de
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Neumann. Tomando mais uma vez a derivada em t = 0 de
∫

Σ
µ(t, ·)dσ = 0, obtemos∫

Σ

∂µ

∂t
(0, ·)dσ = 0

o que implica que ∂µ
∂t

(0, x) = 0.

Uma vez que
∂F

∂t
(0, x) = N ∀x ∈ Σ,

com F (0, x) = x, podemos assumir que, diminuindo ε se necessário, uma vizinhança de

Σ é parametrizada por F . Logo, o resultado segue.

Constrúımos acima uma folheação em uma vizinhança de Σ em M por uma

famı́lia de hipersuperf́ıcies propriamente mergulhadas com bordo livre {Σt}t∈(−ε,ε). Agora,

considere a seguinte aplicação f̃(t, ·) : Σ → M dada por f̃(t, x) = F (t, x) = ψ(µ(t, x)t, x)

para cada t ∈ (−ε, ε).
Primeiro, para fixar notação, considere o seguinte operador

L(t) = ∆Σt +Ric(Nt, Nt) + ‖hΣt‖2,

onde ∆Σt , ou apenas ∆t quando não houver nenhuma ambiguidade, corresponde ao lapla-

ciano de Σt na métrica induzida. Além disso, denotamos por Nt o campo vetorial normal

unitário em Σt que supomos depender suavemente em (−ε, ε) × Σ, hΣt a segunda forma

fundamental de f̃(t, ·) em relação a Nt, dσt e dσ∂Σt o elemento de volume de Σt e de área

de ∂Σt na métrica induzida por f̃(t, ·), respectivamente.

Definição 3.2 (Função lapso). Para cada t ∈ (−ε, ε), definimos a função lapso `t : Σ→ R
por

`t(x) =
〈
Nt(x), Xt(x)

〉
,

onde Xs = ∂
∂s
f̃(s, ·).

O seguinte lema é de fundamental importância podendo ser encotrado, por

exemplo, em Ambrózio (2014b).

Lema 3.1. A função `t(x) satisfaz

H ′(t) = −L(t)`t em Σt (21)

∂`t
∂νt

= Π(Nt, Nt)`t em ∂Σt, (22)

onde H(t) é a curvatura média de Σt e H ′ = ∂
∂t
H.
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3.4 Comparação de volume e rigidez local

A seguir, apresentamos um teorema de comparação de volume para variedades com fron-

teira.

Proposição 3.4. Nas mesmas condições do Teorema A, se Σ é ŕıgida infinitesimalmente,

temos

vol(Σ) ≥ vol(Σt), ∀t ∈ (−ε, ε),

onde {Σt}t∈(−ε,ε) é dado como na Proposição 3.3.

Demonstração. Localmente, cada Σt tem bordo livre e curvatura média constante, o que

implica que a derivada da segunda variação de volume pode ser escrita da seguinte forma

d

dt
vol(Σt) = H(t)

∫
Σt

〈Nt, Xt〉dσt, (23)

para qualquer t ∈ [0, ε).

Como X0(x) = N(x), decrescendo ε se necessário, `t > 0 para todo t ∈ (−ε, ε).
Assim se provarmos que H(t) ≤ 0 para t ∈ [0, ε) e H(t) ≥ 0 para t ∈ (−ε, 0], então
d
dt
vol(Σt) 6 0 ∀t ∈ [0, ε) e d

dt
vol(Σt) > 0 ∀t ∈ [−ε, 0). Isto seria suficiente para

provarmos esta proposição.

Para começar, com ajuda de (6), reescrevemos (21) como

2H ′(t)(`t)
−1 = −2(`t)

−1∆t`t +Rt −RM
t −H(t)2 − ‖hΣt‖2. (24)

Denote por gt a métrica induzida em Σ. A resolução do problema de Yamabe

com fronteira para Σt garante que para cada t ∈ (−ε, ε) existe uma métrica g̃t = u
4

n−3

t gt,

tal que denotamos u0 por u, com curvatura escalar constante igual a inf RM e fronteira

sendo uma hipersuperf́ıcie mı́nima.

Argumentando como em Moraru (2013). Multiplique (24) por u2
t e integre ao

longo de Σt, então

2

∫
Σ

H ′(t)
u2
t

`t
Σdσt ≤ −2

∫
Σ

u2
t

`t
∆t`tdσt +

∫
Σ

Rtu
2
tdσt − inf RM

∫
Σ

u2
tdσt.

Usando no lado esquerdo da desigualdade acima que Σt tem curvatura média

constante e integrando por partes no lado direito, obtemos

2H ′(t)

∫
Σ

u2
t

`t
dσt ≤ 2

∫
Σ

(
2
ut
`t
〈∇tut,∇t`t〉 −

u2
t

`2
t

‖∇t`t‖2
)
dσt

−2

∫
∂Σ

Π(Nt, Nt)u
2
tdσ∂Σt +

∫
Σ

Rtu
2
tdσt − inf RM

∫
Σ

u2
tdσt.
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Ora, pela desigualdade de Cauchy com epsilon temos

2〈∇tut,∇t`t〉 ≤ ‖∇tut‖2ε(t) + ‖∇t`t‖2 1

ε(t)

onde ε(t) =
`t
ut
.

Finalmente

2H ′(t)

∫
Σ

u2
t

`t
dσt ≤

∫
Σ

(2‖ut‖2 +Rtu
2
t )dσt − 2

∫
∂Σ

Π(Nt, Nt)u
2
tdσ∂Σt

− inf RM

∫
Σ

u2
tdσt.

≤
∫

Σ

(an‖ut‖2 +Rtu
2
t )dσt − 2

∫
∂Σ

H∂M
t u2

tdσ∂Σt

+2

∫
∂Σ

ktu
2
tdσ∂Σt − inf RM

∫
Σ

u2
tdσt, (25)

onde usamos que an > 2 para todo n ≥ 4 e a identidade (16).

Dividindo (25) por
( ∫

Σ
u

2(n−1)
n−3

t dσ
)n−3
n−1

e usando que infM H∂Σ = 0, temos que

2H ′(t)Ψ(t) ≤
∫

Σ

(
an‖∇tut‖2

gt +Rtu
2
t

)
dσt + 2

∫
∂Σ
κtu

2
tdσ∂Σt

(
∫

Σ
u

2(n−1)
n−3

t dσ)
n−3
n−1

− inf RM

∫
Σ
u2
tdσt

(
∫

Σ
u

2(n−1)
n−3

t dσ)
3−n
n−1

,

onde

Ψ(t) =
(∫

Σ

u
2(n−1)
n−3

t dσ
) 3−n
n−1

∫
Σ

u2
t

`t
dσt.

Temos agora dois casos a considerar que correspondem aos itens I e II do

Teorema A.

Case 1: inf RM < 0 e σ1,0(Σ, ∂Σ) < 0.

Segue da desigualdade de Hölder e da definição de constante de Yamabe (13)

que

2H ′(t)Ψ(t) ≤ Q1,0
gt (Σ, ∂Σ)− inf RMvol(Σt)

2
n−1

≤ σ1,0(Σ, ∂Σ)− inf RMvol(Σt)
2

n−1 , (26)

onde usamos Q1,0
gt (Σ, ∂Σ) ≤ σ1,0(Σ, ∂Σ) para cada t ∈ (−ε, ε).

Como mencionado antes, g̃0 = u
4

n−3

0 g0 é uma métrica com curvatura escalar

igual a inf RM e curvatura média igual a zero. Além disso, em virtude de Σ ser infinita-

mente ŕıgida e de (6) e (16), temos que Rg0 = inf RM em Σ e kg0 = 0 em ∂Σ. Dáı pelo
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Prinćıpio do Máximo, u0 ≡ 1. Inclúımos esse argumento a seguir por completude.

Defina w = u
4

n−3

0 − 1. Portanto o problema (11) é equivalente a{
∆Σw + h(x)w = 0 em Σ

∂w
∂ν

= 0 em ∂Σ,
(27)

onde h(x) = inf RM (n−3)2

16(n−2)
(u0 + u

n−2
n−3

0 + u
n−1
n−3

0 + u
n
n−3

0 )u
n−7
n−3

0 < 0. Segue da unicidade do

problema de Neumann que w ≡ 0 (Gilbarg e Trundiger, 2001, Teorema 3.6).

Por outro lado, como `0 ≡ 1, podemos encontrar uma constante positiva K1

tal que φ(t) > K1 para todo t ∈ (−ε, ε).
Combinando (26) e a igualdade (1), inferimos que

H ′(t) ≤ − inf RM

2K1

(vol(Σt)
2

n−1 − vol(Σ)
2

n−1 )

= − inf RM

K1

∫ t

0

( d
ds
vol(Σs)

)
vol(Σs)

3−n
n−1ds.

Como consequência de (23), temos

H ′(t) ≤ − inf RM

(n− 1)K1

∫ t

0

vol(Σs)
3−n
n−1H(s)

∫
Σ

`sdσsds. (28)

Suponha, por contradição, que existe t0 ∈ (0, ε) such that H(t0) > 0. Assim,

defina

t∗ = inf{t ∈ [0, t0]; H(t) ≥ H(t0)}.

Afirmamos que nessas condições t∗ = 0, pois se t∗ > 0, segue do Teorema do Valor Médio

que existe t1 ∈ (0, t∗) tal que

H ′(t1) =
1

τ
H(τ), (29)

o que de posse de (29) e (28), temos

H(τ) ≤ − inf RMτ

(n− 1)K1

∫ t1

0

H(s)ξ(s)ds ≤ − inf RMτ

(n− 1)K1

∫ t1

0

H(τ)ξ(s)ds,

onde

ξ(s) = vol(Σs)
3−n
n−1

( ∫
Σ

`sdσs
)
.

Pela definição de τ , temos que H(t) 6 H(t0) = H(τ) para qualquer t ∈ [0, τ ]. Logo,

podemos então encontrar uma constante positiva K0 tal que ξ(t) < K−1
0 K1. Escolhendo

ε > 0 tal que ε2 < − (n−1)K0

inf RM
obtemos

H(τ) ≤ − inf RM

K0(n− 1)
H(τ)ε2 < H(τ),
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o que nos dá a contradição e assim t∗ é de fato igual a zero.

Desde que t∗ = 0, segue que H(0) ≥ H(t0) > 0, então vamos ter novamente

outra contradição. Portanto, H(t) ≥ 0 para t ∈ (−ε, 0] e H(t) ≤ 0 para t ∈ [0, ε)(cuja

prova é análoga).

Por (23), conclúımos que vol(Σt) ≤ vol(Σ) para todo t ∈ (−ε, ε).
Case 2:inf RM = 0 e σ1,0(Σ, ∂Σ) 6 0.

Pela definição de invariante de Yamabe para variedades com fronteira, temos

H ′(t) ≤ 0 para todo t ∈ (−ε, ε). Portanto H(t) 6 H(0) = 0 para t ∈ [0, ε) e H(t) >

H(0) = 0 para t ∈ (−ε, 0]. Dáı, vol(Σ) ≥ vol(Σt) ∀ t ∈ (−ε, ε).

Por fim, resta agora oferecer a demonstração da decomposição local enunciada

no Teorema A através da proposição abaixo.

Proposição 3.5. Se Σ atinge a igualdade em (1), então Σ tem uma vizinhança em M

isométrica a ((−ε, ε) × Σ, dt2 + g) para algum ε > 0, onde g é a métrica induzida em Σ

a qual é Einstein.

Demonstração. Para cada t ∈ (−ε, ε), sejam Σt ⊂ M hipersuperf́ıcies com bordo livre

assim dadas pela Proposição 3.3. Da Proprosição 3.4 conclúımos que vol(Σt) ≤ vol(Σ)

para todo t ∈ (−ε, ε). Em particular, desde que Σ é localmente minimizante de volume,

obtemos que

vol(Σt) = vol(Σ)

para todo t ∈ (−ε, ε), ou seja, cada Σt é infinitamente ŕıgida.

Segue do Lema 3.1 que, uma vez que a função lapso satisfaz o problema ho-

mogêneo de Neumann, `t é constante (como função de t) em cada Σt.

Pela já conhecida expressão

∇ ∂ft
∂t
Nt = −∇t`t,

cuja prova pode ser encontrada em Huisken e Polden (1999), Nt(x) é um vetor paralelo

∀(t, x) ∈ Σ× (−ε, ε), já que `t é constante. Dáı as curvas integrais de Nt são geodésicas e

seu fluxo é a aplicação exponencial. Dáı, a métrica de M perto de Σ deve ser dada como

a seguinte métrica produto dt2 + g.

3.5 Prova do Teorema B

A primeira etapa na demonstração do Teorema B consiste em obter a seguinte decom-

posição infinitesimal inspirada parcialmente em (Yau, 2001, Teorema 3.1). (Compare com

a Proposição 3.1 e Proposição 3.2).

Proposição 3.6. Seja M uma variedade Riemanniana n-dimensional com curvatura es-

calar RM ≥ −n(n−1) e bordo médio convexo. Suponha que M contém uma hipersuperf́ıce
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com bordo livre propriamente mergulhada, compacta, dois lados Σ tal que σ1,0(Σ, ∂Σ) ≤ 0.

Se Σ é J -estável, então RM = −n(n − 1) e Ric(N,N) = −(n − 1) ao longo de Σ, Σ é

umb́ılica, σ1,0(Σ, ∂Σ) = 0, a curvatura média de ∂Σ em Σ é igual a zero, H∂M = 0 em

cada ponto de ∂Σ, Π(N,N) = 0 ao longo ∂Σ e a métrica induzida em Σ é Ricci plana.

Demonstração. Da definição de J -estabilidade, (6) e (16), temos

0 ≤
∫

Σ

(
2‖∇ϕ‖2

g + (Rg − (RM + n(n− 1))− ‖̊hΣ‖2)ϕ2
)
dσ (29)

+

∫
∂Σ

2(−H∂M + κg)ϕ
2dσ∂Σ,

onde h̊Σ = hΣ − gΣ é a parte livre de traço de hΣ.

Como 4(n−2)
n−3

> 2 para todo n ≥ 4, RM ≥ −n(n− 1), ‖̊hΣ‖2 ≥ 0 e o bordo ∂M

é médio convexo, (29) torna-se∫
Σ

(
an‖∇ϕ‖2

g +Rgϕ
2
)
dσ +

∫
∂Σ

2kgϕ
2dσ∂Σ ≥ 0.

Assim Q1,0(Σ, ∂Σ) ≥ 0, o que pela definição de invariante de Yamabe, im-

plica que σ1,0(Σ, ∂Σ) ≥ 0. Por outro lado, σ1,0(Σ, ∂Σ) é não-positiva por hipótese, logo

σ1,0(Σ, ∂Σ) = 0. Além disso, ainda obtemos RM = −n(n− 1) e ‖̊hΣ‖2 = 0 ao longo de Σ.

Essencialmente, pelos mesmos argumentos que a Proposição 3.1, a prova segue.

Entretanto, cabe notar que a expressão (6) e o fato de que Σ ser Einstein implicam que

a métrica induzida em Σ é Ricci plana.

Prova do Teorema B. Da proposição acima, L = ∆Σ. Assim podemos construir uma

folheação em torno de Σ por hipersuperf́ıces com bordo livre e curvatura média constante.

Desde que Σ localmente minimiza a função J , temos H(0) = n−1. Denotando

por gt a métrica induzida em Σ e por ĝτ = u
4

n−2
τ gτ uma métrica conformemente relacionada

de curvatura escalar constante e mı́nima na fronteira. Mostraremos agora que H(t) ≤ n−1

para t ∈ [0, ε). Suponha por contradição que existe τ ∈ (0, ε) tais que H(τ) > n − 1 e

(diminuindo ε se necessário) H ′(τ) > 0. Desde que RM ≥ n(n − 1) e ‖hΣτ‖2 ≥ H(τ)2

n−1
>

n− 1, temos que RM
t + ‖hΣτ‖2 +H(τ)2 > 0, assim por (24), temos que

2H ′(τ)`−1
τ < −2`−1

τ ∆τ`τ +Rτ ,

Multiplicando acima por u2
t e integrando ao longo de Στ , obtemos

2

∫
Σ

H ′(τ)
u2
τ

`τ
Σdστ < −2

∫
Στ

u2
τ

`τ
∆τ`τdστ +

∫
Σ

Rτu
2
tdστ .

Integrando por partes o lado direito e usando a desigualdade de Cauchy com
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epsilon, temos de modo similar a Proposição 3.4 que

2H ′(t)

∫
Σ

u2
τ

`τ
dστ <

∫
Στ

(an‖uτ‖2 +Rτu
2
τ )dστ + 2

∫
∂Σ

kτu
2
τdσ∂Στ .

De maneira que

0 < H ′(τ)π(τ) < σ1,0(Σ, ∂Σ),

onde

φ(τ) =
(
‖uτ‖2

2(n−1)
n−3

)−1
∫

Σ

u2
τ

`τ
dστ .

Como por hipótese σ1,0(Σ, ∂Σ) ≤ 0, chegamos a uma contradição. Portanto, H(t) ≤ n−1

para t ∈ [0, ε).

Pela fórmula da primeira variação de J dada em (8), segue que J ′(t) ≤ 0 para

todo t ∈ [0, ε). Em vista que J atinge um mı́nimo em t = 0, segue que J ′(t) = 0 para

t ∈ [0, ε). Donde obtemos

H(t) = n− 1 ∀t ∈ [0, ε).

Um argumento similar mostra H(t) = n − 1 para t ∈ (−ε, 0]. O Lema 3.1 e a condição

de ortogonalidade da fronteira garantem que cada Σt é infinitesimalmente decompońıvel

no sentido da proposição anterior.

A menos de isometria, a métrica em uma vizinhança suficientemente pequena

de Σ pode ser escrita como gM = `tdt
2 + gt. Novamente pelo Lema 3.1, a função lapso

é constante como função de t em Σt, por uma mudança de coordenadas em t, podemos

assumir sem perca de generalidade que `t = 1.

A métrica induzida em Σt obedece a seguinte equação de evolução

∂

∂t
(gij)t = −2`t(h

Σ
ij)t

= −2`t(gij)t,

onde usamos acima a umbilicidade da folheação {Σt}t∈(−ε,ε). Portanto,

gΣt = e−2tg

para todo t ∈ (−ε, ε).
Deduzimos então que a métrica induzida por f(t, x) em (−ε, ε)×Σ é dada por

dt2 + e−2tgΣ que é Ricci-plana, concluiindo assim a prova do teorema.
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4 MASSA DE HAWKING E RIGIDEZ

Neste caṕıtulo, mostraremos como o argumento em Máximo e Nunes (2013) pode ser

modificado a fim de conseguirmos mostrar teoremas de decomposição local para uma

classe maior de variedades, a saber, os espaços de Kottler. Mais ainda, introduziremos a

definição da massa de Hawking, além de classificar seus pontos cŕıticos.

4.1 Espaço de Kottler

Sejam (Σ, g) uma superf́ıcie compacta de curvatura gaussiana constante k̂ =

{−1, 0, 1} e m ∈ R suficientemente grande tal que k̂+s2− 2m
s

tenha uma solução positiva,

denotaremos este zero por s0. O espaço de Kottler, ou espaço de Kottler-Schwarzschild, é

a variedade (s0,+∞)× Σ̂ equipada com a seguinte métrica

gks =
ds2

k̂ + s2 − 2m
s

+ s2gΣ̂,

onde gks é métrica de curvatura escalar constante igual a −6. Este espaço é o análogo

ao espaço de Schwarzschild no contexto de variedades localmente assintoticamente hi-

perbólicas que corresponde às métricas estáticas4 com constante cosmológica −3.

Referências dos espaços apresentados a seguir podem ser encontradas em Bren-

dle, Hung e Wang (2012), Wang et al. (2014), Chrusciel e Simon (2001), Lee e Neves (2013)

e Wang (2001). Através de uma mudança de variável r = r(s) com

r′(s) =
1

k̂ + s2 − 2m
s

e r(s0) = 0, a métrica Kottler pode ser reescrita como

gks = dr2 + u(r)2gΣ̂,

onde u : [0,+∞) → [s0,+∞) satisfaz u(r(s)) = s. A função u apresenta as seguintes

propriedades:

u(r) = O(er) quando r →∞,

u′(r) =
(
k̂ + u(r)2 − 2m

u(r)

)1/2

,

u′′(r) = u(r) + mu(r)−2 ≥ 0.

Após esteder para [s0,+∞)× Σ̂, refletimos para obter ume métrica em R× Σ̂

4Uma métrica em (N, g) é estática se existe uma função suave positiva V em N (chamada de potencial
estático) tal que ∇2

gV − (∆gV )g − V Ricg = 0.
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com curvatura escalar constante −6 de tal maneira que u resolve a seguinte equação

diferencial não-linear de segunda ordem

u′′ − 3

2
u− 1

2

( k̂ − (u′)2

u

)
= 0. (30)

Considere a famı́lia a um-parâmetro de métricas completas (gks)a = dr2 +

ua(r)
2gΣ̂ com curvatura escalar constante igual a −6 em que u é uma função suave positiva

satisfazendo ua(0) = a e u′a(0) = 0.

No caso especial em que k̂ = 1, (R× S2, gadss) é o anti-de Sitter-Schwarzschild

de massa m positiva. Em seguida, observe que quando m tende a 0, então s0 → 0 e a

métrica é, de fato, a métrica hiperbólica

g =
ds2

1 + s2
+ s2gS2 .

Se Σ̂ é um toro (k̂ = 0) com área igual a 4π, temos o seguinte espaço modelo

(R × Σ̂, g′). Neste caso, se fizermos m = 0 e uma mudança de coordenadas, a métrica g′

pode ser reescrita como dt2 + e2tĝ em R× Σ̂.

Por fim, quando k̂ = −1, m pode ser negativo, na verdade, m pode pertencer

ao seguinte intervalo [− 1
3
√

3
,∞
)

. De fato, se m ≤ 0, considere a função

f(s) = s2 − 1− 2m

s
,

então sua derivada f ′(s) = 2s+ 2m
s2

tem raiz s̃ = 3
√
−m. Isto junto com o fato de f(s̃) ≤ 0

garante que m ≥ − 1
3
√

3
. Se m assume o valor cŕıtico m = − 1

3
√

3
, então ((0,∞) × Σ̂, g)

é uma variedade Riemanniana completa com dois fins, no qual um deles é localmente

assintoticamente hiperbólico enquanto o outro é assintótico a uma métrica ciĺındrica dr2 +
1
3
gΣ̂.

4.2 Massa de Hawking e caracterização de seus pontos cŕıticos

Uma quantidade importante neste caṕıtulo é a massa quase-local de Hawking,

ou massa de Hawking, que associa para cada superf́ıcie fechada a seguinte fórmula:

mH(Σ) =
Area(Σ)1/2

(16π)3/2

(
8πX (Σ)−

∫
Σ

(
H2 +

2

3
Λ
)
dσ
)
, (31)

onde Λ = inf RM .

Considere a função massa de Hawking mH(t) = mH(Σt). De maneira impres-

cind́ıvel para a teoria, Geroch (1973) mostrou que em uma variedade M com curvatura

escalar não negativa, a massa de Hawking de uma superf́ıcie Σ é não-decrescente evoluindo
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pelo fluxo do inverso da curvatura média no sentido de Huisken e Ilmanen. Vale ressaltar

que mH(Σt) converge para a massa mADM , se Σt converge para esferas no infinito.

No sentido localmente assintoticamente hiperbólico, veja Lee e Neves (2013),

este mesmo tipo de fluxo especial foi utilizado para se provar a desigualdade de Penrose

para métricas de massa negativa. Onde entre os ingredientes principais está o fato que

mH(t) é não decrescente no tempo, m = supΣ µ ≤ 0 (veja Definição 1.1) e

lim
t→∞

mH(t) ≤ m(máx{1, g(Σ)− 1})
3
2 .

Considere o seguinte funcional definido no espaço das superf́ıcies imersas:

Q(Σ) = −4π(g(Σ)− 1)

Area(Σ)
−KΣ +

1

2
(RM − Λ) +

1

2

(
‖hΣ‖2 − 1

2Area(Σ)

∫
Σ

H2dσ
)
, (32)

onde KΣ denota a curvatura gaussiana de Σ.

Baseado na Proposição 3.1 de Máximo e Nunes (2013), apresentamos um re-

sultado de classificação de pontos cŕıticos para a massa Hawking.

Teorema 4.1. Seja M3 uma variedade Riemanniana com curvatura escalar RM ≥ Λ

e considere Σ ⊂ M uma superf́ıcie com dois lados compacta com curvatura média não-

negativa (não-positiva).

Se Σ é um ponto cŕıtico para a massa Hawking, então

I) Σ é mı́nima;

II) ou Σ é umb́ılica, RM = Λ em Σ e sua curvatura Gaussiana KΣ = 2πχ(Σ)
Area(Σ)

.

Em particular, uma superf́ıcie Σ com dois lados fechada com curvatura média não-negativa

contida (R × S2, (gadss)a), (R × Σ̃, ga) ou (R × Σ̃, g′a) é ponto cŕıtico para mH(Σ) se, e

somente se, é mı́nima ou um slice {r} × Σ̃.

Demonstração. Usando a fórmula da primeira variação da massa Hawking (veja Pro-

posição 43 no apêndice), temos

0 =
d

dt
mH(t)

∣∣∣
t=0

= −Area(Σ)1/2

(16π)3/2

[ ∫
Σ

2φ∆Hdσ

−
∫

Σ

(
2KΣ +

8π(g(Σ)− 1)

Area(Σ)
+

1

2Area(Σ)

∫
Σ

H2dσ − ‖hΣ‖2 + (RM − Λ)
)
Hφdσ

]
= −2Area(Σ)1/2

(16π)3/2

∫
Σ

(∆H +Q(Σ)H)φdσ.

Uma vez que H ≥ 0. O Prinćıpio do Máximo garante que ou H ≡ 0 ou H > 0.

Se Σ não é mı́nima temos



39

1

H
∆H +Q(Σ) = 0. (33)

Integrando sobre Σ na igualdade acima, obtemos∫
Σ

Q(Σ)dσ = −
∫

Σ

‖∇H‖2

H2
dσ 6 0.

O Teorema de Gauss-Bonnet e o fato de que RM ≥ Λ e ‖hΣ‖2 ≥ 1
2
H2 implicam

que
∫

Σ
Q(Σ)dσ ≥ 0. Portanto,

∫
Σ
Q(Σ)dσ = 0 e H é constante. A partir de (33),

deduzimos que Q(Σ) = 0. Consequentemente, obtemos que Σ é umb́ılica, RM = Λ em Σ

e KΣ = −4π(g(Σ)−1)
Area(Σ)

, provando o teorema

Ainda nesse contexto é relevante questionar quem são os máximos locais para

a massa de Hawking. Para o caso em que Σ é minimizante de área com Area(Σ) = 4πχ(Σ)
Λ

,

a fórmula da segunda variação da massa de Hawking (veja Proposição 5.2) se resume a

d2

dt2
mH(t)

∣∣∣
t=0

= −2Area(Σ)
1
2

(16π)
3
2

∫
Σ

(∆ϕ)2dσ.

Assim Σ é máximo global para a massa de Hawking. No caso da variedade deSitter-

Schwarzschild R× S2, veja Teorema 1.4 em Máximo e Nunes (2013).

4.3 Massa de Hawking e Rigidez de superf́ıcies mı́nimas

Antes de continuar, relembremos que uma superf́ıcie Σ é estritamente estável se o primeiro

autovalor do operador de Jacobi L, que denotaremos por λ1, é positivo.

O ponto de partida é, mais uma vez, oferecer uma expressão envolvendo a área

para se concluir um teorema de decomposição infinitesimal.

Proposição 4.1. Seja M3 uma variedade Riemanniana com curvatura escalar RM ≥ Λ.

Se Σ ⊂ M3 é uma superf́ıcie mı́nima compacta com dois lados estritamente estável tal

que maximiza a massa de Hawking, então

(λ1 +
1

2
Λ)Area(Σ) = 2πχ(Σ)

Além disso , ao longo de Σ temos hΣ = 0, RM = Λ, Ric(N,N) = −λ1 e a curvatura

gaussiana KΣ = −4π(g(Σ)−1)
Area(Σ)

.

Demonstração. Em nosso caso a fórmula da segunda variação da massa de Hawking se
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reduz a

d2

dt2

∣∣∣
t=0

mH(t) =
mH(Σ)

2Area(Σ)

[ ∫
Σ

(‖∇ϕ‖2 − (Ric(N,N) + ‖hΣ‖2))ϕ2dσ]

− 2Area(Σ)1/2

(16π)3/2

∫
Σ

(Lϕ)2dσ − 2

3
Λ
Area(Σ)1/2

(16π)3/2

∫
Σ

‖∇ϕ‖2dσ

+
2

3
Λ
Area(Σ)1/2

(16π)3/2

∫
Σ

(Ric(N,N) + ‖hΣ‖2)ϕ2dσ.

Reorganizando os termos, obtemos

d2

dt2

∣∣∣
t=0

mH(Σ) = − 1

2(16π)3/2Area(Σ)1/2

(
8πX (Σ)− 2

3
ΛArea(Σ)

)∫
Σ

ϕLϕdσ

− 2
Area(Σ)1/2

(16π)3/2

∫
Σ

(Lϕ)2dσ +
2

3
Λ
Area(Σ)1/2

(16π)3/2

∫
Σ

ϕLϕdσ.

Como Σ é máximo local para a massa de Hawking, temos

(4πX (Σ)− ΛArea(Σ))

∫
Σ

ϕLϕdσ > −2Area(Σ)

∫
Σ

(Lϕ)2dσ.

No entanto, como Σ é estritamente estável

(λ1 +
1

2
Λ)Area(Σ) ≥ 2πχ(Σ), (34)

Por outro lado, a estabilidade estrita de Σ garante que

λ1

∫
Σ

ϕ2dσ +

∫
Σ

(Ric(N,N) + ‖hΣ‖2)ϕ2dσ ≤
∫

Σ

‖∇ϕ‖2dσ, (35)

para qualquer função suave ϕ em Σ .

Escolhendo ϕ = 1 derivamos

λ1Area(Σ) +

∫
Σ

(Ric(N,N) + ‖hΣ‖2)dσ ≤ 0. (36)

Agora, combinando (6) e (36) obtemos

λ1Area(Σ) +
1

2

∫
Σ

(RM + ‖hΣ‖2)dσ ≤
∫

Σ

KΣdσ. (37)

Usando que R ≥ Λ e a fórmula de Gauss-Bonnet nesta última desigualdade,

conclúımos

λ1Area(Σ) +
1

2
ΛArea(Σ) ≤ 2πχ(Σ), (38)

terminando a prova da proposição.
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O seguinte resultado advém da Proposição 3.3 e acarreta na já conhecida

construção de uma folheação CMC.

Proposição 4.2. Seja M3 uma variedade Riemanniana com curvatura escalar R ≥ Λ.

Se Σ ↪→M3 é uma superf́ıcie estável compacta mergulhada mı́nima satisfazendo

(λ1 +
1

2
Λ)Area(Σ) = 2πχ(Σ),

então existe ε > 0 e uma função suave µ : (−ε, ε)× Σ→ R tal que

Σt := {expx((µ(t, x) + t)N(x));x ∈ Σ}

é uma famı́lia de superf́ıcies compactas CMC. Além disso, temos que µ(0, x) = 0, ∂µ
∂t

(0, x) =

0 e
∫

Σ
µ(t, ·)dσ = 0 para cada x ∈ Σ e t ∈ (ε, ε).

Observação 4.1. Recentemente, Ambrózio (2014a) postou um artigo no Arxiv onde cons-

truiu uma folheação {Σt}t∈[0,∞) de uma variedade (M, g) por esferas CMC fracamente

estáveis començando em ∂M = Σ0, onde os slices Σt que eram pontos cŕıticos da massa

de Hawking satisfaziam a condição II do Teorema 4.1.

Utilizaremos a mesma notação que na Seção 3, isto é, Nt(x) é o campo normal

unitário em Σt com N0(x) = N(x) para todo x ∈ Σ e dσt denota o elemento de área de

Σt na métrica induzida.

O próximo lema corresponde ao Teorema 3.2 de Huisken e Polden (1999) ou o

Lema 3.1 para o caso que Σ tem fronteira vazia.

Lema 4.1. A função `t(x) satisfaz H ′(t) = L(t)`t.

Da Proposição 4.2 é fácil ver que `0 = 1. Portanto, da Proposição 4.1 e do

Lema 4.1, deduzimos que para t ∈ (−ε, ε), existe uma folheação CMC Σt ⊂ M em uma

vizinhança Σ = Σ0 de modo que

d

dt

∣∣∣
t=0
H(t) = −λ1 < 0. (39)

Reduzindo ε, se necessário , podemos concluir que{
H(t) < 0 para t ∈ (0, ε)

H(t) > 0 para t ∈ (−ε, 0),

em outras palavras, H é uma função decrescente em t.

Ora, do Lema 4.1, obtemos as seguintes igualdades

H ′(t)Area(Σt) =

∫
Σt

(Ric(Nt, Nt) + ‖hΣt‖2)`tdσt (40)

e



42

H ′(t)

∫
Σt

1

`t
dσt =

∫
Σt

(Ric(Nt, Nt) + ‖hΣt‖2)dσt +

∫
Σt

‖∇`t‖2

`2
t

dσt, (41)

onde esta última decorre do Teorema da Divergência.

Multiplicando (41) por −`t e somando com (40), obtemos a seguinte expressão∫
Σt

(Ric(Nt, Nt) + ‖hΣt‖2)`tdσt = `t

∫
Σt

(Ric(Nt, Nt) + ‖hΣt‖2 + `t

∫
Σt

‖∇`t‖2

`2
t

dσt

+ H ′(t)
(
Area(Σt)− `t

∫
Σt

1

`t
dσt

)
.

Agora, basta notar que pela desigualdade de Hölder que

θ(t, x) := Area(Σt)− `t
∫

Σt

1

`t
dσt

é não-positiva, onde

`t =
1

Area(Σt)

∫
Σt

`tdσt.

Como consequência desse cálculo, o seguinte resultado garantirá a monoto-

nicidade da massa Hawking ao longo da folheação Σt. O interessante é que o próximo

lema pode ser usado para substituir o Lema 5.2 devido a Máximo e Nunes (2013), já que

independe do sinal do ı́nfimo da curvatura escalar da variedade ambiente.

Lema 4.2.∫
Σt

(Ric(Nt, Nt) + ‖hΣt‖2)`tdσt = `t

∫
Σt

(Ric(Nt, Nt) + ‖hΣt‖2)dσt

+H ′(t)θ(t, x) + `t

∫
Σt

‖∇`t‖2

`2
t

dσt,

onde θ(t, x) é uma função não-positiva e {Σt}t∈(−ε,ε) é dada como na Proposição 4.2

Prova do Teorema C. Desde que Σ é infinitesimalmente decompońıvel pela Proposição

4.1, o operador de Jacobi é reescrito como L = ∆− λ1, da Proposição 4.2, obtemos uma

folheação {Σt}t∈(−ε,ε) CMC em torno de Σ = Σ0.

Aplicando o Lema 4.2 na fórmula da primeira variação da massa de Hawking,
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temos

d

dt
mH(t) = −Area(Σt)

1/2

32π3/2
H(t)

[
2πX (Σt)`t −

3

4
H2(t)

∫
Σt

`tdσt

+

∫
Σt

`tdσt +

∫
Σt

(Ric(Nt, Nt) + ‖hΣt‖2)`tdσt

]
= −Area(Σt)

1/2

32π3/2
H(t)

[
2πX (Σt)`t −

3

4
H2(t)

∫
Σt

`tdσt

+

∫
Σt

`tdσt + `t

∫
Σt

(Ric(Nt, Nt) + ‖hΣt‖2)dσt

+ H ′(t)θ(x, t) + `t

∫
Σt

‖∇`t‖2

`2
t

dσt

]
.

Em seguida, usamos a expressão (6) para obtermos que

d

dt
mH(t) = −Area(Σt)

1/2

32π3/2
H(t)

[`t
2

∫
Σt

(RM − Λ) +
(
‖hΣt‖2 − H2(t)

2

)
dσt

+ H ′(t)θ(x, t) + `t

∫
Σt

‖∇`t‖2

`2
t

dσt

]
.

Reduzindo ε se necessário, ainda temos `t(x) > 0 para cada x ∈ Σt e t ∈
(−ε, ε). Assim d

dt
mH(t) ≥ 0 para t ∈ [0, ε) e d

dt
mH(t) ≤ 0 para todo t ∈ (−ε, 0]. Dáı,

obtemos

mH(t) ≥ mH(Σ)

para t ∈ (−ε, ε). Entretanto, tendo em conta que Σ é localmente um máximo para a

massa de Hawking, conclúımos que mH(Σ) ≥ mH(t). Portanto, a igualdade ocorre e
d
dt
mH(Σt) ≡ 0, implicando que cada Σt é ponto cŕıtico para a massa de Hawking. i.e, cada

Σt é umbilica e RM = Λ ao longo de Σt.

Como consequência,

H ′(t)θ(x, t) + `t

∫
Σt

‖∇`t‖2

`2
t

= 0,

para t ∈ (−ε, ε). Desde que

H ′(t)θ(x, t) ≥ 0,

`t é constante.

De acordo com Huisken e Polden (1999), a métrica induzida em Σt evolui como

∂

∂t
(gij)t = −2`t(h

Σ
ij)t,

onde gΣt = (gij)t é a métrica induzida em Σt e `t é constante assim como na prova do
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Teorema 1. Ademais, como Σt é umb́ılica e H(t) é constante, obtemos

∂

∂t
gΣt = −2H(t)gΣt

para todo t ∈ (−ε, ε).
No primeiro item, chegamos a equação gΣt = ua(t)

2gS2 para todo t ∈ (−ε, ε),
onde ua(t) = ae−

∫ t
0 H(s)ds e a2 = Area(Σ)

4π
. Então segue da unicidade de soluções para a

EDO correspondente que M é isométrica a um pedaço do anti-de Sitter-Schwarzschild

com massa positiva. Conclúımos, então, que a métrica induzida em (−ε, ε) × Σ é dada

como dt2 + ua(t)
2gS2 . É absolutamente análogo para o item ii) e iii), onde no item ii),

ua(t) = ae−
∫ t
0 H(s)ds com a2 = Area(Σ)

4π(g(Σ)−1)
e no item iii) ua(t) = ae−

∫ t
0 H(s)ds com a2 = Area(Σ)

4π

(Aqui usamos o fato que Area(Σ̂) = 4π).

4.4 Observações pertinentes

Finalizaremos este caṕıtulo apresentando alguns comentários sobre extensões úteis dos

conceitos e resultados aqui apresentados. Antes, enunciaremos o resultado de Nunes

sobre rigidez de superf́ıcies hiperbólicas variedades tridimensionais.

Teorema 4.2 (Nunes-2011). Seja M3 uma variedade Riemanniana com RM > −2. Se

Σ é uma superf́ıcie Riemanniana mergulhada compacta com dois lados e genus g(Σ) ≥ 2

que é localmente minimizante de área, então

Area(Σ) > 4π(g(Σ)− 1).

Valendo a igualdade, então Σ tem uma vizinhança que é isométrica a ((−ε, ε)×Σ, dt2+g),

onde g é a métrica induzida em Σ com curvatura gaussiana constante igual a −1.

Seja
(
Σ̃, gΣ̃

)
uma superf́ıcie compacta de genus g(Σ) > 1 e curvatura gaussiana

constante −1 tal que (R× Σ̃, dr2 + u2(r)gΣ̃) tem curvatura escalar igual a −2 e u é uma

função real positiva que satisfaz

u′′ − 1

2

(
u− 1 + (u′)2

u

)
= 0.

Seja a seguinte famı́lia a um-parâmetro de métricas

ga = dr2 + ua(r)
2gΣ̃, (42)

onde ua(0) = a > 1 e u′a(0) = 0.

A métrica {ga}a>1 converge para uma métrica produto quando a→ 1. Assim,

o resultado de rigidez acima pode ser deduzido para uma superf́ıcie estável que localmente

maximiza a massa de Hawking. Reescalando a métrica para que Λ = −2 no item (ii),
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Σ teria curvatura gaussiana igual a − 1
a2 para a > 1 e uma vizinhança de Σ em M é

isométrica a ((−ε, ε) × Σ̃, ga) para algum ε > 0. Este é precisamente o caso hiperbólico

do Teorema 1.4 em Máximo e Nunes (2013).

Não podemos nos furtar de comentar que um resultado de decomposição para

variedades de dimensão 3 com curvatura escalar não-negativa M contendo um toro T2

orientável estritamente estável maximizante da massa de Hawking não existe (o que seria

em analogia ao caso de Cai e Galloway (2000)), já que tais superf́ıcies não existem em

uma variedade tridimensional com RM ≥ 0.
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5 FÓRMULAS DE VARIAÇAO PARA A MASSA DE HAWKING

É crucial para o desenvolvimento deste trabalho determinar como a Massa de

Hawking evolui perante uma variação normal. Apresentamos aqui o cálculo da primeira

e da segunda fórmulas de variação para a massa de Hawking.

Seja t → Σt, |t| < ε, uma variação normal de Σ = Σ0 com campo vetorial

variacional ∂
∂t

∣∣∣
t=0

= ϕN , onde ϕ ∈ C∞(Σ).

Proposição 5.1 (Fórmula da primeira variação da massa de Hawking).

d

dt

∣∣∣
t=0

mH(t) =
−2Area(Σ)1/2

(16π)3/2

∫
Σ

ϕ∆Hdσ − Area(Σ)1/2

(16π)3/2

∫
Σ

[
(RM − Λ) (43)

−
(

2KΣ +
8π(g(Σ)− 1)

Area(Σ)

)
+
( 1

2Area(Σ)

∫
Σ

H2dσ − ‖hΣ‖2
)]
Hϕdσ.

Demonstração. Evoluindo o funcional massa de Hawking mediante uma variação normal

de Σ, obtemos

d

dt
mH(t) =

1

2

(
8πX (Σ)−

∫
Σt

(
H2(t) +

2

3
Λ
)
dσt

)Area(Σt)
−1/2

(16π)3/2

∫
Σt

d

dt
(dσt)

− Area(Σt)
1/2

(16π)3/2

(∫
Σt

2H(t)H ′(t)dσt +

∫
Σt

(
H2(t) +

2

3
Λ
) d
dt

(dσt)
)
,

O resultado segue aplicando acima em t = 0.

Lema 5.1. Sejam ω a 1-forma em Σ dada por ω(X) = Ric(X,N) e Y (x) = ∂f
∂t

(0, x).

Vale as seguintes afirmações:

1. d
dt
KΣt

∣∣∣
t=0

= −〈hΣ,∇2ϕ〉+H∆ϕ+ 2ω(∇ϕ) + divΣ(divΣω)ϕ+HKΣϕ;

2.
(
d
dt

∆Σt

∣∣∣
t=0

)
ϕ = 2ϕ〈hΣ,∇2ϕ〉+2hΣ(∇ϕ,∇ϕ)−H‖∇ϕ‖2 +ϕ〈∇H,∇ϕ〉−2ϕω(∇ϕ);

3. d
dt
‖hΣt‖2

∣∣∣
t=0

= 2〈hΣ,∇2ϕ〉+ 2RiNNjh
Σ
ijϕ+ 2hΣ

ijh
Σ
ikh

Σ
jkϕ;

4. L′(0)ϕ = 4ϕ〈hΣ,∇2ϕ〉+ 2RiNNjh
Σ
ijϕ

2 + 2ϕ2hΣ
ijh

Σ
ikh

Σ
jk− 4ϕω(∇ϕ)−ϕ2divΣ(divΣω)−

HKΣϕ
2 + 2hΣ(∇ϕ,∇ϕ)−H‖∇ϕ‖2 + ϕ〈∇H,∇ϕ〉+ ϕ2HRic(N,N) + ϕ2H‖hΣ‖2;

5. d2

dt2
(dσt)

∣∣∣
t=0

= [−ϕLϕ+H2ϕ2 + divΣ(∇Y Y ))]dσ.

Demonstração. O primeiro item é consequência da evolução da curvatura escalar, en-

quanto os demais itens podem ser encontrados em Lamm, Metzger e Schulze (2011).

Nosso objetivo agora é provar a fórmula da segunda variação da massa de

Hawking. Para tanto, fixemos algumas notações. Faça

St = Ric(Nt, Nt) + ‖hΣt‖2
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e

Ut = 8πX (Σt)−
∫

Σt

(
H2(t) +

2

3
Λ
)
dσt,

onde S0 e U0 serão denotados por S e U , respectivamente.

Agora, estamos em posição de anunciar a segunda fórmula de variação para o

funcional massa de Hawking.

Proposição 5.2 (Fórmula da segunda variação da massa de Hawking). Seja Σ ⊂M um

ponto cŕıtico para a massa de Hawking, então vale:

d2

dt2

∣∣∣
t=0

mH(t) = −3

4

mH(Σ)

Area(Σ)2

(∫
Σ

ϕHdσ
)2

+
1

2

mH(Σ)

Area(Σ)

∫
Σt

‖∇ϕ‖2dσ

− 1

2

mH(Σ)

Area(Σ)

∫
Σt

(Ric(N,N) + ‖hΣ‖2 −H2)ϕ2dσ

− Area(Σ)1/2

(16π)3/2

∫
Σ

(
H2 +

2

3
Λ
)
|∇ϕ|2dσ +

4Area(Σ)1/2

(16π)3/2

∫
Σ

H2ϕLϕdσ

+
Area(Σ)1/2

(16π)3/2

∫
Σ

(
H2 +

2

3
Λ
)

(Ric(N,N) + ‖hΣ‖2 −H2)ϕ2dσ

− 2Area(Σ)1/2

(16π)3/2

∫
Σ

HL′(0)ϕdσ − 2Area(Σ)1/2

(16π)3/2

∫
Σ

(Lϕ)2dσ.

Da prova da Proposição 5.1, obtemos na nova terminologia envolvendo St e Ut

que

d

dt
mH(t) =

1

2

Area(Σt)
−1/2

(16π)3/2

∫
Σt

Ut
d

dt
(dσt)−

Area(Σt)
1/2

(16π)3/2

(∫
Σt

2H(t)(∆ϕt + Stϕt)dσt

−
∫

Σt

(
H2(t) +

2

3
Λ
) d
dt

(dσt)
)
.

Defina as seguintes funções:

• F1 = 1
2
Area(Σt)−1/2

(16π)3/2

( ∫
Σt

d
dt

(dσt)
)
Ut;

• F2 = −Area(Σt)1/2

(16π)3/2

∫
Σt

2H(t)∆tϕtdσt;

• F3 = −Area(Σt)1/2

(16π)3/2

∫
Σt

(R− 2KΣt +H2(t) + ‖hΣt‖2)ϕtH(t)dσt;

• F4 = −Area(Σt)1/2

(16π)3/2

∫
Σt

(
H2(t) + 2

3
Λ
)
d
dt

(dσt).

A fim de deduzir a prova da fórmula da segunda variação precisamos de lemas

auxiliares envolvendo tais funções.
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Lema 5.2.

d

dt
F1

∣∣∣
t=0

= −1

4

Area(Σ)−3/2

(16π)3/2
U
(∫

Σ

ϕHdσ
)2

+
1

2

Area(Σ)−1/2

(16π)3/2
U

∫
Σ

(‖∇ϕ‖2 − Sϕ2 +H2ϕ2 + divΣ(∇Y Y ))dσ

+
1

2

Area(Σ)−1/2

(16π)3/2

(∫
Σ

ϕHdσ
[ ∫

Σ

(2H∆ϕ+ 2SHϕ)dσ

−
∫

Σ

(
H2 +

2

3
Λ
)

(ϕH)dσ
])
.

Demonstração. Tomando a derivada de F1, obtemos a seguinte expressão:

d

dt
F1 = −1

4

Area(Σt)
−3/2

(16π)3/2
Ut

∫
Σt

d

dt
(dσt)

∫
Σt

d

dt
(dσt)

+
1

2

Area(Σt)
−1/2

(16π)3/2

∫
Σt

d

dt
(dσt)

[ ∫
Σt

−(2H(t)∆tϕt + 2StH(t)ϕt)dσt

−
∫

Σt

(
H2(t) +

2

3
Λ
) d
dt

(dσt)
]

+
1

2

Area(Σt)
−1/2

(16π)3/2
U

∫
Σt

d2

dt2
(dσt).

Agora é suficiente aplicar em t = 0 sobre a luz do Lema 5.1 para terminar a prova.

Lema 5.3.

d

dt
F2

∣∣∣
t=0

=
Area(Σ)−1/2

(16π)3/2

(∫
Σ

ϕHdσ

∫
Σ

H∆ϕdσ −
∫

Σ

(2(∆ϕ)2 + 2ϕS∆ϕ)dσ

+

∫
Σ

2H(2ϕ〈hΣ,∇2ϕ〉+ 2hΣ(∇ϕ,∇ϕ)−H〈∇ϕ,∇ϕ〉+ ϕ〈∇H,∇ϕ〉

− 2ϕω(∇ϕ))dσ +

∫
Σ

2H
d

dt
(∆ϕt)

∣∣∣
t=0
dσ −

∫
Σ

2H2(∆ϕ)ϕdσ
)
.

Demonstração. Argumentando como antes em F2 obtemos

d

dt
F2 = −Area(Σt)

−1/2

(16π)3/2

∫
Σt

d

dt
dσt

∫
Σt

H(t)∆tϕt(dσt)−
Area(Σt)

1/2

(16π)3/2

(∫
Σt

2H ′t∆tϕtdσt

+

∫
Σt

2H(t)
d

dt
(∆tϕt)dσt +

∫
Σt

2H(t)∆tϕt
d

dt
(dσt)

)
.

Agora aplique em t = 0 e usando mais uma vez o Lema 4.1 segue a prova do lema.
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Lema 5.4.

d

dt
F3

∣∣∣
t=0

= −1

2

Area(Σ)−1/2

(16π)3/2

∫
Σ

(−ϕH)dσ

∫
Σ

2SϕHdσ − Area(Σ)1/2

(16π)3/2

[ ∫
Σ

[
d

dt
R
∣∣∣
t=0

− 2(−〈hΣ,∇2ϕ〉+H∆ϕ+ 2ω(∇ϕ) + divΣ(divΣω)ϕ+HKΣϕ)

+ 2H(∆ϕ+ Sϕ) + (2〈hΣ,∇2ϕ〉+ 2RiNNjh
Σ
ijϕ+ 2hΣ

ijh
Σ
ikh

Σ
jkϕ)

]
ϕHdσt

− Area(Σt)
1/2

(16π)3/2

∫
Σ

2Sϕ∆ϕ+ 2S2ϕ2dσ +
Area(Σ)1/2

(16π)3/2

∫
Σ

2SH2ϕ2dσ

− Area(Σ)1/2

(16π)3/2

∫
Σ

2SH
d

dt
(ϕt)

∣∣∣
t=0
dσ.

Demonstração. Como acima, derivando F3, obtemos

d

dt
F3 = −1

2

Area(Σt)
−1/2

(16π)3/2

∫
Σt

d

dt
(dσt)

∫
Σt

2StϕtH(t)dσt

− Area(Σt)
1/2

(16π)3/2

[ ∫
Σt

d

dt
R− 2

d

dt
KΣt + 2H(t)(∆tϕt + Stϕt) +

d

dt
‖hΣt‖2

]
ϕtH(t)dσt

− Area(Σt)
1/2

(16π)3/2

∫
Σt

2St(∆tϕt + Stϕt)ϕtdσt −
Area(Σt)

1/2

(16π)3/2

∫
Σt

2StH(t)ϕt
d

dt
(dσt)

− Area(Σt)
1/2

(16π)3/2

∫
Σt

2StH(t)
d

dt
(ϕt)dσt.

Assim fazendo t = 0, segue do Lema 5.1 o que desejamos.

Finalmente apresentamos nosso último lema.

Lema 5.5.

d

dt
F4

∣∣∣
t=0

=
Area(Σ)1/2

(16π)3/2

∫
Σ

(2H2ϕ∆ϕ+ 2SH2ϕ2)dσ

− Area(Σ)1/2

(16π)3/2

∫
Σ

(
H2 +

2

3
Λ
)

(‖∇ϕ‖2 − Sϕ2 +H2ϕ2 + divΣ(∇Y Y ))dσ

− 1

2

Area(Σ)−1/2

(16π)3/2

∫
Σ

ϕHdσ
[ ∫

Σ

(
H2 +

2

3
Λ
)
ϕHdσ

]
.

Demonstração. Seguindo os mesmos passos, derivamos F4 para obter
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d

dt
F4 = −Area(Σt)

1/2

(16π)3/2

∫
Σt

(2H(t)∆tϕt + 2StH(t)ϕt)
d

dt
(dσt)

−Area(Σt)
1/2

(16π)3/2

∫
Σt

(
H2(t) +

2

3
Λ
) d2

dt2
(dσt)

−1

2

Area(Σt)
−1/2

(16π)3/2

∫
Σt

d

dt
(dσt)

[ ∫
Σt

(
H2(t) +

2

3
Λ
)d
d

(dσt).

Procedendo exatamente como no lema anterior, completamos a prova do Lema

5.5.

Prova da Proposição 5.2. Combinando os quatro lemas anteriores, temos

d2

dt2

∣∣∣
t=0

mH(t) = −1

4

mH(Σ)

Area(Σ)2

(∫
Σ

ϕHdσ
)2

+
Area(Σ)1/2

(16π)3/2

∫
Σ

(2H2ϕ∆ϕ+ 4SH2ϕ2)dσ

+
1

2

Area(Σ)−1/2

(16π)3/2

(∫
Σ

ϕHdσ
[ ∫

Σ

(2H∆ϕ+ 2SHϕ)−
(
H2 +

2

3
Λ
)

(ϕH)dσ
])

+
1

2

Area(Σ)−1/2

(16π)3/2

∫
Σ

ϕHdσ

∫
Σ

2H∆ϕdσ +
Area(Σ)1/2

(16π)3/2

∫
Σ

2H2ϕ∆ϕdσ

− Area(Σ)1/2

(16π)3/2

∫
Σ

(2(∆ϕ)2 + 4Sϕ∆ϕ+ 2S2ϕ2)dσ

− 1

2

Area(Σ)−1/2

(16π)3/2

∫
Σ

ϕHdσ

∫
Σ

2SϕHdσ − 2Area(Σ)1/2

(16π)3/2

∫
Σ

HL′(0)ϕdσ

+
1

2

Area(Σ)−1/2

(16π)3/2
S

∫
Σt

(‖∇ϕ‖2 − Sϕ2 +H2ϕ2)dσ

− Area(Σ)1/2

(16π)3/2

∫
Σ

(
H2 +

2

3
Λ
)

(‖∇ϕ‖2 − Sϕ2 +H2ϕ2)dσ

− 1

2

Area(Σ)−1/2

(16π)3/2

∫
Σ

ϕHdσ
[ ∫

Σ

(
H2 +

2

3
Λ
)
ϕHdσ

]
.

Desde que Σ é um ponto cŕıtico para a massa de Hawking, vale a seguinte

identidade

∫
Σ

2(H∆ϕ+ SHϕ)−
(
H2 +

2

3
Λ
)

(ϕH)dσ = −1

2
Area(Σ)−1

∫
Σ

ϕHdσ.
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Portanto, deduzimos

d2

dt2
mH(Σ)

∣∣∣
t=0

= −3

4

mH(Σ)

Area(Σ)2

(∫
Σ

ϕHdσ
)2

+
1

2

mH(Σ)

Area(Σ)

∫
Σt

‖∇ϕ‖2dσ

− 1

2

mH(Σ)

Area(Σ)

∫
Σt

(S −H2)ϕ2dσ − 2Area(Σ)1/2

(16π)3/2

∫
Σ

(Lϕ)2dσ

− Area(Σ)1/2

(16π)3/2

∫
Σ

(
H2 +

2

3
Λ
)
‖∇ϕ‖2dσ +

4Area(Σ)1/2

(16π)3/2

∫
Σ

H2ϕLϕdσ

+
Area(Σ)1/2

(16π)3/2

∫
Σ

(
H2 +

2

3
Λ
)

(S −H2)ϕ2dσ

− 2Area(Σ)1/2

(16π)3/2

∫
Σ

HL′(0)ϕdσ,

provando assim a proposição.
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6 CONCLUSÃO

Obtemos êxito quanto ao estudo de rigidez de certas hipersuperf́ıcies mı́nimas

com bordo livre de dimensão no mı́nimo 3 e de superf́ıcies mı́nimas assumindo a hipótese

sobre a local maximalidade da massa de Hawking.

Vale a pena ressaltar que não globalizamos o resultado de rigidez do Teorema

A, assim como feito em Bray, Brendle e Neves (2010) e Nunes (2013). O problema de

se encontrar um minimizante global de volume na classe de homotopia de uma hipersu-

perf́ıcie é um problema muito delicado mesmo quando o ambiente tem dimensão três e a

hipersuperf́ıcies é compacta. Na literatura, pode-se encontrar o problema formulado na

classe de isotopia (uma clara restrição, já que as isotopias provém de famı́lias de difeo-

morfismos do ambiente). Mesmo assim, a minimização de área gera alguma degeneração

a não ser que se permita supor algumas hipóteses topológicas como incompressibilidade

da superf́ıcie inicial e que o ambiente não contenha nenhuma superf́ıcie com 1-lado. Além

do mais, em dimensão mais alta, não há teoremas globais de existência de minimizantes

de volume com bordo livre de um determinado tipo topológico além do caso dos discos

(Meeks e Yau (1980)) para dimensão igual a 2.

A nossa técnica não permite estudar todos os casos de sinais de inf RM e

inf H∂M , será que há uma razão mais profunda para isso? Para exemplificar, analisando

o caso onde M é uma variedade Riemanniana com curvatura escalar não negativa tal que

inf H∂M < 0 e σ0,1(Σ, ∂Σ) < 0, nossa técnica obrigaria a consider a hipótese de que as

componentes de ∂Σ sejam localmente máximo para a área. Será que ela nunca é verificada

ou existiria algum contra-exemplo elucidativo.

No Caṕıtulo 4, nosso principal dificuldade foi tentar analisar como o método

de Máximo e Nunes poderia ser adaptado para uma maior classe de variedade, dado que

a técnica deles mostrou-se restritiva para o uso em um contexto hiperbólico.

Nosso objetivo com relação ao trabalho foi alcançado, uma vez que nossos

resultados estenderam de maneira satisfatória, parte da literatura existente sobre a ri-

gidez de hipersuperf́ıcies mı́nimas onde o ambiente apresenta a fraqúıssima hipótese na

curvatura escalar.
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