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Resumo

Neste trabalho, inicialmente investigamos a dinamica eletronica em uma cadeia de
Fermi, Pasta, Ulam desordenada considerando interacao elétron-fonon e a presenca de um
pulso actusticos gaussiano. Consideramos a dinamica do elétron usando o formalismo da
Mecanica Quantica e para as vibragoes atomicas nao-lineares da rede usamos o formalis-
mos da Fisica Classica. Estudamos numericamente a propagacgao eletronica através da
solucdo numérica das equagoes quanticas/classicas acopladas. Nossos calculos sugerem que
o bombeamento acustico associado a interacao elétron-rede promove uma dinamica ele-
tronica sub-difusiva. Concluindo essa primeira etapa, analisamos o transporte de energia
vibracional em uma rede harmonica com desordem diluida. Em nosso modelo, a distribui-
¢ao das massas é uma superposicao de duas sub-redes, uma aleatéria e outra periddica. As
equacoes classicas para o deslocamento em massa e as velocidades sao resolvidas usando
um formalismo de Euler de segunda ordem. O fluxo de energia foi investigado através de
dois tipos de experimentos: i) Injetamos um pacote de energia em torno do centro da rede
e analisamos a dinamica deste pacote; ii) bombeamos um dos lados da rede com um sinal
externo e entao observamos a propagacao deste pulso até o outro lado da rede. Nossos
calculos sugerem que a distribuicao de massa desordenada diluida promove a propagagao

da energia vibracional inclusive na regiao com frequéncias nao nulas.

Palavras-chave: Espalhamento sub-difusivo, dinamica de pacotes de ondas, equacao de

Schrodinger.



Abstract

In this work we initial investigate the electronic dynamics in a disordered Fermi, Pasta,
Ulam model under the presence of electron-phonon interaction and also a pumping of
Gaussian acoustic pulses. We considered the electronic dynamics by using a quantum
mechanics formalism and the nonlinear atomic vibrations by using standard classical phy-
sics. We study numerically the electronic propagation by numerical solution of the coupled
quantum/classical equations. Our calculations suggest that the acoustic pumping asso-
ciated with the electron-lattice interaction promotes a sub-diffusive electronic dynamics.
Concluding this first work, we studied the problem of a two-dimensional harmonic lattice
in which the masses distribution is a superposition of a random and a periodic distri-
bution. Classical equations for the mass displacement and velocities are solved using a
second order Euler formalism. Energy flow was investigated on two distinct experiments:
i) We injected an initial wave-packet with energy Ej and analyzed the dynamics of the
resulting energy pulse; ii) we pumped one of the sides of the lattice with a external signal
and then we observed the propagation of the pulse until the other side of chain. Our cal-
culations suggest that the diluted disordered mass distribution promotes energy dynamics

at high frequency limit.

Keywords: sub-diffusive spreading, wave packet dynamcis, nonlinear Schrodinger equa-

tion.
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1 Transporte eletronico, desordem e

interacao elétron-fonon

1.1 Introducao

Durante muito séculos as propriedades fisicas dos sélidos vém despertando grande
interesse na comunidade cientifica mundial. No inicio do século XX, a chamada “fisica
do estado sélido” teve um grande avango no entendimento de diversas propriedades fisi-
cas tais como condugao elétrica e térmica (Drude, 1900a; Sommerfeld, 1927; Bloch, 1928).
Em linhas gerais, podemos separar estes estudos em uma fase classica e semi-classica
(aproximadamente de 1900 até 1928) e, finalmente, uma fase “quéantica” que teria inicio
apos 1928. No periodo quantico, destaca-se o trabalho de Bloch que usou principios da
mecanica quantica para entender propriedades fisicas dos metais. De maneira geral, o
trabalho de Bloch e demais autores da época proporcionaram um entendimento inicial
sobre o comportamento condutor, semi-condutor e isolante para diversos solidos (Bassalo,
1993). Dentro desse contexto, faremos uma breve introducao histérica visando entender
aspectos referentes ao transporte eletronico a luz dos modelos de conducao pertencentes
a esse momento da fisica do estado sélido do inicio do século XX. Assim, visitaremos
alguns modelos de fundamental importancia como o Modelo de Drude, Modelo de Bloch
e também modelos mais modernos envolvendo termos de interagdo Coulombiana e/ou
elétron-rede. Por fim, serd apresentada nossa contribuicao na literatura a respeito de

teorias de localizacao eletronica em sistemas de baixa dimensionalidade.
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A descoberta do elétron por Joseph John Thomson (1856 — 1940) em 1897 (Thomson,

1987) foi um ponto crucial para toda essa abordagem. Apos essa descoberta, o fisico
alemao Paul Drude (1863 — 1906) (Drude, 1900a; Drude, 1900b) propos um modelo em
que os solidos metalicos fossem formados por ions positivos em posicoes fixas e os elé-
trons pudessem mover-se livremente por todo o sélido. Nesse modelo, os elétrons nao
interagem com os fons, entao o sistema se comporta como um gés de elétrons livre. O
modelo de Drude é considerado simples e obviamente falhou em alguns aspectos, como
por exemplo, na distingao entre condutores e isolantes. Entretanto, este modelo pode
explicar propriedades importantes para os sélidos, como a lei de Ohm, por exemplo. Em
1927, com o desenvolvimento da teoria quantica, o fisico tedrico e também alamao, Arnold
Sommerfeld (Sommerfeld, 1927) (1868 — 1951) trabalhou com a mesma hipdtese de Drude,
entretanto, foi capaz de acrescentar aspectos quanticos da matéria ao modelo de Drude,
mas este modelo também nao foi capaz de descrever a distincao entre metal e isolante.
No ano seguinte, o importante fisico suigo e ganhador do Prémio Nobel da fisica em 1952,
Felix Bloch (1905 — 1983), prop6s um modelo no qual os elétrons se moviam sob a agao
de um potencial periédico (Bloch, 1928). Essa abordagem teve como objetivo estudar
propriedades elétricas em uma estrutura cristalina perfeita. Bloch também introduziu o
conceito de banda de energia, desta forma, foi possivel fazer uma distin¢cao entre metal e

isolante.

O fisico Philip Warren Anderson nascido nos Estados Unidos em 1923, dentre outras
conquistas, recebeu o Nobel de Fisica de 1977, por estudos tedricos sobre propriedades de
transporte em sistemas desordenados. Em 1958, ele propds um modelo capaz de estudar
efeitos de desordem sobre o transporte eletronico (Anderson, 1958). Neste trabalho, An-
derson toma como base a modelagem (tight-binding), ver figura (1.5), e assim foi possivel
definir o conceito de localizacao eletronica na presenca de desordem. Anderson mostrou
que a funcao de onda do elétron sofre diversas reflexdes no potencial aleatério(desordem),
e assim, acontecem diversas interferéncias destrutivas que acabam localizando a funcao de
onda em uma regiao finita do material(este fenomeno é chamado de localizagao eletronica

devido a desordem ou também chamado de “localizacdo de Anderson”). Anderson tam-
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bém mostrou a possibilidade de uma transigao de fase entre estados localizado(estados

isolantes) e estados “nao localizados” (ou também chamados de “estados estendidos” ou
estados metdlicos). Esta transi¢@o ficou conhecida na literatura como transicao de An-
derson. No entanto, neste trabalho de 1958, Anderson nao fez um estudo explicito sobre
a dependéncia desta transicao de fases com a dimensionalidade do sistema. Foi ai que
em 1979, em colaboragao com Abrahams, Licciardello e Ramakrishnan (Abrahams et al.,
1979), foi elaborada uma teoria de escala e assim a dependéncia com a dimensionalidade
foi entao obtida. Eles mostraram que efeitos de localizacao da funcao de onda eletronica
sdo muito mais intensos em baixas dimensdes (d < 2). A teoria de escala nos diz que para
d < 2 todos os estados sao localizados mesmo no limite de desordem fraca, caracterizando
assim, um comportamento isolante. No limite de d > 2 e no regime de desordem fraca a

transicao de Anderson foi observada.

Na aproximagao usada por Anderson, a mobilidade dos atomos da rede nao foi conside-
rada. Em linhas gerais, Anderson trabalhou dentro da aproximacao de Born-Oppenheimer,
ou seja, os atomos estao parados. Entretanto neste trabalho é de suma importancia en-
tender a dinamica de um elétron em uma rede atomica que apresente modos normais de
vibragao. Este tema foi recorrente na literatura nas ultimas décadas (da Silva, 2016; Asada
et al., 2004; Velarde, 2010; de Moura, 2013; Davydov., 1977; Davydov, 1979; Davydov, 1981;
Davydov, 1983; SU-Schrieffer-Heeger., 1979; da Silva, 2014; Albuquerque et al., 2005; Wegner,
1976; Dfaz; Rodriguez; Dominguez; Malyshev, 2005). Uma das contribuigoes relevantes neste
tema foi apresentado por Su-Schrieffer-Heeger em (1979), também chamado na literatura
de aproximagao SSH (SU-Schrieffer-Heeger., 1979). Neste trabalho o transporte de carga
em polimeros foi investigado considerando que a energia cinética eletronica entre atomos
vizinhos depende da distancia média entre estes atomos. Portanto, nesta abordagem, o
chamado “termo de hopping” do elétron acaba dependendo da posi¢ao atomica; por sua
vez, a posicao dos atomos da rede foi regida por um modelo harmonico padrao. Assim,
o chamado modelo SSH (ou aproximagao SSH) nada mais é que um modelo de 1(um)
elétron na presenga de uma interagao elétron-rede efetiva (também chamada de interagao

elétron-fonon).
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Em se tratando de trabalhos que envolvem redes nao-lineares, o experimento numérico

proposto pelo grande fisico italiano Enrico Fermi (1901 — 1954), o americano John Pasta
(1918 — 1984) e o ucraniano Stanislaw Ulam (1909 — 1984) (Fermi, 1955) tem papel impor-
tante dentro da histéria da simulacao computacional. Esse trabalho é precursor de varios
outros experimentos e aplicacoes tedricas (de Moura, 2013; da Silva, 2017). Fermi, Pasta e
Ulan (FPU) estudaram aspectos vibracionais em uma rede nao-linear com o objetivo de
entender o transporte de calor e o perfil de temperatura da amostra. O modelo proposto
por FPU se trata de uma cadeia unidimensional onde os atomos vizinhos sao acoplados

por forgas nao lineares (quadratico ou ciibico).

Os trabalhos acima relacionados foram conduzidos, em linhas gerais, de forma inde-
pendente. Ou seja, foram feitos diversos estudos sobre a natureza de estados eletronicos
em sistemas desordenados com dimensao d = 1,2 e 3 (Eilmes., 2005; Santos et al, 2006;
Albuquerque et al., 2006; Fermi, 1955; Asada et al., 2004), bem como diversos estudos sobre
propriedades de transporte de energia vibracional em sistemas lineares ou nao lineares.
Entretanto, a competicao entre desordem e vibracao atomica dentro do contexto de trans-
porte eletronico é um tema que merece uma investigacao mais detalhada. Para se construir
uma teoria contendo transporte de cargas e a vibracao atomica é necessario recorrer ao
conceito de interacao elétron-fonon (mesmo que se use um formalismo efetivo de intera-
gao elétron-fonon (Neto, 2016)). Dentro deste contexto é que este trabalho se encaixa.
Apresentaremos um estudo sobre a dinamica de um elétron movendo-se em uma cadeia
desordenada com potencial do tipo Fermi, Pasta, Ulam sob efeito da interacao elétron-
fonon com Bombeamento do pulso actistico gaussiano. Para tanto, a dinamica do elétron
foi descrita usando o formalismo da mecanica quantica e para as vibragoes da rede usa-
mos o formalismo presente na fisica cldssica. Estudamos numericamente a propagacao
da onda eletronica na cadeia com o acoplamento das equagoes quantica/classica. Nossos
resultados sugerem que o bombeamento através de pulso acistico gaussiano associado a

esta estrutura eletronica promove uma dinamica eletronica sub-difusiva.

Em seguida, iniciamos um estudo referente a dinamica de uma rede bidimensional

atomica desordenada. Em nosso modelo, temos uma cadeia harmonica, bidimensional em
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que as massas dos atomos sao desordenadas. Consideramos assim, uma desordem diluida.

Aqui, as massas sao acopladas com as massas vizinhas através de molas simples, ou seja,
vale a lei de Hooke. A desordem diluida é composta por duas sub-redes interpenetran-
tes, uma composta por massas aleatorias e outras por massas periédicas. Dessa forma,
analisamos a propagacao de energia ao longo da rede considerado duas condigoes: i) Inje-
tamos inicialmente um pacote de onda com de energia E,, entao observamos a dinamica
do pulso de energia ao longo da rede; ii) Bombeamos um dos lados da rede e analisamos
a propagacao desse pulso até atingir o outro lado da rede. Enfatizamos que nosso estudo
consiste em resolver equagoes classicas para deslocamentos e velocidades das massas. Com
os resultados encontramos evidéncias de que correlagoes intrinsecas existentes dentro da
distribuicao de massa diluida desempenham um papel relevante na propagacao de energia.
Nossos calculos também ajudaram a prever a regiao de frequéncia que se propaga ao longo

da rede.

1.2 O Teorema de Bloch

Nesta se¢ao, iremos fazer uma breve revisao sobre o Modelo de Bloch. Esse modelo
descreve os estados eletronicos em um estrutura tedrica que representa um cristal. Em
linhas gerais, temos um elétron se movendo em um potencial periddico. No lado esquerdo
da figura (1.1) podemos observar uma representagao esquematica de um estrutura crista-
lina perfeita, onde as bolinhas escuras com mesmas dimensoes representam um conjunto
de atomos ou moléculas da rede com mesmo potencial e espacamentos regulares. Na
abordagem de Bloch (Bloch, 1928; da Silva, 2014; Kittel, 2005), a energia de interagao entre
os elétrons é muito menor que a energia de interacao entre os elétrons com os fons da
rede, dessa forma, consideraremos interagao do elétron apenas com os fons da rede que,
por sua vez, é representado por um potencial de intera¢ao U(r), onde r indica a posigao
do elétron no material. O fato dos fons ocuparem posicoes regulares implica em uma
periodicidade espacial do potencial U(r), ver a figura (1.2), onde R é um vetor da rede

cristalina. Portanto, o potencial tera a seguinte propriedade:
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FIGURA 1.1 — Rede sem desordem e rede desordenada. Na figura da esquerda temos uma representacao

esquematica de uma estrutura de rede quadrada bidimensional de um cristal perfeito. Na figura da

direita temos uma representagao esquematica de uma estrutura de rede quadrada bidimensional com a

implementacao de lacunas na rede, distorcoes e diferentes dtomos.
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Fonte: da Silva, L. D. (da Silva, 2014)

Urr)=U(r+R). (1.1)

Como bem sabemos, nesse problema nao levamos em consideragao a interacao elétron-
elétron. Entao, os autoestados de um elétron que move-se em um cristal sao dados pela

equacao de Schrodinger, como segue abaixo:

I

PG+ U] = Ev, (12)

Hy = [

Nesse sentido, enunciaremos agora um dos resultados mais importantes dentro da fisica
da matéria condensada, que nos fornece a forma das solugao da equagao (1.2), o Teorema

de Bloch.
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FIGURA 1.2 — Representacio esquemética de um potencial periédico U () para um sélido cristalino

em uma dimensao.

AU(T)

Nucleo de ion

R e S
Y

Fonte: C. Kittel, 2005 (Kittel, 2005)

Devido a periodicidade da rede, equagao (1.2), ao substituirmos R + r por r a equa-
¢ao permanece inalterada nos operadores que atuam sobre 1. Portanto, o Teorema de

Bloch mostra que as solucoes para a equacao de Schrédinger devem ser:

Unx(r) = unvk(r)e"k'r. (1.3)

Nessa equacao temos 1, k(r) que representa os autoestados, u, k(r) ¢ a fungio perié-

dica ou a chamada funcao de Bloch e e’®T indica uma onda plana. Com a substituicao de

R + r por r temos:
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umk(r) = umk(r + R) (14)

Dessa forma, u, x(r) tem a periodicidade da rede, o subscrito k indica que a funcao de
onda u, k(r) depende do vetor k, e por fim, n representa as multiplas solucoes da equacao

de Schrodinger para um vetor de onda k. Combinando as equagoes (1.3) e (1.4), temos,

Uni(r + R) = ™ Rep, 1 (1). (1.5)

Portanto, a equagao (1.5) é conhecida como Teorema de Bloch. Sem duvidas, o mo-
delo de Bloch tem fundamental importancia no desenvolvimento da fisica do século X X.
Podemos destacar fatores que foram compreendidos a partir do deste Teorema; o fato
de que quando o elétron esta contido em uma rede peridédica e interage apenas com o0s
ions da rede a funcao de onda do elétron se estende por todo o sistema. Outro fato
importante que foi explicado em sistemas cristalino, foi a diferenca entre condutores, iso-
lantes e semicondutores. Entretanto, na natureza boa parte dos sistemas reais nao sao
cristalinos, em geral exibem defeitos ou total auséncia de quaisquer simetrias ou periodi-
cidades. Desta forma, vem a necessidade de estudar a presenca de desordem nos sistemas
(Dos Santos, 2007; Anderson, 1958). Para entender a definicdo de desordem considere no-
vamente a figura (1.1). O lado esquerdo representa um sistema atomico cristalino. O
lado direito desta figura mostra uma estrutura atomica com lacunas na rede, distorgao,
impurezas e/ou fons distintos. Esta completa auséncia de simetrias espaciais na estrutura

atomica ¢é geralmente chamada de “desordenado”. Enquanto que um material cristalino
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tem uma estrutura atomica com periodicidade espacial, um material desordenado tem es-

trutura atomica interna sem periodicidades. Portanto, a periodicidade que foi imposta no
potencial de Bloch é violada em um sistema desordenado. Dentro desse contexto, se faz
necessario agora apresentar o formalismo de Anderson que foi proposto em 1958, 0 mesmo

permite entender a natureza dos autoestados eletronicos em sistemas desordenados.

1.3 Modelo de Anderson

Seguindo a linha cronolégica, em 1958, Anderson propos um modelo em que podem ser
considerado os efeitos da desordem sobre o transporte eletronico. Esse modelo definiu o
importante conceito de localizacao eletronica na presenca de desordem. Assim, Anderson
mostrou que a fungao de onda eletronica sofre diversas reflexoes no potencial aleatorio e
dessa forma acontecem interferéncias destrutivas que localizam a funcao de onda em uma

regiao finita do material (Moura, 2003; Dias, 2011; Anderson, 1958).

FIGURA 1.3 — A figura traz uma representacio esquematica do potencial cristalino como uma su-
perposicao de potenciais atomicos localizados nos sitios da rede t¢,,. Na aproximacao tight-binding, a

interagao entre os orbitais atomicos vizinhos ¥, de energia E, leva a formacao das bandas de energia.
AViz)

t, tg t, ty fte t,  t, oty t,
s .

Fonte: G. Grosso (Grosso., 2014)

O modelo de Anderson, em linhas gerais, consiste de uma geometria com N¢ sitios or-
ganizados em uma geometria perfeita de dimensao d(d = 1 seria uma cadeia com N sitios

igualmente espacados; d = 2 seria uma rede quadrada regular com N? sitios; d = 3 tere-
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mos uma caixa ctibica com N? sitios). No modelo de Anderson, cada sitio representa um

orbital atomico fixo. O modelo de Anderson considera a existéncia de um termo cinético
que conecta sitios vizinhos e uma energia potencial eletronica que representa a energia de
ligacao do elétron no sitio(orbital atémico). A energia cinética também é chama de termo
de hopping. A energia potencial ou também chamada de termo diagonal do Hamiltoniano
vai representar a desordem do sistema (em geral). De fato, também é possivel incluir
desordem na energia cinética do modelo, entretanto modelos com desordem diagonal sao
mais intuitivos pois este tipo de desordem representa a falta de simetria composicional
do sistema (ou seja, representa os diversos tipos de dtomos que um sistema real em geral
contém em sua estrutura interna). A desordem no termo de hopping esta ligada, em geral,
com deformagoes na estrutura geométrica da rede e/ou com interagdes entre a dinamica
eletronica e as vibracoes da rede. Por hora vamos deixar este debate da desordem no hop-
ping para os capitulos posteriores. A figura (1.3)(A) enfatiza o modelo de Anderson com
desordem diagonal. Na figura, as bolinhas(dtomos) estao dispostas em sitios igualmente
espacados, entretanto o tamanho das bolas é diferente o que representa atomos diferentes
e assim energia potencial diferente em cada sitio (isso é o que chamaremos de desordem

ou distribui¢ao de desordem).

FIGURA 1.4 — A) Representacio esquemética de uma rede unidimensional com desordem. A desordem
é representada aqui por bolinhas de tamanhos e texturas diferentes. B) Representacao de uma rede

unidimensional sem desordem, ou seja, o modelo de Bloch unidimensional.

i+1 i+2

Fonte: da Silva L.D. (da Silva, 2014)

Na abordagem de Anderson, o elétron pode ocupar os sitios da rede, assim, a energia
de ligacao do elétron em determinado sitio, 7, da rede é a energia potencial ¢,. Como ja

enfatizamos previamente, o que vai caracterizar a desordem nesse sistema é o fato de que
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as energias de cada sitio serao distribuidas de forma aleatéria. Anderson considerou que

tais energias estariam, entao, compreendidas dentro do intervalo [—W/2,W/2], onde W
caracteriza a largura da desordem no sistema. Vamos representar a energia de hopping
como sendo V;, j, ou seja, a energia necessaria para que o elétron “salte” de um sitio n
para um sitio vizinho j (ou vice-versa). Assim, o operador Hamiltoniano que descreve

esse modelo é expresso por:

H =Y caln)(n|+ Y Vayln)(jl. (1.6)

n#j

|n) indica o estado que representa o orbital atomico centrado no sitio n. Uma re-
presentacao matricial N x N do hamiltoniano de Anderson para o caso unidimensional

é

ee. Vig 0 0 . 0
Vor e Vg 0 e 0
o 0 Vi e Vi . 0
0 0 Vig e
VN-1in
0 0 0 ... Vuna EN

O conjunto formado pelos vetores |n) representa uma base em que podemos expandir
seus autoestados ¢ do hamiltoniano |¢) = )" ¢,|n), onde, ¢, caracteriza a amplitude da
funcao de onda no sitio n. Para determinar os autoestados e as autoenergias, basta usar
a equagao de autovalores, ou seja, H|i) = E). Assim, permutando n, j e atuando |n)

na expressao(1.6), iremos obter a seguinte expressao:
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Hn) = exln) + ) Viuli). (1.7)
j#n

Agora, se atuarmos |¢)) em H, iremos obter,

Hfyp) = c,Hln). (1.8)

n

Combinando as expressoes (1.7) com a expressoes (1.8) fica,

HIo) = 3 encaln) + 3 Vinesli): (19)

n j#n

Ao fazermos uma nova mudanca de varidvel no segundo termo da equagao (1.9),

Hlyp) =" (encn +) vnjcj> n), (1.10)

n n#j

como,

HIy) = Ely), (1.11)

logo,

E’Z Cnln) = Z (encn + Z ancj) In) (1.12)

Z (Ecn — €nCp — Z ancj> |ny =0 (1.13)
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(S

Ee, —e,c, — Z Vojcj =0 (1.14)
J
Dai, obteremos a seguinte expressao,

Ee, = e,c, + g V€. (1.15)

J
Portanto, se considerarmos um sistema unidimensional de sitio n, e utilizando o hop-
ping deste sistema como sendo constante e diferente de zero entre os primeiros sitios

vizinhos, e deixando, V' =V, ;, em evidéncia na expressao (1.15) iremos obter,

j=n+1
Eec, =¢€,c, +V Z ¢ (1.16)
j=n—1
que vai resultar em,
Ec, =e€,c0 +V (Cho1 + cny) - (1.17)

Para o caso de um sistema unidimensional sem desordem, ou seja, um sistema crista-
lino perfeito, como representado na figura (1.4).B, a largura da desordem, W = 0, e as
energias potenciais do sitio, €,, sdo iguais. Assim, na equacao (1.17), as energias potenciais

desordenadas, €, passa a ser iguais a zero, logo,

Ec, =V (ch_1+ Cni1) - (1.18)

As solucoes para esta equacao sao dadas por,

cn = coe'™. (1.19)
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A equacao a cima é satisfeita se,

E =2V cos(k), (1.20)

Entao a energia F esta compreendida dentro do intervalo —2V < E < 2V. Logo, para
um cristal 1d a largura da banda permitida é B = 4V. De forma geral, a largura da banda
de energia permitida é expressa por B = 22V, onde z representa o nimero dos primeiros
vizinho de uma rede de dimensao d. Anderson em 1958, mostrou que se a razao entre
W/B for suficientemente grande, ou seja, se W for suficientemente maior que B, todos
os estados eletronicos sdo exponencialmente localizados. O limite onde a razao W/B é

aproximadamente 1 representa o regime de desordem intermedidria.

FIGURA 1.5 — Representacao da transicio de Anderson no modelo tight-binding. A funcdo de onda
eletronica tem localizacao induzida por desordem quando a faixa de desordem W é maior que a largura

de banda de energia B.

B>W
- - - - Transicao
de
Anderson
L - B<W
5

Fonte: R. Zallen (Zallen., 1983)

No caso de desordem intermediaria, Anderson mostrou a possibilidade de uma tran-
sicao de fase entre estados estendidos(caracteristicas de um condutor) e estados locali-
zados(caracteristica de um isolante). Esta transi¢ao ficou conhecida na literatura como
transicao de Anderson. A figura(1.5) mostra uma ilustragdo da transicdo de Anderson.
Em (a), para B > W, observamos que os sitios sao representados por pogos de profun-

didades iguais, o que indica potenciais com mesma intensidade, semelhante ao modelo de
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Bloch, caracterizando assim, estados estendidos. Em (b), quando B < W, observamos que

os sitios sao representados por diferentes pocos de potenciais. Note que os potenciais tem
profundidades aleatorias, o que caracteriza a desordem no material e consequentemente
estados exponencialmente localizados. Assim, a transicao de Anderson ocorre entre as

condigoes vistas em (a) e (b), onde W/B é aproximadamente 1.

A figura (1.6), traz uma visdo pedagogica da funcao de onda para estados estendidos
e estados exponencialmente localizados. Em (a), temos uma representacao de estado
estendidos da func@o de onda eletronica. Em (b), mostramos uma ilustragao para fungao
de ondes exponencialmente localizada devido a presenca de desordem no material.
FIGURA 1.6 — A figura traz uma ilustracio de estados estendidos e estados localizados. Em (a), temos

uma representacao de estado estendidos da fungao de onda eletronica. Em (b), mostramos uma ilustragao

para funcao de ondes exponencialmente localizada devido a presenga de desordem no material.
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Fonte: R. Zallen (Zallen., 1983)

O artigo de 1958 nao deixou claro a relacao entre a localizacao de Anderson e a
dimensao do sistema. Foi ai que durante a década de setenta, Anderson e colaboradores
estudaram, através de uma teoria de escala, a relacao entre a localizacao de Anderson e
a dimensao do sistema. A préxima secao sera dedicada, entao, a um estudo referente a
teoria de escala para a transicao de Anderson, isso, a fim de entender a relagao entre a

localizacao eletronica e a dimensao do sistema.
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1.4 Teoria de escala para a transicao de Anderson

Vamos fazer aqui uma breve revisao da teoria de escala proposta por Anderson e
colaboradores. Esta metodologia foi aplicada com o interesse de entender a dependéncia
da localizagao dos autoestados com a dimensao do sistema (Abrahams et al., 1979). Em
linhas gerais, neste trabalho publicado no ano de 1979, foi mostrado que em sistemas
desordenados de baixa dimensionalidade, ou seja, com dimensoes menores iguais a dois,
a transi¢do de Anderson nao é encontrada mesmo no limite de desordem fraca (W <<
V). A teoria de escala foi aplicada na reformulacao do modelo de Anderson, proposta
por Thouless (Thouless, 1977). Thouless toma como base a dependéncia de escala da
condutancia generalizada g. Nessa abordagem os sélidos sao formados por varias caixas
acopladas, e cada caixa tem volume L% onde L indica os lados da caixa e d indica as
dimensoes da mesma. As energias W e V' do modelo de Anderson serao generalizadas para

este modelo de hipercubos. A largura da desordem W serd substituida pelo espacamento

w
N

médio entre os niveis de energia AE. AFE tem que satisfazer a condicao AE ~ onde
N sao os niveis de energia com volume L?. J4 o termo de hopping V ird corresponder
ao deslocamento causado pelas alteracoes nas condicoes de contorno de cada volume que
ocupa o solido 6 F. Logo, (%) no modelo de Anderson nos fornece uma medida do grau
de desordem, agora, analogamente, (%) tem caracteristica de parametro de desordem do

sistema. Se no interior da caixa de lados L o elétron executar um movimento aleatoério,

semelhante ao Movimento Browniano, entao,

Tp = —. (1.21)

Aqui, D é a constante de difusao e Tp é o tempo necessario para um pacote de

onda eletronica difundir até os contornos da caixa. Fazendo uso da relagao de incerteza
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(0TOE > h), logo,

h
08 = 7 (1.22)

Com isso, a relacao entre a condutancia o e as propriedades de difusao do sistema

pode ser expressa por meio da relacao de Einstein:

o =e?Dn(E). (1.23)

Aqui, n(E) é a densidade média de estados. Relacionado as equagdes (1.21), (1.22) e

(1.23), iremos obter,

oh

Assim, expressamos 0F no limite macroscopico em fungao da condutividade o. A

densidade média de estados pode ser escrita como:

1

F)=—— 1.25
Agora, relacionado as equagoes (1.22) e (1.25), temos
0F  ho
— = — L7 1.2
AE  e? (1.26)
Logo, essa equagao pode ser reescrita na forma,
0E  ho
L)=-——=—L"" 1.27
9L =R 5= (1.27)

Nessa expressao g(L) vai indicar a condutancia generalizada. Como esperado, a equa-
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¢ao (1.27) é semelhante a rezao W/V no modelo de Anderson tradicional, que por sua

vez, indica uma medida da intensidade do grau de desordem no sistema. Logo:

e (JF > AF) indica estados estendidos que sao sensiveis a mudanga nas condigoes de

contorno;

e (0F < AE) indica estados localizados que nao sao sensiveis & mudanga nas condigoes

de contorno.

A equagao (1.27) ¢é aplicada somente para o caso de estados estendidos no limite
macroscépico. Nela, g(L) indica a condutancia generalizada em unidades de %, pois o
termo oL% 2 indica a condutancia de um cubo de lados L e dimensao d. Portanto, a
teoria de escala examina a dependéncia de g(L) de acordo com o comprimento da escala
utilizada. Agora, sendo gy a condutancia generalizada para um sistema formado por uma

caixa acoplada de volume L, ou seja,
= ——= = gp. (1.28)
(Lo)

Assim, dado gg numa escala de comprimento Lg, a teoria de escala assume que pode-
mos obter uma nova condutancia g em termos de uma nova escala maior L = bLy. Entao,
a nova condutancia é claramente determinada pelas quantidades gy e pelo fator de escala
b. Esta ideia é bem ilustrada na figura (1.7). Tratando b como uma transformagao conti-

nua, podemos analisar o comportamento de escala da funcao g a partir da seguinte funcgao:

_ dlng(L)

Bl9) = — 1 (1.29)

Analisando esta funcao, observamos que se (5 > 0), logo L cresce com o crescimento
de g, enquanto que (8 < 0), g decresce com o crescimento de L. Na figura (1.8), hd uma

representacao qualitativa de 3(g) para os seguintes valores de d = 1,2 e 3, tal figura foi
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proposto por Abrahams, Anderson, Licciardello e Ramakrishman (Abrahams et al., 1979).

O comportamento qualitativo de (g) pode ser melhor entendido tomando os limites

assintéticos de g — 0 e ¢ — oo na equacao (1.29). Portanto:

e Para (g — o00), ou seja, no limite de forte acoplamento e baixo grau de desordem,

g(L) é dada por:

lim B(g) ~ d — 2, (1.30)

g—0o0

g cresce com o aumento de L, dai

1 parad=3,
Blg—+00)=4 0 parad=2, (1.31)
—1 parad=1.

Ver lado direito da figura (1.8).

FIGURA 1.7 — Representagao qualitativa do comportamento da fungdo de escala (3(g)) em relagio as

dimensoes d = 1,2 e 3 perante a teoria de escala mostrada por (Abrahams et al., 1979).

R 9(g,b)

b

Fonte: Abrahams , 1979 (Abrahams et al., 1979)

e Para (g — 0), ou seja, no limite de fraco acoplamento e forte grau de desordem,
o teorema de Anderson prevé que os estados eletronicos sao localizados e apresentam
decaimento exponencial com a distancia. Considerando um elétron confinado dentro de
uma caixa de dimensoes L, a amplitude da funcao de onda desse elétron é da ordem de
e ' nesse caso, I' indica o expoente de Lyapunov (da Silva, 2014; Moura, 2003), que por

sua vez, é o inverso do comprimento de localizagao .
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O acoplamento entre as caixas também apresenta decaimento exponencial com L, ou

seja, g(L) oc e7 Tl A partir da equagao (1.29), teremos que:

lim f(g) =~ Ing. (1.32)

g—0

FIGURA 1.8 — Representacio qualitativa do comportamento da fun¢io 3(g) em funcio da condutancia

g em termos das dimensoes d =1, 2 e 3.

Fonte: E. Abrahams et al. (Abrahams et al., 1979)

Dentro desse contexto, podemos fazer as seguintes observagoes. Vejamos como g ~
e 'L ou seja, quando L aumenta a condutancia diminui. Dai, a partir da equagao (1.32)
observamos que quando g — 0, logo 5(g) — oo, independente da dimensao. Analisando a
figura (1.8) e assumindo que [3(g) varia lentamente e monotonicamente entre ((g) — 0 e
(g) — 00), observamos que para d = 1 e d = 2, g diminui a medida que L cresce, logo nao

existe uma transicao metal isolante. Agora, para d = 3, observamos dois comportamentos,

eles sao:

e (B(g) > 0) g cresce a medida que L também cresce, caracteristica de sistema con-

dutor;

e (5(g) <0) g diminui a medida que L cresce, caracteristica de sistema nao condutor.
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[sso nos mostra que para d = 3 observamos uma transi¢ao metal-isolante no sistema

em um ponto critico, g., que separa ((g) < 0) e (B(g) > 0). Com isso, fica claro que
a transicao de Anderson estd inteiramente ligada com a dimensao do sistema, ou seja,
hé transicao em sistemas com 3 dimensoes. Tal observacao também é encontrada nas

seguintes referéncias (Moura, 2003; Thouless, 1974; Wegner, 1976).

Contudo, importantes propriedades fisicas da matéria sao determinadas pelas vibragao
atomicas dos materiais e/ou suas intere¢oes com o transporte de carga. Dessa forma, com
intuito de compreender a dinamica dos modos vibragao em sistemas unidimensionais, a
proxima secao, sera dedicada a fazer uma breve abordagem sobre as caracteristicas dos

modos vibracionais em uma cadeia harmonica desordenada unidimensional.

1.5 Interacao elétron-fonon

Em todos os trabalhos apresentados até a secao anterior, apresentamos resultados
relacionados ao transporte eletronico em sistemas desordenados. Boa parte destes traba-
lhos, obtidos através da aproximacao usada por Anderson, consideraram que os atomos
da rede nao tém mobilidade, ou seja, eles estao “parados”. Na verdade, é utilizado a
chamada aproximagao de Born-Oppenheimer (ou aproximagao adiabdtica). Desta forma,
a dinamica atomica existe, mas ¢ lenta comparado com o movimento eletronico. Isso é
bem razoavel principalmente em baixas temperaturas. Entretanto, se temos o interesse
em considerar modelos contendo aspectos mais reais, a presenca de efeitos térmicos e con-
comitantemente fonons na rede é imprescindivel (da Silva, 2016; Asada et al., 2004; Velarde,
2010; de Moura, 2013). Vamos fazer agora uma breve revisao acerca do tratamento bésico
para as vibragoes atomicas em determinado sistema, bem como, uma estratégia eficiente
para incluir a interacao do elétron com as vibragoes da rede. Enfatizamos que, em li-
nhas gerais, vamos usar o formalismo unidimensional para descrever os fonons da rede,
entretanto a teoria é geral e pode ser aplicada em qualquer dimensao. Enfatizamos ainda
que, apesar de sabermos que as vibracoes atomicas tém grande relacao com a presenca de

banhos térmicos e/ou fluxo de calor, ndo vamos considerar aqui o termo de temperatura
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explicitamente. Em linhas gerais, queremos apenas apresentar a descri¢cao necessaria para

os fonons da rede e os termos de interacao elétron-fonon.

FIGURA 1.9 — Representacio esquematica de uma rede unidimensional com um conjunto de dtomos

desordenados acoplados por molas.
(T — (i~ CTTTETTE i
n+ 2

n-1 n n+1

Fonte: da Silva, L. D. (da Silva, 2014)

Aqui, iremos assumir que os fons de uma rede unidimensional como ilustrado na fi-
gura (1.9), possuam movimentos oscilatérios em torno de um ponto de equilibrio. Para
isso, serd necessario tratar classicamente os modos de vibracao da rede. Assim, em nosso
estudo vamos considerar inicialmente uma abordagem tipo oscilador harmoénico cldssico
para os modos de vibracao. Desta forma, o sistema completo elétron e rede podem ser
representados por um Hamiltoniano efetivo composto com uma parte quantica (He,) re-
ferente a dinamica eletronica e uma parte classica (Huqeiq) referente aos fonons da rede.
Em linhas gerais, nao existe formalmente nenhum erro nesta abordagem, pois para o
calculo das quantidades fisicas de interesse, vamos usar o valor médio do Hamiltoniano
classico devidamente calculado no estado do sistema. Desta forma, o Hamiltoniano efetivo
composto pode ser escrito como:

P2

2m,,

H = Y eln)inl+ Y (Valn)(n+ 1+ Vyln+ 1)nl) + >

n

+ Z i[ﬁn(Qnﬂ-l _ Qn)2 + ﬁn—l(Qn — Qn_1>2].
(1.33)

O primeiro e segundo termo representam o Hamiltoniano de Anderson para um elétron
com energia on-site, €,, e termo de hopping, V,,. Como o hopping é real, logo V, =V,,. O
terceiro e quarto termos do Hamiltoniano representam, respectivamente, a energia cinética
das vibragao das particulas e energia potencial relacionada a interacao das particulas com

as primeiras vizinhas. @), e P, representam posicao e momento respectivamente. O fator
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1/4 que aparece no potencial harmonico é necessario para evitar a contagem duplicada da

energia potencial harmonica em cada massa. Vamos considerar em nossa abordagem que
a massa m, de cada atomo, bem como as constantes das molas, [3,,, sao uniformes e com
valores, m,, = 3, = 1. O acoplamento entre a parte eletronica e a rede sera feito através
da energia de hopping V,,. Para introduzir acoplamento elétron-rede vamos considerar o

termo de hopping:

V,, = —e~@@n1=Cn) (1.34)

Nesta equacao, a é um parametro que controla a intensidade da interacao elétron-rede.
Basicamente « serd o acoplamento elétron-fonon. Analisando a equagao (1.34), podemos
perceber que, se os atomos localizados nas posi¢oes n e n+1 estiverem préximos o hopping
é forte, caso contrario é bem fraco, esse decaimento exponencial é observado pelo sinal
negativo encontrado no expoente. A abordagem apresentada na equagao (1.34) é uma

generalizac¢do da aproximagao Su, Schrieffer e Heeger(SSH).

O Modelo (SSH) proposto por Su-Schrieffer-Heeger (SU-Schrieffer-Heeger., 1979) em 1979,
teve como objetivo investigar os problemas que assumem a existéncia da alternancia de
ligacoes simples e duplas e acoplamento entre as cadeias relativamente fracas, isto é,
comportamento quase-unidimensional. A motivagao para esse estudo vem de evidéncias
experimentais usadas em cadeias de (C'H),,, mais especificamente em técnicas Raman (Le-
frant., 1979; Harada et al., 1978). Dessa forma, o modelo SSH se d4 pela aproximagao
de primeira ordem para V,, = —e @179 ~ _[1 — a(Qny1 — @Qn)]. Nas interacoes

elétron-fonon, este fato é aplicado para pequenas vibracoes nos sitios.

Para deduzir explicitamente as equacao que controla as velocidades das vibragoes da
rede e a dinamica do elétron, considere a equagao de Schrodinger dependente do tempo
escrita em termo do hamiltoniano H, H|W¥(t)) = ih<%|¥(t)). Ela pode ser escrita facil-
mente considerando o estado, |¥(t)) = > , fu|n'). Lembrando que a parte classica do

Hamiltoniano (1.33) nao atua no estado |¥(¢)), analisando, entao, a atuagao de |¥(¢)) em
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H;

HIW() =) ealn)(nl+ Y Valln)(n+ 1] + [n + 1)(n|) }¥(1)). (1.35)
entao

HIW(1) =) ealn)(nT()) + > Valln)(n+ 1]+ [n+ 1)(n])|[¥). (1.36)

n

Sabendo que H|W¥(t)) = H)Y , fuwln') = >, fwH|n'). Analisando o termo H|n'),

temos,

Hn'y = enln)(nln)) + > Valn)(n + 10’y + > Viln + 1)(nn’). (1.37)

n

Como (n|n’) = 6,,, entdo a equagao (1.37) fica,

Hn') = €nn)onmw + Y Valn)ouiim + > Valn + 1) (1.38)

n

Assim,

HIW() =Y fu(HR)) = fur(D enln)onm + Y Valn)onsrm + > Valn + 1)nm).
(1.39)

Por fim podemos retornar a equacao (1.36),

HIU(E) =Y fuenlm)onm + D furValn)ongrm + > furValn+ Donm.  (1.40)

n,n’ n,n’ n,n’

Usando a delta nas somas em cada termo, ou seja, an, GnOpp =D, On PaTA N =10,
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teremos que:

H|U(t) anen]n +an+1v In) +anv In+1). (1.41)

Observe que na expressao, y_  f,Vu|n + 1), fazendo, m = n + 1, e consequentemente,
n=m-—1,assim, > f,Voln+1) = > fi-1Vin—1lm), dai, para m = n, temos que,
Yoo faValn+1) =" fuo1Vi_1|n). Assim, reescrevendo a equacao (1.35):

HI()) = Y (fuen + fus1Vio + fa1Vis)n). (1.42)

n

Dessa forma, retomando a equacao de Schrédinger dependente do tempo, ou seja,

zh% = m— Z faln) (1.43)
e
zh— Z faln) = H|n), (1.44)
entdo,
m— Z faln) = Z fa€n + Fusi Vi + faiVai)ln) (1.45)
10go,
Z(’ih%fn — fobn — frs1Vin — fa1Vao1)|n) = 0. (1.46)

n

Com a atuagao de |¥(t)) em H, podemos reescrever a equacao de Schrodinger depen-

dente do tempo para cada componente f,, da funcao de onda como sendo:
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dfn
Zh% - Enfn + ann+1 + Vn—lfn—l- (147)

Considerando o termo de hopping definido na equagao (1.34), chegamos na equagao

que descreve a dinamica eletronica neste modelo com acoplamento elétron-fonon.

dfn
Zh% = Enfn - €_a(QH+1_Qn)fn+1 - e_a(Qn_Qnil)fn—l' (148)

Uma vez deduzida a equacao que rege a dinamica do elétron, precisamos deduzir a
equacao que descreve evolucao temporal das vibracoes harmonicas da rede. Vamos utilizar
o formalismo de Hamilton para encontrar a equacao que controla as vibracgoes atomicas.
Do ponto de vista de mecanica classica, a equacao de Hamilton para o momento P, neste
problema, pode ser escrito como P, = —%, onde (H) = (¥ (¢)|H|¥(t)). Substituindo o

Hamiltoniano da equagao (1.33), temos:

_8<H) L 0
0Q,  0Q.

5 % 0y iw@nﬂ — Q)+ Bt (Qu — Quod) (1)),

P,

(U)LY enlnd(n] + ) Valln)(n+ 1] + 0+ 1)(n])

(1.49)

Podemos observar que apenas o termo de hopping, V,,, e o termo de energia potencial

classica dependem da posicao @), desta forma, a derivada —% sera composta pelos dois

termos abaixo:
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o) D
0Qn — 0Qn

3 0@ = Qu)? + s (@ — Qo HY()

n

(U)LY Valln)(n + 1]+ n + 1) (n]) +

(1.50)

No primeiro termo podemos observar que os termos de ordem n — 1 e n contém a
posicao (), e desta feita, serao submetidos a derivada parcial %. Os demais termos
do somatério nao contém (), e, portanto, suas derivadas se anulam. Para o segundo
somatorio, temos que os termos de ordem n — 1, n e n + 1 contém a posicao ), e assim,
irao contribuir com a derivada. Para os demais termos as derivadas também sao nulas.

Dessa forma, podemos organizar a derivada como sendo:

Bam = o (e Vacs(n = 1)(al + (fn)a = 1)
+ Vu(n)(n+ 1|+ In+ 1){(n])]
b Q- @ + PN - Qu ).

(1.51)

Agora substituindo V,, e V;,_; como definido na equagao (1.34) e atuando (V(t)| e
|W(t)), temos:

P,= - agn{—e“@"@"‘”(<‘1’(tﬂn = D {n[¥(@)) + (PB)[n){n = 1]¥(?)))

+ [mem @I (W) ) (n+ 1)) + (U (H)|n + 1) (n|V(2)) ]

s (VOIS @ - Q0 + 252 = Qw0 (0),

(1.52)
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Lembrando que,

(W (t)n — 1)(n| ¥ (1) Zf* (nfn 1) Zf* nln) = fi_1fo (1.53)
De maneira equivalente,
(T |n)(n + 11¥(1) = flfas (1.54)

Logo, para o complexo conjugado das equagoes (1.53) e (1.54) temos, respectivamente,

(I fa)t = fuorf] (1.55)

(flfa)t = i £ (1.56)

Logo, a equagao (1.52) pode ser reescrita como sendo:

0

Fo = —ggA=fifat far e @m0y
— (flfarr+ fnle)e—a(QnH-Qn)}
a 571 1

(¥ ()I{[ H(Qnat — Q) + {0 (Qn = QutPIHT (). (157)

OQn

Portanto, calculando as derivadas e fazendo (W(¢)|¥(¢)) = 1 no segundo termo do lado

esquerdo da equagao (1.57), temos que,

Py = af—e @O I(fl fo 4 fuaf])
+ G_G(Qn+1_QTL)(fvtfn+l + fnffr];-&-l)}

+ ﬁn(Qn—i—l - Qn) - 571—1(@71 - Qn—l)- (158)
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Dessa forma, deduzimos explicitamente a equacao que controla as velocidades das

vibragoes da rede. O problema composto da interacao elétron-rede pode ser resolvido
através da resolucao numérica da equacao de Schrodinger dependente do tempo para

cada componente f, da fun¢ao de onda (1.48) e da equagao anterior (1.58).

A resolucao numérica dessas equacoes podem ser feitas através de métodos tradicionais
de céalculo numérico como métodos de Runge-Kutta de alta ordem, Método de Euler e
o Método de Taylor. Observe que na auséncia do acoplamento elétron-fonon, a« = 0 as
equagoes funcionam como dois problemas separados: um, com elétron propagando-se em
uma cadeia com V,, = 1, equagao (1.48), o que nos remete naturalmente ao modelo de
Anderson, e outro problema de uma cadeia harmonica unidimensional com sitio de massas,

m,, constante, acopladas por molas de contante elasticas f3,,, também constante.

Ainda analisando «, observamos que para, a > 0, o acoplamento elétron-fonon in-
troduz uma dependéncia temporal na energia de hopping V,,, ligando assim, a funcao de

onda eletronica as vibracoes harmonicas da rede.

Em alguns estudos anteriores, o acoplamento elétron-fonon foi investigado conside-
rando um limite adiabatico, onde a vibracao de cada atomo seria proporcional a densidade
eletronica local, ou seja, @Q,, o< | f,|*. Nessa abordagem, (Dias, 2011), foi demonstrado que a
presenca de nao linearidade na equacgao de Schrodinger dependente do tempo pode revelar
diversos novos fenomenos, entre eles, a chamada transicao de self-trapping onde o elétron
fica preso na rede devido ao intenso potencial diagonal oriundo da nao linearidade. A
abordagem apresentada neste capitulo, que contempla tanto a dinamica eletronica quanto
a dinamica da rede, foi pouco estuda na literatura, entretanto, ja concebe resultados bem
interessantes. Recentemente, em 2014, Sales e Moura (Sales, 2014) estudaram o transporte
eletronico em uma estrutura nao harmonica unidimensional com interacao ctibica entre
os sitios vizinhos mais préximos. Como resultado eles obtiveram indicios de que a onda
solitonica que existe dentro dessa rede nao-linear pode controlar a dinamica de elétrons ao
longo da cadeia. Os trabalhos de Manuel Velarde, por exemplo, (Velarde, 2010; Chetverikov,
2011), vém sendo demonstrado que a existéncia de acoplamento elétron-fonon pode ser um

fator de amplificacao do transporte de carga. Vale salientar, que na abordagem utilizada
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na referéncia (Velarde, 2010), a rede apresenta interagoes nao harmonicas entre os atomos,

favorecendo assim, o aparecimento de modos solitonicos. Em 2015, Ranciaro Neto, Sales
e Moura (Neto, 2016) publicaram um trabalho que estuda a dinamica de um pacote de
ondas inicialmente localizadas em cadeias desordenadas unidimensionais sob o efeito da
interacao elétron-fonon e um bombeamento de uma ondas acusticas. Nesse modelo, o
elétron foi inicialmente localizado no primeiro sitio da cadeia, com isso, foi adicionado um
bombeamento de uma onda actustica na extremidade esquerda da cadeia. Nesse trabalho,
é relatado evidéncias numéricas com relagao ao transporte eletronico sub-difusivo. No ano
seguinte, da Silva, Moura e colaboradores (da Silva, 2016), publicaram um trabalho que
merece destaque. Nesse trabalho, os autores investigam o transporte eletronico em um
modelo unidimensional com quatro tipos diferentes de atomos e desordem correlacionada
de longo alcance. Nesse estudo, a dinamica do pacote de onda é controlada considerando
o acoplamento elétron-fonon e a presenca de um campo externo, assim, na auséncia do
acoplamento elétron-fonon, a presenca do campo elétrico promove oscilagoes coerentes do
pacote de onda para um forte grau de desordem correlacionada. Ja com a presenca do
acoplamento, foi observado que o espalhamento por fonons destroi totalmente as oscilagoes
de Bloch. Portanto, os resultados indicam que o acoplamento utilizado nessa abordagem

promove o transporte de carga mesmo na presenca de desordem sem correlacao.

Todavia, compreender os comportamentos vibracionais em cadeias atomicas nao é uma
tarefa facil. Tal dificuldade ainda é mais evidenciada ao considerarmos redes com proprie-
dades Anarmonicas (Dias, 2011; Sales, 2014; da Silva, 2017). A este respeito, apresentaremos
na proxima secao um dos trabalhos precursores dentro desta temética. Iremos apresentar
um trabalho referente a Redes Anarmoénicas com Potenciais do tipo Fermi-Pasta-Ulam,
que de maneira geral, trata de forca atuando entre os sitios vizinhos de uma cadeia finita
seja descrita pela adicao de um termo nao-linear, quadratico ou cubico, acrescido a equa-

¢ao que controla as vibracoes da rede.
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1.6 Redes Anarmonicas: Potenciais tipo Fermi-Pasta-

Ulam

O experimento numérico pioneiro Fermi-Pasta-Ulam (FPU) tem papel importante
dentro da historia da simulacao computacional, pois ele é precursor de varios outros
experimentos e aplicagoes tedricas (de Moura, 2013; da Silva, 2017). O problema FPU tem
o nome de trés cientistas: Enrico Fermi, John Pasta e Stanislaw Ulam. Nesse problema,
eles estudaram aspectos vibracionais em uma rede nao-linear (Fermi, 1955), com o objetivo
de entender como um cristal evolui para o equilibrio térmico. O modelo propoe que a forca
agindo entre o sitios vizinhos de uma cadeia finita seja descrita pela adigao de um termo
nao-linear, quadratico ou cubico, onde as constantes que caracterizam a intensidade destas
corregoes nao-lineares sejam constantes de nao-linearidade. A abordagem proposta por
FPU é conhecida como (A-FPU), que corresponde ao termo quadrético das forcas de
interacao e (B-FPU) que corresponde ao termos cibico dessas interagoes. Neste caso, 0s
potenciais correspondentes as interagoes podem ser obtidos a partir de forcas decorrentes
das vibragoes da rede, o (A-FPU) é obtido através de forgas de interacao quadratica
¢ o (B-FPU) provido de forgas de interagao cibica (Toda., 1989). Enfatizamos que na
descricao original usada por FPU, o modelo com forgas quadraticas foi chamado de a-
FPU e o modelo com forcas ctibicas foi chamado de S-FPU. Mudamos a notacao para A e
B para evitar quaisquer confusoes com nossa notacao de acoplamento elétron fonon () e a
constante de mola harmonica (usualmente chamada de ). Assim, o hamiltoniano, Hgpy,
que descreve o modelo FPU (A e B) para uma rede nao-linear classica unidimensional

com N massas idénticas pode ser escrito como :

g NP Lp ) )
FPU = ;{% + Z[(Qn—‘d —Qn)” = (Qn — Qn-1)7]
+ 2lQui = Qu) = (Qu = Qur)]

+ %[(Qn-ﬁ-l - Qn)4 - (Qn - Q”_1)4]}'
(1.59)
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Nesta equagao, novamente definimos (),, como sendo o deslocamento do atomo n ao longo

da cadeia em relacao a sua posicao de equilibrio. P, representa o momento linear de-
corrente das vibragoes atomicas. O parametro § é a constante de mola harmonica e n
e v medem respectivamente as constantes de forcas quadraticas e ctibicas. Observe que
novamente temos fatores devidamente normalizados na parte da energia potencial (1/4,
1/6 e 1/8). Estes fatores foram obtidos simplesmente dividindo os fatores multiplicativos
associados com as energias harmonicas, cibicas e quérticas (respectivamente 1/2, 1/3 e
1/4) por dois (2). Esta normalizagao evita que a energia potencial por massa seja contada
em dobro devido ao somatério. O hamiltoniano que descreve o movimento de um elétron

ao logo da cadeia é novamente dado pela equacgao abaixo

N N
Hele = Z Enfnfi + Z Vn(d;-‘rlfn + fnfr]:+1) (160)
n=1 n=1

Na equacao (1.60), €, representa a energia potencial on-site, fib e f, sao, respectiva-
mente, operadores de criacao e aniquilacao, V,, é o termo de hopping definido novamente
como: V,, = e~ ®@+1-@n) o novamente representa o termo responsavel pelo acoplamento
do elétron com os fonons da rede. Assim, o hamiltoniano completo, H = H.. + Hrpy,

equagoes (1.59) e (1.60).

Ao aplicarmos o estado H|¥(t)) = > f.|n), podemos obter a equacdo que descreve
o movimento das vibragoes (fonons) juntamente com a interagao elétron-fonon ao longo
de uma rede:

d*Qn
e

= B(Qni1 —2Qn + Qn-1)

+ 1(Quir = Qu)* = (Qn — Qur)’]
+ (Qui1 = Qn)* = (Qn = Qur)’]
+ alem @@ (L f ot furi f)

e @@ (fi 4 fE ). (1.61)

Atualmente podemos encontrar diversos trabalhos que tratam de potenciais tipo FPU
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(Alder., 1997; Velarde, 2010; Velarde., 2012). Dentro desta abordagem podemos destacar o

trabalho proposto por Sales e de Moura (Sales, 2014). Nesse trabalho os autores investigam
um modelos considerando um elétron movendo-se ao longo de uma rede unidimensional
com N massas e nao-linear do tipo (A-FPU), assim, eles analisaram o transporte eletro-
nico mediado pelo acoplamento com ondas solitonicas. Em 2013, de Moura (de Moura,
2013), través de solucoes numéricas das equacoes da dinamica, mostrou evidéncias de
que excitacoes solitonicas induzidas por interacoes cibicas nao-lineares podem governar
a dinamica eletronica ao longo de toda a rede. Em (Velarde., 2012), podemos encontrar
evidéncias numéricas definitivas para a possibilidade do rapido transporte elétron-soliton

ao longo dos eixos cristalograficos de redes anarmonicas bidimensionais.

1.7 Interacao do elétron com um pulso acistico

Nesta secao vamos apresentar uma descri¢ao sucinta de um formalismo tedrico simpli-
ficado que possibilita investigar a dinamica eletronica na presenca de um bombeamento
acustico. Em linhas gerais vamos fazer uso do formalismo de interacao elétron-rede des-
crito nas secoes anteriores e incluir o acoplamento de um oscilador externo em uma das
extremidades da estrutura atomica. Em nossa abordagem vamos considerar uma cadeia
com N atomos, entretanto o formalismo pode ser facilmente generalizado para dimensoes
superiores. Se faz necessario enfatizar que o estudo tedrico e experimental sobre a in-
fluéncia de modos acisticos na propagacao de cargas vem ganhando grande interesse nos
ultimos 40 anos (Slbodnik., 1976). Em (Mayer., 1995), apresenta um estudo tedrico com a
aplicagao das chamadas ondas actsticas de superficie (SAW) em meios com elasticidade
nao-lineares e lineares. A respeito do estudo sobre o transporte eletronico mediado por
SAW, em (Shilton, 1996), aborda o transporte de um elétron de alta frequéncia em um
canal de GaAs quase-unidimensional. Mais tarde, em (Shilton, 1996), mostra através
de resultados experimentais que o transporte de “cargas” oriundo de ondas actsticas em

um canal unidimensional pode ser um meio viavel para produzir um padrao de corrente
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elétrica. Em (Mecneil, 2011), os autores utilizaram um pulso de SAW para auxiliar na

transferéncia de elétrons ao longo de dois pontos quanticos. Ou seja, este tipo de tema
vem ganhando grande apelo tanto experimental quanto tedrico, e claro, contém diversas

questoes que merecem ser investigadas.

Em nosso estudo vamos considerar uma cadeia composta por N particulas de massas
m acopladas por molas de contante k. Dessa forma, neste primeiro exemplo, consideramos
a Lei de Hook com m = k = 1. Vale ressaltar que, ao considerarmos que os atomos tém
caracteristica idéntica, a rede é perfeitamente cristalina. O hamiltoniano H,..4. capaz de

descrever este modelo é escrito pela equagao (1.62).

N N

2
Hreae =325 4 1 D (@t = Q) = (Qu = Q) (1.62)

n=1 n=1

N P2

ne1 5, Tepresenta a energia cinética da rede devido

Naturalmente o primeiro termo, »
a movimentacao das particulas. E considerando a interacao harmonica entre os primeiros
sitios vizinhos, temos entao o segundo termo do Hamiltoniano que representa a energia
potencial da rede devido ao potencial harmonico que conecta as massas. Assim, podemos
escrever a equacao classica que governa a vibracoes da rede, ou seja,

Qs
dt?

- Qn+1 - QQn + anl- (163)

Esta equagao (1.63) nos mostra a dinamica dos fénons ao longo da rede de tamanho N.
Logo, uma das formas para gerar as ondas acisticas de superficie na extremidade esquerda
da cadeia, ou seja, no sitio n = 0, e se propagando ao logo da cadeia num intervalo de
tempo At, basta fazer @, (t = 0) = P,(t = 0) = 0 com n dentro do intervalo [1, N] e gerar

um pulso harmonico (1.64) ou gaussiano (1.65), como se segue,

Qo = Agpcoswt (1.64)
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(S

Qo = Age /S coswt. (1.65)

Nas equagoes (1.64) e (1.65), Ay é a amplitude de oscilacdo, ¢ é uma constate e w é a
frequéncia de bombeamento. Usando este formalismo podemos, entao, simular um pulso
(harmonico e/ou gaussiano) forgando uma cadeia harmonica. Obviamente este formalismo
acima citado nao representa uma onda acustica de superficie real, principalmente devido
a dimensionalidade do sistema. Entretanto usando esta metodologia simples podemos
considerar a interacao de um modo acustico com a rede e podemos também incluir a
presenca de elétrons. Para incluir um elétron precisamos basicamente considerar um
Hamiltoniano quantico e assim reescrever as equacoes acopladas para o sistema elétron-
rede. A diferenca fundamental neste caso é que a massa “zero” da cadeia serd “controlada”
pelo oscilador externo conforme as equagoes (1.64) ou (1.65). No artigo publicado em
2016 por Ranciaro Neto e colaboradores (Neto, 2016), eles trabalham com a dinamica de
um pacote de ondas inicialmente localizado em uma cadeia desordenada unidimensionais
sob o efeito da interacao elétron-fonon e um bombeamento de uma onda actstica. Foi
demonstrado numericamente que a presenca do bombeamento actistico pode promover o

transporte eletronico sub-difusivo.

Em linhas gerais, neste capitulo de introducao fizemos uma breve revisao dos temas
pertinentes ao nosso estudo e apresentamos em linhas gerais o formalismo bésico que va-
mos usar em nosso trabalho. Em resumo, vamos investigar as propriedades de transporte
em dois modelos distintos e buscar evidéncias numéricas solidas sobre o tipo de trans-
porte existente, bem como, sua dependéncia com a desordem e/ou termos de interagao.
No segundo capitulo mostraremos nossos estudos sobre as propriedades fisicas em siste-
mas desordenados unidimensionais na presenca de interacao elétron-rede e bombeamento
de ondas actsticas. Neste capitulo estudamos sistemas desordenados harmoénicos, bem
como sistemas nao lineares. Nossa abordagem permite uma interessante comparacao en-

tre os dois casos. No terceiro capitulo, vamos apresentar um estudo sobre o transporte de
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energia vibracional em sistemas desordenados bidimensionais. Neste estudo consideramos

uma rede harmonica com desordem correlacionada nas massas. Nossos calculos numé-
ricos permitiram uma descrigao detalhada sobre quais modos vibracionais conseguem se

propagar neste sistema amorfo.



2 Transporte eletronico em cadeias
desordenadas nao-lineares na

presenca de modos acusticos.

2.1 Introducao

Neste capitulo vamos apresentar nossa contribuicao dentro do contexto de transporte
eletronico em cadeias desordenadas nao lineares na presenca de interacao elétron-rede e
bombeamento de pulso actstico gaussiano. Como ja foi mencionado no capitulo ante-
rior, a dinamica eletronica mediada pela ondas actisticas tem atraido um intenso interesse
dentro da comunidade cientifica particularmente no contexto das chamadas ondas acus-
ticas de superficie (Shilton, 1996; Shilton, 1996; Mecneil, 2011). Este campo de pesquisa
consiste em uma grande mistura de teorias do estado sélido que incluem, por exemplo, a
teoria da localizacao de Anderson (Anderson, 1958; Izrailev, 2012), interacao elétron-rede e
piezoeletricidade (Mecneil, 2011). Nesse contexto, uma das interessantes investigacoes expe-
rimentais de transporte eletronico induzido por (SAW), foi feita em 1996 por J. M. Shilton
e colaboradores (Shilton, 1996). Nesse trabalho, os autores aplicaram uma onda actstica
de superficie a um gas de elétrons bidimensional em um sub-estrato de “arsenieto de
galio”(GaAs — AlGaAs). No mesmo ano, J. M. Shilton e colaboradores publicaram outro
trabalho (Shilton, 1996) em que foi mostrado uma investigacao experimental sobre o fluxo
eletronico mediado por alta frequéncia (SAW) em heteroestruturas de GaAs. Em (Mcneil,

2011), os autores conseguiram mover um elétron ao longo de dois pontos quanticos “um
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fio” seguindo uma espécie de “ping-pong”. Recentemente, Neto e colaboradores (Neto et al,

2016) usando um formalismo numérico investigaram a dinamica de um pacote de ondas
inicialmente localizadas em cadeias harmonicas desordenadas unidimensionais sob o efeito
da interacao elétron-rede e do bombeamento de uma onda acustica. Nesse trabalho, eles
detectaram numericamente que existe um transporte eletronico sub-difusivo promovido

pelo bombeamento de ondas actsticas.

Em nosso trabalho, investigamos a competicao intrinseca entre a nao linearidade cti-
bica e o bombeamento de um pulso actistico. Consideramos o elétron na cadeia nao-linear
desordenada com um formalismo proposto por Fermi, Pasta, Ulam (Fermi, 1955; Poggi,
1997). Enfatizamos novamente que este modelo propoe que a for¢a que age entre os
atomos vizinhos de uma cadeia finita seja descrita pela soma de um termo nao-linear
quadratico ou cubico. Desta forma, usando um formalismo de uma particula vamos con-
siderar os efeitos da desordem, da interacao elétron-fonon e também a influéncia de pulso
acustico gaussiano sendo bombeado através da rede. Em nosso formalismo teérico, con-
sideramos a dinamica eletronica usando o formalismo da Mecanica Quantica e para as
vibragoes atomicas nao-lineares da rede usando o formalismo da Fisica Classica. Estuda-
mos assim, a propagacao do pacote de onda e usamos uma solugao numeérica das equagoes
quantica/classica. Para resolver este problema, usamos o formalismo de Euler de Segunda
Ordem e para resolver a parte cldssica, e para a parte quantica, usamos o formalismo de
Taylor. Estes formalismo numéricos foram exaustivamente testados e comparados com
métodos tradicionais da literatura de equagoes diferenciais, tais como o Rung-Kutta de
quarta ordem(RK4). Se faz importante enfatizar que nossa metodologia foi mais eficiente
pois além de ter encontrado os mesmos resultados encontrados através do RK4 o tempo
computacional foi aproximadamente trés vezes menor. Como resultados observamos que
o bombeamento usando pulsos actsticos associados a interagao elétron-rede promove uma

dinamica eletronica sub-difusiva.
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2.2 Modelo e Formalismo

Em nosso modelo, consideramos um elétron movimento-se em uma cadeia desordenada
com N atomos acoplados por molas. A forca de acoplamento associada com estas molas
sera descrita exatamente pelo chamado modelo A-FPU, ou seja, um potencial harmonico
e um potencial ctibico. Seguindo o mesmo procedimento apresentado na se¢ao (1.5) a
dinamica eletronica seréd investigada usando um hamiltoniano quantico para o elétron e
um formalismo classico para as vibragoes da rede. Para este sistema, o hamiltoniano
completo é descrito por H = Heje + Heqgeia (Neto et al, 2016; Chetverikov, 2011; Sales, 2014),

onde H,. descreve a parte eletronica e H,.uqeio diz respeito a cadeia, assim:

N
Hele = Z{encjzcn + Vn+1,n(cj—b+1cn + CiLcn+l)}> (21)

n=1

P2
Hcadeia — 2{271:2” + %[(Qn—i—l - Qn)2 + (Qn - Qn—l)Z]

+ g[(Qn—H - Qn)g + (Qn - Qn—l)g]}' (2'2)

Temos que ¢ e ¢ sao operadores de criacao e aniquilacdo do elétron no sitio n. €,
representa a desordem atomica aleatoriamente distribuida no intervalo [-W/2, W/2], onde
W caracteriza a largura da desordem. V, i1, ¢ a energia cinética do elétron(ou termo
de hopping). P, e @, representam respectivamente o momento e a posi¢ao do sitio n.
Nos consideramos m,, como a distribuicao de desordem das massa gerado pela expressao
m, = e, onde p, sao ntimeros aleatorios uniformemente distribuidos dentro do intervalo
[—W/2,W/2]. n representa a for¢a da nao-linearidade cibica em nosso modelo. Seguindo
as ideias apresentadas no sec¢ao (1.5), o termo de hopping dependera da distancia relativa
entre dois 4tomos consecutivos na cadeia, assim, V11, = e~ (@n+1-Cn) (Chetverikov, 2011),

e a quantidade « definiré a forca de acoplamento elétron-rede.

A dependéncia temporal da funcao de onda, |V(t)) = > c,(t)|n), serd obtido por



C@PI/TULO 2. TRANSPORTE ELETRONICO EM CADEIAS DESORDENADAS
NAO-LINEARES NA PRESENCA DE MODOS ACUSTICOS. 20

meio da solucao da equagao de Schrodinger dependente do tempo. A dinamica vibraci-

onal sera obtida através das equacgoes de Hamilton da mecanica classica. Considerando
h =1, a equagao de Schrodinger para as amplitudes de Wannier e as equacoes para @),

podem ser escritas como:

= enCp(t) — e M @ri1=CQn)e (1) — U@ =CQn-t)e  (¢), (2.3)

= [(QnJrl - Qn) - (Qn - anl)}
+ 77[(@71+1 - QH)Q - (Qn - anl)z]

e (@n=Qn-1) (CL—lcn + cn,ch)}

(2.4)

Nosso experimento numérico serd conduzido da seguinte forma: Inicialmente vamos
assumir que o elétron esta totalmente localizado no sitio n = 1, ou seja, |¥(t = 0)) =
>, cn(t=0)|n), onde ¢, (t = 0) = 0,,,;. Como estamos interessados em incluir o efeito de
um pulso Gaussiano sendo bombeado na rede, vamos considerar também que para t = 0

a posicao da extremidade esquerda da rede sera dada por:
Qo = Age = /?2) cos(wt), (2.5)

Onde w representa a frequéncia do pulso acistico gaussiano e At = 1/Aw, que é o periodo
de oscilagao. Enfatizamos ainda que no tempo inicial (¢ = 0), as demais massas da rede
vio ser colocadas no seguinte estado: Q,(t = 0) = Q,(t = 0) = 0 para n dentro do

intervalo [1, N|. Ou seja, todas as massas estao inicialmente paradas e em suas posigoes
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de equilibrio. Apenas a massa n = 0 recebera o bombeamento.

Para resolver numericamente as equacgoes quanticas, aplicamos um algoritmo de ex-

pansao de Taylor (de Moura et al., 2011) ao operador de evolu¢ao temporal, ou seja:

U(6t) = exp(—iHaedt) = 1+ i[(—iHeleét)l] /(). (2.6)

=1

A evolugao temporal da fun¢ao de onda no tempo 6§t é dada por |V (dt)) = U(dt)|t = 0),
assim, podemos usar este método recursivamente para obter a funcao de onda num instante
t. Para a parte cldssica, usamos um método de correcao de Euler de segunda ordem. O
processo recursivo de Euler pode ser definido da seguinte forma: inicialmente vamos obter
uma previsao da posi¢ao das massas no tempo dt, ou seja, (Q,(dt)*), usando o método de

Euler de primeira ordem:

dQr

Qn(0t)" ~ Qu(t = 0) + ot—

(2.7)

t=0

Apos esta etapa, podemos aplicar uma férmula de corregao para entao melhorar esta es-

timativa inicial, ou seja:

ot
2

dQn
dt

o
dt

Qn(0t) = Q,(t =0) +

] . (2.8)

Dessa forma, as equagoes (2.7) e (2.8) podem ser usadas recursivamente para obter

t=0

Q,(t). Nossos cdlculos foram realizados usando §t = 107 e usamos a expansao de Taylor
no operador evolugao temporal até ny = 12. Assim, obtemos a norma da funcao de onda
com um erro |1 — Y |c7]|] < 107! ao longo de todo intervalo de tempo. Vale ressaltar
que a norma ¢ uma importante verificacao da precisao do nosso procedimento numérico.
E importante reconhecer que o formalismo de Euler de segunda ordem nao ¢ a maneira

tradicional de resolver a equagao classica (2.4). Entao, para verificar a precisao numé-
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rica e confiabilidade dos nosso céalculos, foi usado também o Runge-Kutta quarta ordem

(RK4) (Hairer et al, 2007) para resolver as equagoes (2.3) e (2.4). Os resultados obtidos
com o nosso formalismo numérico nao mostram diferenca significativas em relacao aos
resultados obtidos com o RK4. Um ponto importante em nosso formalismo é a velocidade
computacional que é bem elevada em comparagao com o RK4(chega a ser trés vezes mais
rapido em alguns experimentos). As propriedades fisicas analisadas em nosso estudo sao:
posi¢ao média(centroide) < n(t) >, desvio médio quadratico o(t) e a entropia de shannon

S(t) definida como na referéncia (Chetverikov, 2011; Santos et al, 2006), entao:

<n(t) >=Y (n)le.), (2.9)

o(t) = [ D (n—n(t)le.(t)? (2.10)

S(t) == lea(®)Pinllea (). (2.11)

O centroide representa a posicao média do estado eletronico para um dado tempo t.
O desvio médio quadratico e a Entropia de Shannon sao duas formas distintas de esti-
mar o nimero de sitios sob os quais o pacote de ondas se espalha ao longo do tempo
t (o tamanho médio do pacote de onda). Considerando que a fungao de onda seja uni-
forme, todos os sitios tém a mesma amplitude da funcdo de onda, |c,| = 1/v/N, logo,
lca|* = 1/N. Ao substituirmos esta expressao na Entropia de Shannon (2.11), temos,
S(t) =—=>_,(1/N)In[1/N], entdo, S(t) = In[N]. Assim, quando a onda é uniformemente

estendida sobre toda a cadeia, N  t, ou seja, S(t) o In[t].

Dessa forma, podemos analisar as quantidades fisicas da seguinte forma:
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e Para estados estendidos;

o(t — o0) x N e S(t — o0) x In(N) (2.12)

e Para estados localizados;

o(t — o0) x Iy e S(t — 00) o In(ly) (2.13)

Onde [y estd proximo do maior comprimento de localizacao. Devido a presenca de
desordem no sistema, ly é da ordem de poucos sitios e, portanto, o(t) e S(t) convergem

para pequenas constantes.

Em nosso estudo, a ideia da localizagao eletronica estara associada essencialmente ao
tipo de difusao encontrada. Como o calculo para tempo longo nao é um processo simples,
principalmente neste contexto de equagoes acopladas, vamos investigar a dinamica para
tempos intermediarios. O tipo de difusao tem uma relagao praticamente direta com as
propriedades de conduc@o e/ou a natureza dos estados eletronicos. Em linhas gerais o
pulso inicial (no caso uma funcdo delta) é uma superposicao de todos (ou quase todos)
autoestados do hamiltoniano e assim a dinamica para tempos intermediarios acaba tra-
zendo assinaturas dos autoestados com maiores comprimentos de localizagao. Em geral
estados estendidos tem propagacao rapida. Estados localizados acabam nao apresentando
propagacao para tempos intermediarios. Estados criticos ou fracamente localizados po-
dem apresentar uma dinamica sub-difusiva, difusiva ou super difusiva (em alguns casos).
Dessa forma, vamos fazer uma breve revisao dos conceitos de movimento balistico, mo-
vimento difusivo, movimento sub-difusivo e super-difusivo. Assim, o movimento balistico
¢é entendido como um movimento sem aceleracao, ou seja, a quantidade que mede a dis-
tancia ou tamanho (X) é proporcional ao tempo (¢). Quando X é proporcional a v/,

este movimento é chamado de difusivo (um exemplo clédssico deste tipo de movimento é
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o chamado “ movimento Browniano”). Portanto, considerando que o expoente de X em

fungao de t (X o t©) é uma quantidade fundamental para entender nossos resultados,

vamos entao resumir as denominacoes corretamente:

e se © = 1.0 — balistico;
e se © = 0.5 — difusivo;
e se © < 0.5 — sub-difusivo;

e se 0.5 < © < 1 — super-difusivo.

Sem duvida este tipo de estudo numérico deve ser feito com o devido cuidado e tam-
bém o total entendimento das limitacoes tedricas e computacionais intrinsecas. Em linhas
gerais, vamos calcular a posicao média e também a largura do pacote de onda para tempos
chamados intermediarios. Um estudo comparativos das duas quantidades pode, sem du-
vida alguma, ofertar grandes indicios sobre a presenca ou nao de transporte de carga neste
modelo. Se a posigao eletronica < n(t) > for constante ao longo do tempo (< n(t) >oc t%)
e a largura do pacote de onda (medido através de o ou S(t)) for também independente
do tempo, teremos fortes indicios de que o sistema nao apresenta transporte de carga,
ou seja, ¢ um isolante. Por outro lado, caso as quantidades fisicas < n(t) >, o e S(¢)
apresentem um crescimento com o tempo, mesmo um crescimento lento, este resultado de
fato indica algum tipo de difusao. Entretanto, é sempre importante mencionar que existe
uma clara limitagao nesta abordagem, que é a escala de tempo considerada. Em boa
parte destes estudos adimensionais, as unidades temporais sao sempre deixadas de lado.
Em nosso estudo vamos seguir a mesma conduta adimensional, entretanto vamos discutir
este ponto de forma breve. Fazendo uso das unidades reais e considerando o termo de
hopping médio na ordem de um elétron-volt, a escala de tempo caracteristica aqui é de
picosegundos. Boa parte dos estudos teodricos sobre dinamica eletronica em sistemas de
baixa dimensionalidade sao feitos para tempos de 10* ou no méaximo 10° unidades. Assim,
reconhecemos que de fato estamos trabalhando em tempos bem curtos (10%ps ou 10°ps).
Entretanto, em sistemas desordenados, qualquer minima difusdo (mesmo lenta) nestas es-
calas de tempo na presenca de desordem representa um grande progresso, principalmente

no contexto atual da chamada nanoeletronica e/ou bioeletronica.
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Dentro desse contexto, em 2014 foi publicado um trabalho que apresenta as princi-

pais propriedades fisicas de dispositivos nanobiostruturados a base de DNA  (Albuquerque,
2014). Os autores usam correlagoes para desempenhar o papel quase periédico visto no
DNA. Embora correlacoes de longo alcance sejam responsaveis pelo transporte eletronico
efetivo em energias ressonantes especificas de segmentos de DNA finitos, grande parte
da disseminacao anomala de um pacote de onda eletronica inicialmente localizado pode
ser avaliada por correlagoes de pares de curto alcance, sugerindo que uma abordagem
baseada em uma inclusao de mais correlagoes de curto alcance na distribuicao de nucleo-
tideos leva a uma descrigao adequada das propriedades eletronicas dos segmentos de DNA.
As contribuicoes nao-lineares, decorrentes do acoplamento entre elétrons e as vibracoes
moleculares, promovem um fenémeno de auto-armadilhamento eletronico(self-trapping),
abrindo assim a possibilidade de controlar a propagacao da densidade eletronica por um
campo externo. As principais caracteristicas dos dispositivos nanobiostruturados basea-
dos em DNA apresentados neste trabalho inclui: densidade eletronica de estados, perfis
de energia, propriedades hemodinamicas, localizacao, efeitos de correlacao, leis de escala,
analise fractal e multifractal e cristais anidros de suas bases, entre outros. Sao também
apresentados e discutidos novos recursos, como outros dispositivos nanobiostruturados,

bem como as orientagoes futuras neste campo estudo.

No préximo capitulo apresentaremos alguns dos nossos resultados a respeito das pro-
priedades de transporte eletronico em cadeias desordenadas nao-lineares na presenca de

modos acusticos.

2.3 Resultados e Discussoes

Vamos apresentar agora uma sintese de nossos resultados. Para resolver as equagoes
diferenciais (2.3) e (2.4) utilizamos um truque chamado “cadeia auto-expandida”. Este
procedimento € interessante para evitar efeitos de bordas. Nossos estudos foram efetuados
em uma longa cadeia com N > 10* sitios entretanto nds iniciamos a integracao numérica

das equagoes (2.3) ¢ (2.4) considerando uma pequena fragao destes sitios. Consideramos
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inicialmente um pequeno segmento com 200 sitios localizado na extremidade esquerda da

cadeia, exatamente onde esta sendo feito o bombeamento. Sempre que a probabilidade de
encontrar o elétron ou a vibragoes atomica na borda direita deste segmento inicial exceder
102°, dez novos sitios sao adicionados e assim a extremidade direita deste segmento vai se
deslocando (e este segmento inicial vai se expandindo). Enfatizamos que procedemos com
o calculo numérico da norma da funcao de onda para cada tempo e a conservagao da mesma
foi obtida. Este teste é importante pois a normalizacao é um dos primeiros critérios que
podem aferir a credibilidade de nossos célculos numéricos. Na sequéncia de figuras (2.1)
de (a-f), mostramos um resumo dos nossos célculos para algumas quantidades fisicas, ou
seja, as quantidades fisicas definidas nas equagoes (2.9), (2.10) e (2.11). Montamos em
(a-b) o Centroide Eletronico versus Tempo ¢, em (c-d) o Desvio Médio Quadratico versus
Tempo ¢ e em (e-f) a Entropia de Shannon versus (n(t) para W = 2, w = 0.4,0.8, n = 0, 2,
ea=00,01,0204 E importante mencionar que W = 2 neste tipo de problema é uma
desordem consideravel, pois o tempo de hopping médio é igual a 1, logo a desordem neste

caso, é da mesma ordem de gradeza que a energia cinética.

Foi observado que para a = 0 todas as quantidades saturam ao longo do tempo, que
por sua vez, ¢ uma consequéencia direta da presenca de desordem dentro de nosso modelo.
Assim, em sistemas unidimensionais com desordem nao correlacionada todos os autoes-
tados estao localizados e, portanto, um pacote de onda inicialmente localizado, evolui
um pouco, entretanto permanece restrito a uma regiao finita da mesma ordem do maior
comprimento de localiza¢ao (Neto et al, 2016). O comportamento encontrado no centroide,
desvio médio quadratico e a entropia de Shannon também sinaliza o forte papel da de-
sordem neste caso uma vez que o tamanho da regiao onde o elétron permanece localizado
foi de alguns poucos sitios. A medida que o parametro de correlagdo o aumenta, ob-
servamos uma mudancga drastica nos resultados, (ver figuras (2.1)(e-f)). A dependéncia
temporal das quantidades fisicas aqui estudadas, sugerem que o acoplamento elétron-rede
com o bombeamento acustico pode empurrar o elétron ao longo da cadeia. Dentro da

escala de tempo que estudamos, nossos calculos sugerem uma dinamica sub-difusiva com
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FIGURA 2.1 — Na figura (2.1) encontramos resultados referente ao Centroide < n > versos o Tempo ¢
(a-b), Desvio Médio Quadratico o(t) versos o Tempo ¢ (c-d) e Entropia de Shannon S(t) versos o Ln(t)
(e-f). Para isso usamos W =2, w =0.4,0.8, n=0,2 e « = 0.0,0.1,0.2,0.4
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< n(t) >x t'/3 e 0 o t%3 e por sua vez, a Entropia de Shannon segue uma tendéncia sub-

difusiva com S(t) ~ ag + 0.3In(t). Na figura (2.2)(a-b), mostramos o Mddulo Quadrado
da fungao de onda |c,|? versus n e t, para isso, usamos W = 2, w = 0.4 e a = 0.0 (a)
e a = 0.4 (b). Estes resultados nos da uma visao pedagdgica da dinamica do elétron ao
longo da cadeia. Na auséncia do acoplamento elétron-rede, ou seja, o = 0, observamos um
aglomerado de picos da funcao de onda em torno da posigao inicial, n = 1. Na presenca
do acoplamento elétron-rede, a > 0, observamos que mesmo com a presenca de desordem
nao correlacionada, ha espalhamento da fungao de onda ao longo da cadeia. Ressaltamos

que esta observacao viola claramente a teoria padrao da localizagao de Anderson.

A fim de compreender melhor a dinamica eletronica e sua relagao com a dinamica da
rede, vamos investigar algumas especificidades da deformacao da rede com mais detalhe.
Para isso, calcularemos um tipo de probabilidade generalizada de deformacao local f,,.
Esta quantidade serd obtida calculando inicialmente a quantidade, z,, = (1 — e@r-17@n)2

e assim, normalizando a quantidade z,,, podemos obter f,, ou seja, f, = z,/ > ().

Usando esta quantidade podemos calcular a posicao Média das vibracoes da cadeia

(< n, >=>" nf,) e também a dispersao o, = /Y, (n —n(t))?f,. Na figura (2.3)(a-b)
mostramos um breve resumo de nossa andalise numérica sobre a propagacgao de energia vi-
bracional dentro deste modelo. Na figura (2.3)(a), tracamos a probabilidade generalizada
da deformacao local f, versus n e t para uma cadeia com W =2, n =0,2, a = 0,2 e
w = 0,4. Podemos ver que o bombeamento acustico claramente se propaga ao longo da

cadeia em uma tendéncia similar a que foi observada na Figura (2.2) (b).

Na figura (2.3)(b), podemos encontrar os resultados referentes a < n, > e g,. Os
célculos foram feitos usando o mesmo raciocinio da figura (2.3)(a). Observamos que a
posicao média das vibragao da rede segue uma dinamica difusiva. O deslocamento qua-
dratico médio do pacote de ondas de energia segue um comportamento super-difusivo.
Contudo, estes resultados sobre a dinamica energética merecem uma discussao mais deta-
lhada. Visitando a referéncia (de Moura et al., 2003), sabemos que a evolu¢ao de um pacote

de onda inicialmente localizado dentro de uma cadeia harmonica cldssica desordenada
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FIGURA 2.2 — Na figura (2.2) Encontramos resultados referente ao médulo quadrado da funcio de

onda |c,(t)]? versus o tamanho da cadeia n versus o tempo t. Para isso usamos W =2, 7= 0.2, a = 0.4

e a =0.2(a) e « = 0.4(b). Observamos que a presenca de interacao elétron-rede promove a propagagao

da funcao de onda eletronica.
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(n = 0) segue uma tendéncia super-difusiva semelhante. Em primeiro lugar, enfatizamos
que o bombeamento acustico gaussiano que usamos promove uma espécie de injecao con-

tinua na rede estudada. Portanto, apesar da condicao inicial usada em nosso trabalho
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FIGURA 2.3 — Na figura (2.3)(a) Encontramos resultados referente a Probabilidade Generalizada da
Deformacao Local ¢,, versus n e t para uma cadeia com W =2, 7 =0,2, « = 0,2 e w = 0,4. Para a

figura (2.3)(b) podemos encontra os resultados referente a < n, > e 0y.
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ser diferente do formalmente utilizado na referéncia (de Moura et al., 2003), ambos contém
a mesma natureza fisica. Outra informacao importante e nova em nossos céalculos, ¢ a
presenca de dinamicas super-difusivas em cadeias nao-lineares desordenadas. Ressaltamos

que nossos calculos foram feitos para uma rede classica com interacao quadratica e cibica
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com n > 0. Nossos resultados também sugerem que o potencial ciibico nao altera o tipo

de propagacao de energia dentro das aproximacoes que usamos. Antes de concluir nosso
trabalho, mostraremos alguns breves resultados da localizagao da funcao de onda com n

variando.

A figura (2.4) mostra nossos célculos para a Posi¢ao Média < n > e a Entropia de
Shannon S(t) versus o Tempo ¢ para a = 0.2, w = 04, W =2 e n = 0.0,0.4,0.8. Nossa
analise inicial mostra que a Posicao Média e a Entropia de Shannon parece diminuir a
medida que n aumentada. Com base nesses calculos, o transporte de elétrons mediado
pelo bombeamento actistico é mais eficiente em cadeias harmonicas (n = 0). No entanto,
reconhecemos que o intervalo de 17 que consideramos nao é suficientemente para realmente
obter uma afirmagao mais conclusiva. Ressaltamos que a medida que a magnitude do
potencial cibico aumenta nas cadeias desordenadas, a instabilidade numérica aumenta e,

portanto, se torna complicado resolver as equacoes diferenciais.

Em resumo estudamos o transporte eletronico em cadeias desordenadas nao lineares
na presencga de acoplamento elétron-rede e um pulso actustico Gaussiano. Estudamos um
regime de consideravel nivel de desordem para sistemas unidimensionais. Dentro do regime
de desordem aqui considerado, o transporte de carga em uma cadeia nao é permitido. No
entanto mostramos que, se o termo de acoplamento elétron-rede é incluido junto com
o bombeamento de um pulso actistico atravessando a rede podemos empurrar o elétron
através da rede de forma sub-difusiva. Nossos calculos também revelaram que, neste tipo
de abordagem, cadeias desordenadas harmonicas sao mais eficientes para o transporte de
carga. A presenca de nao linearidade se revelou um pouco prejudicial ao processo de

difusdo eletronica.

No préximo capitulo apresentaremos uma investigagao a respeito da propagacao de
energia vibracionais em uma rede harmonica bidimensional desordenada. Nesse modelo
consideraremos que as massas dos atomos sao aleatorias e acopladas com as massas vizi-
nhas através de molas simples, ou seja, vale a lei de Hooke. Neste estudo vamos investigar

o papel das correlacoes na distribuicao de desordem sobre o fluxo de energia vibracional.
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FIGURA 2.4 — Na figura (2.4)(a) Encontramos resultados referente a Posicio Média < n > em funcao

de t para @« = 0.2, w = 0.4 e n = 0.0,0.4,0.8. Na figura (2.4)(a) os resultados sao referentes a S(t) versus
In(t) para a« = 0.2, w = 0.4 e n = 0.0,0.4, 0.8.
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3 Modos de Vibracao em Redes

Harmonicas Bidimensionais

3.1 Introducao

Como ja foi descrito na introducao, bem como no capitulo anterior, um dos resultados
mais fortes da teoria da localizacao é a auséncia de propagacao eletronica em sistemas de-
sordenados de baixa dimensionalidade (Abrahams et al., 1979; Izrailev, 2012; Kramer., 1993).
Como observamos no capitulo dois o termo de interacao elétron-fonon associado com um
pulso acustico pode promover um transporte sub-difusivo. Entretanto existem outras ma-
neiras de violar a teoria de Anderson; uma delas é introduzir correlacoes na distribuicao de
desordem (de Moura, 1998; de Moura, 2004; Adame., 2003). Em linhas gerais, foi mostrado
que se a distribuicao de desordem contém correlagoes locais e/ou correlagbes de longo
alcance é possivel obter transporte, inclusive transporte balistico (Izrailev, 2012). Um dos
estudos que ganhou grande atencao da comunidade cientifica foi a classe de modelos com
correlagoes de longo alcance na desordem. Nestes modelos, a distribuicao de desordem
nao apresenta um comprimento de correlacao caracteristico, pois a funcao de correlagao
intrinseca da desordem é aproximadamente uma lei de potencia. Foi demonstrado de
forma numérica, analitica e experimental que este tipo de sistema apresenta uma banda
condutora, em geral proxima ao centro da banda mesmo para o caso de dimensao baixa

(d =1 ou 2).

Se faz importante mencionar que a teoria da localizagao é uma teoria bem geral e
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pode ser aplicada em diversos sistemas que tenham comportamento ondulatorio e de-

sordem. Um exemplo disso é a propagacao de modos vibracionais em cadeias ou redes
harmonicas desordenadas. Assim foi demonstrando que a maioria dos modos vibracio-
nais em cadeias harmonicas unidimensionais com distribuicao de massas desordenadas
sao localizados (Dean., 1964). Também foi demonstrado que existem alguns modos de
baixa frequéncia nao localizados, cujo nimero é da ordem de v/N, sendo N o nimero de
massas na cadeia (Dean., 1964; Matsuda., 1970; Ishii., 1973). Formalmente o modo de
frequéncia w = 0 é um modo uniforme que nao “sente” a desordem existente no sistema.
Este modo nao apresenta deformacao na rede e sim um movimento “combinado” onde
todas as massas se deslocam de maneira a nao deformar as molas e assim o efeito da
desordem fica blindado. Este modo representa um modo de comprimento de onda grande
(ou formalmente infinito) que nao é difratado pelos espalhadores internos (a desordem).
Enfatizamos que desordem correlacionada também foi investigado dentro do contexto de
sistemas harmonicos unidimensionais. Por exemplo, nas referéncias (Adame., 1993; Datta.,
1993) os autores mostram que correlagoes de curto alcance promove o aparecimento de
alguns modos vibracionais estendidos. Entre os modelos com correlacao de curto alcance,
vale destacar também, as cadeias unidimensionais com desordem diluido (Albuquerque et
al., 2005). A desordem diluido, consiste de duas sub-redes interpenetrantes, uma com-
posta por massas aleatorias e a outra por massas periddicas. Para este tipo de estudo,
verificou-se o aparecimento de energias ressonantes especiais, gerando um conjunto de
estados estendidos. Cadeias harmonicas com desordem correlacionada de longo alcance
foram estudadas na referéncia (de Moura., 2003). Neste caso foi observado a existéncia de

estados estendidos em regioes de altas frequéncias.

A maior parte da literatura relacionada aos modos vibracionais em sistemas harmoni-
cos desordenados, apresenta a dimensionalidade como um grande problema. De maneira
geral, os autores preferem investigar cadeias desordenadas unidimensionais. Com isso,
redes harmonicas bidimensional com desordem correlacionado é um campo ainda pouco
conhecido. Em 2008, de Moura e Ranciaro Neto (de Moura., 2008), investigaram a natu-

reza dos modos vibracionais em redes harmonicas bidimensionais com correlagao de longo
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alcance. Nesse trabalho, a distribuicao de massas aleatorias exibiu uma densidade espec-

tral tipo lei de poténcia, S(k) ~ 1/k®. Os autores consideraram apenas deslocamentos
atomicos longitudinais e estudaram o ntimero de participacao, suas flutuagoes e também
a densidade local dos estados. Eles mostraram numericamente o aparecimento de modos

vibracionais estendidos quando a > a,. e que «, depende da intensidade da desordem.

Em nosso trabalho estudamos a propagacao de modos vibracionais em uma rede
harmonica bidimensional atomica desordenada. Em nosso modelo as massas dos ato-
mos sao desordenadas, entretanto consideramos uma desordem diluida semelhante ao que
foi considerado na cadeia unidimensional do modelo encontrado na referéncia (Albuquerque
et al., 2005). Aqui, as massas sao acopladas com as vizinhos através de molas simples,
ou seja, vale a lei de Hooke. A desordem diluida é composta por duas sub-redes inter-
penetrantes, uma composta por massas aleatérias e outras por massas periddicas. Dessa
forma, analisamos a propagacao de energia ao longo da rede considerado dois tipo de

condigoes iniciais:

i) Injetamos inicialmente um pacote com energia F, no centro da rede através de uma

excitagao do tipo deslocamento ou impulso. (ver figura (3.1))

ii) Bombeamos uma das arestas da rede com um pulso acustico contendo todas as
frequéncias vibracionais da rede e analisamos sua propagacao, bem como a composi¢ao

espectral das vibracoes que chegam préximo da aresta oposta.

Em geral, nosso estudo consiste em resolver equagoes classicas para deslocamentos e
velocidades das massas. Como resultados encontramos evidéncias de que as correlacoes
intrinsecas existentes dentro da distribuicao de massa diluida desempenham um papel
relevante na propagacao da energia vibracional. Nossos calculos também ajudaram a

prever qual regiao de frequéncias que melhor se propaga ao longo da rede.
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3.2 Modelo e Formalismo

Para entender nosso modelo, vamos considerar a figura (3.1) (A) que representa uma
rede harmonica bidimensional. Cada sitio (i,j) contém uma massa m;; (que serd nossa
fonte de desordem). Quando o sistema estd em repouso as coordenadas x, y de cada massa
podem ser definidas como z;; = j e y;; = 7. A distribuigao de massa em nosso estudo

seguem as seguintes condicoes:

i) Caso aleatério: Neste caso, a distribuic@o de massas é definida como, m; ; = 141, ;,
onde m; ; indica as massas dos sitios (7, j) e n;; sdo nimeros aleatérios distribuidos dentro

do intervalo [0, 1];

ii)Caso Diluido 1: A distribuicao de massas do caso (i) serd modificada seguindo a
regra: m;; = 1, parai = 1,..N e j impar. Portanto, no caso (ii) a distribui¢do de massa

representa uma linha periédica com valor, m; ; = 1, alternando com uma linha aleatéria

FIGURA 3.1 — A figura A) Representa uma estrutura atoémica bidimensional estética de tamanho
NzN, onde cada sitio (4, j) tem uma massa m; ;. B) E semelhante a figura A), sendo que a massa central
é deslocada de sua posicao de equilibrio. Em nossa abordagem este tipo de condicao mostrada na figura
(B) representa a condigao inicial tipo “deslocamento”. Ou seja, deslocar a rede conforme a figura (B)
acaba injetando uma energia Fjy na rede. Outra forma de injetar energia na rede se chama “injecao por
impulso”; nesta modalidade a rede permanece seguindo o padrao da figura (A) sendo que a massa central

(apenas ela) recebe uma certa velocidade num tempo inicial tg.
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(conforme foi descrito no caso (7));

iii)Caso Diluido 2: Este caso é semelhante ao caso diluido 1, exceto pelo fato de que a
regra de modificagao agora ¢ dada por: m; ; =1 parai=1,..Nej=1,4,7,10,13,16, ...
. Ou seja, a distribuigao de massas do Caso Diluido 2 é basicamente constituida de uma

linha periddica alternada com duas linhas aleatérias.

Na rede harmonica, cada massa e seus quatro vizinhos sao acoplados através de uma
forca harmonica onde k representa a magnitude da constante da mola. Sempre que de-
terminada massa m;; tem um pequeno deslocamento de sua posicao inicial, as quatro
molas relacionadas com os quatro primeiros vizinhos mais préoximos sao deformadas, este
fenémeno pode ser observado no lado direito da figura (3.1)(B). Em repouso, a distancia
média entre cada massa é 1. Apds a deformagao de um dos sitios, a distancia local (i, j)

e 0s quatro primeiros vizinhos mais proximos podem ser medida como:

dy’ = \/(in,j = Tip1,5)? + Wiy — Yir15)° (3.1)
dy’ = \/(Ii,j = Tige1)? + Wiy — Yige1)?, (3:2)
3 = \/(l‘i,j = Tie1)? + Wi — Yi-14)° (3.3)

dy’ = \/(xi,j — Tig—1)* + Wij — Yij—1)* (3.4)
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Dessa forma, as forgas efetivas que atuam na massa m,; devido a deformacao (fi-

gura (3.1)(B)), podem ser escritas como

Fi = FiJ 4 FY 4 P FY (3.5)

onde

Fhi = k|dii — 1|7 com 2=1,2,3,4 (3.6)

A quantidade 7 representa o vetor unitario ao longo da mola z. Gostaria de enfatizar
que a dire¢ao do vetor 7 depende das distancias d’, ou seja, dY > 1 o vetor 7 aponta

na diregdo da massa m; j, e se dY < 1, entao 7 aponta no sentido oposto a massa m; ;.

Assim, a dinamica de energia vibracional é obtida pela resolucao das equacoes classicas,

Em geral, as equagoes (3.7) podem ser resolvidos da seguinte forma: Cada equagao de

segunda ordem pode ser separada em duas equagoes de primeira ordem, assim, [F™], =

2,
dx;

i dz;,j
di?

Tt O mesmo raciocinio é

. - dv;
pode ser escrita como [F™], = m, ;= com v;; =

mZ7j
usado para a componente y. Portanto, temos entao um conjunto de quatro equagoes para

cada massa (i,7) que pode ser resolvida usando o Método de Euler de segunda ordem

(2EM).
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Para explicar o método (2EM), usaremos as equagoes de primeira ordem na dire¢ao

z. Considerando que conhecemos os valores iniciais de x; ;j(t = 0) e v%? (¢ = 0). Podemos

encontrar uma estimativa de primeira ordem para estas quantidades no tempo dt, como:

it = dt)' = x;;(t = 0) + dt x vf,;(t = 0)

VIt =dt) = v (t = 0) + dt x [F;;(t = 0)]/mq ;.

Dessa forma, podemos definir a segunda ordem como:

i j(t = dt)? = 2 5(t = 0) 4 (dt/2) * (v} (t = 0) + v}/ (t = dt)")

v (E = dt)? = vy (t = 0) + (dt/2) * ([Fi(t = 0)]x + [Fi(t = db)]s) /mi.

Este mesmo procedimento pode ser usado na diregao y e assim solucionar numerica-
mente todo o conjunto de equacoes de movimento. Em nossos calculos usamos dt ~ 5.1073
ao longo de todo o intervalo de tempo. Se um pacote de onda localizado inicialmente com
energia Ey for injetado na rede, a energia total ao longo do tempo, E(t), deve ser cons-
tante. Portanto, em nossos calculos a precisao numérica obtida foi suficiente para manter
esta conservagao da energia ao longo de todo o tempo considerado com tolerancia dada
por |1 — E(t)/E,| < 1071°. A energia total ao longo do tempo pode ser calculada como

E(t) =32, ; hi;(t), onde
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P+ ()] s Kl — 1)
5 +y (3.8)

4

z=1

Logo, a fracao de energia em cada massa (i, ), ou seja, [/ = h;;/E, é usada para
estimar a propagacao de energia ao longo da cadeia. A dispersao de energia ao longo da

cadeia pode ser calculada como:

N(t) = Z[(%g’ — Zioj0)? + (Yij — Yiojo)?| fij- (3.9)

A quantidade acima é semelhante ao desvio médio quadratico do pacote de onda ele-
tronico em um sélido desordenado. Como ja mencionamos anteriormente o pacote de

onda inicial pode ser escolhido de duas formas distintas:

1) excitagao por impulso: neste tipo de condicao inicial a rede permanece em sua posi-
¢ao de equilibrio (3.1)(A), entretanto a massa central recebe uma determinada quantidade

de impulso(velocidade):

2)excitacao por deslocamento: Neste caso a velocidade de todas as massas inicialmente

¢ nula, entretanto a massa central é deslocada de sua posi¢ao de equilibrio (3.1)(B). Ma-
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tematicamente podemos definir como:

xi,j :j—f—(s
le:Z—f—é

(2% S Y -
vy =v) =0

A quantidade dependente do tempo de 3(t) nos fornece uma descrigao do fluxo de
energia dentro deste modelo e sua relagao ao tipo de desordem correlacionado com o qual
estamos lidando. Além da analise anterior, também realizamos uma medida direta da
propagacao de pulso de energia ao longo do sistema. Consideramos que um dos lados da
rede é acoplado a alguns osciladores. Estes osciladores injetam um pulso na rede que tem

a seguinte configuragao:

Tig = Z Zcos(wpt). (3.10)

Onde Z é uma pequena amplitude e w, ¢ um conjunto de frequéncias dentro do inter-
valo, [0.05; 5]. Em linhas gerais, a extremidade esquerda da rede vai recebe um pulso que é
espectralmente composto de diversas frequéncias harmonicas. Foi usado cerca de 100 va-
lores de frequéncia separadas pelo intervalo dw = 0.05 para calcular z; . Formalmente, a
amplitude Z pode assumir qualquer valor menor que um, no entanto, & medida que Z au-

menta, a discretizagdo do tempo (dt) precisa diminuir, entao o tempo computacional cresce
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bastante e se torna complexo terminar as medidas. Dessa forma, escolhemos Z = 0,001 e

dt = 5x1073. Vale ressaltar que neste trabalho estamos interessados em estudar a propa-
gacao da energia ao longo de uma direcao; Assim, podemos resolver as equagoes em uma
geometria retangular LN (com N > L representando o eixo de propagagao). Para anali-
sar a propagacao da energia ao longo do sistema, vamos acompanhar a evolucao temporal
do pulso de energia e monitorar a posicao de uma determinada massa perto da extremi-
dade direita rede. Vamos monitorar a quantidade z;, 4, onde consideramos iy ~ L/2 e dy
um valor préximo de N. Calculamos, entéo, o deslocamento de massa (ig, dp) em relagao
4 condigao inicial, isto é, D;, 4,(t) = Zi.ay(t) — Tig.ay(t = 0). Usando esta quantidade
podemos calcular a intensidade da transformada de Fourier, I(w) = |FT(D;, 4,(t))|, onde
FT(A) representa a transformada de Fourier da fun¢ao A. intensidade da transformada
de Fourier, I(w), revela que frequéncias conseguem se propagar ao longo da rede e de-
finitivamente chegam na extremidade direita do material. Para I(w) = 0 temos que a
frequéncia w nao atinge o final da rede. Se I(w) > 0 nossos célculos sugerem que w cruzou
a rede de um lado para o outro. Ou seja, I(w) > 0 sugere a possivel existéncia de modos

estendidos no modelo.

3.2.1 Resultados e Discussoes

FEm nosso estudo consideramos trés tipo distintos de distribuicoes de desordem. Vamos

relembrar rapidamente cada caso e discutir alguns aspectos importantes:

i) Caso aleatdrio: Este é o caso onde as massas sdo completamente aleatérias. Em nossa
abordagem consideramos as massas dos dtomos neste caso descritas por m;; = 1 4+ 7;;
onde 7, ; sd@o numeros aleatérios distribuidos dentro do intervalo [0,1]. Este caso tem
uma certa relagao direta com a teoria da localizacao uma vez que temos um sistema
de baixa dimensionalidade com desordem intrinseca e sem correlagoes na desordem. Foi
mostrado por diversos autores que sistemas harmonicos de baixa dimensionalidade acabam

se comportando de maneira similar ao modelo de Anderson em baixa dimensionalidade e
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assim os estados sao localizados. O caso harmoénico apresenta o modo uniforme (w = 0)

que acaba propagando na rede sem “sentir” a desordem. Mas em linhas gerais, este caso

nao deve apresentar transporte para w > 0;

ii)Caso Diluido 1: A distribuigao de massas aqui consiste em uma linha periédica com

valor m; ; = 1 alternando com uma linha aleatoria;

iii) Caso Diluido 2: Este caso é semelhante ao caso diluido 1, exceto pelo fato que

temos a linha periédica com valor m; ; = 1 alternada com duas linhas aleatérias.

Tanto o caso Diluido 1, quanto o caso 2 sao estruturas desordenadas com correla-
¢oes internas. Em linhas gerais, foi mostrado que o modelo de Anderson bidimensio-
nais com correlagoes de longo alcance apresenta estados metélicos e assim transporte de
carga (Moura, 2003). Estruturas harmonicas bidimensionais com desordem diluidas nao
foram estudadas até o presente momento e nosso objetivo é entender qual o papel deste

tipo de correlacao frente ao transporte de energia vibracional.

Na figura (3.2), tragamo um resumo dos nossos primeiros resultados para a propaga-
¢ao de energia vibracional usando a medida do desvio médio quadratico equagao (3.9).

Enfatizamos que a energia inicial foi injetada no sitio (i., j.) por duas maneiras distintas:

A) Excitacao por impulso, que corresponde a v%/(t = 0) = v,/ (t = 0) = 0;;,0;. e
2 j(t=0)=jey;(t=0)=1.

B) Excitacao por deslocamento, correspondente a z; j(t = 0) = j+d ey, j(t =0) = i+6
e vp/(t = 0) = vj/(t = 0) = 0 (em nossos calculos consideramos 0 = 0,1, contudo,

para 6 < 1 os calculos nao exibem nenhuma diferenca qualitativa. Destacamos que para

todas as experiéncias numéricas relacionadas ao caso aleatério (caso i), consideramos
(ic; Je) = (N/2,N/2).

Neste nosso primeiro experimento para os casos com desordem diluida (caso 1 e 2)
vamos iniciar a rede usando um ponto da sub-rede diluida em torno do centro geométrico

da rede. Ou seja, nos casos com desordem diluida os indices (i., j.) representam um sitio

qualquer situado perto no centro da rede com m,_;, = 1.
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Em relacao aos nossos célculos a respeito da propagagao 3(t), usamos uma rede qua-

drada de tamanho NxzN, com N = 3000. Analisando a figura (3.2) A) observamos que,
para o caso aleatorio, a propagacao da energia mostrou uma dinamica super-difusiva, o
que é observado com (X(t) oc t3/4), para a figura (3.2) B), observamos uma dinamica
difusiva que, por sua vez, é caracterizado por, (X(t) o< v/t). A dependéncia de X(t) com
o tipo de condicao inicial, impulso ou deslocamento, em cadeias harmonicas unidimensi-
onais desordenadas também foi estudada nas referéncias (de Moura et al., 2003; de Moura.,
2008). As principais explicagoes fisicas para estes fenémenos sao as quantidades de modos
de baixa frequéncia que existem dentro das condigoes iniciais (de Moura et al., 2003). No
caso de uma excitacao inicial por impulso, a quantidade de estados de baixa frequéncia
¢ maior que o caso com deslocamento, por este motivo, a dinamica da rede causada por
impulso ¢ mais rdpida. Nos dois casos com desordem diluido, o desvio médio quadratico
exibe um comportamento balistico, ou seja, (X(¢) o ¢'), indicando a presenga de modos

vibracionais estendidos dentro deste modelo.

Nossos calculos indicam que os tipos 1 e 2 de desordem diluido promovem uma dina-
mica balistica. A dinamica rapida encontrada no caso com desordem diluido, sugere a
presenca de autoestados vibracionais estendidos. Isso foi investigado usando os célculos

numéricos da quantidade [ (w).

Na figura (3.3) A), montamos o gréafico de D;, 4, versus t para o caso aleatério e
os dois tipos de desordem diluida aqui consideradas. Nossos cédlculos foram realizado
em uma cadeia harmonica retangular de tamanho (LzN), com N = 1500 e L = 360.
Usamos ig = L/2, dy &~ 1200 e consideramos ¢t = 0 o tempo tal que |D;, 4,] > 107
Usando os dados de D;, 4, versus ¢, nés calculamos a quantidade I(w) através da equacao:
I(w) = |FT(Djy.4,(t))|, onde FT(D;, 4,(t)) representa a transformada de Fourier de D;, 4, .

Os resultados de I(w) para os casos aleatérios e diluidos podem ser vistos na figura (3.3).

Nossos calculos podem ser resumidos da seguinte forma: A funcdo I(w) para o caso
aleatorio é quase nulo em w > 0 e exibe um pico pronunciado em torno de w = 0. Esta
é um claro sinal de que apenas o caso uniforme, (w = 0), se propaga ao longo da rede.

Tal resultado esta de acordo com os resultados anteriores para uma rede harmonica de-
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FIGURA 3.2 — A figura representa a dispersiao de Energia vibracional ¥(¢) versus o Tempo t. Em

A), temos informagao da excitagdo por impulso, que corresponde a v (t = 0) = v;’j(t =0) = ;65,5 €
z;j(t=0)=jey; ;(t =0) =i Em B), temos informacao da excitacdo por deslocamento que corresponde
axj(t=0)=j+0ey ;j(t=0)=i+devy/(t=0)=uvy7(t=0)=0. Para o caso desordenado (i, jc)
foi escolhido como sendo o centro da rede. Para os casos com desordem diluida (., j.) foi escolhido como
sendo um sitio em torno do centro da rede com massa m;_ ; = 1. Em nossos cdlculos consideramos
0 = 0.1. Nés observamos que, para o caso aleatério, a propagacao da energia mostrou uma dindmica
super-difusiva, o que é observado com (X(t) o< t3/%), 0 que por sua vez, é observado na figura (3.2) A). J4
na figura (3.2) B), observamos uma dinamica difusiva, que é caracterizado por (3(t) oc v/t). Além disso,
independente do tipo de condigao inicial nossos resultados indicam que a desordem diluido promove uma

dinamica balfstica X (t) oc 1.

I | v
A)Impulso /
107~ 757

— C(Caso Aleatorio |
-+-+ Caso Diluido 1
0|— —— (Caso Diluido 2 |

Fonte: Autor 2017.

sordenada unidimensional (Dean., 1964; Moura, 2003). Em ambos os casos de desordem
diluido aqui considerados obtemos uma estrutura nova e interessante. Existe um plato
na regiao de frequéncias 0 < w < 1.2. Esse resultado sugere que frequéncias diferentes de
zero podem se propagar ao longo deste tipo de redes harmonicas com desordem diluida

Este é um resultado novo e interessante e claramente sugere que ambos os tipos de
desordem diluida promove o aparecimento de uma banda de modos vibracionais esten-
didos. Dentro de nossos calculos numéricos, observamos que a banda acima mencionada
fica aproximadamente dentro do intervalo de frequéncias [0, 1.2]. Portanto, nossos estu-

dos sugerem que este tipo de desordem correlacionada pode promover o aparecimento de
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FIGURA 3.3 — A figura representa o Deslocamento de Massa D, 4, versus o Tempo t e a transformada

de Fourier, I(w) versus w. A) D, 4, versus t para o caso aleatério e para ambos os tipos de desordem
diluida. Os cdlculos foram feitos em uma rede harmoénica retangular (LzN) com N = 1500 e L = 360.
Em nossos calculos iy = L/2, dy ~ 1200. Enfatizamos que consideramos ¢ = 0 o tempo em que |D;, 4,| >
10719 B) I(w) versus w, com I(w) = |FT(D;, a,(t))|, onde FT(D;, 4,(t)) representa a transformada de
Fourier para os dados vistos em (A). Para os casos aleatdrios, a fungao I(w) é praticamente nula para
w > 0 e apresenta um crescimento para w =~ 0. Para ambos os tipos de desordem diluida, (w) exibe um
plato que sugere a existéncia de uma banda de modos vibracionais estendidos.
E T | T | T
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uma transicao de localizacao-delocalizagao em redes harmonicas. Os dados apresenta-

dos na figura (3.3)(A, B) estao em bom acordo com a dinamica balistica encontrada na

figura (3.2).

Antes de nossas consideragoes finais, discutiremos brevemente a dependéncia de nossos
resultados para a propagacao (t) com o tipo de condigao inicial. Enfatizamos que, para
calcular 3(t), injetamos a energia em um sitio inicial (4., j.) perto do centro da rede. No
caso de desordem diluida a condicao para escolher esta posi¢ao foi que a massa do sitio
inicial tivesse massa (m;, ;. = 1) (ou seja, fosse um sitio da rede diluida). Portanto, todas
as investigagoes anteriores sobre Y(t) foram feitas considerando a energia inicial injetada
na sub-rede periédica. Mostramos alguns resultados de ¥(¢) considerando a energia inicial

colocada em um sitio (i., j.) pertencente a sub-rede aleatéria.

FIGURA 3.4 — A figura representa a dispersdo da energia vibracional ¥(¢) versus o tempo t. Consi-
derando a energia inicial colocada em um sitio i., j. pertencente a sub-estrutura aleatéria (isto é, o site
inicial (¢, j.) € um site préximo ao centro da cadeia com m;, ;, # 1. Os célculos foram feitos para A)

excitacao de impulso e B) excitacao por deslocamento.

10°

A JMmpulso |

Caso Diluido 1 |
----- Caso Diluido 2
| | | [

! ! ! 075 |
»| B)Deslocamento t

Fonte: Autor 2017.

Na figura (3.4), tragamos X () versus tempo para ambos os tipos de desordem diluida

e também A) excitagao por impulso e B) excitacao por deslocamento. Aparentemente a
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dindmica é mais lenta do que nos casos anteriores (ver figura (3.2)). Obtivemos () oc t°9

para o caso com uma excitacao de impulso inicial, figura (3.4)(A) e Y _(¢) o< t*7 para o caso
com uma excitagao de deslocamento inicial, figura (3.4)(B). Portanto, nossos resultados
sugerem que o tipo de dinamica em redes harmonicas com desordem diluida depende da
natureza da excitacao inicial (impulso ou deslocamento) e também do sitio inicial (i, j.).
Quando comecamos a dinamica injetando a energia na sub-rede peridédica, obtivemos uma
dindmica balistica rdpida (tanto para excitagao do tipo impulso quanto deslocamento).
No entanto, se o pulso de energia inicial for injetado na sub-rede aleatoéria, o fluxo de ener-
gia dentro da rede torna-se mais lento. Este fenomeno também foi observado em sistemas
unidimensionais com desordem diluido (Albuquerque et al., 2005; Albuquerque et al., 2006).
Em linhas gerais a explicacao deste fenomeno ¢é a seguinte: Quando iniciamos a dinamica
em um sitio da rede periddica o pacote inicial é uma combinacao espectral de diversos
modos. Dentre estes modos existe uma grande fracao dos modos vibracionais com grandes
comprimentos de localizagdo (Albuquerque et al., 2005; Albuquerque et al., 2006). Portanto,
esta grande fracao de modos estendidos que existe dentro do pacote inicial acabam domi-
nando a dinamica e assim o transporte balistico é obtido. Por outro lado, um pacote de
energia inicialmente localizado dentro da sub-rede aleatéria contém uma fracao pequena
dos modos vibracionais com grandes comprimentos de localizacao. Consequentemente, a
dinamica energética se torna mais lenta em comparagao com o caso em que a dinamica

foi iniciada usando a rede peridédica como ponto de partida.



4 Conclusao

O foco central deste estudo foi a investigacao tedrica das propriedades de transporte em
sistemas desordenados de baixa dimensionalidade. Este tema vem ganhando grande aten-
¢ao nas ultimas décadas dentro da fisica tedrica devido a real possibilidade de se estudar
experimentalmente sistemas de baixa dimensionalidade dentro do contexto da nanoele-
tronica e/ou bioeletronica (Albuquerque, 2014). Em nosso trabalho, estudamos a dinamica
eletronica em uma cadeia nao-linear desordenada na presenca de interacao elétron-fonon
e sob efeito do bombeamento de um pulso acistico gaussiano. Investigamos a competicao
entre diversos elementos: desordem composicional, nao linearidade ctibica, interacao com
os fonons da rede e com um pulso actstico. Em nosso modelo, o elétron esta confinado
em uma cadeia nao-linear desordenada considerando o formalismo proposto por Fermi,
Pasta, Ulam. Em nosso formalismo, o efeito da interagao elétron-fonon foi considerado
assumindo que o hopping eletronico depende da distancia atomica dos sitios vizinhos mais
proximos. Consideramos também que a posicao do atomo no extremo esquerdo da ca-
deia recebe um pulso gaussiano. Em nosso formalismo tedrico consideramos a dinamica
eletronica usando um formalismo da Mecanica Quantica e para as vibracoes atomicas
nao-lineares usamos o formalismo de Hamilton (Fisica Cléssica). Nossas medidas fisicas
foram feitas através de um formalismo numérico que obteve a propagacao do pacote de
onda eletronico e as vibracoes nao-lineares da cadeia desordenada. Aplicamos o método de
Euler de segunda ordem para resolver a dinamica cléssica e um formalismo de Taylor para
resolver as equacoes da dinamica eletronica. Nosso formalismo numérico se mostrou bem
eficiente para resolver o conjunto de equagoes diferenciais acopladas pertinentes ao modelo

quantico/classico que utilizamos. Inclusive nosso formalismo, para este tipo de problema,
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foi mais rapido que métodos usuais como o Runge-Kutta de quarta ordem. Em linhas
gerais, nossos calculos mostraram que é possivel o transporte eletronico em cadeias nao-
lineares desordenadas usando bombeamento acistico externo como uma “for¢ca motora”.
Nossos resultados sugerem uma dinamica eletronica sub-difusiva mesmo na presenca de
forcas nao-lineares. Também fizemos uma breve comparacao de nossos resultados com
aqueles obtidos para uma cadeia harmonica. Dentro de nossos cédlculos, a nao-linearidade

em nosso formalismo oferece mais dificuldade para o transporte eletronico.

Também foi feito um estudo a respeito do transporte de energia vibracional em uma
rede harmonica desordenada. Em nosso modelo, consideramos que as massas dos ato-
mos sao aleatorias e acopladas com as massas vizinhas através de molas simples, ou seja,
vale a lei de Hooke. Dessa forma, estudamos o fluxo de energia vibracional em uma
rede harmoénica com desordem diluida. Aqui, a distribuicao de massas foi obtida como
uma superposi¢ao de uma distribuicao de massas aleatorias e periddicas. Usando mé-
todos numéricos, resolvemos as equacoes classicas para o deslocamento das massa e das
velocidades. Assim, foi analisado o fluxo de energia considerando dois tipos de condicoes
iniciais: i) a evolugao temporal de um pacote de energia inicialmente localizado em torno
do centro da rede e ii) a propagagao de um pulso de uma aresta até a aresta oposta da rede.
Nossos célculos sugerem que o tipo de desordem diluida usado em nossos estudos promove
o aparecimento de novos modos vibracionais estendidos. Demonstramos numericamente
que a velocidade do fluxo de energia depende do tipo de pulso de energia inicial (se a ex-
citagao inicial é feita através de um impulso ou por deslocamento). Também mostramos
que o tipo de transporte de energia vibracional depende da posicao inicial do pulso. Os
resultados indicam que se o pulso de energia inicial estiver localizado na sub-estrutura
periddica, a dinamica ¢ balistica. No entanto, se a excitacao inicial for totalmente restrita

a sub-estrutura aleatoria, nossos cdlculos apontam para uma propagacao super-difusiva.

Em linhas gerais, estudamos dois modelos de baixa dimensionalidade distintos que,
apesar de desordenados, podem apresentar propriedades de transporte. Enfatizamos que
transporte em baixa dimensionalidade na presenca de desordem é uma violacao clara

da teoria da localizacao de Anderson. Estes resultados mostram quais mecanismos
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podem ser relevantes para se conseguir transporte de carga e/ou de modos vibracionais em
materiais amorfos de baixa dimensionalidade. Uma das perspectivas deste estudo consiste,
por exemplo, na inclusao de mais elétrons no modelo unidimensional. Desta forma sera
possivel entender a competicao entre desordem, interagao elétron-fonon, elétron-elétron e
campos acusticos externos. Outra perspectiva interessante consiste em incluir cargas na

rede harmonica com desordem diluida e entender o transporte de carga neste modelo.
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In this work, we consider a one-electron moving on a Fermi, Pasta, Ulam disordered chain under
effect of electron—phonon interaction and a Gaussian acoustic pulse pumping. We describe
electronic dynamics using quantum mechanics formalism and the nonlinear atomic vibrations
using standard classical physics. Solving numerical equations related to coupled quantum/
classical behavior of this system, we study electronic propagation properties. Our calculations
suggest that the acoustic pumping associated with the electron-lattice interaction promote a
sub-diffusive electronic dynamics.

Keywords: Sub-diffusive spreading; electron—phonon coupling; wave packet dynamcis;
nonlinearity.

PACS Nos.: 05.40.—a, 05.60.Cd, 05.10.Gg.

1. Introduction

The problem of electronic dynamics mediated by surface acoustic wave (SAW) has
attracted an intense interest.'™? This research field, in broad terms, consists of a
combination of solid-state theories including, e.g. Anderson localization theory,
14716 phiezoelectricity* and general solid state physics.!” 22
An interesting experimental investigation of electronic transport induced by
(SAW) was done in Ref. 1. The authors applied a surface acoustic wave through a
GaAsAlGaAs two-dimensional (2D) electron gas. Moreover, Ref. 2 also reported

electron—lattice interaction,

Il Corresponding author.
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experimental investigation on the electronic flux mediated by high frequency (SAW)
in GaAsAlGaAs heterostructures. In Ref. 4, the authors moved a single electron
along a wire in a kind of ping-pong game. Moreover, the possibility of using this
“controlled motion” in the framework of quantum computing was pointed at, for
example, to move a quantum ‘bit’ between two distant places.* This experimental
setup consisted of trapping a single electron in a quantum dot and moving that
particle along a channel by using a SAW. SAW usage in electron movement and in
the construction of quantum bits has attracted interest from some solid-state physics
specialists.” ! More recently, the dynamics of an initially localized wave packet
in one-dimensional disordered harmonic chains under the effect of electron-lattice
interaction and an acoustic wave pumping were investigated by numerical calcula-
tion.'> They demonstrated the existence of sub-diffusive electronic transport
mediated by the acoustic pumping using that method for solving equations.

In this paper, we investigate the competition between intrinsic cubic nonlinearity,
on-site disorder and the pumping of an acoustic pulse. We consider noninteracting
electrons moving on a nonlinear Fermi—Pasta—Ulam disordered chain under the
effect of electron—phonon interaction and a Gaussian acoustic pulse’s pumping. In
our theoretical formalism, we apply quantum mechanics treatment for electron
and classical physics for nonlinear atomic vibrations. The dynamics equations are
solved numerically: A Taylor formalism is used for electronic propagation and a
second-order Euler method is adopted to solve coupled quantum/classical equations.
Our calculations suggest that the acoustic pumping associated with the electron—
lattice interaction promotes a sub-diffusive electronic dynamics.

2. Model and Formalism

In our model, we consider a one-electron moving in a Fermi—Pasta—Ulam disordered
chain of N masses. As previously stated, electronic dynamics is described by quan-
tum Hamiltonian and the lattice vibrations characterized by classical mechanics.
Total Hamiltonian is written as H = H, + Hj,co, Where!>1%23;

He = Z {end:ldn + ‘/;7,+1‘n(d:,,+1dn + didn+1)}

n

PZ
Hlatticc = Z {2,”7;” +%[(Qn+l - Qn)2 + (Qn - anl)Q] (1)

+g[(Qn+1 - Qn)3 + (Qn - in)g]}a

where d}, and d,, are the creation and annihilation operators for the electron at site n.
€, represents the on-site disorder distribution uniformly chosen within the interval
[-W/2,W/2]. V,,1, represents the electron’s kinetic energy (the hopping term). P,
and @,, are the momentum and displacement of the mass at site (n), respectively. m,,
is a disordered distribution of masses generated by the following procedure:
m,, = elP), where p, are random numbers uniformly distributed within the interval
[-W/2,W/2]. n represents the strength of the cubic nonlinearity considered in our

1750100-2
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model. The hopping elements V, ., depend on the relative distance between two
consecutive molecules of the chain: V., = —el~#(@1=@)]. 15 The quantity a defines
the electron—lattice coupling strength. The time-dependent wave function |®(¢)) =
> ncn(t)|n) is obtained by numerical solution of the time-dependent Schrodinger
equation. The Wannier amplitudes (c,(t)) evolve in time as (A = 1):

de, (t
Zcél]—t() = 6,0, (t) — el @ua=CQule (1) — el-@=@uille, (1), (2)
Lattice equation is written as
d*Q,(t)

= (Qn+1 - Qn) - (Qn - Qﬂ*l)] + n[(QnJrl - Qn)Q - (Qn - Q7171)2]

+ 0‘{(0;+1Cn, —+ CnJrlc;)e[_a(Qnu—Qn)]

— (ChCaot + €y ) el @@}, (3)

" dt?

We consider the electron initially localized at site n =1, ie. |®(t=0))=
Y nCn(t =0)|n), where c,(t=0)=6,,. For t=0, we consider Q,(t=0)=
Q,,(t = 0) = 0, for n within the interval [1, N]. In addition, we consider the pumping
of an acoustic Gaussian pulse at the extreme left side of chain (i.e. at the site n = 0):

Qo(t) = el 77/ cos(wt), (4)

where w represents the frequency of the gaussian acoustic pulse and At = 1/Aw = 10
is the width in time.

In order to solve numerically the quantum equations, we applied a Taylor ex-
pansion of time evolution operator U(ét) = exp(—iH,6t) =1+ > [(—iH, 6t)"]
/(1").** The wave-function at time &t is |®(6t)) = U(6t)|®(t = 0)). By employing
recursion, we obtain the wave-function at time ¢. For classical equations, we used
a prediction-correction second-order method.?® This method consists of two steps:
The first step consists of finding a initial prediction @, (6t)* at time 6t, applying the
formula below:

Qn(6t)" = Q,(t = 0) + &t

T o)

d

In the second step, a correction formula is applied in order to get a better approxi-
mation to @, (6t)

dQ;,
t=0 + ar

8t [dQ,
2 | dt

&} | (6)

This method (Egs. (5) and (6)) is used recursively to obtain @, (¢). Our main cal-
culations were carried out using 6t = 5 x 1073, and the sum of the Taylor expansion
of time evolution operator was truncated on n, = 12. It is worth mentioning that we
dealt with border effects by considering a self-expanded chain. This method can be
understood as follows: Whenever the probability of finding the electron or the atomic
vibration at the right side of the chain exceeds 1072°, 10 new sites will be added

1750100-3
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to this position. Thus, we obtained the wave function norm with error |1 —
Salen(t)]?] < 10710 along the entire time interval. It is an important first check for
the accuracy of our numerical procedure. Traditionally, the classical equation
is solved by another method than the second-order Euler formalism (Eq. (3)).
In recognition of this fact, we decided to perform a second check for accuracy
employing a standard fourth-order Runge-Kutta (RK4)* to solve Egs. (2) and (3).
The results obtained using our numerical formalism showed no difference from those
obtained using (RK4), a widely used method.

The physical properties are obtained through the calculations of some typical
quantities, namely, mean position (centroid), mean square displacement and the
Shannon entropy defined as 232¢

(n(t) = D)), (7)

oft) = \/Z (n = (n(t)))?le. (1) (8)
and

S(t) == lea() Infle, (8)]7], 9)

respectively. The centroid for a given time ¢ represents the mean position of
the electron. The mean square displacement and the Shannon entropy give some
estimates of the number of sites in which the wave packet is spread at time ¢.
For extended states in a chain with N sites, we have o(t — 00) x N and
S(t — 00) o< In(N). For localized states, the situation changes drastically. In general,
localized eigenstates occur in systems with uncorrelated disorder. Therefore, within
the standard Anderson Localization theory o(t — 00) <y and S(t — o0) o< In(ly)
where [ is close to the largest localization length. Due to the presence of disorder, [
is of the order of a few sites and, therefore, both o and S(t) converge to small
constants.

3. Results and Discussion

We start the numerical integration using a small chain (about N(t = 0) = 200 sites).
During the integration, the N(¢) increases until 10* sites (or more). In our calcula-
tions, we will use W = 2. We emphasize that the mean value of the electronic hop-
ping is about 1. Therefore, W = 2 represents an amount of disorder at the same order
of the band width, i.e. an intermediate disorder in the one-dimensional (1D) model.
We also emphasize that we adopted pumping at low-frequencies w < 1. High fre-
quencies do not propagate easily within disordered systems.?” A summary of our
calculations for all quantities is shown in Figs. 1(a)-1(f). In plots (a) and (b), we have
electronic Centroid, in ((c) and (d)) the mean Square displacement versus time ¢ and

1750100-4
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Fig. 1.

(a), (b) Electronic centroid, (c), (d) mean square displacement versus time ¢ and (e), (f) Shannon

entropy versus In(t) for W =2, w=10.4,0.8 and « = 0.,0.1,0.2,0.3.
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in ((e) and (f)) the Shannon Entropy versus In(¢) for W =2, w=0.4,0.8 and
a=0.,0.1,0.2,0.3.

We observe that for « = 0 all quantities saturate for a long time. It is a direct
consequence of the presence of disorder within our model. In 1D systems with un-
correlated disorder, all eigenstates are localized and therefore an initially localized
wave-packet evolves to a finite region of the same order of the largest localization
length.'® The saturated behavior found in centroid, in mean square displacement and
in the Shannon entropy is in good agreement with the previous statements.

As the electron-lattice parameter « increases, we notice a radical change of our
results (see Figs. 1(e) and 1(f) for (o > 0). All quantities increase as the time evolves.
The time-dependent behavior of (n), o and S(t) suggests that acoustic pumping
interacts with electron-lattice coupling in a way to stimulate electronic transport
along the chain (acoustic wave produces lattice vibrations on a small number of
atoms in a short period of time, which seems to push electron to the right side of the
alloy). Within the time-scale computed here, our analysis suggests that the electronic
dynamics is sub-diffusive with (n(t)) oc t'/3 and o o t%3 (the Shannon Entropy fol-
lows a similar sub-diffusive trend with S(¢) = ay + 0.3log(¢)). In Figs. 2(a) and 2(b),
we plot the wave function |c,, (t)|> versus n and ¢ for W = 2, w = 0.4 and o = 0.0(a)
and « = 0.4(b). This plot gives us a pedagogical overview of the electronic dynamics
along the lattice. In the absence of electron—lattice interaction (a = 0), electron
remains trapped around the initial position (n =0). For « > 0, we observe that,
despite the presence of uncorrelated disorder within the chain, electronic wave
function gets spread. We emphasize that it is a clear breakdown of the standard
Anderson localization theory.

Aiming to understand the electronic dynamics and its relation with the
lattice dynamics better, we investigate some specificities of the lattice deformation
in detail. So, we compute a kind of generalized probability of local deformation
fn- This quantity is obtained as follows: first, we compute the quantity:
z, = (1 — el~%+4.1]).2 Second, we normalize x,, to get generalized probability of local
deformation f,, i.e.:f, = x,/> ,(z,). With this quantity, we can also compute the
mean position of the lattice vibration ((n,)=">,nf,) and also its dispersion

(a) a=0.0,w=04,n=0.2 (b)a=04,w=04,n7=02

Fig. 2. (Color online) Wave function |c, (t)|? versus n and ¢ for W = 2,7 = 0.2,w = 0.4 and @ = 0 (a) and
a =04 (b). The presence of electron—lattice interaction promotes the spread of the electronic wave
function.
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Fig. 3. (Color online) (a) The generalized probability of local deformation f,, computed in a disordered
chain with W = 2, w = 0.4 and o = 0.2. (b) The mean position of the lattice vibration and its mean square
displacement for the same case as in (a).

(0, =/ >n(n — (n,)2f,). In Figs. 3(a) and 3(b), we show our numerical analysis
about the vibrational energy propagation in this model succinctly. Figure 3(a) has a
plot of the generalized probability of local deformation f, versus n and ¢ for a
chain with W =2, n=0.2, « =0.2 and w = 0.4. We see that acoustic pumping
clearly propagates along the chain in a similar trend, which was observed in Fig. 2(b).
The results for (n,) and o, are found in Fig. 3(b). Calculations were done for the
same case as in Fig. 3(a). We observed that the mean position of the lattice vibration
follows a diffusive dynamics. The mean square displacement of the energy wave-
packet has a super-diffusive behavior. These results about the energy dynamics de-
serve a more detailed discussion. By revisiting Ref. 27, we know that the evolution of
a initial localized momentum wave-packet within a classical disordered harmonic
chain (n = 0) follows a similar super-diffusive trend.

First, we emphasize that the acoustic Gaussian pumping used here promotes a
kind of continuous injection of momentum for the lattice. Therefore, in spite of the
initial condition used here being formally distinct from the momentum injection used
in Ref. 27, however, both contain the same nature: injection of momentum. Another
important and new information in our calculations is the presence of super-diffusive
dynamics in disordered nonlinear chains. We emphasize that our calculations were
done for a classical lattice with quadratic and cubic ( > 0) interaction. Our results
suggest that the cubic potential does not change the kind of energy propagation in
the approximations used here.

Before the conclusion of our work, we show some brief results about nonlinearity
and disorder dependence. In Figs. 4(a) and 4(b), we show our calculations for the
mean position (n) and the Shannon entropy S(¢) versus time ¢ for a« = 0.2, w = 0.4,
W =2 and 7 =0,0.4,0.8. Our initial analysis shows that the mean positions and
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Fig. 4.

(a)

(b)

(a) Mean position (n) versus ¢t and (b) Shannon entropy S(¢) versus In(¢) for « = 0.2, w = 0.4,

W =2and n=0,0.4,0.58.

the Shannon entropy seem to decrease as the 7 is increased. Based on these calcu-
lations, the electron transport mediated by acoustic pumping seems to be more
efficient in harmonic (n = 0) chains. However, we recognize that the range of 7, we
considered is not sufficiently wide to obtain, indeed, a more conclusive statement. We
stress that as the magnitude of the cubic potential is increased within disordered
chains, numerical instability increases and therefore it becomes complicated to solve
the differential equations. This numerical difficulty could be overcome by using high
order methods. However, computational time required to solve coupled equations
increases in a considerable manner. We stress that we have used the RK4 method in
order to find electronic dynamics. The computation time using RK4 was almost three
times the computation time required using the Euler-Taylor formalism. In Figs. 5(a)

80 T T

| |
0 10000 20000

3
In(t)
(a) (b)

Fig. 5. (a) Mean position (n) versus ¢ and (b) Shannon entropy S(¢) versus In(t) for n = 0.2, w = 0.4,
a=04and W =24,6.

1750100-8



Int. J. Mod. Phys. C Downloaded from www.worldscientific.com
by UNIVERSIDADE FEDERAL DE ALAGOAS on 08/15/17. For personal use only.

One-electron propagation in Fermi, Pasta, Ulam disordered chains

and 5(b), we plot the mean position (n) and the Shannon entropy S(¢) versus time ¢
fora =04,w=0.4,7n=0.2and W = 2,4,6. We observe clearly that, in spite of the
decreasing the magnitude of (n) and S(¢) with the increasing of W, the main result
remains unchanged, i.e. a sub-diffusive dynamics is still obtained. We emphasize
again that the strength of disorder we are using here (W > electronic hopping) does
not represent a weak disordered regime. In fact, our model with W > 2 represents a
limit with intermediate/strong intrinsic disorder. Therefore, our calculations sug-
gests that the electron—phonon coupling and the pumping of gaussian acoustic pulses
can breakdown the Anderson localization in 1D systems even in the presence of an
intense amount of disorder.

4. Summary and Conclusions

In this work, we studied the problem of electronic dynamics in a disordered nonlinear
chain under effect of a Gaussian wave-packet pumping. By using a simplified model,
we had the opportunity to investigate the competition between intrinsic cubic mass—
mass interaction, on-site disorder and the pumping of an acoustic pulse. In our
model, the electron was restricted to move on a nonlinear Fermi—Pasta—Ulam dis-
ordered chain. The effect of electron—phonon interaction was considered by assuming
that the electronic hopping depends on the nearest-neighbor atomic distance. We
also assumed that the position of the atom at the extreme left side of chain vibrates in
a Gaussian pulse. Using this procedure, we simulated the pumping of a external
acoustic mode. In our theoretical formalism, the electronic dynamics and the non-
linear atomic vibrations had two distinct formalisms: the former had a quantum
mechanics treatment, while the latter was described by standard classic physics
framework. We studied the electronic propagation by numerical analysis of the
coupled quantum/classical equations. We applied a second-order Euler method to
solve the classical dynamics and a Taylor formalism to solve one-electron equations.
Our calculations showed that it is possible to move noninteracting electrons in 1D
models with nonlinearity and disorder using an external acoustic mode of atomic
vibration. We also investigated the vibrational energy dynamics within this mode.
Our results suggests a standard super-diffusive dynamics even at the presence of
nonlinear forces. We also did a brief comparison of our results with those obtained for
an harmonic lattice. In our calculations, nonlinearity brings difficulties to the elec-
tronic transport. We hope that these calculations would stimulate further progress in
the field of electronic transport mediated by acoustic wave pumping and electron—
phonon coupling.
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Abstract We consider the problem of a harmonic lattice
in which masses’ distribution is a superposition of a ran-
dom and a periodic distribution. Classical equations for the
mass displacement and velocities are solved using a second-
order Euler formalism. Energy flow was investigated on two
distinct experiments: (i) We injected an initial wave-packet
with energy E( and analyzed the dynamics of the resulting
energy pulse; (ii) we pumped one of the sides of the lattice
with a external signal and then we observed the propagation
of the pulse until the other side of chain. Our calcula-
tions suggest that the diluted disordered mass distribution
promotes energy dynamics at high frequency limit.

Keywords Localization - Diluted disorder - Propagation -
Harmonic lattice

1 Introduction

According to Anderson localization theory, extended eigen-
states are absent in low-dimensional disordered systems
with uncorrelated disorder [1-3]. Exceptions were demon-
strated some years ago in case of correlated disorder
[4-24]. The localization theory can also be applied to
general phonons propagation. Most vibrational modes of
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Brazil

one-dimensional (1D) harmonic chains with a random
sequence of masses are localized [25]. It was also demon-
strated that there are a few low-frequency modes not local-
ized, whose number is of the order of VN , N being
the number of masses in the chain [25-27]. Other stud-
ies about correlated disorder in classical one-dimensional
harmonic lattices were made in the past. In refs. [28, 29],
authors showed that short-range correlations promote the
appearance of new non-scattered vibrational modes.

Among the models with short-range correlation, 1D
chains with diluted disorder also support extended eigen-
states [30]. The diluted disorder consists of two interpen-
etrating sub-lattices, one composed of random masses and
the other being periodic. It was proved that special reso-
nant energies appear, giving rise to a set of extended states.
Harmonic chains with long-range correlated disorder were
investigated in ref. [31]. In that case, extended states exist in
the high frequency region.

Most part of literature related to vibrational modes in dis-
ordered harmonic systems, presents the dimensionality as a
big problem. In general, the authors prefer investigate one-
dimensional disordered chains. Two-dimensional harmonic
lattices with correlated disorder is an almost unknown field.
In ref. [32], the nature of the vibrational modes in a two-
dimensional harmonic lattice with long-range correlation
was investigated. The random masses distribution exhibited
a power-law spectral density S(k) ~ 1/k%. Authors con-
sidered only longitudinal atomic displacements and com-
puted the participation number, its fluctuations and also the
local density of states. They showed numerical proof that
extended vibrational modes appear when @ > « and that
o, depends on the magnitude of disorder.

In this work, we consider the problem of a harmonic
2D lattice with diluted disorder. In our model, the distribu-
tion of masses is a generalization of the 1D diluted model
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considered in ref. [30], i.e., a superposition of a random and
a periodic mass distribution. Two distinct types of numeri-
cal simulations were performed in that system: (i) We inject
an initial wave-packet with energy E( and then we observe
energy pulse’s dynamics; (ii) by pumping one of the sides
of the lattice with a external signal, we analyze the propa-
gation of this pulse until it reaches the other side of lattice.
Broadly, our procedure consists of solving classical equa-
tions for masses displacements and velocities. In the end, we
found evidence that intrinsic correlations which exist within
the diluted mass distribution play a relevant role in the
energy propagation. Our calculations also helped to predict
the frequency region that propagates along the lattice.

2 Model and Numerical Calculations

In our model, we consider a two-dimensional harmonic lat-
tice (see Fig. 1a). Each site (7, j) represents an atom with
mass m;, ;. When the system is at rest, the x and y coordi-
nates may be, respectively, settox; ; = j e y; ; = i (in units
of the lattice spacing @ = 1). Masses distributions which
were chosen for our studies in this paper are described
as follows: i) “Random case”: this kind of distribution is
defined as m; j = 1+ n; j, where m; ; is a mass on site 7, j
and 7; ; is a random number uniformly distributed within
the interval [0, 1]; ii) “Diluted case 1”: the mass distribution
of case i) is modified by the following the rule: m; ; = 1
fori = 1,..., N and j is odd. Therefore, the case (ii) rep-
resent a mass distribution with a line periodic (with value
m; j = 1) alternating with random lines; iii) The “Diluted
case 2” is similar to “Diluted case 1” (case ii) except that
the position of periodic lines changes to : m; ; = 1 for
i=1,...,Nand j = 1,4,7,10, 13, 16, .... Each mass
and its four neighbors are coupled through a harmonic force.
k = 1 represents the magnitude of the spring constant.
Whenever a given mass (m;, ;) has small displacement from
its initial position, the four springs related with the four first
nearest neighbors are deformed (see Fig. 1b a pedagogical
exhibition of this phenomenon). At rest, the mean distance
between each mass is 1. The distance between the site (i, j)
and its four first nearest neighbors after the deformation can
be measured as:

dy’ = \/(xi,j = Xig1,)% = Oij = Yig1,j)% M
dy/ = \/(Xi,j = Xij41)* = Oij — Yij+1)?, @
d:{;’j = \/(xi,j = xi—1,j)% = Oij = Yi-1.7) )
and

dy! = \/(xi,j — Xi j—1)* = (i — vij—1)* “)
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Fig. 1 a Two-dimensional harmonic lattice where each site (i, j)
represents an atom with mass m; ;. b Pedagogical exhibition of the
deformed harmonic lattice after a given mass (m;, ;) is moved from its
initial position

Therefore, the effective force on mass (m;, ;) can be com-
puted as F/ = F/ + F}/ + Ff;] + F,/ where F/ =
kldé’j — 1|7, with z = 1, 2, 3, 4. 7, is a unity vector along the
spring z. We emphasize that the direction of 7, depends on
the distance d;’j sif dé’j > 1 the vector 7, points to the direc-
tion of mass i, j; on the contrary, if dé’j < 1, then 7, points
to the opposite direction of mass i, j. The vibrational energy
dynamics is obtained by solving the classical equations :

P dzxi,j
[F"/], = mi,jw &)
and

o dzy',-
[P, = my 5 ©)

In general, (5) and (6) can be solved as follows: each second
order equation can be separated in two first order equations

.o L) 7
(e.g. the (5) is written as : [F"/], = m; ; dZ’; and vy/ =
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dx; j .
2;’ ; the same is done for the (6)). Therefore, we have a set

of four equations for each mass (i, j) which can be solved
using a second order Euler method (2EM).

In order to explain the (2EM) method, we will use, as
example, the first-order equations for the x direction. Con-
sidering we know the initial value of x; ;(t = 0) and

vy’ (1 = 0), we find a first-order estimation for these quanti-
ties at time dt as: x; j (t = dt) =x;(t = 0)+dt v/ (t =
0) and v/t = dn)' = Vit = 0) + dr * [Fi(r =
0)]x/m; ;. The second- order formula for these quantities is
written as: x;  (t = di)? = x; j(t = 0) + (dt/2) (i (t =
0) + v/t = dn)l) and v/t = dr)? = v = 0) +
(dt/2) % ([F"J (t = 0)], + [F*/ (t = dt)]y)/m; ;. The same
second-order procedure may be used for the y direction. In
our calculations, we use df ~ 5 x 1073 along the entire
time interval. We also check numerical accuracy of our pro-
cedure. It was done by monitoring the temporal evolution
of the total energy contained within the lattice. If an initial
localized wave-packet with energy E( was injected into the
lattice, the time-dependent total energy E (¢) should be con-
stant along the time; we find that |1 — E(¢)/Ep| < 10~10
within the entire interval. The time-dependent energy may
be computed as E(r) = Z i hi j(t) where

4

mj j * [(vx])2 + (Uy])z] kldé’j - 1|2
; D

z=1

hi j(t) = )

Our first analysis consists of injecting an initial wave-packet
with energy E close to the center of the lattice and then cal-
culate its spread with time. The fraction of the initial energy
on the mass (i, j) (i.e., f/ = i,j/ Eo) is used to estimate
the spread of energy within the lattice.

@) = Z[(xi,j — Xig,jo)> + (i,

i,j

- yio,jo)z]fi’j (8)

The quantity X has the same status of the root-mean-square
displacement of the wave packet of an electron in a solid.
Here, x;,, j, and y;,, j, represent the coordinates of the site
in which energy is initially injected into the lattice. The
time-dependent behavior of X' (¢) provides a description of
the energy flow within this model and its relationship with
the type of correlated disorder that we are dealing with.
We emphasize that X () is measured in units of the lattice
spacing a = 1.

Beyond previous analysis, we also perform a direct mea-
sure of the energy pulse propagation along the system. We
consider that one of the sides of the lattice is coupled to
some oscillators. These oscillators inject a pulse into the
lattice such as:

xio= Y _ Zcos(wnt) 9)

Wp

where Z is a small amplitude and w, is a set of frequencies
within the interval [0.05, 5]. We use about 100 frequency
values separated by dw = 0.05 in order to calculate x; o.
Formally, the amplitude Z could be any value less than one.
However, as Z is increased, the discretization in time (dt)
needs to decrease then, the computational time diverges.
So, we choose Z = 0.001 and dt = 5 x 1073, We stress
that, within this experiment, we are interested to study the
energy propagation along one direction; thus we can solve
the equations in a rectangular geometry L x N (with N > L
representing the propagation axis). In order to analyze the
energy propagation along the system, we follow the time-
evolution of energy pulse by monitoring the mass position
Xiy,do- In our calculations, iy ~ L/2 and dj is close to N.
Hence, x;, 4, represent the position of a mass far from the
lattice’s side that received the energy pumping. We calcu-
late the displacement of mass (i, do) relative to the initial
condition i.e. Dj, 4,(t) = Xi,dy(t) — Xiy,4,(t = 0) (in units
of the lattice spacing @ = 1). Using this quantity, we com-
pute I (w) = |FT(Djy,q,(t))|, where FT (A) represent the
Fourier transform of function A. I (w) reveals some infor-
mation about the frequencies that propagate along the chain.
When I(w) = 0, it advocates that frequency w does not
reach the end of lattice (position dp). If I (w) > 0, our cal-
culations indicate that the frequency w crossed the lattice
from one side to another. In other words, I (w) > 0 suggests
propagation and a possible existence of extended modes.

3 Results and Discussion

We emphasize that we investigated vibrational dynamics
in a two-dimensional disordered harmonic lattice. We con-
sidered three distinct types of distribution of masses: (i)
“Random case”: the masses distribution is defined as m; ; =
1+7;,; where n; ; is arandom number uniformly distributed
within the interval [0, 1]; (ii) “Diluted case 1”: the mass
distribution of case (i) is modified by following the rule:
m;j=1fori =1,..., N and j is odd. (iii) The “Diluted
case 2” is similar to “Diluted case 17 (case ii) except that
the position of periodic lines changes to: m; ; = 1 for
i=1,...,Nand j =1,4,7,10, 13,16, .... In Fig. 2, we
plot a summary of our main results for the spread of the
energy distribution (8) versus time ¢. We stress that initial
vibrational energy input was injected on site i, jo according
to two quite distinct classes: (A) Impulse excitations corre-
sponding to v’/ (t = 0) = J(t = 0) = &,,9,, and
xi,j(t=0)=jand y; ;(t = 0) = i. (B) displacement exci-
tations, i.e., x; j(t = 0) = j + AJ; ,08] jos Vi, j(& = 0) =

i+ A8i;y8; j, and v = 0) = v;’(r = 0) = 0 (in our
calculations, we used A = 0.1, however, for A < 1, calcula-
tions did not exhibit any qualitative difference). Also, for all
numerical calculations related to the random case (case 1),

@ Springer
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Fig. 2 Energy spread distribution X'(¢) versus time ¢ for (a) Impulse
excitations that correspond to vel(t =0) = va’] @t =0) = 8iib;,j
and x; j(t = 0) = j and y; ;(t = 0) = i and (b) displace-
ment excitations that correspond to x; j(t = 0) = j + Ad; ;0; o>
yi,j(t =0) =i+ A8 j, and vy’ (t = 0) = vy’ (t = 0) = O (here
we used A = 0.1). The initial wave-packet was localized on a site
(io, jo) close to the center of lattice with m; j, = 1. We observe that,
for the random case, standard deviation of energy follows a super dif-
fusive dynamics (X' (f) 3/*) in (a) and a diffusive one (X (f) « +/7)
in (b). Moreover, for this kind of initial condition, the diluted disorder
promotes a ballistic dynamics (X () o 1)

we considered (ig, jo) = (N/2, N/2). For the diluted cases
(case ii and iii), the site (ip, jo) represents a site close to the
center of lattice (N /2, N/2)) such that m;, ;, = 1. Calcula-
tions of the spread X' (t) were done for a square lattice with
N x N = 3000 x 3000. By analyzing Fig. 2, we observed
that, for the random case, the spread of energy showed a
super diffusive dynamics (X' (¢) 13/ 4) in Fig. 2a and a
diffusive one (X () o< +/t) in Fig. 2b. The dependence of
X (t) with the type of initial condition (impulse or displace-
ment) it was also obtained in disordered one-dimensional
harmonic chains [31, 32]. The main physical explanations
for this phenomena is the amount of low-frequency modes
that exist within the initial conditions [31]. In the case with
an initial impulse excitation, the amount of low-frequency
states is larger than the case with initial displacement, hence
the dynamics is faster. In both cases with diluted disorder,
the mean square displacement exhibits a ballistic behav-
ior (X'(t) o t), thus indicating the presence of extended
vibrational modes within this two-dimensional disordered
harmonic model. Our calculations indicate that types 1 and
2 of diluted disorder promotes the ballistic dynamics. The
fast dynamics found in the case with diluted disorder sug-
gest the presence of extended vibrational eigenstates. We
investigated this point using the numerical calculations of
quantity / (o). In Fig. 3a, we plot D, 4, versus ¢ for the ran-
dom case and both types of diluted disorder. Calculations
were done in a rectangular (L x N) harmonic lattice with
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Fig. 3 a D 4, versus ¢ for the random case and for both types of
diluted disorder. Calculations were done in a rectangular (L x N)
harmonic lattice with N = 1500 and L = 360. In our calculations
iop &~ L/2 and dp ~ 1200. We emphasize that we consider ¢t = 0 the
time in which that | D;, 4, > 10719 B) I (@) = |F T (Djy,4,(1))| where
FT(Dj,,q,(t)) represent the Fourier transform of Dj, 4, (¢) for the data
in (a). For the random case, the function / (w) is null for @ > 0 and
it is nonvanishing for @ = 0. For both types of diluted disorder, 7 (w)
exhibits a plateau that suggests the existence of a band of extended
vibrational modes

N = 1500 and L = 360. In our calculations ig =~ L/2
and dy =~ 1200. We emphasize that, in Fig. 3a, we consider
t = 0 the time in which that | D;, 4,| > 107!°. By using the
time-evolution of D;; 4,, we calculated the quantity I (w) as
I(w) = |FT(Djy,q,(t))|, where FT(Dj, 4,(t)) represents
the Fourier transform of Dj; 4,(t). The results of /(w) for
the random case and also the diluted case types 1 and 2 can
be found in Fig. 3b. Our calculations are summarized as fol-
lows: The function I (w) for the random case is almost null
for v > 0 and exhibits a pronounced peak around w = 0.
This is a clear signature that only the modes around the uni-
form mode (w = 0) propagates along the lattice. This result
is in good agreement with the previous calculations for a
one-dimensional disordered harmonic chain [25, 29]. The
uniform mode (w = 0) in a 1d harmonic disordered chain
represents a mode without spring deformation, so it has
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divergent wave-length and, also, it is not affected by the dis-
order propagating through the system [25, 29]. Conversely,
harmonic modes with w > 0 cannot propagate along dis-
ordered harmonic chain. It happens due to the intrinsic
disorder distribution. Our calculations of 7 (w) suggest the
same behavior occurs for the 2d disordered harmonic case.
The diluted disorder 1 and 2 exhibit a new and interesting
framework. There is a plateau in the low-frequency region.
It suggests that nonzero frequencies propagate along the dis-
ordered harmonic lattice and that, for both types of diluted
disorder, a band of extended vibrational modes arises. It
is a new and interesting result. Within our numerical cal-
culations, we observed that the aforementioned band lies
roughly within the interval of frequencies [0,1.2]. Therefore,
this type of correlated disorder might promote the appear-
ance of a localization-delocalization transition. Data shown
in Fig. 3a, b are in a good agreement with the ballistic
dynamics found in Fig. 2. In general, both diluted case 1
and 2 exhibiting fast energy propagation. Our spectral cal-
culations suggests that at the diluted case (2), the intensity
of the lattice deformation displays a extremely tiny increas-
ing in comparison to the case (1). These small changes are
observed in the calculations of Dj, 4,(t) as well as at the
difference between the plateau of the I (w) curves for the
diluted cases. We also observed a very slight increasing
of the width of the region in which that I (w) > 0 (i.e.,
bandwidth of extended vibrational modes). However, those
discrepancies do not change qualitatively the energy dynam-
ics, neither the diffusion coefficient in both types of diluted
disorder. We believe that if we increased the periodicity of
the lines with m; ; = 1 we would not find any qualitative
change in our results.

Before our concluding statements, we briefly discuss the
dependence of our results for the spread X with the type
of initial condition. We emphasize that, in order to com-
pute X we injected the energy in an initial site (ig, jo)
close to center of the lattice. The condition for choosing this
position (i, jo) was that its mass m;, j, = 1. Therefore,
all previous investigations about X~ were done considering
the initial energy injected into the periodic sub-lattice. We
show some results of X' by considering the initial energy
put on a site i, jo belonging to the random sub-lattice. In
Fig. 4, we plot ¥ versus time for both types of diluted
disorder and also (A) impulse excitation and (B) displace-
ment excitation. Dynamics is apparently slower than those
in the previous cases (see Fig. 2). We got X (t) 109
for the case with an initial impulse excitation (Fig. 4a) and
X (1) o 1975 for the case with an initial displacement excita-
tion (Fig. 4b). Therefore, our results suggest that the type of
dynamics in harmonic lattices with diluted disorder depends
on the nature of the initial excitation (impulse or displace-
ment) and also of the initial site (ig, jo). When we started
the dynamics by injecting the energy into the periodic

I I 0.9
a Impulse /
2 _
=
N—
W .
— Diluted case 1
ol —7 Diluted case 2
10 [ | |
\ I \ 0.75 |
10*F b Displacement /
=
~ 1
R 10 -
10°[2 5
10° 10' 10° 10°

Fig. 4 X versus ¢ considering the initial energy put on a site ig, jo
belonging to the random sub-lattice (i.e.: the initial site (ig, jo) is a site
close to the center of chain with m;;_ j, # 1). Calculations were done
for a impulse excitation and b displacement excitation

sub-lattice, we obtained a fast ballistic dynamics (for both
impulse and displacement excitation). However, if the ini-
tial energy pulse were injected into the random sub lattice,
the energy flow within the lattice became slower. This phe-
nomena was also observed in one-dimensional systems with
diluted disorder [30, 33]. The extended vibrational modes
of the models with diluted disorder were localized at peri-
odic sub lattice [33]. Thus, an energy wave-packet initially
localized within the random sub lattice has a small contribu-
tion from those frequencies with large localization lengths.
Consequently, that turns energy dynamics slower.

4 Summary and Conclusions

We studied the energy flow in a harmonic lattice with diluted
disorder. Here, the distribution of masses was obtained as a
superposition of a random and a periodic mass distribution.
By using numerical methods, we solved the classical equa-
tions for mass displacement and velocity. We analyzed the
energy flow by considering two types numerical tools: (i)
the spread of an initially localized energy pulse around the
center of lattice and (ii) the evolution of a pulse that is pump-
ing at one side of the lattice. Our calculations suggest that
the type of diluted disorder used here promotes the appear-
ance of new extended vibrational modes. We demonstrate
numerically that the velocity of energy flow depends on the
type of initial energy pulse (impulse or displacement exci-
tation) and also on the initial position of the pulse. Results
indicate that if the initial energy pulse is localized at the
periodic sub lattice, the dynamics is ballistic. However, if
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the initial excitation is fully restricted to the random sub
lattice our calculations point to a super diffusive spread.
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