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RESUMO 

 

 Nesta Tese de Doutorado apresentamos estudos relacionados à influência da interação 

local e de primeiros vizinhos na dinâmica de dois elétrons itinerantes em redes unidimensionais. 

Mais especificamente, consideramos o caso em que a interação entre os elétrons não é restrita 

à dupla ocupação dos elétrons em um dado sítio, mas também quando estão em sítios vizinhos. 

Nosso modelo é descrito por meio de uma aproximação tight-binding, de modo que a interação 

entre as partículas surge a partir de um efeito de screening. Assim, sempre consideramos a 

interação de primeiros vizinhos menor que a interação local. Nosso estudo é pautado em 

análises numéricas e analíticas do modelo. O emprego de técnicas numéricas de diagonalização 

nos permite obter a solução da equação de Schrödinger independente do tempo, onde extraímos 

informações sobre os estados estacionários do sistema. Nossos resultados indicam que a 

interação não-local induz o surgimento de uma nova sub-banda de estados ligados, bem como 

o alargamento da banda de estados ligados oriunda da interação tipo on-site. Tais resultados são 

corroborados através de uma abordagem analítica do modelo. Através da equação de 

Schrödinger dependente do tempo acompanhamos a dinâmica das partículas. Os aspectos 

dinâmicos mostram que a interação on-site é responsável por uma dinâmica correlacionada em 

que os elétrons ocupam predominantemente o mesmo sítio, enquanto que a interação não-local 

induz um movimento coerente enquanto os elétrons ocupam predominantemente sítios 

vizinhos. Estas características foram empregadas na investigação do fenômeno do dobramento 

de frequências das oscilações de Bloch, observado para elétrons interagentes. Neste caso, 

observamos que a interação não-local também pode ser responsável pelo hopping coerente dos 

elétrons, de forma a apresentarem oscilações de Bloch cuja frequência corresponde ao dobro da 

frequência de Bloch (prevista para elétrons não interagentes). Entretanto, em algumas 

configurações, fenômenos competitivos entre estados ligados tipo on-site, de primeiros 

vizinhos e estados não ligados, podem induzir ruídos no espectro de frequência das oscilações. 

 

Palavras-chave: 1. Elétrons correlacionados. 2. Elétron-elétron. 3. Estados ligados. 4. 

Transporte eletrônico. 5. Interação de primeiros vizinhos. 
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ABSTRACT 

 

 In this Doctoral Thesis we present studies related to the influence of local and nearest-

neighbours interactions on the dynamics of two itinerant electrons in one-dimensional lattices. 

More specifically, we consider the case in which the interaction between the electrons is not 

restricted to the double occupancy of the electrons in a given site, but also when they are in 

neighboring sites. Our model is described by means of a tight-binding approach, so that the 

interaction between the particles arises from a screening effect. Thus, we always consider the 

nearest-neighbours interaction smaller than the on-site interaction. Our study is based on 

numerical and analytical studies of the model. The use of numerical techniques of 

diagonalization allowed us to obtain the solution of the time-independent Schrödinger equation, 

from that we obtain information about the system eigenstates. Our results indicate that the 

nonlocal interaction induces the emergence of a new sub band of bound states, as well as the 

broadening of the band of bound states originating from the on-site interaction. These results 

are corroborated through an analytical approach of the model. By using the time-dependent 

Schrödinger equation we follow the dynamics of the particles. Dynamic aspects show that on-

site interaction is responsible for correlated dynamics in which electrons occupy predominantly 

the same site, whereas non-local interaction induces a coherent motion in which electrons 

occupy predominantly neighboring sites. These characteristics were used in the investigation 

of the frequency doubling phenomenon of the Bloch oscillations observed for interacting 

electrons. In this case, we observed that the nonlocal interaction can also be responsible for 

coherent hopping of the electrons, in order to display Bloch oscillations whose frequency 

corresponds to doubling Bloch frequency (predicted for non-interacting electrons). However, 

for some configurations, competitive phenomena between on-site, nearest-neighbour and 

unbound states, can induce noise in the frequency spectrum of the oscillations. 

 

Keywords: 1. Correlated electrons. 2. Electron-electron. 3. Bound states. 4. Electronic 

transport. 5. Nearest-neighbour interaction. 
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1 INTRODUÇÃO 

 

A descoberta do elétron por Thomson [1], em 1897, proporcionou o surgimento de 

novas ideias a respeito da condução elétrica nos metais. Desde então as propriedades de 

transporte eletrônico nos metais têm sido de grande relevância para a Física da Matéria 

Condensada. 

Ainda no final do século XIX a Física Quântica não havia se desenvolvido. Dessa forma, 

Paul K. Drude [2,3] e Arnold J.W. Sommerfeld [4,5] propuseram os primeiros modelos que 

tentavam explicar o fenômeno de condução, baseados na teoria cinética dos gases. Nesses 

modelos os elétrons eram tratados como partículas não interagentes entre si, que se moviam 

livremente no interior dos sólidos, como um gás, colidindo contra os íons maciços [4]. 

Primeiramente, Drude procurou explicar, entre outras coisas, a condução de eletricidade e calor 

pelos metais. Para isso, ele aplicou a distribuição de Maxwell-Boltzmann para obter a 

velocidade média dos elétrons. Posteriormente Sommerfeld realizou o mesmo estudo, contudo, 

considerando que os elétrons obedecem ao princípio de exclusão Pauli. Dessa forma, ele aplicou 

a distribuição de Fermi-Dirac para obter a velocidade média e, com isso, a condutividade. 

Embora os modelos conseguissem explicar alguns fenômenos de condução, como a corrente 

contínua, a corrente alternada e efeito Hall, além de encontrar bons valores para a condutividade 

dos metais, esses modelos não conseguiam descrever certos aspectos e comportamentos de 

materiais isolantes. 

Um dos motivos da falha desses modelos é o fato de que eles não consideravam a 

natureza ondulatória dos elétrons. Logo, por volta de 1929, empregando formulações da recente 

Mecânica Quântica, Felix Bloch [6] propôs um novo modelo de condução para os metais, onde 

foi possível obter informações a respeito dos estados eletrônicos em redes puramente 

cristalinas. De acordo com Bloch, os elétrons se movem pela rede como ondas planas, onde os 

estados eletrônicos se distribuem regularmente por toda a rede, caracterizando o fenômeno de 

condução dos metais. 

Contudo, alguns materiais, sob certas circunstâncias, apresentavam um comportamento 

isolante, contrariando a previsão feita pelo modelo de Bloch. Como exemplo podemos citar 

alguns óxidos de metais de transição, como o óxido de níquel (NiO) que, embora apresente uma 

banda 𝑑 parcialmente ocupada, apresentava caráter isolante. Diante da necessidade de descrever 

outro fator que impedia a mobilidade dos elétrons, os primeiros estudos foram direcionados à 

existência de interação entre os elétrons [7]. Alguns anos depois, Nevill F. Mott propôs um 
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modelo que descreve uma transição metal-isolante induzida pela interação Coulombiana entre 

elétrons da rede [8]. 

O interesse nas propriedades de transporte na presença de interação entre as partículas 

mantém-se ativa [9,10,11,12]. Entre as descrições, um modelo baseado em apenas duas 

partículas interagentes têm sido bastante utilizado [9]. Embora simplificado, tal modelo se 

mostra capaz de resgatar aspectos físicos relevantes contidos em sistemas de muitas partículas 

[9,10,11,12]. Tal modelagem foi utilizada no desenvolvimento dos estudos que compõem esta 

tese, onde buscamos construir para o entendimento de aspectos físicos de sistemas de elétrons 

interagentes em sistemas de baixa dimensionalidade. Desta forma, organizamos o texto de 

maneira que ao longo deste capítulo apresentaremos uma fundamentação teórica, apresentando 

uma revisão teórica sobre as propriedades de transporte eletrônico em sistemas cristalinos. Em 

seguida, no capítulo 2, apresentaremos nossos estudos sobre a influência da interação não-local 

entre dois elétrons interagentes em uma rede cristalina unidimensional. Nosso sistema se baseia 

em um modelo de Hubbard estendido, onde há uma interação local quando os elétrons ocupam 

o mesmo sítio, de modo que a interação não-local é resultado de um efeito de screening não 

perfeito. No capítulo 3 iremos analisar a dinâmica de dois elétrons em uma rede cristalina sob 

ação de um campo elétrico externo. No capítulo 4 faremos uma síntese dos resultados, nossas 

conclusões e perspectivas. 

 

1.1 Modelo de Drude 

 

Após a descoberta do elétron, por volta de 1900, Paul Drude [2,3,4] propôs um modelo 

para tentar explicar a condução elétrica e térmica dos metais. Para isso, ele descreve os metais 

como um sólido formado por íons positivos, idênticos e fixos, onde os elétrons são partículas 

que se comportavam como um gás clássico, que se moviam livremente no interior dos metais. 

Além disso, nesse modelo, Drude desconsiderou qualquer interação entre os elétrons. 

A partir dessas considerações Drude usou teoria cinética dos gases, aplicando a 

distribuição de Maxwell-Boltzmann, para estabelecer uma relação entre a condutividade dos 

metais e sua temperatura. Um importante resultado obtido a partir dessa teoria de condução está 

relacionado à lei empírica de Wiedmann-Franz. Essa lei estabelece que a razão entre a 

condutividade térmica 𝑘 e a condutividade elétrica 𝜎, para a maioria dos metais, é linear com a 

temperatura. Drude encontrou essa relação como sendo: 
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𝑘

𝜎
=
3

2
(
𝑘𝐵
𝑒
)
2

𝑇 (1.1) 

 

Da equação (1.1) foi obtido: 

 

 
𝑘

𝜎𝑇
= 1.11 ∙ 10−8[𝐽2/(𝐾2𝐶2)] (1.2) 

 

O valor encontrado é a metade do valor experimental para alguns metais de acordo com a lei 

de Wiedmann-Franz. 

Embora simples, o modelo de Drude conseguiu apresentar, para a época, uma boa 

explicação para a condutividade elétrica de corrente contínua e corrente alternada, efeito Hall e 

condutividade térmica nos metais. Contudo, ele não levou em conta detalhes da estrutura dos 

materiais e nem o tipo de átomo em sua composição. Dessa forma, o modelo não previa o 

comportamento isolante de certos materiais, não sendo capaz de explicar, por exemplo, a 

discrepância entre os valores da capacidade térmica de metais e isolantes. 

 

1.2 Modelo de Sommerfeld 

 

O modelo de Drude, embora concordasse razoavelmente com os resultados da lei 

empírica de Wiedemann-Franz, não conseguiu prever os valores para o calor específico dos 

metais. Com o surgimento da teoria quântica, Arnold J. W. Sommerfeld [4,5] propôs um novo 

modelo de condução para os metais. Ele levou em consideração que os elétrons são partículas 

que obedecem ao princípio de exclusão de Pauli, utilizando a distribuição de Fermi-Dirac para 

estabelecer um novo valor para a razão entre a condutividade térmica 𝑘 e a condutividade 

elétrica 𝜎: 

 

 
𝑘

σ
=
π2

3
(
𝑘𝐵
𝑒
)
2

𝑇 (1.3) 

 

onde 𝑘𝐵 é a constante de Boltzmann, 𝑒 é a carga do elétron e 𝑇 é a temperatura. Portanto, da 

equação (1.3) obtemos: 
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𝑘

𝜎𝑇
= 2.45 ∙ 10−8[𝐽2/(𝐾2𝐶2)] (1.4) 

 

Esse resultado obtido é muito mais próximo do valor correto, ao contrário do resultado obtido 

por Drude (metade do valor correto). 

Apesar da melhora significativa na previsão teórica da relação entre a condutividade 

elétrica e térmica dos metais, o modelo de Sommerfeld ainda deixou alguns questionamentos 

como “o que determina o número de elétrons de condução?” e “qual a diferença entre metais, 

semi-metais e isolantes?”. Além disso, esses modelos não foram capazes de explicar o 

comportamento isolante que certos materiais apresentavam. Um dos principais motivos da falha 

desses modelos é o fato de que eles não previam a natureza ondulatória dos elétrons. 

 

1.3 Teoria de Bandas de Energia 

 

A partir do final do século XIX, com as formulações da Mecânica Quântica, novas 

teorias de condução foram desenvolvidas levando em conta a natureza ondulatória dos elétrons, 

fenômeno até então desconhecido. Essas novas teorias se baseiam no conceito de bandas de 

energia [5,13,14]. 

O conceito de bandas de energia leva em conta o modelo atômico quântico, proposto 

por Niels Bohr em 1912. Segundo Bohr, os elétrons se movem ao redor do núcleo atômico em 

órbitas “quase” circulares. Cada órbita só permite elétrons com determinados valores de energia 

mecânica total, denominados níveis de energia. À medida que átomos idênticos ficam mais 

próximos, começa a ocorrer uma superposição dos orbitais atômicos, fazendo com que os níveis 

se dividam em faixas de energia mais estreitas, chamadas de subníveis de energia. O conjunto 

formado por vários subníveis forma uma banda de energia. A figura 1.1 esquematiza o 

comportamento de dois níveis de energia para um sistema formado por seis átomos idênticos. 

 

Figura 1.1: Níveis de energia em um sistema formado por seis átomos idênticos. 

 

Fonte: Tipler (2006) [13]. 
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Figura 1.2: Bandas de energia de condutores (a e b), isolantes (c) e semicondutores (d). 

 

Fonte: Tipler (2006) [13]. 

 

As bandas de energia mais baixas são ocupadas pelos elétrons ligados ao núcleo atômico. As 

bandas mais energéticas, que contém os elétrons que participam da condução, são as bandas de 

valência. A banda de valência pode estar totalmente, ou parcialmente, preenchida com elétrons, 

dependendo do tipo de material. As bandas onde existem estados não ocupados são chamadas 

de bandas de condução. Além disso, existem valores de energia proibidos aos elétrons, 

formando lacunas que separam as bandas. Essas lacunas resultam da interação entre as funções 

de onda eletrônica e os núcleos, sendo chamadas de bandas proibidas de energia, ou energy 

gaps. 

A estrutura das bandas se apresenta de forma diferente para condutores, semicondutores 

e isolantes, como mostrado na figura 1.2. Como pode ser visto em 1.2a, a banda de valência do 

condutor está parcialmente preenchida, de modo que os elétrons são excitados mais facilmente, 

podendo ocupar estados imediatamente superiores. Já no condutor mostrado em 1.2b as bandas 

admissíveis estão sobrepostas. Nos isolantes, como em 1.2c, a banda de valência está 

completamente cheia em 𝑇 = 0𝐾. Além disso, existe uma lacuna muito grande separando a 

banda de valência e a banda de condução. Dessa forma, quando um campo elétrico de 

intensidade mediana é estabelecido no sólido os elétrons não podem ser acelerados, uma vez 

que não existem estados desocupados nos níveis de energia vizinhos. Contudo, aplicando sobre 

o isolante um campo suficientemente forte os elétrons são excitados até terem energia maior 

que a banda proibida, fazendo com que eles cheguem ao próximo estado disponível (na banda 

de condução), ocorrendo a ruptura dielétrica. Nos semicondutores, mostrado em 1.2d, a banda 

proibida é estreita, sendo possível excitar elétrons fazendo-os saltarem para a banda de 

condução. 

Com uma análise mais detalhada do modelo do elétron livre sob a ação de barreiras de 

potencial é possível compreender melhor a diferença entre condutores e isolantes. Além disso, 
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a estrutura dos sólidos também contribui com essa diferença. Com base nisso, novos modelos 

foram desenvolvidos levando em conta essas características, como veremos a seguir. 

 

1.4 Modelo de Bloch 

 

Os primeiros indícios sobre a regularidade geométrica dos cristais surgiram ainda no 

século XVIII. Contudo, este fato só veio a ser confirmado experimentalmente no início do 

século XX, através dos experimentos de difração de raios-X e de uma teoria elementar de 

difração de ondas por um sistema periódico [5]. Diante desta proposta, F. Bloch [6] assumiu 

que em um sólido puramente cristalino os elementos da base (íons ou átomos) são todos 

idênticos e estão regularmente distribuídos, como mostrado nas figuras 1.3a, 1.3b e 1.3c. A 

posição de cada elemento é chamada de sítio e, em uma rede tridimensional por exemplo, pode 

ser representada por: 

 

 �⃗� = 𝑛1𝑎 1 + 𝑛2𝑎 2 + 𝑛3𝑎 3 (1.5) 

 

onde 𝑛𝑖 são números inteiros e 𝑎 𝑖 são vetores primitivos da rede, sendo equivalente ao 

espaçamento entre dois sítios em uma determinada direção. A figura 1.3d mostra o vetor �⃗�  em 

uma rede bidimensional. Uma repetição “infinita” desse padrão é chamada de rede de Bravais 

[14]. 

Como os íons são todos iguais, tendo em mente um elétron condutor neste meio, então 

a energia potencial da interação entre o elétron e o íon em qualquer sítio tem sempre o mesmo 

valor. Portanto, a energia potencial obedece à expressão de periodicidade: 

 

Figura 1.3: Exemplos de redes cristalinas (a) unidimensional, (b) bidimensional e (c) tridimensional (d) 

Representação do vetor �⃗�  em uma rede bidimensional. 

 

(a)                             (b)                                         (c)                                (d) 

 

Fonte: Autor (2018). 
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 𝒱(𝑟 ) = 𝒱(𝑟 + �⃗� ) (1.6) 

 

onde 𝑟  é um vetor qualquer da rede. 

Baseado nessa fenomenologia, Bloch desenvolveu um modelo onde é possível obter os 

estados eletrônicos em redes puramente cristalinas. No modelo de Bloch o Hamiltoniano é 

descrito por um termo cinético, relativo ao movimento dos elétrons na rede, e um termo de 

potencial, relacionado à interação elétron-íon nos sítios. Logo, o Hamiltoniano é escrito como: 

 

 ℋ = −
ℏ2

2𝑚
∇2 + 𝒱(𝑟 ) (1.7) 

 

onde 𝒱(𝑟 ) obedece à periodicidade apresentada na equação (1.6). Dessa forma, a equação de 

Schrödinger independente do tempo é: 

 

 −
ℏ2

2𝑚
∇2ψ𝑘(𝑟 ) + 𝒱(𝑟 )ψ𝑘(𝑟 ) = 𝐸ψ𝑘(𝑟 ) (1.8) 

 

onde o índice 𝑘 está relacionado ao vetor de onda �⃗� . 

Assim, as soluções obtidas para 𝜓𝑘(𝑟 ) e 𝜓𝑘(𝑟 + �⃗� ) obedecem a seguinte relação: 

 

 |ψ𝑘(𝑟 + �⃗� )|
2
= |ψ𝑘(𝑟 )|

2 (1.9) 

 

Consequentemente, 𝜓𝑘(𝑟 ) e 𝜓𝑘(𝑟 + �⃗� ) têm o mesmo autovalor de energia 𝐸, diferentes entre 

si apenas por um fator de fase 𝜆. Dessa forma, para uma rede formada por 𝑁 íons, 

𝜓𝑘(𝑟 + 𝑁�⃗� ) = 𝜆𝜓𝑘(𝑟 ). Normalizando o fator de fase (|𝜆|2 = 1), obtemos: 

 

|𝜆|2 = 1 

 𝜆 = 𝑒𝑥𝑝 (
2𝜋𝑖𝑛𝑟

𝑁𝑅
) (1.10) 

 

onde 𝑛 é um número inteiro entre 0 e 𝑁 − 1. Então, a função de onda é expressa como: 

 

𝜓𝑘(𝑟 ) = 𝑒𝑥𝑝 (
2𝜋𝑖𝑛𝑟

𝑁𝑅
)𝑢(𝑟 ) 
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 ψ𝑛,𝑘(𝑟 ) = 𝑒𝑥𝑝(𝑖�⃗� ∙ 𝑟 ) 𝑢𝑛,𝑘(𝑟 ) (1.11) 

 

sendo 𝑛 o índice de banda relacionado a uma das soluções para a equação de Schrödinger. A 

partir da equação (1.11), Bloch propõe em seu teorema que “as autofunções da equação de onda 

eletrônica para um potencial periódico são o produto de uma onda plana exp(𝑖�⃗� ∙ 𝑟 ) vezes uma 

função 𝑢𝑘(𝑟 ), que apresenta a mesma periodicidade da rede cristalina” [5,14]. 

O modelo de Bloch consegue prever com sucesso a ausência de resistência elétrica em 

materiais puramente cristalinos. Dessa forma, esse modelo vem sendo amplamente utilizado na 

descrição de fenômenos eletrônicos em cristais. Dentre suas aplicações temos, por exemplo, o 

estudo de fenômenos ondulatórios em meios periódicos, como cristais fotônicos [15,16] e 

fônons [17]. 

Entretanto, Bloch desconsiderou a interação entre os elétrons da rede. Além disso, ele 

não previa de que forma a presença de impurezas no sólido poderia influenciar na condução. 

Assim, o modelo não foi capaz de explicar o comportamento isolante que certos materiais 

apresentavam. De fato, levando em conta o grande número de elétrons em um sólido, a presença 

de desordem e a interação entre os elétrons podem influenciar consideravelmente as funções de 

onda eletrônicas. Isso levou ao desenvolvimento de novos modelos para uma melhor 

compreensão do fenômeno de condução, como será apresentado a seguir. 

 

1.5 Modelo de Anderson 

 

Até o final da década de 1950 o Modelo de Bloch foi uma importante ferramenta no 

estudo dos sólidos cristalinos. Porém, esse modelo não contemplava a existência de desordem 

na estrutura da rede. Tendo em mente esta característica, em 1958 Philip W. Anderson [18] 

apresentou um modelo que descreve os estados eletrônicos localizados, permitindo o estudo das 

funções de onda eletrônicas em sistemas desordenados. 

Para um melhor entendimento do modelo de Anderson, podemos pensar em como a 

estrutura dos sólidos desordenados afetam a condução elétrica. Como sabemos, a maioria dos 

sólidos encontrados na natureza, mesmo os fabricados em laboratórios, não são perfeitamente 

cristalinos. Suas estruturas apresentam algum tipo de impureza, como elementos distintos da 

base ou irregularidades espaciais, como mostrado na figura 1.4. Nas estruturas desordenadas as 

barreiras de potencial estão relacionadas ao tipo de desordem, causando alterações nas reflexões 

sofridas pela onda eletrônica entre as barreiras. Devido a isso, ocorrem interferências constru- 
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Figura 1.4: Exemplos de redes desordenadas. Em (a) são encontrados íons estranhos ou espaços vazios. 

Em (b) a rede apresenta irregularidades espaciais. Em (c) é mostrada uma combinação de (a) e (b). 

 

Fonte: Autor (2018). 

 

tivas e destrutivas, resultando em uma incoerência de fase, formando um padrão específico da 

função de onda em uma região finita da rede. Esse fenômeno é conhecido como localização da 

função de onda. Nesse caso, os estados eletrônicos estão localizados e, dessa forma, o sólido 

apresenta um comportamento isolante. 

À medida que a desordem aumenta, a função de onda passa a ser exponencialmente 

localizada, resultando no padrão mostrado na figura 1.5a. No trabalho de Lee e Ramakrishnan 

[19] é mostrado que a probabilidade de encontrar o elétron decai exponencialmente com a 

distância, conforme a expressão (1.12) que mostra o caso unidimensional, onde ξ é o 

comprimento de localização e 𝑥 é a posição do elétron: 

 

 ψ(𝑥) ∝ 𝑒𝑥𝑝 (−
𝑥

ξ
) (1.12) 

 

Baseado nessa fenomenologia, Anderson propôs seu modelo onde ele descreve o Hamiltoniano 

do sistema em termos da energia cinética do elétron e da energia potencial no sítio. Portanto, 

no formalismo de segunda quantização, esse Hamiltoniano é expresso como: 

 

 ℋ =∑ϵ𝑖
𝑖

𝑐𝑖
†𝑐𝑖 +∑𝑡𝑖𝑗𝑐𝑖

†𝑐𝑗
𝑖≠𝑗

 (1.13) 

 

onde 𝜖𝑖 é a energia potencial no sítio 𝑖 e 𝑡𝑖𝑗 é a energia cinética de um elétron quando ele salta 

do sítio 𝑖 para o sítio 𝑗, chamado de amplitude de hopping. Os coeficientes 𝑐𝑖
†
 e 𝑐𝑖 são os 

operadores de criação e de aniquilação, respectivamente, de um elétron no sítio 𝑖. Além disso, 

no modelo de Anderson as energias 𝜖𝑖 são distribuídas aleatoriamente pela rede, devido à 

presença de desordem. Esses valores estão dentro do intervalo [−
𝑊

2
,
𝑊

2
], sendo 𝑊 conhecido 

como largura de desordem. 
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Figura 1.5: Representação gráfica de (a) Função de onda localizada e (b) função de onda estendida. 

(a)                                                                (b) 

 
Fonte: P.A. Lee (1985) [19]. 

 

Anderson propõe que para um alto grau de desordem as ondas eletrônicas perdem a 

coerência de fase, resultando na localização da função de onda. Esse fenômeno é conhecido 

como localização de Anderson e o material é conhecido como isolante de Anderson. Contudo, 

quando um sólido apresenta uma baixa desordem, os potenciais dos íons não interferem 

substancialmente nas funções de onda eletrônicas. Nesse caso, a função de onda ainda perderia 

a coerência de fase, mas se manteria estendida por toda a rede, apresentando um padrão 

semelhante ao mostrado na figura 1.5b. Dessa forma, temos que os estados eletrônicos são 

estendidos e, com isso, os elétrons podem ser encontrados em qualquer região do sólido. 

A partir desse modelo, Anderson abriu portas para novos estudos sobre a condução 

elétrica dos metais, com o qual foi possível descrever a dinâmica eletrônica em sistemas 

desordenados. Posteriormente foi verificado que para baixo grau de desordem a função de onda 

passa a ser estendida. Isso sugere que para um grau de desordem intermediário a função de onda 

pode passar de estendida para localizada. Esse fenômeno é conhecido como transição 

metal/isolante induzida por desordem ou transição de Anderson. 

 

1.6 Teoria de Escala da Localização de Anderson 

 

A partir da publicação de Anderson, um estudo realizado em 1974 por David J. Thouless 

[20] propôs um parâmetro capaz de controlar a transição do estado estendido para o estado 

localizado em 𝑇 = 0. Posteriormente, em 1979, Abrahams e colaboradores [21] descrevem esse 

parâmetro como sendo uma condutância generalizada 𝑔, onde é mostrada uma dependência da 

transição de Anderson com a dimensão da rede. Para isso, Abrahams e colaboradores 

reformularam o modelo de Anderson, descrevendo um sólido de 𝑑 dimensões como um arranjo 

de várias caixas, com volume 𝐿𝑑 contendo vários sítios, ao invés de sítios distribuídos na rede. 

A condutância generalizada é definida como: 
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1

𝑔
≈
ΔE

δE
 (1.14) 

 

onde Δ𝐸 representa o espaçamento médio entre os níveis e 𝛿𝐸 é o deslocamento causado por 

mudanças nas condições de contorno, correspondendo às energias 𝑊 e 𝑡, respectivamente, do 

modelo de Anderson. 

 Pelo princípio de incerteza, se estabelece que: 

 

 𝛿𝐸 =
ℏ

𝑡𝐷
 (1.15) 

 

sendo 𝑡𝐷 o tempo necessário para um pacote de onda eletrônica difundir até os contornos da 

caixa de lado 𝐿. Se o elétron realiza movimento Browniano dentro da caixa, então: 

 

 𝑡𝐷 =
𝐿2

𝐷
 (1.16) 

 

onde 𝐷 é a constante de difusão. A partir da relação de Einstein entre condutividade e 

propriedades de difusão, temos: 

 

 𝜎 = 𝑒2𝐷𝑛(𝐸) (1.17) 

 

onde 𝜎 é a condutividade e 𝑛(𝐸) é a densidade média de estados. Logo, combinando a equação 

(1.17) com as equações (1.15) e (1.16) obtemos: 

 

 𝛿𝐸 =
𝜎ℏ

𝑒2[𝐿2𝑛(𝐸)]
 (1.18) 

 

Escrevendo a densidade média de estados como função do espaçamento médio entre os níveis, 

temos: 

 

 𝑛(𝐸) =
1

𝐿𝑑Δ𝐸
 (1.19) 
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Na teoria de escala, a condutância mede a força da desordem, de forma análoga a 𝑊/𝐵 

no modelo de Anderson (sendo 𝑊 a largura de desordem e 𝐵 a largura da banda ‒ se 𝑊 > 𝐵 o 

sólido é fortemente desordenado, se comportando como um isolante; se 𝑊 < 𝐵 o sólido é um 

condutor). Com isso, estados estendidos são sensíveis à mudança na condição de contorno 

(𝛿𝐸 > Δ𝐸), enquanto que estados localizados não são sensíveis à mesma mudança (𝛿𝐸 < Δ𝐸). 

Substituindo as equações (1.18) e (1.19) na equação (1.14), obtemos o comportamento de escala 

do parâmetro 𝑔: 

 

 𝑔(𝐿) =
ℏ

𝑒2
𝜎𝐿𝑑−2 (1.20) 

 

Considerando 𝑔0 como a condutância generalizada para um sistema composto por caixas 

acopladas, de volume 𝐿0
𝑑, temos: 

 

 𝑔0 = 𝑔(𝐿0) =
𝛿𝐸(𝐿0)

ΔE(L0)
 (1.21) 

 

Assim, podemos obter a condutância para uma escala maior, 𝐿 = 𝐿0𝑏, onde 𝑏 é o fator de 

escala. Se 𝑏 for tratado como uma transformação contínua, o comportamento de escala de 𝑔 

pode ser determinado por uma função 𝛽: 

 

 𝛽(𝑔) =
𝑑 ln 𝑔(𝐿)

𝑑 ln 𝐿
 (1.22) 

 

A figura 1.6 mostra o comportamento da função de escala 𝛽(𝑔) para os casos em que 𝑑 = 1, 2 

e 3. 

O comportamento qualitativo da função 𝛽(𝑔) é obtido a partir do comportamento 

assintótico de 𝑔, tomando os limites 𝑔 → 0 e 𝑔 → ∞. Dessa forma, das equações (1.20) e (1.22), 

temos: 

 

 lim
𝑔→∞

𝛽(𝑔) = 𝑑 − 2 (1.23) 

 

 lim
𝑔→0

𝛽(𝑔) = ln 𝑔 (1.24) 
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Figura 1.6: Comportamento qualitativo da função de escala 𝛽(𝑔) para d=1, 2 e 3 na teoria de escala. 

 

Fonte: Abrahams et al (1979) [21]. 

 

Portanto, com base no comportamento de 𝛽(𝑔) (ver equação (1.22)) mostrado na figura 

1.6, podemos concluir que: 

 

• 𝛽 > 0: 𝑔 cresce com o aumento de 𝐿, caracterizando um comportamento metálico. 

 

• 𝛽 ≤ 0: 𝑔 diminui com o aumento de 𝐿, caracterizando um comportamento isolante. 

Podemos observar que para 𝑔 muito pequeno, 𝛽(𝑔) se aproxima de −∞. Segundo a 

teoria de Anderson, isso demonstra que há um fraco acoplamento entre as caixas e uma  

desordem forte, de modo que os estados eletrônicos são localizados e decaem 

exponencialmente com a distância. 

 

Além disso, existe um ponto crítico no diagrama de fluxo, 𝑔𝑐, chamado de ponto fixo instável, 

quando 𝛽 = 0. Observando a figura 1.6, vemos que há uma dependência da transição de 

Anderson com a dimensão: apenas para 𝑑 = 3 existe a transição metal-isolante, tendo um 

comportamento metálico, se 𝑔 > 𝑔𝑐, ou isolante, se 𝑔 < 𝑔𝑐. Nos casos unidimensional e 

bidimensional (respectivamente 𝑑 = 1 e 𝑑 = 2) apenas apresentam comportamento isolante. 
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1.7 Transição de Mott 

 

Apesar do modelo de Bloch descrever a condução elétrica em sólidos puramente 

cristalinos, ele não conseguia explicar o comportamento isolante de certos materiais. Além 

disso, embora o modelo proposto por Anderson consiga prever o comportamento isolante para 

sólidos desordenados, ele desconsidera a interação entre os elétrons da rede, não sendo capaz 

de explicar a condução elétrica em certos tipos de materiais tipicamente isolantes, como o óxido 

de níquel (𝑁𝑖𝑂) e o óxido de cobre (𝐶𝑢2𝑂) por exemplo. Com base nisso, Nevill F. Mott 

publicou uma série de trabalhos [7,8,22] que apresenta uma nova teoria, onde a transição 

metal/isolante é induzida por uma interação Coulombiana entre os elétrons. 

Para analisar esse tipo de transição, vamos considerar uma rede de 𝑁 átomos contendo 

um elétron para cada orbital atômico. No caso cristalino estes 𝑁 elétrons irão originar uma 

banda de estados de largura 𝐵, conhecida como banda de Bloch (que vai de −𝐵/2 a 𝐵/2). 

Logo, segundo a teoria de Bloch, na fase metálica a energia média de um elétron de valência 

será −𝐵/4. Além disso, como o sistema é metálico, os elétrons têm grande mobilidade 

eletrônica e podem ocupar qualquer orbital da rede, possibilitando a ocorrência de dupla 

ocupação. Existindo dois elétrons de spins opostos no mesmo orbital, observa-se uma repulsão 

Coulombiana 𝑈 entre eles. Assim, se o custo energético desta dupla ocupação for grande o 

suficiente para inibir a propagação do elétron (𝑈 > 𝐵), o sistema apresenta um comportamento 

isolante; caso contrário, o hopping entre os sítios continua a acontecer, resultando em um 

comportamento metálico. Devido a esse fenômeno, na fase isolante os sólidos recebem o nome 

de isolantes de Mott, sendo neste caso, uma transição metal-isolante induzida pela interação, 

também conhecida como transição de Mott. A figura 1.7 ilustra a transição de Mott, onde um 

material passa de um regime metálico (superfluido) para um regime isolante. 

 

Figura 1.7: Esquema representando a Transição de Mott. 

 

Fonte: BULUTA, L. e NORI, F. (2009) [23]. 

 

Superfluido             Isolante de Mott 
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1.8 Modelo de Hubbard 

 

Na seção anterior foi mostrado que em sistemas com elétrons interagentes ocorre uma 

competição entre um termo cinético, referente à movimentação dos elétrons, e um termo 

potencial, referente à interação entre os elétrons. Com base nesses conceitos, John Hubbard 

[24] propôs um modelo que contempla a interação entre os elétrons para descrever a dinâmica 

eletrônica em metais de transição ferromagnéticos. Nesse modelo, o Hamiltoniano é constituído 

por um termo de energia cinética 𝑡 e um termo de interação Coulombiana, com energia 

potencial 𝑈, mostrado na equação 1.25: 

 

 ℋ = −𝑡∑(𝑐𝑖↑
† 𝑐𝑗↑ + 𝑐𝑖↓

† 𝑐𝑗↓)

𝑖,𝑗

+ 𝑈∑𝑐𝑖↑
† 𝑐𝑖↑𝑐𝑖↓

† 𝑐𝑖↓
𝑖

 (1.25) 

 

onde 𝑐𝑖↑
†

 e 𝑐𝑗↓ são, respectivamente, o operador de criação de um elétron com spin up no sítio 𝑖 

e o operador de aniquilação de um elétron com spin down no sítio 𝑗. Neste modelo, a largura da 

banda de estados é 𝑊 = 2𝑧𝑡, onde 𝑧 é o número de primeiros vizinhos. Logo, o comportamento 

do sistema pode ser determinado pela razão 𝑊/𝑈: para 𝑊 ≫ 𝑈 os elétrons são independentes 

e o sistema apresenta um comportamento metálico; para 𝑊 ≪ 𝑈, a correlação eletrônica se 

torna forte e o sistema terá comportamento isolante. Dessa forma, o modelo de Hubbard mostra-

se capaz de recuperar aspectos apresentados pela transição de Mott. Em função da simplicidade 

matemática e vasto número de propriedades subjacentes aos parâmetros básicos contidos no 

modelo, o modelo de Hubbard tem se mostrado como referência para vários outros sistemas 

físicos [25,26]. 

Sistemas de partículas interagentes seguem despertando grande interesse na comunidade 

acadêmica, sendo objeto de estudos tanto no âmbito teórico como no experimental, onde 

citamos estudos sobre propriedades magnéticas em isolantes de Mott [27] e supercondutividade 

em altas temperaturas [28], bem como a verificação experimental da existência da transição de 

Mott em redes ópticas [23] e arranjos fotônicos [29]. 

 

1.9 Sistemas com Dois Elétrons Interagentes 

 

De maneira geral, abordagens teóricas que incorporam a interação entre elétrons em 

sistemas de muitos corpos apresentam peculiaridades. Mesmo o modelo de Hubbard, um dos  
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Figura 1.8: Extensão espacial média 𝜉 versus interação de Hubbard 𝑈. 

 
Fonte: DIAS, W.S. e LYRA, M.L. (2014) [30]. 

 

modelos mais simples a considerar partículas interagentes em uma rede cristalina, apresenta 

algumas dificuldades na obtenção da sua solução. Algumas dessas dificuldades estão 

relacionadas ao caráter perturbativo do problema, onde o termo de interação não seria pequeno 

o suficiente para ser um parâmetro na expansão perturbativa. Outras estão relacionadas ao 

esforço computacional, uma vez que o número de estados possíveis do sistema cresce 

exponencialmente com o tamanho do sistema. Soluções envolvendo método perturbativo para 

sistemas de muitos corpos na presença de interação elétron-elétron são conhecidas para sistemas 

unidimensionais [31,32,33,34]. 

Dentro deste contexto destacamos um modelo mais simples e que tem mostrado bons 

resultados, proposto por Dima L. Shepelyansky [9]. Neste modelo é considerada a existência 

de apenas duas partículas itinerantes em uma rede 1D, cuja interação entre elas é do tipo on-

site, como descrita no modelo de Hubbard apresentado na seção anterior. Motivado pelo 

comportamento observado experimentalmente em anéis mesoscópicos [11,12], seu modelo 

conta com os potenciais distribuídos desordenadamente. Em seus estudos, Shepelyansky 

mostrou que se a distância entre as partículas for maior que o comprimento de localização de 

uma única partícula, a influência da interação será pequena. Mas, caso a distância entre as 

partículas seja próxima do comprimento de localização de uma única partícula, as duas 

partículas poderão se mover coerentemente. Neste último caso, as partículas apresentam uma 

localização de Anderson (induzida pela desordem) menor que a localização observada para 

sistemas sem interação. Assim, embora seja um modelo simples, ele resgata aspectos 

fenomenológicos de muitas partículas [11,12]. 

Resultados mais recentes mostram a formação de estados ligados devido a existência da 

interação local, promovendo o movimento coerente dessas partículas como se fossem uma úni- 
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Figura 1.9: Centroide de dois elétrons inicialmente no mesmo sítio (à esquerda) e suas respectivas 

transformadas de Fourier (à direita). 

 
Fonte: DIAS, W.S., et al (2007) [35]. 

 

ca partícula [30]. Assim, o fenômeno do enfraquecimento da localização de Anderson é descrito 

por um comportamento não monotônico da localização com relação à interação entre partículas, 

tendo origem na competição entre os estados ligados e não-ligados das duas partículas. Este 

comportamento pode ser observado na figura 1.8, onde é mostrado a extensão espacial média 

após um tempo muito longo versus interação em redes com diferentes larguras de desordem. A 

extensão espacial média após um tempo muito longo nos dá uma ideia do quanto a função de 

onda eletrônica se estende pela rede. Na figura 1.8a os elétrons estão alocados inicialmente no 

mesmo sítio, enquanto que na figura 1.8b os elétrons estão alocados inicialmente em sítios 

vizinhos. Quando as partículas ocupam inicialmente o mesmo sítio, o acoplamento causa um 

enfraquecimento da localização. Para as partículas inicialmente afastadas, observamos que não 

há um enfraquecimento significativo. Este comportamento não monotônico é corroborado por 

resultados envolvendo sistemas de muitas partículas, como nas referências [36,37,38]. 

Outro fenômeno induzido pela interação entre elétrons é o dobramento da frequência 

das oscilações de Bloch. Em um estudo realizado em 2007, Dias e colaboradores [35] 

descreveram o papel de uma interação local, tipo Hubbard, na dinâmica de dois elétrons em 

uma rede 1D cristalina, sujeita a um campo elétrico externo. Foi mostrado que para um valor 

de interação (𝑈 = 4) os elétrons apresentam um movimento correlacionado, resultando no 

dobramento da frequência de oscilação, como mostrado na figura 1.9. Desta forma, os estados 

ligados que surgem em função da interação entre as partículas desempenham um papel 

relevante sobre os auto-estados do sistema. 
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Figura 1.10: Oscilações de Bloch observadas experimentalmente em redes ópticas (a) e arranjos 

fotônicos (b). 

(a)                                                                (b) 

     

Fontes: (a) PREISS, P.M., et al (2015) [39]; (b) CORRIELLI, G., et al (2013) [40]. 

 

Este tratamento teórico despertou também interesse experimental, onde a observação 

experimental foi reportada em redes ópticas contendo átomos ultrafrios [39] e também em um 

arranjo fotônico equivalente [40]. No primeiro caso, átomos de 𝑅𝑏87  ultra resfriados foram 

dispostos em uma rede óptica periódica, onde parâmetros como amplitude de hopping e 

interação entre as partículas são controlados através de ajustes na rede óptica (ver figura 1.10a). 

Através de um arranjo previsto teoricamente por Longhi [41], onde um análogo fotônico é 

proposto para a descrição do modelo de duas partículas interagentes, o fenômeno do 

dobramento das frequências das oscilações de Bloch também foi observado experimentalmente 

[40] (ver figura 1.10b). 

Nos modelos supracitados a interação entre as partículas se dá somente quando elas 

ocupam o mesmo sítio. Entretanto, é razoável pensar que as partículas possam continuar a 

interagir enquanto ainda estão próximas, e não necessariamente no mesmo sítio. Neste caso a 

interação pode ser pensada através de um efeito do screening eletrostático, passando a ser 

menor à medida que as partículas estão mais afastadas. Para sistemas de muitas partículas 

interagentes esta abordagem é apresentada na literatura através do modelo de Hubbard 

estendido [42,43,44]. Sob esta descrição, tem sido reportado que as interações não-locais 

geralmente diminuem as correlações em sistemas half-filled [42,44], sugerindo que estas 

interações não-locais são parâmetros relevantes na descrição da dinâmica eletrônica. 

Dentro deste cenário, apresentamos como tema central desta tese de doutorado 

investigações sobre modelos que tratam de duas partículas interagentes em um sistema 

cristalino em uma rede linear, onde a interação acontece não somente quando elas estão no 
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mesmo sítio, mas também quando ocupam sítios vizinhos. Num primeiro momento estudamos 

o caso de duas partículas dispostas em uma rede cristalina unidimensional, sem influência de 

qualquer agente externo. Como veremos no capítulo 2, através de uma descrição analítica e 

método numérico de diagonalização, apresentamos que a interação não-local é responsável pelo 

aparecimento de uma nova sub-banda de estados ligados. Através da resolução da equação de 

Schrödinger dependente do tempo, investigamos a evolução temporal de um pacote de onda de 

dois elétrons. Esta análise mostra que, enquanto a interação on-site é responsável por induzir 

uma dinâmica correlacionada em que os elétrons ocupam predominantemente o mesmo sítio, a 

interação de primeiros vizinhos mostra-se capaz de induzir um movimento coerente onde os 

elétrons são mantidos predominantemente em sítios vizinhos. No capítulo 3, abordaremos o 

papel dessas interações em sistemas onde um campo elétrico externo atua paralelamente à rede. 

A evolução temporal do pacote de onda nos revela que, na ausência de interação, o pacote oscila 

em torno de sua posição inicial, desenvolvendo oscilações de Bloch. Na presença de interação 

local o movimento coerente dos dois elétrons é responsável pelo dobramento da frequência de 

oscilação. Com o surgimento de uma nova sub-banda de estados ligados devido à interação 

não-local, as oscilações permanecem coerentes mesmo quando os elétrons ocupam sítios 

vizinhos, resultando na manutenção do dobramento da frequência de oscilação. 
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2 DOIS ELÉTRONS INTERAGENTES EM UMA REDE UNIDIMENSIONAL 

 

Os estudos que serão apresentados neste capítulo foram direcionados a dois elétrons 

interagentes em redes cristalinas. Consideramos que os dois elétrons possuem spins opostos, 

com a interação entre eles do tipo Hubbard estendido, com um custo energético para a dupla 

ocupação no mesmo sítio atômico, bem como também quando estiverem em sítios vizinhos. 

Além dos estados eletrônicos, avaliamos também o comportamento dinâmico dos pacotes de 

onda eletrônicos. Através da diagonalização direta do Hamiltoniano e também tratamento 

analítico, nossos resultados indicam um alargamento da sub-banda de estados associada 

usualmente à interação local, bem como o surgimento de uma nova sub-banda de estados 

ligados em função da existência da interação de primeiros vizinhos. Ao acompanharmos a 

evolução temporal dos elétrons, observamos que esta nova banda de estados ligados exerce um 

papel relevante sobre a dinâmica dos mesmos. Enquanto a banda de estados ligados relacionada 

à interação on-site é capaz de induzir uma caminhada quântica dos elétrons ocupando 

predominantemente os mesmos sítios, a nova banda de estados ligados induz uma dinâmica em 

que os elétrons são mantidos em sítios vizinhos. O trabalho aqui apresentado foi publicado em 

2016 na revista Solid State Communications [45]. 

 

2.1 Dois Elétrons Interagentes com Interação Local e Não-Local 

 

O modelo de Hubbard tem se mostrado relevante no estudo de sistemas envolvendo 

muitas partículas interagentes. Além de seu formato tradicional, apresentado na seção 1.8, há 

também o modelo de Hubbard estendido [35,46,47,48,49,50,51,52]. Em muitos casos, assume-

se o efeito de screening, onde existe uma blindagem eletrostática ao redor do íon devido a uma 

nuvem eletrônica. Assim, os elétrons só poderiam interagir entre si caso estivessem no mesmo 

sítio. Entretanto, devido a um screening imperfeito podem ocorrer interações não-locais entre 

as partículas. Tal consideração tem sido empregada nos estudos de supercondutividade em 

supercondutores de óxido de cobre [50], entrelaçamento e transição de fase [51] e deformações 

na superfície de Fermi [52]. Em um estudo pioneiro publicado em 2004, Gu e colaboradores 

[51] mostraram que o entrelaçamento entre elétrons pode ser usado na identificação de transição 

de fases em sistemas fermiônicos. Os autores consideraram em seu modelo uma interação local 

e de primeiros vizinhos entre os elétrons, descrevendo o entrelaçamento como função dessas 

interações. Em outro estudo, realizado por Valenzuela e Vozmediano [52], foi mostrado que a 
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presença de uma interação Coulombiana não-local é responsável por mudanças na topologia da 

superfície de Fermi. 

Tendo em mente a fenomenologia supracitada, de modo a descrever o movimento de 

dois elétrons interagentes, de spins opostos, em uma rede cristalina unidimensional, escrevemos 

nosso Hamiltoniano, no formalismo de segunda quantização, como: 

 

 ℋ = 𝐽∑∑𝑐𝑙,𝜎
†

σ

𝑐m,σ
⟨𝑙𝑚⟩

+ 𝑈∑�̂�𝑙,1�̂�𝑙,2
𝑙

+ 𝑉∑ �̂�𝑙,1�̂�𝑚,2
⟨𝑙𝑚⟩

+∑∑ϵ𝑙�̂�𝑙,𝜎
σ𝑙

 (2.1) 

 

onde 𝑐𝑙,𝜎
†

 e 𝑐𝑙,𝜎 são os operadores de criação e aniquilação para uma partícula com spin 𝜎 = ±
1

2
 

e sítio 𝑙, com �̂�𝑙,𝜎 = 𝑐𝑙,𝜎
† 𝑐𝑙,𝜎, ⟨𝑙𝑚⟩ denota primeiros vizinhos, 𝐽 é o termo cinético, 𝑈 é a 

interação local, 𝑉 é a interação de primeiros vizinhos e 𝜖𝑙 é a energia de interação elétron/íon 

no sítio 𝑙. Além disso, considerando que não haja acoplamento entre spin e posição, e que os 

elétrons são distinguíveis por spin, podemos escrever os estados de posição, na representação 

de Wannier, como: 

 

 |Φ⟩ =∑𝑓𝑙,𝑚|𝑙, 𝜎;𝑚, 𝜎
′⟩

𝑙,𝑚

 (2.2) 

 

sendo |𝑙, 𝜎;𝑚, 𝜎′⟩ o estado de um elétron com spin 𝜎, no sítio 𝑙, e o outro elétron com spin 𝜎′, 

no sítio 𝑚; 𝑓𝑙,𝑚 é a amplitude de probabilidade. Impondo algumas condições nas posições dos 

elétrons (𝑙 e 𝑚), podemos encontrar uma relação de recorrência para, a partir dela, fazer uma 

descrição do Hamiltoniano na forma matricial. Assim, resolvendo a equação de Schrödinger 

independente do tempo ℋ|Φ⟩ = 𝐸|Φ⟩, podemos obter os auto-estados e utilizá-los na 

caracterização do sistema. Dessa forma, aplicando o Hamiltoniano (2.1) obtemos: 

 

 

ℋ|Φ⟩ = 𝐽∑∑𝑐𝑙,𝜎
† 𝑐𝑚,𝜎

𝜎⟨𝑙𝑚⟩

|Φ⟩

⏟            
𝐻1

+ 𝑈∑�̂�𝑙,1�̂�𝑙,2
𝑙

|Φ⟩
⏟          

𝐻2

+ 𝑉∑ �̂�𝑙,1�̂�𝑙,2
⟨𝑙𝑚⟩

|Φ⟩

⏟          
𝐻3

+∑∑𝜖𝑙�̂�𝑙,𝜎
𝜎𝑙

|Φ⟩
⏟          

𝐻4

 

(2.3) 
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Para um melhor entendimento da resolução do modelo, analisamos cada termo 

separadamente. Portanto, para 𝑚 = 𝑙: 

• Em 𝐻1 temos: 

 

 𝐻1|Φ⟩ = 𝐽 ∑ 𝑓𝑙↑,𝑚↓(|𝑙 + 1↑, 𝑙↓⟩ + |𝑙↑, 𝑙 + 1↓⟩ + |𝑙 − 1↑, 𝑙↓⟩ + |𝑙↑, 𝑙 − 1↓⟩)

𝑙↑,𝑚↓

 (2.4) 

 

• Em 𝐻2: 

 

 𝐻2|Φ⟩ = 𝑈 ∑ 𝑓𝑙↑,𝑚↓|𝑙↑, 𝑙↓⟩

𝑙↑,𝑚↓

 (2.5) 

 

• Como 𝐻3 possui um termo de interação de primeiros vizinhos, neste caso ele será nulo já 

que os elétrons ocupam o mesmo sítio (𝑙 = 𝑚). 

• Em 𝐻4: 

 

 𝐻4|Φ⟩ = ∑ 𝑓𝑙↑,𝑚↓2𝜖𝑙|𝑙↑, 𝑙↓⟩

𝑙↑,𝑚↓

 (2.6) 

 

Combinando as equações (2.4), (2.5) e (2.6) obtemos: 

 

 

𝐸|Φ⟩ = ∑ 𝑓𝑙↑,𝑚↓[𝐽(|𝑙 + 1↑, 𝑙↓⟩ + |𝑙↑, 𝑙 + 1↓⟩ + |𝑙 − 1↑, 𝑙↓⟩ + |𝑙↑, 𝑙 − 1↓⟩)

𝑙↑,𝑚↓

+ (𝑈 + 2𝜖𝑙)|𝑙↑, 𝑙↓⟩] (2.7) 

 

Para 𝑚 = 𝑙 + 1: 

• Em 𝐻1: 

 

 𝐻1|Φ⟩ = 𝐽 ∑ 𝑓𝑙↑,𝑚↓(|𝑙 + 1↑, 𝑙 + 1↓⟩ + |𝑙↑, 𝑙 + 2↓⟩ + |𝑙 − 1↑, 𝑙 + 1↓⟩ + |𝑙↑, 𝑙↓⟩)

𝑙↑,𝑚↓

 (2.8) 

 

• Como 𝐻2 é um termo de interação de Hubbard, ele só existe caso os elétrons ocupem o 

mesmo sítio. Dessa forma, para 𝑙 ≠ 𝑚, 𝐻2 será nulo. 
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• Em 𝐻3: 

 

 𝐻3|Φ⟩ = 𝑉 ∑ 𝑓𝑙↑,𝑚↓|𝑙↑, 𝑙 + 1↓⟩

𝑙↑,𝑚↓

 (2.9) 

 

• Em 𝐻4: 

 𝐻4|Φ⟩ = ∑ 𝑓𝑙↑,𝑚↓(𝜖𝑙 + 𝜖𝑙+1)|𝑙↑, 𝑙 + 1↓⟩

𝑙↑,𝑚↓

 (2.10) 

 

Combinando as equações (2.8), (2.9) e (2.10) obtemos: 

 

 

𝐸|Φ⟩ = ∑ 𝑓𝑙↑,𝑚↓[𝐽(|𝑙 + 1↑, 𝑙 + 1↓⟩ + |𝑙↑, 𝑙 + 2↓⟩ + |𝑙 − 1↑, 𝑙 + 1↓⟩ + |𝑙↑, 𝑙↓⟩)

𝑙↑,𝑚↓

+ (𝑉 + 𝜖𝑙 + 𝜖𝑙+1)|𝑙↑, 𝑙 + 1↓⟩] (2.11) 

 

Para 𝑚 = 𝑙 + 2:  

• Em 𝐻1: 

 

 

𝐻1|Φ⟩ = 𝐽 ∑ 𝑓𝑙↑,𝑚↓
(|𝑙 + 1↑, 𝑙 + 2↓⟩ + |𝑙↑, 𝑙 + 3↓⟩ + |𝑙 − 1↑, 𝑙 + 2↓⟩

𝑙↑,𝑚↓

+ |𝑙↑, 𝑙 + 1↓⟩) (2.12) 

 

• Da mesma forma que no caso anterior 𝐻2 também será nulo. 

• Para 𝑙 ≠ 𝑚 − 1 𝐻3 também será nulo, já que ele é um termo de interação de primeiros 

vizinhos. 

• Em 𝐻4: 

 

 𝐻4|Φ⟩ = ∑ 𝑓𝑙↑,𝑚↓(𝜖𝑙 + 𝜖𝑙+2)|𝑙↑, 𝑙 + 2↓⟩

𝑙↑,𝑚↓

 (2.13) 

 

Combinando as equações (2.12) e (2.13) obtemos: 
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𝐸|Φ⟩ = ∑ 𝑓𝑙↑,𝑚↓[𝐽(|𝑙 + 1↑, 𝑙 + 2↓⟩ + |𝑙↑, 𝑙 + 3↓⟩ + |𝑙 − 1↑, 𝑙 + 2↓⟩

𝑙↑,𝑚↓

+ |𝑙↑, 𝑙 + 1↓⟩) + (𝜖𝑙 + 𝜖𝑙+2)|𝑙↑, 𝑙 + 2↓⟩] (2.14) 

 

Logo, aplicando ⟨Φ| nas equações (2.7), (2.11) e (2.14), e considerando apenas os termos não-

nulos, encontramos as equações: 

• Para 𝑚 = 𝑙: 

 𝐸𝑓𝑙,𝑙 = 𝐽(𝑓𝑙+1,𝑙 + 𝑓𝑙,𝑙+1 + 𝑓𝑙−1,𝑙 + 𝑓𝑙,𝑙−1) + (2𝜖𝑙 + 𝑈)𝑓𝑙,𝑙 (2.15) 

 

• Para 𝑚 = 𝑙 + 1: 

 

 𝐸𝑓𝑙,𝑙+1 = 𝐽(𝑓𝑙+1,𝑙+1 + 𝑓𝑙,𝑙+2 + 𝑓𝑙−1,𝑙+1 + 𝑓𝑙,𝑙) + (𝜖𝑙 + 𝜖𝑙+1 + 𝑉)𝑓𝑙,𝑙+1 (2.16) 

 

• Para 𝑚 = 𝑙 + 2: 

 

 𝐸𝑓𝑙,𝑙+2 = 𝐽(𝑓𝑙+1,𝑙+2 + 𝑓𝑙,𝑙+3 + 𝑓𝑙−1,𝑙+2 + 𝑓𝑙,𝑙+1) + (𝜖𝑙 + 𝜖𝑙+2)𝑓𝑙,𝑙+2 (2.17) 

 

Comparando as equações (2.15), (2.16) e (2.17), finalmente obtemos a equação de Schrödinger 

independente do tempo: 

 

 
𝐸𝑓𝑙,𝑚 = 𝐽(𝑓𝑙+1,𝑚 + 𝑓𝑙,𝑚+1 + 𝑓𝑙−1,𝑚 + 𝑓𝑙,𝑚−1)

+ [𝜖𝑙 + 𝜖𝑚 + 𝑈𝛿𝑙,𝑚 + 𝑉(𝛿𝑙+1,𝑚 + 𝛿𝑙−1,𝑚)]𝑓𝑙,𝑚 (2.18) 

 

Na forma matricial o Hamiltoniano é construído a partir de um espaço de Hilbert expandido, da 

ordem de 𝑁2, sendo 𝑁 o tamanho da rede. Portanto, considerando uma rede unidimensional de 

3 sítios, por exemplo, a matriz é escrita como: 

 

 

 

(2.19) 
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Redes bidimensionais ou tridimensionais apresentam matrizes um pouco diferentes. Para obter 

informações dos auto-estados do sistema, a matriz é diagonalizada através da equação secular: 

 

 𝑑𝑒𝑡(ℋ − 𝜆𝐼) = 0 (2.20) 

 

Isso também pode ser feito computacionalmente utilizando rotinas numéricas apropriadas, 

como a biblioteca LAPACK [53] de rotinas de álgebra linear, utilizadas em nosso estudo. 

Para analisar os aspectos dinâmicos resolvemos a equação de Schrödinger dependente 

do tempo: 

 

 ℋ|Φ(𝑡)⟩ = 𝑖ℏ
𝑑

𝑑𝑡
|Φ(𝑡)⟩ (2.21) 

 

De forma similar ao caso estacionário, aplicamos o Hamiltoniano (2.1) à equação (2.21), 

obtendo: 

 

 

ℋ|Φ(𝑡)⟩ = 𝐽∑∑𝑐𝑙,𝜎
† 𝑐𝑚,𝜎

𝜎⟨𝑙𝑚⟩

|Φ(𝑡)⟩

⏟              
𝐻5

+ 𝑈∑�̂�𝑙,1�̂�𝑙,2
𝑙

|Φ(𝑡)⟩
⏟            

𝐻6

+ 𝑉∑ �̂�𝑙,1�̂�𝑚,2
⟨𝑙𝑚⟩

|Φ(𝑡)⟩

⏟            
𝐻7

+∑∑𝜖𝑙�̂�𝑙,𝜎
𝜎𝑙

|Φ(𝑡)⟩
⏟            

𝐻8

 

(2.22) 

 

Impondo as mesmas condições nas posições 𝑙 e 𝑚 dos dois elétrons, como no caso estacionário, 

e tomando ℏ ≈ 1 obtemos a equação de Schrödinger dependente do tempo: 

 

 
𝑖
𝑑

𝑑𝑡
𝑓𝑙,𝑚(𝑡) = 𝐽[𝑓𝑙+1,𝑚(𝑡) + 𝑓𝑙,𝑚+1(𝑡) + 𝑓𝑙−1,𝑚(𝑡) + 𝑓𝑙,𝑚−1(𝑡)]

+ [𝜖𝑙 + 𝜖𝑚 + 𝑈𝛿𝑙,𝑚 + 𝑉(𝛿𝑙+1,𝑚 + 𝛿𝑙−1,𝑚)]𝑓𝑙,𝑚(𝑡) (2.23) 

 

A partir da equação (2.23) podemos obter a evolução temporal do pacote de onda. Para isso, 

um método numérico pode ser implementado, como o método de Runge-Kutta [54] ou a 

expansão de Taylor do operador de evolução temporal [45,55].  
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A seguir apresentaremos os resultados das investigações numéricas, oriundas das 

equações de Schrödinger independente e dependente do tempo, bem como análise analítica do 

Hamiltoniano. 

 

2.2 Análise Numérica: Aspectos Estacionários 

 

Para analisar os aspectos estacionários, resolvemos a equação de Schrödinger 

independente do tempo: 

 

 𝐸𝑓𝑙,𝑚 = 𝑓𝑙+1,𝑚 + 𝑓𝑙,𝑚+1 + 𝑓𝑙−1,𝑚 + 𝑓𝑙,𝑚−1 + [𝑈𝛿𝑙,𝑚 + 𝑉(𝛿𝑙+1,𝑚 + 𝛿𝑙−1,𝑚)]𝑓𝑙,𝑚 (2.24) 

 

onde tomamos os valores de referência 𝐽 = 1, para energia cinética, e 𝜖𝑙 = 0, para o potencial 

iônico cristalino. Para isso, reescrevemos o Hamiltoniano na forma matricial e obtivemos os 

autovalores de energia aplicando um método numérico de diagonalização, utilizando as rotinas 

LAPACK [53]. 

O primeiro aspecto investigado foi a densidade de estados normalizada (DOS ‒ Density 

Of States), definida por: 

 

 𝐷𝑂𝑆(𝐸) =
1

𝑁
∑𝛿(𝐸 − 𝐸𝑙)

𝑙

 (2.25) 

 

Como o número de estados disponíveis é muito grande (𝑁2 × 𝑁2), para viabilizar 

computacionalmente esta análise utilizamos uma rede linear com apenas 200 sítios. A figura 

2.1 mostra os resultados da densidade de estados para 𝑈 = 4, 8 e 12, com 𝑉 = 0 (curva 

preenchida de marrom) e 𝑉 ≠ 0 (curva azul). 

Na figura 2.1a podemos ver no detalhe o surgimento de uma sub-banda de estados 

ligados, para 𝑉 = 0, cuja largura é reportada na literatura [35,46,47] como sendo 𝑈 ≤ 𝐸 ≤

√𝑈2 + 16𝐽2. Além disso, podemos observar mais claramente nos detalhes que a interação 𝑉 

promove um alargamento dessa sub-banda. A presença da interação não-local entre os elétrons 

(como 𝑉 = 𝑈/3) resultou na emergência de um pico na banda principal nos casos em que 𝑈 =

4 e 𝑈 = 8, sugerindo a formação de uma nova sub-banda. Isso fica mais evidente para 𝑈 = 12 

(ver figura 2.1c), onde podemos ver claramente uma nova sub-banda já formada, separada da 

banda principal. 
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Figura 2.1: Densidade de estados normalizada para uma rede de 200 sítios, com (a) 𝑈 = 4, (b) 𝑈 = 8 

e (c) 𝑈 = 12. Para cada caso, temos ainda 𝑉 = 0 e 𝑉 ≠ 0. Os resultados mostram que a presença de 

interação não-local promove o alargamento da sub-banda de estados ligados, bem como a criação de 

uma nova sub-banda. 

 

Fonte: PEIXOTO, A.S. e DIAS, W.S. (2016) [45]. 

 

Para compreender melhor a natureza dos auto-estados, também investigamos a distância 

média, definida pela expressão: 

 

 𝐷(𝐸) =∑|𝑙 − 𝑚||𝑓𝑙,𝑚|
2

𝑙,𝑚

 (2.26) 

 

A distância média mede a diferença entre os autovalores de energia dos dois elétrons. Valores 

altos para a distância indicam uma grande separação entre os estados eletrônicos, os 

caracterizando como estados não-ligados. Nesse caso os elétrons são independentes entre si. Já 

valores baixos indicam uma correlação entre os estados ‒ para valores nulos, os estados são 

degenerados, ou seja, os elétrons apresentam os mesmos autovalores de energia. Logo, esse 

comportamento caracteriza os estados como ligados [35]. A figura 2.2 mostra os gráficos de 𝐷 

versus 𝐸 para uma rede cristalina com 200 sítios, 𝑈 = 4 e 𝑈 = 12, com 𝑉 = 0 e 𝑉 ≠ 0. 

Comparando as figuras 2.1 e 2.2, podemos observar na figura 2.2 que no limite da banda 

de estados principal, de −4 ≤ 𝐸 ≤ 4, a distância média tem valores altos. Dessa forma, a banda 

principal é governada por estados não-ligados. Contudo, no limite da primeira sub-banda 

(figuras 2.2a e 2.2c), tipicamente associada à interação local 𝑈, a distância média é próxima de  



37 

 

Figura 2.2: Distância média entre os dois elétrons para uma cadeia de 200 sítios, com 𝑈 = 4, (2.2a e 

2.2b) e 𝑈 = 12 (2.2c e 2.2.d). Em cada caso temos ainda 𝑉 = 0 e 𝑉 ≠ 0. Os resultados sugerem que os 

estados contidos nas sub-bandas sejam estados ligados de duas partículas. 

 

Fonte: Autor (2018). 

 

zero, indicando que essa sub-banda é formada por estados ligados. Com o surgimento da nova 

sub-banda, no caso em que 𝑉 ≠ 0 (figuras 2.2b e 2.2d), observa-se também a existência de 

estados ligados, visto que no limite dessas sub-bandas a distância média também apresenta 

valores baixos. 

Também calculamos a função de correlação, definida por: 

 

 𝜁(𝐸) = 𝑛1𝑛2̅̅ ̅̅ ̅̅ − 𝑛1̅̅ ̅ ∙ 𝑛2̅̅ ̅ (2.27) 

 

onde 𝑛1̅̅ ̅ e 𝑛2̅̅ ̅ são as posições médias dos elétrons, dadas por: 

 

 𝑛�̅� = ∑ (𝑛𝑙)|𝑓𝑛1,𝑛2|
2

𝑛1,𝑛2

 (2.28) 

 

A função de correlação mede o grau de emaranhamento entre os elétrons. Assim, valores altos 

de correlação indicam estados ligados. Na figura 2.3 mostramos os resultados para 𝜁 versus 𝐸. 

Nas figuras 2.3a e 2.3c fica evidente a forte correlação entre os elétrons no limite da 

sub-banda associada a 𝑈. Na presença de interação não-local o mesmo comportamento é 

observado, mesmo quando a sub-banda está sobreposta à banda principal (ver figura 2.3b). Esse 
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Figura 2.3: Função de correlação entre os dois elétrons para uma cadeia de 200 sítios, com 𝑈 = 4, (2.3a 

e 2.3b) e 𝑈 = 12 (2.3c e 2.3.d). Em cada caso temos ainda 𝑉 = 0 e 𝑉 ≠ 0. Os resultados mostram que 

os estados dentro das sub-bandas de estados ligados apresentam maior correlação. 

 

Fonte: PEIXOTO, A.S. e DIAS, W.S. (2016) [45]. 

 

resultado sugere que os estados eletrônicos contidos nas sub-bandas são ligados. Isso fica mais 

evidente ao compararmos com a figura 2.2, corroborando a análise obtida através da distância 

média. Motivados por estes resultados, investigamos o problema analiticamente, como 

apresentado a seguir. 

 

2.3 Análise Analítica 

 

Afim de compreendermos melhor as bandas e sub-bandas de estados para nosso modelo, 

realizamos inicialmente um estudo analítico usando uma aproximação tight-binding. Para isso, 

consideramos todas as energias de interação elétron-íon nulas (𝜖𝑖 = 0), uma vez que a rede 

considerada é puramente cristalina [46,47]. Além disso, nós assumimos uma mudança para 

coordenadas de centro de massa dos dois elétrons na equação (2.24), usando: 

 

 𝑓𝑙,𝑚 = 𝑒
𝑖𝑘(𝑙+𝑚)𝑎𝜒(𝑙 − 𝑚) (2.29) 

 

onde 𝑘 é o momento do centro de massa e 𝑎 é o espaçamento da rede, de modo que obtemos: 
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𝐸𝑒𝑖𝑘(𝑙+𝑚)𝑎𝜒(𝑙 − 𝑚)

= 𝐽[𝑒𝑖𝑘(𝑙+1+𝑚)𝑎𝜒(𝑙 + 1 −𝑚) + 𝑒𝑖𝑘(𝑙+𝑚+1)𝑎𝜒(𝑙 − 𝑚 − 1)

+ 𝑒𝑖𝑘(𝑙−1+𝑚)𝑎𝜒(𝑙 − 1 −𝑚) + 𝑒𝑖𝑘(𝑙+𝑚−1)𝑎𝜒(𝑙 − 𝑚 + 1)]

+ [𝑈𝛿𝑙,𝑚 + 𝑉(𝛿𝑙+1,𝑚 + 𝛿𝑙−1,𝑚)]𝑒
𝑖𝑘(𝑙+𝑚)𝑎𝜒(𝑙 − 𝑚) 

 
𝐸𝜒(𝑙 − 𝑚) = 𝐽(𝑒𝑖𝑘𝑎 + 𝑒−𝑖𝑘𝑎)[𝜒(𝑙 − 𝑚 − 1) + 𝜒(𝑙 − 𝑚 + 1)]

+ [𝑈𝛿𝑙,𝑚 + 𝑉(𝛿𝑙+1,𝑚 + 𝛿𝑙−1,𝑚)]𝜒(𝑙 − 𝑚) (2.30) 

 

Usando 𝑟 = 𝑙 − 𝑚 e o fato de que 𝑒𝑖𝑘𝑎 + 𝑒−𝑖𝑘𝑎 = 2 cos(𝑘𝑎), então obtemos: 

 

 𝐸𝜒(𝑟) = 2𝐽 cos(𝑘𝑎) [𝜒(𝑟 − 1) + 𝜒(𝑟 + 1)] + [𝑈𝛿𝑟,0 + 𝑉(𝛿𝑟,−1 + 𝛿𝑟,1)]𝜒(𝑟) (2.31) 

 

Assumimos também a existência de estados de paridade par e de paridade ímpar, sem perda de 

generalidade. Veremos agora a análise para algumas situações. 

 

• No caso em que não há interação entre os elétrons, temos que 𝑈 = 𝑉 = 0. Logo, da equação 

(2.31) temos: 

 

 𝐸𝜒(𝑟) = 2𝐽 cos(𝑘𝑎) [𝜒(𝑟 − 1) + 𝜒(𝑟 + 1)] (2.32) 

 

Na ausência de interação podemos fazer 𝜒(𝑟) = 𝑒𝑖𝑟𝑞𝑎. Logo: 

 

𝐸𝑒𝑖𝑟𝑞𝑎 = 2𝐽 cos(𝑘𝑎) [𝑒𝑖(𝑟−1)𝑞𝑎 + 𝑒𝑖(𝑟+1)𝑞𝑎] 

𝐸𝑒𝑖𝑟𝑞𝑎 = 2𝐽 cos(𝑘𝑎) 𝑒𝑖𝑟𝑞𝑎(𝑒−𝑖𝑞𝑎 + 𝑒𝑖𝑞𝑎) 

 𝐸 = 4𝐽 cos(𝑘𝑎) cos(𝑞𝑎) (2.33) 

 

onde 𝑘 e 𝑞 são os momentos do centro de massa e 𝑎 é o espaçamento da rede. Portanto, 

considerando os limites cos(𝑘𝑎) cos(𝑞𝑎) = −1 e cos(𝑘𝑎) cos(𝑞𝑎) = 1, a largura da banda 

de estados cristalinos está no intervalo −4𝐽 ≤ 𝐸 ≤ 4𝐽, concordando com as previsões 

apresentadas pelo modelo de Bloch e com as referências [35,46,47]. 
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• Para o caso em que os autovetores têm paridade par, temos a relação 𝜒(−𝑟) = 𝜒(𝑟), uma 

vez que a função de onda é simétrica. Logo, consideramos um parâmetro, tal que 

𝜒(𝑟 + 1) = 𝛽𝜒(𝑟). Portanto: 

 

1. Para 𝑟 = 0: 

 

𝐸𝜒(0) = 2𝐽 cos(𝑘𝑎) [𝜒(−1) + 𝜒(1)] + 𝑈𝜒(0) 

𝐸𝜒(0) = 4𝐽𝛽 cos(𝑘𝑎) 𝜒(0) + 𝑈𝜒(0) 

𝐸 − 𝑈 = 4𝐽𝛽 cos(𝑘𝑎) 

 𝛽 =
𝐸 − 𝑈

4𝐽 cos(𝑘𝑎)
 (2.34) 

 

2. Para 𝑟 = 1: 

 

𝐸𝜒(1) = 2𝐽 cos(𝑘𝑎) [𝜒(0) + 𝜒(2)] + 𝑉𝜒(1) 

𝐸𝛽𝜒(0) = 2𝐽 cos(𝑘𝑎) (1 + 𝛽2)𝜒(0) + 𝑉𝛽𝜒(0) 

(𝐸 − 𝑉)𝛽 = 2𝐽 cos(𝑘𝑎) (1 + 𝛽2) 

 (𝛽 +
1

𝛽
) =

𝐸 − 𝑉

2𝐽 cos(𝑘𝑎)
 (2.35) 

 

Combinando as equações (2.34) e (2.35), obtemos: 

 

𝐸 − 𝑉

2𝐽 cos(𝑘𝑎)
=

𝐸 − 𝑈

4𝐽 cos(𝑘𝑎)
+
4𝐽 cos(𝑘𝑎)

𝐸 − 𝑈
 

𝐸 − 𝑉

2𝐽 cos(𝑘𝑎)
=
(𝐸 − 𝑈)2 + 16𝐽2 cos2(𝑘𝑎)

(𝐸 − 𝑈)[4𝐽 cos(𝑘𝑎)]
 

2(𝐸 − 𝑉)(𝐸 − 𝑈) = (𝐸 − 𝑈)2 + 16𝐽2 cos2(𝑘𝑎) 

2𝐸2 − 2𝑉𝐸 − 2𝑈𝐸 + 2𝑈𝑉 = 𝐸2 − 2𝑈𝐸 + 𝑈2 + 16𝐽2 cos2(𝑘𝑎) 

 𝐸2 − 2𝑉𝐸 − [𝑈2 − 2𝑈𝑉 + 16𝐽2 cos2(𝑘𝑎)] = 0 (2.36) 

 

Fazendo 𝑍 = 𝑈2 − 2𝑈𝑉 + 16𝐽2 cos2(𝑘𝑎), podemos resolver a equação (2.36): 

 

𝐸2 − 2𝑉𝐸 − 𝑍 = 0 



41 

 

𝐸 =
−(−2𝑉) ± √(−2𝑉)2 − 4(−𝑍)

2
 

𝐸 =
2𝑉 ± √4𝑉2 + 4𝑍

2
 

𝐸 =
2𝑉 ± 2√𝑉2 + 𝑈2 − 2𝑈𝑉 + 16𝐽2 cos2(𝑘𝑎)

2
 

 𝐸 = 𝑉 ± √(𝑈 − 𝑉)2 + 16𝐽2 cos2(𝑘𝑎) (2.37) 

 

onde o sinal (±) depende do sinal de 𝑈. Entretanto, em nosso estudo apenas foi considerado 

o caso 𝑈 > 0. Dessa forma, encontramos uma sub-banda de estados ligados com largura 

𝑈 ≤ 𝐸 ≤ 𝑉 + √(𝑈 − 𝑉)2 + 16𝐽2. Contudo, na ausência da interação 𝑉, a sub-banda passa 

a ter largura 𝑈 ≤ 𝐸 ≤ √𝑈2 + 16𝐽2, concordando com a referência [35], onde é apresentada 

apenas interação local. Logo, podemos notar que a existência de interação não-local 

ocasionou um alargamento da sub-banda tipicamente associada a 𝑈, corroborando o 

resultado mostrado na figura 2.1. 

 

• Para o caso em que os autovetores têm paridade ímpar, temos a relação  𝜒(−𝑟) = −𝜒(𝑟) e, 

além disso, a probabilidade de dupla ocupação em qualquer sítio é nula. Neste caso 𝑈 = 0. 

Logo, a equação (2.31) se reduz a: 

 

 𝐸𝜒(𝑟) = 2𝐽 cos(𝑘𝑎) [𝜒(𝑟 − 1) + 𝜒(𝑟 + 1)] + 𝑉(𝛿𝑟,−1 + 𝛿𝑟,1)𝜒(𝑟) (2.38) 

 

No caso 𝑟 = 0 teremos uma solução trivial devido à assimetria da função de onda. Assim, 

para solucionar o problema nos casos em que 𝑟 ≥ 1, fizemos a mesma consideração usada 

no caso anterior, 𝜒(𝑟 + 1) = 𝛽𝜒(𝑟). Portanto, temos: 

 

1. Para 𝑟 = 1: 

 

𝐸𝜒(1) = 2𝐽 cos(𝑘𝑎) [𝜒(0) + 𝜒(2)] + 𝑉𝜒(1) 

𝐸𝜒(1) = 2𝐽 cos(𝑘𝑎) 𝛽𝜒(1) + 𝑉𝜒(1) 

 𝛽 =
𝐸 − 𝑉

2𝐽 cos(𝑘𝑎)
 (2.39) 
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2. Para 𝑟 = 2: 

 

𝐸𝜒(2) = 2𝐽 cos(𝑘𝑎) [𝜒(1) + 𝜒(3)] 

𝐸𝛽𝜒(1) = 2𝐽 cos(𝑘𝑎) (1 + 𝛽2)𝜒(1) 

 (𝛽 +
1

𝛽
) =

𝐸

2𝐽 cos(𝑘𝑎)
 (2.40) 

 

Combinando as equações (2.39) e (2.40), obtemos: 

 

𝐸

2𝐽 cos(𝑘𝑎)
=

𝐸 − 𝑉

2𝐽 cos(𝑘𝑎)
+
2𝐽 cos(𝑘𝑎)

𝐸 − 𝑉
 

𝑉

2𝐽 cos(𝑘𝑎)
=
2𝐽 cos(𝑘𝑎)

𝐸 − 𝑉
 

𝐸𝑉 − 𝑉2 = 4𝐽2 cos2(𝑘𝑎) 

 𝐸 = 𝑉 +
4𝐽2 cos2(𝑘𝑎)

𝑉
 (2.41) 

 

Assim, encontramos uma nova sub-banda, cuja largura é 𝑉 ≤ 𝐸 ≤ 𝑉 +
4𝐽2

𝑉
, uma vez que 

0 ≤ cos2(𝑘𝑎) ≤ 1. 

 

Os resultados sugerem que a interação não-local, resultado de um screening imperfeito, 

tem aspectos relevantes sobre os auto-estados eletrônicos. Uma das consequências é o 

alargamento da sub-banda de estados ligados, já conhecida da literatura [35,46,47], como 

mostrado nas expressões (2.42), para 𝑉 = 0, e (2.43), para 𝑉 ≠ 0: 

 

 𝑈 ≤ 𝐸 ≤ √𝑈2 + 16𝐽2 (2.42) 

 

 𝑈 ≤ 𝐸 ≤ 𝑉 + √(𝑈 − 𝑉)2 + 16𝐽2 (2.43) 

 

Outra consequência é o surgimento de uma nova sub-banda de estados ligados 

(𝑉 ≤ 𝐸 ≤ 𝑉 +
4𝐽2

𝑉
). Dessa forma, considerando 𝐽 = 1, as sub-bandas associadas à interação 

local e à interação de primeiros vizinhos, respectivamente, têm largura: 
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a) 𝑈 = 4.0 e 𝑉 ≈ 1.33: 

 

4.0 ≤ 𝐸 ≤ 1.33 + √(4.0 − 1.33)2 + 16 ∙ 12 

𝟒. 𝟎 ≤ 𝑬 ≤ 𝟔. 𝟏𝟒 

 

1.33 ≤ 𝐸 ≤ 1.33 +
4 ∙ 12

1.33
 

𝟏. 𝟑𝟑 ≤ 𝑬 ≤ 𝟒. 𝟑𝟒 

 

b) 𝑈 = 8.0 e 𝑉 ≈ 2.66: 

 

8.0 ≤ 𝐸 ≤ 2.66 + √(8.0 − 2.66)2 + 16 ∙ 12 

𝟖. 𝟎 ≤ 𝑬 ≤ 𝟗. 𝟑𝟑 

 

2.66 ≤ 𝐸 ≤ 2.66 +
4 ∙ 12

2.66
 

𝟐. 𝟔𝟔 ≤ 𝑬 ≤ 𝟒. 𝟏𝟔 

 

c) 𝑈 = 12.0 e 𝑉 = 4.0: 

 

12.0 ≤ 𝐸 ≤ 4.0 + √(12.0 − 4.0)2 + 16 ∙ 12 

𝟏𝟐. 𝟎 ≤ 𝑬 ≤ 𝟏𝟐. 𝟗𝟒 

 

4.0 ≤ 𝐸 ≤ 4.0 +
4 ∙ 12

4.0
 

𝟒. 𝟎 ≤ 𝑬 ≤ 𝟓. 𝟎 

 

concordando com o resultado apresentado na figura 2.1. 

 A fim de compreender melhor o papel da interação não-local na dinâmica, investigamos 

também a evolução temporal do pacote de onda do ponto de vista numérico, como apresentado 

a seguir. 
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2.4 Análise Numérica: Aspectos Dinâmicos 

 

O caráter dinâmico do pacote de onda de dois elétrons também foi estudado. Neste caso, 

resolvemos a equação de Schrödinger dependente do tempo: 

 

 
𝑖
𝑑

𝑑𝑡
𝑓𝑙,𝑚(𝑡) = 𝑓𝑙+1,𝑚(𝑡) + 𝑓𝑙,𝑚+1(𝑡) + 𝑓𝑙−1,𝑚(𝑡) + 𝑓𝑙,𝑚−1(𝑡)

+ [𝑈𝛿𝑙,𝑚 + 𝑉(𝛿𝑙+1,𝑚 + 𝛿𝑙−1,𝑚)]𝑓𝑙,𝑚(𝑡) (2.44) 

 

onde foi considerado 𝐽 = ℏ = 1 e 𝜖𝑙 = 0. O cálculo das amplitudes de probabilidade da função 

de onda após cada incremento de tempo pré-determinado pode ser obtido através de um 

algoritmo computacional, como o Runge-Kutta [54]. Entretanto, em nosso estudo empregamos 

um método numérico baseado na expansão de Taylor do operador de evolução temporal, como 

nas referências [45,55]: 

 

 Γ(Δ𝑡) = 𝑒−𝑖ℋΔ𝑡 = 1 +∑
(−𝑖ℋΔ𝑡)𝑛

𝑛!

𝑛0

𝑛

 (2.45) 

 

onde ℋ é o Hamiltoniano do sistema. Portanto, a função de onda após um incremento de tempo 

Δ𝑡 é dada por |Φ(Δ𝑡)⟩ = Γ(Δ𝑡)|Φ(𝑡 = 0)⟩, de modo que usamos o método recursivamente para 

obter a função de onda após um tempo 𝑡. Os valores para ordem de truncamento 𝑛0 = 20 e 

incremento de tempo Δ𝑡 = 0.07 foram comprovados suficientes para conservar a norma da 

função de onda em todo o intervalo de tempo requisitado, dentro do limite ∑||ϕ𝑙,𝑚(𝑡)|𝑏𝑜𝑟𝑑𝑎
2

<

10−30. Como condição inicial, consideramos um pacote de onda Gaussiano, com largura 𝜌: 

 

 ⟨𝑙, 𝜎;𝑚, 𝜎′|Φ(𝑡 = 0)⟩ =
1

𝐴(𝜌)
𝑒𝑥𝑝 [−

(𝑙 − 𝑙0)
2

4𝜌2
] ∙ 𝑒𝑥𝑝 [−

(𝑚 −𝑚0)
2

4𝜌2
] (2.46) 

 

onde 𝐴(𝜌) é uma constante de normalização e 𝑙0 e 𝑚0 são, respectivamente, as posições iniciais 

dos elétrons 1 e 2. Consideramos os pacotes de onda, com largura 𝜌 = 1.0, com posições 

iniciais (𝑙0;𝑚0) respectivamente nos sítios 𝑁 2⁄ − 𝑑0 e 𝑁 2⁄ + 𝑑0, sendo 𝑁 o tamanho da rede. 

A partir destas considerações, calculamos as quantidades físicas de interesse, obtendo 

informações sobre os auto-estados e evolução temporal do pacote de onda, como veremos a se- 
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Figura 2.4: Evolução temporal dos pacotes de onda de dois elétrons. 

 

Fonte: PEIXOTO, A.S. e DIAS, W.S. (2016) [45]. 

 

guir. 

Inicialmente investigamos a evolução temporal de um pacote de onda Gaussiano em 

uma rede unidimensional com 1000 sítios. A figura 2.4 mostra a evolução do pacote de onda 

dos dois elétrons no plano 𝑙 × 𝑚 após algum tempo. Os dois elétrons inicialmente estavam 

ocupando o mesmo sítio (𝑑0 = 0), localizados no centro da rede. Foram tomados diferentes 

valores de 𝑈 (com 𝑈 = 0, 𝑈 = 4 e 𝑈 = 12) na ausência e na presença de interação não-local 

𝑉 (𝑉 = 0 e 𝑉 = 𝑈 3⁄ ). 

Na ausência de interação, os elétrons se movem de forma independente, preenchendo 

isotropicamente quase todo o plano 𝑙 × 𝑚. Na presença de interação (𝑈 ≠ 0), o acoplamento 

elétron-elétron os torna correlacionados. Isso fez com que o pacote de onda ficasse concentrado 

em uma região diagonal (𝑙 = 𝑚) do plano. Ao aumentar o valor de 𝑈 a correlação se tornou 

mais forte, restringindo o pacote a uma região menor, concordando com a literatura [56]. 

Contudo, a interação não-local 𝑉 induz os elétrons a desenvolver uma dinâmica correlacionada 

ao longo de um segmento maior da rede. Foi mostrado anteriormente que na presença de 𝑉 a 

sub-banda tipicamente associada a 𝑈 sofre um alargamento. Além disso, uma nova sub-banda 

(a) 

(b) 

(c) (e) 

(d) 
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de estados ligados, relacionada à interação de primeiros vizinhos entre os elétrons, emerge da 

banda de estados principal. Podemos observar nas figuras 2.4d e 2.4e, que a presença de 

interação não-local promove um aumento no comprimento do pacote, que pode ser interpretado 

como resultado do surgimento da banda de estados de primeiros vizinhos. Além disso, a 

mudança nas formas das estruturas apresentadas, para 𝑉 ≠ 0, ocorrem devido à modificação 

das correlações promovidas pela interação não-local. 

Seguimos nossa investigação sobre o papel da interação não-local na dinâmica do pacote 

de onda. Para isso, calculamos a média temporal para um tempo muito longo: 

 

• da probabilidade de dupla ocupação (DOP ‒ Double Occupancy Probability), definida por: 

 

 𝐷𝑂𝑃̅̅ ̅̅ ̅̅ (𝑡) = ⟨∑|𝑓𝑚,𝑚(𝑡)|
2

𝑚

⟩ (2.47) 

 

• da probabilidade de ocupação de primeiro vizinho (NOP ‒ Nearest-neighbor Occupancy 

Probability), definida por: 

 

 𝑁𝑂𝑃̅̅ ̅̅ ̅̅ (𝑡) = ⟨ ∑ |𝑓𝑙,𝑚(𝑡)|
2

𝑚,𝑙
𝑙=𝑚±1

⟩ (2.48) 

 

• da probabilidade de ocupação de segundo vizinho (NNOP ‒ Next-Nearest-neighbor 

Ocupancy Probability), definida por: 

 

 𝑁𝑁𝑂𝑃̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ (𝑡) = ⟨ ∑ |𝑓𝑙,𝑚(𝑡)|
2

𝑚,𝑙
𝑙=𝑚±2

⟩ (2.49) 

 

A seguir serão discutidos os resultados obtidos para estas medidas a partir da evolução temporal 

de um pacote de onda de dois elétrons, com 𝑑0 = 0, em uma rede puramente cristalina com 

𝑁 = 1000 sítios. Acompanhamos a evolução do pacote enquanto o efeito de borda foi 

desprezível (∑|𝑓𝑙,𝑚|𝑏𝑜𝑟𝑑𝑎
2

< 10−30). Além disso, ignoramos o período de tempo inicial, 

aproveitando as medidas após um transiente inicial, e tomamos a média temporal após um longo  
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Figura 2.5: Média temporal da probabilidade de dupla ocupação versus 𝑈. Observamos que o 

comportamento permanece semelhante. O acréscimo da DOP está associada ao alargamento da banda 

principal. 

 

Fonte: PEIXOTO, A.S. e DIAS, W.S. (2016) [45]. 

 

tempo. 

O primeiro aspecto analisado foi a probabilidade de dupla ocupação como função da 

interação 𝑈, com 𝑉 = 0 e 𝑉 ≠ 0, mostrado na figura 2.5. Sempre que 𝑈 = 0, os pacotes de 

onda dos dois elétrons se espalham independentemente, corroborando o resultado mostrado 

anteriormente na figura 2.4a. Contudo, na presença de 𝑈 o surgimento da sub-banda de estados 

ligados correlaciona a dinâmica dos dois elétrons. O caráter não monotônico é oriundo da 

competição entre estados ligados e não ligados (estados puros) contidos no sistema. Para valores 

pequenos de interação, onde estados ligados e não ligados tem aproximadamente a mesma 

energia, o hopping coerente orientado pelos estados ligados é favorecido. Entretanto, a medida 

que a interação é aumentada, a sub-banda de estados ligados se estreita e se torna 

energeticamente distante dos estados não ligados, o que diminui sua relevância sobre a dinâmica 

das partículas. Também podemos ver que o valor máximo da 𝐷𝑂𝑃̅̅ ̅̅ ̅̅ (𝑡) ocorre em torno do valor 

de 𝑈 correspondente à separação da sub-banda de estados ligados on-site da banda de estados 

principal. Além disso, o alargamento da sub-banda on-site, promovida pela presença de 𝑉, 

ocasiona um decaimento mais lento da 𝐷𝑂𝑃̅̅ ̅̅ ̅̅ (𝑡) em relação a 𝑈 devido ao aumento da correlação 

entre os elétrons nos sítios vizinhos. 
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Figura 2.6: Média temporal da probabilidade de ocupação de primeiro vizinho versus 𝑈. Para 𝑉 

diferente de zero e fortes valores de interação observamos que a NOP não tende a zero a medida que 𝑈 

cresce. 

 

Fonte: PEIXOTO, A.S. e DIAS, W.S. (2016) [45]. 

 

Em seguida, analisamos a probabilidade de ocupação de primeiros vizinhos como 

função de 𝑈, apresentado na figura 2.6, onde também consideramos os casos 𝑉 = 0 e 𝑉 ≠ 0. 

Para o caso em que 𝑉 = 0 o comportamento de 𝑁𝑂𝑃̅̅ ̅̅ ̅̅ (𝑡) é consistente com o resultado 

apresentado anteriormente. À medida que 𝑈 cresce, apenas os estados ligados em que os dois 

elétrons ocupam o mesmo sítio se correlacionam, fazendo com que 𝑁𝑂𝑃̅̅ ̅̅ ̅̅ (𝑡) = 0 para interação 

forte. Contudo, a interação não-local é responsável por um comportamento diferente. A 

separação da nova sub-banda da banda principal favorece a ocupação de estados de primeiros 

vizinhos, resultando no aumento da 𝑁𝑂𝑃̅̅ ̅̅ ̅̅ (𝑡). Porém, o caráter repulsivo da interação elétron-

elétron faz com que o valor da 𝑁𝑂𝑃̅̅ ̅̅ ̅̅ (𝑡) seja reduzido para valores maiores de 𝑉. O fato de que 

a probabilidade de ocupação de primeiros vizinhos permanece finita após um longo tempo 

indica a predominância do processo de hopping correlacionado de partículas ocupando sítios 

vizinhos. 

Também foi analisado o comportamento da probabilidade de ocupação de segundos 

vizinhos como função da interação 𝑈, com 𝑉 = 0 e 𝑉 ≠ 0. A figura 2.7 mostra os resultados 

obtidos. Podemos observar claramente a influência da separação das sub-bandas de estados li- 
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Figura 2.7: Média temporal da probabilidade de ocupação de segundo vizinho versus 𝑈. Fortes valores 

de interação favorecem a NOP, fazendo com que a NNOP diminua a medida que 𝑈 cresce. 

 

Fonte: PEIXOTO, A.S. e DIAS, W.S. (2016) [45]. 

 

gados da banda principal. O primeiro pico está relacionado à sub-banda on-site, enquanto que 

o segundo pico está relacionado à sub-banda de estados de primeiros vizinhos. O valor da 

𝑁𝑁𝑂𝑃̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ (𝑡) diminui para 𝑈 forte, sinalizando uma predominância de um movimento coerente 

dos dois elétrons, mas apenas em sítios vizinhos. 
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3 OSCILAÇÕES DE BLOCH EM SISTEMAS DE ELÉTRONS INTERAGENTES: 

EFEITOS DA INTERAÇÃO LOCAL E NÃO-LOCAL 

 

Para entender um pouco melhor a dinâmica de um elétron sob influência de um campo 

elétrico, vamos supor que temos uma banda ocupada por um único elétron. Em uma rede 

cristalina o espaço recíproco é dividido em zonas de Brillouin. Assim, após um longo intervalo 

de tempo, o elétron percorreria toda a extensão da 1ª Zona de Brillouin, até ser “refletido” de 

volta ao início. Esses movimentos são conhecidos como oscilações de Bloch e sua origem está 

no fato de que, na vizinhança dos pontos de máximo das bandas, a aceleração é contrária à 

força. Este fenômeno tem despertado grande interesse na comunidade acadêmica, sendo objeto 

de diversos estudos [35,39,40,41,57,58,59]. 

Contudo, a observação das oscilações de Bloch em metais comuns é muito difícil, uma 

vez que os elétrons colidem muito antes de realizar um ciclo completo pela Zona de Brillouin. 

Apesar disso, as oscilações de Bloch já foram observadas em sistemas artificiais de baixa 

dimensionalidade com uma super-periodicidade imposta pelo crescimento alternado de 

camadas de dois semicondutores com a mesma estrutura cristalina, conhecidos como super-

redes [60,61]. Este fenômeno também foi observado experimentalmente em átomos de césio 

aprisionados em potenciais criados por ondas estacionárias de luz laser [62]. 

Neste capítulo iremos investigar a influência da interação, local e não-local, entre os 

elétrons sobre as oscilações de Bloch. Para isso, partiremos de uma abordagem semi-clássica e 

analisaremos o comportamento do elétron sob influência de um campo elétrico uniforme. 

 

3.1 Oscilações de Bloch em Redes Unidimensionais 

 

O fenômeno das oscilações de Bloch pode ser melhor compreendido através de uma 

abordagem semi-clássica. Essa abordagem consiste em obter as equações de posição  𝑟  e de 

momento  𝑝 . Isso pode ser feito empregando o formalismo clássico de Hamilton, quantizando 

o momento do elétron. Assim, temos: 

 

 𝑟 ̇ =
𝜕ℋ

𝜕𝑝 
 (3.1) 

 

 𝑝 ̇ = −
𝜕ℋ

𝜕𝑟 
 (3.2) 
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Quantizando o momento do elétron 𝑝 = ℏ�⃗� , onde �⃗�  é o vetor de onda, obtemos a velocidade 

de um pacote de onda. Da equação (3.1) temos: 

 

𝑣 = 𝑟 ̇ =
𝜕ℋ

𝜕𝑝 
 

𝑣 =
𝜕[𝜖(𝑝 /ℏ) + 𝒱(𝑟 )]

𝜕𝑝 
 

𝑣 =
𝜕𝜖(𝑝 /ℏ)

𝜕𝑝 
 

 𝑣 =
1

ℏ

𝜕𝜖(�⃗� )

𝜕�⃗� 
 (3.3) 

 

Já para a equação (3.2) temos: 

 

𝑝 ̇ = ℏ�⃗� ̇ = −
𝜕ℋ

𝜕𝑟 
 

ℏ�⃗� ̇ = −
𝜕[𝜖(𝑝 /ℏ) + 𝒱(𝑟 )]

𝜕𝑟 
 

ℏ�⃗� ̇ = −
𝜕𝒱(𝑟 )

𝜕𝑟 
 

 ℏ�⃗� ̇ = −∇⃗⃗ 𝒱(𝑟 ) (3.4) 

 

onde 𝒱(𝑟 ) é a energia potencial do elétron em um campo eletrostático uniforme. Portanto, na 

equação (3.4), o termo ℏ�⃗� ̇ corresponde a uma força agindo sobre o elétron. Dessa forma, para 

um campo elétrico ℱ⃗ : 

 

ℏ�⃗� ̇ = (−𝑒)ℱ⃗  

 �⃗� (𝑡) =
(−𝑒)ℱ⃗ 

ℏ
𝑡 + �⃗� 0 (3.5) 

 

Sendo o espaço �⃗�  divididos em zonas de Brillouin, em uma rede cristalina, a energia 

passa a apresentar uma dependência do vetor de onda (𝜖𝑛(�⃗� )). A figura 3.1 esquematiza a 

dinâmica de um elétron em uma banda sob influência de um campo elétrico externo. No esque- 
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Figura 3.1: Dinâmica de um elétron em uma banda. 

 

Fonte: Autor (2018). 

 

ma mostrado, podemos ver que em uma zona completa, a energia 𝜖𝑛(�⃗� ) oscila entre 𝜖(𝐵′), 

𝜖(𝐴) = 0 e 𝜖(𝐵). Além disso, a velocidade também muda de sinal periodicamente. 

 Agora, supondo que o vetor de onda �⃗�  esteja inicialmente em 𝐵′: 

 

 �⃗� (0) = �⃗� 0 = −
𝜋

𝑎
 (3.6) 

  

Sendo o 𝑡𝑜 o tempo para realizar uma oscilação, ou seja, o tempo para �⃗�  chegar em 𝐵, então 

da equação (3.5) temos: 

 

�⃗� (𝑡𝑜) − �⃗� 0 =
(−𝑒)ℱ⃗ 

ℏ
𝑡𝑜 

2𝜋

𝑎
=
(−𝑒)ℱ

ℏ
𝑡𝑜 

 
2𝜋

𝑡𝑜
=
(−𝑒)ℱ𝑎

ℏ
 (3.7) 

 

Logo, a frequência de oscilação é definida como: 

 

𝜔𝑜 =
2𝜋

𝑡𝑜
 

 𝜔𝑜 =
(−𝑒)ℱ𝑎

ℏ
 (3.8) 
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onde 𝐸 é a intensidade do campo elétrico externo, −𝑒 é a carga elementar do elétron e 𝑎 é o 

espaçamento da rede. Tomando ℏ = 𝑎 = −𝑒 = 1, por simplicidade, então a frequência das 

oscilações de Bloch 𝜔𝐵 é: 

 

 𝜔𝐵 = ℱ (3.9) 

 

Dessa forma, temos que as oscilações de Bloch são da ordem do campo elétrico externo. 

 Para obter a largura das oscilações consideramos a equação (3.3):  

 

𝑣 =
𝑑𝑟 

𝑑𝑡
=
1

ℏ

𝜕𝜖(�⃗� )

𝜕�⃗� 
 

𝑟 (𝑡𝑜) − 𝑟 0 =
1

ℏ

𝛿𝜖(�⃗� )

𝛿�⃗� 
𝑡𝑜 

 𝛿𝑟 =
1

ℏ

𝛿𝜖(�⃗� )

𝛿�⃗� 
𝑡𝑜 (3.10) 

 

Como 𝛿�⃗� = 2𝜋/𝑎, e usando a equação (3.7), obtemos: 

 

𝛿𝑟 =  
1

ℏ

𝑎𝛿𝜖(�⃗� )

2𝜋

2𝜋ℏ

(−𝑒)ℱ𝑎
 

 𝛿𝑟 =
𝛿𝜖(�⃗� )

(−𝑒)ℱ
 (3.11) 

 

 Vemos assim que a amplitude das oscilações de Bloch é inversamente proporcional ao 

campo elétrico aplicado. Para entendermos um pouco melhor, consideramos aqui o caso de um 

elétron (sistemas de elétrons não interagentes) em uma cadeia cristalina com 200 sítios. Este 

sistema é descrito pelo Hamiltoniano: 

 

 ℋ = 𝐽∑(𝑐𝑙
†𝑐𝑙+1 + 𝑐𝑙

†𝑐𝑙−1)

𝑙

+ 𝑒ℱ𝑎∑𝑙𝑐𝑙
†𝑐𝑙

𝑙

 (3.12) 

 

onde 𝐽 é o termo de hopping, ℱ é o campo elétrico, 𝑒 é a carga do elétron e 𝑎 é o espaçamento 

de rede. Aqui tomamos 𝐽 = 𝑒 = 𝑎 = 1 e consideramos duas situações: uma em que o campo é  



54 

 

Figura 3.2: Centroide do pacote de onda de 1 elétron em uma rede cristalina. Podemos observar um 

comportamento oscilatório do elétron em (a e b) para diferentes intensidades de campo. As larguras e 

as frequências de oscilação (c e d) são condizentes com a previsão semi-clássica. 

 

Fonte: Autor (2018). 

 

0.5 e outra em que o campo é 0.75. Nossa condição inicial é um pacote de onda tipo gaussiano, 

posicionado no centro da cadeia. Através da equação de Schrödinger dependente do tempo, ao 

computarmos o centroide (figuras 3.2a e 3.2b) vemos claramente que os pacotes apresentam 

um comportamento oscilatório, restritos a uma pequena faixa da cadeia cuja largura é 

compatível com a expressão 3.11. Além disso, ao observarmos a transformada de Fourier destes 

centroides (ver figura 3.2c e 3.2d), os resultados corroboram a previsão semi-clássica descrita 

nas expressões 3.8 e 3.9. 

Direcionando as atenções para sistemas de elétrons interagentes, estudos recentes 

[35,39,40] mostraram que a presença de interação entre os elétrons promove o surgimento de 

um fenômeno conhecido como dobramento de frequência das oscilações de Bloch. Em um 

trabalho publicado em 2007, Dias e colaboradores [35] mostraram um padrão oscilatório no 

movimento dos elétrons quando um campo elétrico externo é aplicado paralelamente à rede, 

onde a presença de interação local entre os elétrons promoveu uma diminuição da amplitude 

dessas oscilações. Os autores também analisaram os espectros de frequência, obtidos através da 

transformada de Fourier da evolução temporal dos centroides. Foi verificado que para 𝑈 = 0 

os elétrons oscilam com frequência 𝜔 = ℱ (frequência de Bloch), concordando com os 

argumentos semi-clássicos apresentados anteriormente. Contudo, para 𝑈 = 4, surge um modo 

de oscilação dominante, de frequência 𝜔 = 2ℱ, e outro pequeno, com frequência em torno de  
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Figura 3.3: (a) Esquema do arranjo fotônico para observações das oscilações de Bloch. (b) Estrutura 

das bandas na rede. 

 

Fonte: LONGHI, S. (2011) [41]. 
 

𝜔 = ℱ. O primeiro resulta do movimento coerente entre os dois elétrons, enquanto que o outro 

pico menor é proveniente dos estados não-ligados, correspondente às oscilações não coerentes. 

Isso se deve ao fato de que os estados ligados promovem uma competição entre o movimento 

coerente e a repulsão entre os elétrons. Para 𝑈 = 4, os elétrons oscilam coerentemente como se 

fossem uma única partícula de carga −2𝑒, resultando no dobramento da frequência de oscilação 

[35]. 

A sub-banda de estados ligados tem como característica o deslocamento em energia e a 

redução da sua largura à medida que 𝑈 cresce. Estas características dão origem a uma 

competição entre estados ligados e não ligados, de modo a surgir um regime em que a dinâmica 

coerente dos elétrons é favorecida (em torno de 𝑈 = 4). Para 𝑈 = 10 a largura da sub-banda 

de estados diminui, fazendo com que os estados não ligados predominem, resultando em uma 

reamplificação da frequência menor (ω = ℱ). 

 Do ponto de vista experimental, o fenômeno do dobramento de frequência das 

oscilações de Bloch tem sido observado em arranjos fotônicos [40,41] e redes ópticas [39]. Um 

arranjo fotônico proposto por Longhi [41] em 2011, baseado na emissão de luz diagonal em 

uma guia de onda quadrada, simula o movimento de dois elétrons interagentes em uma rede 

unidimensional. Neste arranjo, a amplitude de hopping define o acoplamento das guias 

adjacentes e a interação entre os elétrons define os modos de propagação do feixe luminoso 

como esquematizado na figura 3.3. Baseado nessa proposta, Corrielli e colaboradores [40] 

realizaram experimentos onde foi possível observar as oscilações de Bloch. 

O desenvolvimento de outros sistemas artificiais também possibilitou a observação do 

dobramento de frequência das oscilações de Bloch. Em 2015 foi reportado observações 

experimentais deste fenômeno em redes ópticas [39]. Os autores construíram um análogo óptico 
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para o Hamiltoniano de Bose-Hubbard, onde átomos ultrafrios de 𝑅𝑏87  fazem caminhada 

quântica confinados em uma rede unidimensional. 

 

3.2 Modelo 

 

Diante da fenomenologia apresentada, estudamos também a dinâmica de dois elétrons 

interagentes em redes cristalinas, sujeitas a um campo elétrico externo e constante, alinhado 

paralelamente à rede. Para isso, primeiro acrescentamos um termo referente ao campo ao 

Hamiltoniano de nosso sistema, reescrevendo a equação (2.1) como: 

 

 ℋ = 𝐽∑∑𝑐𝑙,𝜎
† 𝑐𝑚,𝜎

𝜎⟨𝑙𝑚⟩

+ 𝑈∑�̂�𝑙,1�̂�𝑙,2
𝑙

+ 𝑉∑ �̂�𝑙,1�̂�𝑚,2
⟨𝑙𝑚⟩

+∑∑(𝜖𝑙 + 𝑒ℱ𝑙)�̂�𝑙,𝜎
𝜎𝑙,𝑚

 (3.13) 

 

onde 𝑐𝑙,𝜎
†

 e 𝑐𝑙,𝜎 são os operadores de criação e aniquilação para uma partícula com spin 𝜎 = ±
1

2
 

e sítio 𝑙, com �̂�𝑙,𝜎 = 𝑐𝑙,𝜎
† 𝑐𝑙,𝜎, ⟨𝑙𝑚⟩ denota o primeiro vizinho, 𝐽 é o termo cinético, 𝑈 é a interação 

local, 𝑉 é a interação de primeiros vizinhos, 𝜖𝑙 é a energia de interação elétron/íon no sítio 𝑙, 𝑒 

é a carga do elétron, ℱ é o campo elétrico externo e l é o sítio. Dessa forma, usando as mesmas 

considerações mostradas no capítulo 2, a equação de Schrödinger dependente do tempo se 

torna: 

 

 
𝑖
𝑑

𝑑𝑡
𝑓𝑙,𝑚(𝑡) = 𝑓𝑙+1,𝑚(𝑡) + 𝑓𝑙,𝑚+1(𝑡) + 𝑓𝑙−1,𝑚(𝑡) + 𝑓𝑙,𝑚−1(𝑡)

+ [ℱ(𝑙 + 𝑚) + 𝑈𝛿𝑙,𝑚 + 𝑉(𝛿𝑙+1,𝑚 + 𝛿𝑙−1,𝑚)]𝑓𝑙,𝑚(𝑡) (3.14) 

 

onde foram usadas as aproximações 𝐽 = ℏ = 𝑒 = 1 e, considerando a rede puramente cristalina, 

𝜖𝑙 = 𝜖𝑚 = 0. Assim, obtemos os estados eletrônicos empregando um método numérico 

baseado na expansão de Taylor do operador de evolução temporal, como na seção 2.2.3. 

 

3.3 Resultados 

 

Como visto anteriormente, na presença de interação local, os estados ligados promovem 

uma dinâmica coerente das partículas, resultando em modos de oscilações em que se observa 

um dobramento da frequência das oscilações de Bloch. Isso nos motivou a investigar o papel  
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Figura 3.4: Centroide de 1 elétron na presença de campo externo (ℱ = 0.5), inicialmente no centro da 

rede (𝑖0 = 75), para 𝑈 = 4, 𝑈 = 12 e 𝑈 = 20, com 𝑉 = 0 (figuras a, b e c) e 𝑉 ≠ 0 (figuras d, e e f). 

 

Fonte: Autor (2018). 

 

da interação de primeiros vizinhos no movimento dos elétrons, ao aplicar um campo elétrico 

externo sobre uma rede cristalina. 

Assim, a partir da equação 3.13 aplicamos os mesmos métodos numéricos apresentados 

anteriormente, na seção 2.2.3. Calculamos as amplitudes de probabilidade da função de onda 

após cada incremento de tempo, onde foi utilizado um algoritmo computacional baseado na 

expansão de Taylor do operador de evolução temporal, como nas referências [45,55]. Com esta 

implementação numérica investigamos o padrão de oscilação do centroide do pacote de onda, 

definido pela posição média do elétron: 

 

 �̅�𝑖(𝑡) =∑𝑥𝑖|𝑓𝑙,𝑚(𝑡)|
2

𝑙,𝑚

 (3.15) 

 

com 𝑖 = 1,2. Para isso, consideramos uma cadeia com 𝑁 = 150 sítios, os elétrons inicialmente 

ocupando o mesmo sítio no centro da rede (𝑙0 = 𝑚0 = 75), campo externo ℱ = 0.5, 𝑈 = 4, 

12 e 20, com 𝑉 = 0 e 𝑉 = 𝑈/3. Como visto anteriormente, a presença de interação local 

promove o dobramento de frequência das oscilações de Bloch. Dessa forma, nosso objetivo 

central é investigar o papel da interação de primeiros vizinhos nesse fenômeno. Na figura 3.4  



58 

 

Figura 3.5: Espectros de frequência para as oscilações do pacote de onda de dois elétrons na presença 

de campo externo (ℱ = 0.5), inicialmente no centro da rede (𝑖0 = 75), para 𝑈 = 4, 𝑈 = 12 e 𝑈 = 20, 

com 𝑉 = 0 (figuras a, b e c) e 𝑉 ≠ 0 (figuras d, e e f). 

 

Fonte: Autor (2018).  

 

acompanhamos a evolução temporal do centroide, com os elétrons inicialmente ocupando o 

mesmo sítio no centro da rede. 

Para o caso 𝑈 = 4, ao comparar as figuras 3.4a e 3.4d podemos observar um leve 

aumento na amplitude de oscilação no caso em que 𝑉 ≠ 0. Contudo, para 𝑈 = 12 e 𝑈 = 20, a 

presença de interação não-local promove uma diminuição nas amplitudes de oscilação. Esse 

comportamento está relacionado as sub-bandas de estados ligados associadas à interação de 

primeiros vizinhos: para uma interação mais forte, o pacote ainda está sob influência dos 

estados ligados, predominando o movimento coerente entre os elétrons. Além disso, neste 

momento, além da banda de estados ligados do tipo on-site (que foi alargado devido a interação 

não-local), há também a sub-banda de estados não-ligados de primeiros vizinhos. Com dois 

tipos de estados ligados e estados não ligados, fenômenos competitivos resultam num padrão 

oscilatório não tão regular. 

Também analisamos as frequências de oscilação. A figura 3.5 mostra os respectivos 

espectros de frequência para as oscilações apresentadas na figura 3.4. Para 𝑈 = 4, observamos 

o surgimento de modos de baixa frequência, não coincidentes com o modo de frequência 

independente (próximo de 0.5), no caso em que 𝑉 ≠ 0. Este comportamento está relacionado  
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Figura 3.6: Probabilidade de dupla ocupação. A interação é responsável por oscilações coerentes 

quando os elétrons ocupam o mesmo sítio. 

 

Fonte: Autor (2018). 

 

com a emergência de estados ligados de primeiros vizinhos, que estão, nesta configuração, 

degenerados com os estados não-ligados da banda principal. Esse fenômeno competitivo 

promove oscilações não coerentes, induzindo o espectro observado. Para 𝑈 = 12 estes 

fenômenos competitivos ainda existem, apesar da sub-banda de estados ligados já estar quase 

totalmente desacoplada da banda principal (formada por estados não-ligados). Porém, um 

importante resultado aqui é a manutenção do dobramento de frequência das oscilações de Bloch 

de forma predominante. Isso reforça a ideia de fenômeno de dobramento de frequências ser 

oriundo de oscilações coerentes, que agora estariam relacionadas à interação de primeiros 

vizinhos. À medida que consideramos um valor de interação ainda mais alto, temos as duas 

sub-bandas de estados ligados desacopladas da banda principal. Assim, as competições entre 

estados ligados e não-ligados são reduzidas, resultando num espectro de baixa frequência 

condizente com o de oscilações não coerentes (elétrons independentes). Além disso, observa-

se ainda a permanência da frequência dobrada como frequência predominante, fortalecendo a 

ideia de que há um regime de oscilações coerentes ocupando predominantemente o mesmo 

sítio, bem como regime de oscilações coerentes ocupando predominantemente sítios vizinhos. 

Com o intuito de verificar tais suposições, apresentamos a análise das probabilidades de 

dupla ocupação (𝐷𝑂𝑃̅̅ ̅̅ ̅̅ (𝑡)), de ocupação de primeiros vizinhos (𝑁𝑂𝑃̅̅ ̅̅ ̅̅ (𝑡)) e de ocupação de 

segundos vizinhos (𝑁𝑁𝑂𝑃̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ (𝑡)). A seguir serão discutidos os resultados obtidos para estas me- 



60 

 

Figura 3.7: Probabilidades de ocupação de primeiros vizinhos. Devido às oscilações coerentes 

provenientes da interação não-local quando os elétrons ocupam sítios vizinhos, a probabilidade de 

ocupação de primeiros vizinhos permanece finita para interação forte. 

 

Fonte: Autor (2018). 

 

didas a partir da evolução temporal de um pacote de onda de dois elétrons, com 𝑑0 = 0, em 

uma rede puramente cristalina com 250 sítios, com os elétrons inicialmente ocupando o mesmo 

sítio no centro da rede (𝑙0 = 𝑚0 = 125) e campo externo ℱ = 0.5. Além disso, ignoramos o 

período de tempo inicial, aproveitando as medidas após um transiente inicial, e tomamos a 

média temporal após um longo tempo. 

 Ao verificarmos a probabilidade de dupla ocupação (figura 3.6), observamos o mesmo  

comportamento não monotônico encontrado no caso em que não há campo elétrico externo 

(figura 2.5). Como visto anteriormente, esse comportamento é proveniente da competição entre 

estados ligados e não-ligados contidos no sistema. Além disso, para 𝑈 = 0 a probabilidade é 

maior que no caso sem campo. Isso se explica pelo fato de que na presença de um campo externo 

os elétrons oscilam em torno de sua posição inicial. Assim, para 𝑈 = 0 pode ocorrer uma 

“superposição” dos pacotes de onda dos dois elétrons, induzindo esse comportamento. 

Também analisamos a probabilidade de ocupação de primeiros vizinhos (figura 3.7), 

onde observamos um comportamento semelhante ao caso sem campo externo (ver figura 2.6). 

Novamente podemos observar que a separação da nova sub-banda, associada a 𝑉, da banda 

principal favorece a ocupação de estados de primeiros vizinhos, resultando no aumento da 

probabilidade. Para 𝑉 ≠ 0 a probabilidade de ocupação de primeiros vizinhos, após um longo  
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Figura 3.8: Probabilidades de ocupação de segundos vizinhos. Mesmo sob ação de um campo elétrico, 

a interação forte favorece a ocupação de sítios vizinhos, resultando na diminuição da 𝑁𝑁𝑂𝑃̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ (𝑡). 

 

Fonte: Autor (2018). 

 

tempo, permanece com valor finito, indicando a predominância de oscilações coerentes 

enquanto as partículas ocupam sítios vizinhos. Dessa forma, o sistema continua a ser governado 

por estados ligados, resultando na manutenção do dobramento de frequência das oscilações de 

Bloch, corroborando os resultados mostrados anteriormente (ver figura 3.5). 

Em seguida analisamos probabilidade de ocupação de segundos vizinhos (figura 3.8). 

No caso em que 𝑉 ≠ 0 observamos um comportamento relacionado às sub-bandas. Após uma 

diminuição da probabilidade de ocupação de segundos vizinhos, observamos a formação de um 

“pico” em torno de 𝑈 = 10 (quando a segunda sub-banda está desacoplando da banda 

principal). A probabilidade agora diminui para 𝑈 forte, sinalizando uma predominância de um 

movimento coerente dos dois elétrons, mas apenas em sítios vizinhos. 
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4 CONCLUSÕES E PERSPECTIVAS 

 

Neste trabalho de Doutorado estudamos a natureza dos auto-estados de dois elétrons em 

uma cadeia puramente cristalina. Inicialmente consideramos um Hamiltoniano de dois elétrons 

distinguíveis por spin, apenas, e itinerantes em uma cadeia cristalina unidimensional. Os 

elétrons interagem com os íons da rede e entre si, de modo que a interação elétron-elétron ocorre 

quando eles ocupam o mesmo sítio ou quando ocupam sítios vizinhos. Para conduzir nosso 

trabalho, apresentamos inicialmente uma revisão sobre modelos de condução eletrônica, onde 

abordamos as ferramentas teóricas necessárias ao nosso estudo. Em seguida, descrevemos o 

formalismo físico-matemático empregado em nosso estudo, de onde obtivemos as equações de 

Schrödinger dependente e independente do tempo. Os principais resultados deste trabalho 

foram publicados em 2016 [45]. 

Através de um método numérico de diagonalização direta, utilizando rotinas LAPACK 

[53], encontramos os autovalores de energia para uma cadeia puramente cristalina de 𝑁 = 200 

sítios. Visando investigar a influência da interação eletrônica sobre os auto-estados, calculamos 

a densidade de estados normalizada. Verificamos que na presença de interação local uma sub-

banda de estados é formada, inicialmente se destacando da banda de estados principal para 𝑈 =

4, sendo também observada para 𝑈 = 12. Essas sub-bandas apresentaram largura no intervalo 

𝑈 ≤ 𝐸 ≤ √𝑈2 + 16𝐽2, concordando com a previsão analítica e com as referências encontradas 

na literatura [35,46,47]. A presença de interação não-local promoveu um alargamento dessa 

sub-banda, que passou a apresentar largura 𝑈 ≤ 𝐸 ≤ 𝑉 + √(𝑈 − 𝑉)2 + 16𝐽2 [46,47]. Além 

disso, no caso em que 𝑉 ≠ 0 observamos o surgimento de uma nova sub-banda, com largura 

𝑉 ≤ 𝐸 ≤ 𝑉 +
4𝐽2

𝑉
, que emergiu da banda de estados principais para um valor de interação mais 

forte. Assim, para compreender melhor a natureza dessa nova sub-banda calculamos a distância 

média entre os elétrons e a função de correlação. Verificamos um alto valor de correlação nas 

faixas de energia correspondente às duas sub-bandas, quando comparadas com a banda 

principal, caracterizando-as como sub-bandas de estados ligados e corroborando os resultados 

obtidos para a distância média. 

Seguimos nosso estudo analisando o papel da interação não-local na dinâmica de nosso 

sistema. Desta forma investigamos a dinâmica temporal de um pacote de onda de dois elétrons, 

inicialmente localizados no centro da cadeia. Verificamos que os estados ligados promovem 

um movimento coerente dos elétrons, onde a interação local é responsável por induzir uma 

dinâmica correlacionada em que os elétrons ocupam predominantemente o mesmo sítio, 
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enquanto que a interação de primeiros vizinhos se mostra capaz de induzir um movimento 

coerente onde os elétrons são mantidos em sítios vizinhos [56]. O movimento coerente entre os 

elétrons apresenta um comportamento não monotônico como função da interação local 𝑈. 

Investigamos também a dinâmica do sistema sob ação de um campo elétrico externo. 

Inicialmente foi observado que na presença de campo elétrico uniforme, no caso sem interação, 

as partículas oscilam em torno de suas posições iniciais. Além disso, a interação local promove 

um movimento coerente entre as partículas, resultando no surgimento de modos de oscilação 

com frequência dobrada [35,41,56]. A interação de primeiros vizinhos faz com que a oscilação 

do centroide seja um pouco irregular. Este comportamento está relacionado com a emergência 

de estados ligados de primeiros vizinhos, promovendo também o surgimento de um modo de 

baixas frequências associadas a essas oscilações irregulares. Analisando a probabilidade de 

ocupação de primeiros vizinhos, para 𝑉 ≠ 0, observamos a predominância de oscilações 

coerentes enquanto as partículas ocupam sítios vizinhos. Portanto, o sistema continua a ser 

governado por estados ligados, resultando na manutenção do dobramento de frequência das 

oscilações de Bloch, mesmo para interações mais fortes. 

Motivados pelo fenômeno do enfraquecimento da localização de Anderson, relatado nas 

referências, pretendemos posteriormente investigar o papel das interações local e não-local 

sobre a dinâmica de sistemas desordenados. Também pretendemos abordar um modelo em que 

a interação seja governada por uma lei de potência, onde a força do acoplamento elétron-elétron 

diminui à medida que os elétrons se afastam um do outro. 
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ANEXO 

 

Anexo A: Artigo ‒ O papel da interação local e não-local na dinâmica de duas partículas 

correlacionadas. 
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