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RESUMO

Nesta Tese de Doutorado apresentamos estudos relacionados a influéncia da interacéo
local e de primeiros vizinhos na dinamica de dois elétrons itinerantes em redes unidimensionais.
Mais especificamente, consideramos 0 caso em que a interagdo entre os elétrons ndo € restrita
a dupla ocupacéo dos elétrons em um dado sitio, mas também quando estdo em sitios vizinhos.
Nosso modelo é descrito por meio de uma aproximacao tight-binding, de modo que a interagdo
entre as particulas surge a partir de um efeito de screening. Assim, sempre consideramos a
interacdo de primeiros vizinhos menor que a interacdo local. Nosso estudo é pautado em
analises numéricas e analiticas do modelo. O emprego de técnicas numéricas de diagonalizagédo
nos permite obter a solucdo da equacéo de Schrodinger independente do tempo, onde extraimos
informacdes sobre os estados estacionarios do sistema. Nossos resultados indicam que a
interacdo ndo-local induz o surgimento de uma nova sub-banda de estados ligados, bem como
o0 alargamento da banda de estados ligados oriunda da interacdo tipo on-site. Tais resultados sdo
corroborados através de uma abordagem analitica do modelo. Através da equacdo de
Schrddinger dependente do tempo acompanhamos a dindmica das particulas. Os aspectos
dindmicos mostram que a interagdo on-site € responsavel por uma dindmica correlacionada em
que os elétrons ocupam predominantemente 0 mesmo sitio, enquanto que a interacao nédo-local
induz um movimento coerente enquanto 0s elétrons ocupam predominantemente sitios
vizinhos. Estas caracteristicas foram empregadas na investigacdo do fendBmeno do dobramento
de frequéncias das oscilagcBes de Bloch, observado para elétrons interagentes. Neste caso,
observamos que a interacdo nao-local também pode ser responsavel pelo hopping coerente dos
elétrons, de forma a apresentarem oscila¢Ges de Bloch cuja frequéncia corresponde ao dobro da
frequéncia de Bloch (prevista para elétrons ndo interagentes). Entretanto, em algumas
configuracgdes, fendmenos competitivos entre estados ligados tipo on-site, de primeiros
vizinhos e estados nao ligados, podem induzir ruidos no espectro de frequéncia das oscilagdes.

Palavras-chave: 1. Elétrons correlacionados. 2. Elétron-elétron. 3. Estados ligados. 4.
Transporte eletronico. 5. Interagdo de primeiros vizinhos.



ABSTRACT

In this Doctoral Thesis we present studies related to the influence of local and nearest-
neighbours interactions on the dynamics of two itinerant electrons in one-dimensional lattices.
More specifically, we consider the case in which the interaction between the electrons is not
restricted to the double occupancy of the electrons in a given site, but also when they are in
neighboring sites. Our model is described by means of a tight-binding approach, so that the
interaction between the particles arises from a screening effect. Thus, we always consider the
nearest-neighbours interaction smaller than the on-site interaction. Our study is based on
numerical and analytical studies of the model. The use of numerical techniques of
diagonalization allowed us to obtain the solution of the time-independent Schrodinger equation,
from that we obtain information about the system eigenstates. Our results indicate that the
nonlocal interaction induces the emergence of a new sub band of bound states, as well as the
broadening of the band of bound states originating from the on-site interaction. These results
are corroborated through an analytical approach of the model. By using the time-dependent
Schradinger equation we follow the dynamics of the particles. Dynamic aspects show that on-
site interaction is responsible for correlated dynamics in which electrons occupy predominantly
the same site, whereas non-local interaction induces a coherent motion in which electrons
occupy predominantly neighboring sites. These characteristics were used in the investigation
of the frequency doubling phenomenon of the Bloch oscillations observed for interacting
electrons. In this case, we observed that the nonlocal interaction can also be responsible for
coherent hopping of the electrons, in order to display Bloch oscillations whose frequency
corresponds to doubling Bloch frequency (predicted for non-interacting electrons). However,
for some configurations, competitive phenomena between on-site, nearest-neighbour and
unbound states, can induce noise in the frequency spectrum of the oscillations.

Keywords: 1. Correlated electrons. 2. Electron-electron. 3. Bound states. 4. Electronic
transport. 5. Nearest-neighbour interaction.
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1 INTRODUCAO

A descoberta do elétron por Thomson [1], em 1897, proporcionou o surgimento de
novas ideias a respeito da conducdo elétrica nos metais. Desde entdo as propriedades de
transporte eletrdnico nos metais tém sido de grande relevancia para a Fisica da Matéria
Condensada.

Ainda no final do século XIX a Fisica Quantica nao havia se desenvolvido. Dessa forma,
Paul K. Drude [2,3] e Arnold J.W. Sommerfeld [4,5] propuseram os primeiros modelos que
tentavam explicar o fendbmeno de conducdo, baseados na teoria cinética dos gases. Nesses
modelos os elétrons eram tratados como particulas ndo interagentes entre si, que se moviam
livremente no interior dos solidos, como um gas, colidindo contra os ions macicos [4].
Primeiramente, Drude procurou explicar, entre outras coisas, a conducdo de eletricidade e calor
pelos metais. Para isso, ele aplicou a distribuicdo de Maxwell-Boltzmann para obter a
velocidade média dos elétrons. Posteriormente Sommerfeld realizou 0 mesmo estudo, contudo,
considerando que os elétrons obedecem ao principio de exclusao Pauli. Dessa forma, ele aplicou
a distribuicdo de Fermi-Dirac para obter a velocidade média e, com isso, a condutividade.
Embora os modelos conseguissem explicar alguns fenémenos de condugdo, como a corrente
continua, a corrente alternada e efeito Hall, além de encontrar bons valores para a condutividade
dos metais, esses modelos ndo conseguiam descrever certos aspectos e comportamentos de
materiais isolantes.

Um dos motivos da falha desses modelos é o fato de que eles ndo consideravam a
natureza ondulatdria dos elétrons. Logo, por volta de 1929, empregando formulacdes da recente
Mecanica Quantica, Felix Bloch [6] prop&s um novo modelo de conducgéo para os metais, onde
foi possivel obter informacdes a respeito dos estados eletrdnicos em redes puramente
cristalinas. De acordo com Bloch, os elétrons se movem pela rede como ondas planas, onde 0s
estados eletrénicos se distribuem regularmente por toda a rede, caracterizando o fenémeno de
conducdo dos metais.

Contudo, alguns materiais, sob certas circunstancias, apresentavam um comportamento
isolante, contrariando a previséo feita pelo modelo de Bloch. Como exemplo podemos citar
alguns Oxidos de metais de transi¢do, como o oxido de niquel (NiO) que, embora apresente uma
banda d parcialmente ocupada, apresentava carater isolante. Diante da necessidade de descrever
outro fator que impedia a mobilidade dos elétrons, os primeiros estudos foram direcionados a

existéncia de interacdo entre os elétrons [7]. Alguns anos depois, Nevill F. Mott propds um
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modelo que descreve uma transicdo metal-isolante induzida pela interagdo Coulombiana entre
elétrons da rede [8].

O interesse nas propriedades de transporte na presenca de interacdo entre as particulas
mantém-se ativa [9,10,11,12]. Entre as descri¢cbes, um modelo baseado em apenas duas
particulas interagentes tém sido bastante utilizado [9]. Embora simplificado, tal modelo se
mostra capaz de resgatar aspectos fisicos relevantes contidos em sistemas de muitas particulas
[9,10,11,12]. Tal modelagem foi utilizada no desenvolvimento dos estudos que compdem esta
tese, onde buscamos construir para o entendimento de aspectos fisicos de sistemas de elétrons
interagentes em sistemas de baixa dimensionalidade. Desta forma, organizamos o texto de
maneira que ao longo deste capitulo apresentaremos uma fundamentacdo teérica, apresentando
uma revisao teorica sobre as propriedades de transporte eletrénico em sistemas cristalinos. Em
seguida, no capitulo 2, apresentaremos nossos estudos sobre a influéncia da interacdo ndo-local
entre dois elétrons interagentes em uma rede cristalina unidimensional. Nosso sistema se baseia
em um modelo de Hubbard estendido, onde ha uma interagdo local quando os elétrons ocupam
0 mesmo sitio, de modo que a interacdo ndo-local é resultado de um efeito de screening nédo
perfeito. No capitulo 3 iremos analisar a dindmica de dois elétrons em uma rede cristalina sob
acdo de um campo elétrico externo. No capitulo 4 faremos uma sintese dos resultados, nossas

conclusoes e perspectivas.

1.1 Modelo de Drude

Ap0s a descoberta do elétron, por volta de 1900, Paul Drude [2,3,4] prop6s um modelo
para tentar explicar a conducdo elétrica e térmica dos metais. Para isso, ele descreve 0s metais
como um sélido formado por ions positivos, idénticos e fixos, onde os elétrons sdo particulas
que se comportavam como um gas classico, que se moviam livremente no interior dos metais.
Além disso, nesse modelo, Drude desconsiderou qualquer interacdo entre os elétrons.

A partir dessas consideracBes Drude usou teoria cinética dos gases, aplicando a
distribuicdo de Maxwell-Boltzmann, para estabelecer uma relagdo entre a condutividade dos
metais e sua temperatura. Um importante resultado obtido a partir dessa teoria de conducéo esta
relacionado a lei empirica de Wiedmann-Franz. Essa lei estabelece que a razdo entre a
condutividade térmica k e a condutividade elétrica o, para a maioria dos metais, é linear com a

temperatura. Drude encontrou essa relagdo como sendo:
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2
k_ 5("_3) T (L.1)
o 2\e
Da equacgéo (1.1) foi obtido:
LI 1.11-1078[J%/(K?C?)] (1.2)
oT

O valor encontrado € a metade do valor experimental para alguns metais de acordo com a lei
de Wiedmann-Franz.

Embora simples, o modelo de Drude conseguiu apresentar, para a epoca, uma boa
explicacdo para a condutividade elétrica de corrente continua e corrente alternada, efeito Hall e
condutividade térmica nos metais. Contudo, ele ndo levou em conta detalhes da estrutura dos
materiais e nem o tipo de atomo em sua composicdo. Dessa forma, o0 modelo ndo previa o
comportamento isolante de certos materiais, ndo sendo capaz de explicar, por exemplo, a

discrepancia entre os valores da capacidade térmica de metais e isolantes.
1.2 Modelo de Sommerfeld

O modelo de Drude, embora concordasse razoavelmente com os resultados da lei
empirica de Wiedemann-Franz, ndo conseguiu prever os valores para o calor especifico dos
metais. Com o surgimento da teoria quantica, Arnold J. W. Sommerfeld [4,5] prop6s um novo
modelo de conducdo para os metais. Ele levou em consideracdo que os elétrons sdo particulas
gue obedecem ao principio de exclusdo de Pauli, utilizando a distribuicdo de Fermi-Dirac para
estabelecer um novo valor para a razdo entre a condutividade térmica k e a condutividade

elétrica o
k12 kg
_:“_(_B> T (1.3)
o 3

onde kg € a constante de Boltzmann, e é a carga do elétron e T é a temperatura. Portanto, da

equacéo (1.3) obtemos:
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k _
—=1245-10 8[J2/(K2C?)] (1.4)

Esse resultado obtido € muito mais proximo do valor correto, ao contrario do resultado obtido
por Drude (metade do valor correto).

Apesar da melhora significativa na previsdo tedrica da relacéo entre a condutividade
elétrica e térmica dos metais, 0 modelo de Sommerfeld ainda deixou alguns questionamentos
COmMo “o que determina o nuimero de elétrons de conducao?” € “qual a diferenca entre metais,
semi-metais e isolantes?”. Além disso, esses modelos ndo foram capazes de explicar o
comportamento isolante que certos materiais apresentavam. Um dos principais motivos da falha

desses modelos é o fato de que eles ndo previam a natureza ondulatéria dos elétrons.
1.3 Teoria de Bandas de Energia

A partir do final do século XIX, com as formula¢fes da Mecénica Quéntica, novas
teorias de conducao foram desenvolvidas levando em conta a natureza ondulatdria dos elétrons,
fendmeno até entdo desconhecido. Essas novas teorias se baseiam no conceito de bandas de
energia [5,13,14].

O conceito de bandas de energia leva em conta 0 modelo atbmico quantico, proposto
por Niels Bohr em 1912. Segundo Bohr, os elétrons se movem ao redor do nucleo atbmico em
oOrbitas “quase” circulares. Cada orbita s6 permite elétrons com determinados valores de energia
mecanica total, denominados niveis de energia. A medida que atomos idénticos ficam mais
proximos, comeca a ocorrer uma superposicao dos orbitais atdmicos, fazendo com que o0s niveis
se dividam em faixas de energia mais estreitas, chamadas de subniveis de energia. O conjunto
formado por vérios subniveis forma uma banda de energia. A figura 1.1 esquematiza o

comportamento de dois niveis de energia para um sistema formado por seis atomos idénticos.

Figura 1.1: Niveis de energia em um sistema formado por seis &tomos idénticos.

% Nivel 2

Barjdas permitidas de energia

Nivel 1

Niveis de energia

Distancia entre os atomos

Fonte: Tipler (2006) [13].
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Figura 1.2: Bandas de energia de condutores (a e b), isolantes (c) e semicondutores (d).
condugéao

L Banda de condugéo
Banda proibida S 4

Banda admissivel vazia
- Banda admissivel ocupada
Sobreposicdo de bandas

A Banda de valéncia

(a) (b) (c) (d)

condutor condutor isolante semicondutor

Fonte: Tipler (2006) [13].

As bandas de energia mais baixas sdo ocupadas pelos elétrons ligados ao nucleo atémico. As
bandas mais energéticas, que contém os elétrons que participam da conducao, sdo as bandas de
valéncia. A banda de valéncia pode estar totalmente, ou parcialmente, preenchida com elétrons,
dependendo do tipo de material. As bandas onde existem estados ndo ocupados séo chamadas
de bandas de conducgdo. Além disso, existem valores de energia proibidos aos elétrons,
formando lacunas que separam as bandas. Essas lacunas resultam da interacao entre as fungdes
de onda eletrénica e os ndcleos, sendo chamadas de bandas proibidas de energia, ou energy
gaps.

A estrutura das bandas se apresenta de forma diferente para condutores, semicondutores
e isolantes, como mostrado na figura 1.2. Como pode ser visto em 1.2a, a banda de valéncia do
condutor esta parcialmente preenchida, de modo que os elétrons sdo excitados mais facilmente,
podendo ocupar estados imediatamente superiores. Ja no condutor mostrado em 1.2b as bandas
admissiveis estdo sobrepostas. Nos isolantes, como em 1.2c, a banda de valéncia esta
completamente cheia em T = 0K. Além disso, existe uma lacuna muito grande separando a
banda de valéncia e a banda de conducgdo. Dessa forma, quando um campo elétrico de
intensidade mediana € estabelecido no sélido os elétrons ndo podem ser acelerados, uma vez
gue nao existem estados desocupados nos niveis de energia vizinhos. Contudo, aplicando sobre
o isolante um campo suficientemente forte os elétrons sdo excitados até terem energia maior
que a banda proibida, fazendo com que eles cheguem ao proximo estado disponivel (na banda
de conducao), ocorrendo a ruptura dielétrica. Nos semicondutores, mostrado em 1.2d, a banda
proibida é estreita, sendo possivel excitar elétrons fazendo-os saltarem para a banda de
condugao.

Com uma andlise mais detalhada do modelo do elétron livre sob a agédo de barreiras de

potencial € possivel compreender melhor a diferenca entre condutores e isolantes. Além disso,
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a estrutura dos solidos também contribui com essa diferenga. Com base nisso, novos modelos

foram desenvolvidos levando em conta essas caracteristicas, como veremos a segulir.
1.4 Modelo de Bloch

Os primeiros indicios sobre a regularidade geométrica dos cristais surgiram ainda no
século XVIII. Contudo, este fato sé veio a ser confirmado experimentalmente no inicio do
século XX, através dos experimentos de difracdo de raios-X e de uma teoria elementar de
difracdo de ondas por um sistema periodico [5]. Diante desta proposta, F. Bloch [6] assumiu
que em um so6lido puramente cristalino os elementos da base (ions ou atomos) sdo todos
idénticos e estdo regularmente distribuidos, como mostrado nas figuras 1.3a, 1.3b e 1.3c. A
posicao de cada elemento é chamada de sitio e, em uma rede tridimensional por exemplo, pode

ser representada por:
I_?) = nld)l + nzd)z + Tl36_1)3 (15)

onde n; sdo nGmeros inteiros e d; sdo vetores primitivos da rede, sendo equivalente ao
espacamento entre dois sitios em uma determinada direcdo. A figura 1.3d mostra o vetor R em
uma rede bidimensional. Uma repetigdo “infinita” desse padrdo é chamada de rede de Bravais
[14].

Como os ions séo todos iguais, tendo em mente um elétron condutor neste meio, entdo
a energia potencial da interacdo entre o elétron e o ion em qualquer sitio tem sempre 0 mesmo

valor. Portanto, a energia potencial obedece a expressao de periodicidade:

Figura 1.3: Exemplos de redes cristalinas (a) unidimensional, (b) bidimensional e (¢) tridimensional (d)
Representacédo do vetor R em uma rede bidimensional.

(@) (b) © . . (d)

Fonte: Autor (2018).
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V() = V(7 +R) (1.6)

onde 7 é um vetor qualquer da rede.

Baseado nessa fenomenologia, Bloch desenvolveu um modelo onde é possivel obter os
estados eletrdnicos em redes puramente cristalinas. No modelo de Bloch o Hamiltoniano é
descrito por um termo cinético, relativo ao movimento dos elétrons na rede, e um termo de

potencial, relacionado a interacdo elétron-ion nos sitios. Logo, o Hamiltoniano é escrito como:

2

h
H=——V2+V®H) (1.7)
2m

onde V(7*) obedece a periodicidade apresentada na equacdo (1.6). Dessa forma, a equacéo de

Schrodinger independente do tempo é:

hZ
— o Vi) + VO () = Ee(7) (1.8)

onde o indice k esta relacionado ao vetor de onda k.

Assim, as solucdes obtidas para v, (7°) e lpk(f’ + ﬁ) obedecem a seguinte relacdo:

|'~|Jk(?+§)|2 = [P (MI? (1.9)

Consequentemente, , (7) e wk(F + ﬁ) tém o mesmo autovalor de energia E, diferentes entre
si apenas por um fator de fase A. Dessa forma, para uma rede formada por N ions,

(7 + NR) = 2, (). Normalizando o fator de fase (]1|? = 1), obtemos:

1212 =1
Zninr)

o (1.10)

A=exp(

onde n € um namero inteiro entre 0 e N — 1. Entéo, a fun¢do de onda é expressa como:

2minr
NR

V@) = exp (o) u@
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W () = exp(ik - 7) up 1 (7) (1.11)

sendo n o indice de banda relacionado a uma das solu¢des para a equacdo de Schrodinger. A

partir da equacdo (1.11), Bloch propde em seu teorema que “as autofunc¢des da equacao de onda
eletrénica para um potencial periddico sdo o produto de uma onda plana exp(iﬁ . ?) vezes uma

funcdo u, (7), que apresenta a mesma periodicidade da rede cristalina” [5,14].

O modelo de Bloch consegue prever com sucesso a auséncia de resisténcia elétrica em
materiais puramente cristalinos. Dessa forma, esse modelo vem sendo amplamente utilizado na
descricdo de fend6menos eletrénicos em cristais. Dentre suas aplica¢des temos, por exemplo, o
estudo de fendmenos ondulatérios em meios periddicos, como cristais foténicos [15,16] e
fonons [17].

Entretanto, Bloch desconsiderou a interacdo entre os elétrons da rede. Além disso, ele
ndo previa de que forma a presenca de impurezas no sélido poderia influenciar na conducéo.
Assim, o modelo ndo foi capaz de explicar o comportamento isolante que certos materiais
apresentavam. De fato, levando em conta o grande nimero de elétrons em um sélido, a presenca
de desordem e a interagdo entre os elétrons podem influenciar consideravelmente as fungdes de
onda eletronicas. Isso levou ao desenvolvimento de novos modelos para uma melhor

compreensdo do fendmeno de conducdo, como seré apresentado a seguir.
1.5 Modelo de Anderson

Até o final da década de 1950 o Modelo de Bloch foi uma importante ferramenta no
estudo dos sélidos cristalinos. Porém, esse modelo ndo contemplava a existéncia de desordem
na estrutura da rede. Tendo em mente esta caracteristica, em 1958 Philip W. Anderson [18]
apresentou um modelo que descreve os estados eletrénicos localizados, permitindo o estudo das
fungdes de onda eletronicas em sistemas desordenados.

Para um melhor entendimento do modelo de Anderson, podemos pensar em como a
estrutura dos sélidos desordenados afetam a conducéo elétrica. Como sabemos, a maioria dos
solidos encontrados na natureza, mesmo os fabricados em laboratorios, ndo sao perfeitamente
cristalinos. Suas estruturas apresentam algum tipo de impureza, como elementos distintos da
base ou irregularidades espaciais, como mostrado na figura 1.4. Nas estruturas desordenadas as
barreiras de potencial estdo relacionadas ao tipo de desordem, causando alteracGes nas reflexdes

sofridas pela onda eletrénica entre as barreiras. Devido a isso, ocorrem interferéncias constru-
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Figura 1.4: Exemplos de redes desordenadas. Em (a) sdo encontrados ions estranhos ou espagos vazios.
Em _(_b)__a_ _r_eg_e jcl_pr_(_e__s_e_nt_a_i_r_r_e_gula_rild_adgs es;_)agi_a_i_s_._ En.1 _(E)é mogtr_ada uma combina(;.éo de (a) e (b).
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Fonte: Autor (2018).

tivas e destrutivas, resultando em uma incoeréncia de fase, formando um padrdo especifico da
funcdo de onda em uma regido finita da rede. Esse fenémeno é conhecido como localizacéo da
funcdo de onda. Nesse caso, os estados eletronicos estdo localizados e, dessa forma, o sélido
apresenta um comportamento isolante.

A medida que a desordem aumenta, a funcdo de onda passa a ser exponencialmente
localizada, resultando no padrdo mostrado na figura 1.5a. No trabalho de Lee e Ramakrishnan
[19] é mostrado que a probabilidade de encontrar o elétron decai exponencialmente com a
distdncia, conforme a expressdo (1.12) que mostra o caso unidimensional, onde € é o

comprimento de localizacao e x € a posicdo do elétron:
X
P(x) < exp (— E) (1.12)

Baseado nessa fenomenologia, Anderson propds seu modelo onde ele descreve o Hamiltoniano
do sistema em termos da energia cinética do elétron e da energia potencial no sitio. Portanto,

no formalismo de segunda quantizacdo, esse Hamiltoniano é expresso como:

H = Z € cic + Z tijcl ¢ (1.13)
i

i#j

onde ¢; € a energia potencial no sitio i e t;; € a energia cinética de um elétron quando ele salta

do sitio i para o sitio j, chamado de amplitude de hopping. Os coeficientes c;f e ¢; Sao 0s
operadores de criacdo e de aniquilacdo, respectivamente, de um elétron no sitio i. Além disso,

no modelo de Anderson as energias ¢€; sdo distribuidas aleatoriamente pela rede, devido a
~ - w w .
presenca de desordem. Esses valores estdo dentro do intervalo [—?,;], sendo W conhecido

como largura de desordem.
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Figura 1.5: Representacdo gréafica de (a) Funcéo de onda localizada e (b) funcdo de onda estendida.

@ (o)

Fonte: P.A. Lee (1985) [19].

Anderson propde que para um alto grau de desordem as ondas eletronicas perdem a
coeréncia de fase, resultando na localizagcdo da funcdo de onda. Esse fenémeno é conhecido
como localiza¢do de Anderson e o material é conhecido como isolante de Anderson. Contudo,
quando um sdlido apresenta uma baixa desordem, os potenciais dos ions ndo interferem
substancialmente nas fungdes de onda eletronicas. Nesse caso, a funcdo de onda ainda perderia
a coeréncia de fase, mas se manteria estendida por toda a rede, apresentando um padrédo
semelhante ao mostrado na figura 1.5b. Dessa forma, temos que os estados eletrénicos sdo
estendidos e, com isso, 0s elétrons podem ser encontrados em qualquer regido do sélido.

A partir desse modelo, Anderson abriu portas para novos estudos sobre a conducao
elétrica dos metais, com o qual foi possivel descrever a dindmica eletrénica em sistemas
desordenados. Posteriormente foi verificado que para baixo grau de desordem a funcdo de onda
passa a ser estendida. 1sso sugere que para um grau de desordem intermediério a funcdo de onda
pode passar de estendida para localizada. Esse fendbmeno € conhecido como transi¢ao

metal/isolante induzida por desordem ou transicao de Anderson.
1.6 Teoria de Escala da Localiza¢cdo de Anderson

A partir da publicacdo de Anderson, um estudo realizado em 1974 por David J. Thouless
[20] propbs um pardmetro capaz de controlar a transicdo do estado estendido para o estado
localizadoem T = 0. Posteriormente, em 1979, Abrahams e colaboradores [21] descrevem esse
parametro como sendo uma condutancia generalizada g, onde é mostrada uma dependéncia da
transicdo de Anderson com a dimensdo da rede. Para isso, Abrahams e colaboradores
reformularam o modelo de Anderson, descrevendo um sélido de d dimens6es como um arranjo
de varias caixas, com volume L% contendo varios sitios, ao invés de sitios distribuidos na rede.

A condutancia generalizada é definida como:
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~— (1.14)

onde AE representa o espagamento médio entre os niveis e E € o deslocamento causado por
mudancas nas condicdes de contorno, correspondendo as energias W e t, respectivamente, do
modelo de Anderson.

Pelo principio de incerteza, se estabelece que:

h
SE = — (1.15)
tp

sendo t, 0 tempo necessario para um pacote de onda eletrénica difundir até os contornos da

caixa de lado L. Se o elétron realiza movimento Browniano dentro da caixa, entdo:
LZ
L)

onde D é a constante de difusdo. A partir da relacdo de Einstein entre condutividade e

propriedades de difusédo, temos:
o = e?Dn(E) (1.17)

onde ¢ é a condutividade e n(E) é a densidade média de estados. Logo, combinando a equacao

(1.17) com as equac0es (1.15) e (1.16) obtemos:

oh
OE =

= ] (1.18)

Escrevendo a densidade média de estados como funcdo do espacamento medio entre 0s niveis,

temos:

n(E) = (1.19)
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Na teoria de escala, a condutancia mede a forca da desordem, de forma analoga a W /B
no modelo de Anderson (sendo W a largura de desordem e B a largura da banda—se W > B 0
solido é fortemente desordenado, se comportando como um isolante; se W < B 0 sélido € um
condutor). Com isso, estados estendidos sdo sensiveis a mudanca na condi¢do de contorno
(6E > AE), enquanto que estados localizados ndo sdo sensiveis a mesma mudanca (6E < AE).
Substituindo as equagdes (1.18) e (1.19) na equagéo (1.14), obtemos 0 comportamento de escala

Considerando g, como a conduténcia generalizada para um sistema composto por caixas

acopladas, de volume L%, temos:

SE(Lo)
AE(Lo)

9o =9g(Lo) = (1.21)

Assim, podemos obter a conduténcia para uma escala maior, L = Lyb, onde b é o fator de
escala. Se b for tratado como uma transformagdo continua, o comportamento de escala de g

pode ser determinado por uma fungéo g:

ding(L)

1.22
dinL ( )

B(g) =

A figura 1.6 mostra o comportamento da funcdo de escala S(g) para os casosemque d = 1, 2
e 3.

O comportamento qualitativo da fungdo S(g) é obtido a partir do comportamento
assintotico de g, tomando os limites g — 0 e g — . Dessa forma, das equages (1.20) e (1.22),

temos:

lim B(g) =d -2 (1.23)

limf(g) =Ing (1.24)
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Figura 1.6: Comportamento qualitativo da fungéo de escala g(g) para d=1, 2 e 3 na teoria de escala.
d'ng

B “dinL

Fonte: Abrahams et al (1979) [21].

Portanto, com base no comportamento de S (g) (ver equacdo (1.22)) mostrado na figura
1.6, podemos concluir que:

e [ > 0: g cresce com 0 aumento de L, caracterizando um comportamento metélico.

e [ <0: g diminui com o aumento de L, caracterizando um comportamento isolante.
Podemos observar que para g muito pequeno, S(g) se aproxima de —oo. Segundo a
teoria de Anderson, isso demonstra que ha um fraco acoplamento entre as caixas e uma
desordem forte, de modo que os estados eletrénicos sdo localizados e decaem

exponencialmente com a distancia.

Além disso, existe um ponto critico no diagrama de fluxo, g., chamado de ponto fixo instavel,
quando S = 0. Observando a figura 1.6, vemos que hd uma dependéncia da transicdo de
Anderson com a dimensdo: apenas para d = 3 existe a transicdo metal-isolante, tendo um
comportamento metélico, se g > g., ou isolante, se g < g.. Nos casos unidimensional e

bidimensional (respectivamente d = 1 e d = 2) apenas apresentam comportamento isolante.
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1.7 Transicdo de Mott

Apesar do modelo de Bloch descrever a conducgédo elétrica em solidos puramente
cristalinos, ele ndo conseguia explicar o comportamento isolante de certos materiais. Além
disso, embora 0 modelo proposto por Anderson consiga prever o comportamento isolante para
solidos desordenados, ele desconsidera a interagdo entre os elétrons da rede, ndo sendo capaz
de explicar a conducdo elétrica em certos tipos de materiais tipicamente isolantes, como o 6xido
de niquel (NiO) e o 6xido de cobre (Cu,0) por exemplo. Com base nisso, Nevill F. Mott
publicou uma série de trabalhos [7,8,22] que apresenta uma nova teoria, onde a transicao
metal/isolante é induzida por uma interacdo Coulombiana entre os elétrons.

Para analisar esse tipo de transi¢do, vamos considerar uma rede de N atomos contendo
um elétron para cada orbital atbmico. No caso cristalino estes N elétrons irdo originar uma
banda de estados de largura B, conhecida como banda de Bloch (que vai de —B/2 a B/2).
Logo, segundo a teoria de Bloch, na fase metalica a energia média de um elétron de valéncia
sera —B /4. Além disso, como o sistema € metélico, os elétrons tém grande mobilidade
eletrénica e podem ocupar qualquer orbital da rede, possibilitando a ocorréncia de dupla
ocupacdo. Existindo dois elétrons de spins opostos no mesmo orbital, observa-se uma repulsédo
Coulombiana U entre eles. Assim, se 0 custo energético desta dupla ocupacgédo for grande o
suficiente para inibir a propagacao do elétron (U > B), 0 sistema apresenta um comportamento
isolante; caso contrario, 0 hopping entre os sitios continua a acontecer, resultando em um
comportamento metélico. Devido a esse fenémeno, na fase isolante os sélidos recebem o nome
de isolantes de Mott, sendo neste caso, uma transicdo metal-isolante induzida pela interagéo,
também conhecida como transicdo de Mott. A figura 1.7 ilustra a transicdo de Mott, onde um

material passa de um regime metalico (superfluido) para um regime isolante.

Figura 1.7: Esquema representando a Transi¢éo de Mott.
(a) \ (b)
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Fonte: BULUTA, L. e NORI, F. (2009) [23].
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1.8 Modelo de Hubbard

Na secdo anterior foi mostrado que em sistemas com elétrons interagentes ocorre uma
competicdo entre um termo cinético, referente a movimentacdo dos elétrons, e um termo
potencial, referente & interagdo entre os elétrons. Com base nesses conceitos, John Hubbard
[24] propds um modelo que contempla a interacdo entre os elétrons para descrever a dindmica
eletrénica em metais de transicao ferromagnéticos. Nesse modelo, o Hamiltoniano é constituido
por um termo de energia cinética t e um termo de interacdo Coulombiana, com energia

potencial U, mostrado na equacao 1.25:
H = —tZ(ciTchT + c;rlcjl) + UZ c;rTciTciTlcil (1.25)
Lj i

onde c;rT e ¢;, sdo, respectivamente, o operador de criagdo de um elétron com spin up no sitio i
e 0 operador de aniquilacdo de um elétron com spin down no sitio j. Neste modelo, a largura da
banda de estados é W = 2zt, onde z é o nUmero de primeiros vizinhos. Logo, 0 comportamento
do sistema pode ser determinado pela razdo W /U para W > U os elétrons sdo independentes
e o sistema apresenta um comportamento metalico; para W <« U, a correlagdo eletrdnica se
torna forte e o sistema tera comportamento isolante. Dessa forma, o modelo de Hubbard mostra-
se capaz de recuperar aspectos apresentados pela transi¢cdo de Mott. Em fungédo da simplicidade
matematica e vasto numero de propriedades subjacentes aos parametros basicos contidos no
modelo, 0 modelo de Hubbard tem se mostrado como referéncia para varios outros sistemas
fisicos [25,26].

Sistemas de particulas interagentes seguem despertando grande interesse na comunidade
académica, sendo objeto de estudos tanto no &mbito tedrico como no experimental, onde
citamos estudos sobre propriedades magnéticas em isolantes de Mott [27] e supercondutividade
em altas temperaturas [28], bem como a verificacdo experimental da existéncia da transigdo de

Mott em redes Opticas [23] e arranjos fotdnicos [29].
1.9 Sistemas com Dois Elétrons Interagentes

De maneira geral, abordagens tedricas que incorporam a interacdo entre elétrons em

sistemas de muitos corpos apresentam peculiaridades. Mesmo o modelo de Hubbard, um dos
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Figura 1.8: Extensdo espacial média & versus interacdo de Hubbard U.
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Fonte: DIAS, W.S. e LYRA, M.L. (2014) [30].

modelos mais simples a considerar particulas interagentes em uma rede cristalina, apresenta
algumas dificuldades na obtencdo da sua solucdo. Algumas dessas dificuldades estdo
relacionadas ao carater perturbativo do problema, onde o termo de interagdo néo seria pequeno
o suficiente para ser um parametro na expansao perturbativa. Outras estdo relacionadas ao
esforco computacional, uma vez que o numero de estados possiveis do sistema cresce
exponencialmente com o tamanho do sistema. Solugdes envolvendo método perturbativo para
sistemas de muitos corpos na presenca de interagdo elétron-elétron sdo conhecidas para sistemas
unidimensionais [31,32,33,34].

Dentro deste contexto destacamos um modelo mais simples e que tem mostrado bons
resultados, proposto por Dima L. Shepelyansky [9]. Neste modelo € considerada a existéncia
de apenas duas particulas itinerantes em uma rede 1D, cuja interacdo entre elas € do tipo on-
site, como descrita no modelo de Hubbard apresentado na secdo anterior. Motivado pelo
comportamento observado experimentalmente em anéis mesoscopicos [11,12], seu modelo
conta com os potenciais distribuidos desordenadamente. Em seus estudos, Shepelyansky
mostrou que se a distancia entre as particulas for maior que o comprimento de localizagdo de
uma Unica particula, a influéncia da interacdo sera pequena. Mas, caso a distancia entre as
particulas seja proxima do comprimento de localizacdo de uma Unica particula, as duas
particulas poderdo se mover coerentemente. Neste Gltimo caso, as particulas apresentam uma
localizagdo de Anderson (induzida pela desordem) menor que a localizacdo observada para
sistemas sem interacdo. Assim, embora seja um modelo simples, ele resgata aspectos
fenomenoldgicos de muitas particulas [11,12].

Resultados mais recentes mostram a formacao de estados ligados devido a existéncia da

interacdo local, promovendo 0 movimento coerente dessas particulas como se fossem uma Uni-
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Figura 1.9: Centroide de dois elétrons inicialmente no mesmo sitio (a esquerda) e suas respectivas
transformadas de Fourier (a direita).
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Fonte: DIAS, W.S., et al (2007) [35].

ca particula [30]. Assim, o fenémeno do enfraquecimento da localizacdo de Anderson é descrito
por um comportamento nao monotdnico da localizacdo com relacdo a interacdo entre particulas,
tendo origem na competicdo entre os estados ligados e ndo-ligados das duas particulas. Este
comportamento pode ser observado na figura 1.8, onde é mostrado a extensao espacial média
apos um tempo muito longo versus interacdo em redes com diferentes larguras de desordem. A
extensdo espacial média ap6s um tempo muito longo nos d& uma ideia do quanto a funcdo de
onda eletrénica se estende pela rede. Na figura 1.8a os elétrons estdo alocados inicialmente no
mesmo sitio, enquanto que na figura 1.8b os elétrons estdo alocados inicialmente em sitios
vizinhos. Quando as particulas ocupam inicialmente 0 mesmo sitio, o acoplamento causa um
enfraquecimento da localizacdo. Para as particulas inicialmente afastadas, observamos que ndo
ha um enfraquecimento significativo. Este comportamento ndo monotonico € corroborado por
resultados envolvendo sistemas de muitas particulas, como nas referéncias [36,37,38].

Outro fendmeno induzido pela interacdo entre elétrons é o dobramento da frequéncia
das oscilagcbes de Bloch. Em um estudo realizado em 2007, Dias e colaboradores [35]
descreveram o papel de uma interagdo local, tipo Hubbard, na dindmica de dois elétrons em
uma rede 1D cristalina, sujeita a um campo elétrico externo. Foi mostrado que para um valor
de interacdo (U = 4) os elétrons apresentam um movimento correlacionado, resultando no
dobramento da frequéncia de oscilacdo, como mostrado na figura 1.9. Desta forma, os estados
ligados que surgem em fungdo da interacdo entre as particulas desempenham um papel

relevante sobre 0s auto-estados do sistema.
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Figura 1.10: Oscila¢des de Bloch observadas experimentalmente em redes Opticas () e arranjos
fotbnicos (b).
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Fontes: (a) PREISS, P.M., et al (2015) [39]; (b) CORRIELLI, G., et al (2013) [40].

Este tratamento tedrico despertou também interesse experimental, onde a observacéao
experimental foi reportada em redes Opticas contendo atomos ultrafrios [39] e também em um
arranjo fotdnico equivalente [40]. No primeiro caso, atomos de ®’Rb ultra resfriados foram
dispostos em uma rede Optica periodica, onde parametros como amplitude de hopping e
interacdo entre as particulas sdo controlados através de ajustes na rede optica (ver figura 1.10a).
Através de um arranjo previsto teoricamente por Longhi [41], onde um analogo fot6nico €
proposto para a descricdo do modelo de duas particulas interagentes, o fenédmeno do
dobramento das frequéncias das oscila¢fes de Bloch também foi observado experimentalmente
[40] (ver figura 1.10Db).

Nos modelos supracitados a interagdo entre as particulas se da somente quando elas
ocupam o mesmo sitio. Entretanto, é razoavel pensar que as particulas possam continuar a
interagir enquanto ainda estdo proximas, € ndo necessariamente no mesmo sitio. Neste caso a
interacdo pode ser pensada através de um efeito do screening eletrostatico, passando a ser
menor a medida que as particulas estdo mais afastadas. Para sistemas de muitas particulas
interagentes esta abordagem é apresentada na literatura através do modelo de Hubbard
estendido [42,43,44]. Sob esta descricdo, tem sido reportado que as interagcbes ndo-locais
geralmente diminuem as correlacbes em sistemas half-filled [42,44], sugerindo que estas
interacdes nao-locais sdo parametros relevantes na descricdo da dinamica eletrénica.

Dentro deste cenario, apresentamos como tema central desta tese de doutorado
investigacdes sobre modelos que tratam de duas particulas interagentes em um sistema

cristalino em uma rede linear, onde a interagdo acontece ndo somente quando elas estdo no



28

mesmo sitio, mas também quando ocupam sitios vizinhos. Num primeiro momento estudamos
0 caso de duas particulas dispostas em uma rede cristalina unidimensional, sem influéncia de
qualquer agente externo. Como veremos no capitulo 2, através de uma descri¢do analitica e
método numérico de diagonalizacdo, apresentamos que a interacdo ndo-local é responsavel pelo
aparecimento de uma nova sub-banda de estados ligados. Atraves da resolucéo da equacao de
Schrddinger dependente do tempo, investigamos a evolucao temporal de um pacote de onda de
dois elétrons. Esta analise mostra que, enquanto a interacdo on-site € responsavel por induzir
uma dinadmica correlacionada em que os elétrons ocupam predominantemente o0 mesmo sitio, a
interacdo de primeiros vizinhos mostra-se capaz de induzir um movimento coerente onde 0s
elétrons sdo mantidos predominantemente em sitios vizinhos. No capitulo 3, abordaremos o
papel dessas interacBes em sistemas onde um campo elétrico externo atua paralelamente a rede.
A evolucédo temporal do pacote de onda nos revela que, na auséncia de interacao, o pacote oscila
em torno de sua posicao inicial, desenvolvendo oscilacGes de Bloch. Na presenca de interagéo
local o movimento coerente dos dois elétrons é responsavel pelo dobramento da frequéncia de
oscilacdo. Com o surgimento de uma nova sub-banda de estados ligados devido a interacédo
ndo-local, as oscilacdes permanecem coerentes mesmo quando os elétrons ocupam sitios

vizinhos, resultando na manutengéo do dobramento da frequéncia de oscilacao.
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2 DOIS ELETRONS INTERAGENTES EM UMA REDE UNIDIMENSIONAL

Os estudos que serdo apresentados neste capitulo foram direcionados a dois elétrons
interagentes em redes cristalinas. Consideramos que os dois elétrons possuem spins opostos,
com a interacdo entre eles do tipo Hubbard estendido, com um custo energético para a dupla
ocupacdo no mesmo sitio atbmico, bem como também quando estiverem em sitios vizinhos.
Além dos estados eletrénicos, avaliamos também o comportamento dindmico dos pacotes de
onda eletrbnicos. Através da diagonalizacdo direta do Hamiltoniano e também tratamento
analitico, nossos resultados indicam um alargamento da sub-banda de estados associada
usualmente a interacdo local, bem como o surgimento de uma nova sub-banda de estados
ligados em funcdo da existéncia da interacdo de primeiros vizinhos. Ao acompanharmos a
evolucdo temporal dos elétrons, observamos que esta nova banda de estados ligados exerce um
papel relevante sobre a dindmica dos mesmos. Enquanto a banda de estados ligados relacionada
a interagdo on-site é capaz de induzir uma caminhada quéntica dos elétrons ocupando
predominantemente 0s mesmos sitios, a nova banda de estados ligados induz uma dindmica em
gue os elétrons sdo mantidos em sitios vizinhos. O trabalho aqui apresentado foi publicado em

2016 na revista Solid State Communications [45].

2.1 Dois Elétrons Interagentes com Interacéo Local e Ndo-Local

O modelo de Hubbard tem se mostrado relevante no estudo de sistemas envolvendo
muitas particulas interagentes. Além de seu formato tradicional, apresentado na sec¢éo 1.8, ha
também o modelo de Hubbard estendido [35,46,47,48,49,50,51,52]. Em muitos casos, assume-
se o efeito de screening, onde existe uma blindagem eletrostatica ao redor do ion devido a uma
nuvem eletrénica. Assim, os elétrons s6 poderiam interagir entre si caso estivessem no mesmo
sitio. Entretanto, devido a um screening imperfeito podem ocorrer interacdes ndo-locais entre
as particulas. Tal consideracdo tem sido empregada nos estudos de supercondutividade em
supercondutores de 0xido de cobre [50], entrelagamento e transicao de fase [51] e deformacGes
na superficie de Fermi [52]. Em um estudo pioneiro publicado em 2004, Gu e colaboradores
[51] mostraram que o entrelacamento entre elétrons pode ser usado na identificacdo de transicéo
de fases em sistemas fermidnicos. Os autores consideraram em seu modelo uma interacéo local
e de primeiros vizinhos entre os elétrons, descrevendo o entrelagamento como fungdo dessas

interagcdes. Em outro estudo, realizado por Valenzuela e Vozmediano [52], foi mostrado que a
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presenca de uma interacdo Coulombiana ndo-local é responsavel por mudancas na topologia da
superficie de Fermi.

Tendo em mente a fenomenologia supracitada, de modo a descrever 0 movimento de
dois elétrons interagentes, de spins opostos, em uma rede cristalina unidimensional, escrevemos

nosso Hamiltoniano, no formalismo de segunda quantiza¢do, como:

H = ]Zchgcmc+Uznunzz+Vznzlnmz+Zzel Mo (2.2)

(Im) o

t ~ .~ . . ~ , . _ 1
onde ¢, ; € ¢; , sd0 0s operadores de criacdo e aniquilagdo para uma particula com spin o = + >

e sitio I, com 7, = CZng,a, (lm) denota primeiros vizinhos, | é o termo cinético, U é a
interacdo local, V é a interagcdo de primeiros vizinhos e €; é a energia de interacdo elétron/ion
no sitio L. Além disso, considerando que ndo haja acoplamento entre spin e posicédo, e que 0s
elétrons sdo distinguiveis por spin, podemos escrever os estados de posicao, na representacdo

de Wannier, como:
|¢)=Zﬁ,m|lla;m'0,> (2.2)
ILm

sendo |1, 0; m, ") 0 estado de um elétron com spin g, no sitio 1, e 0 outro elétron com spin ¢’,
no sitio m; f; ,,, € a amplitude de probabilidade. Impondo algumas condi¢Ges nas posi¢oes dos
elétrons (I e m), podemos encontrar uma relacdo de recorréncia para, a partir dela, fazer uma
descricdo do Hamiltoniano na forma matricial. Assim, resolvendo a equacdo de Schrddinger
independente do tempo H|®) = E|®P), podemos obter os auto-estados e utiliza-los na

caracterizagdo do sistema. Dessa forma, aplicando o Hamiltoniano (2.1) obtemos:

#|®) —JZchcmalebH Uznunlz [®) +V ) Ay |9)

(lm) o (lm)

H2 H3
+ Z Z €fl g |P)
l o

Hy (2-3)
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Para um melhor entendimento da resolugdo do modelo, analisamos cada termo
separadamente. Portanto, param = [:

e Em H; temos:

Hy|®) =] Z fom L+ 10 L) + L T+ 1) + U= 10 L) + 1l L= 10)) (0.4

lym,y

e EmH,:

H,|®)=U Z fiymi 1l L) (2.5)

ly,my

e Como H; possui um termo de interacdo de primeiros vizinhos, neste caso ele sera nulo ja
que os elétrons ocupam o mesmo sitio (I = m).

e EmH,:

H4_|CD) == Z ﬁT’mlzelllTl ll) (26)

ly,my

Combinando as equagdes (2.4), (2.5) e (2.6) obtemos:

E|®) = Z Jrum UL+ 10, L) + [l T+ 1) + [T 1, L) + |, L= 1))

ly,my

+ (U + ZEl)llT, ll)] (27)

Param =1+ 1:
e EmH;:

Hy|®) =] Z frum L+ 10 L+ 1) + |l L+ 2) + U= 1, L+ 1) + I, L)) (2g)

l1,my

e Como H, é um termo de interacdo de Hubbard, ele s6 existe caso os elétrons ocupem o

mesmo sitio. Dessa forma, para [ # m, H, sera nulo.
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e EmH;:
ly,my
e EmH,:
H,|®) = Z fiom, (&1 + €l T+ 1)) (2.10)
ly,my

Combinando as equagdes (2.8), (2.9) e (2.10) obtemos:

EIO) = D fum UG+ Lo L+ 1)+ 1L+ 20+ L= 1,1+ 1)+ 114, 1))

lT,ml

+ (V + €] + EH_l)llT,l + 1i)] (211)

Param =1+ 2:
e EmH;:

H®Y =] D foom (L 10,14+ 20) + [l L+ 30) + 11— 13,1+ 2,)

ly,my

+ 11+ 1,) (2.12)

e Da mesma forma que no caso anterior H, também sera nulo.
e Paral+m—1 Hy também serd nulo, ja que ele é um termo de interacdo de primeiros
vizinhos.

e EmH,:

Hl®) = > fim, e+ )l L+ 2.) @13)

ly,my

Combinando as equacdes (2.12) e (2.13) obtemos:
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EIO)= D fum UG+ 1004 20+l 1430 + 1= 14,1+ 2,)

lymy

+ 1 L+ 1) + (6 + )l L+ 2))] (2.14)
Logo, aplicando (®| nas equacbes (2.7), (2.11) e (2.14), e considerando apenas 0s termos nao-

nulos, encontramos as equacoes:

e Param =1I:

Efi = ](fl+1,z + frier + fi- T+ fz,z—1) + (2, + U)fy, (2.15)

e Param=10+1:

Efyier =) (Frenger + frivz + fionier + fu) + (6 + €41 + V) fl14a (2.16)

e Param=1+2:

Efii+2 = ](fl+1,l+2 + friez t+ fimie2 fl,l+1) + (€1 + €142) fri42 (2.17)

Comparando as equaces (2.15), (2.16) e (2.17), finalmente obtemos a equacéo de Schrédinger

independente do tempo:

Efl,m = ](fl+1,m + fl,m+1 + fl—l,m + fl,m—l)

+ [El + €m + Ué‘l,m + V(5l+1,m + 61—1,m)]fl,m (218)

Na forma matricial o Hamiltoniano é construido a partir de um espaco de Hilbert expandido, da
ordem de N2, sendo N o tamanho da rede. Portanto, considerando uma rede unidimensional de

3 sitios, por exemplo, a matriz € escrita como:

N=3| [11) 11,2) 1,3y 2.1 2.2)  [23) 3.1 13,2) 13,3)
M |2 +0 7 0 7 0 0 0 0 0
1.2 J a+e+Vv  J 0 J 0 0 0 0
1.3 0 J a+e 0 0 J 0 0 0
@21 J 0 0 e+a J 0 J 0 0
H= 75, 0 J 0 J 2e+U J 0 J 0 (2.19)
2.3 0 0 J 0 J  ete 0 0 J
(3.1 0 0 0 J 0 0 ester J 0
(3,2 0 0 0 0 J 0 J eat+ e+ V J
(3,3 0 0 0 0 0 J 0 J 2eq + U
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Redes bidimensionais ou tridimensionais apresentam matrizes um pouco diferentes. Para obter

informacdes dos auto-estados do sistema, a matriz é diagonalizada através da equacédo secular:
det(H — A1) =0 (2.20)

Isso também pode ser feito computacionalmente utilizando rotinas numéricas apropriadas,

como a biblioteca LAPACK [53] de rotinas de algebra linear, utilizadas em nosso estudo.

Para analisar os aspectos dindmicos resolvemos a equacao de Schrédinger dependente

do tempo:
d
H|®(®) = th—|@(®)) (2.21)

De forma similar ao caso estacionario, aplicamos o Hamiltoniano (2.1) a equacdo (2.21),

obtendo:

HIOW) =] ) D clolms |9O) +U ) stz [0(0)

(Im) o l

H5 HG
FV Y Ryt [0O) + ) Y ey 10(0))
o
H,

(lm) l
H, 8 (2.22)

Impondo as mesmas condicdes nas posi¢oes L e m dos dois elétrons, como no caso estacionario,

e tomando A = 1 obtemos a equacao de Schrédinger dependente do tempo:

d
i~ fim(®) =] [fie1m@® + fims1(©) + ficzm(© + frm-1 ()]

+ 61+ €m + Ui + V(8i41m + S1-1.m) | fim (© (2.23)

A partir da equagdo (2.23) podemos obter a evolucdo temporal do pacote de onda. Para isso,
um método numérico pode ser implementado, como o método de Runge-Kutta [54] ou a

expansdo de Taylor do operador de evolucéo temporal [45,55].
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A seguir apresentaremos os resultados das investigacbes numéricas, oriundas das
equacdes de Schrodinger independente e dependente do tempo, bem como analise analitica do

Hamiltoniano.
2.2 Andlise Numérica: Aspectos Estacionarios

Para analisar o0s aspectos estacionarios, resolvemos a equacdo de Schrodinger

independente do tempo:

Efl,m = fl+1,m + fl,m+1 + fl—l,m + fl,m—l + [Ual,m + V(61+1,m + 51—1,m)]fl,m (2.24)

onde tomamos os valores de referéncia /] = 1, para energia cinética, e €; = 0, para o potencial
ibnico cristalino. Para isso, reescrevemos o Hamiltoniano na forma matricial e obtivemos os
autovalores de energia aplicando um método numeérico de diagonalizacdo, utilizando as rotinas
LAPACK [53].

O primeiro aspecto investigado foi a densidade de estados normalizada (DOS — Density
Of States), definida por:

1
DOS(E) = Nz 8(E — E) (2.25)
l

Como o numero de estados disponiveis é muito grande (N2 x N2), para viabilizar
computacionalmente esta analise utilizamos uma rede linear com apenas 200 sitios. A figura
2.1 mostra os resultados da densidade de estados para U =4, 8 e 12, com V =0 (curva
preenchida de marrom) e VV # 0 (curva azul).

Na figura 2.1a podemos ver no detalhe o surgimento de uma sub-banda de estados

ligados, para V = 0, cuja largura é reportada na literatura [35,46,47] como sendo U < E <

\/m . Além disso, podemos observar mais claramente nos detalhes que a interagéo V
promove um alargamento dessa sub-banda. A presenca da interacdo ndo-local entre os elétrons
(como V = U/3) resultou na emergéncia de um pico na banda principal nos casos em que U =
4 e U = 8, sugerindo a formacdo de uma nova sub-banda. Isso fica mais evidente para U = 12
(ver figura 2.1c), onde podemos ver claramente uma nova sub-banda ja formada, separada da

banda principal.
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Figura 2.1: Densidade de estados normalizada para uma rede de 200 sitios, com (a) U = 4, (b) U = 8
e (c) U = 12. Para cada caso, temos ainda V = 0 e V # 0. Os resultados mostram que a presenca de
interacdo ndo-local promove o alargamento da sub-banda de estados ligados, bem como a criacdo de
uma nova sub-banda.

04T I(a,) | %\\; il

DOS(E)

Fonte: PEIXOTO, A.S. e DIAS, W.S. (2016) [45].

Para compreender melhor a natureza dos auto-estados, também investigamos a distancia

média, definida pela expressao:
2
D(E) = Z'l_m”fl,ml (2.26)
ILm

A distancia média mede a diferenca entre os autovalores de energia dos dois elétrons. Valores
altos para a distancia indicam uma grande separacdo entre os estados eletronicos, os
caracterizando como estados ndo-ligados. Nesse caso os elétrons sdo independentes entre si. Ja
valores baixos indicam uma correlacdo entre os estados — para valores nulos, os estados sao
degenerados, ou seja, 0s elétrons apresentam os mesmos autovalores de energia. Logo, esse
comportamento caracteriza os estados como ligados [35]. A figura 2.2 mostra os gréficos de D
versus E para uma rede cristalina com 200 sitios, U =4e U =12, comV =0eV # 0.
Comparando as figuras 2.1 e 2.2, podemos observar na figura 2.2 que no limite da banda
de estados principal, de —4 < E < 4, a distadncia média tem valores altos. Dessa forma, a banda
principal é governada por estados nédo-ligados. Contudo, no limite da primeira sub-banda

(figuras 2.2a e 2.2c¢), tipicamente associada a interacédo local U, a distdncia média é proxima de
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Figura 2.2: Distancia média entre os dois elétrons para uma cadeia de 200 sitios, com U = 4, (2.2a e
2.2b)e U = 12 (2.2c e 2.2.d). Em cada caso temos ainda V = 0 e V # 0. Os resultados sugerem que 0s
estados contidos nas sub-bandas sejam estados ligados de duas particulas.
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Fonte: Autor (2018).

zero, indicando que essa sub-banda é formada por estados ligados. Com o surgimento da nova
sub-banda, no caso em que V # 0 (figuras 2.2b e 2.2d), observa-se também a existéncia de
estados ligados, visto que no limite dessas sub-bandas a distancia média também apresenta
valores baixos.

Também calculamos a funcéo de correlacdo, definida por:
{(E) =nmn; —Ny "Ny (2.27)

onde n; e n, sdo as posi¢des médias dos elétrons, dadas por:

= z W faymy | (2.28)

niny

A funcdo de correlacdo mede o grau de emaranhamento entre os elétrons. Assim, valores altos
de correlacdo indicam estados ligados. Na figura 2.3 mostramos os resultados para { versus E.

Nas figuras 2.3a e 2.3c fica evidente a forte correlacdo entre os elétrons no limite da
sub-banda associada a U. Na presenca de interacdo ndo-local 0 mesmo comportamento €

observado, mesmo quando a sub-banda esta sobreposta a banda principal (ver figura 2.3b). Esse
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Figura 2.3: Funcéo de correlacdo entre os dois elétrons para uma cadeia de 200 sitios, com U = 4, (2.3a
e2.3b)e U =12 (2.3c e 2.3.d). Em cada caso temos ainda V = 0 e V' # 0. Os resultados mostram que

os estados dentro das sub-bandas de estados ligados apresentam maior correlacao.
5
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Fonte: PEIXOTO, A.S. e DIAS, W.S. (2016) [45].

resultado sugere que os estados eletronicos contidos nas sub-bandas séo ligados. Isso fica mais
evidente ao compararmos com a figura 2.2, corroborando a analise obtida através da distancia
média. Motivados por estes resultados, investigamos o problema analiticamente, como

apresentado a seguir.
2.3 Andlise Analitica

Afim de compreendermos melhor as bandas e sub-bandas de estados para nosso modelo,
realizamos inicialmente um estudo analitico usando uma aproximacao tight-binding. Para isso,
consideramos todas as energias de interacdo elétron-ion nulas (¢; = 0), uma vez que a rede

considerada é puramente cristalina [46,47]. Além disso, n6s assumimos uma mudanca para

coordenadas de centro de massa dos dois elétrons na equacéo (2.24), usando:
fim = eyl —m) (2.29)

onde k ¢ o momento do centro de massa e a é o espagamento da rede, de modo que obtemos:
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Eeik(l+m)aX(l _ m)
=][eik(l+1+m)ax(l +1— m) + eik(l+m+1)aX(l —m - 1)
+ eik(l—1+m)a)((l —-1- m) + eik(l+m—1)a)((l —m4+ 1)]
+ [Ual,m + V(61+1,m + 61—1,m)]eik(l+m)a)((l - m)
Ex(l—m) =J(e** + e~k [yl —m—1)+ y(U —m+ 1)]
+ [Ual,m + V(5l+1,m + 51—1,m)])((l - m) (2.30)

Usando r = [ — m e o fato de que e™*? + e~%*@ = 2 cos(ka), entdo obtemos:

Ex(r) =2 cos(ka) [x(r — 1) + x(r + D] + [Ub,.0 + V(8- + 6,1)|[x(r) (2.31)

Assumimos também a existéncia de estados de paridade par e de paridade impar, sem perda de

generalidade. Veremos agora a analise para algumas situacdes.

No caso em que nao ha interacdo entre os elétrons, temos que U = V = 0. Logo, da equacéo
(2.31) temos:

Ex(r) = 2Jcos(ka) [y(r — 1) + y(r + 1)] (2.32)
Na auséncia de interagio podemos fazer y(r) = 794, Logo:

Eeirqa — 2] cos(ka) [ei(r—l)qa 1+ ei(r+1)qa]
Eer® = 2] cos(ka) er9%(e~1% + ¢l14)

E = 4] cos(ka) cos(qa) (2.33)

onde k e g sdo 0os momentos do centro de massa e a € 0 espacamento da rede. Portanto,
considerando os limites cos(ka) cos(qa) = —1 e cos(ka) cos(ga) = 1, alargura da banda
de estados cristalinos esta no intervalo —4J < E < 4/, concordando com as previsdes

apresentadas pelo modelo de Bloch e com as referéncias [35,46,47].
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Para 0 caso em que 0s autovetores tém paridade par, temos a relagdo y(—r) = y(r), uma

vez que a funcdo de onda é simétrica. Logo, consideramos um parametro, tal que

x(r+1) = Bx(r). Portanto:

1. Parar =0:
Ex(0) = 2] cos(ka) [x(—1) + x(1)] + Ux(0)
Ex(0) = 4Jp cos(ka) x(0) + Ux(0)
E — U = 4JB cos(ka)
__EZU 2.34
= 4] cos(ka) (2.34)
2. Parar =1:

Ex(1) = 2] cos(ka) [x(0) + x(2)] + Vx(1)
EBx(0) = 2] cos(ka) (1 + B*)x(0) + VBx(0)
(E = V)B = 2] cos(ka) (1 + B?)

1 E-V ,
(‘B +E) 2] cos(ka) (&35)

Combinando as equacdes (2.34) e (2.35), obtemos:

E-V E-U 4] cos(ka)
2] cos(ka) - 4] cos(ka) + E-U
E-V  (E-U)?+16Jcos?(ka)
2] cos(ka) (E = U)[4] cos(ka)]
2(E-=V)(E-U) =(E—-U)%+16J?cos?(ka)
2E% — 2VE — 2UE + 2UV = E? — 2UE + U? + 162 cos?(ka)
E? —2VE — [U? — 2UV + 16J? cos?(ka)] = 0 (2.36)

Fazendo Z = U? — 2UV + 16J2 cos?(ka), podemos resolver a equacao (2.36):

E?—-2VE-Z=0
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g o 2N+ Y(=2V)? —4(=2)

2
e 2V VAV +4Z
B 2
o 2V £ 2,/VZ + U2 — 2UV + 16/ cos?(ka)
- 2
E=V+(U-V)%+16J2cos?(ka) (2.37)

onde o sinal (+) depende do sinal de U. Entretanto, em nosso estudo apenas foi considerado

0 caso U > 0. Dessa forma, encontramos uma sub-banda de estados ligados com largura

U<E<V+,(U-V)2+16J2. Contudo, na auséncia da interagio V, a sub-banda passa

aterlarguralU < E < \/m concordando com a referéncia [35], onde é apresentada
apenas interacdo local. Logo, podemos notar que a existéncia de interacdo ndo-local
ocasionou um alargamento da sub-banda tipicamente associada a U, corroborando o
resultado mostrado na figura 2.1.

Para 0 caso em que 0s autovetores tém paridade impar, temos a relacdo y(—r) = —x(r) e,
além disso, a probabilidade de dupla ocupacdo em qualquer sitio é nula. Neste caso U = 0.

Logo, a equacdo (2.31) se reduz a:

Ex(r) =2Jcos(ka) [(r— 1)+ y(r+ D] + V((Sr,_l + Sr,l))((r) (2.38)

No caso r = 0 teremos uma solucgéo trivial devido a assimetria da fungéo de onda. Assim,
para solucionar o problema nos casos em que r > 1, fizemos a mesma consideragdo usada

no caso anterior, y(r + 1) = By (r). Portanto, temos:

1. Parar = 1:

Ex(1) = 2] cos(ka) [x(0) + x(2)] + Vx(1)
Ex(1) = 2] cos(ka) Bx(1) + Vx(1)
g = E-V

2] cos(ka) (2.39)
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2. Parar = 2:

Ex(2) = 2] cos(ka) [x(1) + x(3)]
Efx(1) = 2] cos(ka) (1 + p*)x(1)

1\ E
(ﬁ * E) 2/ cos(ka) (2.40)

Combinando as equacdes (2.39) e (2.40), obtemos:

E _ E-V 2] cos(ka)
2] cos(ka) 2] cos(ka) E-V
%4 _ 2J cos(ka)

2Jcos(ka)  E—-V
EV —V? = 4J? cos?(ka)

2 2
E=V+ w (2.41)

. . . 4j2
Assim, encontramos uma nova sub-banda, cuja larguraé V< E <V + % uma vez que

0 < cos?(ka) < 1.

Os resultados sugerem que a interacdo nao-local, resultado de um screening imperfeito,
tem aspectos relevantes sobre os auto-estados eletrdnicos. Uma das consequéncias é o
alargamento da sub-banda de estados ligados, ja conhecida da literatura [35,46,47], como

mostrado nas expressoes (2.42), paraV = 0, e (2.43), paraV # 0:

U<E<,U?+16)? (2.42)

U<SESV+,U-V)?+16)? (2.43)

Outra consequéncia é o surgimento de uma nova sub-banda de estados ligados

2
(V SELSV+ %) Dessa forma, considerando J = 1, as sub-bandas associadas a interacéo

local e a interacdo de primeiros vizinhos, respectivamente, tém largura:
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a) U=4.0eV = 1.33:

40 <E <133+4/(4.0-1.33)2+ 1612
40<E<6.14

41?2
1.33
1.33<E<4.34

133 <E<133+

b) U=8.0eV = 2.66:

8.0 < E <2.66++/(8.0—2.66)2+ 1612
8.0<E <9.33

4-12
2.66
2.66<E<4.16

2,66 < E < 2.66+

c) U=120eV = 4.0:

120 <E < 4.0 ++/(12.0 — 4.0)2 + 16 - 12
12.0 <E < 12.94

4-12
4.0
40<E<5.0

40<E<4.0+

concordando com o resultado apresentado na figura 2.1.
A fim de compreender melhor o papel da interagdo ndo-local na dindmica, investigamos
também a evolugdo temporal do pacote de onda do ponto de vista numérico, como apresentado

a sequir.
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2.4 Andlise Numérica: Aspectos Dinamicos

O carater dinamico do pacote de onda de dois elétrons também foi estudado. Neste caso,

resolvemos a equacdo de Schroédinger dependente do tempo:

d
iafl,m(t) = fl+1,m(t) + fl,m+1(t) + fl—l,m(t) + fl,m—l(t)

+ [U5l,m + V(5l+1,m + 51—1,m)]f1,m(t) (2.44)

onde foi considerado ] = A = 1 e ¢, = 0. O calculo das amplitudes de probabilidade da funcédo
de onda apds cada incremento de tempo pré-determinado pode ser obtido através de um
algoritmo computacional, como o Runge-Kutta [54]. Entretanto, em nosso estudo empregamos
um método numérico baseado na expansado de Taylor do operador de evolugdo temporal, como

nas referéncias [45,55]:
O (—iHA)™
. — t
ran) = e-oeoe = 1.4 7 A" 49
~ !

onde H € o Hamiltoniano do sistema. Portanto, a funcdo de onda apds um incremento de tempo
At é dada por |®(At)) = I'(At)|®(t = 0)), de modo que usamos 0 método recursivamente para
obter a funcdo de onda apds um tempo t. Os valores para ordem de truncamento n, = 20 e

incremento de tempo At = 0.07 foram comprovados suficientes para conservar a norma da

2

funcéo de onda em todo o intervalo de tempo requisitado, dentro do limite Y| |¢l'm(t)|borda

1073%. Como condicdo inicial, consideramos um pacote de onda Gaussiano, com largura p:

1

{
;m, o' |®(t = 0)) = -
(l,o;m,0'|®(t = 0)) 20) exp 152 exp 152

W [ @]

onde A(p) é uma constante de normalizacéo e [, e m, sdo, respectivamente, as posicoes iniciais
dos elétrons 1 e 2. Consideramos os pacotes de onda, com largura p = 1.0, com posic¢oes
iniciais (ly;m,) respectivamente nos sitios N/2 —d, e N/2 + d,, sendo N o tamanho da rede.
A partir destas consideracfes, calculamos as quantidades fisicas de interesse, obtendo

informacdes sobre os auto-estados e evolucao temporal do pacote de onda, como veremos a se-



45

Figura 2.4: Evolugdo temporal dos pacotes de onda de dois elétrons.
|

Fonte: PEIXOTO, A.S. e DIAS, W.S. (2016) [45].

guir.

Inicialmente investigamos a evolucdo temporal de um pacote de onda Gaussiano em
uma rede unidimensional com 1000 sitios. A figura 2.4 mostra a evolucdo do pacote de onda
dos dois elétrons no plano [ x m ap6s algum tempo. Os dois elétrons inicialmente estavam
ocupando o mesmo sitio (d, = 0), localizados no centro da rede. Foram tomados diferentes
valores de U (com U = 0, U = 4 e U = 12) na auséncia e na presenca de interagao nao-local
V(V=0eV=U/3).

Na auséncia de interacdo, os elétrons se movem de forma independente, preenchendo
isotropicamente quase todo o plano [ X m. Na presenca de interacdo (U # 0), o acoplamento
elétron-elétron os torna correlacionados. Isso fez com que o pacote de onda ficasse concentrado
em uma regido diagonal (I = m) do plano. Ao aumentar o valor de U a correlagdo se tornou
mais forte, restringindo o pacote a uma regido menor, concordando com a literatura [56].
Contudo, a interacdo ndo-local V induz os elétrons a desenvolver uma dindmica correlacionada
ao longo de um segmento maior da rede. Foi mostrado anteriormente que na presenca de V a

sub-banda tipicamente associada a U sofre um alargamento. Além disso, uma nova sub-banda
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de estados ligados, relacionada a interacdo de primeiros vizinhos entre os elétrons, emerge da
banda de estados principal. Podemos observar nas figuras 2.4d e 2.4e, que a presenca de
interacdo ndo-local promove um aumento no comprimento do pacote, que pode ser interpretado
como resultado do surgimento da banda de estados de primeiros vizinhos. Além disso, a
mudanca nas formas das estruturas apresentadas, para V # 0, ocorrem devido & modificacdo
das correlagOes promovidas pela interagdo nao-local.

Seguimos nossa investigacao sobre o papel da interagcdo ndo-local na dindmica do pacote

de onda. Para isso, calculamos a média temporal para um tempo muito longo:

e da probabilidade de dupla ocupagdo (DOP — Double Occupancy Probability), definida por:

DOP(t) = <z|fm,m(t)|2> (2.47)

e da probabilidade de ocupagao de primeiro vizinho (NOP — Nearest-neighbor Occupancy

Probability), definida por:

NOP@®) = ) |fim®’ (2.48)
m,l

l=m+1

e da probabilidade de ocupagdo de segundo vizinho (NNOP — Next-Nearest-neighbor
Ocupancy Probability), definida por:

NNOP(t) = 2 fim®] (2.49)
m,l

l=m=2

A seguir serdo discutidos os resultados obtidos para estas medidas a partir da evolugédo temporal
de um pacote de onda de dois elétrons, com d, = 0, em uma rede puramente cristalina com

N = 1000 sitios. Acompanhamos a evolucdo do pacote enquanto o efeito de borda foi
desprezivel (Z|fl'm|l2wrda < 10739), Além disso, ignoramos o periodo de tempo inicial,

aproveitando as medidas ap6s um transiente inicial, e tomamos a média temporal ap6s um longo
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Figura 2.5: Média temporal da probabilidade de dupla ocupacdo versus U. Observamos que o
comportamento permanece semelhante. O acréscimo da DOP esta associada ao alargamento da banda
principal.

0.6 —
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o1 . 1.1 bl
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

U
Fonte: PEIXOTO, A.S. e DIAS, W.S. (2016) [45].

tempo.

O primeiro aspecto analisado foi a probabilidade de dupla ocupa¢do como fungéo da
interacdo U, com V = 0 e V # 0, mostrado na figura 2.5. Sempre que U = 0, 0s pacotes de
onda dos dois elétrons se espalham independentemente, corroborando o resultado mostrado
anteriormente na figura 2.4a. Contudo, na presenga de U o surgimento da sub-banda de estados
ligados correlaciona a dindmica dos dois elétrons. O carater ndo monotdnico é oriundo da
competicdo entre estados ligados e ndo ligados (estados puros) contidos no sistema. Para valores
pequenos de interacdo, onde estados ligados e ndo ligados tem aproximadamente a mesma
energia, 0 hopping coerente orientado pelos estados ligados é favorecido. Entretanto, a medida
que a interacdo € aumentada, a sub-banda de estados ligados se estreita e se torna
energeticamente distante dos estados ndo ligados, o que diminui sua relevancia sobre a dindmica
das particulas. Também podemos ver que o valor maximo da DOP (t) ocorre em torno do valor
de U correspondente a separacdo da sub-banda de estados ligados on-site da banda de estados
principal. Além disso, o alargamento da sub-banda on-site, promovida pela presenca de V,
ocasiona um decaimento mais lento da DOP (t) em relacéo a U devido ao aumento da correlacéo

entre os elétrons nos sitios vizinhos.
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Figura 2.6: Média temporal da probabilidade de ocupagdo de primeiro vizinho versus U. Para V
diferente de zero e fortes valores de interagdo observamos que a NOP ndo tende a zero a medida que U

cresce.
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Fonte: PEIXOTO, A.S. e DIAS, W.S. (2016) [45].

Em seguida, analisamos a probabilidade de ocupacdo de primeiros vizinhos como
fungéo de U, apresentado na figura 2.6, onde também consideramos 0s casos V =0¢e V # 0.
Para 0 caso em que V =0 o comportamento de NOP(t) é consistente com o resultado
apresentado anteriormente. A medida que U cresce, apenas os estados ligados em que os dois
elétrons ocupam o mesmo sitio se correlacionam, fazendo com que NOP(t) = 0 para interacio
forte. Contudo, a interacdo ndo-local é responsavel por um comportamento diferente. A
separacao da nova sub-banda da banda principal favorece a ocupacéo de estados de primeiros
vizinhos, resultando no aumento da NOP(t). Porém, o carater repulsivo da interagdo elétron-
elétron faz com que o valor da NOP(t) seja reduzido para valores maiores de V. O fato de que
a probabilidade de ocupacdo de primeiros vizinhos permanece finita apés um longo tempo
indica a predominancia do processo de hopping correlacionado de particulas ocupando sitios
vizinhos.

Também foi analisado o comportamento da probabilidade de ocupacdo de segundos
vizinhos como funcédo da interacdo U, com V =0 e V # 0. A figura 2.7 mostra os resultados

obtidos. Podemos observar claramente a influéncia da separacao das sub-bandas de estados li-
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Figura 2.7: Média temporal da probabilidade de ocupacédo de segundo vizinho versus U. Fortes valores
de interacdo favorecem a NOP, fazendo com que a NNOP diminua a medida que U cresce.
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Fonte: PEIXOTO, A.S. e DIAS, W.S. (2016) [45].

gados da banda principal. O primeiro pico esta relacionado a sub-banda on-site, enquanto que
0 segundo pico esta relacionado a sub-banda de estados de primeiros vizinhos. O valor da
NNOP(t) diminui para U forte, sinalizando uma predominancia de um movimento coerente

dos dois elétrons, mas apenas em sitios vizinhos.
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3 OSCILACOES DE BLOCH EM SISTEMAS DE ELETRONS INTERAGENTES:
EFEITOS DA INTERACAO LOCAL E NAO-LOCAL

Para entender um pouco melhor a dindmica de um elétron sob influéncia de um campo
elétrico, vamos supor que temos uma banda ocupada por um unico elétron. Em uma rede
cristalina o espaco reciproco € dividido em zonas de Brillouin. Assim, ap6s um longo intervalo
de tempo, o elétron percorreria toda a extensdo da 12 Zona de Brillouin, até ser “refletido” de
volta ao inicio. Esses movimentos sdo conhecidos como oscilagdes de Bloch e sua origem esta
no fato de que, na vizinhanca dos pontos de maximo das bandas, a aceleracdo € contraria a
forca. Este fenbmeno tem despertado grande interesse na comunidade académica, sendo objeto
de diversos estudos [35,39,40,41,57,58,59].

Contudo, a observacao das oscilagbes de Bloch em metais comuns é muito dificil, uma
vez que os elétrons colidem muito antes de realizar um ciclo completo pela Zona de Brillouin.
Apesar disso, as oscilacdes de Bloch ja foram observadas em sistemas artificiais de baixa
dimensionalidade com uma super-periodicidade imposta pelo crescimento alternado de
camadas de dois semicondutores com a mesma estrutura cristalina, conhecidos como super-
redes [60,61]. Este fendbmeno também foi observado experimentalmente em atomos de césio
aprisionados em potenciais criados por ondas estacionarias de luz laser [62].

Neste capitulo iremos investigar a influéncia da interacdo, local e ndo-local, entre 0s
elétrons sobre as oscilacBes de Bloch. Para isso, partiremos de uma abordagem semi-classica e

analisaremos o comportamento do elétron sob influéncia de um campo elétrico uniforme.

3.1 OscilacOes de Bloch em Redes Unidimensionais

O fenébmeno das oscilacBes de Bloch pode ser melhor compreendido através de uma
abordagem semi-classica. Essa abordagem consiste em obter as equacdes de posicdo 7 e de
momento p. Isso pode ser feito empregando o formalismo classico de Hamilton, quantizando

o0 momento do elétron. Assim, temos:

P 3.1
F =55 (3.1)
. 0K

B=—— (32)
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Quantizando o0 momento do elétron p = hk, onde k ¢ o vetor de onda, obtemos a velocidade

de um pacote de onda. Da equacéo (3.1) temos:

)
v=r= (’)_ﬁ
. Ae(B/h) + V(@)
v = -
dp
. 9e(B/h)
V=——7""—
dp
1 g
5= 120) (3:3)
ho ok
Ja para a equacdo (3.2) temos:
. KN OH
p=hk=-7s
wip = L@/ + V@)
ar
EN oV
AL
ar

hk = —VV(#) (3.4)
onde V(¥) é a energia potencial do elétron em um campo eletrostatico uniforme. Portanto, na

equacéo (3.4), o termo hk corresponde a uma forca agindo sobre o elétron. Dessa forma, para

um campo elétrico F:

hk = (—e)F

(_e)-‘]_:) (35)

k(t) = t+ Kk,
Sendo o espaco k divididos em zonas de Brillouin, em uma rede cristalina, a energia

passa a apresentar uma dependéncia do vetor de onda (en(ﬁ)). A figura 3.1 esquematiza a

dindmica de um elétron em uma banda sob influéncia de um campo elétrico externo. No esque-



Figura 3.1: Dindmica de um elétron em uma banda.
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ma mostrado, podemos ver que em uma zona completa, a energia en(k) oscila entre e(B'),

€(A) = 0 e e(B). Além disso, a velocidade também muda de sinal periodicamente.

Agora, supondo que 0 vetor de onda k esteja inicialmente em B':

K(0) = kg = ——

/A

a

(3.6)

Sendo o t, o tempo para realizar uma oscilagdo, ou seja, 0 tempo para k chegar em B, entdo

da equacéo (3.5) temos:

(—e)F
k(to) - kO = h o
2 (—e)F
a h °
2n  (—e)Fa
t, h
_ 21
w, = .
(—e)Fa

3.7)

(3.8)
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onde E ¢ a intensidade do campo elétrico externo, —e é a carga elementar do elétron e a € 0
espacamento da rede. Tomando A = a = —e = 1, por simplicidade, entdo a frequéncia das

oscilacOes de Bloch wp é:

Dessa forma, temos que as oscilagfes de Bloch sdo da ordem do campo elétrico externo.

Para obter a largura das oscilagdes consideramos a equacao (3.3):

dr 3 1 OE(E)

CTa TR ok
R . 16¢e(k
7(to) — 7o ZES_(I?)%
16¢(k
o7 = 10e(R) (3.10)
h sk

Como &k = 2m/a, e usando a equacao (3.7), obtemos:

1 a(Se(ﬁ) 2mh

67 = h 2@ (—e)Fa
o7 = Jelk) (3.11)
(—e)F

Vemos assim que a amplitude das oscilacGes de Bloch é inversamente proporcional ao
campo elétrico aplicado. Para entendermos um pouco melhor, consideramos aqui o caso de um
elétron (sistemas de elétrons ndo interagentes) em uma cadeia cristalina com 200 sitios. Este

sistema é descrito pelo Hamiltoniano:
H=]) (cfepsn +cfess) +eFa ) lcf
CC41TCCq)TESA aa (3.12)
l l

onde J é o termo de hopping, F é o campo elétrico, e é a carga do elétron e a é 0 espagamento

de rede. Aqui tomamos /] = e = a = 1 e consideramos duas situacdes: uma em que 0 campo é
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Figura 3.2: Centroide do pacote de onda de 1 elétron em uma rede cristalina. Podemos observar um
comportamento oscilatério do elétron em (a e b) para diferentes intensidades de campo. As larguras e
as frequéncias de oscilacéo (c e d) sdo condizentes com a previsao semi-classica.
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Fonte: Autor (2018).

0.5 e outra em que o campo é 0.75. Nossa condi¢do inicial € um pacote de onda tipo gaussiano,
posicionado no centro da cadeia. Através da equacdo de Schrodinger dependente do tempo, ao
computarmos o centroide (figuras 3.2a e 3.2b) vemos claramente que os pacotes apresentam
um comportamento oscilatério, restritos a uma pequena faixa da cadeia cuja largura é
compativel com a expressdo 3.11. Além disso, ao observarmos a transformada de Fourier destes
centroides (ver figura 3.2c e 3.2d), os resultados corroboram a previsao semi-classica descrita
nas expressoes 3.8 e 3.9.

Direcionando as atencdes para sistemas de elétrons interagentes, estudos recentes
[35,39,40] mostraram que a presenca de interacdo entre os elétrons promove o surgimento de
um fendmeno conhecido como dobramento de frequéncia das oscila¢fes de Bloch. Em um
trabalho publicado em 2007, Dias e colaboradores [35] mostraram um padrdo oscilatério no
movimento dos elétrons quando um campo elétrico externo € aplicado paralelamente a rede,
onde a presenca de interacdo local entre os elétrons promoveu uma diminuicdo da amplitude
dessas oscilagfes. Os autores também analisaram os espectros de frequéncia, obtidos atraves da
transformada de Fourier da evolucdo temporal dos centroides. Foi verificado que para U = 0
os elétrons oscilam com frequéncia w = F (frequéncia de Bloch), concordando com o0s
argumentos semi-classicos apresentados anteriormente. Contudo, para U = 4, surge um modo

de oscilacdo dominante, de frequéncia w = 2F, e outro pequeno, com frequéncia em torno de
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Figura 3.3: (a) Esquema do arranjo foténico para observagdes das oscilaces de Bloch. (b) Estrutura
das bandas na rede.
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Fonte: LONGHI, S. (2011) [41].

w = F. O primeiro resulta do movimento coerente entre os dois elétrons, enquanto que o outro
pico menor € proveniente dos estados ndo-ligados, correspondente as oscilagdes ndo coerentes.
Isso se deve ao fato de que os estados ligados promovem uma competicdo entre 0 movimento
coerente e a repulsao entre os elétrons. Para U = 4, os elétrons oscilam coerentemente como se
fossem uma unica particula de carga —2e, resultando no dobramento da frequéncia de oscilacdo
[35].

A sub-banda de estados ligados tem como caracteristica o deslocamento em energia e a
reducdo da sua largura a medida que U cresce. Estas caracteristicas dao origem a uma
competicdo entre estados ligados e néo ligados, de modo a surgir um regime em que a dindmica
coerente dos elétrons ¢é favorecida (em torno de U = 4). Para U = 10 a largura da sub-banda
de estados diminui, fazendo com que os estados ndo ligados predominem, resultando em uma
reamplificacdo da frequéncia menor (w = F).

Do ponto de vista experimental, o fendmeno do dobramento de frequéncia das
oscilagdes de Bloch tem sido observado em arranjos fotdnicos [40,41] e redes Opticas [39]. Um
arranjo foténico proposto por Longhi [41] em 2011, baseado na emisséo de luz diagonal em
uma guia de onda quadrada, simula 0 movimento de dois elétrons interagentes em uma rede
unidimensional. Neste arranjo, a amplitude de hopping define o acoplamento das guias
adjacentes e a interagdo entre os elétrons define os modos de propagagéo do feixe luminoso
como esquematizado na figura 3.3. Baseado nessa proposta, Corrielli e colaboradores [40]
realizaram experimentos onde foi possivel observar as oscilacfes de Bloch.

O desenvolvimento de outros sistemas artificiais também possibilitou a observacéo do
dobramento de frequéncia das oscilacbes de Bloch. Em 2015 foi reportado observacdes

experimentais deste fendmeno em redes Opticas [39]. Os autores construiram um analogo 6ptico
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para 0 Hamiltoniano de Bose-Hubbard, onde atomos ultrafrios de 8’Rb fazem caminhada

quantica confinados em uma rede unidimensional.
3.2 Modelo

Diante da fenomenologia apresentada, estudamos também a dindmica de dois elétrons
interagentes em redes cristalinas, sujeitas a um campo elétrico externo e constante, alinhado
paralelamente a rede. Para isso, primeiro acrescentamos um termo referente ao campo ao

Hamiltoniano de nosso sistema, reescrevendo a equagéo (2.1) como:

H=] ) ) clotmo+U D Raafip+V ) fpafimz+ ) Y (e +eFDy  (3.13)

(lm) o l (lm) Iim o

t ~ .~ . . ~ , . _ 1
onde ¢, ; € ¢; , sd0 0s operadores de criacdo e aniquilagdo para uma particula com spin o = + >

esitiol,comn; , = c;facl,(,, (Im) denota o primeiro vizinho, ] € o termo cinético, U ¢ a interacdo
local, V é a interacdo de primeiros vizinhos, €; é a energia de interacdo elétron/ion no sitio [, e
é a carga do elétron, F é o campo elétrico externo e | é o sitio. Dessa forma, usando as mesmas
consideracBes mostradas no capitulo 2, a equacdo de Schrddinger dependente do tempo se

torna:

d
iafl,m(t) = fl+1,m(t) + fl,m+1(t) + fl—l,m(t) + fl,m—l(t)

+[FU+m) + Ubpm + V(8141m + 61-1.m) | fim (@ (3.14)

onde foram usadas as aproximagdes /] = A = e = 1 e, considerando a rede puramente cristalina,
€, = €, = 0. Assim, obtemos o0s estados eletrbnicos empregando um método numérico

baseado na expanséo de Taylor do operador de evolugédo temporal, como na se¢éo 2.2.3.
3.3 Resultados
Como visto anteriormente, na presenca de interacao local, os estados ligados promovem

uma dinamica coerente das particulas, resultando em modos de oscila¢cbes em que se observa

um dobramento da frequéncia das oscilaces de Bloch. 1sso nos motivou a investigar o papel
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Figura 3.4: Centroide de 1 elétron na presenca de campo externo (¥ = 0.5), inicialmente no centro da
rede (i, = 75), paralU = 4,U = 12e U = 20,com V = 0 (figuras a, be c) e V = 0 (figuras d, e e f).
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Fonte: Autor (2018).

da interacdo de primeiros vizinhos no movimento dos elétrons, ao aplicar um campo elétrico
externo sobre uma rede cristalina.

Assim, a partir da equacdo 3.13 aplicamos os mesmos métodos numéricos apresentados
anteriormente, na se¢do 2.2.3. Calculamos as amplitudes de probabilidade da funcdo de onda
apos cada incremento de tempo, onde foi utilizado um algoritmo computacional baseado na
expansédo de Taylor do operador de evolucdo temporal, como nas referéncias [45,55]. Com esta
implementacdo numeérica investigamos o padrédo de oscilagdo do centroide do pacote de onda,

definido pela posicdo média do elétron:

x;(t) = Z x| fum | (3.15)

ILm

comi = 1,2. Para isso, consideramos uma cadeia com N = 150 sitios, os elétrons inicialmente
ocupando o mesmo sitio no centro da rede (I, = m, = 75), campo externo F = 0.5, U = 4,
12 e 20, com V =0 e V = U/3. Como visto anteriormente, a presenca de interacao local
promove o dobramento de frequéncia das oscilacdes de Bloch. Dessa forma, nosso objetivo

central é investigar o papel da interacdo de primeiros vizinhos nesse fenémeno. Na figura 3.4
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Figura 3.5: Espectros de frequéncia para as oscilagdes do pacote de onda de dois elétrons na presenca
de campo externo (¥ = 0.5), inicialmente no centro da rede (i, = 75), paralU = 4, U = 12 e U = 20,
comV = 0 (figurasa,bec)eV # 0 (figuras d, e e f).
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acompanhamos a evolucdo temporal do centroide, com os elétrons inicialmente ocupando o
mesmo sitio no centro da rede.

Para o0 caso U = 4, ao comparar as figuras 3.4a e 3.4d podemos observar um leve
aumento na amplitude de oscilagdo no caso em que V # 0. Contudo, paraU = 12e U = 20, a
presenca de interacdo ndo-local promove uma diminuicdo nas amplitudes de oscilacdo. Esse
comportamento esta relacionado as sub-bandas de estados ligados associadas & interacdo de
primeiros vizinhos: para uma interacdo mais forte, o pacote ainda estd sob influéncia dos
estados ligados, predominando o movimento coerente entre os elétrons. Além disso, neste
momento, além da banda de estados ligados do tipo on-site (que foi alargado devido a interacao
ndo-local), ha também a sub-banda de estados ndo-ligados de primeiros vizinhos. Com dois
tipos de estados ligados e estados ndo ligados, fendbmenos competitivos resultam num padréo
oscilatorio néo téo regular.

Também analisamos as frequéncias de oscilagdo. A figura 3.5 mostra 0s respectivos
espectros de frequéncia para as oscilagOes apresentadas na figura 3.4. Para U = 4, observamos
0 surgimento de modos de baixa frequéncia, ndo coincidentes com o modo de frequéncia

independente (proximo de 0.5), no caso em que V # 0. Este comportamento esta relacionado
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Figura 3.6: Probabilidade de dupla ocupagdo. A interacdo é responsavel por oscilagdes coerentes
guando os elétrons ocupam o mesmo sitio.
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com a emergéncia de estados ligados de primeiros vizinhos, que estdo, nesta configuragéo,
degenerados com os estados nao-ligados da banda principal. Esse fenbmeno competitivo
promove oscilagdes ndo coerentes, induzindo o espectro observado. Para U = 12 estes
fendmenos competitivos ainda existem, apesar da sub-banda de estados ligados ja estar quase
totalmente desacoplada da banda principal (formada por estados ndo-ligados). Porém, um
importante resultado aqui € a manutencao do dobramento de frequéncia das oscilagdes de Bloch
de forma predominante. Isso reforca a ideia de fendbmeno de dobramento de frequéncias ser
oriundo de oscilacBes coerentes, que agora estariam relacionadas a interacdo de primeiros
vizinhos. A medida que consideramos um valor de interacdo ainda mais alto, temos as duas
sub-bandas de estados ligados desacopladas da banda principal. Assim, as competicGes entre
estados ligados e nédo-ligados sdo reduzidas, resultando num espectro de baixa frequéncia
condizente com o de oscilacdes ndo coerentes (elétrons independentes). Além disso, observa-
se ainda a permanéncia da frequéncia dobrada como frequéncia predominante, fortalecendo a
ideia de que hd um regime de oscilacdes coerentes ocupando predominantemente 0 mesmo
sitio, bem como regime de oscilagdes coerentes ocupando predominantemente sitios vizinhos.

Com o intuito de verificar tais suposicdes, apresentamos a analise das probabilidades de
dupla ocupacdo (DOP(t)), de ocupagdo de primeiros vizinhos (NOP(t)) e de ocupacio de

segundos vizinhos (NNOP(t)). A seguir serdo discutidos os resultados obtidos para estas me-
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Figura 3.7: Probabilidades de ocupacdo de primeiros vizinhos. Devido as oscilagbes coerentes
provenientes da interacdo ndo-local quando os elétrons ocupam sitios vizinhos, a probabilidade de
ocupacao de primeiros vizinhos permanece finita para interacao forte.
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Fonte: Autor (2018).

didas a partir da evolucdo temporal de um pacote de onda de dois elétrons, com d, = 0, em
uma rede puramente cristalina com 250 sitios, com 0s elétrons inicialmente ocupando 0 mesmo
sitio no centro da rede (I, = my = 125) e campo externo F = 0.5. Além disso, ignoramos o
periodo de tempo inicial, aproveitando as medidas apés um transiente inicial, e tomamos a
média temporal apds um longo tempo.

Ao verificarmos a probabilidade de dupla ocupagéo (figura 3.6), observamos 0 mesmo
comportamento ndo monotdnico encontrado no caso em que ndo ha campo elétrico externo
(figura 2.5). Como visto anteriormente, esse comportamento € proveniente da competicdo entre
estados ligados e ndo-ligados contidos no sistema. Além disso, para U = 0 a probabilidade é
maior que no caso sem campo. Isso se explica pelo fato de que na presenca de um campo externo
os elétrons oscilam em torno de sua posicédo inicial. Assim, para U = 0 pode ocorrer uma
“superposi¢ao” dos pacotes de onda dos dois elétrons, induzindo esse comportamento.

Também analisamos a probabilidade de ocupacdo de primeiros vizinhos (figura 3.7),
onde observamos um comportamento semelhante ao caso sem campo externo (ver figura 2.6).
Novamente podemos observar que a separacdo da nova sub-banda, associada a V/, da banda
principal favorece a ocupacdo de estados de primeiros vizinhos, resultando no aumento da

probabilidade. Para V +# 0 a probabilidade de ocupacdo de primeiros vizinhos, apds um longo
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Figura 3.8: Probabilidades de ocupagdo de segundos vizinhos. Mesmo sob a¢do de um campo elétrico,
a interagdo forte favorece a ocupacéo de sitios vizinhos, resultando na diminuicdo da NNOP(t).
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tempo, permanece com valor finito, indicando a predominancia de oscilagbes coerentes
enquanto as particulas ocupam sitios vizinhos. Dessa forma, o sistema continua a ser governado
por estados ligados, resultando na manutencao do dobramento de frequéncia das oscilacdes de
Bloch, corroborando os resultados mostrados anteriormente (ver figura 3.5).

Em seguida analisamos probabilidade de ocupacéo de segundos vizinhos (figura 3.8).
No caso em que VV # 0 observamos um comportamento relacionado as sub-bandas. Apoés uma
diminuicao da probabilidade de ocupacéo de segundos vizinhos, observamos a formagéo de um
“pico” em torno de U = 10 (quando a segunda sub-banda esta desacoplando da banda
principal). A probabilidade agora diminui para U forte, sinalizando uma predominancia de um

movimento coerente dos dois elétrons, mas apenas em sitios vizinhos.
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4 CONCLUSOES E PERSPECTIVAS

Neste trabalho de Doutorado estudamos a natureza dos auto-estados de dois elétrons em
uma cadeia puramente cristalina. Inicialmente consideramos um Hamiltoniano de dois elétrons
distinguiveis por spin, apenas, e itinerantes em uma cadeia cristalina unidimensional. Os
elétrons interagem com os ions da rede e entre si, de modo que a interagdo elétron-elétron ocorre
guando eles ocupam o0 mesmo sitio ou quando ocupam sitios vizinhos. Para conduzir nosso
trabalho, apresentamos inicialmente uma revisdo sobre modelos de conducéo eletrdnica, onde
abordamos as ferramentas tedricas necessarias ao nosso estudo. Em seguida, descrevemos o
formalismo fisico-matematico empregado em nosso estudo, de onde obtivemos as equacdes de
Schrddinger dependente e independente do tempo. Os principais resultados deste trabalho
foram publicados em 2016 [45].

Através de um método numérico de diagonalizacao direta, utilizando rotinas LAPACK
[53], encontramos os autovalores de energia para uma cadeia puramente cristalina de N = 200
sitios. Visando investigar a influéncia da interacéo eletronica sobre os auto-estados, calculamos
a densidade de estados normalizada. Verificamos que na presenca de interacao local uma sub-
banda de estados é formada, inicialmente se destacando da banda de estados principal para U =

4, sendo também observada para U = 12. Essas sub-bandas apresentaram largura no intervalo

U <E <,/U? +16J2, concordando com a previsao analitica e com as referéncias encontradas

na literatura [35,46,47]. A presenca de interacdo ndo-local promoveu um alargamento dessa

sub-banda, que passou a apresentar largura U < E <V + /(U — V)2 + 16J2 [46,47]. Além

disso, no caso em que V # 0 observamos o surgimento de uma nova sub-banda, com largura
4j? . . . n .
VSE<V+ % que emergiu da banda de estados principais para um valor de interagdo mais

forte. Assim, para compreender melhor a natureza dessa nova sub-banda calculamos a distancia
média entre os elétrons e a funcdo de correla¢do. Verificamos um alto valor de correlagdo nas
faixas de energia correspondente as duas sub-bandas, quando comparadas com a banda
principal, caracterizando-as como sub-bandas de estados ligados e corroborando os resultados
obtidos para a distancia média.

Seguimos nosso estudo analisando o papel da interagdo néo-local na dinamica de nosso
sistema. Desta forma investigamos a dindmica temporal de um pacote de onda de dois elétrons,
inicialmente localizados no centro da cadeia. Verificamos que os estados ligados promovem
um movimento coerente dos elétrons, onde a interacdo local € responsavel por induzir uma

dindmica correlacionada em que os elétrons ocupam predominantemente 0 mesmo sitio,
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enquanto que a interacdo de primeiros vizinhos se mostra capaz de induzir um movimento
coerente onde os elétrons sdo mantidos em sitios vizinhos [56]. O movimento coerente entre 0s
elétrons apresenta um comportamento ndo monoténico como funcéo da interacdo local U.

Investigamos também a dinamica do sistema sob acdo de um campo elétrico externo.
Inicialmente foi observado que na presenca de campo elétrico uniforme, no caso sem interagao,
as particulas oscilam em torno de suas posi¢des iniciais. Além disso, a interacdo local promove
um movimento coerente entre as particulas, resultando no surgimento de modos de oscilacéo
com frequéncia dobrada [35,41,56]. A interacdo de primeiros vizinhos faz com que a oscilacédo
do centroide seja um pouco irregular. Este comportamento esta relacionado com a emergéncia
de estados ligados de primeiros vizinhos, promovendo também o surgimento de um modo de
baixas frequéncias associadas a essas oscilagOes irregulares. Analisando a probabilidade de
ocupacdo de primeiros vizinhos, para V # 0, observamos a predominancia de oscilages
coerentes enquanto as particulas ocupam sitios vizinhos. Portanto, o sistema continua a ser
governado por estados ligados, resultando na manutencdo do dobramento de frequéncia das
oscilagOes de Bloch, mesmo para interacGes mais fortes.

Motivados pelo fenémeno do enfraquecimento da localizac&o de Anderson, relatado nas
referéncias, pretendemos posteriormente investigar o papel das interacdes local e ndo-local
sobre a dinamica de sistemas desordenados. Também pretendemos abordar um modelo em que
a interagdo seja governada por uma lei de poténcia, onde a forga do acoplamento elétron-elétron

diminui @ medida que os elétrons se afastam um do outro.
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correlacionadas.
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ABSTRACT

We study the influence of the on-site and nearest-neighbor interactions on the eigenstates and dynamics
of two-particles restricted to move in a one-dimensional optical lattice. An effective tight-binding
approach with non-local interactions is employed in order to consider the non-perfect screening of the
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on-site interaction is responsible for a correlated dynamics in which particles occupy predominantly the
same site, nearest-neighbor interactions is shown to be able to induce a quantum walk on which the
particles remain predominantly in neighboring sites.
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1. Introduction

The advancements of techniques in cooling and manipulating
ultracold atoms in optical lattices have promoted remarkable
progress in condensed-matter physics. For example, one can use a
non-interacting Bose-Einstein condensate to study Anderson
localization, [1,2] observe persistent Bloch oscillations of weak-
interacting bosonic Sr atoms |3| or use an ultracold fermionic
atoms to implement the Haldane model and characterize its
topological band structure [4]. In particular, the control of the
interactions using Feshbach [5,6| resonance technique and the
control of kinetic energy via lattice depth in ultracold atoms have
provided a route to explore the physics of Hubbard models [7-10].
These advancements in experimental techniques are an important
step in the research and understanding of quantum many-body
states,

Recently, Bose-Einstein condensate of 8’Rb atoms in a cubic 3D
optical lattice exemplified the correspondence between the Hub-
bard model and ultracold atoms in optical lattices [11]. A two-
atom bound state was observed that exhibit long lifetimes and
arises from the lattice band structure and repulsion between
particles. Pairing of particles can be produced in an analogous
manner in Fermionic atoms [12| and Bose-Fermi mixtures [13]. In
general lines, it is believed that the stability of bound particles
could be the basis of an abundance of new quantum many-body

* Corresponding author.
E-mail address: wandearley@fis.ufal.br (W.S. Dias).

http://dx.dolorg/10.1016/).s5c.2016.04.027
0038-1098/© 2016 Elsevier Ltd. All rights reserved.

states or phases. For example, the coherence of Cooper-pair tun-
neling in Josephson-junction systems has been extensively studied
due to their great potential in both quantum computation and
nanotechnology [14]. In a seminal paper Shepelyansky [15] found
that bound states of two interacting particles are responsible by
weakening of Anderson localization. This behavior has been seen
in other works, both theoretical [16,17] as well as experimental
bosonic [18] and fermionic [19] systems. Bound states of two
interacting particles are also responsible for inducing the coherent
phenomenon of frequency doubling of Bloch oscillations [20,22-
24|, Predicted for two interacting particles subjected to an external
electric field and restricted to move in a linear chain [20,22,23], its
experimental observation was recently reported in ultracold atoms
of bosonic 8Rb [24]. An equivalent photonic setup, where two
particles in 1D are mapped to a 2D array of waveguide, has been
proposed [25] and experimentally achieved in waveguide lattices
|26]. Besides, few interacting bosons in a one-dimensional lattice
with dc bias displays fractional Bloch periods which are inversely
proportional to the number of bosons clustered into a bound state
[27]. An experimental setup to create anyons in one-dimensional
lattices with fully tuneable exchange statistics is proposed by
Keilmann and collaborators [28]. The experiment proposes fea-
tures such as the full control and tuneability of the particles’
exchange statistics. More recent studies displays a scheme for
realizing the anyon Hubbard model. The scheme allows for con-
trollable effective interactions for an exact two-body hard-core
constraint [29].

In this work, we will show that two interacting electrons
allocated in an optical lattice can produce the emergence of a two
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sub-band of bound states. Described in the framework of the tight-
binding Hubbard moedel hamiltenian wherein there is on-site and
nearest-neighbor interactions between particles, we examine the
eigenstates and the time dependence of wavepackets. Numerical
and analytical results unveil the emergence of a new sub-band of
bound states due to the nearest-neighbor interaction, besides a
broadening of the usual sub-band associated with the Hubbard-
like on-site coupling [30,20]. By following the time evolution of
wavepackets, we will show that while the on-site interaction is
responsible for a correlated dynamics in which particles occupy
predominantly the same site, nearest-neighbor interaction is
shown to be able to induce a quantum walk on which the particles
remain predominantly in neighboring sites.

2. Model and formalism

In order to describe two-interacting electrons with opposite
spins placed in an optical lattice, while there is on-site and
nearest-neighbor interactions between them, we consider a tight-
binding Hubbard model hamiltonian as

H=>>q Ucma+UZan[2

iy o

+VZZntanma“+E€!nw (1}

) 0,0

Here CT and ¢, are the creation and annihilation operators for the
partlcle at site I with spin state . {Im) denotes nearest-neighbor
and i, = czgc!!g.j is the nearest-neighbor hopping, €; the on-site
energies, U and V the on-site and the nearest-neighbor interaction
strength respectively. The screened Coulomb potential contains an
exponential damping factor associated with the inverse screening
length [21]. As the nearest-neighbor interaction V is added in
order to mimic the non-perfect screening of particles, we assume
that the screening length is very small and we will focus on values
V<U/3.

The central object of interest is to identify the role of the non-
local on-site Hubbard interaction between particles on the eigen-
states and the dynamic behavior of wavepackets. Therefore, initi-
ally we will apply a numerical diagonalization procedure of the
Hamiltonian in order to obtain all eigenvectors | @) =37, (L m)|
L o:m, 6’y and eigenvalues E. On the cther hand, in order to follow
the time evolution of wavepackets, we solve the time-dependent
Schrédinger equation by expanding the wavefunction in Wannier
representation

(D= Pl oim, o, (2)
Lm

where the ket |1, &;m, ¢') represents a state with one particle with
spin ¢ at site J, and the other particle with spin ¢’ at site m. In this
model we consider the particle as being distinguishable by their
spin state since the Hamiltonian does not involve spin exchange
interactions. Thus, the time evolution of the wavefunction in the
Wannier representation becomes

1[45!7 1Jm(t)+¢t+1,m(t)+¢t,mf 1 (r)+¢ljm+1(r)]

Jut
FVGriamt B 1 m ¥y (O +EmUehy (1) =2 ¢lm®, (3

where we used the on-site energies €; as the reference energy
{e;=0) without any loss of generality, besides using units of
h=J=1.

The above set of equations was sclved numerically using a
high-order method based on the Taylor expansion of the evolution

operator I'(At),

F(Afy=e- #8214 Z —(_IHAQS

n—1

“@

where H is the Hamiltonian. The wavefunction at time Af is given
by | @A) =T(AD|P(E=0);, used recursively to obtain the
wavefunction at time f. The following results were taken by using
At =007 and the sum was truncated at n=20. This cutoff was
sufficient to keep the wavefunction norm conservation along the
entire time interval considered. We followed the time evolution of
an initially Gaussian wavepacket with width p

(=foy
(Iama’\@(t_O»_A(p)exp v
2

xexp [—%} (5)

where the initial positiens (lo,mmo} were considered to be centered
at (N/2 —dp, N/2+dy). Through the above-described approach, we
computed typical quantities that can bring information about the
eigenstates and wavepacket time-evolution, as will be
detailed below.

3. Results
3.1. Eigenstates: numerical and analytical analysis

We firstly examine the two-particles eigenstates by applying a
numerical diagonalization procedure of the complete Hamiltonian
to an open chain with N=200 sites. In Fig. 1 we show results for
the normalized density of states defined as

DOS(E) = %25(5 —Ep, (6}
1

versus energy E for U=4,8 and 12, without nearest-neighbor
interaction V=0 (see brown filled curve} and with nearest-
neighbor interaction V=U/3 (see unfilled curve). Insets show
amplifications of the density of states, highlighting different
aspects between V=0 and V £ 0. For U=4 the DOS exhibits the

0.4 a I U=4.0 x\ﬂr’l‘w ! ™
031 ' V=00 | 1 *‘“1 ]
0.2+ V=113 ) |-
o1l 1 24 6 1
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Fig. 1. Normalized density cf states (DOS) versus energy (E) for U =4,8 and 12,
computed for open crystalline chains (5 = 0 for all n) with N=200 sites. The pre-
sence of the nearest-neighbor interaction (here ¥V =U/3) gives rise to a new sub-
band of bound states, besides increasing the width of the “on-site” sub-band (see
unfilled curve). The insets show amplifications of the density of states arcund the
sub-bands.
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emergence of a sub-band of bound states, consistent with the
previous literature [30,20]. However, the existence of a non-local
particle-particle interaction (here V =U/3) promotes a broad-
ening of this sub-band (see inset}, estimated to cover the energy

range U <E <4/ U2+16,'2 for V = 0 [30,20]. Moreover, we observe
the emergence of a peak structure in the main band, suggesting
the emergence of a new sub-band. This assumption becomes
evident as we increase the particle-particle interaction. For U=12
the emergence of a new sub-band is more evident, since it
becomes detached from the main band.

The above results led us to an analytical investigation. Fol-
lowing the Hamiltonian (Eq. (1}}, we can write the time inde-
pendent Schrédinger equation as

Jigt— 1L my+-d+ 1 my+- @l m— 1+l m+1)
+ V(6I+1,m +68;_ 1,m)¢(1’ my+ 5!,m Ul m) = Egp(l, m),
(7)

where ¢(l,m) is the probability amplitude of having one particle in
site [ and another particle in site m. In order to obtain the sta-
tionary solution, we assume a transformation to center-of-mass
coordinates @(I,m)=e*+mMy _m) Thus we can rewrite the
above equation as

J|e - m—1)te¥ ey —m+-1)
+e”‘“,y(1 —m—1)4e- ”‘a)(([ — m+l)}

+V(5I— 1,m + 5! +l,m)
+ Uy (I — m)y = Ex(I —m) (8)

Defining r =!—m as the distance between the two particles, we
obtain the time independent Schrédinger equation as

2] cos (ka)y(r—1)+x(r+1)]
+ V(8 1+ 81
+USrox (1 = Ex(r). )

In the absence of interaction, i.e. ¥=0 and U=0, we can assume
x(ry=e"*. Thus, we obtain the following as a result of Eq. (9):

E =4 cos(kay cos(za). (10)

Therefore, we observe the existence of a band of pure states
covering the range

~4] <E <4]. an

This result agrees with the literature [30,20] and with Fig. 1 too, in
which we can see a main band wherein the DOS is exactly the
same obtained for the tight-binding 2D Anderson Hamiltonian for
one particle in a square lattice geometry.

In order to obtain more information on the sub-bands shown in
Fig. 1, we assume without any loss of generality, the existence of
eigenstates with odd and even parity. For the case of even parity
eigenvectors, the wavefunction must respect the relation
x(ry=y(—r). We take into consideration Eq. (9) for the cases
r=0,1. In addition, we assume the existence of a constant A so
that y(r+ 1) = Ay(r). In crder to keep the finite amplitudes while r
becomes large, one must have |A| < 1. Thus, after sclving the
equations we get

F=V £/ (U-V? 4168 cos?(ka), (12)

where + sign should have the same as the sign of U. Since we are
interested in the case of positive U {repulsive interaction}, this
result shows the existence of a sub-band covering the range

U<E<V4/(U-VP+162 (13)

This analysis is in full agreement with the results obtained in
Fig. 1. For example, in considering U=12 and V=4 (as well the
data displayed in Fig. Fig. 1c), we get eigenstates positioned

between U=12 and U= 12.94. We emphasize that in the absence
of V interaction the range of eigenstates cover the energy

U<E =< +/U?+16f, agreeing with the literature result for the case
of pure on-site interaction [30,20]. Thus, we see how the nearest-
neighbor interaction broadens this sub-band.

Now, considering odd parity eigenvectors, the wavefunction
must respect the relation y(r}= —y(—r). Since r=0 gives us the
trivial solution of Eq. (9), we analyze the equation where r=1,2.
Again we assume a constant 4 5o that y(r41) = Ay(r). After these
considerations, we obtain as a result

442 cos?(kay

E=V+ v (14)
Therefore, the new sub-band comprises the range

2
V=Ex< V+%. (15)
This result is in excellent agreement with the numerical data in
Fig. 1.

In order to better characterize the nature of the eigenstates, we
compute the two-particles correlation function, written as

{(Ey=(mny) —{m)ym), (16)

where (m,} and ¢n,) are the particle average positions given by
M) =35 n ) ¢(m,nz)| 2. In Fig. 2, we report the analysis of the
correlation function () versus energy (E) for (a) U=4 and V=0.0;
(b) U=4 and V=U/3; (c) U=12 and V=00; (d) U=12 and
V =U/3. Results denote that the states within the sub-bands
exhibit strong particle-particle coupling with magnitudes con-
sistent with those observed in interacting particles systems with
only on-site interaction {V=0), typical of bound states. Even while
the sub-band is superposed with the main band, the strong cor-
relation is still noticed for some states correspending to those
predicted for this new sub-band.

The previous analysis has shown the broadening of the stan-
dard bound states sub-band and the emergence of another sub-

35
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Fig. 2. Correlaticn function (¢) versus energy (E) for (a) U=4 and V=0.0; (b) =4
and V=1U/3; (¢) U=12 and V=0.0; (d) U=12 and V =U/3; computed for open
crystalline chains (e = 0 for all n) with N=200 sites. The presence of the nearest-
neighbor interaction (V= U/3) (fig. b and d) induces the formation of a new sub-
band of bound states, with the eigenstates in both sub-bands exhibiting strong
particle—particle correlations.
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Fig. 3. Two-particle wave-packet after long evolution time. We used N=1000, d, =0, on-site interaction U, the absence of nearest-neighbor interaction V=0 (plots on the
left) and for nearest-neighbor V = U/3 (plots on the right). In the absence of particle-particle coupling, both electrons spread on an uncorrelated fashion this filling the { x m
plane (see top panel). For U > 0, the particles become correlated due to the emergence of bound states and, thus, the wavepacket concentrates along the diagonal I = m. The
non-local interaction promotes a stronger coupling between them along a larger number of sites.

band, both showing strong particle-particle correlations. Thus,
due to the expected relevant role played by bound states on the
wavefunction dynamics |15-20,22,23,25-27|, we focus hereafter
on the time-evolution of two-particle wavepackets.

3.2. Time-dependent Schrodinger equation analysis

In order to explore how the non-local interaction affects the
two-electron dynamic behavior, we followed the time-evolution of
an initially Gaussian wavepacket with width p =1 and analyzed
the two-particle correlations in position space. Calculations were
performed using N=1000, dy = 0 and systems with finite values of
the on-site interaction U, both in the absence and presence of the
non-local interaction V. The dispersion of the wave-packet displays
a long-lived behavior after a rapid transient [22,23|. Thus, we
followed the wave packet while its magnitude at the chain borders

is negligible (3 | @ ()] 2orger < 107°°), up to t ~ 300 time units for
this chain size.

In Fig. 3, we show the two-particle wave-packet in the [ x m
plane after a long time evolution, here t = 200 time units. The
figures are arranged so that the plots on the left shows the absence
of nearest-neighbor interaction V=0 while plots on the right have
nearest-neighbor interaction V = U/3. For U=0 and V=0 (see top
panel) both particles spread independently, with the two-particles
wave-packet filling roughly isotropically the | x m plane. For U > 0
the central structure reveals a bunching behavior, i.e., the particles
become correlated and the wavepacket concentrates around the
[=m region. Consistent with previous studies (see Ref. [22]), as we
increase U a portion of the wavepacket become more correlated.
However, the non-local interaction makes the electrons to develop
a correlated dynamics along a larger segment of the chain. For U =
4, we stress that the on-site sub-band is partially disconnected
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from the main band, while the nearest-neighbor sub-band is fully
superposed with the main band. In this case, the nearest-neighbor
interaction has magnitude approximately equal to one-third of the
main bandwidth. When the bound state sub-band is superposed
with the main band, many states behave like quasi-bound states.
Thus, the observed behavior is associated to the fact that the non-
local interaction promotes a broadening of the on-site sub-band
and the emergence of the nearest-neighbor bound states sub-
band. For U=12, when the two sub-bands are disconnected from
the main band, it is observed that the nen-local interaction pro-
motes a stronger coupling between particles. The width of the
central structure is noticeably larger in the presence of the non-
local interactions, as a consequence of the emergence of nearest-
neighbor bound states. On the other hand, the change of its
structure for V # 0 reveals modification of correlations promoted
by non-local interaction.

In order to better understand the role played by the nearest-
neighbor interaction on the wavepacket dynamics we computed
the long-time average of double occupancy probability, defined as

(DOP(t)) = <Z [y ()] 2>; (17)

nearest-neighbor cccupancy probability, defined as

<N0P(t)>=< 3 \¢Lm<t)\2>; (18)

i—m+1

and next-nearest-neighbor occupancy probability, defined as

<NNOP(t)>=< 3 \¢Lm(t)|2>. (19

l=m+2

The following results were cbtained from chains with N=1000
sites, wavepacket width p=1 and d0=090. Thus, we followed the
wave packet while its magnitude at the chain borders is negligible
(3 1y mlD)] gmer < 10739, Given that the dispersion of the wave-
packet displays a long-lived behavior after a rapid transient
[22,23], we ignore the initial times in order to calculate the long-
time average.

In Fig. 4 we show results for (DOP(f); as a function of the
Coulomb interaction U, whereas V =0,U/3,U/4,U/5. Whenever
U=0, the wavepackets of the two particles spread independently,
corroborating the results presented above. On the other hand, as

0.6 T T T T T T

<DOP()>

00& L. L1t
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U

Fig. 4. Time average cof the deuble cccupancy prebability versus U for nearest-
neighbor interaction V=0,U/3,U/4,U/5. Although the interaction favors the
coherent hopping asscciated with bound states, its repulsive character decreases
the double cccupancy probability coming from the superposition with unbound
states. The broadening of the en-site bound states sub-band with increasing values
of V proemotes a slower decay of the (DOP(f); with respect to U
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Fig. 5. Time average of the nearest-neighber cccupancy prabability versus U for
nearest-neighbor interaction ¥V = 0,U//3, U /4, U/5. While the nearest-neighbor sub-
band is superposed with the main band, the behavior is quite similar to that
observed in the absence of non-local interaction. The splitting of the nearest-
neighbor sub-band and the main band favers the occupation of states in nearest-
neighber for streng interaction. The disposition of curves V= 0 for strong inter-
actions exposes the repulsive character of particle-particle interaction.

the interaction is turned on, the emergence of bound states cor-
relates the two-particles dynamics. The non-monotonic behavior
of (DOP(t)) as a function of the Coulomb interaction U is due to
contributions coming from bound and unbound states in the initial
state. While the interaction favors the ccherent hopping asso-
ciated with bound states, its repulsive character decreases the
double occupancy probability coming from the superposition with
unbound states [20]. This competition leads to an optimal coupling
to obtain a correlated dynamics of the two-particles system, with
the coupled particles effectively behaving as a single particle with
charge 2e. The maximum value of (DGP(1); takes place for the value
of U corresponding to the detachment of the usual bound states
band from the main band. The presence of non-local interaction
promotes the broadening of the on-site bound states sub-band
{see eq. (13)), which results in the slower decay of (DGP(t); with
respect to U.

In Fig. 5, we show results for the nearest-neighbor occupancy
probability (NOP(t); as a function of Coulomb interaction U, for V
=0,U/3,U/4,U/5 and d0=0. For V=0 the behavior described is
consistent with results discussed previously. The favoring of the
on-site bound states by the coupling between particles promotes
the coherent hopping through the lattice. As U grows, the on-site
bound states correlates only wavefunction components with the
two particles located in the same site, which leads to (NOP(f); =0.
In the presence of non-local interaction, while the nearest-
neighbor sub-band is superpcsed with the main band, the beha-
vior is quite similar to that observed in the absence of non-local
interaction. The small difference is due to the broadening of the
on-site sub-band (see Eq. (13)). However, the non-local interaction
promotes a different behavior for strong interactions. The
detachment of the nearest-neighbor sub-band from the main band
favors the occupation of states in nearest-neighbor. The repulsive
character of particle-particle interaction is noted by chserving the
disposition of curves V = 0 for strong interaction, with NOP being
smaller for larger values of V. The fact that the nearest-neighbor
occupancy probability remains finite over long runs signals the
predominance of the correlated quantum hopping process of
particle occupying neighboring sites.

In Fig. 6, we show the next-nearest-neighbor occupancy
probability (NNOP(ty, as a function of Coulomb interaction U for
nearest-neighbor interaction V=0,U/3,U/4,U/5. The behavior
observed is clearly associated to the splitting of the bound state



75

AS. Peixoto, W.S. Dias / Solid State Communications 242 (2016) 68-73 73

G20 T T 1
- d=0
.15
S
2y (.
% 0.10
Y
0.05
0.00 \nrh.rh‘rh“:{x‘

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
U

Fig. 6. Time average of next-nearest-neighber occupancy prebability versus U for
nearest-neighbor interaction V =0, U/3, U/4, U /5. The observed behavior is clearly
associated to the splitting of the bound state bands from the main band. The first
peak is related to on-site sub-band while the second is related to nearest-neighbor
sub-band. The next-nearest-neighbor occupation probability decrease for strong U
unveils the coherent nature of the quanturm walk of two particle located on
neighboring sites.

bands from the main band. The first peak is related to the on-site
sub-band while the second one is related to the nearest-neighbor
sub-band. The next-nearest-neighbor occupation probability
decreases for strong U signals the predominance of coherent
quantum walk on neighboring sites.

4. Summary and conclusions

In summary, we studied a system of two interacting electrons on
a 1D optical lattice. In order to emulate remnants of the Coulomb
interaction owing to the non-perfect screening, we considered both
on-site and nearest-neighbor interaction between particles. By
numerical and analytical analysis, the emergence of a new sub-band
of bound states due tc the nearest-neighber interaction was shown,
besides a breadening of the usual sub-band associated with the on-
site interaction. By following the time evolution of an initially
localized two-particle wavepacket, we showed that these bound
states can promote a correlated quantum walk of particles. While
the on-site interaction is responsible to induce a correlated
dynamics in which electrons occupy predominantly the same site,
nearest-neighbor interaction shows itself capable of inducing a co-
walking where the particles are kept in neighboring sites. The
cocherent hopping between particles displays a non-monotonic
behavior as a function of the on-site U interaction. Analyzing the
location of the bound state sub-bands with respect to the main
band, we were able to unveil the physical mechanism underlying
the observed trends of the coherent two-particle quantum walk. To
conclude, we stress that recent experimental advances cn ultracold

atoms and photonic engineering make us believe that the proposed
scheme can be implemented (see Section 1). Besides, we believe the
present results will stimulate the development of new studies
associated with correlated quantum walks. For example, it is well
known that in the absence of nearest-neighbor interaction, the on-
site bound states is responsible for a coherent hopping between
particles, describing relevant characteristics related to weakening of
Anderson localization [15-19] and Bloch oscillations of interacting
particles [20,22,23,25-27]. As reported here results indicate that
nearest-neighbor interaction has a significant impact on the two-
particles quantum dynamics. It would be much valuable to have
additional efforts aiming to evaluate its influence on these related
physical phenomena.
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