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Resumo

As hipersuperficies minimas aparecem como pontos criticos do funcional massa, e por-
tanto, podem ser produzidas por técnicas min-max aplicadas a certas familias de correntes.
Um conjunto particular de tais familias sao os p-sweepouts, em que as p-widths sao os
invariantes min-max associados.

Nesta tese, lidamos com o invariante min-max conhecido como a 1-width. Para essa
proposta, usamos a ideia de Marques e Neves para calcular a 1-width do espaco pro-
jetivo real RIP®, mais especificamente, usando as ideias em [12] podemos calcular a 1-
width usando um 1-sweepout abstrato. Além disso, apresentamos um 1-sweepout 6timo e
explicito. Em seguida, calculamos a segunda width do espaco projetivo real tridimensional
usando um sweepout explicito para obter uma cota superior 6tima, e também estimamos
a 9-width.

Palavras-chave: Espaco projetivo real, sweepouts, widths.



Abstract

Minimal hypersurfaces appear as critical points of the mass functional, and therefore can
be produced by min-max techniques applied to certain families of currents. A particular
set of such families are p-sweepouts, where p-widths are the min-max invariant associate.

In this thesis, we deal with the min-max invariant known as 1-width. For this proposal,
we have used the Marques’ and Neves’ idea to compute the 1-width of the real projective
space RP?, more specifically, using the ideas in [12] we are able to compute the 1-width
using a abstract 1-sweepout. Moreover, we present an explicite sharp 1-sweepout. Next,
we compute the second width of the 3-dimensional projective space using an explicite
sweepout to get a sharp upper bound, and finally we also estimate the 9-width.

Keywords: Real projective space, sweepouts, widths.
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INTRODUCAO

Em 1752, Lagrange desenvolveu um método de minimizar e maximizar funcionais. Poin-
caré aplicou este método para geodésicas em um esferéide, ver §3 de [17], e motivado por
seus estudos, ele perguntou em [I7] se todas as superficies de Riemann fechadas admitem
uma geodésica fechada. Assumindo que a superficie nao é simplesmente conexa e usando o
método de Lagrange, Cartan provou a existéncia de geodésicas fechadas, mas este método
falha para uma superficie simplesmente conexa. Por isso, a questao de Poincaré se torna
mais interessante em uma 2-esfera e, assim, torna-se necessaria uma nova abordagem. O
avanco veio com Birkhoff [3], que usou técnicas min-max no espago de curvas continuas

por partes para produzir uma geodésica fechada para qualquer métrica em uma 2-esfera.

Tais resultados motivaram o trabalho em dire¢do a hipersuperficies minimas fecha-
das em variedades Riemannianas, impulsionando o desenvolvimento da teoria de medida
geométrica. O primeiro avango veio na Tese de Almgren que mostrou uma ligacao entre o
espaco de hipersuperficies e o grupo de homologia superior de uma variedade, garantindo a
existéncia de um caminho nao trivial de hipersuperficies. Usando este caminho e o método
min-max introduzido por Almgren em [2], Pitts [16] foi capaz de provar a existéncia de
uma hipersuperficie minima fechada suave mergulhada em uma (n + 1)-variedade Rie-
manniana compacta com n < 5. Mais tarde Schoen e Simon estenderam este resultado
para qualquer dimensao, provando a existéncia de uma hipersuperficie minima fechada

mergulhada com um conjunto singular de codimensao de Hausdorff pelo menos 7.

Com o objetivo de fornecer uma resposta a uma conjectura de Yau, que diz respeito
a existéncia de infinitas hipersuperficies minimas, Marque e Neves [I4] consideraram as
familias de ciclos de pardmetros mais altos, definidas similarmente a Guth [5]. Eles
também surpreenderam a comunidade mateméatica ao apresentarem a solug¢ao da conjec-
tura de Willmore, essa conjectura atraiu a atencao de muitos matematicos e influenciou a
producao cientifica em matematica nos ultimos 50 anos. Portanto, é interessante calcular
a width associada a essas familias para algumas variedades especificas. Além disso, acre-
dito que pela natureza do espago projetivo, Fernando C. Marques perguntou se é possivel
apresentar uma familia explicita de ciclos que fornega o valor exato da 1-width do espaco

projetivo real RP3. Assim, inspirados por essas questoes, trataremos nesta tese sobre o
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calculo de algumas widths estudadas por Guth [5] e Gromov [18], e nos concentraremos
na construcao de sweepouts explicitos por ciclos que nos fornecem cotas superiores 6timas
para a massa. Nesta linha de pesquisa, Aiex [I], estudou as k-widths da 2-esfera redonda
para k = 1,...,8 e Nurser [I5], calculou as k-widths da 3-esfera redonda para k = 1,...,7

e fez estimativas para k =9, 13.
(Definigbes precisas serdo apresentadas no préximo capitulo).
Os resultados obtidos neste trabalho foram inicialmente motivados pela seguinte questao:

Pergunta (Fernando C. Marques). Qual é a 1-width do espago projetivo real
RP??

Agora enunciaremos o primeiro resultado obtido nesta tese, o qual, responde a per-
gunta acima calculando o invariante min-max 1-width do espaco projetivo real RP3.
Teorema 0.0.1 Para o espaco projetivo real, temos que w, (RP?) = 72, e a superficie que

realiza esse miimero é o toro de Clifford minimo T?/{—xz,z} em RP.

A prova consiste em usar resultados de Almgren-Pitts [16], Zhou [23], Marques-Neves
[13] e Ketover-Marques-Neves [7] para obter uma cota inferior da w;(RP?), e usando as
ideias de Marques e Neves em [I2] para considerar a existéncia do 1-sweepout abstrato
adequado, obtemos uma cota superior da w; (RIP’S), e assim concluirmos a igualdade. Além

disso, conseguimos apresentar um 1-sweepout explicito.

Inspirados no sweepout explicito apresentado para calcular w; (RP3) = 72 fomos ca-
pazes de construir um 2-sweepout que nos permitiu melhorar o Teorema acima, obtendo

o seguinte resultado:

Teorema 0.0.2 As duas primeiras widths do espago projetivo real de dimensdao 3 sdo

2

iguais a ™, e a superficie que realiza esse nimero é o toro de Clifford minimo T?/{—x,z}

em RIP?.
Além disso, obtemos uma estimativa para a nona width do espaco projetivo real RIP?:

Teorema 0.0.3 Para o espaco projetivo real de dimensao 3, temos wg(RIP’3) <Am.

13



Capitulo 1

PRELIMINARES

1.1 Nocoes de teoria geométrica da medida

A teoria geométrica da medida consiste principalmente na teoria dos varifolds e na teoria
das correntes. Apresentamos aqui alguns conceitos e notac¢des que usaremos ao longo
desse trabalho. Nossas principais referéncias sao os livros [20, Simon] e [16, Pitts|. Pelo
Teorema de Nash dada uma variedade Riemanniana (M"*! g) sempre podemos supor

que M™! ¢ isometricamente mergulhada em um espaco euclidiano R%,

1.1.1 Medida de Hausdorff

Defini¢ao 1.1.1 Para A C M™™! g medida de Hausdorff m-dimensional de A é:

H™(A) = lim H(A),

0—0

onde para cada 0 > 0, temos a chamada medida 6 de Hausdorff

Hy(4) = inf{zwm(d”mcf') A c UGy diam C; < 6},
j=1

2 e

W € 0 volume da m-bola euclidiana, e {C;}jen € uma cobertura de A formada por con-

juntos abertos de M"1.

14



1.1.2 Conjuntos Retificaveis

Defini¢ao 1.1.2 Um conjunto N C M"™ ! é dito m-retificdvel se

NcNU(UN),
J

onde H™(Ng) = 0 e N;, j > 1 é uma subvariedade mergulhada C' m-dimensional de
ML

Observacao 1.1.1 (1) Na defini¢io acima é equivalente dizer que N; € a imagem de
alguma fungao Lipschitz Fj.

(2) Podemos escrever

N:UMj, com M; C N;, j=0,1,2,...
J

(3) Uma propriedade importante dos conjuntos k-retificdveis é que eles tém uma nog¢do

de espaco tangente HF-q.t.p.

1.1.3 Varifolds

Aqui, faremos uma breve introducao aos varifolds em variedades Riemannianas, que sao
objetos que generalizam a no¢ao de subvariedades. Uma vantagem de trabalhar com vari-
folds é o nio cancelamento de massa. Dado k € N com k < n + 1, usaremos G1(R”) para
denotar a Grassmanniana dos k-planos nao orientados de R”, a qual podemos identificar
com RE x G(L, k), onde G(L,k)) é a colecio dos k-subespacos de RL.

Definigdo 1.1.3 Um varifold de dimensio k em RY é uma medida de Radon em Gy(RE).

Denotamos por V(RY) o conjunto de todos os k-varifolds em R,

Pelo Teorema da Representagao de Riesz |20, Teorema 4.14] podemos pensar no varifold
como um funcional linear ndo negativo definido em C.(Gj(RF)), onde C.(G(R%)) denota

o conjunto das fungdes continuas de suporte compacto em Gj(RY) tomando valores reais.

Exemplo 1.1.1 Dado um conjunto k-retificdvel R C RY, e uma fungdo h : R — R¥,

definimos um varifold por:

Vig) = [ h@)o(e, TRAH @) Ve € CLGRY)

15



chamado varifold retificavel. A funcao h pode ser pensada como a multiplicidade dos
pontos do varifold. Se h assume valores inteiros, isto €, h : R — Z* dizemos que V' € um

varifold inteiro.

Observacao 1.1.2 Pelo exemplo acima qualquer subvariedade de dimensdo k em M pode

ser considerada como um k-varifold.

Dotamos Vi (R%) com a topologia fraca, entdo dizemos que uma sequéncia de varifolds V*

converge para o varifold V, se para cada fun¢ao ¢ € C.(G(RF))

lim [ o(z, 7)dVi(z,©) = / o(z, m)dV (z, 7).

1—00
Aqui 7 denota um k-plano de T,R”.

Dado um varifold qualquer V' associado a ele podemos definir uma medida de Radon
V]| em R por

Vi) = [, e@dlVi@ = [ p@)dv,m.

RL xG(L,k)

O suporte de um varifold V' é igual ao suporte de ||V|| que é o menor conjunto fechado

fora do qual ||V é zero.
Definicao 1.1.4 (F-métrica Pitts) Definimos
F : Vi(RY) x Vi (RY) — [0, 0],

F(V,W) = sup{V(p) = W(p) : ¢ € C(Gr(R")), || <1, Lip(p) < 1},
para todo par V,W de varifolds de dimensdo k em RE.

Denotamos por V(M) o fecho, na topologia fraca, do espaco dos varifolds retificaveis

de dimensdo k& em R” com suporte contido na variedade M.

Dadas uma aplica¢ao 1 : M — M de classe C' e um varifold V' € V(M) podemos
definir a imagem (o push-forward) de V' por v, denotada por ¢, (V'), e assim podemos
definir a "primeira variagao”de um varifold.

Para um varifold V' decorrente de uma subvariedade ¥, temos que 14(V') é simplesmente

o varifold decorrente de 1(3). Mais geralmente temos que:

Definicao 1.1.5 Definimos ¢4 (V') por

Va(V)(@0) = [ 0l 0)dp (Vo) = [ T, mpolui(a), dia(m)dV (z, 7).

G(M)

16



onde Ji(x,m) é o Jacobiano de dip, quando restrita ao k-plano w, para cada elemento

(x,m) € G(M) da Grassmanniana dos k-planos nao-orientados em M.

Dado um campo de vetores em M considere a variagao ¢, tal que to(x) =z e %@/Jt(x) =

X (¢y(z)). Dada um varifold V' temos a seguinte fungao real

t— () (V) (M),

Assim podemos definir:

Defini¢ao 1.1.6 (Primeira variagdo do varifold V')

W) = | s,

Definicao 1.1.7 Dizemos que um varifold V ¢é estacionario em M se §V(X) = 0 para

todo campo X em M.

Observacao 1.1.3 Varifolds decorrentes de superficies minimas sao estaciondrios. Desse

modo, varifolds estaciondrios estendem a ideia de superficies minimas.

1.1.4 Correntes

Seja QF(RY) = {k-formas diferenciais de suporte compacto em R}, o qual é dotado com

a topologia usual, caracterizada pelo fato de que

wh = Za&k)d:co‘ —w=>Y_ a,dz”

se existe um compacto K C R” tal que spt(a™), spt(aq) C K, e limj_,oc D?a® = DPa,,,

para todo a e todo multi-indices f3.

Definigdo 1.1.8 Uma k-corrente T é um funcional linear continuo no espago QF(RE).

Denotamos por Qx(RL) o conjunto formado por todas as k-correntes.

Exemplo 1.1.2 Seja ¥¥ C RY uma subvariedade orientada, com dimensdo k, entdo

podemos considerar o funcional linear dado por
X)) (w) = / w, para toda w € QF(RY).
b

Assim [|2]] € uma k-corrente.

17



O suporte de uma corrente T', que denotamos por spt(7T'), é o menor conjunto fechado
S C R para o qual T(w) = 0, para toda w € QF(RF) suportada fora de S, isto é, se
(spt(w)) NS = &, entdo T'(w) = 0.

Podemos definir o bordo 0T de uma k-corrente T € Q(RL) como sendo a (k — 1)-
corrente dada por
T (w) = T(dw), w € Q1 RY),

onde d denota a derivada exterior usual de formas diferenciais.

A massa de uma corrente T', denotada por M(T'), é definida como
M(T) = sup{T(9) : ¢ € Q(R"), [¢] <1},

onde |¢| = sup/{¢(x), #(z)), para todo z € RE. Note que superficies que sdo intuitiva-

mente proximas nao precisam estar préximas na norma da massa M. Considere as duas

Figura 1.1: Correntes distantes na norma da massa

circunferéncias T e T, de raios r e r+ € respectivamente, e com mesma orientagdo como na
Figura 1.1. Se € convirja para 0, esperamos intuitivamente que 7T, converge para 1". Porém
note que para qualquer € > 0, temos que M(7, —T') = M(T,) + M(T') = 2n(r +€) + 27r.

Assim nao temos convergéncia na norma da massa.

Definicao 1.1.9 Uma k-corrente T' € chamada retificavel se pode ser expressa por
Tw) = [ (o), dH", w e Q5RE),
R

onde R C RY é compacto, H*-mensurdvel e k-retificdvel, e & é H*_R-mensurdvel no
espago dos k-vetores, e para HF-q.t.p x € X, temos £(x) = 71 A ... ATy, € simples, |£()|
¢ um inteiro e {7y, ..., 7} € uma base ortonormal do espago tangente (aprozimado) T, R.

Denotamos o conjunto das k-correntes retificaveis por Ry.

Dada uma corrente retificivel T', sempre podemos associar um varifold retificavel de mul-

tiplicidade inteira, basta esquecer a orientacao.
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Definicao 1.1.10 Definimos o conjunto das correntes integrais por

I, = {T € Ry : T € Rk—l}-

Definicao 1.1.11 A métrica flat € definida por

f(Tl,Tg) == lIlf{M(P) + M(Q) : T1 — T2 = P+ 8Q,P S Ik(M),Q € Ik+1(M)}

F(T) = inf{M(P) + M(Q) : T = P+ 0Q, P € (M), Q € Ly, (M)}

Aqui, trabalhamos com os seguintes espacos:

O espaco I, (M;Z,) das correntes flat médulo 2 de dimensdo k em R com suporte

contido em M;

O espago Zj, (M;Zs) dos elementos T' € 1, (M;Zs) com 0T = 0;

Vi(M) como foi dito anteriormente, é o fecho na topologia fraca, do espaco dos

varifolds retificdveis de dimensdao k em R* com suporte contido na variedade M

O espaco I (M;Zy) e 2, (M;7Zs) sao dotados com a topologia da norma flat. Além
disso, I, (M;M; Zs) e 25 (M;M,;Zs) sao os mesmos espagos dotados da topologia

da norma da massa.

Para uma k-corrente integral 7' € I(M;Zsy), denotamos por |T| e ||T|| o varifold
integral e a medida de Radon em M associados com T', respectivamente. Dado V €
Vie(M), denotamos por ||V|| a medida de Radon em M associada com V. Dado um

conjunto k-retificivel ¥ de RE, denotamos por [X] o varifold k-dimensional induzido por

2.

1.2 Sequéncias de mapas discretos

Aqui, seguimos [14], [15] e [23].
Seja I'™ = [0,1]™ C R™. Para cada j € N, I(1,5) ¢ o complexo celular em I' cujas

1-células sao os intervalos [0,377], [377,2-377], ..., [1—=377,1], e as 0-células sdao os pontos

0], 37, [2-377], ..., [1 — 377, [1].
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Usamos I(m, j) para denotar o complezo celular em I™:
I(m,j)=1(1,5) ® ...® I(1,5) (m-vezes).

Parag e N, g <m, a = a1 ®...®a,, é uma g-célula de I(m, j) se, e somente se, para cada
i, a; ¢ uma célula de I(1,5), e X7, dim(«;) = q. As vezes é 1til identificar a; ® ... ®
com o seu suporte oy X ... X a,, C I™. Denotamos por I(m, j), o conjunto de todas as

g-células em I(m,j).

Para X C I™, o complexo cubo X(j) é a unido de todas as células de I(m,j) cujo
suporte estd contido em alguma célula de X. Denotamos por X(j), o conjunto das g-
células em X (j). Dizemos que dois vértices x,y € X (j)o sdo adjacentes se pertencem a

uma célula comum em X (j);.

Para i,j € N definimos n(7, j) : X(i)g — X(j)o como o elemento n(z, j)(z) € X(j)o,
tal que

d(z,n(i, j)(z)) = inf{d(z,y); y € X(j)o},

onde a fun¢ao distdncia d : X (i)g — X (j)o é definida por

d(z,y) =3 |z —yj.
=1

Considere uma aplicagdo ¢ : X (j)o — Z,(M;Zs). A finura de ¢ é definida por:

f(¢) = sup{M(o(x) — ¢(y)) : x,y vértices adjacentes em X (j)o}.

Nocoes de homotopia

Defini¢ao 1.2.1 Sejam ¢y : X (k1)o — Z,(M;Zs) e ¢o : X(ka)o = Z,(M;Zs), dizemos
que ¢1 € X-homotodpica a ¢y em Z,(M;M;Zsy) com finura § se existem k € N e uma
aplicacgao

v I(1, k) x X(k)o — Z.(M;Zs),

tal que

(1) £(¢) < 6;

(ii) se x € X(k)o, entao

U([0], ) = dr(n(k, k1) (x)) e P([1], 2) = da(n(k, k2)(x)).
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A teoria min-max de Almgren-Pitts lida com sequéncia de mapas discretos (é precisamente

o andlogo de aplicagbes continuas) em Z,,(M;M;Zs) com finuras tendendo para zero.

Definigao 1.2.2 Uma sequéncia de aplicagoes (X, M)-homotépica em Z,(M;M;Zs,) é

uma sequéncia de aplicagoes S = {¢; }ien,
¢i - X(ki)o — Z,(M; Zs),

tal que ¢; € X-homotdpica a ¢ir1 em Z,(M;M;Zsy) com finura 6; e

i—00

(11) sup{M(¢;) : * € X (k;)o, i € N} < 0.

Defini¢ao 1.2.3 Dadas duas sequéncias de aplicagoes (X, M)-homotépicas S* = {¢} }ien
e S? = {¢?}ien em Z,(M;M;Zs,), dizemos que S' é homotépica a S? se existe uma
sequéncia {d; }ien tal que

(i) ¢} é X-homotédpica a ¢? em Z,(M;M;Zsy) com finura d;;

(ii) llggoéz = 0.
Observacao 1.2.1 A definicao anterior explica o que significa duas sequéncias (X, M)-
homotdpicas distintas de aplicagoes em Z,(M;M;Zs) serem homotopicas. A relagio “é

homotdpica a” é uma relacao de equivaléncia no espago das sequéncias (X, M)-homotépicas
em Z,(M;M;Zs) (ver Apéndice).

Como “é homotdcica a” é uma relacdo de equivaléncia, chamamos a classe de equi-
valéncia de qualquer sequéncia de classe (X, M)-homotdpica de aplicagoes em Z,(M; M, Zs),

e denotamos o conjunto de todas as classes de equivaléncia por [X, Z,,(M; M; Z)]*.

Seja S uma sequéncia de aplicagoes (X, M)-homotoépica em Z,,(M; M; Z,), e definimos:
L(S) = li)m sup max{M(¢;(z)) : x € X (ki)o}-

Essa nos permite fazer a seguinte definicdo importante:

Definigdo 1.2.4 A width de I1 € [X, Z,(M; M, Zy)]|* € definida por:

L(IT) = jnf L(S).
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1.3 p-sweepouts e p-widths

Aqui, seguimos [14] e [15].

1.3.1 Cenario Continuo
p-sweepouts and p-widths

Neste secdo, relembramos o que significa uma aplicacdo ser um p-sweepout de RP? e

também recordamos uma p-width de RP?, que denotamos por wp(RIP)g).

Seja X um subcomplexo ctibico de I"™ = [0, 1]™, para algum m. Seja Fyps 0 isomor-

fismo de Almgren para RP?, isto é, a aplicacdo
Fyps : m1(22(RP% Zy)) — H3(RP?; Zy) = Zs.

Uma vez que H'(Z5(RP* Z,);Zy) = Z denotamos seu gerador por A e A\’ denota o

produto cup [6] de A com ele mesmo p vezes.

Defini¢do 1.3.1 Uma aplicagdo continua na topologia flat ® : X — Z,(RIP*; Zy) é cha-
mada um p-sweepout se A = ®*(\) € H'(X; Zy) temos que \P = X\ — ---— X € ndo nulo
em HP(X;Zs).

Equivalentemente, ® é um p-sweepout se existe X\ € H'(X;Z,) tal que:

(i) NP =X — -+« — X € nao nulo em HP(X;Zs);

(ii) Para todo caminho v : S* — X, temos A(y) # 0 se, e somente se, Doy : St —
Z5(RP?; Zy) € um sweepout. Isto ¢,

) 1 se®ory ¢éum sweepout, i.e. (Fgps(y) = RP?)
V)= )
0 se®ory ndo é um sweepout, i.é. (Fgps(y) = 0)

onde Fgps € 0 isomorfismo de Almgren para RP3.

Observagao 1.3.1 (1) Se uma aplicagao ® é um p-sweepout, entao ela também é um

g-sweepout para todo q < p.

(2) Uma aplicagio 1 continua na topologia flat, que é homotdpica a um p-sweepout Pq

¢ também um p-sweepout.
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Definimos
P, ={®: X — Z,(RP* Z,) : ® é um p-sweepout e lir% m(P,r) =0},
r—

onde m(®,7) = sup{M(®(x)_B,(p)) : = € dmm(®), p € RP*} (concentracio de massa

de ® em bolas de raio ).

Como em Marques e Neves [14], definimos

Definicdo 1.3.2 A p-width de RP? ¢
w,(RP?) = (bigg sup{M(®(z)) : x € dmn(P)},
onde dmn(®) é o dominio de P.

Observacao 1.3.2 Pela Observagdo temos w,(RP?) < w1 (RP?) para cada
p e N.

1.3.2 Cenario Discreto

Apresentaremos agora dois importantes resultados que nos permitem ir e voltar entre as
configuragoes continua e discreta. O primeiro deles tem o propdsito de construir uma
sequéncia de aplicagoes (X, M)-homotépica a partir de uma aplica¢do continua na topo-

logia flat sem concentragdo de massa:

Teorema 1.3.1 (Do continuo para o discreto) Seja ® : X — Z,(RP?; Zy) uma aplicagio
continua na topologia flat sem concentra¢cao de massa. FEntdo existe uma sequéncia de
aplicacoes

¢i » X (ki)o — ZQ(RP?’;Zz),

com k; < kiy1, e uma sequéncia de nimeros positivos {9; }ien com §; — 0 tal que
(i) S = {¢itien € uma sequéncia de aplicagoes (X, M)-homotdpica em Z5(M;M; Zs)
com finura £(¢;) < 0;;
(i) sup{F(p(x) — ®(x)) : v € X(ki)o} < di;
(7i7) sup{M(¢i(x)) : x € X (k;)o} < sup{M(P(x)): 2z € X} + 0;.

O objetivo do proximo resultado é construir uma aplicacdo continua na norma da

massa a partir de uma aplicacao discreta com finura pequena.
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Teorema 1.3.2 (Do discreto para o continuo) Ezistem constantes positivas Cy =
Co(RP?,m) e 8 = 0o(RIP?) tal que, se Y é um subcomplezo ciibico de I(m, k) e ¢ : Yy —
Zo(M?;Zy) tem finura £(9) < &, entao existe uma aplicagio

DY — Zo(M>; M; Zy),

que é continua na norma da massa e satisfaz:

(i) ®(x) = ¢(x) para todo x € Yy,

(i1) se o € alguma j-célula em Y;, entao ® restrita a o depende apenas dos valores de ¢

assumidos nos vértices de «;

(ii7) sup{M(®(z) — ®(y)) : z,y em uma célula comum de Y} < Cof ().

A aplicagao ® dada pelo Teorema [1.3.2] é conhecida na literatura como extensao de Alm-

gren de ¢.
Observacgao 1.3.3 Apontamos algumas consequéncias:

(1) O resultado anterior nos permite obter uma aplicagdo continua na norma de massa

a partir de uma aplicacdo discreta com finura pequena;
(2) Sejam S' = {¢}!}ien € S? = {¢?}ien em 11, entdo as extensoes de Almgren @}, 2 de

%
1 2
RS R

respectivamente, sao homotopicas entre si na topologia flat para i suficiente-
mente grande, ver [1]], Proposicio 3.11], e assim a extensao de Almgren preserva

as classes de homotopia.

Definicao 1.3.3 Seja 11 € [X, Z,(M3;M;Z,)|#. 11 € dita uma classe de p-sweepouts
(discreto) se para qualquer S = {¢;}ien € 11, a extensio de Almgren ®; : X — Zo(M?3; M; Zy)

de ¢; € um p-sweepout para i suficientemente grande.

Lema 1.3.1 Seja D, o conjunto de todas as classes de p-sweepouts Il € [ X, Zo( M3, M; Zo)]#,

onde X é um subcomplexo cibico qualquer p-admissivel. Entao
w,(M?) = inf L(II).

€D,

Demonstracao Ver [[14], Lema 4.7].
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1.4 Resultado chave

Proferimos agora, o célebre resultado devido a [Almgren-Pitts] sobre a existéncia de
superficie minimas e suas caracteristicas analiticas e topologicas [Marque-Neves, Zhou,

Ketover-Marques-Nenes].

Teorema 1.4.1 ([16], [23], [12], [7]) Sejall € [X, Z5 (M3;M; Zy)|#. Entdo existe uma

superficie minima suave fechada X satisfazendo:

(i) 3 € orientdvel e mergulhada;

(i) L(IT) = [3].

Além disso, se a curvatura de Ricci € positiva, entdo Y tem apenas uma componente

conexa, tem multiplicidade 1 e seu indice de estabilidade € 1.
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Capitulo 2

WIDTHS DO ESPACO
PROJETIVO REAL RP3

2.1  w;(RP?) > 72

Usando o Teorema |1.4.1], se Il € {[0, 1], 2, (R]P’?’; M; Zg) }#, entao existe uma superficie

Y2, minima, fechada, orientéavel e mergulhada tal que

X = L),
assim, pelo Teorema 3 [19]
L(II) = |3 :/ZldA > 72,
Portanto, temos que L(II) > 72 para cada II € Dy, e assim

w, (RP?) = inf L(II) > =2,

2.2  w(RP?) < 72

Primeiro, usando argumentos devido a Marques e Neves [12], (ver também Zhou [23]) que
passamos a descrever agora, vamos garantir a existéncia de um sweepout adequado para

nosso proposito.

Seja ¥ C RP? o toro de Clifford minimo mergulhado. Primeiramente, se A : $% — S3
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é dada por A(x) = —z, entao

1 1
A <(cos 6,sin 6, cos p, sin go)) = —(—cosf, —sinf, — cos p, —sin ),

V2 2

L s ? (e ! 1 ? (L ?
——= €08 ———=sin =—-=|——=cos ———sin ,
V2 V2 2 Vot Vo R
onde 0 < 6 < 27, 0 < ¢ < 27m. Assim, ¥ é induzida em RP? por uma superficie anti-

podalmente simétrica ZNI(O toro de Clifford) de género impar em S, entao ¥ é orientavel
(ver Ros [19]).

Portanto, por [[22], Proposicdo 4.3.5] ¥ divide RP® em dois pedacos de mesmo volume,
ou seja, RP3 \ ¥ = M; UM, é a unido disjunta de duas componentes conexas M; e Mo
de mesmo volume, onde ¥ = OM; = OM,. Sejam N o normal unitario apontando para
dentro de My, X o primeiro autovalor do operador de Jacobi L e u € C*°(X) sua autofuncao
correspondente. A tem multiplicidade um e assim podemos escolher v > 0 em . Visto
que Ric > 0, observamos que ¥ nao pode ser estavel. De fato, escolhendo f = 1 na

desigualdade de estabilidade obtemos que
0= / IV f2ds > /(R@'c(zv, N+ |AP2) f2ds > 0,
b 2

o que é uma contradi¢do. Portanto ¥ é instavel, e assim \ < 0.

Considere a folheacao local,
¥ = {exp,(tu(z)N(x)); x € X}, para t € [—¢, €.

Para € > 0 suficientemente pequeno temos:
e Uma vez que u > 0, X; estd contida em M; (em Ms) para todo 0 < ¢t < € (para todo
—e<1<0),

e Pela férmula da primeira variagao, obtemos

—

d i
Sl = = [N, Hydp =~ [ (N, H)dp
> >

dt

t=0
= — / uHdp =0,
b
onde H = 0 ¢é a curvatura média de X, e pela férmula da segunda variagdo temos

d2
dt?

|2 = —/ uLudp = —/ u(—Au)dp
5 s

:/\/u2d,u<().
)

t=0
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Donde, |%;] < || para todo 0 < |t| < e.

e Uma vez que u > 0, e pelo [[4], Teorema 3.2], temos que

a —

1 HE),N) = Lu=—u >0,

ot|,_,

onde H(%,) denota o vetor curvatura média de 3. Portanto H(X,) > 0 para 0 < t < ¢

com respeito ao normal N para e suficientemente pequeno.

Seja Ny = M \ {Z:}o<t<c para um € > 0 pequeno, que ¢ a regido cujo bordo é
Y. Analogamente, temos N, tal que ONy = Y_, para um € pequeno. Assim veremos que
podemos estender a folheagao {¥;} para N1 e Ny. De fato, por [[22], Afirmacao 1] podemos
considerar um sweepout {it}te[—l,l] tal que 3, = ¥, para t pequeno. Assim {it}te[e,l} é
um sweepout de (Ny,dN;). Considere a menor familia de sweepouts A homotopicamente
fechada que contém {it}te[@”. Se a width verifica W (Ny,dNy,A) > |ONy|, podemos
aplicar [[22], Teorema 4.2.7], porque H(ON;) = H(X,) > 0, e assim concluimos que existe

uma superficie nao trivial ¥ minima e mergulhada no interior de Ny, e assim disjunta de

¥, o que contradiz a propriedade de Frankel. Portanto, W (Ni,dNi, A) < [0Ny], dessa

forma podemos encontrar {3;} € A, de modo que max || seja muito perto de [ONy|.
[AAS
Como ON; = %, e |3| < |X| podemos tomar um sweepout {3 }4eje1) com
max || < [3].

e<t<1

Da mesma forma, podemos obter um sweepout {i;’ } de Ny com a mesma propriedade.
Juntando {3}, {%/} e {it}te[—e,e] de maneira adequada, ver [22], temos a extensdo dese-

jada. Assim, construimos um 1l-sweepout ® tal que
sup{M(®(z)) : x € dmn(®)} < |3
e, por [[19], Teorema 3]
sup{M(®(z)) : v € dmn(®)} < |Z| = 72
Dai segue que
w1 (RP?) < sup{M(®(z)) : 2 € dmn(®)} < |¥| = 72,

e temos o resultado desejado.
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2.2.1 Construcao explicita de um sweepout 6timo

Nesta se¢ao apresentaremos um sweepout 6timo explicito para obter uma cota superior da
1-width e para tanto usamos fortemente que o ambiente em que trabalhamos é o espago

projetivo real 3-dimensional.

Seja ¥; = S1(t) x S* (V1 —1t2), t € [0,1], a superficie de Clifford da esfera S3. Note

que

¥ = S'(t) x SH (V1 - 12)
= {(tcosh,tsinf,v/1—1t2cosp, V1 —t*sing): 6,¢ € [0,27)}.

Assim, dado t € [0,1], se x = (21, 22, x3,24) € ¥y, entdo existem 0, ¢ € [0,27) tais que
x1 = tcosh, xo = tsinb, x3 = V1 —t2¢ e x4 = /1 —t2s8in¢. E assim, —x; = —tcosb,
—x9 = —tsinf, —x3 = —v/1 —t2¢p e —x4, = —/1 — t?sin ¢. Note que

(o1 + (2 = 2 € (—a+ (—a)* = (VI= )2

donde —x € ¥;. Portanto, >; é invariante sob a aplicacao antipoda.

Uma vez que 3, é invariante sob aplicagao antipoda, temos que a mesma induz uma
superficie mergulhada ¥,/{=£} no espaco projetivo real RP* = S3/{£}, e além disso
1

area(X;/{£}) = 5 area(X;). (2.1)

Agora vamos calcular a drea de ¥;/{x}. A aplicacao
x(0,0) = (tcosh, tsinh, V1 —t2cosp, V1 — t?sin @) (2.2)

onde 0 < 0 < 27, 0 < ¢ < 27 é uma parametrizacao de X;.

De ([2.2)), temos

8xt o :
W(Q’ ¢) = (—tsinf,tcosb,0,0)

%Z(G, ¢) =(0,0,—v1 —1t2sin¢p, V1 — t? cos ¢),
e obtemos que
2 0

Y
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cujo determinante é t?(1 — ¢?). Consequentemente

area(X;) = /1(2 | VE2(1 —t2)dhdg
— /1= t2/ o, Lo
(2
= 47%tV1 — 2. (2.3)

Considere a fungao h : [0,1] C R — R dada por h(t) = area(>;). Assim sendo, por
temos
2
B (t) = 4n®V/1 — 12 — 47T217—t2
42(1 — t2) — 4nm?t?
- Vi-e

A% — 82t?

= 2.4
V1 — t2 ( )
(§]
t 1
R'(t) = [ —167°tV1 — 12 + (477 — 8%t
0= < TE) -

_ —127% 4 8n?t?

-2V

—127%t 2t
Tt + 87 (2.5)

SU-evioe

3 <tsetel01]. Por 1' concluimos que % é ponto critico de h, e de l} temos

R"(t) < 0 para todo t € (0,1] que diz que h é cdncava para baixo.

Deste modo, como a drea de ¥ 1 é 272, temos que

v
drea(X;) < 277, (2.6)
e por , temos
drea(X;/{+}) < 72 (2.7)

Seja ¥ C S? o toro de Clifford. Definimos a famdlia candnica {¥;}ep0,1) de ¥ por:

¥, = S'(t) x SY (V1 —12). (2.8)

Afirmacao 2.2.1 A familia {3;/{=%}}icj0,1) definida usando é um sweepout de RP*.
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Seja x = (1, T2, T3, 74) € S3, entdo 27 + 22 € [0,1] e
i+ =1— (27 +23). (2.9)
Note que existe 6 € [0,7/2] tal que

21| = mcosé, |zo| = msiné,

e escolhendo 0 € [0, 27) tal que \/2? + 23 cosf e /a3 + 23 sin f tenham os mesmos sinais

de x; e x5 respectivamente, podemos escrever

2y = \/2? + 23 cosl, xy= /2% + 2%sind.

Também existe ¢ tal que
lzs| = /23 + 23 cos ¢, |x4| = /23 + 23sin @,
e assim, por (2.9)), temos
jws] = /1 — (a1 +23) cos @, |za| = /1 — (a7 + 23) sin g,

e escolhendo ¢ € [0,27) tal que /1 — (22 + 23)cos¢ e /1 — (23 + x3) sin ¢ tenham os

mesmos sinais de x3 e x4 respectivamente, podemos escrever

x3 =/1— (22 + 23)cos ¢, x4 = /1 — (2% + 23)sin ¢.
Portanto,
T = (y/x% + 23 cos O, \/x? + x3sin b,
\/1 - (\/x% +x§)2cos¢, \/1 — (\/l‘% +x§)gsin¢>,

), e isso garante a afirmacao.

e assim x € E(
Considere a funcdo f : RP* — [~1,1] C R dada por
f(lz]) = 21 + 25 — (w5 + 27).

Esta funcao é bem definida independentemente do representante que escolhemos x ou —x

de [z].

Notamos que o conjunto aberto {[z] € RP?; f([z]) < 2> — 1} tem perimetro finito
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para todo ¢, pois sua fronteira é o conjunto ¥;/{%} o qual é uma superficie suave.

Desta forma temos um elemento bem definido no conjunto das correntes

R —1) ={l2] eRP*: f([]) =22~ 1}
= 0{[z] e RP?: f([z]) < 2t® — 1} € Z,(RP?; Zy).

Considere a aplicagdo ®; : [0,1] — Z5(RP?; Z,) dada por
O (t) = 5, /{£}. (2.10)

Por (2.7)), temos
M(®,(t)) < 72

Agora veremos que ®; é um l-sweepout. Primeiramente, devemos verificar a conti-
nuidade na topologia flat. Para verificar isso seja {t;};ey uma sequéncia em [0, 1] que

converge para t € [0,1]. Afirmamos, que

J]—00

De fato,
F(@1(t) — P1(¢y))

<M({[z] e RP*: f([a]) < 2> — 1}A{[z] € RP* : f([a]) < 27 — 1}),

onde XAY = (X \Y)U (Y \ X) denota a diferenga simétrica entre os conjuntos X e
Y. Uma vez que t; converge para t, entao para qualquer a > 0 fixo e j suficientemente

grande, temos que
{[z] e RP?: f([z]) < 2t® — 1}A{[z] € RP® : f([z]) <2t — 1} C ().,

onde (A). denota a vizinha tubular de A com raio e. Visto que Vol(A), tende a zero

quanto € vai a zero, concluimos que
liL%M({[x] €RP’: f([z]) < 2 — 1}A{[z] € RP®: f([z]) < 2t] — 1}) =0,

e segue a continuidade.

Observamos que ®; nao possui concentragao de massa, pois

lin M(@, (). B,([2])) = lim (Ha(xt/{i} N BA[ar]))) Cw? =0,

r—0 r—0 'LU27’2
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pois a superficie em questao é suave com densidade limitada independente do ponto.

Por fim, para satisfazer a definicdo de 1-sweepout, observamos que ®; pode ser definido

em RP'. Com efeito, uma vez que
@1(0) =0 and @1(1) = O,

podemos identificar os extremos do intervalo [0, 1] e assim obtemos uma identificacao de
[0,1] com RP' como desejado. O gerador A € H'(RP';Z,) satisfaz A # 0 para todo

caminho ndo trivial v : S' — RP!, o que é tnico a menos de reparametrizacdo. Assim,

pela Afirmacao 2.2.1] temos que
Frps([P107]) = Frps([®1]) = RP?,

onde Fgps denota o isomorfismo de Almgren para RP? e dai concluimos que ®; é 1-

sweepout e logo obtemos a estimativa para a 1-width desejada.

2.3 Construcido de um 2-sweepout 6timo do RP*

Aqui, construimos um 2-sweepout que fornece uma cota superior para a 2-width do espaco
projetivo real RP?.

2

Teorema 2.3.1 A 2-width do espaco projetivo real RP? é n% e a superficie que realiza

esse niimero é o Toro de Clifford minimo T?/{—x, 2} em RP>.

Primeiro, vamos introduzir algumas notacoes e resultados. Seja ¥ = T o toro de Clifford

em S3. Considere Rj* : S3 — 53 a rotagdo ao redor do yz-plano em R* dada por:

cosf 0 0 —sinf 1
0 10 0 T
Rz, 19, 23, 24) =
o (71, @2, 73, 4) 0 01 0 -
sinf 0 O cosé T4

Seja A e A* as componentes conexas de S*\ X = AU A*.

Defina
Ag = RMA) e g = Ry (X)) = 04,.

Note que,

o = Rg'(3) = S,.,(1/V2) x 53,(1/V2),
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também é um 2-toro, onde u = (cos 6, 0,0,sinf), v = (—sin#, 0,0, cos #) e denotamos por
S1.(t) a circunferéncia de raio ¢ e centro na origem do 2-plano gerado por a e b. Associado

a esse conjunto, considere a familia para (6,r) que é dada por:
S0,) = Sue,(cos) x SL (|sinr|) = RI(Z)),

onde 3, foi dada em ([2.8]) para t = cosr. Uma vez que, para cada r, 3, é antipodalmente

simétrica e Ry* é um operador linear, entdo Xy, ¢ antipodalmente simétrica.

Assim, somos levados a considerar 2-familia canénica em RP? por

o /{£}-

Note que, para cada (6,7) o conjunto X,y /{£} é retificivel e sem bordo, e assim induz
um ciclo em Z,(RP?; Zy) por (7o Ry)4[X,], onde 7 é o recobrimento de S* para RP?. Por
simplicidade vamos identificar o ciclo com o seu conjunto associado. Dessa forma, temos

a aplicacdo @ : [0,7] x [—3, Z] = Z,(RP% Z,) definida por:

Oy (0,7) = X /{£} (2.11)

Além disso, denotamos por A, e AE‘W) as componentes conexas disjuntas de S® \ X, =
A.ry U Ay y-

Agora, vamos trabalhar para provar que ®5 é um 2-sweepout.
Lema 2.3.1 A funcao ®5 ¢ continua na topologia flat.

Demonstracao Nesta demonstracao seguiremos os argumentos em [13 Proposigao 5.3].
Seja {(0;,7;) }teny uma sequéncia convergindo para (6,7) em [0, 7] x [—7/2,7/2]. Vamos

verificar que

lim VOl(A(gj’rj)AA(,g’Tﬂ =0.

j—ro0
De fato, se y € %y, entdo y = Rj*(x) para algum x € 3. Defina
x, = (21 cosT, x5 cosT, T3] Sinr|, z4] sinr|),
onde x = (x1, 29, 23,74) e 7 € [—7/2,7/2].
Seja Fy : ¥y x R — S3 a aplicacdo definida por

Fy(y.r) = Rg' ().
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Uma vez que R é uma bijecdo e qualquer ponto em S3 ¢ igual a x, para algum z € X e

r € R, concluimos que Fy é sobrejetiva. Em particular,
(A(97»,‘) \ (A(gvs)) C Fy (29 X [s, 7“)) para s <. (2.12)
Seja 0 > 0 e considere n > 0 tal que

VOl(Fg(Zg, [r—mn,r+ 77])) <.

A sequéncia de superficies ¥y, converge suavemente para ¥, se 0; tende para 6. Isso,
junto com a desigualdade triangular e o fato de que r; tende para r € [—m/2,7/2],

podemos escolher jq tal que
Awr—n) C Aw,r;) C Aorin) para todo j > jo.
Assim, para j > jg, temos
A, DA = (Awr) \ Awn) U (Ao \ Ayr) C (A@rin) \ Ar—n)-

De ([2.12)) temos
(A(QJ"'F"?) \ A(G,r—r])) C Fg (29 X [T —n,7r+ ’I’}])

e assim
vol(Aw, ) AApy) < 0 para cada j > jo.
Donde,
i F (@2(05,7,) = ®2(0,)) = Tim F(RE)412] — (FE415])
< lim M(Aw,r,)AAer) = lim vol(Aw, 1) Ader) =0,

e o resultado segue.

O préximo resultado trata da concentracao de massa.
Lema 2.3.2 A funcdao ®5 ndo tem concentracdo de massa.

Demonstragao Uma vez que () /{£} é (o R§*)#[%,], a aplicagdo 7 ndo aumenta a

massa e R* é uma isometria em S*, obtemos

M(S(6.r)-B(p, €)) < M((Rg")[Z ] (B(p, €) U B(=p,e)))
< M(E,LB(((Rg")~'p,€)) + M(E,LB((Rg") ™' (—=p), ).

35



Sabemos que {Er}re[_7r /2,7/2] Na0 tem concentragao de massa e entao ®, também nao tem

concentracao de massa, e portanto concluimos a prova do lema.

Para concluir que ®5 é um 2-sweepout, resta mostrar que é possivel identificar o
dominio de ®; com RP? e que o gerador de H'(RP?, Zy) detecta caminhos v em RP? se,

e somente se, ®, 0y é um sweepout de RP?.

Para identificar os conjuntos, primeiro note que ®5(6,7/2) e ®o(0, —7/2) sdo ciclos
nulos em Zy(RP?;Z,) para todo § € [0,7], assim podemos imaginar o dominio de ®,
como uma aplicacio de B”. Além disso, 045(0,7) = Oy(m, —r) onde r € [—7/2,7/2] e isso
nos assegura que $o(P) = $o(Q) para todo P,Q € 9(]0, 7| x [—7/2,7/2]) tal que P e Q
sao antipodalmente simétricos em relagao ao ponto (%,0), e assim obtemos uma aplicacao
Dy : RP? — Z5(RP?; Zy).

Finalmente, como m; (RIPQ) ~ Z,, os caminhos nio triviais em RP? sdo homotdpicos,
e uma aplicacao homotopica a um sweepout também é um sweepout, precisamos apenas
verificar para um caminho nao trivial em RP? que ®5 o v é um sweepout. Para isso,

considere a curva 7y : S — RP? que surge de 6y = 0, entéo

dyory: St — Zy(RP Zy), r— S*(cosr) x S*(|sin7|)
é um sweepout de RP?.

Demonstragdo do Teorema [2.3.1, O Teorema nos da que w;(RP?) = 72
e da Observacao m temos que w; (RP?) < wy(RP?) e assim usando o 2-sweepout ®,

construido acima, obtemos que

72 = w (RP?) < wy(RP?) < max M(®(z)) < 2.
Tz€RP

Portanto,
wy(RP?) = 72,

e concluimos a prova do Teorema [2.3.1|
2.4 Sweepout Algébrico

Nesta secdo vamos construir um 9-sweepout para o espaco projetivo real RP?, e por

conseguinte obter uma cota superior da wg(RIP’3). Os célculos aqui sao inspirados no §6
de [5].
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Considere o espaco vetorial:

2 2 2 2 .2 2 2 2 2 2 2 2
F = span{l,x] — x5 + x5 — xj,x] — x5 + x5 — x5, ] — x5 + T3 — T3,

XL1T2,T173,T1T4, T2T3, T2y, I31’4},

que tem dimensao 10 e é formado por esféricos harmonicos de grau par. Uma vez que F é
um espaco vetorial real, podemos projetiviza-lo da seguinte maneira. Defina uma relacao

de equivaléncia em F do seguinte modo:
O~ & ¢ =\, para algum A € R*.

Portanto, temos uma bijecao entre F/ ~ e RP. Por outro lado, como qualquer funcéo ¢
em F satisfaz ¢(—z) = ¢(z), entdo induz uma funcio em RP? e vamos denotar tal fungio

com a mesma letra.

Em seguida, observe que o conjunto de nivel [¢p = 0] = {z € S? : ¢(z) = 0} é anti-
podalmente simétrico e invariante pela relacao de equivaléncia em F, e assim podemos
associar para cada [¢] em F/ ~ o subconjunto {¢ = 0} = [¢ = 0]/{£} em RP*. Além
disso, notamos que cada um desses conjuntos é retificivel e ndo tem bordo. Consequen-

temente, define um ciclo em Z,(RP?; Zy).

Estabelecida essa notagdo, definimos uma aplicacio ®g : (F/ ~) ~ RPY — Z,(RP?; Zy,)
dada por:
Dy([0]) = Ol{z € RP : ¢ < 0},

onde escrevemos [R] para denotar a corrente médulo 2 associada ao conjunto retificavel

R. Note que spt(®g([¢])) C {z € RP?: ¢ = 0}.

Afirmacao 2.4.1 A aplica¢ao @y satisfaz a condigao de ser um 9-sweepout e M(Pg) <
4.

Usando o conceito de cones ao longo de um conjunto Y, notagao C(Y"), temos 9[[¢ < 0]] =
C(0[{¢ < 0}]) N S3. Assim, M(9[[¢ < 0]]) = 2M(9[{¢ < 0}]). Utilizando os resultados
de Santal6 [10],[9],[8] e seguindo as ideias de Nurser[15], obtemos que M(®y(6)) < 8,
onde () := ][z € S* : ¢ < 0]]. Portanto, M(Pg(¢)) < 4.

Observamos agora a continuidade de ®¢. Pela identificacio (F/ ~) ~ RP? podemos
identificar [¢] com # € RP’. Sejam ', 0 € RPY. Como

F(®g(07) — @9(6)) < F(D(6) — D9(0)),

e por [15], sabemos que Py é a restricio de um 13-sweepout ao espaco gerado pelos
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harmonicos esféricos de grau 2, e logo é continuo. Assim ®g é um 9-sweepout.

Usanto o mesmo argumento anterior, sabemos que ®g nao tem concentracao de massa.

Para r > 0 pequeno, temos

M(®y(6)-B,([p])) < M(®g(0)(B,(p) U B,(~=p)))
+

< M(®g(6) (B, (p)))

onde B,([p]) e B,(p) denotam as bolas em RP? e S* respectivamente. Logo, ®¢ nao tem

concentracao de massa, e a afirmacao segue.

Portanto, temos que &9 € Py, e consequentemente wg(RIP’3) <Ar.
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Capitulo 3

CONCLUSAO E TRABALHOS
FUTUROS

Ao longo deste trabalho provamos o seguinte teorema:

Teorema 3.0.1 Para as p-widths do espaco projetivo real RP? temos que:

e a superficie que realiza o mimero 7 é o Toro de Clifford minimo T?/{—x,z} em RP3.

Acreditamos que é possivel obter

w1 (RP?) = wy(RP?) = w3(RP?) = 72, wy(RP?) > 7

wy(RP?) < 4.

Alguns resultados em andamento:

Motivados na construcao do 2-sweepout deste trabalho e na aplicacao apresentada por

Luna [11], apresentamos o seguinte resultado:

Teorema 3.0.2 Para as p-widths do espago projetivo real RP", n = 4,5,6,7 temos:
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(ii) wy(RP*) = wy(RP*) = 872/3+/3;
(i4i) wy(RP°) = wo(RP®) = 272;
(i) w1 (RPY) = wy(RP°) = 241/373/25/5;

(v) w1 (RP) = wy(RP") = /4,
e as hipersuperficies que realizam esses numeros sao hipersuperficies de Clifford minimas
em RP" n =4,5,6,7, respectivamente.
Além disso, considere a 3-esfera em C2, isto ¢,
S? = {(z,w) € C* | |2 + |w]* = 1}. (3.1)

Fixe p, q inteiros, tais que 1 < ¢ < p e mdc(p,q) = 1. Seja Z, o grupo Z/pZ agindo em
S3 por:

meZ,—m-(z,w)=(e ¢ z,e r w). (3.2)
Ressaltamos que o grupo Z, opera livremente e propriamente descontinuo em S®.

Definigao 3.0.1 O espaco orbita S*/Z, é uma S-variedade fechada chamada espago de
Lenticulares, e é denotado por L(p,q).

Observacao 3.0.1 Fize os inteiros p = 3 e q = 1,2. Do Teorema |1.4.1), se Il €
[[0,1], Z5 (L(p, q); M; Zy)]|# existe uma superficie minima fechada mergulhada orientada
> de indice 1 tal que

%] = L(II),

e assim, pelo Teorema 1.2 [21)]

Pela definicdo discreta da 1-width, temos que

wi(L(p,q)) = inf L(II).

I1eD;y

Portanto,

ondep=3eq=1,2.
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Motivados pelo calculo no caso projetivo e na Observacao |3.0.1, somos levados a calcular
a 1-width dos espacgos de Lenticulares. O resultado é o seguinte:
Teorema 3.0.3 A 1-width dos espacos de Lenticulares € igual a % e a superficie que

realiza esse nimero é o toro de Clifford minimo T?|Z,.

Demonstragao Um pequeno resumo da prova é o seguinte: usaremos a notac¢ao discreta
de 1-sweepout junto com as ferramentas poderosas da teoria Min-max de Almgren-Pitts,
para fornecer uma cota inferior para a 1-width, além disso, apresentaremos um 1-sweepout

6timo para obter a cota superior desejada, portanto concluimos o calculo.
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Apéndice

Homotopia é uma relacao de equivaléncia

Seja ST = {&} bien, S? = {@2}ien € S? = {3 }ien sequéncias (X, M)-homotdpicas de
aplicacoes em Z,,(M; M, Z,)

(i) Primeiro vamos ver que ¢} : X (k})o — Z,(M;Zsy) é X-homotoépica a si mesma com

finura ¢; tendendo para zero. De fato, note que n(k}, k) = id, e seja §; a finura da

X-homotépia entre ¢} e ¢}, assim lim ¢; = 0. Tomamos ¢ : I(1,k})o x X (k})o —
1— 00
Z,(M;Zsy) definida por

D([j], ) = ¢; (id(2)),
e assim, temos
° f(l/)) < (5,';

o U([0],2) = ¢;(Id(x)) e Y([1],x) = ¢ (Id(x)).

Portanto, S* é homotipica a S*.

(i) Assumimos que S' é homotdpica a S?, e mostraremos que S? é homotépica a S*.

Sabemos que existe k € N e uma aplicacao

$ I(1 ko x X (K)o = Zu(M; Z), (7], 2) = 9([j], ),

e se x € X(k)o.

Entao,
P([0],2) = ¢; (n(k, k})(x)) and ¢ ([1], ) = ¢} (n(k, k7)(x)).
Fazendo
J : ](1’ k)O X X(k>0 — ZH(M;ZQ)a ([]]71:) = ¢([1 _j]7I)7
obtemos
P([0],2) = (1), 2) = ¢ (n(k, k})(2))

44



(iii)

Também temos (1)) < §; (defini¢do de ). Consequentemente ¢? ¢ X-homotdpica
a ¢p em Z,(M;M;Zy) com finura §;. Portanto, S? ¢ homotépica a S*.

Para concluir, vamos verificar a transitividade. Suponha que S' é homotépica a S?
e S? é homotdpica a S®, entdo vamos mostrar que S' é homotdpica a S®. Temos

que

¢! é X-homotopica a ¢? em Z,(M;M;Zsy) com finura d;;

11— 00
$? é X-homotopica a ¢ em Z,(M;M;Z,) com finura 0;;

1—00
Assim, existem k& € N e uma aplicagao

b I(1, K)o x X (K)o = Zn(M;Zs)

(0], 2) = ¢} (n(k, k) e p([1], ) = &7 (n(k, k7)).

Também existem k € N e uma aplicacao

U I(1, k) x X(k)o — Z.(M; Zy)

&([O]aiw = (b?(n(k? k?)) e J([l]’l‘) = (b?(n(k’ k?))

Tomando ¢; = max{J, gl}, entdo lim 8; = 0. Também tomamos k = k+1 e considere
1—00
a aplicagao

0 11, F)o x X (B)o — Zn(M; Zs)

dada por

w([SJLx) ifje]<17E)0ﬂ[071/3]7
(] x) = § 97 (x) if j € I(1,k)o N [1/3,2/3],
1

W([37 —2],x) itjelI(l,k)yni[2/3,1].



o ([1/3],2) = ¢([3-1/3],2) = y([1], x) = ¢} (v);
o 0(12/3],2) = ¥([3-2/3 — 2],x) = $([0], 2) = &}(2);
o O([1),2) = ¥([3-1-2],2) = (1], 2) = d}(x).

Portanto ¢} é X-homotépica a ¢3 em Z,,(M; M; Zy) com finura d;, e como lim d; = 0
1— 00

segue que S! é homotdpica a S3.

Por (i), (ii) e (iii) “é homotodpica a” é uma rela¢ao de equivaléncia.
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