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RESUMO

Neste trabalho nós estudamos o transporte não-recíproco ao longo de duas cadeias

do tipo tight-binding que são conectadas por um único defeito que possui acoplamento

não-linear e não-hermitiano fora da diagonal. Os espectros de transmissão e reflexão,

a curva de ganho e o fator de retificação são obtidos analiticamente usando o método

iterativo. Um conjunto de equações de Schrödinger lineares e discretas é usado para

modelar a propagação da onda através dos dois lados da cadeia hermitiana, enquanto a

equação não-linear e discreta de Ablowitz-Ladik governa seu acoplamento ao defeito. Nós

mostramos que o surgimento da janela de multiestabilidade, induzido pela contribuição

não-linear, promove uma retificação eficiente da componete da onda transmitida.

Palavras-chave: não-hermitiano, não-linear, transporte de ondas, efeito

de retificação.



ABSTRACT

In this work we study the nonreciprocal transport along two tight-binding chains

which are connected by a single defect having an asymmetric non-Hermitian nonlinear

off-diagonal coupling. The spectrum of transmission and reflection, the gain curve and

the rectifying factor are analytically obtained using a backward iterative process. A set

of discrete linear Schrödinger equations is used to model the wave propagation through

the two Hermitian side chains, while a discrete nonlinear Ablowitz-Ladik equation governs

their coupling by the single defect. We show that the emergence of a multistability window

induced by the non-linear contribution, together with the biased transport promoted by

a parity-breaking non-Hermiticity, generates an efficient rectification of the transmitted

wave component.

keywords: non-Hermitian, nonlinear, wave transport, rectification effect.
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1

INTRODUÇÃO

O estudo de fenômenos de transporte em meios estruturados continua sendo de

grande interesse de toda a comunidade acadêmica, devido às inúmeras aplicações possí-

veis nas mais diversas áreas, culminando na construção de dispositivos com dimensões

cada vez menores e que procuram aumentar a velocidade no transporte. Dentro desse

cenário, destacamos a importância do desenvolvimento de dispositivos nano e mesoscópi-

cos que operem de maneira não-recíproca. Esses tipos de sistemas constituem a base da

computação quântica, como exemplo, podemos citar os diodos, transitores, complexado-

res e portas-lógicas (ZHAO et. al., 2016; ASSUNÇÃO et al., 2010; QI et al., 2011). Em

óptica, por exemplo, o transporte não-recíproco pode ser obtivo através do efeito Faraday

(SKLAN, 2015), onde um campo magnético externo é usado para quebrar a simetria do

espaço-tempo. Podemos ainda citar outros exemplos de efeitos que geram um comporta-

mento assimétrico no sistema como os efeitos Hall-quântico (PRANGE et al., 1986; TSUI

et al., 1982; KONIG et al., 2007) e Cotton-Mouton (SKLAN, 2015). Nas últimas décadas,

vários avanços foram apresentados em uma grande variedade de sistemas Hall-quânticos,

supercondutores topológicos, diodos e isoladores (ZHAO et. al., 2016; ASSUNÇÃO et

al., 2010; QI et al., 2011) com aplicações, principalmente, em spintrônica. No entanto, o

transporte não-recíproco via efeito Hall-quântico não surge em sistemas unidimensionais.

E com isso, surge a necessidade de explorar novas formas de induzir um comportamento

não-recíproco, principalmente em sistemas unidimensionais.
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1.1 Transporte Unidirecional

Nelson e Hatano foram pioneiros no estudo da localização de Anderson em redes

unidimensionais desordenadas não-hermitianas (HATANO, NELSON; 1996). A não-

hermiticidade foi introduzida no sistema como resultado da presença de um campo de

calibre imaginário que atuava nos sítios da rede. Eles mostraram que a presença da não-

hermiticidade pode impedir a localização de Anderson. Esse fenômeno, conhecido como

delocalização não-hermitiana, foi estudado e revisado por vários autores (MOISEYEV,

1998; BENDER, 2007; MUGA et al., 2004; LONGHI, 2016). A implementação de um

campo de calibre imaginário ainda é um desafio no contexto da física da matéria conden-

sada. No entanto, em dispositivos ópticos, isso pode ser simulado usando uma sequência

de microanéis ressonadores (LONGHI et al., 2015).

Motivados pelo fenômeno da delocalização não-hermitiana, alguns trabalhos recen-

tes exploraram as propriedades de transporte em redes unidimensionais não-hermitianas

(LONGHI et al., 2015). Foi verificado que, nestes modelos, a onda propagante é ampli-

ficada em uma direção e amortecida na direção oposta, levando assim, a um efeito tipo

diodo. As redes do tipo tight-binding têm sido amplamente utilizadas em vários trabalhos

que exploram propriedades de transporte (PELINOVSKY et al., 2013; ZNOJIL, 2007),

devido a sua versatilidade, fácil implementação experimental e a possibilidade de obter

resultados exatos (EICHELKRAUT et al., 2013). Em geral, a não-hermiticidade pode ser

introduzida pela presença de um campo de calibre imaginário, energia potencial on-site

complexa ou taxas de hopping assimétricas (PELINOVSKY et al., 2013).

O transporte não-recíproco também pode ser alcançado devido à presença de con-

tribuições não-lineares em sistemas com simetria de paridade quebrada (FEISE et al.,

2005; TOCCI et al., 1995; CASATI, LEPRI; 2011). Nas estruturas eletrônicas, os efeitos

não-lineares resultam do forte acoplamento eletro-fônon subjacente. Esse acoplamento

pode promover o surgimento de uma transição metal-isolante (LYRA et al., 2009; MISH-

CHENKO et al., 2004), que pode ser explorada em propostas de novos dispositivos de

comutação (WANG et al., 2015; ASSUNÇÃO et al. 2016). Nos sistemas ópticos, os ter-

mos não-lineares originam-se de contribuições não-lineares de alta ordem para o índice de
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refração devido à presença de um forte campo elétrico em meios dielétricos.

1.2 Diodos

Um dos maiores desafios enfrentados pela engenharia quântica não é apenas a fa-

bricação de dispositivos de tamanho micro e nano, mas também projetá-los corretamente

para que possam exibir as características exatas para os quais são destinados, tais como a

capacidade de controlar o fluxo de energia. Dentre essa classe de dispositivos destacamos

os diodos. Por serem o elemento base da computação quântica e de diversos outros dispo-

sitivos, eles estão presentes também em diversas outras áreas, como acústica, eletrônica e

óptica.

Diodo é um dispositivo cuja finalidade consiste em transmitir energia de de maneira

não-recíproca. O primeiro diodo foi construído no campo da eletrônica. Este controlava

o fluxo de corrente elétrica a partir da união de dois semicondutores dopados de maneira

diferentes. O papel do diodo foi fundamental para o desenvolvimento da eletrônica. Diante

disso, a comunidade científica tem buscado análogos do diodo eletrônico em diversas outras

áreas, bem como explorarado suas propriedades. No entanto, o grande desafio enfrentado

pelos cientistas é a obtenção de maneiras de quebrar a simetria dos sistemas, de modo que

eles operem de maneira não-recíproca e obedeçam às necessidades de cada área. Vários

trabalhos surgiram nas últimas décadas com o objetivo de estudar o transporte assimétrico

em diferentes geometrias e com maneiras distintas de quebrar a simetria do sistema (LIRA

et al., 2012; LI et al., 2014; CASATI, LEPRI; 2011).

A seguir estudaremos de modo mais detalhado os diodo eletrônicos e ópticos, para

mais detalhes acerca de outros tipos de diodo (acústico, térmico), o leitor pode consultar

(CHANG et al., 2006; WANG et al., 2014; LIANG et al., 2015; BOECHLER et al., 2011;

MAZNEV et al, 2013).

1.2.1 Diodo Eletrônico

Como mencionado acima, o primeiro diodo desenvolvido foi o eletrônico. Ele tem

como característica a dependência da transmissão com a direção de propagação. Esse
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Figura 1.1: Representação esquemática do funcionamento de um diodo eletrônico.

Fonte: Assunção, 2015.

tipo de dispositivo pode comportar-se como condutor numa direção, e não condutor (ou

menos condutor) na direção contrária.

O diodo eletrônico mais conhecido é o que controla o fluxo de corrente elétrica. Ele

se comporta como condutor numa direção e isolante na direção oposta, a depender da

diferença de potencial a qual está submetido. Ele é composto por dois semicondutores:

um carregado positivamente (tipo P) e outro carregado negativamente (tipo N), veja

Figura 1.1. Na região em que os semicondutores se unem, há uma combinação entre os

portadores de cargas positivas e negativas, de modo que não há cargas livres nessa região.

Essa região é denominada de região de depleção. Quando aplicamos uma polarização

direta na região de depleção, diminuímos sua extensão. Como consequência, temos que

os portadores de cargas têm agora energia suficiente para atravessá-la e há, portanto, a

passagem de corrente elétrica pelo diodo. No entanto, se a polarização aplicada é inversa,

a região de depleção aumenta, pois os polos atraem as cargas livres de cada lado da

junção. Consequentemente a corrente que passa através do diodo neste caso é nula ou

praticamente nula.
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1.2.2 Diodo Óptico

Os diodos ópticos são dispositivos fundamentais na área de comunicação óptica.

Existem várias maneiras de obter o efeito diodo em sistemas ópticos, as mais difundidas

são: por meio da quebra da simetria de reversão temporal devido à presença de um campo

magnético ou explorando as interação não-lineares do sistema.

Um tipo de diodo óptico bastante estudado consiste na combinação de cristais fotôni-

cos (CF) assimétricos e não-linearidade. Os CF mais comuns são compostos por estruturas

formadas pela superposição de finas camadas feitas de materiais dielétricos distintos (JO-

ANNOPOULOS et al., 1997). Essa combinação permite o controle sobre a propagação

e confinamento de ondas eletromagnéticas em determinadas direções e frequências. A

vantagem no uso dos CF para operarem como diodos, consiste no fato de que ele possui

alta capacidade de transmissão unidirecional, que pode ser obtida de maneira controlada

por meio da assimetria no arranjo das camadas que o compõe e do fator que controla a

não-linearidade. Além disso, eles são sistemas simples de serem modelados e fabricados

(NASCIMENTO, 2009; JAMSHIDI-GHALEH et al., 2015; MELLO e TOMSOVIC, 1992;

LI; ZHANG, 1998; KWAN et al., 2003).

1.3 Objetivos e Organização da Tese

No presente trabalho, investigaremos a possibilidade de obter transporte não-recíproco

em sistemas em que a não-hermiticidade é induzida por meio de uma contribuição não-

linear fora da diagonal na dinâmica de propagação da onda. Em particular, considera-

remos o transporte de ondas harmônicas ao longo de duas cadeias hermitianas do tipo

tight-binding, que estão conectadas por um único defeito com um acoplamento assimétrico

não-linear fora da diagonal. A não-hermiticidade será introduzida por taxas de hopping

não-lineares no sítio de defeito para primeiros vizinhos. Além disso, consideraremos que

esses termos não-lineares são assimétricos para quebrar a simetria de paridade e promover

um transporte de ondas não-recíproco. A região de acoplamento das redes hermitianas

ao defeito será modelada por uma equação discreta de Ablowitz-Ladik. Exploraremos

a influência da resposta não-linear e a presença da não-hermiticidade no fenômeno de
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multiestabilidade e o comportamento não-recíproco resultante.

O trabalho está organizado da seguinte forma: no capítulo 2, realizaremos uma

revisão teórica do estudo das propriedades de transporte em sólidos cristalinos. Já no

capítulo 3, será apresentada uma revisão bibliográfica acerca dos primeiros trabalhalhos

que estudaram sistemas quânticos não-hermitianos. Será mostrado ainda a formulação

da mecânica quântica não-hermitiana PT -simétrica, e por fim, apresentaremos algumas

aplicações de hamiltonianos não-hermitianos em trabalhos que estudam fenômenos de

transporte. No capítulo 4, será apresentado um estudo sobre não-linearidade e seu im-

pacto nos fenômenos de transporte. No capítulo 5, vamos apresentar o sistema investigado

e descrever a metodologia utilizada para calcular os coeficientes de transmissão e refração.

O espectro completo do coeficiente de transmissão será obtido analiticamente a partir do

método iterativo. Será fornecida uma análise detalhada do espectro de transmissão para

regimes distintos da não-linearidade e assimetria, com especial atenção para o desenvol-

vimento do comportamento multiestável e seu impacto no transporte não-recíproco. No

capítulo 6, resumimos nosso trabalho, extraímos nossas principais conclusões e discutimos

sobre as perspectivas futuras.
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2

MODELO TIGHT-BINDING DE
CADEIAS DISCRETAS

O estudo das propriedades de transporte eletrônico em sólidos sempre foi de grande

importância, principalmente em Física da Matéria Condensada, tanto do ponto de vista

teórico, como devido à gama de aplicabilidades tecnológicas.

No início do século XX foram realizados os primeiros estudos sobre as propriedades

eletrônicas dos cristais. No entanto, tais estudos consideravam que os sólidos cristalinos

eram periódicos e homogêneos, o que está bem distante dos sólidos reais (ASHCROFT

e MERMIN, 1976; KITTEL, 2005). Dessa forma, durante o último século, os físicos

tentaram construir modelos simples que esclarecessem de modo qualitativo e quantitativo

as propriedades de transporte nesses materiais. Foram desenvolvidos alguns modelos

bem-sucedidos que incorporam efeitos de desordem e interações não-lineares.

Ao longo deste capítulo, apresentaremos uma revisão teórica do estudo das proprie-

dades de transporte em meios cristalinos e dos efeitos que surgem ao incluir imperfeições.

A formulação matemática mostrada nesse capítulo servirá de base para os resultados

apresentados no capítulo 5.

2.1 Redes Cristalinas

A cristalinidade de um material não é definida a partir de sua aparência mascroscó-

pica, mas pelo fato de os íons estarem organizados de forma periódica na escala micros-

cópica. A relação entre essa periodicidade microscópica e a regularidade geométrica de
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cristais macroscópicos foi exaustivamente estudada e comprovada em 1913 por W. e L.

Bragg em seu trabalho de cristalografia por raios X (ASHCROFT e MERMIN, 1976;).

Para o estudo das propriedades de transporte eletrônico é necessário o conhecimento

de alguns conceitos fundamentais de física do estado sólido, que serão apresentados a

seguir.

2.1.1 Rede de Bravais e O Potencial Periódico

A rede de Bravais é um conceito fundamental na descrição de qualquer sólido crista-

lino, pois ela especifica o arranjo periódico no qual as unidades repetidas do cristal estão

ordenadas. A rede de Bravais provê apenas a geometria do arranjo periódico, sem se

importar com as unidades que o constituem. Tais unidades podem ser átomos, conjunto

de átomos, íons, dentre outros.

Os íons em um cristal perfeito possuem configuração espacial periódica e regular.

Considerando o caso de um único elétron neste tipo de cristal, devemos então considerar

um potencial periódico U(~r) com a periodicidade da rede de Bravais, logo:

U(~r + ~R) = U(~r) (2.1)

para todos os vetores ~R da rede de Bravais.

Já que a escala de periodicidade do potencial U( 10−8cm) mede o comprimento de

onda de De Broglie para um único elétron no modelo do elétron livre de Sommerfeld

(ASHCROFT e MERMIN, 1976), torna-se essencial empregarmos a mecânica quântica

para estudarmos o efeito da periodicidade no movimento do elétron.

Vale salientar que a periodicidade perfeita é uma idealização, os sólidos reais estão

longe de serem absolutamente puros. Há também o efeito da temperatura que deve ser

levado em consideração, pois os íons sofrem vibrações térmicas de maneira contínua em

torno da sua posição de equilíbrio.

Todas essas imperfeições produzem efeitos muito importantes. Por exemplo, elas são

responsáveis pelo fato de que a condutividade elétrica dos materiais não pode ser infinita

(ASHCROFT e MERMIN, 1976).
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Dividiremos nosso problema em duas partes: (a) o cristal perfeito e ideal, no qual o

potencial é perfeitamente periódico; (b) todos os outros defeitos descritos acima presentes

em um cristal real serão considerados como uma perturbação no cristal fictício perfeito.

2.2 Teorema de Bloch

Teorema - Os autoestados ψ da Hamiltoniana monoeletrônica H = − ~2
2m
52+U(~r),

onde U(~r + ~R) = U(~r) para todo ~R em uma rede de Bravais, podem assumir a forma

de uma onda plana, com vetor de onda ~k, vezes uma função de periodicidade da rede de

Bravais:

ψn,~k(~r) = ei
~k.~run,~k(~r), (2.2)

sendo

un,~k(~r + ~R) = un,~k(~r). (2.3)

O número n é o chamado índice de banda. Diferentemente do que ocorre com um elétron

livre, para um elétron de Bloch, ψ não é um autoestado do operador momento linear P̂ .

Logo, o momento linear não é identificado apenas como ~~k, ele também vai depender da

função de periodicidade da rede. Isto ocorre porque a função de periodicidade da rede

quebra a simetria de translação completa do espaço. Tal resultado pode ser verificado se

aplicarmos P̂ na função de onda de Bloch:

P̂ψn,~k(~r) = −i~~5
[
ei
~k.~run,~k(~r)

]
= ~~kψn,~k(~r)− i~e

i~k.~r ~5un,~k(~r). (2.4)

Note que, as Eqs. (2.2) e (2.3), implicam que

ψn,~k(~r + ~R) = ei
~k.(~r+~R)un,~k(~r + ~R)

= ei
~k. ~Rψn,~k(~r). (2.5)

O teorema de Bloch é, às vezes, expresso na forma alternativa mostrada acima. A

prova do Teorema de Bloch pode ser verificada no Apêndice A.
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2.2.1 A condição de contorno de Born-Von Karman

Quando impomos uma condição de contorno apropriada para as funções de onda,

podemos demonstrar que o vetor de onda deve ser real e chegamos a uma condição que

restringe os valores permitidos de k. Para obtermos tal condição é conveniente trabalhar

em um volume proporcional a uma célula primitiva da rede de Bravais. Com isso, usamos

a chamada condição de contorno periódica de Born-Von Karman para uma rede de Bravais

que é dada por:

ψ(~r +Ni~ai) = ψ(~r), i = 1, 2, 3, (2.6)

sendo ~a os três vetores primitivos da rede de Bravais e Ni todos os números inteiros de

ordem N1/3, onde N = N1N2N3 é o númeto total de células primitivas no cristal.

Tal condição de contorno pode ser adotada se considerarmos que as propriedades

internas do sólido não dependerão da escolha da condição de contorno, por conveniência

analítica.

Aplicando o teorema de Bloch à condição de contorno 2.6, obtemos:

ψn,~k(~r +Ni~ai) = eiNi
~k.~aiψn,~k(~r), i = 1, 2, 3, (2.7)

que requer

eiNi
~k.~ai = 1, i = 1, 2, 3. (2.8)

Como k é dado por ~k = x1~b1 + x2~b2 + x3~b3, temos que

e2πiNixi = 1, i = 1, 2, 3. (2.9)

Usando a relação de Euler, é fácil mostrar que:

xi =
mi

Ni

, mi inteiro. (2.10)

Portanto, a forma geral dos vetores de onda de Bloch permitidos é

~k =
3∑
i=1

mi

Ni

~bi, mi inteiro. (2.11)
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2.3 Aproximação Tight-Binding

Na maioria dos sistemas físicos reais, o potencial cristalino não é suficientemente

fraco para ser considerado apenas uma perturbação ao problema do cristal perfeito. Nessas

situações é mais conveniente escrever o estado de Bloch como uma combinação linear

dos orbitais atômicos, essa abordagem é conhecida como aproximação tight-binding (TB).

Estas são soluções da equação de Schrödinger para o caso de átomos isolados. Dessa forma,

partimos da premissa de que os orbitais atômicos podem fornecer uma boa descrição para

estados eletrônicos que estão fortemente ligados a seus átomos de origem. O potencial

dos demais íons pode ser considerado uma perturbação. Portanto, a aproximação TB é

usada para elétrons fortemente ligados, como o próprio nome sugere.

Por simplicidade, vamos considerar um cristal monoatômico (cristal de átomos de

hidrogênio).

Escrevendo a função de Bloch como uma combinação linear de orbitais atômicos,

temos:

ψn,~k(~r) =
1√
N

∑
~R

ei
~k. ~Rφn(~r − ~R), (2.12)

sendo ~k o vetor de onda. Os termos 1/
√
N e ei~k. ~R surgem para que a função de onda

satisfaça o teorema de Bloch e seja normalizada.

O hamiltoniano do elétron no cristal pode ser escrito como a soma do hamiltoniano

de um único átomo (Hat) e outra parte que contém todas as correções ao potencial atômico

exigidas para se produzir o potencial periódico completo do cristal(Hcristal)

H = Hat +Hcristal. (2.13)

Na aproximação tight-binding, como discutido acima, consideramos que Hat � Hcristal.

Logo, a energia total do elétron é Ek = ε0 + Ecristal, com ε0 sendo a energia do átomo

isolado e Ecristal a energia proveniente da superposição das funções de onda localizadas

nos demais sítios atômicos. Seja φ(~r) o autoestado de um único elétron em um átomo

isolado, com autoenergia ε0, podemos então escrever:

Hatφ(~r) = ε0φ(~r) (2.14)
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Nosso intuito agora é saber como Hcristal altera as energias ε0 do elétron no átomo.

Para isso, calculamos o valor esperado de Hcristal usando as funções de onda ψk(~r) (Eq.

2.12), logo:

Ecristal = 〈ψ∗k|Hcristal|ψk〉 =

∫
ψk(~r)

∗Hcristalψk(~r)d
3r

=
1

N

∑
~R

∑
~R′

ei
~k.(~R−~R′)

∫
φ∗(~r − ~R′)Hcristalφ(~r − ~R)d3r.

(2.15)

A energia total do elétron será Ek = ε0 + Ecristal. Como, na aproximação tight-binding,

assumimos que a superposição dos orbitais é muito pequena, de modo que só se estende

aos primeiros vizinhos, podemos reescrever a soma dupla da equação acima, como:

Ecristal =

∫
φ∗(~r− ~R)Hcristalφ(~r − ~R)d3r +

∑
~R′

ei
~k.(~R−~R′)

∫
φ∗(~r − ~R′)Hcristalφ(~r − ~R)d3r.

(2.16)

Sendo ~a um vetor da Rede de Bravais, podemos escrever de modo alternativo:

Ecristal = −α− γ
∑
~a

ei
~k.~a, (2.17)

sendo

α ≡
∫
φ∗(~r − ~R)Hcristalφ(~r − ~R)d3r, (2.18)

e

γ ≡
∫
φ∗(~r − ~R′)Hcristalφ(~r − ~R)d3r.(2.19)

Note que o termo α é justamente o valor esperado de Hcristal no sítio atômico e representa

a correção perturbativa de primeira ordem na energia do elétron em relação ao átomo

isolado. Já γ corresponde à superposição das funções de onda de átomos vizinhos. Em

física do estado sólido essa integral é conhecida como termo de hopping e está associada

à energia do salto do elétron de um ponto a outro da rede cristalina. Como pode ser

observado nas equações acima, o cálculo dos termos α e γ depende do conhecimento
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detalhado deHcristal, ou seja, depende do sistema que está sendo estudado. Dessa maneira,

α e γ, são considerados parâmetros, a serem ajustados de acordo com o problema em

questão.

Portanto, a energia total do elétron será:

Ek = ε0 − α− γ
∑
~a

ei
~k.~a. (2.20)

Para exemplificar o que foi descrito acima, vamos aplicar a Eq. (2.17) a um exem-

plo simples, o caso de um elétron em um cristal unidimensional. Vamos assumir que

a distância interatômica é a. Então, os vetores de translação podem ser escritos como

~R = nâi, sendo n um número inteiro e î o vetor unitário na direção x. Para a translação

de primeiros vizinhos, temos apenas dois vetores ~R = ±âi. Logo, a Eq. (2.17) para o caso

de um cristal unidimensional é:

Ek = ε0 − α− γ(eika + e−ika)

= ε0 − α− 2γ cos (ka). (2.21)

A Figura 2.1 mostra o comportamento da relação de dispersão para o caso de um

cristal unidimensional (Eq. (2.21)). Observe que a largura da banda de energia é 4γ e o

valor mínimo da energia do elétron ocorre quando k = 0, já o máximo valor é obtido para

k = ±π/a, ou seja, nos limites da primeira zona de Brillouin.

Apesar da função de onda da aproximação TB ser escrita como uma combinação

linear de orbitais localizados, a probabilidade de encontrar um elétron, descrito por esta

função de onda, é a mesma para qualquer sítio da rede. Vimos, através da Eq. (2.17), que

a largura da banda de energia é proporcional à superposição dos orbitais atômicos (γ).

Desse modo, quanto maior a superposição dos orbitais atômicos (ou seja, quanto maior

for γ), maior será a taxa de tunelamento eletrônico, e portanto a velocidade do elétron.

2.3.1 Funções de Wannier

Na seção anterior vimos que as funções de Bloch, para qualquer banda, podem ser

escritas na forma (2.12), que é justamente a premissa da aproximação tight-binding. As

funções φn da Eq. (2.12), que têm o papel de funções de onda atômicas, são conhecidas
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Figura 2.1: (a) Curva de dispersão numa rede tight-binding unidimensional. (b) Grá-
fico da energia E de um elétron numa rede TB unidimensional em função da distância
interatômica a.

Fonte: Dias, 2016.

como funções de Wannier (ASHCROFT e MERMIN, 1976). Essas funções podem ser

definidas para qualquer banda, mas estão melhor descritas na aproximação TB.

Para mostrarmos que qualquer função de Bloch ψn~k pode ser escrita na forma (2.12),

partimos do fato de que para um dado ~k e ~r fixo, ψn~k é periódica na rede recíproca.

Podemos então, escrevê-la como uma série de Fourier em ondas planas com vetores de

onda na recíproca da rede recíproca, ou seja, na rede direta. Desse modo, para um ~r fixo,

podemos definir:

ψn~k(~r) =
∑
~R

fn(~R,~r)ei
~R.~k. (2.22)

Os coeficientes de Fourier da Eq. (2.22) são dados pela fórmula de inversão:

fn(~R,~r) =
1

ν

∫
d~kei

~R.~kψn~k(~r), (2.23)

aqui ν é o volume no espaço k da primeira zona de Brillouin, e a integral se dá sobre a

zona. A Eq. (2.22) é da forma (2.12), se a função fn(~R,~r) depender de ~r e ~R apenas por

meio de sua diferença (~r − ~R). Mas se ~r e ~R forem trocados por um vetor qualquer da

rede de Bravais, como consequência direta da Eq. (2.23) e do teorema de Bloch em sua
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formulação alternativa (Eq.(2.5)), fn será, de fato, inalterada. Dessa forma:

fn(~R,~r) = φn(~r − ~R). (2.24)

As funções de Wannier ψn(~r − ~R) em diferentes sítios são ortogonais. Como o

conjunto completo de funções de Bloch pode ser escrito como uma combinação linear das

funções de Wannier, estas formam um conjunto ortogonal completo, para todo n e ~R.

Portanto, elas oferecem uma base alternativa para a descrição exata dos níveis do elétron

em um potencial cristalino.

2.4 Alguns Exemplos

Nesta seção, mostraremos algumas aplicações referentes ao que foi estudado ao longo

deste capítulo em diferentes problemas físicos. Serão apresentados alguns resultados ana-

líticos para o caso de uma rede cristalina pura e unidimensional e para uma rede unidi-

mensional com um defeito central no potencial on-site, defeito no hopping e para uma

cadeia unidimensional com um potencial tipo degrau.

2.4.1 Rede Cristalina Pura e Unidimensional

Vamos assumir que os íons são distribuídos de maneira regular ao longo de uma

rede unidimensional, como mostrado na Figura 2.2. Cada íon da rede possui um orbital

n, de modo que os elétrons podem ocupar estes orbitais. Cada elétron possui uma energia

Vn associada à energia potencial do orbital ocupado, essa energia é também conhecida

como energia potencial on-site. Consideraremos que todos os íons são iguais e usaremos

a aproximação tight-binding descrita na seção anterior. Aqui, a superposição dos orbitais

é pequena, logo, o movimento do elétron está restrito aos primeiros vizinhos. Ou seja, o

elétron pode apenas “saltar” para os sítios n+ 1 e n− 1.

Portanto, o hamiltoniano que descreve o presente problema é dado por:

Ĥ =
∑
n

Vn|φn〉〈φn| −
∑
n

γn,n±1(|φn〉〈φn+1|+ |φn〉〈φn−1|), (2.25)

sendo o termo γn,n±1 o termo de hopping que corresponde à superposição das funções de
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Figura 2.2: Representação esquemática de uma rede cristalina unidimensional com todos
os íons iguais e regularmente espaçados.

n=0n=−2... n=−1 n=1 n=2 ...

Fonte: Autor, 2018.

onda de átomos vizinhos e está associado à energia do salto do elétron de um ponto a

outro da rede cristalina.

Como estamos usando a aproximação TB, podemos escrever a função de onda do

elétron em qualquer ponto da rede como uma combinação linear dos orbitais atômicos,

dessa forma:

|ψn〉 =
∑
n

ψn|φn〉, (2.26)

sendo ψn a amplitude da função de onda no sítio n. Para encontrarmos as autoenergias

do sistema, devemos resolver a equação de Schrödinger:

Ĥ|ψ〉 = E |ψ〉 . (2.27)

Sustituindo as Eqs. (2.25) e (2.26), na equação de Schrödinger, obtemos:

Vnψn − γn,n+1ψn,n+1 − γn,n−1ψn,n−1 = Eψn. (2.28)

Como todos os íons são iguais, o termo de hopping é o mesmo (γn,n±1 = γ) ao longo de

toda a rede e por simplicidade, consideraremos Vn = 0, dessa forma:

− γ(ψn+1 + ψn−1) = Eψn. (2.29)

Através das funções de Wannier, podemos escrever as amplitudes ψn, como ψn = Ceikna,

sendo a a distância interatômica. Desse modo:

Eeikna = −γ(eika(n+1) + eika(n−1))

E = −2γ cos (ka). (2.30)
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A curva de dispersão para o presente problema (Eq. (2.30)) é mostrada na Figura 2.1a.

Note que, a energia E varia entre −2γ < E < 2γ e a largura da banda é 4γ. A Figura

2.1b mostra o gráfico da energia E em função da distância interatômica a. Observamos

que, a largura da banda diminui à medida que a distância interatômica aumenta. No

limite em que a é muito grande, ou seja, o átomo está isolado, E = E0, como esperado.

2.4.2 Rede Cristalina Unidimensional com Defeito no Potencial

On-site

Nesta seção mostraremos os resultados analíticos para uma rede tight-binding unidi-

mensional com um defeito central no potencial on-site. O formalismo usado será o mesmo

da seção anterior. No entanto, aqui, nosso objetivo principal é explorar as propriedades

de transporte eletrônico do sistema. A geometria do nosso problema é análoga ao sistema

estudado na seção anterior, a única diferença consiste na presença de um defeito no centro

da rede, esse defeito é introduzido na rede por meio de um sítio com energia potencial

on-site diferente dos demais sítios, o que pode ser exemplificado como um átomo diferente

no centro da cadeia. A Figura 2.3 mostra a representação esquemática do sistema. Dessa

forma, o hamiltoniano que descreve o presente problema é análogo ao da rede pura (Eq.

(2.25)). Seguindo os mesmo passos descritos na seção anterior, obtemos uma equação

análoga à Eq.(2.29):

Vnψn − γ(ψn+1 + ψn−1) = Eψn, (2.31)

consideramos que Vn = 0 para todos os sítios, exceto para o sítio n = 1, sendo V1 = V ,

por simplicidade iremos adotar γ = 1. O procedimento para obtermos a relação para a

curva de dispersão é exatamente o mesmo que usamos na seção anteror, com isso obtemos:

E = −2 cos k, com k ∈ [−π, π]. Aqui e nos próximos exemplos que estudaremos ao longo

dessa seção, consideraremos que a distância interatômica a é igual à unidade.

Quando uma onda com número de onda k é inserida, pela esquerda, na cadeia,

ela será espalhada pelo defeito e terá uma parte refletida e outra transmitida. Logo,

à esquerda do defeito haverá duas ondas: a incidente de amplitude R0 e a refletida de

amplitude R, já à direita do defeito, teremos a onda transmitida de amplitude T , dessa
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Figura 2.3: Representação esquemáica de uma cadeia discreta linear com um defeito
central no potencial on-site.

n=0n=−2... n=−1 n=1 n=2 ...

Fonte: Autor, 2018.

forma:

ψn =

 R0e
ikn +Re−ikn, n ≤ 1

Teikn, n ≥ N
, (2.32)

N indica o número de sítios com potencial on-site V 6= 0, neste caso N = 1.

Nosso objetivo agora é encontrarmos uma expressão para o coeficiente de transmis-

são, definido por t ≡ |T |2/|R0|2.

A partir das funções de onda para os sítios n = 0 e n = 1, obtidas através da Eq.

(2.32), obtemos:

R0 =
ψ0e

−ik − ψ1

e−ik − eik
. (2.33)

Usando a Eq. (2.31) para n = 1, temos:

ψ0 = −ψ2 + (V − E)ψ1, (2.34)

sendo ψ1 = Teik e ψ2 = Te2ik, obtidos através da Eq.(2.32).

Sustituindo a equação acima em (2.33) e depois de um pouco de álgebra, obtemos

uma expressão que nos fornece o comportamento da transmissão em função do número

de onda:

t(k, |R0|2) ≡
|T |2

|R0|2
=

1

1 +
(

V
2 senk

)2 . (2.35)
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Podemos ainda encontrar uma expressão para o coeficiente de reflexão, r ≡ |R|2/|R0|2,

basta relacionarmos as amplitudes as ondas refletida e transmitida, seguindo o mesmo

procedimento usado para a obtenção do coeficiente de transmissão. Dessa forma:

r(k, |R0|2) ≡
|R|2

|R0|2
=

V 2

4sen2(k) + V 2
. (2.36)

Figura 2.4: (a)Espectro de transmissão e (b) reflexão para uma cadeia unidimensional
com um defeito no potencial on-site para diferentes valores da energia potencial V e para
|R0|2 = 2.0.
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Fonte: Autor, 2016.

Analisando a Figura 2.4, note que a transmissão só será igual à unidade quando

V = 0, ou seja, quando tivermos uma rede pura. A transmissão é nula para k = 0 e k = π

(limite da zona de Brillouin) e máxima para k = π/2, como pode ser observado na Figura

2.4. Vale salientar ainda que t + r é sempre igual a unidade, para qualquer valor de k e

V .

2.4.3 Rede Cristalina Unidimensional com Defeito no Hopping

Nesta seção, continuaremos estudando as propriedades de transmissão para uma

cadeia unidimensional discreta com um defeito central. A equação que descreve o com-

portamento do sistema é a mesma para uma cadeia unidimensional pura (Eq. (2.28))

e a função de onda para incidência pelo lado esquerdo também é dada pela Eq.(2.32).

Entretranto, aqui, o defeito é inserido na rede devido a uma diferença na taxa de hopping
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(ver Figura 2.5): a taxa de hopping entre os sítios n = 0 e n = 1 vale γ0,1 = γ1,0 = l e

possui valor unitário entre os demais sítios da rede. Adotamos, por simplicidade, Vn = 0.

Figura 2.5: Representação esquemática de uma cadeia discreta unidimensional com defeito
central na taxa de hopping.

n=0 n=1n=−2... n=−1 n=3n=2 ...

l

Fonte: Autor, 2018.

Usando as Eqs. (2.28) (2.32), podemos calcular o coeficiente de transmissão:

t =
4l4 sen2k

l4 − 2l2 cos (2k) + 1
. (2.37)

Procedendo de modo análogo, podemos calcular o coeficiente de reflexão:

r =
(l2 − 1)2

l4 − 2l2 cos (2k) + 1
. (2.38)

Na Figura 2.6a mostramos o gráfico para o coeficiente de transmissão em função do

número de onda k da onda incidente para diferentes valores da taxa de hopping l entre o

sítio n = 0 e n = 1. Note que quando l = 1.0, ou seja, quando as taxas de hopping entre

todos os sítios da rede têm o mesmo valor, a transmissão é máxima e igual a unidade.

Conforme aumentamos o valor de l a trasmissão diminui, como esperado. Pois a taxa de

hopping está associada à energia que o elétron possui para “saltar” de um sítio para outro.

Já na Figura 2.6b mostramos o gráfico do coefiente de reflexão em função de k. Quando

l = 1.0, temos que o coeficiente de reflexão é nulo para qualquer valor de k, a onda não

sofre reflexão. Observamos ainda que o r aumenta à medida que aumentamos o valor de

l e t+ r = 1, ou seja, há a conservação da intensidade da onda.
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Figura 2.6: (a) Coeficiente de trasmissão e (b) reflexão em função do número de onda k
para valores distintos do parâmetro l, para uma onda plna inserida numa cadeia unidi-
mensional com um defeito central na taxa de hopping.
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Fonte: Autor, 2018.

Figura 2.7: Representação esquemática de uma cadeia discreta unidimensional com po-
tencial tipo-degrau.

n=−2... n=0n=−1 n=1 n=2 n=3 ...

Fonte: Autor, 2018.

2.4.4 Rede Cristalina Unidimensional Tipo-Degrau

Nesta seção, iremos estudar as propriedades de transmissão numa cadeia linear uni-

dimensional tipo-degrau (ver Figura 2.6). A equação que descreve a dinâmica do sistema

é o mesma usada para uma rede unidimensional pura ( Eq. (2.28)), aqui também será

considerado uma taxa de hopping unitária, no entanto:

Vn =

 0, n ≤ 1

V, n ≥ 1
(2.39)

A onda incidente com número de onda k1 ao ser inserida, pela esquerda na cadeia,

será espalhada ao atingir o sítio (n = 1) devido ao aumento da energia potencial on-site,

que até então era nula e a partir do sítio n = 1, passa a ter o valor V . A onda, terá
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portanto, uma parte refletida e outra transmitida. Logo, para n ≤ 1 temos duas ondas:

a incidente de amplitude R0 e a refletida de amplitude R, já para n ≥ 1, teremos uma

onda transmitida de amplitude T e número de onda k2, logo:

ψn =

 R0e
ik1n +R0e

−ik1n, n ≤ 1

Teik2n, n ≥ 1
(2.40)

A relação de dispersão para n ≤ 1 é E1 = −2 cos(k1), já para a região em que n ≥ 1,

temos E2 = −2 cos(k2) + V .

Calcularemos primeiramente o coeficiente de reflexão, para isso usamos as Eqs.

(2.28) e (2.40). E após alguma álgebra, obtemos:

R ≡ |R|
2

|R0|2
=

sen2(k1−k2
2

)

sen2(k1+k2
2

)
. (2.41)

Já para o cálculo do coeficiente de transmissão devemos lembrar que agora a onda

transmitida está se propagando em um meio diferente da onda incidente, logo o coefici-

ente de transmissão não pode ser definido apenas como t = |T |2
|R0|2 . Este deve levar em

consideração as diferentes velocidades da onda nos dois meios:

t ≡ v2|T |2

v1|R0|2
=

sen(k2) sen2(k1)

sen(k1) sen2(k1+k2
2

)
, (2.42)

sendo v1 a velocidade de grupo da onda na região n ≤ 1 e v2 a velocidade de grupo

da onda na região em que n ≥ 1, a velocidade de grupo é calculada por meio de vi = dEi

dki
.

Na Figura 2.8, mostramos o comportamento do coeficiente de transmissão e reflexão

em função do número de onda k1 da onda incidente, para valores distintos de V . Devemos

lembrar que, o número de onda de uma onda depende da velocidade de propagação da

onda no meio e que k1 e k2 estão relacionados por meio das relações de dispersão para cada

região. A depender dos valores de k1 e V , k2 pode ser imaginário, representando assim

uma onda evanescente. Note também que, conforme V aumenta, a faixa de transmissão

em função de k1 diminui, pois diminuímos a região de sobreposição das bandas de energias

das duas cadeias.
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Figura 2.8: (a) Coeficiente de trasmissão e (b) reflexão em função do número de onda da
onda incidente k1 para valores distintos de V .
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Fonte: Autor, 2018.

2.4.5 Análogo Clássico: Cadeia de Massa-Mola Acopladas

Nesta seção estudaremos o análogo clássico dos sistemas que estudamos ao longo

deste capítulo. O comportamento de um elétron numa rede cristalina unidimensional é

análogo ao de uma partícula em um potencial anarmônico. Diante disso, vamos fazer uma

analogia com a mecânica clássica: vamos supor que os átomos possuem massa m e estão

ligados por molas. Neste contexto, estudaremos dois sistemas de cadeias unidimensionais

de massa-mola. Introduziremos dois tipos de defeitos distintos em cada uma das cadeias

em análise.

Figura 2.9: Representação esquemática de uma cadeia de massas-mola acopladas defeito
central introduzido por meio de uma massa com valor diferente das demais massas da
cadeia.

m m
−1

m m m ......
−2 0 1 2

Fonte: Autor, 2018.

Instituto de Física - UFAL



2.4 Alguns Exemplos 41

Na primeira cadeia consideraremos que todas as massas que compõem o sistema

possuem um valor fixo e igual a m, exceto a massa central que possui um valor m0

(ver Figura 2.9). Note que, esse modelo é análogo ao estudado na seção 2.4.2 para uma

cadeia unidimensional com um defeito central no potencial on-site. Em todas as análises

mostradas a seguir para o presente sistema, por simplicidade será considerado que o valor

da constante elástica γ que une as massas é unitário. Iremos introduzir uma onda plana

com número de onda k ao longo da cadeia. Devido à presença do defeito teremos além da

onda incidente uma onda transmitida e uma refletida, que obedecerão a seguinte condição

de contorno:

xn =

 R0e
ikn +Re−ikn, n ≤ 0

Teikn, n ≥ 0
, (2.43)

A equação que descreve o comportamento do sistema, é:

mn
d2

dt2
xn(t) = −γn,n+1[xn(t)− xn+1(t)]− γn,n−1[xn(t)− xn−1(t)], (2.44)

sendo xn(t) = xne
iE(k)t e a relação de dispersão é: mE2 = 2γ − 2γcos(k).

Para m0, temos:

m0E
2x0 = γ(x0 − x1) + γ(x0 − x−1). (2.45)

Para m1:

m1E
2x1 = γ(x1 − x2) + γ(x1 − x0). (2.46)

Usando as Eqs. (2.45), (2.46) e as condições de contorno, e após algum algebrismo

encontramos a equações para o coeficiente de transmissão e reflexão:

t ≡ |T |
2

|R0|2
=

4γ4sen2(k)
4γ4m2

0

m2 (cos(k)− 1)2 + 8γ(1− cos(k)) + 8γ4m0

m
(2cos(k)− cos2(k)− 1)

(2.47)

r ≡ |R|
2

|R0|2
=

4γ4m2
0

m2 (cos(k)− 1)2 + 8γ(1− cos(k)) + 8γ4m0

m
(2cos(k)− cos2(k)− 1)− 4γ4sen2(k)

4γ4m2
0

m2 (cos(k)− 1)2 + 8γ(1− cos(k)) + 8γ4m0

m
(2cos(k)− cos2(k)− 1)

(2.48)
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Na Fig. 2.10a mostramos o gráfico do coeficiente de transmissão em função do

número de onda k da onda incidente para valores distintos da massa m1. Em todos os

casos apresentados na Fig. 2.10 foi considerado mn = 1.0, exceto para n = 1.0, e variamos

k de 0 a π. Note que, quando a massa m1 = m, ou seja, quando não temos defeito na

rede, t = 1.0, para qualquer valor de k, como esperado. Conforme aumentamos os valores

para m1, a transmissão diminui, observe ainda que, na presença do defeito, a transmissão

é sempre máxima e unitária para k = 0 e nula quando k = π, nos limites da zona de

Brillouin, independente dos valores de m1.

O gráfico para o coeficiente de reflexão em função do número de onda k é mostrado

na Fig. 2.10b. Notamos que na ausência do defeito a onda incidente é completamente

transmitida ao longo da cadeia, logo r = 0, e conforme aumentamos os valores de m1 ob-

servamos um conportamento inverso ao descrito para o caso do coeficiente de transmissão,

à medida que m1 aumenta, r também aumenta e é nulo quando k = 0 e máximo quando

k = π.

Figura 2.10: Representação esquemática de uma cadeia de massas-mola acopladas com
um defeito introduzido por meio de uma mola com constante elástica diferente das demais
e situada no centro da cadeia.

Fonte: Autor, 2018.

O segundo sistema que estudaremos nessa seção também consiste de uma cadeia

unidimensional de massa-mola acopladas, sendo que aqui todas as massas possuem o

mesmo valor m, o defeito agora será introduzido nas molas: vamos considerar que todas

as molas presentes na cadeia são iguais e possuem o mesmo valor γ para a constante

elástica, exceto a mola que acopla a massa m0 a m1 (ver Figura 2.11). Uma onda plana

com número de onda k será introduzida na cadeia pelo lado esquerdo, a fim de estudarmos

as propriedades de transmissão do sistema.

As condições de contorno do problema são análogas ao caso anterior, na região antes
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Figura 2.11: (a) Coeficiente de transmissão e (b) reflexão para uma onda plana em função
de k para valores distintos de m, para uma cadeia de massas-mola acopladas e com um
defeito central introduzido por meio de uma massa com valor diferente das demais.
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Fonte: Autor, 2018.

do defeito (n < 0) teremos uma onda incidente e uma onda refletida devido à presença

do defeito, já na região posterior ao defeito (n ≥ 1) teremos apenas a onda transmitida,

ou seja:

xn =

 R0e
ikn +Re−ikn, n ≤ 0

Teikn, n ≥ 1
(2.49)

A equação que descreve o comportamento do sistema tem a forma de (2.44) e o pro-

cedimento para encontrarmos as expressões para os coeficientes de transmissão e reflexão

é exatamente o mesmo realizado para o caso anterior.

t(k, |R0|2) =
4γ4sin2(k)

4 + 4cos2(k)− 8cos(k)− 8γ(1− 2cos(k))2 + 8γ2(1− cos(k))
(2.50)

r(k, |R0|2) =
4 + 4cos2(k)− 8cos(k)− 8γ(1− 2cos(k))2 + 8γ2(1− cos(k))− 4γ4sin2(k)

4 + 4cos2(k)− 8cos(k)− 8γ(1− 2cos(k))2 + 8γ2(1− cos(k))

(2.51)

Na Figura 2.12 é mostrado os gráficos para o coeficiente de transmissão e reflexão

em função do número de onda k da onda incidente para valores distintos da constante
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Figura 2.12: (a) Coeficiente de transmissão e (b) reflexão para uma onda
plana em função de k para valores distintos de γ, para uma cadeia de massas-mola acopla-
das e com um defeito central introduzido por meio de uma mola com valor da constante
elástica diferente das demais.
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Fonte: Autor, 2018.

elástica γ da mola que une as massas m0 e m1. Note que, quando γ = 1.0 (ausência

de defeito), temos que o o coeficiente de transmissão possui valor unitário enquanto o

coeficiente de reflexão é nulo para qualquer valor de k. À medida que aumentamos o valor

de γ a transmissão também aumenta, já o coeficiente de reflexão diminui. Observe ainda

que, na presença do defeito γ 6= 1.0, a transmissão é unitária para k = 0.0 e nula para

k = π, independente dos valores da constante elástica.
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3

MECÂNICA QUÂNTICA
NÃO-HERMITIANA

Neste capítulo, será apresentada a motivação principal para o surgimento e desenvol-

vimento de uma mecânica quântica não-hermitiana. Será feito ainda, uma revisão bibli-

ográfica mostrando os primeiros e principais trabalhos que utilizaram mecânica quântica

não-hermitiana. Na seção 3.3, será mostrada a formulação da mecânica quântica não-

hermitiana PT -simétrica, e por fim, apresentaremos algumas aplicações de hamiltonianos

não-hermitianos em diferentes problemas físicos, que possuem características em comum

com nosso trabalho.

O início do século XX foi marcado por uma grande revolução científica, provocada

pelo surgimento de duas novas teorias: a teoria da relatividade e a mecânica quântica.

Tais teorias surgiram para explicar fenômenos que a física clássica (mecânica Newtoniana)

não era capaz de explicar. As leis da física clássica não são válidas para corpos que

viajam com uma velocidade comparável à velocidade da luz (domínio relativístico) e para

sistemas na escala atômica e subatômica (domínio quântico). No entanto, vale salientar

que a mecânica Newtoniana pode ser encarada como uma aproximação das novas teorias.

Desde então, o estudo da mecânica quântica tem sido indispensável e é a base para o

entendimento de diversos fenômenos que ocorrem em escalas muito pequenas, em diversas

áreas da ciência. Temos como exemplo, o estudo das propriedades dos átomos e suas

ligações químicas. Mesmo quando o objeto de estudo é macroscópico é necessário, em

princípio, o entendimento do comportamento dos elementos que o compõem. Atualmente,
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ainda existem alguns desfios para a unificação da mecânica quântica e a relatividade. No

entanto, a grande maioria dos fenômenos atômicos são explicados pela mecânica quântica

não-relativística, que será o nosso objeto de estudo nessa seção.

3.1 Hamiltonianos Não-Hermitianos

De todos os axiomas da mecânica quântica (ver apêndice B), apenas um não possui

significado físico, mas meramente matemático, que é o que exige que o hamiltoniano, ope-

rador que descreve a dinâmica do sistema, seja hermitiano (Axioma 2). A utilidade desse

axioma é clara, pois ele garante que todos os autoestados (autoenergias) do hamiltoniano

sejam reais e que a evolução temporal do sistema seja unitária, por sua vez, isso implica

que as probabilidades associadas ao hamiltoniano sejam preservadas. No entanto, apesar

de a condição de hermiticidade ser suficiente para a obtencão de um espectro de energias

inteiramente real, ela não é necessária.

Portanto, nas próximas seções deste capítulo estudaremos o formalismo não-hermitiano

da mecânica quântica. Desejamos, inicialmente, mostrar a motivação para o desenvolvi-

mento de tal formalismo, bem como suas vantagens em relação ao formalismo padrão da

mecânica quântica. É importante ressaltar que ainda não existe uma conexão que permita

mapear resultados que foram obtidos usando um formalismo para o outro. No entanto,

os mesmos resultados físicos devem ser obtidos usando os dois formalismos.

Existem várias razões que explicam e motivam o desenvolvimento de um formalismo

não-hermitiano para a mecânica quântica, aqui citaremos algumas:

• Alguns sistemas físicos só podem ser totalmente descritos através hamiltonianos

não-hermitianos. Em óptica, por exemplo, quando o sistema em estudo possui um

índice de refração complexo, em teoria quântica de campos, onde são investigadas

as propriedades de simetria de paridade-tempo (PT ) do hamiltoniano, ou ainda, no

estudo de fenômenos dissipativos, como o processo de difusão em sistemas biológicos

(MOISEYEV, 2011).

• Alguns problemas que, em princípio, podem ser resolvidos com muita dificuldade
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usando o formalismo padrão da mecânica quântica, são resolvidos de maneira simples

e elegante no formalismo não-hermitiano. Como exemplo temos a propagação de

ondas de matéria que são descritas pela equação de Schrödinger e a propagação da

luz em guias de onda na aproximação paraxial, que estão relacionadas a fenômenos

físicos distintos, mas obedecem a mesma equação matemática. A propagação dos

pacotes de ondas dos dois casos citados acima é muito mais simples quando é usado

o formalismo não-hermitiano da mecânica quântica em vez do formalismo padrão

(MOISEYEV, 2011).

• No âmbito da mecânica quântica não-hermitiana, pode-se obter uma melhor com-

preensão de diferentes métodos e teorias desenvolvidas no formalismo (hermitiano)

padrão da mecânica quântica. Um exemplo disso é o cálculo dos pólos da matriz

de espalhamento para problemas de muitos corpos. Dentro do quadro do forma-

lismo padrão da mecânica quântica, é muito difícil, senão impossível (pelo aparato

computacional disponíveis), calcular os pólos da matriz de espalhamento para siste-

mas atômicos ou moleculares de muitos elétrons. Já no formalismo não-hermitiano,

os pólos da matriz de espalhamento podem ser obtidos diretamente ao calcular os

autovalores complexos do hamiltoniano não-hermitiano (MOISEYEV, 2011).

3.2 Uma Breve Revisão Bibliográfica

Nesta seção faremos uma breve revisão bibliogáfica acerca dos primeiros e mais

relevantes trabalhos publicados utilizando hamiltonianos não-hermitianos.

Em 1959, Wu publicou um artigo no qual ele estudava um sistema de bósons com

interação do tipo “esferas duras” (WU, 1959). O objetivo do seu trabalho era calcular a

energia do estado fundamental do sistema. No entanto, um problema comum que surgia

nesse tipo de cálculo era que a energia do estado fundamental era divergente. A solução

encontrada por Wu, para resolver esse problema, foi considerar um hamiltoniano não-

hermitiano não-diagonalizável. Os autovalores associados ao hamiltoniano eram reais e

estavam associados a baixos níveis de energias do sistema de Bose. Contudo, Wu não

conseguiu explicar de maneira satisfatória a sua escolha para resolução do problema.
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Alguns anos depois, em 1969, Wu e Bender estudaram o problema de um oscilador

anarmônico (WU e BENDER; 1969) descrito pelo seguinte hamiltoniano:

H =
1

2
ϕ.2 +

1

2
m2ϕ2 + λϕ4. (3.1)

O parâmetro λ podia assumir valores complexos, dessa maneira, o hamiltoniano tornava-

se não-hermitiano. Tal abordagem foi adotada porque os métodos de perturbação para

o cálculo do estado fundamental também forneciam resultados divergentes. Mais tarde,

esse problema foi solucionado pela teoria de perturbação remormalizada (SCHWARTZ,

2014).

Já em 1975, Haydock e Kelly usaram hamiltonianos não-hermitianos para calcular

a estrutura eletrônica do cristal de arsênio (HAYDOCK, KELLY; 1975). Este é um dos

primeiros trabalhos que afirma de maneira explícita que a condição de hermiticidade do

hamiltoniano é suficiente, mas não necessária para a obtenção de um espectro de energia

real.

Em 1996, Nelson e Hatano investigaram o problema de localização de Anderson

numa rede unidimensional não-hermitiana desordenada (NELSON e HATANO; 1996).

Eles mostraram que um campo magnético imaginário evita a localização de Anderson. Tal

resultado ficou conhecido como delocalização não-hermitiana e desde então este resultado

tem sido revisado e utilizado por vários autores (BROUWER et al., 1997; GOLDSHEID

e KHORUZHENKO; 1998, YURKEVICH e LERNER, 1999).

Estes são apenas alguns exemplos dos trabalhos, no período de 1959 e 1998, que

fizeram uso de hamiltonianos não-hermitianos. O fator comum de todos esses trabalhos é

que todos os autores usaram justificativas heurísticas e experimentais para o uso de tais

hamiltonianos. Nenhuma base fundamental ou analítica foi apresentada para explicar suas

escolhas. No entanto, o cenário muda, depois de 1998, com um trabalho seminal e que tem

sido considerado um marco no estudo da mecânica quântica não-hermitiana de Bender e

Boetcher (BENDER, BOETCHER; 1998). Nesse trabalho eles estudaram uma família de

hamiltonianos não-hermitianos que apresentavam um espectro de energia totalmente real

e o argumento usado para explicar a realidade do espectro foi a existência da simetria de

paridade e inversão temporal (simetria PT ). Eles mostraram que todo sistema quântico
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em que a simetria PT é conservada apresenta um espectro de energias totalmente real.

Após a publicação deste artigo, surgiu uma gama de trabalhos usando hamiltonianos

não-hermitianos nas mais diversas áreas da física. Na próxima seção será mostrado de

maneira mais detalhada o desenvolvimento da mecânica quântica PT simétrica de Bender

e Boetcher.

3.3 Mecânica Quântica Não-Hermitiana PT -simétrica

Bender e Boetcher, em 1998, mostraram que existe uma classe de hamiltonianos

não-hermitianos que, em determinados condições, possuem um espectro de energia in-

teiramente real (BENDER, BOETCHER; 1998). Tais hamiltonianos são denominados

PT -simétricos, sendo P o operador de paridade e T o operador de reversão temporal.

Não sendo necessário, então, a condição de Hermiticidade de Dirac (H = H†).

Mostraremos aqui que hamiltonianos PT -simétricos são extensões complexas de ha-

miltonianos hermitianos, discutiremos ainda suas principais propriedades. As discussões

apresentadas aqui são baseadas no trabalho de Bender e Boetcher (Making sense of non-

Hermitian Hamiltonians) publicado em 2007. Para tanto, apresentaremos inicialmente as

características dos operadodes de paridade (P) e reversão temporal (T ). A operação de

paridade ou de inversão espacial, quando aplicado à transformação do sistema de coor-

denadas, muda o sistema de dextrógiro para levógiro, como mostrado na Figura 3.1. O

efeito da aplicação do operador de inversão espacial P nos operadores de coordenada (x̂)

e momento (p̂) consiste em mudar seus sinais, ou seja:

Px̂P = −x̂ (3.2)

e

P p̂P = −p̂. (3.3)

Note que P é um operador linear e leva à invariância da relação fundamental de comutação

da mecânica quântica:

x̂p̂− p̂x̂ = i~1, (3.4)
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Figura 3.1: Sistema dextrógiro (RH, right-handed) e levógiro (LH, left-handed).
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Fonte: Autor, 2017.

sendo 1 a matriz identidade. Já o operador de inversão temporal T muda o sinal apenas

quando aplicado no operador p̂, dessa forma:

T x̂T = x̂ (3.5)

e

T p̂T = −p̂. (3.6)

Para que a relação de comutação seja mantida, é necessário que:

T iT = −i. (3.7)

A equação acima demonstra que o operador T não é linear, ou seja, T é antilinear.

Como os operadores P e T são operadores de reflexão, seus quadrados devem obedecer:

P2 = T 2 = 1 (3.8)

Através das características de P e T , descritas acima, é fácil mostrar que eles co-

mutam, ou seja:

PT − T P = 0 (3.9)

Um hamiltoniano (HPT ) PT -simétrico qualquer é definido em termos dos operado-

res de inversão de paridade e inversão temporal:

HPT ≡ (PT )H(PT ). (3.10)
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Se H é PT -simétrico, logo PT comuta com H, ou seja:

H(PT )− (PT )H = 0 (3.11)

Para que um hamiltoniano seja PT -simétrico não é necessário que ele seja hermiti-

ano, ou seja, a condição de hermiticidade (H = H†) não precisa ser satisfeita. Portanto, é

possível descrever fenômenos, no âmbito da mecânica quântica, através de hamiltonianos

não-hermitianos de maneira totalmente consistente.

Alguns exemplos de hamiltonianos PT -simétricos que possuem espectros de energia

totalmente reais e evolução temporal unitária, são:

H = p̂2 − x̂2 (3.12)

e

H = p̂2 + ix̂5. (3.13)

Os hamiltonianos (3.12) e (3.13) são casos especiais de uma família de hamiltonianos

PT -simétricos:

H = p̂2 − x̂2(ix̂)ε, (3.14)

sendo ε um parâmetro real. Bender e Boetcher também mostraram que quando ε ≥ 0

todos os autovalores dessa família de hamiltonianos são reais e positivos, mas quando ε < 0

pode haver alguns autovalores complexos (BENDER E BOETCHER, 1998). Quando

ε ≥ 0 temos uma região onde não há a quebra da simetria PT , já ε < 0 corresponde á

região a qual ocorre a quebra da simetria. Isso pode ser observado na Figura 3.2, que

mostra os níveis de energia do hamiltoniano H = p̂2 − x̂2(ix̂)ε em função do parâmetro

real ε. Existem três regiões na Figura 3.2 quando ε ≥ 0, o espectro de energia é real e

positivo e os níveis de energia crescem conforme ε aumenta. A região em que ε = 0, que

corresponde ao oscilador harmônico, no qual os níveis de energias são conhecidos e dados

por En = 2n + 1. E a região em que −1 ≤ ε < 0, nessa região há um número finito de

autovalores reais e positivos e uma infinidade de valores complexos.
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Figura 3.2: Níveis de energia do hamiltoniano H = p̂2 − x̂2(ix̂)ε em função do parâmetro
real ε.

Fonte: Bender e Boetcher, 1998.

A família de hamiltonianos descrita pela Eq. (3.14) pode ser encarada como uma

extensão complexa do hamiltoniano do oscilador harmônico H = p̂2+x̂2. O princípio geral

usado por Bender e Boetcher para a construção de (20) foi começar com um hamiltoniano

que fosse hermitiano e PT -simétrico, em seguida a não-hermiticidade foi acrescentada

através do parâmetro ε de modo que o hamiltoniano deixa de ser hermitiano, mas continua

sendo PT -simétrico.

Ao longo desta seção foi mostrado uma nova classe de hamiltonianos descrevem

fenômenos físicos, no âmbito da mecânica quântica, de modo consistente e que, no entanto,

não satisfazem a condição de hermiticidade, tal condição foi substituída pela condição de

PT simetria, ou seja: H = HPT .

Nosso interesse, a partir de agora, é mostrar como calcular os autoestados de um

hamiltoniano PT -simétrico. Para isso, devemos solucionar a equação de Schrödinger:

Hψ = Eψ (3.15)

A equação acima é usualmente escrita na forma diferencial, que deve ser resolvida
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levando em consideração as condições de contorno da função de onda ψ:

i
∂

∂t
ψ(t) = Hψ (3.16)

No caso de hamiltonianos PT -simétricos a escolha adequada das condições de contorno

é fundamental, para que os resultados sejam fisicamente aceitáveis.

A solução estacionária da equação acima é:

ψ(t) = eiHtψ(0), (3.17)

sendo eiHt o que chamamos de operador evolução temporal. Se H é hermitiano, na mecâ-

nica quântica convencional, isso garante que o operador evolução temporal seja unitário.

Consequentemente, a norma da função de onda ψ(t) permanece constante no tempo. Esse

fato é uma característica imprescindível de um sistema quântico, pois a norma da função

de onda é a probabilidade de encontrar a partícula em algum lugar do espaço e esta pro-

babilidade deve ser constante. Na mecânica quântica PT -simétrica o hamiltoniano pode

não ser hermitiano, mas ainda assim a norma da função de onda permanece independente

do tempo.

Para o caso de um hamiltoniano PT -simétrico o operador PT comuta com H (ver

Eq. (3.11)). Como o operador PT é não-linear, os autoestados de H podem ou não ser

autoestados de PT .

Vamos ver o que pode dar errado se assumirmos que H e PT possuem os mesmos

autovalores. Seja λ o autovalor e a condição de autovalor é dada por:

PT ψ = λψ. (3.18)

Multiplicando a equação acima por PT pela esquerda, obtemos:

(PT )2ψ = PT λψ. (3.19)

Como: (PT )2 = 1, temos:

ψ = PT λψ (3.20)

ψ = PT λ(PT )2ψ. (3.21)
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Como P e T comutam:

ψ = PT λ(T P)2ψ (3.22)

ψ = PT λ(T P)(T P)ψ. (3.23)

Lembrando que T é antilinear (T iT = −i), temos que, T λT = λ∗, então:

ψ = Pλ∗PT Pψ (3.24)

= Pλ∗P(PT ψ)

= Pλ∗Pλψ

= PPλ∗λψ

= λ∗λψ

ψ = |λ|2ψ.

Temos então que, |λ|2 = 1 e, portanto, o autovalor λ do operador PT é uma fase pura:

λ = eiα. (3.25)

Agora, multiplicando a equação de autovalor (3.15) por PT pela esquerda e usando a

propriedade (PT )2 = 1, temos:

(PT )Hψ = (PT )E(PT )2ψ. (3.26)

Usando a equação de autovalor (3.18), obtemos:

Hλψ = (PT )E(PT )λψ. (3.27)

Finalmente, usando a propriedade de que T é antilinear:

Eλψ = E∗λψ. (3.28)

Sendo λ diferente de zero, concluímos, portanto, que E é real: E = E∗.

De modo geral, essa conclusão é falsa, como pode ser facilmente verificado na Figura

3.2. Para ε < 0 alguns dos autovalores desaparecem porque são complexos. Por outro lado,

na região em que ε ≥ 0 esta conclusão é correta. Bender e Boetcher foram levados, então, a
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fazer a seguinte definição: se toda autofunção de um hamiltoniano PT simétrico também

é uma autofunção do operador de PT , dizemos que a simetria PT do hamiltoniano H é

conservada. Por outro lado, se algumas das autofunções de um hamiltoniano PT simétrico

não são simultaneamente autofunções do operador PT , dizemos que a simetria PT de H

é quebrada.

Dessa forma, a interpretação correta da Eq. (3.28) é que, se não há quebra da

simetria PT no sistema, todos os autovalores (autoenergias) do hamiltoniano são reais. A

demonstração dessa interpretação levou anos para ser realizada, e foi provada, finalmente,

de maneira completa e rigorosa apenas em 2001 por (DOREY et al., 2011).

3.4 Comparação das Teorias Quânticas Hermitiana e

PT -simétrica

Iremos recordar agora alguns elementos básicos da mecânica quântica usual a fim

de compará-los com seus respectivos análogos na mecânica quântica não-hermitiana PT -

simétrica.

3.4.1 Teoria Quântica Hermitiana

• Autofunções e Autovalores

As energias e os estados possíveis de um dado sistema são obtidos por meio das

soluções da equação de Schrödinger (ver Axioma 6):

i~
d

dt
|ψ(t)〉 = H(t) |ψ(t)〉 . (3.29)

Para o caso particular em que a hamiltoniana H independe do tempo, a solução da

equação acima pode ser escrita na forma:

|ψ(t)〉 = e−
i
~
∫
Hdt |ψ〉

|ψ(t)〉 = U |ψ〉 , (3.30)

U é o operador de evolução temporal e é definido por U ≡ e−
i
~
∫
Hdt.
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• Completeza

Há um teorema na teoria dos operadores lineares nos espaços de Hilbert que afirma

que as autofunções de um hamiltoniano hermitiano são completas (BARATA, 2016).

Isso significa que qualquer vetor X (limite de norma finita) no espaço de Hilbert

pode ser expresso como uma combinação linear das autofunções do hamiltoniano

H:

X =
∞∑
n=0

anψn(x). (3.31)

A definição de completeza no espaço de coordenadas é a reconstrução do operador

unidade ou operador de projeção (a função delta) como uma soma das autofunções:

∞∑
n=0

[ψn(x)]†ψn(y) = δ(x− y), (3.32)

aqui usamos a notação ψn(x) = 〈x|ψn〉.

• Produto Interno e Ortogonalidade das Autofunções

Como H é hermitiano, as autofunções de H serão ortogonais em relação ao produto

interno hermitiano padrão:

(ψ, φ) ≡
∫
dx[ψ(x)]†φ(x). (3.33)

A ortogonalidade significa que o produto interno de duas autofunções ψm(x) e φn(x)

associadas a diferentes autoenergias Em 6= En é nulo:

(ψm, φn) = 0. (3.34)

• Ortonormalidade das Autofunções

Como o hamiltoniano é hermitiano, a norma de qualquer vetor deve ser sempre

positiva. Isso significa que podemos normalizar as autofunções de H, de modo que

a norma de cada autofunção seja unitária:

(ψn, ψn) = 1. (3.35)
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• Unitariedade e Evolução Temporal

Seja |X 〉 um estado qualquer. Como o hamiltoniano é hermitiano e a evolução

temporal é descrita pela Eq. (3.30), podemos calcular a norma da evolução temporal

de |X 〉:

(X (t),X (t)) = (X eiHt,X e−iHt) = (X ,X ) = 1. (3.36)

A equação acima mostra que independente da evolução temporal de um estado

quântico qualquer, sua norma é sempre preservada.

3.4.2 Teoria Quântica PT -simétrica

Nesta seção faremos uma análise dos elementos básicos da mecânica quântica PT -

simétrica, a fim de compará-los com os elementos que compõem a base da mecânica

quântica usual. Aqui iremos supor que o hamiltoniano não-hermitiano tem a forma (3.14).

A novidade aqui é que não conhecemos, a priori, a definição do produto interno, como

fizemos no caso da mecânica quântica hermitiana. Teremos que descobrir o produto

interno correto no decorrer de nossa análise.

• Autofunções e Autovalores

Os autovalores e autovetores na mecânica quântica PT -simétrica também são ob-

tidos a partir da solução da equação de Schrödinger, sendo o hamiltoniano H PT -

simétrico.

• Completeza

A relação de completeza para a mecânica quântica PT -simétrica é dada por:

∞∑
n=0

(−1)nψn(x)ψn(y) = δ(x− y). (3.37)

A prova matemática da equação acima pode ser encontrada em (MEZINCESCU,

2000; BENDER e WANG, 2001).

• Produto Interno e Ortogonalidade das Autofunções
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Para construir um produto interno com norma positiva para um hamiltoniano não-

hermitiano com simetria PT , usaremos o fato de que H = HPT . De modo aná-

logo ao produto interno de Dirac da mecânica quântica padrão, o produto interno

não-hermitiano consiste em substituir a operação transposto conjugado (†), pelo

operador PT , dessa forma definimos o produto interno para a mecânica quântica

PT -simétrica, como:

〈ψn|ψm〉PT =

∫
[ψn(x)]PT ψm(x)dx (3.38)

=

∫
[PT ψn(x)]ψm(x)dx (3.39)

=

∫
ψn(−x)∗ψm(x)dx. (3.40)

Temos que ψn(x) e ψm(x) são soluções independentes da equação de Schrödinger

com autovalores distintos, com isso temos que o produto interno entre elas será nulo

sempre que n 6= m. Nesse contexto, a norma dos vetores de estado é definida de

maneira diferente da mecânica quântica usual:

〈ψn|ψn〉PT =

∫
ψn(−x)∗ψn(x)dx = (−1)n. (3.41)

Essa equação também foi verificada numericamente em (MEZINCESCU, 2000; BEN-

DER e WANG, 2001). Da equação acima notamos que há estados que podem ter

a norma negativa (n ímpar). Então para construirmos um produto interno com a

norma positiva para um hamiltoniano não-hermitiano com simetria PT preservada

é necessário construir um novo operador linear C que comute com H e com PT .

Como C comuta com o hamiltoniano, ele representa uma simetria de H. A constru-

ção do operador C tem como objetivo resolver o problema das normas negativas da

Eq. (3.41). Esse problema é análogo ao que Dirac enfrentou ao formular a equação

de onda espinorial para a teoria quântica relativística, pois para cada estado com

energia positiva havia também um estado com energia negativa (DIRAC, 1947).

A solução para tal problema deu-se postulando a existência de antipartículas. As

partículas e antipartículas se relacionam por meio do operador de conjugação de

carga C. Similarmente, associaremos o operador C à simetria adicional que está
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associada ao fato de que existem números iguais de estados com norma positiva e

negativa. O operador linear C, que incorpora essa simetria, pode ser representado

no espaço das coordenadas como uma soma sobre as autofunções PT -normalizadas

do hamiltoniano PT -simétrico (3.14):

C(x, y) =

(∑
n=0

−1)n∞ψn(x)ψn(y). (3.42)

Note que esta equação é idêntica a relação de completeza da Eq. (3.37), exceto pelo

fator (−1)n. Para entendermos melhor o papel do operador C, iremos aplicá-lo no

autovetor ψn(x):

〈x|C|ψn〉 =

∫
〈x|C|y〉 〈y|ψn〉 dy =

∫
C(x, y)ψn(y)dy, (3.43)

como |y〉 são autovetores do operador posição y, que é hermitiano, as relações

de completeza são exatamente iguais àquelas da mecânica quântica usual, logo:∫
|y〉 〈y| dy = 1. Usando as equações (3.48) e (3.49), temos:

〈x|C|ψn〉 =
∞∑
m=0

∫
ψm(x)ψm(y)ψn(y)dy (3.44)

=
∞∑
m=0

∫
(−1)m

(−1)m
ψm(x)ψm(y)ψn(y)dy, (3.45)

usando a relação de completeza (3.37), temos:

〈x|C|ψn〉 =

∫
1

(−1)m
δ(x− y)δm,nψm(y)dy (3.46)

〈x|C|ψn〉 = (−1)nψn(x) (3.47)

C |ψn〉 = (−1)n |ψn〉 . (3.48)

Esse novo operador C se assemelha ao operador conjugação de carga na teoria quân-

tica de campos. No entanto, o significado de C está associado ao sinal da norma

dos estados na mecânica quântica não-hermitiana PT -simétrica. Os operadores P

e C são raízes quadradas distintas do operador δ(x − y). Ou seja, P2 = C2 = 1,

mas P 6= C, pois P é real, enquanto que C é complexo. Os operadores P e C não

comutam, no entanto C comuta com PT .
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Podemos agora criar um produto interno utilizando a condição H = HCPT , da

mesma maneira que criamos o produto interno PT (3.41):

〈ψn|ψn〉CPT =

∫
[ψn(x)]CPT ψn(x)dx (3.49)

〈ψn|ψn〉CPT =

∫
[CPT ψn(x)]ψn(x)dx (3.50)

〈ψn|ψn〉CPT = δn,m. (3.51)

Portanto, com a introdução do operador C resolvemos o problema das normas ne-

gativas e temos um produto interno positvo definido.

• Unitariedade e Evolução Temporal

Para verificar a condição de unitariedade devemos notar primeiramente que:

HPT = PT H(PT )−1 = H. (3.52)

Aplicando PT pela esquerda na equação de Schrödinger e usando o fato de que

(PT )−1PT = 1, temos:

− i d
dt
PT |ψ(t)〉 = PT H(PT )−1PT |ψ(t)〉 . (3.53)

Para o caso de um sistema com simetria PT 〈ψ(t)| = (PT |ψ(t)〉)t, sendo que t

representa a operação de transpor uma matriz, então transpondo os dois lados da

equação acima temos:

− i d
dt
〈ψ(t)| = 〈ψ(t)|HPT . (3.54)

Iremos agora analisar a evolução temporal da norma 〈ψ(t)|ψ(t)〉PT a fim de verificar

a condição de unitariedade:

d

dt
〈ψ(t)|ψ(t)〉PT = 〈ψ(t)| d

dt
|ψ(t)〉

PT
+

[
d

dt
〈ψ(t)|

]
|ψ(t)〉PT , (3.55)

dessa forma:

d

dt
〈ψ(t)|ψ(t)〉PT = −i[〈ψ(t)|H|ψ(t)〉PT − 〈ψ(t)|HPT |ψ(t)〉PT ] = 0, (3.56)

portanto notamos que a norma dos estados não depende do tempo, garantindo assim

a condição de unitariedade.
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3.5 Algumas Aplicações da Mecânica Quântica Não-

Hermitiana

Nesta seção mostraremos algumas aplicações da mecânica quântica não-hermitiana

em diferentes problemas físicos. Serão apresentados alguns resultados para cadeias do

tipo tight-binding em baixas dimensões. Tais resultados foram escolhidos por possuírem

características em comum com o nosso trabalho, como por exemplo: transporte unidire-

cional, taxas de hopping assimétricas e cálculo do coeficiente de transmissão e reflexão de

ondas.

3.5.1 Cadeias Lineares com Taxas de Hopping Assimétricas

Aqui serão apresentados e discutidos alguns resultados analíticos numéricos de (LONGHI

et al., 2015) para uma rede tight-binding desordenada unidimensional com um campo de

calibre imaginário, veja Figura 3.3a. O hamiltoniano que descreve o sistemas em estudo

é:

H =
∑
n

kn−1,n |n− 1〉 〈n|+ kn,n−1 |n〉 〈n− 1|+
∑
n

Vn |n〉 〈n| , (3.57)

sendo kn,n+1 e kn+1,n antisimétricos (ou seja kn,n+1 6= kn+1,n ), |n〉 é o estado de Wan-

nier localizado no sítio n e Vn é a energia de Wannier do estado |n〉. Note que, a não-

hermiticidade é introduzida por meio da assimetria das taxas de hopping.

A taxa dehopping é dada por:

kn,n+1 = ke−h (3.58)

kn,n−1 = keh, (3.59)

onde h > 0 descreve o efeito de um potencial vetor imaginário e k é o termo de hopping

na ausência do campo de calibre imaginário.

Realizações de hopping assimétrico estão presentes principalmente em óptica, com

diferentes configurações, incluindo guias de ondas acopladas (LONGHI, 2014) e cadeia de

microanéis ópticos ressonadores acoplados (LONGHI et al., 2015).
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Figura 3.3: (a)Esquema de uma rede tight-binding com hopping assimétrico induzido por
um campo de calibre imaginário h. (b) Realização óptica de uma rede não-hermitiana do
modelo mostrado em (a) baseado no hopping do fóton acoplado a microanéis ressonadores.
(c) Esquema de uma rede dupla homogêna e linear acoplada a uma rede de desordem e
que que está na presença de um campo de calibre imaginário h.

Fonte: Longhi et al., 2015.

A Figura 3.3b mostra uma possível implementação experimental de um campo de

calibre imaginário h em uma cadeia de microanéis ópticos acoplados (LONGHI et al.,

2015). A cadeia de ressonadores é composta por uma sequência de microanéis principais

que são indiretamente acoplados usando um conjunto de microanéis auxiliares intercala-

dos. Os anéis auxiliares são projetados para serem anti-ressonantes para os ressonadores

dos anéis principais, isto é, o comprimento dos anéis de conexão é ligeiramente maior

(ou menor) que os anéis principais, de modo a adquirir uma mudança de fase adicional.

Para realizar um campo de calibre sintético e imaginário h, o anel auxiliar fornece ampli-

ficação no meio perímetro superior(amplificação de h) e perda no semi-perímetro inferior

(atenuação de h).

A Figura 3.4 mostra a propagação de um pacote de onda gaussiano em uma rede
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uniforme com desordem descrita pelo hamiltoniano da Eq. (3.57) para o caso de uma

rede hermitiana (h = 0) e não-hermitiana (h 6= 0). Os painéis superiores referem-se à

incidência pelo lado esquerdo, enquanto que os painéis inferiores referem-se à incidência

pelo lado direito. Nota-se que o transporte robusto é obtido em oposição à desordem

para o caso de uma rede não-hermitiana, no entanto, isso acontece apenas quando a onda

incide pelo lado esquerdo.

Figura 3.4: Propagação de um pacote de onda gaussiano em uma rede uniforme com
desordem (a) h = 0 (rede hermitiana), e (b)h = 0.2. As energias Vn são retirados de uma
distrubuição uniforme na faixa de (−2k, 2k). Os painéis superiores referem-se à incidência
pelo lado esquerdo, enquanto que os painéis inferiores referem-se à incidência pelo lado
direito.

Fonte: Longhi et al., 2015.

Os coeficientes de transmissão e reflexão para h = 0 foram calculados através do

método da matriz de transferência padrão (KOSTYRKO et al., 1999) (ver (LONGHI et

al., 2015) para detalhes técnicos):

to(q) =
2i sen(q)

P11exp(iq)− P22exp(−iq) + P12 − P21

exp[iq(2N + 1)] (3.60)

ro(q) =
Q22 −Q11 +Q21exp(−iq)−Q12exp(iq)

Q11exp(iq)−Q22exp(−iq) + P12 − P21

exp[iq(2N + 1)], (3.61)
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sendo:

Q(q) = MN ×MN−1 × . . .×M−N , (3.62)

P (q) = M−N ×M−N+1 × . . .×MN , (3.63)

Mn(q) =

 2 cos (q)− Vn/k −1

1 0
,

 (3.64)

e q é o número de onda de Bloch.

Figura 3.5: (a)Transmitância espectral |t(l,r)(q)|2 calculada numericamento e refletância
|rl,r(q)|2 de uma rede dupla homogêna e linear acoplada a uma rede (N = 10) e que
que está na presença de um campo de calibre imaginário, para incidência pela direita e
pela esquerda na, na ausência de desordem. (b) As diferentes curvas referem-se a valores
crescentes do campo de calibre h. Curva 1: h = 0.2; curva 2: h = 1; curva 3: h = 1.5;
curva 4: h = 2.5. As curvas tracejadas mostram os comportamentos da transmitância
espectral e refletância no limite h → ∞. (b) Comportamento da fase da transmitância
espectral t(l)(q).

Fonte: Longhi et al., 2015.
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Figura 3.6: Transmissão espectral t(q) calculada numericamente (amplitude quadrada e
fase) para a incidência do lado esquerdo em uma rede uniforme com desordem da energia
on-site nos sites −N ≤ n ≤ N com N = 20 para (a) h = 0 (rede hermitiana) e (b) para
alguns valores crescentes do campo de calibre h (curva 1: h = 3, curva 2: h = 5, curva 3:
h = 7). As energias Vn são tiradas de uma distribuição uniforme na faixa (−2k, 2k) . O
painel (c) mostra a transmissão espectral calculada numericamente (amplitude quadrada
e fase) para h = 5 e para 20 realizações diferentes da desordem de rede.

Fonte: Longhi et al., 2015.

Na presença de desordem e para valores suficientemente grandes de N : to(q) → 0

e ro(q) → 1, devido à localização de Anderson, veja por exemplo a Figura 3.6a. Na

presença do campo de calibre imaginário (h 6= 0) um cenário completamente diferente é

encontrado.

Os coeficientes de transmissão e reflexão são agora dados por:

t(q) = to(q − ih), (3.65)

r(q) = exp(−2Nh)ro(q − ih). (3.66)

No limite de um campo imaginário grande, ou seja, h→∞, temos que: t(q) −→ 1

e r(q) −→ 0 (ver (LONGHI et al., 2015)). Isso mostra que, para um campo de calibre

suficientemente grande, a propagação do pacote de onda não é afetada pela desordem

ou imperfeições da rede, ou seja, transparência não-hermitiana unidirecional é obtida.
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Esse fenômeno é ilustrado nas Figuras 3.6b e 3.6c. Observe que, de acordo com a análise

assintótica, a medida que h é aumentado, a rede torna-se transparente e a transmissão

espectral tende a 1.0. A figura mostra claramente que a transmissão é quase insensível à

desordem da rede. Um comportamento totalmente oposto é encontrado quando conside-

ramos uma onda que se propaga no sentido contrário, como mostrado nas Figuras 3.4b e

3.6a. Uma análise detalhada pode ser encontrada em (LONGHI et al., 2015).

Foram mostrados, até aqui, os resultados para uma rede infinitamente extendida

com um campo de calibre imaginário estendido ao londo de toda a rede, tanto na região

ordenada como nas desordenadas. No entanto, para um sistema mais realista, deseja-

se aplicar o campo de calibre imaginário a uma região espacial limitada da rede, região

desordenada, com o objetivo de evitar a localização de Anderson e suprimir o impacto

da desordem na transmissão. Dessa forma, serão apresentados agora os resultados para

uma heteroestrutura dupla: uma rede não-hermitiana com desordem embutida entre duas

redes hermitianas homogêneas, veja Figura 3.3c. O hamiltoniano da heteroestrutura é o

mesmo descrito pela Eq. (3.57) com:

kn,n+1 = kn+1,n = k, n ≤ −N − 1, n ≥ N

kn,n+1 = k exp (−h), −N ≤ n ≤ N − 1

kn,n−1 = k exp (−h), −N + 1 ≤ n ≤ N . (3.67)

A energia on-site Vn é assumida uniforme e igual a zero nas regiões hermitianas, enquanto

que na região não-hermitiana:

Vn = −iS +Wn. (3.68)

Na equação acima S fornece um caráter complexo para a energia potencial on-site e Wn é

um parâmetro real para a desordem e imperfeições da rede. Os coeficientes de transmissão

e reflexão são calculados de modo análogo ao caso de uma rede infinitamente extendida

com um campo de calibre imaginário estendido ao longo de toda a rede.
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Figura 3.7: Propagação de um pacote de ondas gaussiano na heteroestrutura com desor-
dem para (a)h = 0 (limite hermitiano), (b)h = 0.5 e (c)h = 2. As energias Wn nos sítios
−N < n < N (com N = 8) são obtidas da partir de uma distribuição uniforme na faixa
(−k, k). Os painéis superiores referem-se à incidência pelo lado esquerdo, enquanto que
os painéis inferiores à incidência pelo lado direito.

Fonte: Longhi, 2014.

A Figura 3.6a mostra o comportamento da transmissão e reflexão para valores cres-

centes de h na ausência de desordem (Wn = 0). A figura mostra claramente que a

transmissão na heteroestrutura é altamente não-recíproca.

O impacto da desordem na região de acoplamento das redes é mostrado na Fi-

gura 3.7. Observe que o impacto da desordem é totalmente desprezível. A transparência

unidirecional também é obtida para um pacote de ondas gaussiano qua atravessa a hetero-

estrutura também é obtida (Figuras 3.7b e 3.7c), enquanto que para h = 0 a transmissão

é evitada para ambos os lados de incidência (Figura 3.7a)
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3.5.2 Análogo Clássico: Cadeia de Massa-Mola Acopladas com

Interação Não-Recíproca

Uma das leis fundamentais da física clássica é a lei da ação e reação ou terceira lei

de Newton. Esta lei, afirma que quando dois corpos interagem, a força que cada corpo

exerce sobre o outro são sempre iguais em módulo, possuem mesma direção e sentidos

opostos. Ou seja, a interação entre as partículas é recíproca (ISRAELACHVILI, 1992;

DIJKSTRA et al., 2000; PRAPROTNIK, 2008). No entanto, existem várias situações nas

quais a terceira lei de Newton é violada. Geralmente essa quebra de simetria ocorre para

partículas mesoscópicas quando suas interações efetivas são mediadas em um meio fora do

equilíbrio (HAYASHI e SASA; 2206; BUENZLI e SOTO,2008). Temos como exemplo, um

sistema composto por diferentes tipos de partículas e sua interação com o meio ambiente

se dá fora do equilíbrio, ou quando o meio se move em relação às partículas (É claro que

a terceira lei de Newton é válida se consideramos o sistema completo de partículas mais

meio). Recentemente, uma gama de trabalhos têm estudado interações não-recíprocas na

escala de comprimento mesoscópico. Os exemplos incluem forças óticas (SHANBLATT

e GRIER, 2011; DHOLAKIA e ZEMANEK; 2010), interações efetivas entre partículas

coloidais sob fluxo solvente ou deferente (DZUBIELLA et al., 2003; SRIRAM e FURST,

2012), e as chamadas“forças sociais” (HELBING e MOLNAR, 1995) que governam, por

exemplo, a dinâmica dos pedestres.

Figura 3.8: Representação esquemática de uma cadeia de massas-mola acopladas com
assimetria introduzida por meio de taxas desiguais para as constantes elásticas entre duas
massas localizadas no centro da rede.

m m m m m m0−2 −1 1 2 3
......

0,1
γ

γ
1,0

Fonte: Autor, 2018.
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Nesse contexto, estudaremos aqui o análogo clássico dos exemplos de redes crista-

linas com interação não-recíproca. Usando o fato de que o elétron numa rede cristalina

unidimensional se comporta de maneira análogola a uma partícula clássica sob influência

de um potencial anarmônico, iremos estudar um sistema que consiste em uma cadeia de N

massas acopladas por molas de constante elástica γ, consideraremos ainda que o sistema

viola a terceira lei de Newton, tal violação dá-se devido a presença de um defeito na rede:

a constante elástica da mola que acopla a massa m0 e m1 (γ0,1) possui um valor diferente

da constante elástica da mola que une a massas m1 e m0 (γ1,0), ou seja, γ0,1 6= γ1,0. Na

Figura 3.8 mostramos a representação esquemática da cadeia de massas-mola acopladas

com um defeito central não-recíproco.

A equação de movimento para a n-ésima massa é dada por:

mn
d2xn(t)

dt2
= −γn,n+1[xn(t)− xn+1(t)]− γn,n−1[xn(t)− xn−1(t)]. (3.69)

O enfoque principal desta seção é o estudo as propriedades de transmissão na cadeia

quando uma onda plana com número de onda q é inserida na cadeia. Por simplicidade

consideraremos que todas as massas são iguais (mn = m) e as constantes elásticas que

acoplam todas as massas também possuem o mesmo valor γ, exceto na região do defeito

onde: γ0,1 = Aeε e γ1,0 = Ae−ε, sendo ε o fator que controla a assimetria referente

às constantes de mola na região do defeito. A Eq. (3.69) tem solução estácionária do

tipo xn(t) = xne
−iE(k)t, sendo k o número de onda da onda plana inserida na cadeia e

E2 = 1
m

[2γ − γ(eik + e−ik)] é a relação de dispersão de energias na região fora do defeito,

com isso temos:

−mE2xn = −γn,n+1[xn − xn+1]− γn,n−1[xn − xn−1]. (3.70)

Quando uma onda plana é inserida na cadeia pelo lado esquerdo, sofrerá um espalhamento

devido ao defeito. Dessa maneira surgirão ondas refletida e transmitida. Levando em

consideração as condições de contorno do problema, podemos escrever as soluções da Eq.

(3.70) para uma onda inserida pelo lado esquerdo, como:
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xn =

 R0e
ikn +Re−ikn, n ≤ 0

Teikn, n ≥ 1
, (3.71)

sendo R0, R e T a s amplitudes das ondas incidente, refletida e transmitida, respecti-

vamente. Para estudarmos as propriedades de transmissão do presente sistema devemos

relacionar as amplitudes das ondas incidente e transmitida a fim de encontrarmos uma

equação para o coeficiente de transmissão, definido por t ≡ |T |2/|R0|2. Para isso, iremos

escrever a Eq. (3.70) para a região do defeito. Para a massa m0, obtemos:

(mE2 − γ0,1 − k)x0 = −γ0,1x1 − γx−1, (3.72)

e para m1:

(mE2 − γ1,0 − γ)x1 = −γx2 − γ1,0x0. (3.73)

Depois de um pouco de álgebra obtemos uma expressão para o coeficiente de transmissão

em função do número de onda k:

tL (k, |R0|2) ≡
|T |2

|R0|2

=
4γ2γ21,0sen

2(k)

4γ4 + 4k2cos2(k)− 8γ4cos(k)− 4k3(γ1,0 + γ0,1)(1− cos(k))2 + 2γ2(γ1,0 + γ0,1)2(1− cos(k))

(3.74)

Procedendo de modo análogo podemos calcular também o coeficiente de reflexão:

r (k, |R0|2) ≡
|R|2

|R0|2

=
4γ2γ21,0sen

2(k)

γ4 − 2γ3γ0,1 + γ2γ20,1 + {[γ(γ1,0 + γ0,1)− 2γ2]2(1− 2cos(k))}+ 2cos(2k)(γ2 − γγ1,0)(γ2 − γγ0,1) + (γ2 − γγ1,0)2

(3.75)

Note que quando γ1,0 = γ0,1 eA = 1.0 (ausência do defeito), temos que t(k, |R0|2) = 1

e r(k, |R0|2) = 0 para qualquer valor de k, como esperado.

Para uma onda inserida pelo lado oposto (lado direito), as equações para os coefi-

cientes de transmissão e reflexão são bem parecidas com as Eqs. (3.74) e (3.75), basta

trocarmos γ0,1 por γ1,0. Para melhor caracterizarmos a possibilidade de assimetria na
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transmissão das ondas inseridas pela esquerda e pela direita, estudaremos o comporta-

mento do coeficiente de retificação, definido por:

ft(k, |R0|2) ≡
tL(k, |R0|2)− tR(k, |R0|2)
tL(k, |R0|2) + tR(k, |R0|2)

, (3.76)

sendo tL e tR o coeficiente de transmissão das ondas incidentes na cadeia através do lado

esquerdo e direito, respectivamente. Desse modo, temos:

ft =
γ21,0 − γ20,1
γ21,0 + γ20,1

, (3.77)

sendo γ1,0 a constante elástica da mola que acopla a massa m1 à m0 e γ0,1 é o valor da

constante elástica que acopla m0 à m1. Note que o fator de refificação é um número que

só depende dos valores das constantes elásticas.

Iremos agora apresentar um estudo mais detalhado das propriedades de transmissão

para uma cadeia de massas-mola que viola a terceira lei de Newton (ver Figura 3.8),

tal violação é introduzida por meio de taxas desiguais para as constantes elásticas entre

duas massas localizadas no centro da rede (γ0,1 6= γ1,0). Investigaremos a possibilidade de

obtermos de transporte assimétrico através da cadeia devido à quebra de simetria.

Foram realizadas simulações para valores distintos de k, A e ε, aqui serão mostrados

apenas alguns resultados representativos. Em todas as análises que serão mostradas a

seguir consideramos γ e A fixos, e iguais à unidade.

Na Figura 3.9, mostramos o coeficiente de transmissão como função do número de

onda k para valores distintos de ε . Para o caso de uma onda plana incidindo pelo lado

esquerdo, Figura 3.9a, observamos que à medida que o coeficiente ε aumenta, a transmis-

são diminui, chegando a um valor bem próximo de zero para ε = 1.0. Já para o caso de

onda plana proveniente do lado direito (Figura 3.9b) , observamos um comportamento

inverso, a transmissão aumenta com o aumento da assimetria (ε). Vale salientar que para

todos os valores de ε a transmissão é maior que a unidade, indicando um ganho intrínseco

no sistema oriundo da violação da terceira lei de Newton. Para ambos os lados de inci-

dência observamos que a transmissão é praticamente constante para uma enorme faixa

do espectro.
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Figura 3.9: Coeficiente de trasmissão em função do número de onda k para valores dis-
tintos do parâmetro ε. (a) Incidência pelo lado esquerdo; (b) incidência pelo lado direito.
Transmissão não-recíproca é alcançada.
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Fonte: Autor, 2018.

Na Figura 3.10, plotamos o coeficiente de reflexão r como função do número de onda

k para uma onda incidente vindo do lado esquerdo. Plotamos o coeficiente de transmissão

apenas para uma onda inserida pela esquerda, pois para ambos os casos de incidência o

comportamento do coeficiente de reflexão é exatamente o mesmo, ou seja, apesar da

quebra da assimetria a reflexão permanece recíproca. Isso pode ser verificado analisando

a Eq. (3.75), pois r só depende do quadrado de γ1,0 e γ0,1. Os valores para o coeficiente

de reflexão aumentam conforme ε aumenta.

Observamos na Figura 3.9 um espécie de ganho no sistema, quando a onda incide

através do lado direito. Para melhor caracterizarmos a possibilidade de ganho e perda

analisaremos a intensidade relativa total das ondas espalhadas t+ r para valores distintos

do parâmetro de assimetria ε. Na Figura 3.11 apresentamos os gráficos de t+r em função

do número de onda da onda incidente para incidência pela esquerda (Figura 3.11a) e pela

direita (Figura 3.11b), observamos que para incidência pela esquerda o sistema sofre uma

perda pois t + r < 1 para todos os valores de ε, exceto para o caso em que k = π, onde

não temos nem perda, nem ganho, pois t+r = 1. Já para uma onda incidindo pela direita

t+ r ≥ 1, caracterizando assim um ganho no sistema.

Instituto de Física - UFAL



3.5 Algumas Aplicações da Mecânica Quântica Não-Hermitiana 73

Figura 3.10: Coeficiente de reflexão em função do número de onda k para valores distintos
do parâmetro ε.
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Diante do que foi mostrado nesta seção, podemos afirmar que a violação da terceira

lei de Newton provoca um transporte não-recíproco robusto numa cadeia de massas-mola

acopladas, podendo ser controlado variando os parâmetros associados à assimetria.
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Figura 3.11: Intensidade relativa total da onda espalhada (transmitida e refletida) como
função do número de onda k para valores distintos do parâmetro ε e γ = A = 1.0. (a)
Uma onda plana proveniente do lado esquerdo exibe perda de energia (t + r < 1) para
uma cadeia de massa-mola com acoplamento não-recíproco. (b) O ganho (t + r > 1)
ocorre para o caso de incidência pelo lado direito.

0 1 2 3

 k

0.6

0.8

1

 t
 L

+
 r

 L

 ε = 0.25

 ε = 0.50

 ε = 0.75

 ε = 1.0

0 1 2 3

 k

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

 t
R
 +

 r
R

 ε = 0.25

 ε = 0.50

 ε = 0.75

 ε = 1.0

(a)

(b)

Fonte: Autor, 2018.
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4

NÃO-LINEARIDADE

Muitos fenômenos físicos ocorrem devido a efeitos não-lineares, ao que parece a

natureza insiste em ser não-linear; podemos citar inúmeros exemplos como as ondulações

de uma bandeira ao vento, o gotejamento de uma torneira vazando e as oscilações de um

pêndulo duplo (MARION e THORNTON, 2011). Ao estudarmos determinados sistemas

em física, consideramos que o comportamento deste é linear. No entanto, essa hipótese é

quase sempre uma aproximação, que é válida apenas dentro de um intervalo limitado de

valores. Dessa forma, surge a necessidade de estudar o efeito da não-linearidade nos mais

diversos tipos de sistemas. Além da importância teórica do estudo dos efeitos não-lineares,

há também um grande interesse dos cientistas no estudo da não-linearidade devido à

sua gama de aplicabilidades tecnológicas no desenvolvimento de inúmeros dispositivos,

principalmente na área de fotônica, óptica, eletrônica e computação.

Um sistema é dito não-linear quando a combinação de suas soluções não é uma

solução, ou seja, nessa classe de sistemas não é válido o princípio da superposição. Tal

fato torna as equações que descrevem e caracterizam o sistema bastante difíceis de serem

solucionadas analiticamente, sendo necessário, na maioria dos casos, a implementação

númerica do problema.

A seguir estudaremos com mais detalhes os efeitos não-lineares em sistemas ópticos

e eletrônicos.
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4.1 Não-Linearidade em Sistemas Ópticos

Em óptica, estamos interessados em estudar a interação da luz com a matéria. Em

nossa experiência diária, as intensidades de luz que observamos são relativamente baixas.

Nesse contexto, as propriedade ópticas não dependem da intensidade luminosa. Se as on-

das luminosas são capazes de penetrar e atravessar um determinado meio, isso ocorre sem

que haja interação entre as ondas. No entanto, para intensidades de luz suficientemente

altas o cenário muda. É observado uma dependência das propriedades ópticas em relação

à intensidade luminosa, bem como uma interação entre as ondas luminosas. É exatamente

este o domínio da óptica não-linear. Como os fenômenos não-lineares presentes na óptica

não fazem parte da nosso cotidiano, pois só aparecem para intensidades de luz muito altas,

sua descoberta e estudo só foi possível após a invenção do laser (COTTER e BUTCHE,

1990). O estudo do comportamento não-linear da luz fornece uma visão da estrutura e

das propriedades da matéria, sendo utilizado principalmente para o desenvolvimento de

dispositivos ópticos e ténicas de grande importância em vários ramos da ciência.

Os materiais que nos interessam em óptica são compostos por partículas carregadas:

elétrons e os núcleos de íons. Quando aplicamos um campo elétrico, as cargas elétricas

se movem; as cargas positivas tendem a se mover na direção do campo, enquanto as

negativas na direção contrária. Nos materiais condutores, algumas partículas carregadas

são livres para se mover através do material na presença do campo elétrico. Já em

materiais dielétricos, as partículas carregadas são ligeiramente deslocadas de suas posições

iniciais. Este pequeno movimento de cargas positivas em uma direção e negativas em outra

resulta em um conjunto de dipolos elétrico induzidos. Em outras palavras, a presença do

campo elétrico em meios dielétricos induz uma polarização. O movimento de partículas

em um meio dielétrico, é portanto oscilatório, formando dipolos oscilantes (ver Figura

4.1). Como a massa dos núcleos é bem maior que a massa dos elétrons, para altas

frequências ópticas (ultravioleta e visível), o movimento do elétron é o mais significativo.

O comportamento do elétron na presença de um campo elétrico é análogo ao de uma

partícula em um potencial anarmônico. Diante disso, vamos fazer uma analogia com a

mecânica clássica: vamos supor que o elétron de massam e carga −e está ligado ao íon por
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Figura 4.1: Representação esquemática do movimento de cargas em um material dielétrico
sujeito a um campo elétrico alternado na frequência de luz visível. O movimento dos íons
é insignificante se comparado ao movimento dos elétrons.

Fonte: David Cotter, Paul N. Butcher, 1990

uma mola, como mostrado na Figura 4.1. Por simplicidade, vamos considerar o caso em

que todos os dipolos estão orientados na mesma direção do campo. A posição do elétron

depende da intensidade do campo elétrico E(t), sendo descrita por meio da equação de

movimento para um oscilador:

m

[
d2x

dt2
+ 2Γ

dx

dt
+ Ω2x− (ξ2x2 + ξ3x3 + ...)

]
= −eE(t), (4.1)

sendo x o deslocamento da posição média, Ω é a frequência de ressonância e Γ é uma

constante de amortecimento, já o termo do lado direito representa a força exercida sobre

o elétron devido à presença do campo elétrico aplicado o qual provoca as oscilações. O

movimento das partículas carregadas em um meio dielétrico na presença de um campo

elétrico só pode ser considerado linear apenas se o deslocamento x for pequeno. Para

valores maiores do deslocamento a força restauradora é não-linear em termos de x, fazendo
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analogia mais uma vez com a mecânica clássica, isso é equivalente a mola ser distorcida

devido a uma grande compressão ou expansão. A não-linearidade é representada na

equação acima pelos termosm(ξ2x2+ξ3x3+...), sendo ξ2, ξ3, ... constantes. Na Figura 4.2,

é mostrado como um comportamento anarmônico dá origem a uma polarização induzida

que pode ser considerada linear (como uma boa aproximação) ou fortemente não-linear,

dependendo da magnitude do campo elétrico aplicado.

Figura 4.2: O efeito de uma dependência não-linear da polarização P com o campo
elétrico E é mostrada. Para campos pequenos (a) P não se afasta significantemente de
uma dependência linear (linha tracejada). Para campos intensos (b), a polarização tem
uma forma de onda distorcida a qual contém componentes significativas nas frequências
harmônicas.

Fonte: David Cotter, Paul N. Butcher, 1990

4.2 Não-Linearidade em Sistemas Eletrônicos

Os modelos que descrevem sólidos cristalinos estudados no capítulo 2 consideram

que os íons dos sólidos cristalinos permanecem fixos nos sítios da rede de Bravais. Apesar

dessa aproximação ser bastante distante do comportamento real de um sólido, sabemos

que muitas previsões, usando esse modelo, são satisfatórias. No entanto, para obter

uma descrição dos sólidos ainda mais fiel, é necessário adicionar ao hamiltoniano, que

descreve a dinâmica do sistema, termos devido ao movimento dos íons. Uma aproximação

usualmente feita é a aproximação de pequenas oscilações: admite-se que apesar de os íons
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não estarem rigidamente confinados às suas localizações de equilíbrio (sítio da rede de

Bravais), seus deslocamentos em relação às localizações de equilíbrio são pequenos. Essa

suposição é bastante razoável para a maioria dos sólidos (com exceção do hélio sólido) em

temperaturas muito abaixo do ponto de fusão (ASHCROFT E MENMIN, 1976).

Há ainda muitos fenômenos físicos que ocorrem em sólidos que só podem ser explica-

dos considerando a presença de não-linearidade no sistema, pois esses fenômenos devem-se

inteiramente aos termos de ordem superior à unidade na energia de interação iônica em

torno de seu valor de equilíbrio (ASHCROFT E MENMIN, 1976). Como exemplo des-

ses fenômenos podemos citar a expansão térmica: em um cristal harmônico, o tamanho

do equilíbrio não dependeria da temperatura (KITTEL, 2005). Outro exemplo consiste

no fato de que a condutividade térmica de um sólido isolante é limitada no modelo de

um cristal perfeito apenas devido aos termos não-lineares na energia de interação iônica,

caso contrário, a condutividade térmica seria infinita. Esta é uma das mais importantes

propriedades de transporte devido à presença dos termos não-lineares na energia, mas a

não-linearidade também tem papel essencial em quase todos os processos pelos quais as

vibrações da rede transmitem energia (fônons).

Qualquer teoria, por mais simples que seja, ao considerar os modos vibracionais da

rede, deve considerar também a existência de um conjunto de elétrons que não estão rigi-

damente ligados aos níveis mais internos dos íons, esses elétrons são comumente chamados

de elétrons de condução. Surge então a necessidade de estudar a interação entre os elé-

trons de conducão e as vibracões da rede em sólidos, denomidada interação elétron-fônon,

tal interação também é não-linear e apresenta enorme complexidade (ECKART, 1934;

BORN e OPPENHEIMER, 1927). Uma consequência dessa interação é a possibilidade

localizacão do pacote de onda eletrônico (KENKRE e CAMPBELL, 1986; HOLSTEIN,

1959, DAVYDOV, 1973), através do fenômeno de self-trapping ou auto-armadilhamento.

Uma técnica bastante utilizada e particularmente simples para o estudo da não-

linearidade em redes cristalinas é a equação não-linear discreta de Schrödinger, que estu-

daremos de forma mais detalhada na próxima seção.
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4.2.1 Equação Discreta Não-linear de Schrödinger

Como vimos na seção anterior, o papel da não-linearidade é fundamental no estudo

dos fenômenos de transporte eletrônico, dentre esses fenômenos destacamos a interação

entre os fônons da rede e os elétrons. Diante disso, surge a necessidade de obter métodos

para estudar os efeitos que surgem no sistema na presença da não-linearidade. Um método

muito difundido e bastante eficaz para atingir o objetivo citado acima é o uso da equação

discreta não-linear de Schrödinger (DNLS) (HENNIG e TSIRONIS, 1999):

i
dψn(t)

dt
= Vnψn(t)− γ(ψn−1(t) + ψn+1(t)) + α|ψn(t)|2ψn(t), (4.2)

Por meio da equação DNLS na forma acima é possível descrever o movimento de

um elétron se propagando em um cristal unidimensional, interagindo com um elétron ou

movendo-se por ele, onde o índice n percorre todos os sítios da rede (n = 1, ..., N), ψn é a

função de onda do elétron no n-ésimo sítio da rede , Vn está associado a energia potencial

on-site, γ e a taxa de hopping entre os sítios (considerando apenas os primeiros vizinhos)

e α é o parâmetro que controla a não-linearidade do sistema (interação elétron-fônon).

A equação DNLS tem uma longa e interessante história; a sua forma independente

do tempo foi obtida primeiramente por Holstein em seu estudo do problema de um pola-

ron (HOLSTEIN, 1959). Mais tarde Davydov desenvolveu a forma dependente do tempo

em seus estudos de transferência de energia em proteínas por meio de solitons (DAVY-

DOV e KISLUKHA, 1973). O termo soliton, que é usado para descrever modos elásticos

intrínsecos da rede que viajam de forma “solitária” ao longo de uma cadeia não-linear, foi

criado por Zabusky e Kruskal a cerca de 50 anos. Esses autores não foram os primeiros

a notar as notáveis propriedades das ondas solitárias, cuja primeira descrição conhecida

na literatura surge como “uma grande elevação solitária de água arredondada, lisa e bem

definida”, remonta à observação histórica feita em um canal perto de Edimburgo por John

Scott Russell na década de 1830. No curso das quase cinco décadas que se passaram desde

a publicação do trabalho de Zabusky e Kruskal (1965), os estudos teóricos e experimentais

dos solitons tiveram um enorme crescimento, chamamos atenção também para a gama

de suas aplicações em diversos ramos da ciência, principalmente no desenvolvimento da

comunicação totalmente óptica (ABLOWITZ e CLARKSON, 1991). Eilbeck, Lomdahl
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e Scott estudaram um fenômeno muito importante no âmbito de sólidos cristalinos que

é o fenômeno de self-trapping da onda, usando equações DNLS para modelar o sistema

(SCOTT et al., 1985). Esse fenômeno ocorre quando o parâmetro α que controla a não-

linearidade do sistema supera um determinado valor, então o pacote de onda presente

na rede não mais consegue se propagar, ficando confinada a uma região próxima ao sítio

inicial. Esses dois últimos são importantes exemplos de localização induzida por meio da

não-linearidade

4.2.2 Influência da Não-Linearidade no Transporte Eletrônico em

Cadeias Unidimensionais

Agora iremos investigar a influência da não-linearidade nas propriedades de trans-

porte em redes cristalinas. O sistema que estudaremos aqui consiste em uma cadeia de N

sítios igualmente separados com um defeito central. Estamos interessados no transporte

de uma quase partícula ao longo de uma cadeia unidimensional com um defeito central

não-linear, o presente sistema é praticamente idêntico ao estudado na seção 2.4.2 (ver

Figura 2.3), a única diferença consiste no fato de que iremos considerar agora a presença

de um defeito não-linear. O sistema será modelado pela equação DNLS (Eq. 4.2), por

simplicidade vamos considerar γ = 1.0 e ψn(t) é a amplitude da função de onda na forma

estacionária, com ψn(t) = ψne
−iEt. O potencial on-site é nulo para todos os sítios, exceto

para o sítio n = 1, onde o potencial on-site vale V e representa o defeito não-linear, α é o

fator que contola a não-linearidade e a relação de dispersão do sistema na região fora do

defeito é E = −2cos(k), temos então:

ψn−1 = −ψn+1 + (Vn − E + α)|ψn|2ψn. (4.3)

Quando uma onda plana com número de onda k é inserida na cadeia pela esquerda,

ela será espalhada pela presença do defeito e terá uma parte refletida e outra transmitida,

de modo que temos as seguintes condições de contorno:

ψn =

 R0e
ikn +Re−ikn, n ≤ 0

Teikn, n ≥ 1
, (4.4)
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4.2 Não-Linearidade em Sistemas Eletrônicos 82

sendo R0, R e T as amplitudes das ondas incidente, refletida e transmitida, respectiva-

mente. Queremos encontrar uma expressão para o coeficiente de transmissão t, para isso

usamos as condições de contorno e obtemos:

R0 =
ψ0e

−ik − ψ1

e−ik − eik
. (4.5)

Iremos agora escrever a equação de Schrödinger para o sítio n = 0:

ψ0 = −ψ2 + (V − E + α|ψ1|)ψ1, (4.6)

usando a Eq. 4.5 e o fato de que ψ1 = Teik e ψ2 = Te2ik, após uma curta álgebra obtemos:

t(k,R0) ≡
|T |2

|R0|2
=

1

1 +
(
V+α|T |2
2sen(k)

) (4.7)

Figura 4.3: Coeficiente de transmissão em função do número de onda k da onda plana
incidente para diferentes valores do potencial on-site V e para (a) α = 1.0esquerdo e (b)
α = 3.0.
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Fonte: Autor, 2018.

Note que quando V = 0, ao contrário do que vimos na seção 2.4.2, a transmissão não

é unitária, pois mesmo tendo todos os sítios com a mesma energia on-site, ainda temos

um defeito devido a presença da não-linearidade. O coeficiente de transmissão obedece a

uma equação polinomial de terceiro grau, admitindo então até três soluções reais, observe

ainda que quando α = 0 recuperamos a expressão do caso que estudamos na seção 2.4.2.
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4.2 Não-Linearidade em Sistemas Eletrônicos 83

Para estudarmos com mais detalhes a influência da não-linearidade no sistema mostramos

gráfico do coeficiente de transmissão em função do número de onda da onda incidente para

valores distintos de V , |R0|2 = 2.0, na Figura 4.3a α = 1.0 e na 4.3.b α = 3.0.

Observe que a presença da não-linearidade induz o surgimento de regiões de multi-

estabilidade, ou seja, para um mesmo valor do número de onda k encontramos diferentes

valores para o coeficiente de transmissão, por isso é possível que a onda seja transmitida

para k = 0 e k = π, ao contrário do que vimos quando α = 0 (ver Figura 2.4a). Vale

salientar ainda que quando a amplitude da onda incidente |R0|2 = −V/α a transmissão é

unitária para qualquer valor de k, ou seja, a não-linearidade cancela o efeito do potencial

on-site do defeito. Note ainda que, a transmissão diminui quando aumentamos o valor do

parâmetro que controla a não-linearidade.
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5

TRANSPORTE NÃO-RECÍPROCO
EM UMA CADEIA COM DEFEITO
NÃO-HERMITIANO E NÃO-LINEAR

A proposição de sistemas, na escala micro e nano, que apresentam a capacidade de

transportar informação de modo controlável, mesmo na presença de imperfeições, é de

grande importância devido às inúmeras aplicações tecnológicas. Tal fato tem provocado

um interesse ainda maior no estudo de fenomenos de transporte e um grande empenho

experimental tem sido feito para a construção de dispositivos que sejam capazes de operar

de maneira não-recíproca, em diversas áreas como óptica, eletrônica e acústica.

Dentre as diversas maneiras de quebrar a reciprocidade de um sistema, podemos

destacar a não-hermiticidade e a combinação da não-linearidade com assimetria espacial,

por serem maneiras relativamente simples de obter o efeito diodo. Diante disso, nosso

objetivo neste capítulo é estudarmos os efeitos que surgem nas propriedades de transporte,

quando unimos não-hermiticidade e não-linearidade.

5.1 Desenvolvimento Analítico do Método

Consideraremos aqui o transporte de ondas harmônicas quânticas através de duas

cadeias hermitianas do tipo tight-binding, que estão conectadas por um único defeito com

um acoplamento não-linear e assimétrico fora-diagonal (ver Figura 5.1). O sistema será

modelado pela equação linear discreta de Schrödinger para as duas cadeias hermitianas e a
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5.1 Desenvolvimento Analítico do Método 85

equação discreta de Ablowitz-Ladik (ABLOWITZ e LADIK, 1973) descreverá a evolução

temporal da amplitude da onda no defeito. Começamos expandindo o estado |ψn(t)〉 do

sistema na base Wannier |n〉, |ψn(t)〉 =
∑

n ψn(t) |n〉, sendo |n〉 um estado localizado no

sítio n da cadeia. A evolução da amplitude da onda ψn(t) para as duas cadeias laterais

hermitianas do tipo tight-binding é regida pela equação linear hermitiana de Schrödinger

dependente do tempo:

i
dψn(t)

dt
= Vnψn(t) + ψn+1(t) + ψn−1(t). (5.1)

Aqui, as taxas de hopping entre os sítios adjacentes foram ajustadas iguais à unidade e

n ≤ 0 e n ≥ 2 representam as cadeias semi-infinitas esquerda e direita. No que se segue,

usaremos unidades de ~ = 1 e a energia potencial on-site em todos os sítios das cadeias

lineares sendo Vn = 0 como referência, sem perda de generalidade.

A evolução temporal da amplitude da onda no defeito será regida por uma equação

não-linear e não-hermitiana de Ablowitz-Ladik (ABLOWITZ e LADIK, 1976), dada por:

i
dψ1(t)

dt
= V ψ1(t) + ψ0(t) + ψ2(t) +

+ (1− ε)α
2
|ψ1(t)|2ψ0(t) + (1 + ε)

α

2
|ψ1(t)|2ψ2(t). (5.2)

O sítio n = 1 representa o defeito não-linear (ver Figura 5.1) com energia potencial on-site

V1 = V . O parâmetro α representa a intensidade da resposta não-linear, atuando apenas

dentro do defeito central. Observe que a contribuição não-linear está presente somente no

hopping do sítio do defeito para seus vizinhos. O hopping para o sítio do defeito permanece

unitário, conforme dado pela Eq. (5.1). Essa assimetria entre as amplitudes do hopping do

defeito e seus vizinhos dá um caráter não-hermitiano à dinâmica do sistema. A introdução

de taxas de hopping assimétrico foi originalmente estudada por Hatano e Nelson (NELSON

e HATANO, 1996). A implementação experimental de taxas de hopping assimétrico já foi

feita para alguns sistemas ópticos, como, por exemplo, ressonadores ópticos e microanéis

acoplados (LONGHI et al., 2015). A quebra da paridade é controlado pelo parâmetro

ε que torna a contribuição não-linear não-hermitiana assimétrica entre o sítio do defeito

(n = 1) e os sítios adjacentes (n = 0 e n = 2).
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Figura 5.1: Representação esquemática de duas cadeias laterais lineares acopladas por um
único sítio defeituoso. Uma onda plana que entra do lado esquerdo é espalhada pelo defeito
gerando uma onda refletida e uma transmitida. No presente trabalho, o defeito tem uma
não-linearidade não-hermitiana e assimétrica. As setas retas representam uma amplitude
de hopping unitária. As setas onduladas representam uma contribuição não-linear para o
termo de hopping, que é mais forte para o lado direito do sítio de defeito.

R0e
ikn

Te
ikn

n=−1 n=0 n=1 n=2 n=3 ......

n−ik
eR

Fonte: Autor, 2017.

As Eqs. (5.1) e (5.2) têm soluções estacionárias ψn(t) = ψne
−iE(k)t, sendo −π ≤ k <

π o número de onda Bloch e E(k) = eik+e−ik é a curva de dispersão de energia nas regiões

lineares. Quando uma onda plana é inserida pelo lado esquerdo, sofre um espalhamento

devido ao defeito. As ondas transmitidas e refletidas emergem após o espalhamento. As

soluções das Eqs. (5.1) e (5.2) para uma onda plana proveniente da esquerda, pode ser

escrita por:

ψn =

 R0e
ikn +Re−ikn, n ≤ 1

Teikn, n ≥ 1
, (5.3)

sendo R0, R e T as amplitudes das ondas incidente, refletida e transmitida, respectiva-

mente (veja a Figura 5.1). Para relacionar as amplitudes da ondas incidente e transmitida,

nós usamos o método iterativo, que consiste em associar à Equação de Schrödinger um

mapa para o potencial tipo delta e partindo do conhecimento da função de onda no sí-

tio n + 1, obter a função de onda no sítio n (para mais detalhes ver (SANCHEZ et al.,

1994)),] para a equação não-linear Ablowitz-Ladik independente do tempo (5.2), dessa

forma podemos expressar a amplitude da onda no sítio n = 0, como:

ψ0 =
[E(k)− V ]ψ1 − ψ2 − (1− ε)α/2|ψ1|2ψ2

[1 + (1− ε)α/2|ψ1|2ψ0]
. (5.4)
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A condição de contorno no sítio n = 1 com a cadeia lateral esquerda fornece:

R0 =
ψ0e

ik − ψ−1
eik − e−ik

. (5.5)

Após uma álgebra direta, o coeficiente de transmissão pode ser escrito em uma forma

transcendental, dada por:

t(k, |R0|2) =
|T |2

|R0|2

=
4 sen2k[1 + (1− ε)α/2t|R0|2]2

4 sen2k + V 2 + αt|R0|2(4 sen2k + 2V cos k + αt|R0|2)
.

(5.6)

Uma vez que o sistema é não-hermitiano, o espalhamento causado pelo defeito pode

resultar em ganho ou perda. Portanto, devemos também avaliar explicitamente o coefi-

ciente de reflexão r ≡ |R|2
|R0|2 e, em geral, t + r 6= 1. Para obter o coeficiente de reflexão,

podemos seguir etapas semelhantes às descritas acima, resultando em:

r (k, |R0|2) =
|R|2

|R0|2

=
V 2 + αt|R0|2[(t|R0|2α/2)(2V cos k + (1− ε2) cos 2k + (1 + ε2)]

4 sen2k[1 + (1− ε)α + t|R0|2]
,

(5.7)

com t obtido da Eq.(5.6).

Para o caso de uma onda plana vindo do caminho oposto, inserida pelo lado direito,

as equações acima permanecem praticamente as mesmas, apenas mudando o sinal de ε.

Para caracterizar a possibilidade de assimetria na transmissão, analisaremos também o

comportamento do fator de retificação, definido como:

ft(k, |R0|2) =
tL(k, |R0|2)− tR(k, |R0|2)
tL(k, |R0|2) + tR(k, |R0|2)

, (5.8)

sendo tL (rL) e tR (rR) o coeficiente de transmissão (reflexão) das ondas vindo da esquerda

e da direita, respectivamente. O fator de retificação para a onda refletida (fr) é definido de
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forma semelhante. Devido à contribuição não-linear, regiões de multiestabilidade podem

aparecer associadas à soluções distintas para um determinado vetor de ondas k, conforme

demonstraremos a seguir. Neste caso, o fator de retificação é calculado selecionando o

modo com maiores coeficientes de transmissão/reflexão na região de multiestabilidade.

Iremos apresentar agora um estudo detalhado do espectro de transmissão e reflexão

do modelo de cadeias acopladas por meio de um defeito não-hermitiano e não-linear

anteriormente descrita, representadas esquematicamente na Figura 5.1. Em todos os

casos que serão mostrados adiante, iremos considerar |R0|2 = 1.0 e o potencial on-site

V = −3.0 para o sítio n = 1. Os resultados que estamos relatando são qualitativamente

similares para outros conjuntos de parâmetros.

Figura 5.2: Espectro do coeficiente de transmissão como função do número de onda k
para valores distintos do parâmetro α, que controla a não-linearidade, para o caso de
um defeito não-linear e não-hermitiano em que a paridade é conservada. As janelas de
multiestabilidade surgem regime de k pequeno e de α grande.
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Fonte: Autor, 2017.

Vamos começar o nosso estudo, plotando o coeficiente de transmissão em função

do número de onda k, para uma onda incidindo pelo lado esquerdo no caso particular

de um defeito não-linear onde a paridade é conservada. Para isso, consideramos que as

taxas de hopping entre o sítio do defeito e seus vizinhos são iguais, ou seja, ε = 0. O

comportamento do coeficiente de trasmissão t(k, |R0|2) do seria o mesmo para uma onda
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que vem do lado direito, porque o sistema, neste caso, se torna espacialmente simétrico.

Consideramos valores distintos para o parâmetro α que contola a não-linearidade α, como

ilustrado na Figura 5.2. Quando o parâmetro de não-linearidade α é aumentado, observa-

se o surgimento de uma região de multiestabilidade para valores pequenos do vetor de

onda k. Na região da multiestabilidade, existem três modos de transmissão para cada

número de onda de incidente k. A região de multiestabilidade torna-se mais ampla para

valores maiores da não-linearidade. A janela de multiestabilidade começa a surgir para

α > −V . Em k = 0, os dois modos extras têm o mesmo coeficiente de transmissão

t(0, |R0|2) = −V/α para α ≥ −V , como mostrado na Figura 5.2.

5.2 Transporte Não-Recíproco

No que se segue, exploraremos a possível ocorrência de transporte assimétrico através

de uma rede tight-binding unidimensional com um defeito não-linear e não-hermitiano

central. Aqui, a ruptura de paridade é introduzida por taxas de hopping desiguais entre

o defeito e seus sites adjacentes (ε 6= 0).

5.2.1 Análise para α = |V |

Ao longo desta seção estudaremos as propriedades de transmissão de ondas planas

inseridas na cadeia representada na Figura 5.1 para o caso em que |V | = α = 3.0. Na

Figura 5.3, mostramos o coeficiente de transmissão como função do número de onda k

para valores distintos de ε. Para o caso de uma onda plana proveniente do lado esquerdo,

Figura 5.3a, observamos que a transmissão máxima (t = 1.0) ocorre em ε = 0 e k = 0, ou

seja, quando a rede é espacialmente simétrica. Observe que, à medida que o coeficiente ε

cresce, o coeficiente de transmissão diminui. Na Figura 5.3b mostramos a mesma análise

para uma onda plana proveniente do lado direito. Aqui, observamos um comportamento

inverso. A transmissão aumenta predominantemente para as assimetrias maiores (valores

maiores de ε). Na região de multiestabilidade, este é o comportamento representado pelo

modo com transmissão máxima. Observe que o coeficiente de transmissão pode se tornar

maior que a unidade para ε > 0. Isso está associado a um ganho intrínseco, como será
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discutido abaixo.

Figura 5.3: Coeficiente de trasmissão em função do número de onda k para valores dis-
tintos do parâmetro ε. (a) Incidência pelo lado esquerdo; (b) incidência pelo lado direito.
Note que a janela de multiestabilidade persiste para o caso de incidência pela direita (b)
e desaparece com o aumento da assimetria para uma onda incidindo pelo lado oposto (a).
Transmissão não-recíproca é alcançada, especialmente na região de multiestabilidade.
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Fonte: Autor, 2017.

Na Figura 5.4a, plotamos o coeficiente de reflexão r como função do número de

onda k para uma onda incidente vindo do lado esquerdo e com α = 3.0. Observa-se que

o coeficiente de reflexão aumenta e a multiestabilidade é suprimida quando o parâmetro

de assimetria ε cresce. O coeficiente de reflexão para os modos extras que aparecem

na região de multiestabilidade induzida pela não-linearidade subjacente desaparecem no

limite k → 0. Esses modos extras têm uma reflexão finita no regime de k-pequeno e para

valores altos da não-linearidade.

Para uma onda inserida pelo lado direito, Figura 5.4b, o coeficiente de reflexão

também exibe uma tendência geral de se tornar maior para assimetrias grandes. No

entanto, a região de multiestabilidade persiste quando o coeficiente de reflexão dos modos

extras se aproximam da unidade e ε aumenta. Observe que, contrariamente à possibilidade

de ter uma onda transmitida de intensidade maior que a incidente (veja Figura 5.2b onde

t > 1), a onda refletida é sempre menos intensa que a onda incidente.

A possibilidade de ganho ou perda de energia é uma tendência geral no estudo

de propagação de onda não-hermitiana (LONGHI et al., 2015). No modelo atual, de

cadeias não-lineares não-hermitianas assimétricas acopladas, podemos caracterizar esse
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Figura 5.4: Coeficiente de reflexão como função do número de onda k para valores distintos
do parâmetro ε. (a) Incidência do lado esquerdo; (b) Incidência do lado direito. Os modos
extras na janela de multiestabilidade possuem coeficientes de reflexão que se aproximam da
unidade para a incidência do lado esquerdo. A reflexão não-recíproca também é alcançada,
mas em menor grau do que o exibido pelo componente de onda transmitida (ver Figura
5.3).
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Fonte: Autor, 2017.

aspecto calculando a intensidade relativa total das ondas espalhadas t + r para valores

distintos do parâmetro de assimetria ε. Espectros ilustrativos da intensidade relativa

total são mostrados na Figura 5.5 para ambos os casos de (a) incidência pela esquerda

e (b) incidência através do lado direito. Em geral, a perda de energia ocorre quando a

onda refletida no defeito não-hermitiano experimenta uma amplitude de hopping menor

do que a onda transmitida, como mostrado na Figura 5.5a. No caso de incidência pelo

lado oposto com taxas de hopping não-hermitianas maiores (Figura 5.5b), desenvolveu-se

um ganho significativo.

Mostraremos a seguir a evolução temporal de um pacote de onda Gaussiano incidindo

pelo esquerdo e do lado direito do defeito. Para tanto, resolvemos numericamente o

conjunto de equações Schrödinger lineares dependentes do tempo, que se descrevem a

dinâmica nos sítios lineares, juntamente com a equação não-linear assimétrica de Ablowitz-

Ladik que descreve o comportamento no sítio do defeito. Consideramos um pacote de

ondas inicial na forma:

Ψn(0) = Ae−(n−n0)2/4σ2

eikn, (5.9)
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Figura 5.5: Intensidade relativa total da onda espalhada (transmitida e refletida) como
função do número de onda k para valores distintos do parâmetro ε e α = −V = 3.0. (a)
Uma onda plana proveniente do lado esquerdo exibe perda de energia (t + r < 1) para
acoplamentos não-hermitianos. (b) O ganho de potência ocorre para o caso de incidência
do lado direito.
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Fonte: Autor, 2017.

sendo A a amplitude do pacote de onda, σ sua largura, n0 sua posição inicial central

e k um vetor de onda geral que governa a velocidade do pacote de onda. Na Figura

5.6, ilustramos a dispersão do pacote de ondas pelo defeito usando como um conjunto

ilustrativo de parâmetros V = −3.0, α = 3.0, ε = 0.5, A = 0.6, σ = 5.0, n0 = ±60

e k = ±π/2. Para o caso da incidência do lado esquerdo (para o qual a onda refletida

experimenta uma contribuição não-linear menor o hopping que a onda transmitida), a

componente transmitida é mais fraca que a refletida, como mostrado na Figura 5.6a.

Por outro lado, a onda é predominantemente transmitida para a direção da incidência

oposta. Observe que, neste caso, um certo grau de amplificação da onda é alcançado.

Esses recursos corroboram a análise espectral anterior. Além disso, uma fração do pacote

de ondas fica presa perto do defeito devido à sua natureza fortemente não-linear.

Até então consideramos que 0 ≤ ε ≤ 1, antes de terminar estudaremos alguns

casos para ε > 1. Na Figura 5.9, mostramos os gráficos do coeficiente de transmissão

em função do número de onda para diferentes valores do parâmetro ε que controla a

não-hermiticidade, para uma onda plana incidindo pelo lado (a) esquero e (b) direito.
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Figura 5.6: Evolução temporal de um pacote de ondas Gaussiano viajando para o sítio
do defeito não-linear não-hermitiano localizado em n = 1. Painel superior: incidência
pelo lado esquerdo. Painel inferior: incidência pelo lado direito. Uma transmissão não-
recíproca significativa é conseguida com um grau mais alto para a incidência através do
lado direito. Os parâmetros são V = −3.0, α = 3.0, ε = 0.5, A = 0.6, σ = 5.0, n0 = ±60
e k = ±π/2.

Fonte: Autor, 2017.
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Figura 5.7: Coeficiente de transmissão e reflexão em função do número de onda para uma
onda plana incidindo pelo lado (a) esquerdo e (b) direito. Aqui consideramos alguns casos
em que ε > 1.0. Para a incidência pelo lado direito a reflexão é predominante maior que
a unidade.
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Fonte: Autor, 2018.

O coeficiente de transmissão para uma onda incidente pelo lado esquerdo possui

valores pequeno, já para incidência pela direita os valores são consideravelmente altos,

se comparado aos casos que analisamos até então. Note que à medida que ε aumenta a

transmissão pelo lado direito diminui enquanto pelo lado esquerdo aumenta. A região de

multiestabilidade emerge apenas para a transmissão pela direita.

A reflexão para incidência pela esquerda, possui maiores valores que a transmissão, o

mesmo não ocorre para a incidência pelo lado oposto, onde o coeficiente de reflexão possui

valores menores que a transmissão, como pode ser observado na Figura 5.10. No entanto,

vale salientar que para uma onda plana incidindo através do lado direito o coeficiente de
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reflexão é predominantemente maior que 1.0, ao contrário do que vimos para 0 ≤ ε ≤ 1

onde a reflexão era sempre menor que a unidade.

Para um melhor entendimento da capacidade de perda ou ganho do sistema, mos-

tramos na Figura 5.11 os gráficos para a intensidade total da onda espalhada, ou seja,

a onda transmitida e a refletida em termos do número de onda da onda incidente para

incidência pela (a) esquerda e pela (b) direita. Quando a onda é inserida na cadeia pelo

lado esquerdo e é espalhada pelo defeito a onda transmitida experimenta uma taxa de

hopping menor que a onda refletida, para incidência pela direito ocorre o contrário, como

resultado temos perda no sistema para o primeiro, e ganho considerável para o segundo.

Um fato interessante que vale a pena ser mencionado é que para a incidência pela esquerda

as intensidades das ondas espalhadas são praticamente iguais para diferentes valores da

assimetria (ε).

Figura 5.8: Intensidade total da onda espalhada em função de k para valores distintos de
ε, para uma onda plana incidindo através do lado (a) esquerdo e (b) direito.
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Fonte: Autor, 2018.

5.2.2 Análise para α < |V |

Nesta seção iremos estudar as propriedades de transmissão do sistema na presença

de uma não-linearidade fraca. Em todas as análises apresentadas a seguir consideramos

V = −3.0 e α = 1.0. Na Figura 5.10 mostramos os gráficos para os coeficientes de

transmissão e reflexão em função de k para incidência pela esquerda (a) e pela direita
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Figura 5.9: Gráfico do coeficiente de transmissão e reflexão em função do número de onda
k da onda incidente quando a não-linearidade do sistema é fraca (α = 1.0), para diferentes
valores da assimetria (ε) e para uma onda introduzida na cadeia pelo lado esquerdo (a) e
pelo lado direito (b).
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Fonte: Autor, 2018.

(b), verificamos que as regiões de multiestabilidade não aparecem em nenhum dos casos

e apesar da presença da assimetria combinada com a não-linearidade a transmissão não

alcança altos valores, sendo maior quando uma onda é inserida pelo lado direito. Para

incidência pela esquerda t diminui à medida que ε aumenta, já para o lado oposto a

transmissão diminui com o aumento da assimetria (ε). Já para a reflexão vemos que o

comportamento é praticamente o mesmo para ambos os lados de incidência.

Na Figura 5.11 mostramos o gráfico da intensidade das ondas espalhadas. Nota-

mos que, assim como os casos analisados até aqui, há perda no sistema quando a onda

incide através do lado esquerdo e ganho no lado oposto. Quando a assimetria aumenta o
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Figura 5.10: Intensidade total da onda espalhada em função de k para valores distintos
de ε, para uma onda plana incidindo através do lado (a) esquerdo e (b) direito e para
α = 1.0.
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Fonte: Autor, 2018.

comportamento é intensificado, ou seja, aumenta a perda de uma lado e diminui do outro.

5.2.3 Análise para α > |V |

Quando a não-linearidade é forte, α = 5.0, notamos que a região de multiestabilidade

surge para ambos os lados de incidência, sendo mais pronunciada para uma onda que se

propaga da direita para a esquerda. Para uma onda vindo do lado esquerdo, o maior valor

para a transmissão é obtido quando o sistema é simétrico (ε = 0) e diminui conforme ε

aumenta, nessa situação a região de multiestabilidade desaparece. Para o lado oposto, a

região de multiestabilidade surge para todos os valores de ε analisados e ao contrário do

que vimos para o caso anterior, aqui a transmissão aumenta à medida que aumentamos a

assimetria. Mostramos ainda o gráfico do coeficiente de reflexão r em função do número

de onda k, a reflexão é sempre menor que a incidência e diminui com o aumento da

assimetria ocasionando a supressão da região de multiestabilidade para uma onda plana

inserida na cadeia através do lado esquerdo.

Na Figura 5.13 é mostrado o gráfico da intensidade total da onda espalhada em

função de k para valores distintos de ε, para uma onda plana incidindo através do lado

(a) esquerdo e (b) direito e para α = 5.0. O sistema apresenta perda para incidência pela
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Figura 5.11: Gráfico do coeficiente de transmissão e reflexão em função do número de onda
k da onda incidente quando a não-linearidade do sistema é forte (α = 5.0), para diferentes
valores da assimetria (ε) e para uma onda introduzida na cadeia pelo lado esquerdo (a) e
pelo lado direito (b).
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Fonte: Autor, 2018.

esquerda e ganho para o lado oposto e o aumento da assimetria realça esse comportamento.

5.2.4 Estudo das Propriedades de Transmissão via Fator de Re-

tificação

Os espectros distintos de transmissão para ondas provenientes de diferentes lados do

defeito não-linear e não-hermitiano mostraram a possibilidade de uma operação eficiente

do tipo diodo, que consiste numa transmissão de onda em uma direção sendo muito mais

pronunciada do que na outra. Para explorar esse aspecto, plotamos na Figura 5.13 os

espectros do fator de retificação para a onda transmitida para dois valores representativos
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Figura 5.12: Intensidade total da onda espalhada em função de k para valores distintos
de ε, para uma onda plana incidindo através do lado (a) esquerdo e (b) direito e para
α = 5.0.
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Fonte: Autor, 2018.

do coeficiente α associado a não-linearidade. Para valores pequenos da não-linearidade

(Figura 5.13a), a retificação não é muito eficiente, embora cresça quando assimetrias

maiores são consideradas. A origem física deste comportamento está relacionada ao fato

de que não há multiestabilidade quando o sistema é fracamente assimétrico. Uma forte

assimetria seria necessária para induzir o surgimento da multiestabilidade para o caso

de incidência pelo lado direito, para então desenvolver um efeito de retificação eficiente.

Um novo cenário surge para o caso de fortes não-linearidades, como ilustrado na Figura

5.13b. A retificação também é pequena em assimetrias fracas. No entanto, isso se deve

a um mecanismo subjacente distinto. Neste caso, a multiestabilidade está presente tanto

para as incidências pelo lado esquerdo como pelo lado direito. Aumentar a assimetria

leva a uma multiestabilidade pronunciada para a incidência do lado direito, enquanto a

multiestabilidade desaparece para a incidência pelo lado oposto.

Como resultado, desenvolve-se uma retificação pronunciada, especialmente no re-

gime de pequenos números de onda. Vale ressaltar que, uma retificação eficiente é alcan-

çada em uma ampla região espectral para assimetrias fortes. Este recurso indica que um

comportamento tipo diodo também pode ser reproduzido pelo sistema em estudo para a

pacotes de ondas compostos por uma grande faixa de componentes harmônicas. Somente
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Figura 5.13: Fator de retificação para transmissão ft como função do número de onda k
para valores distintos do parâmetro ε. Diferentes valores do parâmetro α que controla a
não-linearidade foram considerados [(a) α = 1.0, (b) α = 3.0 e (c) α = 5.0]. A retificação
eficiente é alcançada no regime de grande não-linearidade e assimetria.
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Fonte: Autor, 2017.

componentes harmônicas com comprimentos de onda muito curtos não são retificados de

maneira eficiente.

Também mostraremos uma análise similar da eficiência de retificação para o compo-

nente de onda refletida. No caso de não-linearidade fraca (Figura 5.14a), a retificação da

onda refletida é muito ineficiente porque o coeficiente de reflexão é grande em assimetrias

fracas para ambas as direções de incidência. O desenvolvimento de multiestabilidade não

promove um aumento substancial de fr porque os novos modos extras têm baixos coefi-

cientes de reflexão. Espectros de retificação mais complexos para a componente refletida

da onda aparecem em não-linearidades fortes, onde a multiestabilidade está presente para

ambas as direções de incidência no regime de k-pequeno. No entanto, a eficiência de re-

tificação permanece predominantemente baixa, exceto em regiões espectrais estreitas que

delimitam a região em que a multiestabilidade permanece apenas para o caso da incidên-

cia do lado direito. Observe que fr muda de sinal indicando que a retificação ocorre para
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Figura 5.14: Fator de retificação fr para o coeficiente de reflexão como função do número
de onda k para valores distintos do parâmetro ε. Valores distintos do parâmetro de
não-linearidade α foram considerados [(a) α = 1.0; (b) α = 3.0 e (c) α = 5.0]. A
retificação relativamente eficiente é restrita a regiões estreitas espectrais no regime de
defeito fortemente não-linear, mas não assimétrico e não-hermitiano.
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Fonte: Autor, 2017.

ambos os lados de incidência.
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6

CONCLUSÕES E PERSPECTIVAS

O objetivo principal do presente trabalho foi estudar as propriedades de transmissão

não-recíproca de ondas propagantes ao longo de duas cadeias do tipo tight-binding que

são conectadas por um único defeito que possue acoplamento não-linear e não-hermitiano

fora da diagonal.

No capítulo 2, realizamos uma revisão teórica do estudo das propriedades de trans-

porte em sólidos cristalinos. Calculamos também o coeficiente de transmissão para alguns

tipos de cadeias unidimensionais discretas com defeitos distintos, com o intuito de mostrar

de maneira simples a aplicação do método utilizado ao longo dodesenvolvimento do tra-

balho. Já no capítulo 3, apresentamos uma revisão bibliográfica dos primeiros trabalhos

no âmbito de mecânica quântica não-hermitiana, apresentamos formulação da mecânica

quântica não-hermitiana PT -simétrica desenvolvida por Bender e Boetcher, e por fim

mostramos algumas aplicações de hamiltonianos não-hermitianos em trabalhos que estu-

dam fenômenos de transporte. No capítulo 4, realizamos um estudo sobre não-linearidade

e seu impacto nos fenômenos de transporte.

No capítulo 5 unimos o fenômeno da não-hermiticidade e da não-linearidade a fim

de investigar a possibilidade de obtenção de transporte robusto unidirecional. Para isso,

determinamos de forma analítica a solução de estado estacionário para as ondas planas

inseridas em uma cadeia tipo tight-binding com um defeito não-linear e não-hermitiano. O

defeito foi modelado pela equação de Ablowitz-Ladik com um termo de hopping não-linear

conectando-o à cadeias laterais lineares e hermitianas. A não-hermiticidade foi introdu-

zida ao considerar a contribuição não-linear presente na amplitude do hopping entre o
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sítio do defeito e seus sítios vizinhos. A quebra da paridade devido a tal contribuição

não-linear do hopping também foi considerada para investigar o surgimento do transporte

não-recíproco. Utilizamos o método interativo para calcular analiticamente os espectros

de transmissão e reflexão para as ondas planas com número de onda k. Ambos os casos

de incidências, lado esquerdo e direito, foram considerados. Em particular, exploramos a

possibilidade de conseguir uma operação semelhante a um diodo devido ao efeito combi-

nado da não-hermiticidade e da não-linearidade. A não-hermiticidade gera ganho e perda

de energia, bem como algum grau de transmissão assimétrica. Esse comportamento é

fortemente aprimorado quando a não-linearidade promove o surgimento de multiestabili-

dade. Analisamos os espectros dos fatores de retificação tanto para as componentes da

onda transmitida quanto refletida. Uma retificação eficiente da componente transmitida

foi alcançada no regime de um defeito não-hermitiano e não-linear fortemente assimétrico,

exceto para ondas com comprimentos de onda muito curtos. Também mostramos que os

pacotes de ondas gaussianos também são retificados de maneira eficiente. Por outro lado,

o fator de retificação para a componente refletida exibe uma forma complexa com uma

eficiência significativa limitada a regiões espectrais estreitas.

Esperamos que os principais aspectos dos resultados reportados aqui sejam válidos

para as propriedades de transporte associadas a fenômenos ondulatórios gerais, como:

excitações acústicas, magnéticas, ópticas e elétricas. Nesse sentido, cadeias não-lineares

não-hermitianas aparecem como candidatas interessantes para compor uma nova classe

de dispositivos com potenciais aplicações tecnológicas. Dentre as possíveis extensões do

presente trabalho, podemos citar o estudo das propriedades de transmissão de estrutu-

ras com outros tipos de defeitos não-hermitianos (como o potencial on-site complexo),

cadeias não-hermitianas com desordem e cadeias bidimensional acopladas por defeitos

não-hermitianos e não-lineares. Esperamos que futuros estudos ao longo desta direção

possam contribuir para difundir e consolidar o formalismo não-hermitiano da mecânica

quântica.
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7

APÊNDICE

A. Prova do Teorema de Bloch

Para provar o teorema de Bloch iremos definir um operador de translação TR que,

para cada vetor ~R da rede de Bravais, de modo que ao operar em qualquer função f(~r),

altera o argumento por ~R, ou seja:

TRf(~r) = f(~r + ~R). (7.1)

Aplicando TR em H(~r)ψ(~r), temos:

TRH(~r)ψ(~r) = H(~r + ~R)ψ(~r + ~R). (7.2)

Levando em consideração o fato que H(~r) é periódica e usando a Eq. (7.1), podemos

escrever

TRH(~r)ψ~r = H(~r)TRψ(~r). (7.3)

Portanto,

TRH(~r) = H(~r)TR. (7.4)

Aplicações sucessivas de TR em ψ(~r) levam a:

TR′TRψ(~r) = TR′ψ(~r + ~R)

= ψ(~r + ~R + ~R′). (7.5)

Trocando a ordem dos operadores, obtemos a mesma expressão acima. Logo, podemos

escrever:

TRTR′ = TR′TR = TR+R′ . (7.6)
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Como visto na Eq. (7.4), TR e H(~r) são operados que comutam. Da mecânica quân-

tica sabemos que quando dois operados comutam há uma base na qual os autoestados dos

operadores são simultâneos. Levando esse fato em consideração e escrevendo as equações

de autovalores para TR e H(~r), temos:

H(~r)ψ(~r) = Eψ(~r) (7.7)

TRψ(~r) = c(~R)ψ(~r). (7.8)

Os autovalores c(~R) dos operadores de translação estão relacionados pela Eq. (7.6):

TR′TRψ(~r) = c(~R)TR′ψ(~r) = c(~R)c(~R′)ψ(~r), (7.9)

por outro lado:

TR′TRψ(~r) = TR+R′ψ(~r) = c(~R + ~R′)ψ(~r). (7.10)

Dessa forma, os autovalores devem obedecer a relação:

c(~R + ~R′) = c(~R)c(~R′). (7.11)

Sejam ~ai os três vetores primitivos para a rede de Bravais. Podemos escrever c(~ai)

como:

c(~ai) = e2πixi . (7.12)

Veremos a seguir que para condições de contorno adequadas, xi deve ser real, mas, por

ora, eles podem ser considerados números complexos gerais.

Sendo ~R um vetor geral da rede de Bravais dado por:

~R = n1~a1 + n2~a2 + n3~a3, (7.13)

e aplicando o operador de translação sucessivas vezes, podemos escrever:

c(~R) = c(~a1)
n1c(~a2)

n2c(~a3)
n3

= e(2πix1)
n1e(2πix2)

n2e(2πix3)
n3

= e[2πi(x1n1+(x2n2+(x3n3)]. (7.14)
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Sabendo que:

2πi(x1n1 + x2n2 + x3n3) = ~k. ~R, (7.15)

sendo ~k = x1~b1 + x2~b2 + x3~b3 e ~bi os vetores da rede recíproca que satisfazem biaj = 2πδij.

Portanto, c(~R) = ei
~k. ~R. Em resumo, mostramos que podemos escolher os autoesta-

dos de H(~r), de tal forma, que, para cada vetor ~R da rede de Bravais, temos:

TRψ(~r) = ψ(~r + ~R) = c(~R)ψ(~r)

ψ(~r + ~R) = ei
~k. ~Rψ(~r), (7.16)

que é exatamente o teorema de Bloch, dado na Eq.(2.5).
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B. Os Postulados da Mecânica Quântica

Mostraremos aqui alguns axiomas fundamentais da mecânica quântica (COHEN et

al., 1977), que formam a sua base e caracterizam a teoria:

• Descrição do Estado de um Sistema Físico (Axioma 1)

Em um dado instante de tempo t0, o estado de um sistema físico é definido

especificando-se um ket |ψ(t0)〉 que pertence ao espaço de estado ε do sistema.

Sendo ε o espaço vetorial de Hilbert. Vale notar que, o primeiro axioma implica no

princípio da superposição, ou seja, a combinação linear de vetores de estado também

é um vetor de estado.

• Descrição das Quantidades Físicas (Axioma 2)

Toda quantidade física A é descrita por um operador A, atuando em ε; este

operador é um observável. O operador A é, por definição, um operador her-

mitiano, portanto: A = A†.

Esse postulado introduz uma diferença fundamental entre a mecânica clássica e a

quântica: em mecânica quântica o estado físico de um sistema é representado por

um vetor, enquanto uma quantidade física é representada por um operador.

• Medida das Quantidades Físicas (Axioma 3)

O único resultado possível da medida de uma quantidade física A é um dos

autovalores do observável correspondente A.

Como A é, por definição, hermitiano, uma medida de A sempre resultará num valor

real. Vale notar ainda que, se o observável A é discreto, isso implica na quantização

dos resultados da medida.

• Princípio da Decomposição Espectral (Axioma 4)
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Primeiro, vamos assumir que o espectro de A é inteiramente discreto. Se todos os

autovalores an de A são não-degenerados, existe, então, um único autovetor |un〉

associado a cada um deles, dessa forma:

A |un〉 = an |un〉 . (7.17)

Como A é um observável, o conjunto de |un〉, o qual nós tomamos como normalizado,

constitue uma base no espaço vetorial ε, dessa forma o vetor de estado |ψ〉 do

sistema, pode ser escrito como:

|ψ〉 =
∑
n

cn |un〉 . (7.18)

É postulado então que, a probabilidade P(an) de encontrar an em uma medida de

A, é:

P(an) = |cn|2 = | 〈un|ψ〉 |2. (7.19)

Caso de um Espectro Discreto Não-Degenerado: Quando a quantidade física A

é medida em um sistema com vetor de estado normalizado |ψ〉, a probabilidade

P(an) de obter o autovalor an não-degenerado do observável correspondente

A é: P(an) = |〈un|ψ〉|2, sendo |un〉 o autovetor normalizado de A associado ao

autovalor an.

Consideraremos agora o caso em que os autovalores an são degenerados, com isso

temos:

A |uin〉 = an |uin〉 ; i = 1, 2, ..., gn (7.20)

e |ψ〉 pode ser expandido na base ortonormal {|uin〉}

|ψ〉 =
∑
n

gn∑
i=1

cin |uin〉 . (7.21)

Neste caso, a probabilidade é definida por:

P(an) =

gn∑
i=1

|cin| =
gn∑
i=1

| 〈uin|ψ〉 |2. (7.22)
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Caso de um Espectro Discreto e Degenerado: Quando a quantidade física A é

medida em um sistema com vetor de estado normalizado |ψ〉, a probabilidade

P(an) de obter o autovalor an do observável correspondente A, é:

P(an) =
∑gn

i=1 | 〈uin|ψ〉 |2,

sendo gn o grau de degenerescência de an e {|uin〉}(i = 1, 2, ..., gn) é um conjunto

de vetores que formam uma base no sub-espaço εn associado com o autovalor

an de A.

Por fim, consideraremos o caso em que o espectro deA é contínuo e, por simplicidade,

não-degenerado.

Caso de um Espectro Contínuo e Não-Degenerado: Quando a quantidade física

A é medida em um sistema com vetor de estado normalizado |ψ〉, a probabili-

dade dP(α) de obter um resultado entre α e α + dα, é:

dP(an) = | 〈vα|ψ〉 |2,

sendo |vα〉 o autovetor de A associado ao autovalor α.

• Redução do Pacote de Onda (Axioma 5)

Se a medida da quantidade física A em um sistema físico no estado |ψ〉 fornece

o resultado an, o estado do sistema imediatamente após a medida é a projeção

normalizada, Pn|ψ〉√
〈ψ|Pn|ψ〉

, de |ψ〉 no sub-espaço εn associado ao autovalor an.

• Evolução Temporal (Axioma 6)

A evolução temporal de um vetor de estado |ψ(t)〉 é governada pela equação

de Schrödinger:

i~ d
dt
|ψ(t)〉 = H(t) |ψ(t)〉,

sendo H(t) o observável associado com a energia total do sistema.
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