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RESUMO

AMORIM, S. R. (2017). Quatro Aplicacdes da Algebra Linear na Engenharia.
(Monografia de Graduacdo) — Curso de Engenharia Civil, Universidade Federal de

Alagoas, Delmiro Gouveia, 2017.

Este trabalho é direcionado, principalmente, aos estudantes de Engenharia e tem
como foco principal apresentar aplicagdes da Algebra Linear nesse campo, com 0
intuito de motivar os graduandos em Engenharia, relacionando a teoria com a
realidade dos problemas que, certamente, enfrentar&do no exercer das suas
atividades profissionais. Neste contexto, sdo apresentadas quatro aplicacdes. A
primeira delas trata de circuitos elétricos basicos, onde é mostrado que € possivel
determinar as tensdes e as correntes elétricas de um circuito por meio da resolugéo
de um sistema linear, contetido basico da disciplina de Algebra Linear. A segunda
aplicacao utiliza os conceitos sobre transformacfes lineares para determinar o
posicionamento de um braco robdtico no plano e que, para este fim, é necessario
utilizar composicao de matrizes de rotacdo e translacdo em eixos definidos. A
terceira aplicacdo envolve sistemas de equacdes lineares de primeira ordem para
descrever as equacOes de posicdo e velocidade de um sistema de uma mola presa
a parede com uma particula de massa m em sua extremidade. Para se chegar a tais
equacBes nao foi considerada a presenca de atrito e de outras forcas externas.
Utilizando a Segunda Lei de Newton juntamente com a Lei de Hooke para a mola, foi
possivel chegar a uma equacao linear de segunda ordem para o posicionamento da
particula e, em seguida, foi possivel resolver o problema por meio de um sistema de
equacOes de primeira ordem que forneceu, simultaneamente, as equacbes de
velocidade e deslocamento dos sistema da mola. Devido a natureza senoidal da
solucdo encontrada o sistema mecénico da mola é conhecido como oscilador
harmoénico simples. A quarta aplicacdo, ainda relacionada a sistemas de equacdes
lineares de primeira ordem, trata do deslocamento dos andares de um edificio
devido a um terremoto. Para tal, foi utilizada a problematizacdo envolvendo um
terremoto e seu impacto sobre um prédio com n andares, usando-se conceitos de
Mecanica Newtoniana, como a Segunda Lei de Newton e a Lei de Hooke. Para a
Modelagem Matemética, utilizou-se como base um sistema de n equacdes
diferenciais de segunda ordem, em que cada equacao do sistema descreve/modela
o efeito do abalo sismico no n-ésimo andar de um edificio.

Palavras — Chave: Aplicacdo; Engenharia; Algebra Linear.



ABSTRACT

AMORIM, S. R. (2017). Quatro Aplicacbes da Algebra Linear na Engenharia.
(Monografia de Graduacao) — Curso de Engenharia Civil, Universidade Federal de

Alagoas, Delmiro Gouveia, 2017.

This work is mainly directed to Engineering students and has like main focus to
present applications of Linear Algebra in this field, with the purpose of motivating
Engineering graduates, relating the theory with the reality of the problems that will
certainly face in the exercise of their professional activities. In this context, four
applications are presented. The first one deals with basic electrical circuits, where it is
shown that it is possible to determine the voltages and electrical currents of a circuit
by solving a linear system, basic content of the Linear Algebra discipline. The second
application uses the concepts in linear transformations to determine the positioning of
a robotic arm in the plane and that, for this purpose, it is necessary to use
composition of rotational and translational matrices in defined axes. The third
application involves systems of first order linear equations to describe the equations
of position and velocity of a system of a spring attached to a wall with a particle of
mass m at its end. To get such equations it was not considered presence of friction
and other external forces. Using Newton Second Law with Hooke Law for the spring,

it was possible to arrive at a second order linear equation for the positioning of the
particle and then it was possible to solve the problem by means of a system of first
order equations which have provided , simultaneously, equations of velocity and
displacement of the spring system. As a consequence of the sinusoidal nature of the
solution found, the mechanical system of the spring is known as a simple harmonic
oscillator. The fourth application, still related to systems of linear equations of the first
order, deals with the displacement of the floors of a building because an earthquake.

For that, a problem was used involving an earthquake and its impact on a n floors
building, using concepts of Newtonian Mechanics, like Newton's Second Law and

Hooke's Law. For Mathematical Modeling, it was used as basis a system of n second

order differential equations, where each system equation's describes / models the
effect of the seismic shock on the nth floor of a building.

Keywords: Application; Engineering; Linear algebra.
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1 INTRODUCAO

1.1 Consideracdes Iniciais

O estudo da algebra linear, apresentada como disciplina obrigatéria em
diversos cursos universitarios como Matematica, Fisica e Engenharias, geralmente é

de dificil assimilacéo pelos estudantes.

Ao iniciar um curso como Engenharia Civil, o aluno procura relacionar os
conteudos curriculares as suas aplicacdes praticas para, assim, entender a
importancia desse estudo. Porém, quando o assunto € algebra linear, € notavel o
alto indice de desinteresse e a alta taxa de reprovag¢do dos alunos de graduacéo.
Por ser uma disciplina muito abstrata, sua didatica dedica-se quase que inteiramente
a explicacbes e demonstracdes do ponto de vista geral, muitas vezes deixando de

lado suas aplicacoes.

Dando foco aos cursos de Engenharia, € de grande importancia apresentar
aos alunos os grandes avancos provindos da aplicacdo da algebra linear.
Com a informética e o desenvolvimento de programas cada vez mais sofisticados,
varios modelos lineares possibilitaram algumas aplicacdes dos conteudos da
disciplina na modelagem matematica de problemas e situacdes concretas em
engenharia como:(POFFO, 2011)

e Equacdes lineares em decisfes gerenciais;

e Circuitos eletrénicos e exploracao de petroleo;

e Algebra matricial em computac&o gréfica;

e Determinantes em calculo de areas de volumes de sélidos poliédricos;
e Espacos vetoriais em sistemas de controle;

e Autovalores e autovetores em sistemas dinamicos, entre outros;
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Neste trabalho, serdo apresentadas 4 (quatro) aplicagbes da algebra linear na
Engenharia, de forma bastante didatica. S&o elas:

e Circuitos Elétricos;

e Posicionamento de um braco robatico;

e Aplicacéo de Sistemas de Equacgdes Diferenciais de Primeira Ordem:
- O oscilador harménico simples

- O deslocamento dos andares de um edificio devido a um terremoto.

1.2 Justificativa

Todo profissional da érea de engenharia deve procurar solugdes para
problemas que surgem ao exercer a profissdo. Para isso, € necessario saber utilizar
a melhor ferramenta que viabilize seu trabalho e tomar decisbes que otimizem,

conjuntamente, tempo e recursos.

Dessa forma, é preciso que tal profissional tenha uma boa base académica.
Porém, uma pesquisa do Sistema de Transparéncia da UFF (Universidade
Federal Fluminense) aponta uma alta taxa de reprovacdo em disciplinas como
Célculo diferencial e integral, Geometria Analitica, Fisica e Algebra Linear, sendo

esta Ultima uma das que mais reprovam e retém alunos nos cursos de graduacao.

Estudar Algebra Linear ndo é uma tarefa facil, requer muito esforco do aluno e
€ um grande desafio, pois € costume o contetdo ser apresentado de modo abstrato
deixando de lado as aplicacfes. Essa deficiéncia na exposicdo acaba muitas vezes
desmotivando o discente, que se dedica a disciplina apenas para cumprir a grade

curricular.

1.3 Objetivo Geral

O objetivo geral deste trabalho consiste em motivarmos graduandos em
engenharia a se dedicarem ao estudo da Algebra Linear, através da exposicdo de

quatro aplicagbes dessa disciplina as Engenharias, a saber: circuitos elétricos,
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posicionamento de um braco robético, o oscilador harménico simples e modelo de
deslocamento de andares de um edificio por meio de sistemas de equacbes

diferenciais.

1.4 Objetivos Especificos

Tendo como foco a formacdo de profissionais, 0s objetivos especificos deste
trabalho séo:

e Mostrar a relacdo da Algebra Linear com disciplinas da grade curricular por
meio das aplicacdes.

e Situar o aluno na disciplina e apontar a relagdo direta com a profissdo de
engenheiro; e

e Contribuir para a melhoria do indice de aprovacdo dos alunos de engenharia
nesta disciplina;

Este trabalho encontra-se organizado de modo que o discente ndo precise
recorrer o tempo todo a um livro de Algebra Linear. Em cada capitulo, encontra-se
uma breve exposicdo dos conteidos de Algebra Linear necessarios ao

entendimento da aplicacdo correspondente.

No Capitulo 2 discutimos circuitos elétricos e sua relacdo com a solucdo de
sistemas lineares. Inicialmente sdo apresentados alguns conceitos sobre sistemas
lineares. Em seguida é feita uma abordagem sobre circuitos elétricos e sobre as leis
gue descrevem seu comportamento, finalizando o capitulo com a resolucdo de um
circuito. No Capitulo 3 discutimos sobre o deslocamento de um braco robético e sua
relacdo com transformacdes lineares. Inicialmente é apresentado um modelo de
braco robdtico e, em sequéncia, toda a conceituacdo necessaria sobre
transformacdes lineares para o estudo do posicionamento no brago robético no
plano. Como complemento, no final do capitulo é apresentado o estudo do
posicionamento do braco robdtico no espaco. No Capitulo 4 discutimos
sobre o oscilador harménico simples e sobre um modelo de deslocamento de
andares de um edificio por meio de sistemas de equagles diferenciais. Para
isso, 0 capitulo comeca com o estudo necessario sobre equagfes diferenciais

ordinarias e sistemas de equagfes diferenciais, finalizando com as aplicagoes.
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2 CIRCUITOS ELETRICOS

2.1 Método de Gauss — Jordan

Um sistema de equacdes lineares é dito na forma aumentada quando na sua
forma matricial aparecem apenas os coeficientes das variaveis na mesma posicao

em que estas sao apresentadas. Tomando como exemplo o sistema linear abaixo

x+y+2z=9
2x+4y—-3z=1
3x+6y—5z=0

sua forma aumentada é:

1 1 2 9
2 4 -3 1
3 6 =5 0

Uma matriz esta na forma escalonada quando atende aos seguintes critérios:

1. Se uma linha ndo consistir s6 de zeros, entdo o primeiro nimero nao-nulo
da linha é 1, que recebe o nome de lider ou pivé;

2. Caso haja linhas de zeros, estas devem ficar juntas na parte inferior da
matriz;

3. Em duas linhas sucessivas que nao contenham apenas zeros, o lider da
linha inferior deve ficar posicionado mais a direta que o lider superior;

4. Para que a matriz figue na forma escalonada reduzida por linhas, é
necessario que cada coluna que contenha um lider tenha zeros nas
demais entradas. Neste ultimo caso, sendo o sistema consistente, a
solucéo fica evidente (KOLMAN, 2011).

O meétodo de Gauss-Jordan € um método de escalonamento que consiste em
aplicar operacdes elementares (multiplicar uma linha por um escalar nao-nulo,

substituir uma linha por ela somada a outra ou trocar duas linhas de posicéo) as
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linhas da matriz aumentada de um sistema, até que ela esteja na forma escalonada
reduzida (ANTON, HOWARD, 2001).

Para escalonar uma matriz basta aplicar operacfes elementares sobre as
linhas. As operacfes visam a colocacdo dos lideres e as entradas de zeros. Assim,
deve-se multiplicar uma linha inteira por uma constante ndo-nula, trocar duas linhas

entre si ou ainda somar multiplos convenientes de uma linha a outra.

Sabe-se da Algebra Linear que ao aplicarmos as operagdes elementares as
linhas da matriz aumentada, o conjunto solugcdo do sistema correspondente nao €

alterado.
EXEMPLOS
Ex.1: Encontre a solucdo do sistema abaixo
x+y+3z=0
xX—2y+z=3
3x +5y—z=-2

Colocando a matriz na forma aumentada tem-se

1 1 3| 0
1 -2 1| 3
3 5 —-11-=-2
1) Multiplicar a linha 1 por -1 e somar a linha 2
1 1 31 0
0 -3 -=-2| 3
3 5 —=11-=2
2) Multiplicar a linha 1 por -3 e somar a linha 3
1 1 310
0 -3 -=2| 3
0 2 -101-2

3) Dividir a linha 3 por 2 e trocar com a linha 2

1 1 3 0
0 1 -5 -1
0o -3 =213

4) Multiplicar a linha 2 por 3 e somar a linha 3
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1 1 3 0
[0 1 =5 —1]
0 0 -171 0
5) Dividir a linha 3 por -17
1 1 31 0
[0 1 -5 —1]
0 o0 11 0
6) Multiplicar a linha 2 por -1 e somar a linha 1
1 0 8] 1
0 1 -=5(-1
0 o 11 0

7) Multiplicar a linha 3 por 5 e por -8 e somar as linhas 2 e 3, respectivamente

1 0 0] 1
0 1 O0f-1
0 O 110

Logo, o conjunto solugéo é {x,y,z} = {1,—1,0}.
Ex. 2: Encontre a solucao do sistema abaixo
X +2y+z=2
x-y—2z=28
2x+y—z=10

Colocando a matriz na forma aumentada, tem-se:

1 2 1 2

1 -1 -2| 8

2 1 -11 10
1) Trocar a linha dois pela linha 3

1 2 1 2

2 1 -1 10

1 -1 -2 8

2) Multiplicar a linha 1 por -2 e depois por -1 e somar as linhas 2 e 3,

respectivamente
1 2 1] 2
0 -3 —-3| 6
0 -3 =31 6
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3) Dividir as linhas 2 e 3 por -3

1 2 1| 2
0o 1 1] -2
0O 1 11 -2

4) Multiplicar a linha 2 por -1 e somar a linha 3

1 2 1| 2
0 1 1] =2
0 0 o0l O
5) Multiplicar a linha 2 por -2 e somar a linha 1
1 0 -—-1] 6
o 1 1| =2
0O 0 O 0

Conjunto solugdo {x =6 +z; y =-2—2z z},vzeR

Ex. 3: Encontre a solucao do sistema

x—3y=3

2x —6y =1
A matriz aumentada é
[1 -3 3]
2 —611
1) Multiplicar a linha 1 por -2 e somar a linha 2

Fry
0 o0l =5

Conjunto solugdo = @.

Sempre que em um sistema linear o nimero de equacdes e de incognitas é
igual, a existéncia de solucdo unica é determinada pela dependéncia linear entre as

linhas da matriz T formada pelos coeficientes do sistema.
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No Ex. 1, as trés linhas de T s&o linearmente independentes e o sistema possui
solucdo unica. Quando as linha de T ndo sao linearmente independentes o sistema

pode possuir infinitas solugdes (Ex.2) ou ndo possuir solugéo (Ex.3).

2.2 Circuitos Elétricos

Um circuito elétrico é composto, basicamente, por geradores e resistores. Os
geradores criam correntes elétricas que tém suas magnitudes limitadas pelos

resistores (Figura 1).

I gorrente elétrica

Gerador V _| R Resistor

+

Figura 1: Representacdo de um circuito simples
FONTE: autor

Os circuitos elétricos possuem trés quantidades fisicas béasicas: o potencial
elétrico V (em volts = V), a resisténcia R (em ohms = ()) e a corrente elétrica | ( em

ampeéres = A).

Um exemplo basico de gerador € uma bateria, que mantém uma diferenca de

potencial constante entre seus dois terminais.

7

O resistor é responsavel por gerar uma queda de potencial ao resistir a
intensidade da corrente elétrica. Essa energia pode ser dissipada, por exemplo, de
forma térmico-luminosa, como no caso das lampadas, ou de forma térmica como no
caso de um chuveiro elétrico (SERWAY, 2011).

Os resistores podem ser posicionados em série ou em paralelo. Quando a
corrente elétrica é continua nos resistores entdo estes estdo em série; quando ha

divisdo de corrente, entédo estdo em paralelo (HALLIDAY, 2011).
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Uma das maiores necessidades para montagem de um circuito ou para sua
avaliacdo é descobrir qual a corrente elétrica em cada trecho do circuito, assim
como as quedas de potencial. As intensidades de corrente e as quedas de tenséo
podem ser tanto positivas quanto negativas, isso vai depender do fluxo da corrente

no circuito, sendo este governado por trés principios bésicos:

1. A Lei de Ohm: A diferenca de potencial através de um resistor € o produto da
corrente que passa por ele e a resisténcia; ou seja
V = RI

2. A Lei de Corrente de Kirchhoff: Em qualquer juncdo ou né (ponto de
ramificacdo) em um circuito onde a corrente pode se dividir, a soma das
correntes que chegam no né devem ser iguais a soma das correntes que
saem do no.

I:I:l+12

3. A Lei das malhas ou Lei de Voltagem de Kirchhoff: Ao percorrer qualquer
malha fechada, a soma algébrica das variagbes no potencial ao longo da
malha deve ser igual a zero (TIPLER, PAUL ALLEN, 1993).

Com essas informacdes, € possivel determinar as correntes I4,I,elzdo

circuito mostrado na (Figura 2).

a b c
+ 12 Q 3,00 .
18V — 6,0 Q . 21V
3,0Q
— A

f e d
"W\
6,0 Q)

Figura 2: Circuito com guantidades fisicas estabelecidas
FONTE: Tipler, Paul Allen, 1993.



21

Este circuito apresenta dois resistores em paralelo que podem ser

substituidos por uma resisténcia equivalente R.,, onde

RiR,
R. =
1 R, +R,
Assim:
36
Rea=376= 21

E necessario admitir um sentido para a corrente e identificar cada corrente no
ramo. Caso a corrente resulte em um valor negativo, significa que o fluxo € o oposto
ao tomado inicialmente. Estas correntes nos ramos podem ser identificadas
aplicando-se a lei dos n6s na juncao b ou e, juntamente com a lei das malhas duas

vezes.

O circuito pode ser redesenhado (Figura 3) para as correntes e seus sentidos

na malha.

18V —— 21V

I
Figura 3: Sentido das correntes nas malhas
FONTE: Tipler, Paul Allen, 1993.

Aplicando a lei dos nés em b, tem-se:
I=L+1,

Aplicando a lei das malhas em abefa obtém-se uma equacdo que envolve

lel,.
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18V — (12 Q)1 — (6,0 Q)I; =0

Aplicando a lei das malhas em bcdeb obtém-se outra equagcdo que envolve

Liel,.
—BOoW+21V =200, + (6,001 =0

Agora € necessario resolver o sistema de equacdes lineares para determinar

as correntes.
I=1,+1, )
18 —121—-6I; =0  (ii)

21 —512+611=0 (lll)

Dividindo a equacéo (ii) por 6:

3-21-1;=0 (i0)
21 —=5l,+6l1=0 (lll)

A matriz aumentada para este sistema é

-2 -1 0

[ 1 -1 -1
0 6 =5

0
-3
21

Esse sistema € consistente, possui solu¢do Unica, pois apresenta 0 numero
de equacdes igual ao numero de incognitas e a matriz dos coeficientes possuem

linhas linearmente independentes.

De modo geral, ao se deparar com um sistema como esse, um estudante
deve utilizar algum método para resolucdo de sistemas lineares. Dentre alguns deles
estdo o método de Gauss-Jordan, a regra de Cramer, a retro-substituicdo e métodos

computacionais. Aqui, 0 sistema sera resolvido pelo método de Gauss-Jordan,
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representado o sistema na forma matricial e encontrando a solugdo por meio de
escalonamento.

2.3 Determinando as correntes pelo método de Gauss-Jordan

O sistema inicial é dado por:
I-1,-1,=0
-21-11+0I, =-3
0l +6l; —5I, =—21
Representando na forma aumentada, tem-se:

1 -1 -1 0
-2 -1 0 -3

0 6 -5 =21

Passo 1: multiplicar a primeira linha por 2 e somar o resultado a linha 2.

1 -1 -1 0
0 -3 -2 -3
0 6 -5 =21

Passo 2: multiplicar a linha 2 por 2 e somar o resultado a linha 3.

1 -1 -1 0
0 -3 -2 -3

o o -9 =27
o _ -1
Passo 3: multiplicar a linha 3 por ry
1 -1 -1 0
0 -3 -2 =3
0 O 1 3

Passo 4: multiplicar a linha 3 por 1 e somar a primeira e depois por 2 e somar
a segunda.

1 -1 0
0 -3 0

0 0 1

w w w
[ —
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.. . -1 . \
Passo 5: multiplicar a linha 2 por — € manter, depois somar o resultado a

linha 1.

(e)

1 0 0 2
[ 1 0 —1]
0 0 1 3

Assim, tem-se [ = 2,04, I, = —1,0Ael, = 3,0 A. Como a corrente I, resultou

em valor negativo, o seu sentido na malha é o oposto do indicado inicialmente.

Utilizando V =R.,-1,, pode-se determinar a queda de potencial na

combinacdo em paralelo formada pelos resistores de resisténcia de 3,0 Q e 6,0 Q.

Assim:
V=2-3=6,0Volts

Fazendo I, = I; + I,, tem-se para o resistor de 3,0 Q:

6=3"1I3

L=2A
E para o resistor de 6,0 Q:

6="6-1,

LL=104

Nota-se a importancia da utilizacdo de um sistema de equacdes lineares,

assunto basico da disciplina de Algebra Linear.

O circuito apresentado possui apenas 3 malhas, porém existem circuitos com

iniumeras malhas, o que gera uma grande quantidade de equacdes com n variaveis.

Caso os sistemas lineares sejam muito grandes, dificultado o célculo a méo, é
facil implementar tais sistemas em programas especificos como, por exemplo, o

MatLab, que ja possui algoritmos prontos para resolver esse tipo de problema.
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3 POSICIONAMENTO DE UM BRACO ROBOTICO

Um braco robdtico € um dispositivo dotado de articulacbes (Figura 4)
programado para executar atividades com inumeras finalidades e destinado,
principalmente, a substituir a atividade fisica do homem nas tarefas repetitivas,
perigosas e que muitas vezes exigem precisdo e cuidado redobrados (ALMEIDA,
2015)

R
NS

7%

Figura 4: Esquema de articula¢des
FONTE: Autor

Nesta aplicacdo da Algebra Linear, sera possivel entender como se da a
dindmica de um braco roboético levando-se em consideracdo apenas as suas

variacfes de posi¢ao no plano e no espaco por meio da descricdo matematica.

Inicialmente, considere a representacdo no plano de um braco robético com

apenas dois graus de liberdade (Figura 5-a).

(b)

Figura 5: Posic¢éo inicial (a); Posi¢éo final (b)
FONTE: ALMEIDA, 2015 (adaptado)
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Nessa representacgéo estéo indicados os comprimentos d, d, e d5 dos elos, e

0s angulos da posicao inicial do braco com base no ponto P. Ao executar um
movimento no plano, obtém-se uma nova configuracdo como mostra o esquema da
(Figura 5-b). Como efeito desse movimento, o ponto P, de coordenadas iniciais

(x0,¥0), agora apresenta coordenadas (x;, y,).

O problema consiste em determinar as novas coordenadas de P e veremos
que, para isso, € necessario conhecimento de contetdos especificos da Algebra
linear, como transformacdes lineares, mais especificamente as combinacdes das
transformacoes de rotacédo e translacéo, que geram os elementos para construcao
de uma matriz M, responséavel pela obtencdo das novas coordenadas.

3.1 Transformacdes Lineares

Uma transformacéo linear € uma funcdo da forma T:R™ - R™ que leva ou

aplica R™ em R™ e que deve satisfazer a seguintes condicoes:

1) Tw+w)=Tw)+Tw);,
2) T(kv) = kT (v) para qualquer escalar k.

Ex. 1: A transformacéo T: R? - R dada por:
T(x) = T(xq,x3) = (x1 + x2,3x1 + x5, —4x1 — 23)
é uma transformacéo linear uma vez que:

1) Tx+y)=Tx)+TQ)
T(x) + T(y) = (x1 + %2, 3% + %3, —4x; — 2x3) + (y1 + Y2, 3y1 + Y2, —4y1 — 2y7)
T(x+y)=(x1 +y1+x; +¥2, 3% +3y1 + x2 + ¥y, —4x,—4y; — 2x, — 2y;)

2) T(kx) = kT(x)
= (kxq + kxy,3kxq + kx,, —4kx; — 2kxy) = k(xq + x5, 3x1 + x5, —4x; — 2x3)

Em particular
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T(1,3) =(1+3,3-1+3,-4-1-2-3) =(4,6,—10)
e ainda T(0,0) = (0,0,0).

E facil mostrar que toda transformac&o linear sempre leva a origem do R™ na
origem do R™, conforme verificamos no exemplo acima. Dito de outro modo, se uma

aplicacdo T: R™ - R™ é tal que T(0) # 0, entdo T n&o € linear.

3.1.1 Transformacdes Lineares e Matrizes

Toda matriz A,,,, induz uma transformacéo linear T: R™ — R™. Basta definir
T(x) = Ax; onde o vetor x € identificado com uma matriz coluna com n linhas.

Assim, por exemplo, considere a matriz A e o vetor x abaixo:

entdo A induz a transformacéo matricial T: R®> -» R? dada por x — Ax

A(x,y,z) = ]=(2x+y+32,x+2y)

2 1 3]_ x _[2x+y+32
1 2 ol [V |71 x+2y

De modo reciproco, toda transformacado linear T:R™ - R™ pode ser
representada de forma matricial, isto €, sempre existe uma matriz A,,,,, tal que

T(x) = Ax. A matriz que representa a transformacéo linear do exemplo 1 é:

T(x) =T(xq,x5) = (x1 + x9,3%1 + X5, —4x; — 2%5)
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3.1.2 Composigao de Transformagodes

Dadas duas transformacoes:

Ty = R™ > R™

T, = R™ — R¥

e suas respectivas matrizes A, e A,, isto é:

Ti(v) = Av

T,(w) = A,w

A composicao T; = T,0T,, de T, com T,, € tal que:

T3:T20T1 :RTl_)Rk

onde,

T3 = (Al 'Az)v, Vv € RTL

Assim, a matriz que representa T; € 0 produto das matrizes que
representam T,e T, nessa ordem (ANTON, HOWARD, 2001).

3.2 Rotacédo no Plano

28

A transformacéo linear que gira um vetor em R? por um angulo fixado 6 é

chamada de rotacéo.
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Com o auxilio da (Figura 6), ndo é dificil encontrar a matriz de rotagdo em RZ2.

y _
A w = (wq, W)

Figura 6: Rotagéo de um vetor
FONTE: Autor

Considere o operador que gira o vetor no sentido anti-horario por um angulo
positivo 6 fixado. A relacdo de x com w = T(x), vem das relagdes:

x=rcosQ
y=rsen®

w=rcos (6+ @) da b i W =rcos @ cos 6 - r sen@send
a trigonometria =
w =rsen(9+0) 9 w,=rseng cosg +rcosd send
2

fazendo
Wi =xcosf —ysenf

wy, =xsenf + ycos 0
A matriz de transformacgdo em R? &, portanto:

_ [ cosf —senf
sen@ cos@

cosf —senb [x]

T(w)=T@y) = [ sen@ cos@ y


DIRETORIA
Lápis

DIRETORIA
Lápis
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3.3 Translagcdo no Plano

Seja o ponto P da (Figura 7), a translagdo deste ponto na direcdo do vetor

nao-nulo t é dada por:

y4 P
.-"'--.
¥ ...............-;F f_(f:-‘l)
=
: =
X X

Figura 7: Translacdo na direcdo do vetor t
FONTE: ALMEIDA, 2015 (adaptado)

p'=p+t

em forma matricial:
x' X Uy
()=l 1+
Ou ainda,
x' _ 1 0 ve tx
(y’)_[o 1”y]+[ty]
Observe que a translacdo ndo é uma transformacao linear, pois T(0) # 0.

=[]

Esse resultado ndo preserva a origem como nas transformacdes lineares.
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Porém, é possivel adaptar a translacdo para que se possa representa-la como

uma matriz. E o que faremos na préxima secao.

3.3.1 O Plano xy Adaptado

Observe a (Figura 8). Identifique o ponto (x,y) € R2 com o ponto (X, y, 1) no

planoz = 1 em R3.

z=1 —T ?(Xiy! 1)

Figura 8: Plano xy adaptado
FONTE: Autor

Considere no plano z = 1 as operacfes

(1LY, 1)+ (x2,¥2, 1) = (X1 + X2, Y1 + Y2, 1)
k(x,y,1) = (kx,ky, 1), k€R

E imediato verificar que o plano z = 1 com as operacgdes acima definidas é
um espaco vetorial que a partir de agora denotaremos por S. Note que (0,0,1) é o
vetor nulo de S.

Fixado um vetor t=(t,t,, 1) ndo-nulo em S, considere agora a transformacéo

T:S — S, dada por

x t; x+t
T(x,y,1)=<y>+< t2>:<y+t2 )
1 1 1
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Essa transformagéo é equivalente a translagdo no plano e néo € linear, pois
T(0,0,1) = (t1,t,, 1) # (0,0,1)

Contudo T: S — S pode ser representada de forma matricial do seguinte modo

;]

Por outro lado toda transformacdo linear F:R* - R?> no plano, com

10 ¢t
T(x,y,1) = [0 1t
0 0 1

representacao matricial

Fen =[¢ 1]

Esté4 associada a transformacéo linear F: S — S dada por

H

Em particular, a rotacdo no plano esta associada a transformacgédo F:S — S,

F(x,y,1) = [

S 0 Q
oQauT
o O

dada por:

cos8 —senf O X
R(x,y,1)=| sen® cosf 0 l y l
0 0 1 1

O motivo para fazermos todas essas identificacbes € que através delas
podemos representar a composi¢ao de uma translacédo T7:S — S com uma aplicacao
linear F: S - S como um produto de matrizes.

Assim, por exemplo a composicdo de uma rotacdo no plano com uma

translacéo no plano ToR: S — S, € dada por:
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1 0 t; cos9 —senf 0 cos —senf t; x
ToR(x,y,l)z[O 1 t2”sen9 cosH “ l [sene cosH tZH}’l
0 0 1 0 1 1

E necessario observar que a ordem da composicdo é importante. Isto é RoT #

ToR. A (Figura 9-a) e (Figura 9-b), abaixo, ilustram essa diferenca

i ROTACAO 90° | TRANSLAC}AO EM X ‘

Figura 9-a: Rotacao e translac;ao
FONTE: Autor

Z Y4 Z
TRANSLACAO EM Y ROTACAO DE 90°
—> —>
y y y

Figura 9-b: Translacdo e Rotacéo
FONTE: Autor

3.4 Aplicacdo do Brago Robético no Plano

Segundo GATTAS, 2013 apud ALMEIDA, 2015, é mais intuitivo considerar as
transformacdes ocorrendo num sistema de eixos, chamados de eixos locais, que

rodam e transladam, e ndo nos objetos.

Para entendermos a construgdo a seguir, € suficiente considerarmos um
bragco robotico com trés juntas. A ideia geral € que o0s eixos locais estdo
originalmente coincidentes com os eixos globais. A cada transformacao de rotacdo e

translacao, o eixo local muda de posicéo.

Como mostra a Figura 10-b, € necessério definir trés sistemas referenciais

para o estudo das coordenadas. O primeiro deles, que se mantera fixo, € o sistema
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bY

do antebraco, que estd fixado a parede e por esse motivo serd o sistema de
coordenadas global; o segundo esta localizado n junta P1, encontro do antebraco

com o braco, e o terceiro esta localizado na junta P2, encontro do braco com a méao.

FONTE: ALMEIDA, 2015 (adaptado)

O foco desta aplicacdo estd em executar as transformacgfes de translacdo e
de rotacdo e encontrar a matriz de transformacéo M, que é responsavel por levar o

sistema global no terceiro sistema.

Como dito anteriormente, o sistema adotado como global foi o do antebraco.

Denominemos este sistema por {AO}. Onde e; e e, S80 0s vetores da base candnica

do R?, com origem no ponto O (Figura 5-b).

Chamemos de d; o comprimento do brago e de 6; o angulo que o antebraco
faz com o eixo determinado por e;. Seja A = {f},f,} o sistema local obtido da
rotacdo do sistema A° pelo angulo 8, seguida da translacdo na direcédo de e; por um

comprimento d;.

Comecando pela transformacéo de rotacdo, a matriz que a representa é
cos0, —senf; O
Ry=|sen6;, <cosf; O

0 0 1

Em seguida, a matriz de translacéo na direcdo de d,e; € dada por:
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T1=

1 0 d,
010]
00 1

J& vimos o porqué desta ordem. A composi¢ado de T; com R, € dada por:

1 0 d; cos; —-senfB; O cosB; —sen6; d;
TioRy=10 1 0 senf; cosf; 0 |=|sen6; cosb, 0
0 0 1 0 0 1 0 0 1

Chamemos agora de d, o comprimento do antebrago e 6, o angulo que mao
faz com o eixo determinado por f;.

Seja A% = {g,, g,} 0 sistema local obtido da rotacdo do sistema A* pelo angulo
6, seguida da translacéo, na direcéo de f;, por um comprimento d,.

Procedendo como anteriormente, a matriz que representa a rotacéo €

R,=| senf, cos6, 0

cos, —senf, 0 ]
0 0 1

Enquanto que a matriz que representa a translacao é

oo R
o R o
- o8
—

A composicao T,oR, é representada por:

d, cos8, —senB, 0 cos 6, —senf, d,
T20R2 = =

1 0
0 1 0 senf, cosf, O senf, cosbO, 0
0 0 1 0 0 1 0 0 1

Nota-se que houve duas transformagfes sucessivas partindo do referencial

global até o sistema local da méao. Agora imagine que uma transformacéo que leva o

referencial A° ao referencial {4%} como mostra a (Figura 11) abaixo.
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ez e f2.

A° e dq

Figura 11: Transformacéo do referencial A® para o referencial A2
FONTE: Autor

Para levar A° até A% é necessario rotacionar e depois transladar, nessa
ordem, por uma matriz do tipo

cos —senf d;
ToR=| senf® cosf d,
0 0 1

Nessa matriz, o angulo 8 que o referencial A° deve ser rotacionado para ficar
paralelo ao referencial A% é 6, + 6,.
Além disso, note que as coordenadas do vetor translacao t = (t;, t,) para a
transformacéo ToR séo
ty =d; +dycos 6,

t, =d,cos 6;

Entdo a matriz de transformacao do referencial A° para o referencial A% pode

ser reescrita como

cos (0, + 6,) —sen(6, + 0,) dy+d,cosb,
ToR =| sen (6, + 6,) cos(6; + 6,) d,sen 6,
0 0 1



Reduzindo essa matriz a um produto temos

ToR =| sen6; cosb, 0
0 0 1

senf, cosb,
0 0

cosf, —-senb; d; ” cos6, -—sen6, d,

== T10R1 °T20R2
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Observe a ordem que este produto deve ser realizado para obtermos a matriz

final.

Considere agora o referencial local A3, obtido ao translatarmos o referencial

A? para o ponto P sem gira-lo. O ponto P esta localizado no sistema local 4> com

coordenadas(ds, 0). E necessario, agora, apenas transladar de A% para P por meio

da seguinte matriz (o angulo de rotacao € nulo)

1 0 ds
01 0
00

1

T3 =

Entdo, a matriz de transformacéo geral, M, é dada por

M =] senf; cosb, 0 senf, cos6,

cosf; —sen6; d, ] [ cos 6, -—sen@,
0 0 1 0 0

!l

1
0
0

0
1
0

ds
0
1

|

Em particular, para encontrarmos as coordenadas do ponto P no refencial A°

é necessario aplicar a matriz M ao vetor (0, 0, 1), origem de A°. Entdo o ponto em

analise pode ser expresso por

P=M-(0,01)

ou seja,

P=]|sen6; cosb, 0 senf, cosb, 0

cosB, —senb; d; ” cos@, -—senf, d,
0 0 1 0 0 1

Realizando esse produto chegamos a

1 0
0 1
0 0

ds
0
1
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P=]sen(6; + 0,) cos(6; + 6,) d,sen 0, + sen (0, + 6,)d; 0

cos (0, + 6,) —sen(6, + 6,) dy+d,cosB,+cos(6; + 0,)ds ”0]
0 0 1 1

Ex. 1. Seja a posicao inicial do braco robdético dada pela (Figura 12), onde
di=20cm, d, =30cm, d; =14cm, 6, =60° e 6, =—-90°. a) Determinar as
coordenadas do ponto P para esta configuracdo em relacdo ao sistema global e
b) para 6, = 45° e 6, = 45°.

)E[}“ P

Figura 12: Posigéo inicial do brago robdtico
FONTE: Autor

a) O ponto P é obtido diretamente pela insercéo direta dos valores fornecidos

cos (—30) —sen(—30) 20+ 30cos 60 + cos(—30)14 ] [0]

P =| sen(-30) cos(—30) 30sen 60 + sen (—30)14 0
0 0 1 1
47,12
P=] 19
1

b) O ponto P é obtido diretamente pela insergéo direta dos valores fornecidos

sen (90)  cos(90) 30sen 45 + sen (90)14 0
0 0 1 1

41,2
3,2
1

[ cos (90) —sen (90) 20+ 30cos 45 + cos(90)14 ] [0]
P =

P
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4 APLICACAO DE SISTEMAS DE EQUACOES
DIFERENCIAIS DE PRIMEIRA ORDEM

Uma equacdo diferencial € uma expressao da forma

Fv,y,y", ... y™) =0

onde F:R™ - R € uma funcdo de n variaveis e y:R — R € a uma funcdo n-vezes
diferenciavel.

Como exemplo, as seguintes equacdes diferenciais

dy
-z =2
ac 7Y

a’y dy _ 4.
?+f(t)z+ G(t)yy =1,

Observe que as equacdes poderiam ser reescritas na forma
y'+y—-2=0 (1)
y'+fOy +G6Oy—-1=0 (2)

A ordem de uma equacéo diferencial ordinaria € dada pela derivada de ordem
mais alta que aparece na equacao. Assim, a equacéao (1) é dita de primeira ordem e
a equacao (2) é dita de segunda ordem (BOYCE, 2006).

4.1 Equacdo Diferencial Ordinéaria Linear de Primeira Ordem

Uma equacdao diferencial de primeira ordem, em geral, é expressa da seguinte
forma:
y + f)y = h(t), VtER

Tal equacédo é dita homogénea se h(t) = 0 para qualquer t pertencente ao

intervalo a < t < f.Se h(t) # 0, entdo a equacdo € ndo-homogénea.
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Qualquer funcéo diferenciavel y = u(t) que satisfaca essa equacédo para todo t
em algum intervalo € uma soluc¢do da equacéo nesse intervalo. Para encontrar tais
funcdes, caso existam, € necessario desenvolver métodos para encontra-las. Porém,
nao existe um método geral para encontrar tais solucdes, pois ndo existe método
geral para uma fungcdo f arbitrdria, sendo necessario desenvolver métodos
especificos para cada subclasse de equacbes de primeira ordem, como as

equacdes lineares, as equacdes separaveis e as equacdes exatas (GOMES, 2013)

4.1.1 Discussao da Solucéo de Equacdes Lineares e Nao-Lineares

As observacdes entre equacdes lineares e nado-lineares sao descritas por dois
Teoremas:

TEOERMA 1: Se as fungdes p e g sdo continuas em um intervalo aberto I: a <
t < b contendo o ponto t = t, , entdo existe uma Unica funcdo y = @(t) que satisfaz

a equacao diferencial

y' +p®)y =g(@) (3)

para cada t em [ e que também satisfaz a condicao inicial

y(to) = Yo 4)
Esse teorema afirma que para um valor inicial dado o problema tem solucéo (3)
e apenas uma unica solucéo (4). A importancia desse teorema esta no fato de que
ele afirma existir uma solucéo para qualquer intervalo I, dado o ponto inicial t, com
os coeficientes p e g continuos. Se ha pontos em que pelo menos uma dessas
funcdes é descontinua, entdo a solucdo pode ser descontinua ou deixar de existir.
EXEMPLO 1: Usar o Teorema 1 para encontrar um intervalo no qual o
problema de valor inicial tem uma Unica solugéo
ty + 2y = 4t? (5)
y(1) =2 (6)
E necessario dividir toda equacio a equacao (5) por t para deixa-la na forma
Y +p®)y=g(@)
y + (2/t)y = 4t
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Assim, tem-se p(t) = e g(t) = 4t. Logo g é continua para todo t e p

~ | N

continua para t # 0. Combinando os intervalos, o Teorema 1 garante que ha uma

Gnica solucédo no intervalo 0 < t < o (TREVISAN, 2010).

4.2 Equacdes Lineares de Ordem Mais Alta

Equac0es diferenciais lineares de ordem n sdo expressas pela forma geral

dny dn—ly dy
Pn(t)F+Pn_1(t)W+~--+P1(t)E+P0(t)y=G(t) (7

TEOREMA 2: Se as funcdes Py, P,, ..., B, € G sao continuas em um intervalo I, entédo
existe exatamente uma solucdo y = @(t) da equacéo diferencial (7) que também
satisfaz as condic¢des iniciais y(to) = vo, ¥'(to) = ¥ ore-y YV 1(to) = yo™ L, sendo t,

qualquer ponto do intervalo 1.

4.3 Sistemas de Equacdes Diferenciais Lineares de Primeira Ordem

A forma de montagem e resolucdo de sistemas de equacgles diferenciais &
bastante semelhante a estrutura dos sistemas de equacfes lineares basicos,
mudando apenas o tipo de equacdo que passa a ser diferencial como apresentado
na forma geral (GOMES, 2013)

X' 1 =p11(©)x+.. . +p1(E)x, + g1(8)
(8)

X' n = Pn1(®)x1+. .. FDpn ()X + gn ()

O sistema (8) pode ser apresentado usando a notagcdo matricial considerando

cada equacdo como componente de um vetor, na forma
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x =P(t)x+ g(t) 9)

Um vetor x = @(t) é solucdo da equacao (9) se seus componentes satisfazem

o sistema (1).

Aqui é necessério considerar que P e g sdo continuas em um intervalo a <

t < b, ou seja, as fungbes escalares dessas matrizes sao continuas neste intervalo.

Considere a partir de agora que g(t) = 0, isto é, que o sistema € homogéneo.

Neste caso, a equacao (9) assume a forma
x = P(t)x (10)

As solugdes do sistema (10) sdo dadas da seguinte forma

x11(t) X1 (1)
W = | X ) xo, = [ Fa® ) (11)
Xp1(t) Xng (t

E possivel mostrar que a combinacao linear dessas solugdes ainda é solucéo

de (11). Mais precisamente, temos 0

TEOREMA 3: O principio da superposi¢éo afirma que se as fungdes vetoriais x(* e
x®@) sdo solugbes do sistema (11) entdo a combinagéo linear c;x W + ¢,x? também

€ solucéo para todo valor das constantes c; € c,.

4.4 Autovalores e Autovetores

Se A é uma matriz n x n, antdo um vetor ndo-nulo x em R?, é chamado um

autovetor de A se Ax € um multiplo escalar de x, ou seja
Ax = Ax (12)

para algum escalar A. O escalar A é chamado um autovalor de A e dizemos que x é
um autovetor associado a 1.Um autovetor tem a capacidade de comprimir ou esticar

um vetor em R3 ou R?, mantendo a origem.

Para encontrar os autovalores de uma matriz A de tamanho n x n nés

reescrevemos A x = A x como
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Ax = Alx (13)
onde I é a matriz identidade de ordem n. De outra forma, pode-se escrever
AU —-A)x=0 (14)
Esta equacao tem solucdo ndo-nula se, e somente se,
det (Al —A)=0 (15)

Esta equacdo é a equacao caracteristica de A; os escalares que satisfazem

essa equacao sao os autovalores de A.

Quando expandido, o determinante det (Al — A) € um polindbmio p em A que é

chamado o polinémio caracteristico de A.

Pode ser mostrado que A € uma matriz n X n, entdo o polinémio caracteristico
de A tem grau n e o coeficiente de A™ é 1, ou seja, 0 polindbmio caracteristico p(x) de

uma matriz nxn é da forma
p(AD) = det (Ml —A)= A"+ A" 1+ +¢, (16)
Pelo teorema fundamental da algebra segue que a equacao caracteristica
At A"+, =0 (17)

Tem no maximo, n solucdes distintas, de modo que uma matriz nxn tem, no

maximo, n autovalores distintos.

EXEMPLO 1: O valorde x = B] é um autovetor de

A=[g —01]

correspondendo ao autovalor A = 3, pois

se=l SIB-=

EXEMPLO 2: Encontre os autovalores de

A=f0 0 1

4 —-17 8

0 1 0]
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O polindmio caracteristico de A é

A -1 0
det(Ml —A)=det|0 1 -1 |=22-12+171-4
-4 17 1-8

Os autovalores de A, portanto, satisfazem a equacéo cubica

B—12+171-4=0
gue tem solucao
A=4, A=2+V3 e A1=2-43

Os autovetores de A associados a um autovalor de A sdo os vetores nao-
nulos x que satisfazem A x = 4 x. Os autovetores associados a A sdo o0s vetores néo-
nulos do espago-solucdo de (Al — A) x = 0. Este espaco é chamado de autoespacgo

de A associado a A.

EXEMPLO 3: Encontre bases para os autoespacos de

0 0 -2
A=|1 2 1
1 0 3

A equacdo caracteristica da matriz A é 23> — 542 + 84 — 4 = 0 ou, em forma fatorada,

(A —1)(1 —2)%=0; assim os autovalores de A sdo 1 =1 e 1 =2 e portanto temos

dois autoespacos de A.

Por definicao,

X1
x = |%X2
X3

€ um autovetor de A associado a 4 se, e somente se, X € uma solu¢do nao-trivial de

(AI — A) x = 0, ou seja, de
A 0 2 X1 0
[_1 PP ”]H (18)
-1 0 A—311x3 0
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Se 1 = 2, entédo (18) é dado por

2 0 27[* 0
-1 0 =t ul <ol
-1 0 -—11ix3 0

Resolvendo esse sistema obtemos

x1=—S, x2=t, X3:S

Assim, os autovetores de A associados a 4 = 2 sdo os vetores nao-nulos da forma

—S —S 0 -1 0
x:[tl:[01+t=s 0|+¢t]1
S S 0 1 0

Como

-1 0
0le]l
1 0
Séo linearmente independentes, estes valores formam uma base do autoespaco

associado a 4 = 2.

Se 1 =1, entéo (08) é dado por

1 0 2] [* 0
-1 -1 -1||¥2]1=10
-1 0 =211X3 0

Resolvendo este sistema obtemos

Xy =—25, X, =S, X3=S

Assim, os autovetores associados a A = 1sdo os vetrores ndao-nulos da forma

—2s -2 -2
[s]zs[l]eportanto[ll
S 1 1

€ uma base do autoespaco associado a A = 1.
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EXEMPLO 2. Considere a equacao na forma matricial

x = (1 1)x (19)

Seja A a matriz dos coeficientes da Eq.(19). Uma forma pratica para resolver
esta equacgdo é por meio dos autovalores e autovetores dessa matriz. Comecgando

pelos autovalores temos det(A — AI) = 0. Assim,

et(A—/U):[l;’1 1:1]

Calculando esse determinante e igualando a zero temos o polinbmio
caracteristico
1-HDA-1)—-4=0
As raizes que satisfazem essa equacao sao os autovalores 1, = —1e 1, = 3.

O proximo passo é encontrar 0s autovetores associados a esses autovalores

pela relacdo Ax = Ax.
Para 1, = —1, temos
(3 Dl=1[]
Expressando de outra forma
Xy = —2X4
2x, = —4x,

Uma equacao € um mdltiplo escalar da outra, temos infinitas solu¢des para
este caso. Fazendo x; = 1, resulta em x, = —2. Logo, 0 autovetor, que chamaremos

de B, associado ao autovalor 1, = —1¢é

B, = [—12]

Para 1, = 3, temos
G DEI=sE

Expressando de outra forma



Xo = le

Xo = 4x1
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Novamente, uma equacdo € um multiplo escalar da outra, temos infinitas

solugbes para este caso. Fazendo x; = 1, resulta em x, = 2. Logo, o0 autovetor, que

chamaremos de B,, associado ao autovalor A, = 3 é

5= [}

Temos do Célculo diferencial que a Eq. 06 € do tipo

)

X = ax

ou seja, a derivada da funcéo x é a propria funcdo x multiplicada por um coeficiente

a. Uma funcdo com essa caracteristica é a fungdo y = e, cuja derivada é y' = u'e".

Assim, a solucéo da Eq. 06 é dada por
[x:l] = e't'B, + e’2'B,
X2

Substituindo os valores encontrados

xy=et [_12]
x', = e3t [;]

De acordo com o TEOREMA 3

X =0 (;) e3t +c, (_12) et = c;xW(t) + c,x@(t)

também é solucéo da Eq. (19).

De forma geral, se x(, ..., x® s&o solucdes da equacdo matricial (19) entéo

x = c;xD () + -+ cx® (1)

também é soluc&o. Suponha agora que x@, ..., x™ sdo solucdes do sistema (19),

de ordem n e considere a matriz
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x11(8) - X (0)
X(t) = : (20)
xnl(t) xnn(t)
cujas colunas séo os vetores x®, ..., x(W, Sabemos da algebra linear que as

colunas de X(t) séo L.I. se, e somente se, detX(t) #0. Esse determinante é chamado

de wronskiano das n solugdes x,..., x™ e expresso por W[x™D,..., x™], ou seja,
det X = W[x®D ..., x™], (21)

Logo, as solucdes x™M,..., x(™ s&o linearmente independentes em um ponto

se, e somente se, W[x™,..., x(™] % 0 nesse ponto (BOYCE, 2006).

TEOREMA 4: Se as fungées vetoriais x,..., x™ s&o solugdes do sistema (19)
e em cada ponto do intervalo a < t < b, W[x®,..., x™] # 0, entdo cada solugéo x =

@(t) do sistema(19) pode ser expressa como uma combinacéo linear de #V,..., x™
() = c,xV(E) + -+ cpx™@(t) (22)

de apenas uma unica forma.

Decorre dos teoremas 3 e 4 que para determinarmos todas as solu¢des do
sistema (19) num intervalo (a,b) basta encontrarmos n solucbes linearmente
independentes neste intervalo. Dito de outro modo, o conjunto {x™®,..., x™} é uma
base para o espaco vetorial das solugcdes do sistema (19) e, sendo assim,

qualquer solugéo se escreve nesta base, de modo Unico.

Encerramos esta secdo observando que toda equacgéo linear homogénea de
ordem n esti associada a um sistema linear de primeira ordem com n equagoes.

Com efeito, dada a equacao

dn dn—l d
AP () e P 2+ P(Dy =0 (23)
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Podemos introduzir as fungdes x4, x5, ..., x,,, onde

X'y = x,
x'y = x3
(24)
X'poq1 = Xp
X'n = =Pn1(O)xn(8) = Ppoa (0251 () — -+ = Py()x2(8) + Po ()21 (1)

O sistema de equacbes acima pode ser representado na forma matricial

descrita em (24) com

0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
aw=| ° ’ o0 ’
0 0 o 0 1
—po(®)  —p1(®)  —p2(&) T —Pa2(®)  —Pn-1(D).

Desse modo, podemos perceber que y é solugcéo de (23) se, e somente se,

x=y,y" ...,y(”_l)) é solucédo de (24).

Essa associacdo nos permite restringir o das estudo equacdes lineares de

ordem n ao estudo dos sistemas lineares de primeira ordem com n equagoes.
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4.5 O Oscilador Harmdnico Simples

Considere a (Figura 13) a seguir, onde uma mola de massa desprezivel esta
presa a uma parede em uma de suas extremidades e com uma particula de massa
m > 0 na outra extremidade. Vamos considerar também que este sistema de mola e
particula fixado a parede s6 se mova em linha reta e sem atrito. Para esse sistema
de coordenadas a posicdo de equilibrio encontra-se na origem, ou seja, nesta

posicdo a mola ndo exerce forca sobre a particula.

LI

| | L | |
[ [ [ | I

-2 -1 0 1 2

Figura 13: Mola em posi¢éo de equilibrio
FONTE: SERWAY, 2011

Caso haja um pequeno deslocamento da particula, de modo que néo leve ao
rompimento da mola, o sistema saira de equilibrio e surgira uma forca restauradora
gue agira para que o sistema mola e particula retorne a configuracao inicial, devido a
reacdo da mola. Esse fenbmeno € explicado pela Lei Hooke, com a forga atuando no
sentido oposto ao do deslocamento. Se levarmos em conta o atrito, que sempre
existe, teremos uma forca de resisténcia ao deslocamento no sentido oposto ao do
movimento e que proporcional a velocidade do deslocamento. Outras forcas
externas podem atuar nesse sistema, como vibragdes na parede ou algum campo
magneético. Para pequenos deslocamentos, a posicdo x(t) da particula sujeita a
todas essas forcas resulta que x'(t) e x”(t) séo, respectivamente, a velocidade e
aceleracdo da particula no instante t. Pela Segunda Lei de Newton, F =ma, a

trajetoria x(t) da particula satisfaz a seguinte equacao
mx”(t) = —kx(t) —nx'(t) + F.(t) (25)

Nessa equacdo, —kx é a reacdo da mola, em que k > 0 é constante de

elasticidade da mola e por isso independe do tempo; n = é o coeficiente de atrito do
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meio; F,é alguma forca externa que depende do tempo. As equacdes que
descrevem o movimento da particula sdo fornecidas pelas solugbes desta equacao
diferencial linear de segunda ordem a coeficientes constantes. Se tivermos qualquer
valor inicial de x(t,) e X'(t,) em R existirA apenas uma Unica solucdo para essa
equacao diferencial. Nado basta apenas saber a posicdo inicial da particula, é

necessario saber também a velocidade para relacionar essas duas informacoes.

Vamos, agora, modificar um pouco a Eq.(25) e reescrevé-la de modo que w =

/5>O,a= I > OehziFe,temos
m 2m m
x”(t) + 2ax’'(t) + w*x(t) = h(t) (26)

Sem considerar o atrito, a equacao que descreve o movimento unidimensional

do sistema da mola é dado por
x"+ w?x =0 (27)

P ~ . . A K
que é uma equacao diferencial homogénea de segunda ordem com w = \/%

Podemos encontrar a solucao da Eq. (27) por tentativa. Para isso, é necessario
recorrer ao Calculo Diferencial e verificar qual funcdo, quando derivada, tem como

resultado a prépria funcdo. Essa funcéo é a funcéo exponencial.

Denominando x(t) = ePt, onde p é constante, temos que x'(t) = p-ePt e

que x"'(t) = p?- ePt. Substituindo esses resultados na Eq. (27), obtemos

pz . ept _|_ W2 . ept = O (28)

Dividindo a Eq. (28) por e?t, chegamos a

p=ti-w (29)

Sendo assim, temos duas solu¢des complexas x( = ei@t e x(1) = g~i@t
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A solucéo geral é dada pela combinacao linear dessas solu¢gbes encontradas, ou
seja
x(t) = ¢ e'@t + et (30)

Para uma equacéo de segunda ordem precisamos de duas condi¢des iniciais
para encontrar as constantes c¢; e c¢,. Porém, antes de nos preocuparmos com as
constantes, € possivel trabalhar um pouco mais a Eq. (30). A notacdo de Euler
define que
i6

e =cosf +isenb (31)

Substituindo a Eq. (31) na Eq. (30), observando que 8 = wt, temos
x(t) = c1[cos wt + i sen wt] + c,[cos wt — i sen wt] (32)
Colocando as constantes em evidéncia chegamos a
x(t) = (c; + ¢;) coswt + (c; — ¢c3) isen wt (33)
Os termos entre parénteses na Eq. (33) continuam constantes, entdo podemos
denominar A = (¢; +¢;) e B =(c; —¢3).

x(t) =A-coswt+ B-isenwt (34)

Podemos, agora, aplicar as duas condicfes iniciais, ou seja, x(0)=x, e

x'(0) = y,, é facil verificar que
x(t) = xy - cos wt + yoi sen wt (35)

Como vimos nessa secdo, esta solugdo € unica. Devido a natureza senoidal
dessas solugcbes o sistema mecanico da mola €& conhecido como oscilador
harménico simples. Sempre que a velocidade do sistema da mola € nula, o
deslocamento maximo, |x(t)|, é atingido e recebe o nome de amplitude do
movimento. Uma oscilagcdo completa ocorre em um periodo T, ou seja, 2m = wT,

portanto,
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T=2§=2n-\/% (36)

A frequéncia F de uma oscilacdo € o numero de ciclos por unidade de tempo,

ou seja, é o inverto do periodo

F=1-1. |k (37)

T_Zn m

Esse problema apresentado envolve uma equacéo de segunda ordem e seria
mais interessante se pudéssemos obter duas funcbes, sendo uma para 0
deslocamento e outra para a velocidade. Isso é possivel se encararmos esse
problema como uma equacao diferencial de primeira ordem no plano, jA que
possuimos duas condi¢bes iniciais. Para isso, vamos introduzir a variavel
bidimensional (x, y), em que 0 escalar x € a posicdo e o escalar y é a velocidade, ou
seja y = x'. Desta forma (x(t), y(t)) nos informa, simultaneamente, a posicdo e a

velocidade da particula na extremidade da mola.

Partindo da Eq. (27) e fazendo a mudanca de variavel, temos o seguinte

sistema linear
X (@) =y()

V() = —0x(D)

Escrevendo em forma vetorial, temos

') (©)
ol = e ol (38)

Resolvendo esse sistema, podemos conferir que

1
x(t) = xq - cos wt +y05- sen wt

y(t) = —xy w - sen wt + y, * cos wt
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define a Unica solucdo do sistema que satisfaz as condi¢des iniciais , x(0) =x, e

x'(0) = y,. Perceba que esta solugao é periddica e que xX'(t) =y (t).

4.6 O Deslocamento dos Andares de um Edificio Devido a um Terremoto

Um terremoto é o efeito do deslocamento das placas tectdnicas que causa um
movimento brusco e repentino no terreno. Grandes perdas podem ocorrer em areas
urbanas, principalmente em constru¢cées sem estrutura adequada para resistir aos
efeitos de um terremoto (TEIXEIRA, 2008)

E possivel desenvolver um modelo fisico-matematico baseado na Segunda Lei
de Newton da aceleracdo e na Lei de Hooke, que apresenta o conceito de
elasticidade e amortecimento. Além disso, é necessario trabalhar com o conceito de
derivadas e equacdes diferenciais. Esta aplicacdo descreve o efeito da propagacao
de um terremoto nos andares de um edificio por meio da solu¢do de um sistema de

equacodes diferenciais.

4.6.1 Frequéncias Naturais de Vibracao

Toda construcdo apresenta um minimo de vibracdo, pois esta sujeita a fatores
externos como, por exemplo, o vento. Considerando o edificio como um unico

elemento estrutural rigido, ele apresenta uma frequéncia de vibracéo natural.

Quando a frequéncia das ondas de um terreno € proxima a frequéncia natural
do edificio, entdo ha o fenbmeno da ressonéncia. Tal fenbmeno é prejudicial ao
edificio por amplificar seu movimento, podendo até causar seu desmoronamento.
Quanto mais alto o edificio, maiores os riscos (THOMPSON; TURK, 1997)

Dentre as grandezas fisicas mais importantes atuantes em um edificio
podemos destacar a velocidade, os deslocamentos e a aceleracdo. Esta dltima é a
mais preocupante, pois a aceleragéo é responséavel pelo surgimento de forgcas, como

descreve a Segunda Lei de Newton, que podem ser prejudicais ao edificio.
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O deslocamento nos andares de um prédio pode ser determinado pela
segunda Lei de Newton, para isso é necessario considerar forcas externas atuando
em cada andar como se estivessem sendo aplicadas em uma particula por meio da

expressao
F =ma (39)

onde F é a forca externa que atua na horizontal, m € a massa do andar e a é

aceleracdo do deslocamento dos andares.

Supondo que os andares do edificio sejam vinculados por juncdes elasticas
de modo que se comportem semelhante a uma mola, cada vinculo exercera uma
forca restauradora quando os andares séo deslocados em relacdo ao outro, ou seja,
o efeito mola tende a fazer com que a configuracdo inicial dos andares seja

retomada. Neste caso, a Lei de Hooke, representada por
F = —kx (40)

pode ser aplicada a cada (i —ésimo) andar de massa mi para uma constante
elastica Ki entre o (i — ésimo) andar e o (i + 1) andar, fazendo com que a Lei de

Hooke seja expressa por
F=—ki(xi41—x;) (41)

em que x; é o deslocamento do andar de namero i, como mostra a (Figura 13).

K; - (xj;q — x;) Forcaexterna #| |z Fora restauradora  K;_1 = (X; — X;_1)
> €—

Vinculo elastico J

Figura 14: Esquema de forcas
FONTE: Autor
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Sabemos que a aceleracdo é a derivada segunda da posicdo x, entdo é

possivel montar um sistema de equacdes diferenciais. Substituindo a Eqg. (41) na
Eqg. (39)

my - xn” =—kp_q- (xn - xn—l) (42)

Para um edificio de n andares o sistema de equacfes diferenciais € expresso,
de forma geral, da seguinte forma

my-xy" = —ko xg + kg (X3 — %)
my - xy" = —ky - (X3 — x1) + kp(x3 — x3)

) omg a3 = —ky (X3 — x3) + k3(xy — x3) (43)
my - xn” = _kn—l ' (xn - xn—l) + kn(xn+1 - xn)

A Eq. (43) permite que se faca uma avaliacdo da estabilidade de um
edificio durante um terremoto. Para isso, serd necessario utilizar os

autovetores e autovalores associados a este sistema linear (ZILL, 2003).

Considere um prédio de apenas dois andares no qual cada andar possua uma

massa m = 6000Kg e uma forca restauradora de K = 18000 %.

Nesse caso, teremos um sistema de equacdes envolvendo apenas duas
equacBes nas variaveis de deslocamento x; e x,, dos andares n=1 e n = 2,
respectivamente. Substituindo os valores fornecidos na Eq. 16, temos

6000 - x," = —18000 - x; + 18000 - (x, — x;)
(44)
6000 - x,”" = —18000 - (x, — x;)
Perceba que o termo k,(x3 — x,) € nulo, pois k, e x; seriam a forca restauradora e

deslocamento do andar n = 3, que nao existe nesse problema.

Reescrevendo os sistema acima de forma simplificada, temos



57

x; = —6x1 + 3x, ( 5)

xy = 3x; — 3%,

Sejam y;, = x4, y, =x,€ y; =x'; € y, = x',. Substituindo na Eq. (45) obtemos o

seguinte sistema de equacdes diferenciais de primeira ordem equivalente

y'i=y3
Y2=JYa

Y3 =—6y;+ 3y,

Ya=3y: =3y

ou ainda podemos escrever o sistema da seguinte forma

Y] o 0 1 oy

¥2l_1o 0o o 1{|r

v~ [-6 3 0 o]y

Vs 3 -3 0 olly

ou ainda y’ = Ay, onde

0o 0 1 0

_lo o o 1

A=16 3 0 o0

3 -3 0 0

O préximo passo é encontrar 0s autovalores e autovetores da matriz A, temos

0—-1 0 1 0

o 0 0—21 0 1
det(A — AI) = det ~6 3 0— 1 0
3 -3 0 0—2

Resolvendo esse determinante os autovalores e autovetores associados sao

0)5l _0,51:
A, =28 e B, = __01'361, A, =-28i e B, = 2'13‘6 ,

1 1
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—0,5i 0,5i
, —0,9i . 0,9i
/13 = 1,07l e B3 = 0’61 y /14, = 1,07l e B4, = 0’6l
1 1
Assim,
[ 0,5 | —0,5i
1 — at — | =030 J28it @ — At — | 0,30 | —28it
y B.e 16 e“t, y B,e “16 e
1 1
[—0,51] 0,5i
y(3) = B3elgt — _(?»gi el,O7it1 y(4) = B, elat = 0 9l e~ L07it
1

Enfim, a solucdo geral do sistema diferencial &€ dada por

y(®) = 1y + 5@ + 33 + ¢y ™

As variaveis A e B, sao os autovalores e autovetores do problema da

vibracdo livre n&o amortecida.

Estes parametros estao diretamente relacionados com as propriedades
fisicas do sistema, as frequéncias naturais ndo amortecidas e os
chamados modos normais ou naturais de vibragao (VAROTO, 2014).

E possivel minimizar as efeitos da vibracdo no edificio por
meio do isolamento da base com um sistema que possua capacidade de
suporte, baixa rigidez horizontal e capacidade de restituicdo a posicao inicial.

A (figura 15) mostra um edificio com base fixa e outro com base isolada

para diferentes frequéncias.

Métodos de Analise — Caracteristicas dos modos de vibragao

!li Comparagdo dos modos de vibragdo de uma estrutura isolada

com os modos de uma estrutura de base fixa

2.02Hz 6.20Hz 10.56Hz 14.06Hz

7.41Hz 11.24Hz

0.50Hz 3.62Hz

Figura 15: comparacéo de edificio com isolamento e com base fixa
FONTE: VAROTO, 2014



5 CONSIDERACOES FINAIS

Por meio deste trabalho, observa-se o quéo importante € relacionar o
conhecimento adquirido ao longo da graduacao, de forma geral, com situacdes

reais.

Tratando especialmente da Algebra Linear, contetidos como sistemas de
equacodes lineares, equacbes diferenciais, transformacdes lineares e diversos

outros, encontram aplicagcdes na Engenharia ou na natureza em geral.

O aluno de Engenharia deve entender que sua funcdo como futuro
profissional transformador do meio social e ambiental, sera desenvolver modelos
matematicos capazes de solucionar problemas reais e que, para isso, deve
utilizar-se das ferramentas matematicas ao seu alcance e trabalha-las para este

fim.

Particularmente, o processo de construcéo deste trabalho me fez ver, a
cada etapa, como o0s assuntos da Algebra Linear estdo relacionados as
disciplinas do curso de Engenharia Civil, seja na disciplina de Teoria das
Estruturas, no estudo dos trabalhos virtuais e matriz de rigidez, ou na
simplificac@o de problemas do Célculo, constantemente foi necessario utilizar da
Algebra Linear.

Neste trabalho foram apresentadas apenas quatro aplicacées dentro de
inimeras aplicacdes da Algebra Linear. Outros trabalhos, com objetivo similar
ao deste, podem ser encontrados na literatura e muitos outros podem ser
desenvolvidos para contribuir com a formacédo de profissionais dentro das

Universidades.
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