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carga t-1;

Matriz de rigidez do enrijecedor relativa as coordenadas
globais;

Matriz de rigidez do painel relativa as coordenadas globais;
Matriz de rigidez da estrutura , na iteracdo i-1;

Matriz de rigidez da estrutura atualizada na iteragdo i

Matriz de rigidez tangente inicial da estrutura;

Matriz de rigidez do painel relativa as coordenadas locais;

Matriz de rigidez do enrijecedor;

Esfor¢o normal no enrijecedor;
Valor do esfor¢o normal nas extremidades do enrijecedor;

Parcela do esforco normal atuante no concreto quando
— r.

o, = f;v ’

Valor do esfor¢o normal de tragdo que provoca a primeira

fissura no enrijecedor;

Valor de célculo do esfor¢co normal de compressao;
Valor de célculo do esfor¢co normal de tragao
Parametro dado pela equagao (3.47);

Parcela do esfor¢o normal atuante nas armaduras;
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N(x)

r

(R}
{R)
(R}

S,58,,8;:8,
{Se }i
{s, )

{St}i

{8

Mintsculos romanos.

{f}

Esfor¢o normal que profoca o esmagamento do concreto
Funcao do esfor¢o normal de um enrijecedor;
Esfor¢o normal nas armaduras quando o ago escoa;

Trabalho realizado pelas forcas externas atuantes sobre o

enrijecedor;
Vetor das cargas de referéncia;
Vetor de cargas de projeto;

Vetor de cargas nodais da estrutura segundo dire¢des globais

referente ao passo incremental t-1;

Constantes definidas pelas equagdes 4.10 e-h;

Vetor de esforcos internos no elemento na iteragao i

Vetor de esforcos internos do elemento na ultima iteragdo do
passo incremental t —1.

Vetor das agdes nodais nos elementos rotacionados na dire¢ao
das coordenadas globais para a iteragao i

Vetor das agdes nodais nos elementos rotacionados na dire¢do

das coordenadas globais para o passo de carga t-1

Energia de deformacdo complementar total no volume.

Dimensao maxima do agregado gratdo;
Largura do enrijecedor;

Cobrimento das barras;

Diametro das barras longitudinais;

Deslocamento generalizado do painel;

Vetor dos deslocamentos generalizados do enrijecedor;
Deslocamentos generalizados do enrijecedor;

Vetor das acdes atuantes nas faces do painel,
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S 1o s

T 1o Joi 1o
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e

ek

S
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A

Sya
fyx;fyy
h

h

e

ki ko sy kg
k,
!

1,:1,:1,:1,

n

q

T T,

SmH
mx -

my

{u}
u(x)

Agdes nas coordenadas locais 1, 2 e 3 respectivamente, do

enrijecedor;

Agdes atuantes nas faces do painel;

Resisténcia do concreto a compressao

Resisténcia a compressao cilindrica de célculo do concreto;

Resisténcia caracteristica do concreto;

Resisténcia a tracao do concreto;

Vetor de esforcos locais no enrijecedor;

Vetor de esforgos globais no enrijecedor;

Resisténcia ao escoamento do aco
Tensao de escoamento de calculo do aco;

Tensao de escoamento no ago nas diregdes x € y;
Altura do elemento estrutural;

Altura do enrijecedor;

Constantes definidas pelas equacdes 4.15 a-d;
Constate definida pela equacdo (4.14);
Comprimento do enrijecedor;

Medidas dos lados do painel;

Numero de graus de liberdade da estrutura;

Carregamento distribuido ao longo do enrijecedor;
Constantes definidas pelas equacdes 4.10 i-m;
Espacamento maximo entre barras longitudinais;
Distancia média entre fissuras;

Distancia média entre fissuras na direcao x;

Distancia média entre fissuras na diregao y;

Espessura do painel,

Vetor dos deslocamentos locais do enrijecedor;

Deslocamento axial em um ponto genérico de coordenada x;
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u

c
{u}
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vci
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Wy

w.

1

Maiusculos gregos.

{AD},

{AD };

1

{ AD},

1,98 «,,€8 .,,€8 .,,€8
SUF SU” U U

Graus de liberdade do painel;

Energia de deformacao especifica complementar;
Vetor dos deslocamentos locais do enrijecedor;
Deslocamentos locais do enrijecedor;

Vetor dos deslocamentos globais do enrijecedor;
Deslocamentos globais do enrijecedor;

Vetor de deslocamentos locais do painel;
Deslocamentos locais do painel;

Vetor dos deslocamentos globais do painel;

Deslocamentos globais do painel

Tensao de cisalhamento devido ao intertravamento formado
pela rugosidade da superficie fissurada;

Méximo valor de v,;;

Valores da coordenada x dos vértices do painel,

Valor da coordenada x no i-ésimo ponto de integracao
numérica;

Valores da coordenada y dos vértices do painel,;

Trabalho total;

Abertura média das fissuras;

Valor do i-ésimo peso de integracdo numérica.

Segunda parcela do vetor de incremento de deslocamento na
letracao i;
Vetor dos incrementos de deslocamentos na iteragao i;

Primeira parcela do vetor de incremento de deslocamento na

ietracao i;
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{AD, }. Vetor de incremento de deslocamentos locais do elemento

para a iteracao i

{AD }, Vetor dos incrementos de deslocamento no passo de carga
anterior ao passo de carga corrente;

{ AR}, Vetor dos incrementos de carga;

{ AR}, Vetor dos incrementos de carga no passo incremental
anterior;

[ AS, } Vetor de incremento de esfor¢os nos elementos na iteragao i;

{AS, ) Vetor de incremento das agdes nodais nos elementos relativos
as coordenadas globais

Aw Incremento de trabalho;

i Energia de Deformacgado Potencial Complementar Total;

11, Energia de Deformacgado Potencial Complementar Total;

11! Energia potencial complementar no painel por unidade de
volume;

ZFX Somatério de forgas na direcao x;

Z F, Somatorio de forcas na diregao y;

Z M Somatério de momentos em relagdo 4 origem do sistema de
coordenadas.

Minusculos gregos

o Angulo que define as diregdes das tensdes principais do painel;

B Tensdo generalizada no painel;

[ﬂs] Matriz de rotagdo do enrijecedor;

T . ~ .o
[ﬂ < ] Transposta da matriz de rotacao do enrijecedor;
lﬁ pJ Matriz de rotagdo do painel;
T
[,Bp] Transposta da matriz de rotagdo do painel;
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pef

psx;psy

Osxr sy

Distor¢ao no centro do painel;

Distor¢ao no centro do painel para o nivel de cargaie i-1;
Distor¢@o do painel no plano xy;

Deformagao axial;

Maior deformacao de tragdo na area efetiva;
Deformagdes principais;

Menor deformacao de tracdo na area efetiva

Deformagao axial no concreto quando o, = £ ;

¢
Valor da deformacao associado a resisténcia a tragao do concreto;

Deformagao no plano perpendicular ao eixo x na dire¢do do eixo Xx;
Deformacdo no plano perpendicular ao eixo y na dire¢do do eixo y;

Relagdo entre o mddulo de elasticidade do ago e do concreto;
Angulos entre os lados do painel e o eixo x do sistema de referéncia

cartesiano adotado para o painel;

Fator de carga correspondente a iteracao i;

Valor absoluto da relagdo entre a intensidade de qualquer carga nao
nula atualizada e seu correspondente valor em { R } naiteragdo i;
Coeficiente de Poisson para o concreto nao fissurado;

Parametro que relaciona as rigidezes do ago e do concreto;
Taxa efetiva de aco;
Taxas de armadura nas diregdes X e y;

Tensao normal no enrijecedor;

Tensoes principais no concreto;
Tensao de compressdo no concreto;
O mesmo que f .

Tensdo no ago;

Tensoes atuantes nas armaduras nas dire¢des X € y;
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(o} o

sx,cr? sy,cr

x’ y

xc? yec

T,5T,,T5,T,

i, i-1
xy 2" xy

Tensdo na armadura na regido das fissuras na direcdo x e

respectivamente;

Tensdo atuante no painel nas diregdes x € y;

TensOes atuantes no concreto nas diregdes X € y;
Tensao cisalhante média atuante no painel;

Tensdes de cisalhamento atuantes nas faces do painel;
Tensao de cisalhamento no concreto;
Tensdo de cisalhamento no painel para o nivel de cargaie i-1;

Diametro das barras.
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Resumo

SILVA, JOAO G. T. (2004). Contribui¢io ao projeto de elementos estruturais de
concreto armado com descontinuidades através do Modelo de Painéis Enrijecidos.

Dissertacdo (Mestrado) - Universidade Federal de Alagoas, Maceid, 2004.

A ndo aplicabilidade da hipdtese de Navier-Bernoulli implica na ndo validade do
uso da tradicional teoria de vigas no estudo de vigas paredes, consolos curtos, regides
com grandes aberturas ou mudanca de inércia. Para estruturas de concreto armado sdo
freqiientemente utilizados procedimentos baseados na teoria das chapas, nos métodos
dos elementos finitos e das bielas e tirantes.

Neste trabalho, emprega-se para projetos desses tipos de estruturas em concreto
armado, um procedimento alternativo que retne as vantagens do método de bielas e
tirantes ¢ do método dos elementos finitos. Através deste procedimento, denominado
aqui como Método dos Painéis Enrijecidos (também conhecido na literatura inglesa
como Stringer and painel model), a estrutura ¢ modelada como um conjunto de painéis
com contornos enrijecidos por barras. Admite-se que as barras transmitem apenas forcas
normais e os painéis apenas forgas de cisalhamento.

As analises podem ser feitas considerando-se distribuicdo de tensdes elasticas,
denominada de analise linear, ou levando em conta a redistribui¢ao de tensdes devido a
fissuragdo do concreto. Os painéis utilizados na discretizagdo das vigas sdo
quadrilaterais quaisquer.

Alguns exemplos sdo analisados e os resultados encontrados para as armaduras
sdo comparados com os obtidos por outros métodos. Também ¢é analisada a influéncia
do tamanho dos elementos no volume de ago obtido, além de se fazer a comparagao dos
diagramas carga-deslocamento experimental e tedrico. Também ¢ comparado o volume

de aco obtido com as analises linear ¢ ndo linear.

Palavras-chave: Concreto armado, regides D, painéis, enrijecidos, andlise nao linear
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Abstract

SILVA, JOAO G. T. (2004). Contribution to the design of reinforced concrete structural
elements with descontinuities using the Stringers and Panel model. Master Science

Dissertation - Universidade Federal de Alagoas, Maceio, 2004.

The traditional beam theory cannot be applied to study walls, corbels and
regions with holes or change of inertia, because the Navier-Bernoulli’s hypothesis
cannot be used to these cases. Procedures based in the plates theories, the finite element
method or truss-and-tie method are often used to study these type of reinforced concrete
structures.

In this work, an alternative procedure that joins the advantages of truss-and-tie
method and finite element method is used to design the above mentioned types of
reinforced concrete structures. Using this procedure, called Stringer and panel model,
the structures are modeled as a group of panels with their edges stiffened by straight
bars (stringers).

It’s supposed that the stringers transmit only axial forces, while the panels,
transmit only shear forces. The analyses can be made considering the distribution of
elastic stresses, called linear analysis, or considering the redistribution of stresses due to
the concrete crack.

Examples are analyzed, and the results for the reinforcement are compared with
the other results obtained by the use of other methods. Element size effects on the
reinforcement volume are analyzed and the theoretical load-displacement curves are
compared with the corresponding experimental load-displacement curves. Finally,
comparison between the reinforcement volumes obtained by the linear analysis and by

the non linear analysis is made.

Keywords: Reinforced concrete, regions D, panels, stringers, non linear

analysis
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Capitulo 1
Introducio

1.1. Consideracoes iniciais

Os primeiros modelos formulados para projetos de estruturas de concreto
armado surgiram no final do século XIX. Como exemplo, pode ser citado aquele
conhecido por Analogia de Treli¢a proposto por Wilhelm Ritter (1899) e melhorado por
Emil Morsh (1908). Tal modelo ainda hoje ¢ utilizado como base para o
dimensionamento de vigas submetidas a forca cortante.

Segundo hoogenboom (1198), na década de trinta (do século passado), varios
pesquisadores como C. S. Whitney e O. Bauumann desenvolveram a base do atual
modelo empregado para o dimensionamento a flexdo das vigas usuais de concreto
armado.

As partes que constituem as estruturas sao freqiientemente classificadas como
regides “B” ou regides “D”. As chamadas regides “B” sdo aquelas cujas segdes
transversais satisfazem a hipotese de Navier-Bernoulli, ou seja, suas se¢des transversais

apresentam uma distribui¢o linear de deformacao, conforme mostrado na figura 1.1.

|| .

[

Figura 1.1 - Diagrama de deformacao de uma secdo localizada em regido “B”.
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Ao contrario, as chamadas regides “D” sdo aquelas cujas se¢des transversais nao
obedecem a hipotese acima referida, como ilustrado na figura 1.2. Estas regides sao
geradas por descontinuidades fisicas, como for¢as concentradas e reagdes de apoio, e
geométricas, tais como aquelas caracterizadas pela presenga de furos, mudanga brusca
de dimensdes e de dire¢do. Como exemplos de elementos que apresentam regides “D”,
podem ser citados: vigas parede (com ou sem furo), vigas furadas, consolos curtos, nds

de porticos, dentes Gerber, encontro de pilar e fundagao.

Wl

Figura 1.2 - Diagrama de deformagdo de uma secdo localizada em regido “D”.

Nao existe uma maneira exata de se delimitar as regides “D” em uma estrutura.
Para isso, utiliza-se na pratica uma regra baseada no Principio de Saint-Venant
(Timoshenko & Gere, 1970), a qual emprega a medida da altura h da se¢ao transversal
como parametro de delimitagdo, como mostrado na figura 1.3 para trechos de estruturas

dotadas de regido “B” (em branco) e regides “D” (hachuradas).
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Figura 1.3 - Regra de delimitagdo de regides “D”

Por volta da década de cinqiienta do século passado, com o desenvolvimento da
computagdo, surgiu o Método dos Elementos Finitos. Posteriormente, utilizando-se os
conceitos desse método, desenvolveram-se aplicagcdes para estruturas de concreto
armado, tornando-se mais uma importante ferramenta no projeto de estruturas dotadas
de regides “D”.

Em 1979 o alemdo Jorg Schllaich comegou a utilizar o Método de Bielas e
Tirantes (strut-and-tie model) para explicar aos seus alunos o comportamento de
estruturas de concreto dotadas de regido “D”. Juntamente com seu colega Kurt Schafer,
organizou sistematicamente o método, generalizando suas aplicagcdes (Schlaich et
al.1987). O Método de Bielas e Tirantes ¢ considerado como um aperfeigoamento dos
procedimentos empiricos empregados em projeto de estruturas de concreto armado e
consiste em uma extensdo do modelo da Analogia de Trelica.

Baseados nos conceitos desenvolvidos pelo pesquisador dinamarqués Morgens
Peter Nielsen (Nielsen, 1999), os holandeses Hoogenboom e Blaauwendrad
(Blaauwendaad & Hoogenboom, 1996) lancaram o aqui chamado Método dos Painéis
Enrijecidos, denominado na literatura inglesa como Stringer-Panel Model. Tal método
apresenta-se como uma ferramenta numérica alternativa para o projeto e analise de

estruturas de concreto armado dotadas de regides “D”.
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1.2. Objetivos e relevancia

O objetivo deste trabalho ¢ a apresentacdo de um estudo voltado para o projeto
de elementos estruturais de concreto armado com descontinuidades, tais como vigas
paredes e vigas com aberturas, consolos curtos, dentes Gerbers, etc, utilizando o
M¢étodo dos Painéis Enrijecidos (MPE).

Elementos com descontinuidades (regides “D”) sdo muito freqiientes nos
projetos estruturais e ndo podem ser analisados através de teorias baseadas na hipotese
de Navier-Bernoulli. Para os projetos e analises de tais elementos estruturais sdo
bastante utilizados o Método de Bielas e Tirantes (MBT) e o Método dos Elementos
Finitos (MEF).

O MPE apresenta-se como uma ferramenta alternativa para andlise e projeto
desses elementos com descontinuidades. Tal método combina uma abordagem
computacional similar aquela empregada no Método dos Elementos Finitos, com as
vantagens de apresentar facilidade na discretizagdo da estrutura e simplicidade para o
detalhamento das armaduras.

O Meétodo de Bielas e Tirantes ¢ um procedimento muito usado no projeto de
estruturas de concreto armado, apresentando como uma desvantagem a necessidade de
se conhecer, para efeito de discretizacdo, as trajetorias das tensdes principais, 0 que
muitas vezes exige o emprego de métodos numéricos, tal como o Método dos
Elementos Finitos. Dois inconvenientes normalmente encontrados com o uso da
formulacao em deslocamento do MEF em projetos de elementos de concreto armado
consistem na maior complexidade para a discretizacdo da estrutura e para o

detalhamento de suas armaduras.

1.3. Estrutura da dissertac¢ao

A dissertagdo estd estruturada em sete capitulos incluindo este, onde se apresenta
uma introdugdo. No capitulo 2 ¢ feita uma explanagdo sobre o Método dos Painéis
Enrijecidos, contendo uma descricdo geral do mesmo, seu embasamento tedrico, os
tipos de analises usados no presente estudo e exemplos de estruturas que podem ser

analisadas.
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No capitulo 3 sdo apresentados os procedimentos para montagem da matriz de
rigidez de um enrijecedor, assim como suas relagdes constitutivas e os critérios usados
para o dimensionamento de armaduras quando necessarias.

O capitulo 4 trata da formula¢do da matriz de rigidez de um painel, como
também sua relagdo constitutiva e dimensionamento de armaduras.

O capitulo 5 apresenta os procedimentos numericos correspondentes as analises
linear e fisicamente ndo linear empregados no estudo.

No capitulo 6 sdo mostrados resultados das analises de exemplos de estruturas,
comparando os valores encontrados pelo MPE com outros obtidos através de diferentes
procedimentos.

Finalmente, no capitulo 7, sdo apresentadas as consideragdes finais.
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Capitulo 2

Aspectos Gerais do Método dos Painéis Enrijecidos

2.1. Descricao geral do método

Observando-se a técnica de armar vigas paredes, percebe-se que as armaduras
consistem, na maioria dos casos, de malhas ortogonais dispostas nas proximidades das
superficies laterais da viga e de uma concentragdo de barras nas regides proximas aos
limites inferior e superior da estrutura e ao redor de furos, quando estes existem.

Considerando esta tipica disposi¢cao de armaduras e tendo como base teodrica o
Teorema do Limite Inferior, da Teoria da Plasticidade, desenvolveu-se o aqui
denominado Método dos Painéis Enrijecidos (Stringer Panel Model), que consiste em
discretizar a estrutura em um conjunto de elementos lineares chamados enrijecedores
que, quando tracionados, contém as armaduras principais, contornando painéis com
armaduras dispostas em forma de malha.

Para discretiza¢do de uma estrutura pelo Método de Painéis Enrijecidos (MPE) ¢
necessaria a disposi¢cdo de enrijecedores ao longo das bordas da mesma, ao redor de
furos eventualmente existentes, ao longo da linha de acdo de reagdes de apoio e de
cargas concentradas. Os painéis sdo as regides da estrutura limitadas pelos

enrijecedores, conforme mostrado na figura 2.1.
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Painéis

Enrijecedores

Figura 2.1 - Discretizagdo de uma estrutura pelo MPE - Hoogenboom (1998).

Os enrijecedores sdo considerados como submetidos unicamente a esforgos
normais de compressao ou de tragdo, enquanto que os painéis sdo admitidos como

solicitados apenas a esforcos de cisalhamento ao longo de suas bordas, conforme

mostrado na figura 2.2.

Painel
=SS BT — Armaduras
ey do Painel
™
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]
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Armaduras do
Tensiio cisalhante Enrijecedor
SRR e Forga no Enrijecedor
¥ ] ] ] ]
I e o
— B 3T 7~

\  Enrijecedor

Figura 2.2 - Esforgos atuantes nos painéis e enrijecedores.
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No presente estudo, dois tipos de analises sdo realizados: analise linear e analise
fisicamente nao linear. No primeiro ndo se leva em conta a perda de rigidez dos
elementos que compdem o modelo estrutural, ou seja, admite-se que os materiais que
constituem os enrijecedores e os painéis tém comportamento eldstico linear. Tal anélise
¢ normalmente utilizada como etapa preliminar para o dimensionamento das armaduras.
Depois de dimensionadas as armaduras, pode-se efetuar uma andlise fisicamente nao
linear na qual consideram-se as mudancas de rigidez dos elementos devidas a fissuragdo
do concreto e ao escoamento das armaduras. Através desta andlise obtém-se
configuracdes de equilibrio mais realisticas para o modelo estrutural idealizado, sendo
inclusive utilizada para a simulagdo do comportamento carga-deslocamento da
estrutura. A figura 2.3 mostra o diagrama carga-deslocamento de uma estrutura

utilizando os dois tipos de andlises acima referidos.

Forga (kN)
&

Deslocamento (mm)

Figura 2.3 - Curvas carga-deslocamento das andlises linear (a) e ndo linear (b)
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Com o MPE ¢ possivel analisar e projetar estruturas dotadas de regiao “D”

bastante comuns em projetos estruturais tais como aquelas mostradas na figura 2.4.

a) b)

c)

Figura 2.4 - Exemplos de estruturas que podem ser analisadas e projetadas pelo MPE:
a) Viga parede; b) Consolo curto; ¢) Viga com mudanga brusca de rigidez

inercial.

2.2. Base Teorica do MPE

Conforme ja foi mencionado, o MPE tem como fundamenta¢do tedrica o
Teorema do Limite Inferior (Lower Bound Theorem), que pode ser assim enunciado:
“Se para um dado carregamento atuante sobre uma estrutura for possivel encontrar uma
distribuicao de tensdes estaticamente admissivel e segura, entdo a carga atuante nao
provoca o colapso da estrutura”. Maiores detalhes e dedu¢do podem ser encontradas em
Nielsen (1999).

Com isso, idealizando-se a estrutura como sendo constituida por uma associagao

de enrijecedores e painéis, se for garantido que existe uma distribuicdo de esforgos
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internos, atuantes nos mesmos, em equilibrio entre si e com as forgas externas e que,
além do mais, tal distribuicdo seja segura, no sentido de que os elementos estdo
projetados para suportar os esfor¢os internos sem ruptura, conclui-se pelo citado
teorema que aquelas forcas externas ndo provocam o colapso da estrutura. Vale ressaltar
que o Teorema do Limite Inferior tem seu campo de validade regido pelas hipoteses e
leis da Teoria da Plasticidade e, assim sendo, somente pode ser utilizado para estruturas
de concreto armado se estas atenderem a condi¢des de ductilidade que permitam atingir
a configuracdo de equilibrio idealizada sem antes entrar em colapso. Esta limitagdo ¢
comum a todos os procedimentos de analise de estruturas de concreto baseados na

Teoria da Plasticidade, tal como o Método de Bielas e Tirantes.

2.3. Contribuicao do trabalho e sua situa¢iao no contexto geral.

A referéncia Hoogenboom (1998) apresenta uma formulagdo do Método dos
Painéis Enrijecidos do tipo ndo linear incremental, considerando-se os painéis como
submetidos a tensdes normais e de cisalhamento. Tal referéncia consiste na principal
fonte bibliografica para o desenvolvimento do presente trabalho.

Baseando-se em Hoogenboom (1998), o presente estudo apresenta, como
contribuicdo, uma formulagdo do MPE destinada a andlise linear e nao linear,
incremental iterativa, implementada usando o ambiente MATLAB. Outra contribuig¢do
do estudo aqui apresentado consiste na apresentacdo de comparacdes de resultados

obtidos pelo MPE com outros correspondentes a diferentes procedimentos.

10
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Capitulo 3
Enrijecedores

3.1. Introduc¢ao

Os enrijecedores sdo elementos lineares que absorvem apenas esfor¢co normal,
sendo considerados como desprovidos de qualquer rigidez a flexao.

Uma vez que os enrijecedores transmitem somente esforco normal, tais
elementos podem estar totalmente tracionados ou comprimidos, ou apresentar trechos
submetidos a tracao e a compressao.

Para o dimensionamento dos enrijecedores, supde-se que os esforcos de tracao
sdao absorvidos pelas armaduras de ago e, nas regides comprimidas, que os esforcos
normais sao absorvidos pelo concreto ou, no caso de compressao excessiva, também por

armaduras de acgo.
3.2. Matriz de rigidez do enrijecedor

Para se determinar a matriz de rigidez de um enrijecedor emprega-se o Principio
da Minima Energia de Deformagdo Potencial Complementar (ver por exemplo Shames,
1989). Como definido na Mecanica dos Sélidos, em um determinado ponto de um corpo

submetido a um estado uniaxial de tensdo, a energia de deformacdo especifica

complementar ¢ dada por:
u, = J.g do (3.1)
0

onde ¢ ¢ a deformagdo axial e o a correspondente tensao. Em um dado volume V do

corpo a energia de deformacdo complementar total ¢ definida pela expressao:

11
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14

ou ainda, usando a equacgdo (3.1),
Uc=[ [edoav (3.3)
I

No caso de um enrijecedor, admitindo que a se¢do transversal ¢ constante ao

longo de seu eixo, a tensao normal em qualquer ponto ¢ dada por

__N()
A

(3.4)
sendo N(x) o valor do esforgo normal atuante na secdo tranversal de area 4 e definida

pela coordenada x. Substituindo-se (3.4) em (3.3) e considerando-se que dV = Adx,

resulta

N(x)

U, = j £(N(x))dNdx (3.5)

S —_—

onde / representa o comprimento do enrijecedor.

No modelo aqui apresentado, o enrijecedor ¢ suposto como um elemento de
barra submetido a for¢as concentradas f; e f; em suas extremidades 1 e 3,
respectivamente, e a for¢cas uniformemente distribuidas ¢ ao longo de seu comprimento,
conforme mostrado na figura 3.1. Desta forma, o esfor¢o normal varia linearmente ao
longo do enrijecedor, como ilustrado na figura 3.2, com uma distribuicdo dada pela

equacao (3.6).

N(x)= Kz-%)m +§N2} (3.6)

12
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! |
| |

N 1 2 q 3 /s
P 6 =p = - = = @ = = = = - E
! U, iy

‘ ~

Figura 3.2 - Esfor¢os normais atuantes em um enrijecedor.

As grandezas N; e N; representam os valores do esforco normal em x=0 e
x =1, respectivamente.
O trabalho realizado pelas forgas externas atuantes sobre o enrijecedor pode ser

obtido através da seguinte expressao:
l
P=fu,+ fu; +qJ.u(x)dx (3.7)
0

Sendo u; e u; os deslocamentos nas extremidades 1 e 3, respectivamente, € u(x) o
deslocamento axial em um ponto genérico de coordenada x.

Por consideracdes de equilibrio, admitindo-se que esforcos normais de
compressao sdo negativos e aqueles de tragdo sdo positivos, t€ém-se as seguintes relagdes

entre as forgas externas ¢ os esfor¢os normais N; ¢ N,:

f= -, (3.8)

13

Dissertagdo de Mestrado de Jodo Gilberto Teixeira Silva



Contribuicdo ao projeto de elementos estruturais de concreto armado com descontinuidade através do
Modelo de Painéis Enrijecidos

f3 =N,
(3.9)

Jo=q=(N,-N,)/l
(3.10)

Fazendo-se a substituicdo das equagdes (3.8), (3.9) e (3.10) em (3.8), tem-se

entdo a seguinte expressao para o trabalho das forgas externas:
] 1
P==Nu, + Nty + j (N, = N, Ju(x )dx (3.11)
0

Definindo-se o deslocamento no ponto médio do enrijecedor pela equagdo

l}

U, :%ju(x)dx (3.12)

0

o trabalho das forgas externas pode ser obtido em fun¢do dos deslocamentos nodais pela

seguinte expressao
P=-Nu, +N,u; +(N,— N, )u, (3.13)

Assim, a energia pontencial complementar total em um enrijecedor, /7 =U_, - P, pode

ser expressa pela equagao:

I N(x)
7= j j &(N(x))dNdx + Nu, = N, — (N, = N, Ju, (3.14)
0

0

14
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Aplicando-se o Principio da Minima Energia de Deformagdao Potencial

Complementar, tem-se

olr1
=0
N, (3.15)
ol7
=0
N, (3.16)
Com isso, usando-se a condicao (3.15) e a equacdo (3.14), resulta
o1t "¢ d
o " I I N le( N(x ))JdNdx +u, —u, (3.17)

Usando-se a regra da cadeia para obtengdo da derivada que figura no integrando

da equagdo (3.17) e a expressao (3.6), obtém-se

d de dN de¢ X
dn, [E(N(x))]zﬁle =E(l_7j (3.18)

e dai, substituindo-se (3.18) em (3.17) e fazendo-se a integragao em N(x), resulta

oI7
oN,

:I(l—%)g(N(x))dx+u1 —u, =0 (3.19)

Desenvolvendo-se de maneira analoga a condi¢do (3.16), chega-se na equacao

(3.20).

oI7
oN,

= j [ﬂg(}v{x ))dx +u, —u, =0 (3.20)

15
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Definem-se como deslocamentos generalizados os valores e, € e, dados por

e =u, —u (3.21)

6 =U; Uy (3.22)

ou, em forma matricial,

te}=[Bliu} (3.23)

onde
€

te}= {ez} (3.24)
u,

= Zz (3.25)
)

B{ . ]} (3.26)

Através de (3.19) e (3.20), os deslocamentos generalizados podem ser obtidos

por
e =] (1 - %jg(N(x ))dx (3.27)
e, = l G}(N(x))dx (3.28)
16
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Os coeficientes de flexibilidade do enrijecedor sdo definidos pela seguinte

equacao:

da qual, usando (3.27) e (3.28), resulta a matriz de flexibilidade de ordem (2 x 2) dada a

seguir:

j(]_fjwdx j‘[]_fjd[g(N(x)]dx

A dN1 A dN2

Fo=" dlelN L\ (N (x)] (3.30)
J(E) [e(N(x)] m S(N(]
'\ 1 dN 1 '\ dN2

ou, ainda,

(3.31)

Para o caso particular de um enrijecedor elastico linear com rigidez axial

constante EA, a matriz de flexibilidade ¢ dada por

1 1

_ 13 6
s—ai 1 (3.32)

6 3

Quando de/dN variar ao longo do enrijecedor, as integrais que aparecem na
equacdo (3.31) sdo resolvidas por integragao numérica. Para isto utilizam-se as relagdes

constitutivas apresentadas na secdo 3.3 deste capitulo e a regra de Quadratura Gaussiana

17
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com quatro pontos de integracdo mostrados na figura 3.3. Na tabela 3.1 estdo indicados

os elementos usados para realizar a referida integracdo numérica.

Tabela 3.1- Parametros para integracdo numérica de Gauss

Ponto de integragao(i) X, Peso (w,) Esfor¢o Normal (N(x; ) )
1 0,071 0,35 0,93NI1+0,07N2
2 0,331 0,65 067NI1+033N2
3 0,671 0,65 033NI1+0,67N2
4 0,931 0,35 0,07N1+093N2
N(0,931)
No,351)  MOE7L)

Nf0,071)

N2
Ni

0,071 0,331 0,671 0.931

Figura 3.3 - Pontos de integracao de Gauss para um enrijecedor.

Com isso, os coeficientes de flexibilidade do enrijecedor sdo calculados pelas seguintes
expressoes:

4 x.\( de
<"1 ) \an), (3.33)

< x| x ) de
oS- ) o

18
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F,=F
21 12 (3.35)

‘(x, 2 de.
F, _2(7] (deiWi (3.36)

1

de ). .. de o, . ~
O termo Y indica o valor de N correspondente ao i-¢simo ponto de integracao.

1

Conhecida a matriz de flexibilidade do enrijecedor, pode-se obter a matriz de

rigidez do mesmo através da equacao:
[k 1=[8]"[F][8] (3.37)

entdo, para o caso de um enrijecedor eldstico linear, introduzindo (3.26) e (3.32) em

(3.37), resulta a seguinte matriz de rigidez

1y 4 -6 2
KS :T - ]2 —6 (338)
2 -6 4

3.3. Relacoes constitutivas
3.3.1. Enrijecedor tracionado com concreto nio fissurado
Para qualquer solicitacdo em que as tensdes de tracdo atuantes no enrijecedor

ndo provocam fissuras, tanto o ago quanto o concreto sdo admitidos no regime elastico

linear e, portanto, as for¢as atuantes em tais materiais sdo dadas, respectivamente, por:

N = Eg4ge (3.39)
N.,=EAe (3.40)
19
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onde

E - médulo de elasticidade do ago;
E_ - médulo de elasticidade do concreto;

¢ - deformagao axial do enrijecedor;

A, - area da armadura longitudinal de ago;

A_- area da se¢do transversal de concreto.

Assim sendo, o esfor¢o normal N atuante ao longo do enrijecedor pode ser obtido pela

seguinte equagao:

N=(E,A;+E.A )e (3.41)

Introduzindo-se o parametro ¢ = ES AS em (3.41), resulta a seguinte expressao

c c

para a deformacao axial

o N
“EA0 D (3.42)

3.3.2. Enrijecedor tracionado com concreto fissurado e sem escoamento da
armadura

Através da equagdo (3.41), o esforco normal N correspondente a primeira

fissura do concreto de um enrijecedor tracionado pode ser obtido por
N,=¢,EA(1+S) (3.43)
onde ¢, indica o valor da deformagdo associado a resisténcia a tragdo do concreto f,,,

dada por (Collins ef al. 1996)

20
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fo=6,E =033f (3.44)

sendo f, a resisténcia do concreto a compressdo. Em (3.44) deve ser usado MPa como

unidade de tensao.

Introduzindo (3.44) em (3.43), resulta a seguinte expressdo para o esforco
normal de fissuragdo do concreto:

N, =f,4.(1+&) (3.45)

Com o concreto fissurado, ou seja para N > N, ,a deformagdo média do enrijecedor
tracionado varia com o esfor¢co normal através de uma relagdo ndo linear (Ghali & Favre
1994). O Eurocode 2 (1991) [art 4.4.2.4 (4.81), p 171] sugere a seguinte expressao

empirica, relacionando a deformacgdo axial média e o esfor¢o normal no enrijecedor:

N? - N?

&= 3.46
E AN (3.46)

onde o parametro N, ¢ dado por

N, = m (3.47)

3.3.3. Enrijecedor tracionado com concreto fissurado e armadura escoando

Apo6s o escoamento do ago e a fissuracdo do concreto, a peca teoricamente nao
apresenta capacidade para resistir a acréscimos de esfor¢o normal. Assim sendo, neste
regime de solicitacdo, o céalculo da derivada de/dN leva a erros ou problemas
numéricos no modelo computacional. Baseando-se em Hoogenboom (1998), a presente
formulagdo utiliza a seguinte relagdo entre a deformagao média e o esforgo normal para

obtencao da referida derivada:

21
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_ N, -N; N 10n(N-N,,)

“TEAN,  EA +E, (3:48)
onde
=5 (3.49)
E.
Ny =4s], (3.50)

Em (3.50), o pardmetro f| indica a resisténcia ao escoamento do ago.

3.3.4. Enrijecedor comprimido sem esmagamento do concreto e sem escoamento da

armadura

Para o caso do enrijecedor comprimido, adota-se a seguinte relagdo

constitutiva para o concreto:

2
| L& &
o =—f]22-| = (3.51)
. &

& c

onde:

&, - deformacgdo do concreto correspondente a resisténcia f/

o, - tensdo de compressao no concreto.

Na equacao (3.51), admite-se que as deformagdes e as tensdes de compressdo sao

negativas, enquanto que a resisténcia do concreto a compressdo, f, é tomada como

positiva. E encontrada na literatura a seguinte relagio para avaliacdo da deformagdo

correspondente ao ponto de tensdo maxima:

22

Dissertagdo de Mestrado de Jodo Gilberto Teixeira Silva



Contribuicdo ao projeto de elementos estruturais de concreto armado com descontinuidade através do
Modelo de Painéis Enrijecidos

f!
g =—-2=¢
P E (3.52)
O esfor¢o normal atuante no enrijecedor comprimido pode ser obtido por
N=0,4 +044 (3.53)

Substituindo-se a equagdo (3.51) em (3.53) e admitido que o3 = Ege quando a

armadura ndo estiver escoando, resulta a seguinte expressao:

2
N=—f4, 23—(3] + Ege A (3.54)
(C;C g(,’
da qual obtém-se
2 N
E=E, ]+§-\/[(1+§) +f' j (3.55)

3.3.5. Enrijecedor comprimido com esmagamento do concreto e sem escoamento

da armadura

Quando o concreto sofre esmagamento, todo o esfor¢o de compressdo ¢
transferido para o ago. Nesta situacdo, a armadura pode entrar em regime de
escoamento, nao resistindo a acréscimos de esfor¢o normal. Com isso, assim como na
situagdo descrita no item 3.3.3, o valor da derivada de/dN tendera para o infinito,
gerando erros ou problemas numéricos no modelo computacional. Para contornar tal
situacdo, Hoogenboom (1998) propde o uso da seguinte expressdo para avaliagdo da

deformacgado axial em funcdo do esfor¢o normal atuante no enrijecedor:

23
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P L/
 EJA,+E.A.

(N-N,) (3.56)

onde N, ¢ dado pelo maior dos valores, em modulo, calculados pelas expressdes abaixo

apresentadas.
N, ==flA,(1+&) (3.57)
N, ==f/4. -4/, (3.58)

3.3.6. Enrijecedor comprimido sem esmagamento do concreto e com escoamento

da armadura

Nas regides comprimidas do enrijecedor, duas relagcdes constitutivas podem ser
utilizadas, a primeira para o caso em que o valor absoluto da deformagdo
correspondente ao esmagamento do concreto ¢ maior do que o valor absoluto da
deformacao de escoamento do ago e, a outra, para o caso contrario.

Quando o ago entra em escoamento, admitindo-se que 0o mesmo tem um

comportamento elastoplastico perfeito, tem-se:
os= [, (3.59)

Assim, usando as equagdes (3.51) e (3.59), resulta a expressdo abaixo

apresentada para o esfor¢co normal.

N=—f'A 2i-[—J - £ A (3.60)

24
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Resolvendo a equagdo (3.60) para ¢, obtém-se:

e=¢,|1- |[I-——= (3.61)

sendo os termos N, e N. dados pelas equagdes (3.62) e (3.63), respectivamente.

N, = Agf, (3.62)

N. = [l4 (3.63)

Dependendo da relagdo entre a deformacdo de escoamento do ago e a
deformacao correspondente a resisténcia do concreto comprimido, o enrijecedor pode
apresentar duas relacdes constitutivas. Uma delas, mostrada na figura 3.4,
correspondente a situacdo em que o esmagamento do concreto acontece depois de
ocorrido o escoamento da armadura. A outra, ilustrada na figura 3.5, retrata a situagdo
inversa, ou seja, quando ocorre o esmagamento do concreto antes do escoamento do
aco.

Para ilustrar, suponha um enrijecedor confeccionado com um concreto de 30

MPa e armado com ago CA-25 ( f, =250 MPa). Neste caso, tem-se &, =-0,002 ¢
g, =-0,00119. Assim sendo, 0 ago entra em escoamento antes de ocorrer a ruptura do

concreto e, portanto, deve ser utilizada a relagdo constitutiva mostrada na figura 3.5. Se

o enrijecedor acima citado fosse armado com ago CA-50 (f, =3500MPa), as
deformagdes limites dos materiais teriam os valores &, =-0,002 ¢ £, =-0,0024

implicando na necessidade do uso da relacdo constitutiva representada na figura 3.5.

25
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& [-—
Nt Nfl" £ 4 |
(= ol | >
I
| //" NcrNrI" N
|
e,

Figura 3.4 - Relacao constitutiva do enrijecedor quando o esmagamento do concreto

ocorre depois do escoamento das armaduras.

Figura 3.5 - Relacgao constitutiva do enrijecedor quando o esmagamento do

concreto ocorre antes do escoamento das armaduras.
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3.4. Dimensionamento das armaduras dos enrijecedores

O dimensionamento das armaduras nas regides tracionadas dos enrijecedores
pode ser feito admitindo-se que o concreto sob tracdo nio oferece resisténcia ao esforco
normal, sendo o mesmo absorvido apenas pelo aco. Assim sendo, a area de ago da

armadura de tragcdo ¢ dimensionada pela seguinte expressao:

Nt
Ag =—22 (3.64)
N fy ]
onde
N3 .. - Valor de célculo do esfor¢o normal de tragéo;

/4 - tensdo de escoamento de calculo do ago.

Em caso de projeto estrutural, os valores de calculo acima referidos sdo obtidos
através da introdugdo de coeficientes de seguranca recomendados pelas normas de agdes
e seguranga estrutural.

Para o caso de regides comprimidas, somente se faz necessario o calculo de
armadura quando o valor da tensdo atuante superar a resisténcia do concreto a
compressao. Em tal situacdo, a armadura comprimida ¢ dimensionada para absorver a
parcela do esfor¢co normal que excede a aquela que corresponde a resisténcia da se¢do

de concreto, conforme ilustrado pelas equacdes (3.65) e (3.66).

N;,max = f;d (hebw - AS ) + f:vd‘AS (365)

N;max - f;’d he bw

45 = (3.66)
’ (f yd fcd)
Nas expressdes acima, tem-se:
N} . - valor de célculo do esfor¢o normal de compressao;
h, - altura do enrijecedor;
b, - largura do enrijecedor.
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Capitulo 4

Painéis

4.1. Introducao

No modelo de painéis enrijecidos (MPE) considerado no presente estudo, os
painéis sdo admitidos com um formato quadrilateral qualquer, tendo suas faces
solicitadas apenas por tensdes tangenciais, 7,, conforme mostrado na figura 4.1. Para
efeito de andlise, sdo associados a cada painel graus de liberdade paralelos as suas

respectivas faces, como ilustrado na figura 4.2 (Hoogenboom 1998).

Figura 4.1- Geometria do painel e tensdes atuantes

a_ V!
— :.\\{ 3
\\ Uy
\ 1
Y 2,
J Uy -/" b2
ﬂl \ {’ 2
\
LA
lk\(:)\c >
fi

Figura 4.2-Ac¢des e deslocamentos nos pontos nodais do painel
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4.2. Matriz de rigidez do painel
4.2.1. Relacgdes de equilibrio

Com base na figura 4.1, as relacdes de equilibrio do painel, expressas pelas
nulidade das somas de forgas nas direcdes x € y € de momentos das mesmas em relacao

a origem dos eixos, sdo dadas por

0=ttl,cosO, +1,tl,cos0,+t,tl,cos0, + 1l cosb, (4.1 a-b)

0=1,tl,sen0, + t,tl,senl, + t,tl, senl, + v tl, send, (4.2 a-b)

> M=0

0= t,tl,cos0,y, +1,tl,senl,x,-1,tl, cos,y, +t,tl, sen0,x, - (4.3 a-b)

T,tl,cos0,y, Tt tl, senl,x; -t tl, cos0,y, + T, tl, senl,x,

Os termos cos0 ; e senB ;, que figuram nas equagdes acima, podem ser obtidos

em funcao das coordenadas dos vértices do painel pelas seguintes equagoes:

X, - X ; send), = Y2V
[, [,

cosO, =

X3 - Y3-)> (4.4 a-h)

cosO, = ; senl, =

29

Dissertagdo de Mestrado de Jodo Gilberto Teixeira Silva



Contribuicdo ao projeto de elementos estruturais de concreto armado com descontinuidade através do
Modelo de Painéis Enrijecidos

X, -X;

: S€n03 — Vi~ DV3

cosO; =
[
3 3

X, -X,

; send, = Yi-DVy4

COS94 =
l
4 4

os quais quando substituidos em (4.1 b), (4.2 b) e (4.3 b) resultam

O0=7,(x,-x,)+7,(x5-%,)+7;(x,-%x;)+7,(x,-x,) 4.5)

0=7,(y,-y, )+7,(Y; -V, )+T(y, -y )+T,(y,-V,) (4.6)

0=7,(x,y, =%, )T To(X,05 - X0, ) T T5( X3, - %, 93 ) Y T,(%,9,-%,,) 4.7)
onde:

t - espessura do painel;

X,;X,, X;,x, - valores das coordenadas x dos vértices do painel;
Y,; ¥, Y;, v, - valores das coordenadas y dos vértices do painel;
[,;1,;1;;1, - medidas dos lados do painel;

7,,7,,7;,7,- tensOes de cisalhamento atuantes nas faces do painel;

0,,0,,0,,0,- angulos entre os lados do painel e o eixo x do sistema de referéncia (Fig
4.1).
Hoogenboom & Blaauwendraad (2000) definem como tensdo generalizada 3 a

grandeza dada por

1
p :Z(—T] +7, -7, +T, )t (4.8)

que, juntamente com as equacdes de equilibrio (4.5), (4.6) e (4.7), leva ao seguinte

sistema de equagdes:
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c, C, C (||t 0
S S, S, S, || 0
1 2 3 4 2 — (49)
noon n Tt 0
-1 1 -1 1||r, 4B/t
onde os termos C;, S; e 1; sdo dados pelas conjunto de equacdes abaixo:
C=x,-x, ;C=x;-x,;, C;=x,-x;;, C,=x,-x,
Si=2-Vr 7 S=Yi-Y S S5=y sl Sy=Y -y (4.10 a-m)
Fir =XV, =XY; 5 B =X)Y3-X3Y, 5 Vs = X3V, =Xy V35 Vy =XV -X1)y
Usando a regra de Cramer em (4.9) para determinar a tensdo z,, tem-se
0 C, C, C,
0 S, S S,
0 A
4p/t 1 -1 1
T, = (4.11)
C, C, C, C,
S, S, S, S,
i ho N
4p/t 1 -1 1
31
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ou, ainda, aplicando a regra de Laplace para calculo de determinantes,

c, ¢ C
4ﬂ 2 3 4
_TSZ Ss S4
B r, 1 7,
“Tle, ¢ ol ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ o, ¢ c, (4.12)
S, S, S+SS SA+S S, S+S S, S
oo n\n n n\n no npgn non
Em forma mais compacta, a equagdo (4.12) pode ser expressa como
—4£k,
r = t (4.13)
Tk
f
sendo
k, =k +k,+k;+k, (4.14)
e
Cz C3 C4 C] C3 C4
k=S, S S,/ ; k=I5, S; §,
r, 1 A
(4.15 a-d)
C, C, C, C, C, C;
k=S, S, S, s k=S, S, S
roor T, R A

Através da equagdo (4.13) e da figura 4.1, a forga que atua na face

correspondente ao lado /, do painel pode ser obtida pela expressio
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-4k,l
f = -4kl p (4.16)
ky
Analogamente, determinam-se as forcas f,, f; e f, atuantes nas demais faces do
painel por
4k,l
ﬂ?fﬁ (4.17)
!
-4kl
f,= kLB (4.18)
ky
4k,
ﬁ?fﬁ (4.19)

7

Utilizando as equagdes (4.16) a (4.19), pode-se escrever a relacdo entre o vetor

das forcas no painel, {f}, e a tensdo generalizada, 3, como segue

{ri=la"] s (4.20)

onde

UY =156 fa
(4.21 a-b)

4
()= kit kls ks k]
;

4.2.2. Energia Potencial Complementar do painel
Na presente formulacdo o Principio da Minima Energia Potencial Complementar

¢ utilizado para a determinacdo da matriz de rigidez do painel. Considerando a figura

4.1, a energia potencial complementar do painel ¢ dada pela equacao
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I, = tJH:,dAP - tJrIu;dll - tjrzu'zall2 - 513u;dl3 - l‘JTM;dL, (4.22)

1 2 3 4

onde I7, ¢ a energia potencial complementar por unidade de volume e 4, ¢ a area da
superficie do painel. As tensdes 7,,7,,7; € 7, sdo consideradas como constantes ao

longo das faces do painel, enquanto que as componentes dos deslocamentos ao longo

das mesmas, u;,u,,u; e u,, sdo assumidas com variagdo linear ao longo dos lados
[,,1,,1; e [, respectivamente. Desta tltima hipotese, resulta que a integral ju;dli ¢

dado por u,/,, onde u, ¢ o valor de u,; no meio da face i do painel. Com isto a equagdo

1

(4.22) pode ser reescrita na seguinte forma

1. = tJH;dAp ~trul, - trounl, -ty - tr,ul, (4.23)

ou, ainda, usando as equagdes (4.16) a (4.19),

4k11118_ 4kzlzﬁ+ 4k3l3ﬁ_ Ak Lp

u u u
kf ’ kf ’ kf ! kf

II. = tJH:,dAP +u, (4.24)

Introduzindo a relagdo entre os deslocamentos nodais do painel e a deformacao

generalizada, e, dada por

e=[B"]J{u” ] (4.25)

em (4.24), obtém-se

I, =t JH;dAP _eff (4.26)
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4.2.3. Determinac¢io da rigidez do painel

Usando a equagdo (4.26) e aplicando o Principio da Minima Energia Potencial

Complementar, obtém-se a expressao:
d , _
-gg(ééyndﬂp)—e——O (4.27)

de onde resulta a seguinte equagdo para a deformagao generalizada:

e:ﬁ-ﬁmwp
ap| $ (4.28)

A energia de deformagdo complementar por unidade de volume, 17, é dada pela

area sobre a curva 7 xy da figura 4.3, ou seja,

Uzﬁm (4.29)

Figura 4.3 - Relacdo constitutiva do painel
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De acordo com a figura 4.3, a distor¢ao no painel, ¥, pode ser relacionada ponto

~ 7 4 . . . *
a ponto com a tensdo 7, através do modulo de rigidez trasversal secante na origemG

pela equacao

)

- (4.30)

Admitindo que o painel estd submetido a uma tensdo de cisalhamento constante

eigual a %, chega-se, através de (4.8), (4.28) e (4.30), a seguinte expressao:

A, d tp
:T_ﬂ J (4.31)

Assim, como

¢ uma funcdo de B, f (/S ), resulta de (4.27) a relagdo entre a

*

tensdo e a deformacao generalizadas:

[D]= % = {ﬁ} (4.32)

Usando (4.8), (4.25) e (4.32) obtém-se a seguinte relacao entre a distor¢cao do

painel y e o vetor de deslocamentos nodais {u”}:

y =% (4.33)

P

Da mesma forma que se fez para os enrijecedores, a matriz de rigidez do painel ¢

calculada pelo triplo produto matricial mostrado na equagao (4.34).

[K,]=[B"]"[D][B"] (4.34)
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4.3. Dimensionamento das armaduras dos painéis

O painel ¢ um elemento de membrana quadrilateral, com duas dimensdes
preponderantes, e que apresenta uma armadura disposta em forma de grelha, com
armaduras na direcdo vertical e na direcdo horizontal, formando assim uma malha
ortogonal. Para o dimensionamento das armaduras toma-se como base o esquema

mostrado na figura 4.4.

% % !
o
“E Tc
—- —-
T Tt T ‘ T
- —- - — —
0 l 0 Oye l G

o o N

Figura 4.4 - Superposicao de esfor¢os em um elemento de membrana
O esquema da figura 4.4 mostra as tensdes atuantes em um elemento de
membrana em concreto armado, decomposto em concreto e armaduras, onde € suposto
que as tensdes cisalhantes sao absorvidas unicamente pelo concreto € as tensdes normais

pelos dois materiais, conforme descrito pelas equacdes (4.35), (4.36) e (4.37).

UX = O-xc' + pSXGSX

(4.35)

O =0 E +pSVO'S)
S (4.36)
T=1, (4.37)
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Os termos que aparecem nestas Ultimas equagdes tém os seguintes significados:

o,,0,- tensdo normal atuante total nas dire¢des x e y, respectivamente;

0,.,0,. - tensdo normal atuante no concreto nas dire¢des x €'y, respectivamente;

xc’

o

sx

o, - tensdo normal atuante no aco nas diregdes x e y, respectivamente;

7 - tensao cisalhante no elemento de membrana;

7. - tensdo cisalhante atuante no concreto do elemento de membrana;
Py Py~ taxas de armaduras nas diregdes x e y do elemento de membrana,

respectivamente.
Fazendo uma analise de tensGes do elemento, sem as armaduras, mostrado na

figura 4.4, t€ém-se as seguintes equagdes de equilibrio:

_ 2 2
0, =0,C08 a+0, sen" a (4.38)
2 2
o.,.=0,c08 a+0, sen a (4.39)
onde

0,.,0,. - tensdes principais atuantes no concreto do elemento de membrana; e

a - angulo que define as dire¢des principais de tensdes.
Para efeito de dimensionamento das armaduras, admite-se que a tensdo principal

de tra¢do o, € nula.
Admitindo-se que as tensdes o, € o, sdo nulas e que todas as armaduras estdao

escoando, resultam de (4.35), (4.36), as seguintes equagdes:

Pofn= -0, cos’ o (4.40)
Pyt = -0y sen’a (4.41)
onde

Se» [, - tens@o de escoamento do ago nas dire¢des x ey, respectivamente.

Através de (4.40) e (4.41), obtém-se:
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tgza _ psyfyy
psxj;)x

(4.42)
A figura 4.5 mostra as tensOes principais ¢, € o, atuantes em um elemento de

membrana em estado de cisalhamento puro, as quais estdo relacionadas com a tensdo

cisalhante 7 através das equacdes (4.43) e (4.44).

1
\ T // i
<] al
T,
T P VoLt
il I
| 2NN
T

Figura 4.5 - Tensoes principais no elemento de membrana em cisalhamento puro

o,=2tsenacosa (4.43)

o, =-2rsenacosa (4.44)

Para se determinar as taxas de armadura nas dire¢des x e y € assumido que a
tensdo principal de tracdo na direcdo 1 (figura 4.5) ¢ absorvida pelas armaduras

dispostas nas dire¢des x e y, conforme mostra a figura 4.6.

Figura 4.6 - Tensoes de tracao nas armaduras
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As forgas atuantes nas armaduras dispostas nas direcdes X e y apresentam como

resultante na dire¢do principal 1 uma for¢a Frs dada por

Frg= A, [, seno+ A f, cosa (4.45)
sendo
A, A,, - areas de ago nas diregdes x ey , respectivamente.

As taxas geométricas de aco nas direcdes x e y sdo dadas por:

p — SX ASX
YA, tsena (4.46)
4, 4,
v =, = 4.47
Po A, tcosa (4.47)
onde
A,.,4,, - area de concreto nas diregdes X ey, respectivamente;

t - espessura do painel.

Fazendo Fj, = o,t na equacdo (4.45) e utilizando (4.46) e (4.47), chega-se com

0, = Pofon sen’ o+ 2 cos’ o (4.48)

Dividindo os termos da equagio (4.48) por cos’a e introduzindo (4.42) e

(4.43), resulta a seguinte expressao para a taxa geométrica de armadura na direcao y:

T
p,, = o tga 4.49
T (4.49)

Analogamente, encontra-se para a taxa geométrica correspondente a direcdo x a

equacao:
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1

Py =——— 4.50
iga f,, (4:50)

4.4. Relacio tensao - deformaciao nao linear do painel

Esta relacdo ¢ importante para determinar a rigidez do painel em cada iteracao

da analise ndo linear
4.4.1. Relacoes constitutivas dos materiais

As relagdes constitutivas para o concreto utilizadas no presente estudo foram
propostas por Collins & Mitchell (1997).
Para o concreto tracionado, a relagdo entre a tensao principal e a correspondente

deformagdo ¢ dada por

o, =E.z¢, se g, < 0,00008

. (4.51 a-b)

0, =——F—7——
1+ [500¢,

se £, >0,00008

onde:

a, =1, para barras com nervuras;

a, = 0,7, para barras lisas;

a, = 0, para barras ndo aderentes;

a, =1, para carga rapida monotonica;

a, =0,7, para carga mantida e ou ciclica;

o, =033f ;

f- resisténcia a compressdo do concreto em MPa.

Os autores acima referidos propdem a seguinte relagdo entre as tensdes

principais de compressdo e as respecticas deformacdes:
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2
O-Zc = GZcmax 2(%) - (%j (452)

onde

= f! ; 4.53
O-Zcmax_ c _0,3481 ( . )

0,8
&

c

As deformagdes principais ¢, e &, podem ser obtidas pelas relagdes do circulo
de Mohr em funcao das deformacdes do painel referidas aos eixos x e y.
Na formulagdo empregada neste trabalho o ago ¢ considerado como uma

material elastoplastico perfeito.
4.4.2. Capacidade de transmissao de tensdo através das fissuras

Um dos problemas encontrados para a formulagio do MPE consiste na

determinagdo das tensdes o,,0, € 7, , atuantes em um painel fissurado, a partir das

xy

deformagdes correspondentes ¢,,&, € y,,. Para isso, no presente trabalho, ¢ utilizada a

Teoria do Campo de Compressao Modificado, proposta por Vecchio & Collins (1986).

A figura 4.7 mostra as tensdes atuantes em um plano 1-1, paralelo as fissuras e
localizado entre duas delas, e ao longo do plano 2-2 que coincide com a superficie de
uma fissura. Na superficie de uma fissura as tensdes de tragdo do concreto sdo nulas,
podendo existir tensdes de cisalhamento v, e de compressdo f,, quando as armaduras
em pelo menos uma das diregdes estiverem escoando (Vecchio & Collins 1986). Nesta
situacdo, as ultimas tensdes acima citadas sd3o necessarias para manter o equilibrio do
elemento de painel e surgem devido a rugosidade da superficie fissurada a qual ¢ gerada

pelo intertravamento dos agregados (figura 4.8).
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Figura 4.7 - Tensdes atuantes em uma se¢ao entre fissuras e ao longo de uma fissura
-Vecchio & Collins (1986)

Figura 4.8 - Tensdes devidas ao intertravamento dos agregados

-Vecchio & Collins (1986)

Para a dire¢ao perpendicular as fissuras, a for¢a resultante sobre o plano 1-1

deve ser equivalente aquela atuante no plano 2-2, levando a seguinte equagao,

O, +0,p, senasena+o,p,, cosacosa =

(4.54)
Oy Py SENASENA + 0, P, COSACOSA
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onde

0,0, - tensdes nas armaduras dispostas nas diregdes x e y, respectivamente, em uma

regido entre fissuras;

o..,0 - tensdes nas armaduras dispostas nas dire¢des X e y, respectivamente, em

sx,cr’ 7 sy,cr
uma fissura;

o,.- tensdo de tragdo atuante no concreto existente entre fissuras;

a - angulo de inclinacdo das fissuras.
Em (4.54), as tensdes de compressdo o,; foram desprezadas.

Resolvendo a equacgdo (4.54) para )¢, chega-se na equagao

=(o, ., -0, )p.sen’a+(c

sx,cr

o, er " asy)psy cos’ a (4.55)

c

Fazendo o mesmo para a dire¢@o paralela as fissuras, resulta a equagao

O Py SENACOSA + O\, P, SENACOSA =

(4.56)
Ve = O g or Py SENACOSA + T P SENALCOS A

cl

Através de (4.56), obtém-se a seguinte expressao para a tensao cisalhante v
vci = [psx(o-sx,cr - O-sx) - psy(o-sy,cr - O-S)) )] Sena Cosa (4'57)

De acordo com Collins & Mitchell (1997), o valor de v ¢ limitado pela
expressao (4.58), a qual depende da abertura da fissura, wy, do didmetro maximo do

agregado graudo, a, e da resisténcia do concreto a compressao.

0,18\/f!(MPa)

VAM =
ciMax 24W 4.58
03+ 1 (4.58)

a+16

Segundo os mesmos autores, a abertura média das fissuras pode ser avaliada

pela seguinte equagdo
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W, = &5, (4.59)

onde:
¢, - deformacdo principal de tracdo; e
s, o - distdncia média entre fissuras.

O CEB-FIP Model Code (1978) sugere a seguinte expressao para a avaliagdo da

distancia média entre fissuras:

1
Smo ™ sena | cosa (4.60)

S S

mx my

onde

s, - distdncia média entre fissuras na direcdo x;
s,,, - distdncia média entre fissuras na direcdo y;

a - angulo de inclinacdo das fissuras em relagao ao eixo x.

As distancias médias entre fissuras s, ¢ s, sdo calculadas através da equagéo

genérica

.

pef

s
s, :2(C+EJ+K]K2 (4.61)

onde
s- espacamento maximo entre as barras na dire¢cdo considerada (x ou y);
c- cobrimento das armaduras;

d, - didmetro das barras da armadura na dire¢do considerada;

K= 0,4, para barras nervuradas ou K; = 0,8, para barras lisas.

O coeficiente K, ¢ dado pela equacdo

L 0.25(¢] +¢&5)

K ,
? 2&!

(4.62)
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sendo

e? e &b - deformagdo maxima e minima de tragdo, respectivamente, dentro da area

efetiva de concreto, definida conforme a figura 4.10.

A taxa efetiva de ago, p.r, ¢ dada pela seguinte equacao
AS
Py = A_f (4.63)

onde As € a drea de ago na dire¢o considerada e 4, € a chamada drea efetiva, definida

como mostrado pelas regides hachuradas da figura 4.9.

7,5d, |

%
Y
0

7.5ds
7.5d,,
7.5d, ’V 7 %
7.5d
-;,st i / % Zé
e

Figura 4.9 - Esquema ilustrativo da area efetiva

Como no painel as deformagdes t€m distribuicdo uniforme nas direcdes x e y

(e =¢)), entdo, K,=0,25.
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4.4.3. Procedimentos para obtenc¢do da tensdo de cisalhamento do painel na analise

nao linear

As tensdes de cisalhamento atuantes nas bordas de um painel podem ser obtidas

a partir do vetor de deslocamentos {u” }. Para isto adotam-se a hipotese de aderéncia
perfeita entre o ago e o concreto e os seguintes procedimentos:

1°) Determina-se a distor¢do 7., através da equagéo (4.33);
2°) Considerando-se nulas as deformagdes médias nas diregdes x e y (&, =g, =0)e
tendo-se o valor de y,,, obtem-se as deformagdes principais ¢, ¢ ¢,, e suas respectivas

dire¢des, pelas relacdes do circulo de Mohr das deformagoes;

3°) Utilizando-se as relag¢des constitutivas (4.51) e (4.52), determinam-se as tensdes
principais no concreto o, € O,,;

4% ) A partir das equagdes (4.35), (4.36), (4.38), e (4.39), chegam-se nas seguintes
expressoes para o calculo das tensdes atuantes nas armaduras

2 2
(o, sen"a+o, cos”a)
pSX

o =

sX

(4.64 a-b)

2 2
(o, cos"a+o, sen a)
Py

sendo a angulo entre a diregdo principal 1 e o eixo y (figura 4.5).

5°) Com valores de o, 0,,, 0, € 0, obtém-se as tensdes nas armaduras em uma

fissura o e o . e atensdo cisalhante v, através das equagoes (4.54) e (4.56).

sx,cr sy,cr

6° ) Caso o valor absoluto de v, ultrapassev

ciMax °

dado pela equagdo (4.58), adota-se
para v, este ultimo valor e, em seguida, recalcula-se o, o, ., € o, utilizando-se

novamente as equagoes (4.54) e (4.56);

7¢) Como 7, = 7., pela equagdo (4.37), resulta, usando o circulo de Mohr para as

tensoes, a seguinte expressao:
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O, . +0,

(4.65)

Através dos valores da tensdor,, e das correspondentes distorgdes 7, ,

determina-se a curva tensao - deformacao nao linear do painel. A figura 4.11 ilustra um

exemplo de tal curva.

" TiMFa)

Figura 4.10 - Curva tensdo - deformagao do painel
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