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RESUMO

CAVALCANTI, D.JH. (2006). Andlise da interacdo solo-estrutura atraves do emprego conjunto
dos Métodos dos Elementos de Contorno (MEC) e Elementos Finitos (MEF). 137p. Dissertacéo
(mestrado) — Programa de P6s-Graduacdo em Engenharia Civil, Universidade Federal de Alagoas.
Macei6. 2006.

Neste trabalho, propde s a andlise do comportamento mecanico da interagdo solo-estrutura
a partir do desenvolvimento de um cédigo computaciona utilizando-se uma formulacdo estética
conjunta do Método dos Elementos de Contorno (MEC) e do Método dos Elementos Finitos
(MEF) para o calculo de deslocamentos e tensdes em estruturas em contato com 0 meio semi-
infinito.

Assim sendo, pretende-se modelar a estrutura a partir de elementos finitos de placa DKT
(discrete Kirchhoff triangle) e utilizar o conceito da formulacéo do Método dos Elementos de
Contorno (MEC) para modelar o solo, considerando-o como um espaco semi-infinito e/ou infinito
e utilizando a solucdo fundamental de Kelvin. O acoplamento entre os meios é feito aplicando-se a
técnica de sub-regides.

A partir do desenvolvimento de um coédigo computacional sdo processados alguns
exemplos de engenharia tais como: andise da interacdo solo-estrutura em fundagdes de placa
superficiaise enterradas e outras estruturas de engenharia, estudo do comportamento de um espago
semi-infinito a partir da aplicacdo de um carregamento distribuido e carga concentrada, anélise de

corpos submetidos a flexdo e a tracdo, entre outras aplicacoes.

Pdavras—chave: Interacdo Sdo-Estrutura; Método dos Elementos de Contorno; Método dos

Elementos Finitos; Acoplamento MEC/MEF.



ABSTRACT

CAVALCANTI, D.JH. (2006). Soil-structure interaction analysis by the coupling of Boundary
Element Method (BEM) and Finite Element Method (FEM). 137p. M.Sc. Thesis — Programa de
Pos-Graduacdo em Engenharia Civil, Universidade Federal de Alagoas. Macei6. 2006.

In this work, it is proposed a mechanical behavior analysis of the soil-structure interaction
from the development of a computational code using a coupling static formulation of Boundary
Element Method BEM) and Finite Element Method (FEM) for the displacements and stress
calculation in structures in contact to the half space.

Thus, it is intended to model the structure using the bending plate finite element DKT
(discrete Kirchhoff triangle) and applying the concepts of the Boundary Element Method (BEM)
formulation to model the soil, considered as a half- infinite and/or infinite space and using Kelvin's
fundamental solution. The coupling between the mediais done using the sub-regions technique.

From the computational code development some practical examples of engineering are
implemented, suchas. soil-structure interaction analysisin superficial and buried plate foundations
and others engineering structures, study on the behavior of a haf-infinite space from the
application of a distributed and concentrated load, analysis of bodies submitted to bend and
traction, among others applications.

Keywords: Soil-Structure Interaction; Boundary Element Method; Finite Element Method;
BEM/FEM Coupling.
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1. CONSIDERACOESINICIAIS
1.1 - INTRODUCAO:

O Método dos Elementos de Contorno (MEC) vem se destacando entre os pesquisadores de
diversos centros de estudo como um importante método de simulagdo numeérica, onde a solugéo
dos problemas fisicos é caculada em pontos discretos (n6s) que sdo definidos sobre o contorno
para os casos em que a solugdo fundamental € conhecida. Nesse método as equacOes diferenciais
que regem o dominio sdo transformadas em equacdes integrais aplicaveis a superficie ou contorno
do mesmo, reduzindo assm de uma unidade as dimensdes de problemas lineares analisados e
facilitando a sua aplicagdo em extensdes infinitas ou semi-infinitas, j& que satisfazem a condigéo
de radiacdo e regides com alta concentracdo de tensdes. Por outro lado, a matriz do sistema é
geramente cheia e ndo-simétrica.

Para obter-se a equacéo integral de contorno gque possibilite a andlise do problema, o MEC
necessita de uma solucdo fundamental. Esta representa a resposta em um ponto do dominio infinito
devido a aplicacdo de forca unitaria em outro ponto do mesmo dominio. “A utilizacdo de uma
solugdo fundamental, que genericamente pode ser classificada como uma desvantagem, na verdade
proporciona precisdo ao método” (BARBIRATO, 1999).

Em problemas de interago solo-estruturao MEC tém se mostrado eficiente e confidvel. O
solo, considerado neste trabalho como um meio elastico e estético passa a ser discretizado pelo
MEC ja que se trata de um dominio estendido ao espaco infinito (ou semi-infinito). Esse método
possui modelagem propria para tal dominio, uma vez que a solugdo fundamental utilizada no
método ja contempla a influéncia do infinito (ou semi-infinito). O Método dos Elementos Finitos
(MEF), por ser uma técnica de dominio, pode trazer algumas implicagdes em andlises que
envolvam dominios infinitos, pois estes devem ser interrompidos para que se gere uma
discretizacdo finita, ocasionando a formagdo de um contorno ficticio, podendo causar erros na
implementacdo numeérica.

O MEF teve um crescimento extremamente rapido com os avangos tecnol gicos no campo
da computacdo atingindo praticamente todos os problemas de engenhariaa. O MEF tem a
caracteristica de aproximar a solucéo da equacao diferencial que rege o problema fisico, utilizando
valores do dominio de validade do probema, ou sgja, valores das variaveis basicas do problema
associados a pontos internos e de contorno do espaco em andlise. Esse método é caracterizado por
dividir fisicamente o continuo em uma série de elementos, equacionando-os como sub-regides

continuas de forma individual e juntando-os para a solugdo do problema como um todo. A
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formulagdo do MEF é, na maioria das vezes, baseada na técnica dos residuos ponderados que

permite uma generalizacdo maior do método. Porém seu equacionamento pode ainda ser
apresentado a partir dos principios variacionais através da minimizacdo de um funcional (COOK et
a., 1989 e SHAMES & DYM, 1985).

Para a discretizacéo da estrutura em contato com o solo pode-se utilizar a formulagdo do
elemento finito DKT (discrete Kirchhoff triangle) que utiliza discretamente a teoria das placas de
Kirchhoff, também conhecida como teoria de pequenos deslocamentos de placas delgadas, onde as
deformacOes por esforco cortante e a energia de deformacdo causada por esse esforco sdo
desprezadas (BATHE, 1982 e COOK et al., 1989).

O estudo com problemas de interagdo solo-estrutura utilizando o emprego conjunto do
MEC e MEF a ser desenvolvido neste trabalho visa a obtencdo de resultados mais precisos
(tensbes e deslocamentos), como também aproveitar as vantagens e caracteristicas distintas de cada
meétodo, ja que diversas sdo as simplificagdes utilizadas até hoje para se fazer tal tipo de andlise.
Os programas computacionais com 0s quais se poderiam tentar tais ssmulages estéo elaborados
em elementos finitos, o que limita muito o seu emprego devido ao volume de informagdes que se
precisa gerar e aos problemas relacionados a simulagdo de meios infinitos ou semi-infinitos. O
acoplamento dos dois métodos é bastante utilizado justamente por levar em conta as vantagens e
desvantagens que existem entre eles e objetivar o estudo mais complexo de casos de engenharia
onde existem, por exemplo, materiais com propriedades complexas e ndo-homogéneas, atas
concentragoes de tensdes e potenciais (BREBBIA & DOMINGUEZ, 1989).

Sendo assim, a abordagem da interacdo solo-estrutura através do acoplamento MEC e
MEF, objeto deste trabalho, é de grande interesse para solucionar muitos problemas e esta presente
nas discussdes sobre 0 desenvolvimento tecnol dgico atual.

O presente trabalho apresenta-se, portanto, no contexto da andise da interacdo solo-
estrutura através do emprego conjunto do Método dos Elementos de Contorno (MEC) e Método
dos Elementos Finitos (MEF). O objetivo principal € o estudo da interacdo solo-estrutura para
problemas de engenharia utilizando-se uma formulagdo conjunta do MEC e do MEF para analisar
0 comportamento mecanico dos meios envolvidos.

A partir do objetivo principal surgem os objetivos especificos, que subsidiam o primeiro
com suas formulagdes. S&o eles: 0 desenvolvimento de um codigo computacional para o estudo de
exemplos de engenharia; 0 desenvolvimento de estudos para o acoplamento de dois métodos
numéricos MEC e MEF, onde o primeiro utilizara a formulagdo de Kelvin para o0 meio infinito

(solo) e 0 segundo utilizara o elemento de placa DKT (discrete Kirchhoff triangle) para discretizar
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a estrutura da superficie; o estudo sobre computacdo ligada & andlise estrutural — desenvolvimento

de software a partir da plataforma Matlab; a contribuicdo para a formagdo de recursos humanos
especializados para o desenvolvimento regional.

O trabalho final apresentado como parte dos requisitos para obtencéo do titulo de mestre
em estruturas contempla as consideragfes iniciais do presente capitulo, bem como os demais
capiulos que fazem parte do escopo deste trabalho, organizados da seguinte forma:

No capitulo 2 sdo apresentados e definidos os fundamentos matematicos necessarios e
utilizados para o desenvolvimento da formulagdo do Método dos Elementos de Contorno.

No capitulo 3 é desenvolvida a formulagdo tridimensiona elastostética do Método dos
Elementos de Contorno (MEC), utilizando os fundamentos matematicos, representacdes integrais,
solucdes fundamentais, bem como as correspondentes egquactes algébricas para a discretizacdo do
solo em elementos de contorno. Neste capitulo também sio apresentados e analisados exemplos de
estruturas de engenharia discretizadas através de el ementos de contorno.

Em seguida, no capitulo 4, é apresentada a formulacdo do MEF utilizando-se o elemento
triangular de placa DKT para a discretizacgo da estrutura. Neste capitulo é realizado um estudo
sobre placas: conceitos, hipoteses e equactes para a apresentacdo da matriz de rigidez do elemento
finito DKT, tensdes, deslocamentos, bem como do seu vetor de cargas nodais equivalentes para
carregamento uniformemente distribuido. S8o apresentados ainda exemplos de estruturas de
engenharia estudadas através do MEF.

O acoplamento do MEC e MEF é o objeto de estudo do capitulo 5. Sdo definidas as
solucBes para a compatibilizacdo das equagBes governantes dos dois métodos, levando-se em
consideracdo que apOs 0 acoplamento dos dois métodos, a estrutura computacional de dados
(tensbes e deformactes) sera disposta em MEC e MEF. Serdo descritas as duas metodologias para
0 acoplamento dos métodos para problemas de andlise da interacdo solo-estrutura, bem como
apresentadas e discutidas algumas dificul dades do processo.

No capitulo 6 sdo apresentadas as implementacdes computacionais utilizadas, apresentando
as rotinas de implementagdo mais importantes. O sétimo capitulo é referente aos exemplos finais.

Nas conclusdes gerais sdo apresentadas algumas consideracdes finais sobre os assuntos
abordados. Para finalizar sGo apresentadas as referéncias utilizadas em todo o desenvolvimento do
trabalho, bem como os anexos com o desenvolvimento e apresentacdo de equagdes importantes

para o completo entendimento dos diversos assuntos abordados.



1.2 - ESTADO DA ARTE:

Na ultima metade do século passado com o desenvolvimento da tecnologia da computagéo,
diversas técnicas numéricas de resolucdo de equagdes ou de sistemas de equagOes diferenciais
deram origem a eficientes ferramentas de célculo possibilitando a andlise dos mais variados
problemas de engenharia através dos métodos numéricos.

As técnicas de resolucéo de equagdes integrais de contorno surgem, nede contexto, com
procedimentos numeéricos alternativos promissores para a resolucéo dos diversos problemas fisicos
usuais das engenharias. Mais particularmente, 0 Método dos Elementos de Contorno (MEC) vém
ganhando espaco entre os pesquisadores dos mais conceituados centros de pesquisa. O método
teve seu inicio e evolucdo baseados nos esquemas de resolucdo de equacdes integrais, até entdo
vistos como um tipo de método analitico, embora aproximagdes das variaveis sobre o contorno
fossem usua mente adotadas.

A idéia basica do MEC consiste em transformar as equacfes diferenciais que regem o
dominio de um determinado problema em equagdes integrais aplicaveis a superficie ou contorno
do mesmo. Em seguida, € possivel discretizar o contorno da regido considerada, dividindo-o em
elementos — dai 0 nome elementos de contorno — como também relacionar as variaveis em pontos
do contorno através da solugédo fundamental.

Segundo ELLIOT* apud VENTURINI (1988), foi Abel, em 1823, quem primeiro deduziu
uma equacdo integral para o tratamento de um problema fisico, o péndulo isdcrono.

A obtencdo matematica das equacOes integrais para problemas de elastostatica surgiu no
seculo XIX, notadamente no tabalho de SOMIGLIANA? (1886) apud BARBIRATO (1999)
denominada como Identidade Somigliana. Diversos trabalhos deram continuidade a esse contexto,
utilizando equacdes integrais, principalmente no campo da mecéanica dos fluidos e potencial; pode-
se relacionar: FREDHOLM (1903), MUSKHELISHVILI (1953), VOLTERRA (1956) e
MIKHLIN? (1957) apud BARBIRATO (1999).

1 ANDERSEN, R. S. et al. (1980). The application and numerical solution of integral equations. Alphen aan
den Rijn, The Netherlands, Sijthoff & Noordhoff.

2 SOMIGLIANA, C. (1886). Sopra 1’ equilibrio di um corpo eléastico isétropo. 11 Nuovo cimento. Ser. 3, v. 17-
20.

3 MIKHLIN, S.G. (1957). Integral equations London. Pergamon Press (International series of monographsin
pure and applied mathematics).
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A formulagdo do método em uma primeira fase de sua histéria era mostrada a partir de

aproximacOes de equagdes integrais obtidas com o emprego de algum principio classico, como o
teorema de Betti. A utilizagdo de equacOes integrais no contorno tornou-se uma alternativa para
também representar aproximadamente as equacOes governantes de problemas de valor de
contorno.

O trabalho de RIZZO (1967) foi o primeiro em que o tratamento das equagoes integrais
toma uma forma de técnica numérica similar a dos demais métodos — Método das Diferencas
Finitas e Método dos Elementos Finitos. O método proposto por Rizzo foi chamado de método das
equacdes integrais de contorno, ja que era uma técnica aternativa das equacdes integrais em
problemas de elasticidade bidimensional, que usou elementos retilineos para discretizar o
contorno onde as fungdes (deslocamentos e forcas de superficie) assumiam valores constantes em
cada elemento. Segundo BECKER (1992), este trabalho € também o primeiro a propor a
abordagem direta para o tratamento das equagdes integrais, onde as incognitas que aparecem nos
integrandos sdo as variaveis fisicas do problema.

Visando um maior entendimento e aperfeicoamento do método proposto e uma maior
divulgacdo do Método das Equagdes Integrais de Contorno, diversos trabalhos foram publicados
apos o trabalho de RIZZO (1967). Pode-se citar os trabalhos de CRUSE (1969; 1973) que
mostraram 0 uso do méodo em problemas gerais de elasticidade tri-dimensional, RIZZO &
SHIPY (1968) onde foi sugerido o uso de sub-regifes para o tratamento de dominios néo-
homogéneos, além de CRUSE & RIZZO (1968) e CRUSE & VAN BUREN (1971) que fizeram
uma andlise para problemas néo- lineares.

O grande avango nos chamados métodos de contorno tem sua origem natese de LACHAT
(1975), onde mostrase bem mais abrangente que os trabalhos citados anteriormente. Neste
trabalho foi dada uma generalidade maior a0 método, introduzindo em sua formulacdo as
representagdes paramétricas para a representacdo dos elementos de superficie e das fungdes
aproximadoras de deslocamentos e de forcas de superficie. A técnica das sub-regifes aparece nesse
trabalho, ndo sO para modelar corpos ndo homogéneos, mas como um recurso para facilitar a
resolucéo do sistema final de equacdes.

Apbs a tese de Lachat, as técnicas de resolucdo das equacdes integrais comegcaram a ser
interpretadas como um método numeérico. Essa nova interpretacdo fica demonstrada no trabaho de
BREBBIA (1978) que formula as equagdes integrais a partir do método dos residuos ponderados,
com uma conveniente escolha da funcdo ponderadora. Esse novo enfogque dado a técnica permite

uma generalizagdo ainda maior ao método.
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Os problemas préaticos de emgenharia passaram a ser equacionados agora de uma forma

bastante consistente, utilizando-se para isso as respectivas formulagdes em termos de residuos
ponderados e funcdes de forma tdo utilizadas no Método dos Elementos Finitos. Brebbia foi o
primeiro a denominar a técnica de “Método dos Elementos de Contorno”, em 1978.

A partir de entdo, vérias formulagcdes foram propostas para andlise dos mais variados
problemas de engenharia, podendo-se destacar aqui os relativos a nao-linearidade fisica,
plasticidade, viscoel asticidade, viscoplasticidade, ndo-linearidade geométrica, mecéanica da fratura,
contato, mecanica das rochas e dos solos, adensamento, percolacéo e efeitos dinamicos, vibracoes,
propagacdo de ondas, radiacdo, acUstica, placas, cascas, concentracdo de tensdo, interaces solo-
estrutura, fluido-estrutura e aclstica-estrutura, e outros.

No campo das engenharias, uma solucéo apropriada ao estudo de problemas relativos a
escavages, interagdo solo-estrutura e outros, foi publicada logo apds o surgimento do Método dos
Elementos de Contorno, de autoria de NAKAGUMA (1979) que utilizou a solucdo fundamental de
Mindlin na formulagdo do méodo para andise de tensdes em solidos tridimensionas.
NAKAGUMA (1979), SA & TELLES (1986) e BARBIRATO (1991) utilizaram formulagdes do
MEC para andlise tridimensional com as solugdes fundamentais de Kelvin e Mindlin.

A aplicacéo do MEC para o estudo de problemas tridimensionais tem como precursores 0s
trabalhos de CRUSE (1969), LACHAT (1975) e NAKAGUMA (1979), ja citados. Este ema
também é abordado em CUROTTO (1981), SILVA (1989), BARBIRATO (1991), CODA (1993),
entre outros.

KOCAK & MENGI (2000) apresenta um estudo de um modelo simples para andisar a
interacd solo e estruturas tridimensionais. Neste trabalho, a regido do solo, analisada em
elementos de contorno, foi dividida em camadas e cada camada representada por um modelo
paramétrico. Os parametros deste modelo foram determinados em termos da espessura e das
propriedades el ésticas do subleito.

Além da possibilidade de combinaremtse regides com quaisquer propriedades mecanicas,
lineares ou ndo, os problemas préticos exigem também a combinac&o entre partes estruturais de
diferentes naturezas, em muitos casos tratados por métodos numericos diferentes.

Alguns algoritmos numéricos que combinam o Método dos Elementos de Contorno com

outras técnicas, ja foram propostos por diversos autores.
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Os trabalhos de ZIENKIEWICZ et a. (1977), SHAW & FALBY (1977) e OSIAS et al.

(1977)* apud VENTURINI (1988) foram os primeiros a tratar sélidos onde uma parte é analisada
via Elementos de Contorno e o restante do dominio € discretizado e analisado pelo Método dos
Elementos Finitos.

A solucdo encontrada na combinacdo de ambas as técnicas numeéricas € muito relevante em
diversos problemas préticos, tais como: dominios infinitos ou regides de altas concentracfes de
tensdes s80 melhores representados por solucBes com integrais no contorno e dominios com
comportamento ndo linear ou anisotrépico por solugdes com integrais no dominio.

Um dos trabalhos a estudar as combinagtes de diferentes naturezas foi desenvolvido por
BANERJEE & BUTTERFIELD (1977) que estudou a interagdo solo-estrutura para analisar o
comportamento de grupos de estacas. WOOD & CREED (1982) também utilizaram combinactes
do MEC e MEF para analisar interagdo solo-estrutura. Nesse caso particular, os autores mostraram
resultados obtidos na andlise de uma plataforma off-shore apoiada em fundagdo composta por
estacas.

Atualmente existem diversos trabalhos na literatura que estudam a interacdo solo-estrutura
através do acoplamento entre 0 MEF e o MEC demonstrando desta forma a importancia e o
crescimento desta ferramenta para 0 estudo dos problemas de engenharia.

KOMATSU (1995) desenvolveu um estudo de problemas de escavagdo através da
combinagcdo Elementos de Contorno e Elementos Finitos. Foi apresentada uma combinacdo do
MEF com o MEC no acoplamento de uma estrutura reticulada em um dominio bidimensional. Para
0 caso em andlise, 0s elementos uniaxiais sdo tratados através do MEF, enquanto que o MEC é
utilizado na modelagem do meio continuo que pode ser homogéneo ou ndo-homogéneo.

FERRO (1999) em seu trabalho, utilizou a combinacdo do MEC com o MEF paraa andlise
da interacdo entre estacas e 0 solo, considerado como um meio infinito tridimensional e
homogéneo. O meio continuo tridimensional de dominio infinito € modelado pelo MEC, enquanto
as estacas consideradas como elementos reticulares sdo tratadas pelo MEF. Finamente, uma
formulagdo para a andlise do comportamento ndo-linear do solo na interface com a estaca é
desenvolvida, tornando 0 modelo mais abrangente.

MESQUITA & CODA (1999) formularam um novo estudo sobre escavactes reforcadas
através da combinagdo entre o MEC e o MEF.

* OSIAS, JR.; WILSON, R.B. & SEITELMAN, L.A. (1977). Combined boundary integral equation finite
element analysis of solids. In: Symposium on innovative numerical analysisin applied engineering science, 1%,
Versailles, CETIM.



8
No artigo publicado por VON ESTORFF & FIRUZIAAN (2000) é desenvolvida uma

formulagdo acoplada do MEF e MEC para a investigacdo da interacdo dinamica solo estrutura
incluindo ndo linearidades, analisando uma resposta inelastica transiente de estruturas acopladas
com um meio semi-infinito. A estrutura e 0 solo circunvizinho no campo proximo sdo modelados
com Elementos Finitos. Neste trabalho verificase 0 uso de materiais elastoplasticos e néo-
homogéneos e com efeitos de endurecimento. A radiacdo na regido do solo em meio eéstico €
discretizada através de Elementos de Contorno.

A andlise da interacdo solo-estrutura através do acoplamento da equacdo de Somigliana
para discretizar o meio elastico e o sistema que vem dos elementos finitos para discretizar a
estrutura é desenvolvida no trabalho de GUARRACINO et a. (1992). Neste trabaho, algumas
caracteristicas particulares do MEC aplicado para 0 meio elastico sdo analisadas, estas sdo
derivadas da escolha de uma solugio fundamental. E possivel encontrar uma matriz definida
positiva e simétrica que permitem com facilidade o acoplamento simples do MEF e MEC.

Como jafoi dito no tépico anterior, a discretizacdo da estrutura em contato com 0 solo sera
desenvolvida através do MEF pela formulagdo do elemento finito DKT (discrete Kirchhoff
triangle) que faz parte do grupo de dementos discretos de Kirchhoff e € conhecido como um
elemento finito de placas a flexdo, COOK et al. (1989).

As estruturas a serem estudadas sdo discretizadas como placas finas submetidas a
carregamentos ortogonais ao plano meédio, ou superficie média. A teoria de Kirchhoff é utilizada
onde se¢des planas permanecem planas apos a deformacdo da estrutura, ou sgja, qualquer reta
perpendicular a superficie média antes do carregamento, permanece perpendicular a superficie
meédia deformada apés o carregamento. Toda a formulag&o de discretizagdo da estrutura através do
MEF terd como fundamento béasico os trabalhos de BATHE (1982), COOK et al. (1989),
ZIENKIEWICZ & TAYLOR (1989) e RAO (1999).

BATOZ et d. (1980) faz uma avaliacdo dos elementos triangulares para discretizagdo de
placas a flexdo com o objetivo de identificar o elemento finito mais eficiente para a andlise de
placas finas. Baseado numa revisdo dos elementos disponiveis na literatura com 9 graus de
liberdade foi desenvolvido um estudo com os elementos DKT (discrete Kirchhoff triangle), HSM
(hybrid stress model) e SRI (selective reduced integration). Sao discutidas as novas e eficientes
formulagbes desses elementos e os resultados de diversos exemplos praticos andisados sdo

disponiveis. Foi concluido que os mais eficientes sdo os elementos DKT e HSM.
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BATOZ (1982) desenvolve em um outro trabalho, uma nova expresséo explicita da matriz

de rigidez do elemento DKT. Alguns resultados numeéricos interessantes avaiando o
comportamento deste elemento séo apresentados e discutidos.

No trabalho de JEYACHANDRABOSE et a. (1985) a matriz de rigidez para o elemento
DKT é formulada explicitamente num sistema de coordenadas globais. Esta aproximacdo faz com
gue ndo sga hecessaria a transformacédo da rigidez e propriedades dos elementos de coordenadas
local para globa na qual é solicitada em diversos outros artigos e trabalhos. E adicionado um
codigo computacional em FORTRAN 77 para montagem da matriz de rigidez do elemento em
coordenadas globais.

Um outro trabalho bastante interessante foi desenvolvido por BATOZ & LARDEUR
(1989), onde é desenvolvida a formulacéo de um novo elemento triangular de 3 nds e 9 graus de
liberdade valido para a andlise de placas finas. A formulagéo é baseada na generalizagdo da técnica
discreta de Kirchhoff incluindo os efeitos cortantes transversais. O elemento € conhecido como
DST (discrete shear triangle).

OSHIMA (2004) apresenta uma formulacdo mista do MEC e do MEF. Nessa formulacdo,
as estacas sd0 modeladas através do MEF como elementos de barra e o solo através do MEC,
como um meio continuo, elastico linear, isotropo e homogéneo, utilizando as solucbes
fundamentais de Mindlin. A seguir, apresentam se alguns exemplos numeéricos obtidos a partir da
formulacdo proposta e compara-se com model os de outros autores.

No trabalho de RIBEIRO (2005), que estuda a interacdo do solo com a estrutura, o solo é
modelado pelo MEC tridimensional, aplicando a solucéo fundamental de Kelvin. Neste trabalho, é
possivel analisar problemas onde o solo € composto por camadas de diferentes caracteristicas
fisicas, apoiadas em uma superficie de deslocamento nulo e enrijecidas por elementos de fundagéo,
também modelados pelo MEC tridimensional.

Podem-se citar ainda os trabalhos de PAIVA & BUTTERFIELD (1997) que apresenta uma
formulacdo do Método dos Elementos de Contorno para anaisar problemas de interacdo placa —
s0lo e MENDONGCA & PAIVA (2000), onde € desenvolvida uma andlise elastostéatica de radiers
estaqueados pelo método dos elementos de contorno.

Outros trabalhos importantes e utilizados para o desenvolvimento da pesquisa séo: CODA
(1993), BERNAT & CAMBOU (1998), CODA & VENTURINI (2000), KARINSKI et al. (2003)
e ALMEIDA (2003).
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2- FUNDAMENTOSMATEMATICOS

Os fundamentos matematicos utilizados no desenvolvimento do trabalho e que servem de

auxilio para uma melhor compreensdo das teorias apresentadas sdo descritos neste topico.

2.1-NOTACAO INDICIAL

A notacdo indicid € uma forma compacta de se representar e manipular sistemas de
equacdes, combinagdes lineares e somatdrios através de indices, possuindo uma grande utilidade
em diversas situacbes, como por exemplo, a0 se trabalhar com as relagbes constitutivas dos
materiais. Esta notagéo € feita através do emprego de indices repetidos e livres combinada com
operacOes empregando estes indices, objetivando uma forma sucinta e elegante de escrita.

Por exemplo, um conjunto de variaveis x,, X, , X, sera denotado por X , representando

destaforma, o sistema de coordenadas cartesianas, onde as direcbes cartesianas sdo definidas pelos

indices 1, 2 e 3. Nesta notagdo, os indices podem ser denotados como um subscrito ou sobrescrito,

ou sga x; ou x' sdo ambos vdlidos. Algumas varidveis encontradas no trabalho sdo:

deslocamentos, u. ; forgas de superficie, p, ; forgas de volume, b, ; tensor de tensdes, s ;. ; tensor de

ij
deformacdes, e, ; dentre outras.

Durante o desenvolvimento deste trabalho s@o apresentadas expressdes na forma de
somatdrio. A convengdo é a seguinte: a repeticdo de um indice em um termo representara um
somatorio com respeito a esse indice no seu intervalo de variagdo. Em gera, é utilizada uma

variacdo de 1 a 3 para problemas tridimensionais. Por exemplo,

3
bjjej = é bij>cj = bipey + by + bigez =g i =j=123. (2.11)
=1
ou sgja,
ibc +b.Cc, +bc paai=1,
| .
b;c; =ib,g +b,C, +b,C parai=2, (212
%Qlcl +b,,C, +hyC; parai =3,
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g S
a- g wrg bie; = wbya) (2.1.3)

As operagdes de derivacdo também podem ser representadas via notagdo indicial. Observe-

Se 0 seguinte exemplo paraaderivada parcial deuev,

fu, _
7 Ui, (2.1.9)
Wy, . (2.1.5)
X '
ﬂZWij
=W 2.1.
ﬂx|ﬂxk W|],Ik ( 6)

Pode-se ainda, aplicar aregra da cadeia para encontrar a derivada de uma fungéo composta,

como por exemplo u = u(l(x)), ou sga
u,=u, b, (2.1.7)

Existem alguns trabalhos onde se pode obter mais informagdes sobre a notacdo indicial tais
como MASE (1970), BREBBIA & DOMINGUES (1989), KANE, J.H. (1994), entre outros.

2.2 - DELTA DE KRONECKER

O simbolo d;; (i,j = 1,2,3) € denominado delta de Kronecker e definido como:

URERNE A

1710 it (221

Como i ej sdo indices livres no termo d; e ambos variam de 1 a 3, temse um total de 9

valores dados segundo a definicao de d;; por
d,=d,=d;,;=1 (222
dy, =d;3=d, =d,; =dy; =d;, =0 (2.2.3)



12
Em notagdo matricial, tem-se
¢l dy, doi €0 0
fo O A= 1 0p, (2.2.4)
g, d,, d,g € 0 1§
ou sgja, 0 delta de Kronecker se reduz a matriz identidade de ordem 3, podendo ser denotado como

ldiJJ:[l]'

Utilizando-se ainda, a notac&o indicial, temse
di =d;; +d,, +dg3 =3,

% =8 (2.2.5a.d)
dT; =T, =T, o
dimdmjdjn = din.

2.3—-DELTA DE DIRAC

O conceito da distribuicdo Delta de Dirac é muito importante para a formulacéo do Método
dos Elementos de Contorno (MEC). A distribuicéo Delta de Dirac é uma funcéo geral que pode ser
definida como o limite de uma funcdo normal, a qual é zero para todos os pontos do dominio,
exceto para 0 ponto em que o argumento da funcdo € nulo. Neste ponto o limite tende para um

valor infinito, como definido na funcéo abaixo:

d(s-q)=0, seq?t s
d(s-0) =¥, seq=se

2.3.1
O @d(s- aw=r (9. (230
W

onde p e g so pontos do dominio W, e r (g) uma fungdo qualquer.

Com o objetivo de elaborar uma descricéo matemética do ponto de excitacdo da fonte, sera
definida a func&o pulso retangular unitario, definida por F(x,d,a).
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A funcdo F(x,d,a), representada na figura 2.3.1, tem como caracteristica o valor unit&rio de

suaintegral qualquer que sgja o dominio. E definida da seguinte forma:

:0 sex<d-2
'r 2
Fixda) = [+, sed-2£x£d+2 (2.3.2)
-'-O, sex>d+2
t 2
F F a
a
ﬂ
d X q X

Figura2.3.1 — Pulso retangular unitério (dois exemplos).

Denominase de distribuicdo Delta de Dirac o limite da funcdo pulso unitario quando a

largura“a’ do reténgulo tende para a zero, ou sgja, tende ao infinito.

d(x- d) = lm F(xd,a) (2.3.3)
a® 0

A distribuicdo Delta de Dirac é muito utilizada em diversos problemas de engenharia onde
as excitacOes sdo idealizadas como se acontecessem de forma pontual. Cargas concentradas em
mecéanica dos sdlidos e fontes concentradas de energia interna em andlises térmicas sdo dois
exemplos de aplicacdo. No MEC, esta funcdo sera utilizada para o desenvolvimento das solucdes
diferenciais.
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2.4—-TEOREMA DA RECIPROCIDADE DE BETTI

Seja o corpo definido por W + G que estéa em estado de equilibrio sob a agdo de forcas e

deslocamentos prescritos.

Este estado de equilibrio é representadopor s ;;, €, peb.

ij !
Agora, serd considerada a existéncia de um dominio W' com contorno G’ que contém o

corpo W + C jadefinido nafigura2.4.1.
r

X3

xe

X1

Figura 2.4.1— Defini¢&o do corpo de interesse: \W (Dom|'nio ) e G(Contorno).
Esta nova regido definida na figura 2.4.2 também esta em estado de equilibrio representado

pors;,e; ., p eb.

X3

Xe

X1

Figura2.4.2 — Definicdo de W e G do corpo virtual (Fundamental).
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Aplicando a definicéo da lei de Hooke para um material elastico isotropico, para os dois

estados de tensdo anteriormente definidos, tem se:

S = Ciju €y
) . (2.4.1ab)
S =Ciey
onde:
2Gn
ik — ﬁdij dy +G (dikdjl +dildjk) (24.2)

sendo G o médulo de elasticidade transversal ou médulo de elasticidade ao cisalhamento do
material e n o coeficiente de Poisson.
Ent&o, pode-se escrever:
S eij* =Cijx € eij* =€y (Cijkleij* ) (2.4.3)
Por simetria, tem-se que:
Cijki = Cxij (2.4.4)
logo:
S ij eij* =€ (Cklij eij*) =€y S |<|* (2'4'5)
Utilizando as propriedades de notacdo indicial e integrando os dois membros, pode-se

escrever a expressao (2.4.5) da seguinte forma
C) S ij* €;; dw= C\P i eij* dw (2.4.6)
w w

A expressdo acima define o teorema da reciprocidade de Betti, ou sgja, o trabalho realizado
pelas tensdes no corpo W e G sobre as deformagbes no corpo W + G é igual ao trabaho

realizado pelas tensdes no corpo W + G sobre as deformagdes no corpo W eG .

2.5-TEOREMASDE GREEN

Os operadores gradiente e laplaciano, no espaco tridimensional, seréio chamados de N eN?
respectivamente e definidos por:

(2.5.13)
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K2 =RIK = ﬂ“_+1}7_+ﬂ“_ (25.1b)
y Z

® ® ®
onde i, j ek representam os versores nas diregoes x, y € z respectivamente.

Considere-se, agora, um dominio consistindo de um volume W limitado por um contorno

®
C, suave por partes, onde as funcbes F(x,y), escalar, e G (x,y), vetoria, tém primeira derivada

continua em relacdo as coordenadas cartesianas. Neste caso, valem 0s seguintes teoremas:

c‘yrad(F).dw: (‘){IFdw: c\)anG (2523
W

W G
conhecido como o Teorema do Gradiente, e

® - -
c‘jliv(G)dW: c‘):l.edvv: OGdG (2.5.2b)

conhecido como o Teorema da Divergéncia, onde o ponto, (.), representa o produto escalar de

®
vetores, n representa o versor normal externo ao contorno G. Em trés dimensdes, as equagoes

acima sdo equivalentes a

® ® ® ® ® ®
(\)' IF . J£+ kE)dW 0' Ny + j ny + kny)FdG (2.5.39)
W G

N TGy ﬂGy 1G, S
dw= G G G,)dG
v? * g x +NyGy +nzG7) (25.30)

® ®
Respectivamente, e n,,n, en (G, ,G, eG,) séo os componentes cartesianos de n(G).

A partir dos teoremas definidos anteriormente, pode-se demonstrar algumas identidades
que sdo utilizadas nas formul aces apresentadas no decorrer do trabalho, tais como:

CYPHAW= - GyRHFaw+ (‘51 FHAG (2.5.4)
W W G

® ® - —
O G)dw=- (Y. Gdw+ (.FGIG (2.5.4b)
w w G
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s e _\IF
(Y PHAW+ OIF.NHdW— O (NPHG= g ~HdG (25.40)
W

w G G
H(x,y) representa uma funcéo escalar com as mesmas propriedades de F(x,y).

O teorema da divergéncia pode ser utilizado para relacionar duas variaveis no volume W.
Assumindo-se a existéncia de duas variaveis, f el , com primeiras e segundas derivadas continuas
no volume W, e empregando-se as egs. (2.5.1b) e (2.5.3), é possivel demonstrar a que a seguinte

identidade, conhecida como o Teorema de Green, é valida:

~ o I
's LR VRi JaW= (f 7-1 37)dG (2.5.5)
W G
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3 - FORMULACAO DO METODO DOS ELEMENTOS DE

CONTORNO

3.1- INTRODUCAO

A formulagdo estatica do Método dos Elementos de Contorno (MEC) para solidos el asticos
tridimensionais € apresentada neste capitulo. As representacfes integrais mostradas sdo
equacionadas a partir do teorema de Betti, embora também seja comum a utilizacdo do método dos
residuos ponderados para finalidade. As caracteristicas da formulacdo para problemas
elastostaticos sdo aplicadas no equacionamento das representacdes integrais, na discretizagdo do
solido e geracéo dos sistemas algébricos.

O capitulo inicia-se com uma revisdo das equacdes basicas da elastostética linear que sdo
utilizadas para gerar as referidas integrais de contorno. Em um proximo topico é apresentada a
solugdo fundamental de Kelvin que é utilizada para deduzir as representagdes integrais para pontos
do dominio e especificamente para 0 contorno. Em seguida, é apresentada a discretizacdo do
contorno do corpo através do elemento de contorno triangular linear descontinuo, determinando-se
as equacdes matriciais do MEC propriamente dito, bem como os procedimentos utilizados para a
integracdo numérica. As expressdes algébricas para o calculo de deslocamentos e tensbes em

pontos do contorno e do dominio também sdo mostradas.

3.2 - EQUACOESBASICASDA ELASTOSTATICA LINEAR

Sgja um sdlido tridimensional elastico-linear, isotropico e homogéneo em equilibrio
estatico definido por um dominio W e contorno C, sobre o qual atuam forcas de wuperficie

p. (atuam apenas sobre a superficie do corpo) e forgas volumétricas b, (atuam sobre o volume do

corpo), de acordo com afigura 3.2.1.

g
Figura3.2.1 — Solido tridimensional de dominio W econtorno C.
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A equacdo diferencia de equilibrio estético no interior do dominio W de um corpo é dada

por
Sij,j(9+bi(9=0, ij=123 (3.2.1)

onde s ... () representa a derivada das componentes do tensor de tensdo, bi(s) € o vetor com as

i

componentes das forcas volumétricas e “S’ representa o ponto material analisado, conforme mostra

afigura3.2.2.
(%)
L b
d¥,
430, - O |
)
lI"331I/ 23
)
H3.ug 13
G bz
G 22 —T
44 12 G, /
Gll d‘l;u;l' I.'Fl d-liur
Z .
2 M2 Forcas de Volume
Xl’ ul

Figura3.2.2 - Elemento infinitessimal de volume.

Levando-se em consideracéo que o tensor de tensdes s (s)€ simetrico, pode-se ainda

escrever
s;(9=s,(9 (3.2.2)
Ap6s a andlise do equilibrio estdtico no dominio, precisase representar a equagdo
diferencia que rege o equilibrio de forgas atuantes no contorno do corpo, logo, é tomado um
elemento infinitesimal situado no contorno do sdlido.
As componentes das forgas de superficie (p,)atuantes em um ponto “s’ localizado em
qualquer superficie G do corpo sdo expressas através das seis componentes do tensor de tensdes.
Essa expresséo é conhecida como férmula de Cauchy e é definida fazendo-se equilibrio nas trés

direcOes cartesianas, conforme mostra afigura 3.2.3.
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X3

e

= Elemento de Superficie

Al

Figura3.2.3 — Elemento infinitesmal de superficie (Tetraedro de Cauchy).

Considerando o equilibrio nas trés directes encontra-
pi(s) = Sij (s)nj (3.2.3)
onde n; s30 os co-senos diretores dos angulos entre anormal n € 0S EX0S X,, X, €X;.
Além do tensor de tensbes s (s), das forgas de superficie p,(s) e das forgas
volumétricas b, (S) e considerando regime de pequenas deformacdes, pode-se definir ainda o tensor

de deformagdes €, (S) - que depende do vetor deslocamento U (S) - vetor este que representa a
mudanca de posic¢éo de cada ponto do solido
1
& ()= E (ui,j 9+ Ui, (%) (3.24)
A eq. (3.2.4) define as relagbes entre deformacéo e deslocamento, também chamadas de
cineméticas.
A partir das equacOes até entdo mostradas, descreve-se a relacdo congtitutiva conhecida

como Lei de Hooke da teoria da elasticidade que relaciona os tensores de tensdo e deformagédo de

um corpo homogéneo, isotropico e elastico-linear, conforme mostrado abaixo
s (9 =1d;e, +2ng (3.2.9)
onde d; € o delta de Kronecker ja definido no topico 2.2.

A equacdo inversa de (3.2.5) pode ser escrita como



21
Id, 1
€ =-—w o oSk TS
2m3 +2m) 2m

As constantes elasticas de Lamé (| em), utilizadas em (3.2.5) e (3.2.6), podem ser

(3.2.6)

expressas em termos do médulo de elasticidade longitudina ou médulo de Young (E), do
coeficiente de Poisson (n)e do médulo de elasticidade transversal ou médulo de easticidade ao
cisalhamento (G)

E o | = nE
2(1+n) A+n)(1-n)

Outros detalhes sobre a Lei de Hooke podem ser encontrados em BREBBIA &
DOMINGUEZ (1989), SHAMES & COZZARELLI (1992) e LOPES JR. (1996).

O valor do tensor de tensdo encontrado em (3.2.5) pode também ser expresso em termos de

(3.2.7ab)

deslocamentos. Assim, substituindo-se aeqg. (3.2.4) naeg. (3.2.5), obtém se:

S (9= 22Uk (9 + MU, (9 +U,,(9) (328

Pode-se obter ainda o vetor de forgas de superficie expresso em funcdo dos deslocamentos
substituindo aeg. (3.2.8) naeg. (3.2.3), como indicado abaixo:

pi (5) =

T on Ukk(Ohi +muji (S +ui jShi) (3.2.9)

onde Uj j(s)hj é aderivadade u; (s) em relacdo a direcdo normal a superficie definidaem ‘s'.
Fazendo agora a sibstituicdo da eg. (3.2.8) naeg. (3.2.1) encontra-se a equagdo diferencial

do problema elastico em termos de deslocamentos conhecida como equacdo de Navier-Cauchy

para a estética definida como:

bi(s) _
=2 =0 (3.2.10)

1
ui,jj(s)+1_2,] Uj,ij(S) +

As equacles até agqui anadlisadas contém as relacfes necess&rias para 0 estudo de um
problema eléstico qualquer tridimensional, porém é necessario que se conhecam as condi¢des de
contorno do corpo.

No estudo da mecénica dos solidos, os valores prescritos de contorno sdo os deslocamentos
u, e asforgas de superficie p,. Logo, as condi¢bes de contorno sdo apresentadas a partir dessas
variaveis definidas no contorno do corpo. Desde j4, para proceder esse tipo de analise, € necessario

dividir o contorno do sdlido C em dois contornos distintos Ge G, ousga G=G + G . Ostrechos
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Ge G sf0 apenas ilustrativos, ja que os mesmos podem ter tanto condicOes prescritas de

ded ocamento como de forgas de superficie.

T=T,+T,

Xy
Figura 3.2.4 — Vaores prescritos de contorno.

Como mostrado na figura (3.2.4), no contorno G a variavel deslocamento prescrita

representa a condi¢do de contorno, isto é
u;(Q) =1 (), parasum ponto deG (condicbes essenciais)
(3.2.11&ab)
p; () =P (9), parasum ponto de G, (condicdes naturais)
Vale lembrar que as condigdes de contorno ndo necessariamente sdo aplicadas em partes
separadas do contorno e a barra sobre as variaveis indica valores prescritos.

3.3 - SOLUCAO FUNDAMENTAL

A formulacdo das equagdes integrais de contorno para problemas elastostéticos a ser
descrita no tépico 3.4 requer o conhecimento da solucéo fundamental para sdlidos tridimensionais
elasticos, homogéneos e isdtropos que pode ser escolhida de acordo com o problema a ser
solucionado.

Nesse trabalho € utilizada a solucdo fundamental de Kelvin que considera a influéncia em
um dominio infinito ocasionada pela aplicacdo de uma carga concentrada e unitéaria.

Visando um maior esclarecimento na definicdo do problema fundamental, pode-se
considerar um dominio infinito W' cujo contorno é denotado por G . O sdlido que se pretende
estudar possui dominio W e contorno G e esta contido no dominio W', conforme mostrado na
figura3.3.1.
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X3

Xl

Figura 3.3.1 — Definicdo do problema fundamental.

A solucdo fundamental do problema a ser analisado consiste em estudar os efeitos causados
pela aplicacdo de uma forca unitaria estética em um ponto s do dominio (ponto fonte), nas directes

cartesianas, em um outro ponto g no infinito (ponto de campo).

Esses efeitos causados no ponto de campo sdo definidos através dos deslocamentos u”* e

forcas de superficie pij* , onde o primeiro indice representa a diregdo cartesiana de aplicacdo da

forca e 0 segundo a direcdo do efeito medido, conforme figuras 3.3.2a, 3.3.2b e 3.3.2c.

Swperficie [ _

ponto discretizado na superficie

ponto de aplicacio da forca

1t=11 . al
unitaria X2u2

(a) definicio geomeétrica

Xlul

Figura 3.3.2a - Defini¢do geométrica do problema fundamental.
(Fonte: BREBBIA & DOMINGUEZ, 1989)
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-
iz

ponto fonte s
X2u2

carga unitiria na direcio x1

Xlul

Figura 3.3.2b — Componentes dos deslocamentos da solucéo fundamental da
superficie.

pB

-
p22

*
pn

ponio fonte s 12

carga unitivia na dires o x:

X1

Figura 3.3.2c — Componentes de forgas de superficie da solucéo fundamental da
superficie.
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Aplicando a distribuicéo Delta de Dirac e Delta de Kronecker, ja definida nos fundamentos

mateméticos, na forca unitaria aplicada no ponto fonte s, pode-se definir as forcas volumétricas no

dominio do sdlido como sendo

b; () =d (s, a)d (33.1)
Substituindo a expressdo (3.3.1) nas egs. (3.2.1) e (3.2.10), temse
S “«ijj(s,g) +d(s,0d, =0 (3.3.29)
. . 1
T i (S, 0) + U ki,ji (S,0) +Ed(S,CI)d =0 (3.3.2b)

gue representam as expressdes analiticas da solucdo fundamental desenvolvida a partir dos
deslocamentos e forgas de superficie.

3.3.1- SOLUCAO FUNDAMENTAL DE KELVIN

Existem diferentes soluges das equagtes acima que podem ser igualmente empregadas.
Estas solugdes dependem daregido W + G que se esta trabalhando e das respectivas condicdes
de contorno.

A partir da resolugdo das egs. (3.3.28) e (3.3.2b) encontramse as expressdes de
deslocamentos para o problema de Kelvin tridimensional, que considera o dominio do sdlido W'

estendendo-se a0 infinito,

* _; i
uj (s,9 _16p (1_n)rm{(3 4n)dij *r r,j} (3.3.3)

onde, r=ﬁ=|s-q|
=X (9)-x(9) (3.3.4a0)

Pode-se encontrar ainda a expressdo das deformagdes aplicando-se aeq. (3.2.4)

. -1
eijk (57 CI) :W[(l' m)(tjdik + r,idjk) - r,kdij + 3r,i r,jr,k] (3-3-5)
e pelaLe de Hooke, o respectivo tensor de tensoes,
. -1
S (89 = [@- 2)(rd +rd -rd;)+3rrr,] (3.3.6)

8p (1-n)r?



Asvariaveis envolvidas na eq. (3.3.3) podem ser visualizadas na figura 3.3.3, aseguir:

—
n

ponto 5 do dornindo

=

Pontw Q) do contorno

X1

X5

Figura 3.3.3 — Definicdo do vetor r para calculo de suas derivadas.
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E finalmente, a partir da &. (3.3.6) e da eg. (3.2.3) encontra-se a expressdo da forca de

superficie para o problema fundamental, mostrada na eg. (3.3.7):

-1

p;; (S0 :W

{[@- )y + 37, Ir, - (1-20)(n,

'r,jni)}

(33.7)

Para facilitar o entendimento da solucdo fundamental de Kelvin e visualizar alguns

parametros das equagtes mostradas, temse a figura 3.3.4.

ponto fonte s
1

1
1

1—"—300

ponto de campo g

3 G xx
Uij, Pi

X1

"
T

Figura 3.3.4 — Defini¢do do problema fundamental de Kelvin
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3.4- EQUACOESINTEGRAIS DE CONTORNO

As equacles integrais de contorno relacionam os deslocamentos de um ponto qualquer
localizado no dominio com deslocamentos e esforgos no contorno de um corpo tridimensional
utilizando integrais que envolvem a solugéo fundamenta de Kelvin utilizada neste trabalho. Essas
equacbes sd0 muito importantes e auxiliam no desenvolvimento da érmulacdo do Método dos
Elementos de Contorno (MEC) e podem ser obtidas através da utilizacdo da técnica dos residuos
ponderados ou do teorema da reciprocidade de Betti. A técnica dos residuos ponderados possui
uma grande vantagem, pois, facilita a associacdo do MEC a outros métodos numeéricos, como por

exemplo, o0 Método das Diferencas Finitas (MDF) e o Método dos Elementos Finitos (MEF).
3.4.1- EQUACAO INTEGRAL PARA PONTOSDO DOMINIO

As equacOes integrais para pontos do dominio mostradas neste tOpico sdo baseadas na
figura (3.2.4) e egs. (3.2.11a-b) ja mostradas neste trabalho, onde sdo definidas as condi¢des de
contorno e o espaco infinito que definem o problema.

Utilizando o teorema da reciprocidade de Betti, ver tOpico 2.4, encontra-se a representacao

integral de deslocamento, conhecida como identidade Somigliana e apresentada da seguinte forma:

uj(9)=- (i (SQu;(QAXQ) + (i (5QP;(QABQ) + (i (5:A)bj ()W(c) (34.1)
G G W

A &g (3.4.1) fornece o deslocamento no ponto ‘s do dominio na diregdo cartesiana i, a
partir dos valores de deslocamentos e forcas de superficie no ponto ‘Q’ do contorno e, na presenca

de forcas de volume, das componentes b; no ponto‘q’ do dominio.

A eq (3.4.1) é uma representacdo continua de deslocamentos em pontos do interior do
corpo. Sendo assim, as componentes das tensdes internas podem ser determinadas aplicando a
relacdo cinemética (3.2.4) na eq. (3.4.1), fazendo assim uma derivacdo da eg. (3.4.1) em relagdo as
coordenadas de s, com isso obtém se as deformagdes especificas e entdo substituindo o resultado
nalLe de Hooke, encontra-se:

5ij(9)=- (F ik (s Quk(QIGQ) + (" ik (5 APk (QIAQ) + (Fik (5.c)bi ()

S S by (3.4.2)
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E importante salientar que as derivadas sfo aplicadas diretamente nos integrandos

A eg (3.4.2) fornece os vaores das tensdes no ponto interno s a partir dos valores de
deslocamentos e forgas de superficie do ponto Q do contorno, acrescidos da parcela relativa as
forgas de volume, ponto g do dominio, quando considerada.

Siik € Dijk sfo tensores de 32 ordem para um problema tridimensional definidos através
da derivacdo dos tensores de deslocamentos e forcas de superficie do problema fundamental, cujas
componentes para a solucéo fundamental de Kelvin, sfo

n

Sik=——{3 [@- 2)r . d. +n(rd, +rd )-5rrr.]+
ik 4p(1_n)r3{ n[( ),k ij (,| ik J |k) il ,k] (343)
Anyryr, +nrir )+ (1-20)@n,rr; +nd;, +nd,)-(1-40)n.d;,
. 1
D ik =W{(1' N)(rdy +rd; -rd;)+3rrr} (3.4.4)

3.4.2— EQUACAO INTEGRAL PARA PONTOS DO CONTORNO

A identidade Somigliana (3.4.1) fornece os deslocamentos em qualquer ponto contido no
interior do sélido em estudo desde que os valores das forgas de superficie e deslocamentos em
todos os pontos do contorno sgjam conhecidos. No Método dos Elementos de Contorno é
necessario 0 conhecimento da expressdo correspondente para pontos que pertencam ao contorno
C, contudo nesses pontos tais integrai s apresentam singularidade. Deve-se utilizar um artificio que
transforma esses pontos do contorno em pontos do dominio.

O objetivo € aumentar o dominio e o contorno do solido em estudo, acrescentando a este o
contorno de uma superficie esférica de dominio W,, com centro no ponto de contorno e de raio €,
conforme ilustrado na figura (3.4.1). A partir de entdo, o dominio e o contorno do corpo passam a
ser respectivamente W+W, e G+G - G. Desta forma, um ponto S do contorno passa a ser um
ponto s do dominio e a identidade Somigliana passa a valer para o novo dominio e contorno do
COrpo.
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[ g © ¥ k [im
& ' e® 0

Figura 3.4.1 - Corte do contorno expandido no ponto suave.

A identidade Somigliana passa a ser definida para dominio e contorno diferentes,
como mostrado a seguir

ui(9=- (i (SQQuj(QIGQ + Y (s Qp;(QGQ

G-G*G& G-G*G& (34.5)

+ i (s b (@d W@
W+ W,

Pode-se estudar separadamente o limite de cada integral quando e® 0 o que faz com que
0 ponto volte a ser de contorno. Pode-se encontrar todos os detalhes de tais demonstragdes em
BREBBIA & DOMINGUEZ (1989) e ROCHA (1988). Logo, a expressdo resultante da equacdo

integral (3.4.5) para pontos do contorno éreduzida a

Ci(Sui(S)=- (i (S Quj(QdSQ)+ ¢y (SQp;(QdAQ)
G G

(3.4.6)
Qi (S9)b;j(@)dWMa)
w
onde, para pontos de contorno suaves ( sem angulosidades), tem-se 0 termo livre
d.
C; (S):?IJ i,j=1,2,3 (34.7)

Notase, que a &). (3.4.6) é semelhante a eq. (3.4.1) definida para pontos no dominio e de
uma forma geral, pode-se afirmar que tal expressdo também é valida para pontos localizados fora
do dominio do corpo. Visando a definicdo de uma forma geral de representacéo desta equacéo,

define-se os valores para o coeficiente C;, como mostrado abaixo:

j?
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| 0, parapontosfora dodominio W,

c,;(S)=d, ! % parapontos do contorno G (3.4.8)
|
{1, parapontos internos ao dominio W.

Para pontos do contorno nédo suaves conforme mostrado na figura (3.4.2), o limite das

forcas de superficie da solugdo fundamental fornece um resultado diferente, de forma que
c;(9=d,(S+I; i,j=123 (3.49)

pode-se encontrar mais detalhes sobre amatriz 1;; em LOPES JR. (1996).

Figura 3.4.2 — Corte do contorno expandido no ponto S (néo suave).

A expressdo resultante da equacdo integral (3.4.6) mostrada é definida para solidos
tridimensionais an que o vetor normal ao seu contorno tem sentido para fora do dominio, ver
figura (3.4.1), ou seja, é utilizada para estudar regides internas ao solido, cujo dominio é finito.
Desta forma, precisa-se estender essa equacédo para o caso de regifes infinitas que sdo estudadas
neste trabalho através da solucéo fundamental de Kelvin para modelar o solo, admitido como um
dominio infinito.

Logo, sgja uma esfera de raio r , superficie C, dominio W com centro em um ponto S,
ponto este que envolve uma cavidade definida pelo contorno G (vide figura 3.4.3). Esta nova
regido entre G e C esta contida em um espaco infinito W . Para representar a nova regizo e
chegar na situacdo do problema analisado, deve-se fazer com que o raio da esfera tenda ao infinito
(r ® ¥), e notase que a expressao resultante é a mesma (3.4.6), a representacdo integral para

problemes de dominio finito também é valida para problemas cujo dominio é infinito.
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Q
Figura 3.4.3 — Regi&o infinita—
espaco de Kelvin

3.5- METODO DOSELEMENTOSDE CONTORNO

No capitulo anterior sfo definidas as equacfes integrais de contorno para a andlise de
solidos elésticos, homogéneos, isotrépicos tridimensionais. Nesta secéo, é definido e mostrado a
transformacdo dessas equacdes em equacdes algébricas visando a formulacdo do Método dos
Elementos de Contorno (MEC).

3.5.1-DISCRETIZACOES

A principio, precisa-se resolver as equagdes integrais numericamente, discretizando o
contorno em uma série de elementos nos quais os deslocamentos e forca de superficie sdo escritos
em termos dos proprios valores de uma série de pontos nodais (valores dos nos funcionais). A
formadiscretizada da eq. (3.4.6) para todos os pontos nodais implica em um sistema de equacgdes
algébricas lineares. Aplicando-se as condi¢des de contorno ao problema, o sistema pode ser
resolvido encontrando-se todos os valores desconhecidos e consequentemente uma solucéo
aproximada para os valores no contorno do problema.

Paratal discretizacdo, divide-se o contorno do sdlido em um nimero finito de elementos,

cuja geometria pode ser plara ou curva, triangular ou quadrangular, etc. (vide figura 3.5.1). Neste
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trabalho sdo utilizados os elementos triangulares lineares continuo e descontinuo na discretizagdo

do solido pelo MEC.

ponte modal

X (c)

Figura 3.5.1 - (a) elementos de contorno constantes, (b) elementos de contorno lineares e
(c) elementos de contorno quadréticos (Fonte: Brebbia & Dominguez, 1989).

Agora pode-se definir as fungdes u e p (deslocamentos e forcas de superficie em agum
ponto do contorno) aplicadas para cada elemento | a ser discretizado, como mostrado a seguir
usfu (3.5.1a-b)
. Sla
p=f TP
onde f sdo as fungdes interpoladoras e U’ eP! sdo os deslocamentos e forcas de

superficie aproximados por seus valores nodais de dimensdes 3xN para problemas tridimensionais,
sendo N 0 nimero de nés do elemento.

ip, i
| |
P=iPy
p.b
(3.5.2ab)
iu, i
| |
U=jU,y

tush
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A matriz fungéo de interpolagdo f com dimensdes 3x3N € constituida de fungdes de forma

g,00f,0 0..f, 0 0 y
fT=9f00f,0.0f,0%f f, .f] (35.3)
g0 0f,00f,.0 0f§

A discretizagdo do dominio do corpo € feita, de uma forma mais direta, dividindo-o em
células tridimensionais, geralmente na forma de hexaedros e tetraedros. Esta discretizacdo também
poderia ser feita através de outras técnicas, onde seriam utilizados apenas €l ementos de contorno,
como, por exemplo, a técnica da Reciprocidade Dual e a Integracéo Direta. Porém, neste trabalho o
dominio do sdlido n&o € modelado, ou sga, as forcas volumeétricas sdo desprezadas.

Desta forma, pode-se também definir as forcas de volume b em algum ponto do dominio
wna forma de um vetor tridimensional através de fungdes interpoladoras f e vaores nodais B!
(aplicada nos nés funcionais)

10, G
b=| bz;f, (3.5.4)
b,
Os coeficientes da solugdo fundamental de Kelvin podem ser expressos como

, ok

Pu P12 Pi3 @
* * * u
21 P22 P 23(

“a1 p*32 p*ssg (355ah)
0.0

u

e

é

éu*n Uz Us l;'
e * * *

@U 21 U2 Ua23y
& y
au

S u*ssﬁ
onde p° € amatriz em que os coeficientes p’j; sdo as forgas de superficie na diregdo j devidas a
uma forca unitaria em S agindo na direcdo i e u” é a matriz em que os coeficientes u’i; S0 0s
deslocamentos na diregdo j devido a umaforca unitériaem S agindo na direcéo i.

A partir das notacBes mostradas, a eg. (3.4.6) pode ser reescrita para cada ponto S como
mostrado a seguir :

c(SUS) =- (F (S QUQIEQ+ (Y (SAPQIGQ)
G G

+ (Y (S.a)b@dWa)
w

(3.5.6)



34

onde os coeficientes ¢(S) ja foram definidos neste trabal ho.
As coordenadas cartesianas do contorno e as coordenadas cartesianas da célula podem ser
escritas em termos das coordenadas nodais para a definicdo dos elementos, conforme mostrado
abaixo
X =f TX!
X_=f X (3.5.7a-b)

onde f sfo as mesmas fungbes de interpolagdo isoparamétrica utilizadas para os
deslocamentos e forcas de superficie, X! sfo as coordenadas cartesianas de seus pontos nodais e
X Cj as coordenadas cartesianas dos pontos geométricos da célula tridimensional para discretizacéo

do dominio.

Considerando a mudanca do sistema de coordenadas cartesianas, substituindo as egs.
(3.5.1ab) e aproximando o contorno do sélido em “L” elementos, com “J’ pontos nodais (nés
funcionais) e o seu dominio em “M” células, a representacdo integral discretizada para
deslocamentos, a eg. (3.5.6), passa a ser:

(I)_ \ * T ] é_ N\ * T .
ue=-a [ CQAf (QIAQIU + A [y (SQf (QAG(Q]P

1=1 =1
@ G (35.8)

¥y . |
ralQ Gafe (@dWa)]8
m:1Wm
Aplicando integracdo numeérica (ver topico 3.5.3) para as egs. integrais (3.5.8) em todos os
pontos S, tem-se a representacao algébrica:
cu=-HU +GP +DB (35.9)
onde as matrizes de influéncia H, G eDs80 definidas, respectivamente, pelos somatérios das

integrais mostrados na eg. (3.5.8).
Andisando-se a eg. (3.5.9), nota-se que é possivel agrupar as matrizes que formam um

produto com a matriz dos valores nodais de deslocamentos U, ou sgja( H = ¢+ H) e a equacio
passa a ser

HU = GP + DB (3.5.10)

Note que os elementos c(S) sdo encontrados como uma série de sub-matrizes 3x3 na

diagonal de H e ndo sdo smplesmente calculados de forma analitica devido, principamente, a

singularidade da solucéo fundamental em pontos de canto.
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Os vetores U e P representam todos os valores de deslocamentos e forgas de superficie

apos a aplicacdo das condiges de contorno. Essas condigdes podem ser introduzidas fazendo-se
umatroca de colunas deH e G de modo que todos os valores desconhecidos passam para a matriz
X no lado esquerdo da igualdade. Isto resulta num sistema de equagdes algébricas, como mostrado
abaixo:

AX =F (3.5.11)
onde:

A € uma matriz cheia e ndo simétrica que contém elementos das matrizes H e G
devidamente trocados (troca de colunas) para agrupar todas as incognitas do lado esquerdo da
igualdade, sjam elas dedocamentos ou forcas de superficie X € o vetor misto que contém as
incognitas (deslocamentos e forcas de superficie) e F é o vetor independente, obtido da
multiplicacdo dos coeficientes das matrizes H e G relativos as componentes prescritas de
deslocamentos e forgas de superficie, note-se ainda que a matriz B passa a ser incorporadaem F.

Em gerad, utiliza-se 0 Método de Eliminacéo de Gauss para a resolucdo do sistema acima,
desta forma encontra-se a solucéo elastostética do problema.

Apos aresolucdo do sistema acima, as variaveis contidas no vetor das incognitas devem ser
reorganizadas em dedocamentos e forcas de superficie, antes de serem utilizadas

computacional mente.

3.5.2—-ELEMENTOSDE CONTORNO

Como dito anteriormente, resse trabalho é utilizado o elemento triangular plano para a
discretizacdo do contorno do sdlido tridimensional. Existem diversas referéncias onde pode ser
encontrado este tipo de elemento, que a principio, foi desenvolvido para ser utilizado no Método
dos Elementos Finitos (MEF), como por exemplo, em COOK et al. (1989), ZIENKIEWICZ &
TAYLOR (1989) e BATHE (1982).

Precisa-se definir a geometria deste elemento e em seguida aplicar as fungdes de
interpolacdo que sdo utilizadas para as varidveis da representacdo do Método dos Elementos de
Contorno: forcas de superficie e deslocamentos. As fungdes de interpolacdo servem para
aproximar & campos das variaveis envolvidas no problema. Essa aproximacdo é aplicada nos
pontos nodais do elemento e sdo definidas através de polindmios. Essas fungBes podem ser
constantes, lineares, quadraticas, cubicas ou de ordens mais elevadas, ver COOK et al. (1989) pp.
153.
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Nesse trabalho é utilizada apenas a fungdo de interpolacdo linear que permite uma melhor
aproximacao das varidveis do problema do que a funcéo constante, no caso do elemento plano

triangular, interpolacdo consiste em interpolar linearmente entre os trés valores nodais do

elemento.

3.5.2.1-ELEMENTO DE INTERPOLACAO LINEAR

Visando uma aproximacdo das varidveis atravées das funcles interpoladoras de forma
linear, encontramse na literatura trés tipos de elementos, elemento linear continuo, descontinuo e
de transicdo, conforme mostrados a seguir:

>

o
N¢ Funcional

(a) (b)

N6 Geométrico

(d)

Figura 3.5.2 — Tipos de elemento linear: (a) continuo; (b) e (c) de transicéo; e (d) descontinuo.

O elemento linear continuo, ou isoparamétrico linear, possui 0s nés funcionais coincidentes
com 0S nOS geometricos, ou sga, ndo se podem modelar diretamente contornos descontinuos
através desse elemento.

O elemento linear descontinuo, ndo conforme ou de colocacdo ndo nodal, possui 0s trés nés
de colocagdo deslocados de seus nGs geométricos que estdo associadosa um unico elemento, esse
elemento permite a modelagem de contornos onde existem descontinuidades de forcas de
superficie ou de geometria.

E, por fim, o elemento linear de transicdo possui alguns de seus pontos de colocacéo

coincidentes com 0s seus nGs geométricos. Esse elemento € muito interessante, pois permite uma
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discretizacdo mais 10gica, ja que se podem definir os n6s deslocados apenas em regides onde ha
descontinuidade. Sua formulacdo é baseada numa combinagcdo das formulacfes dos elementos
continuos e descontinuos.

A seguir, mostra-se a caracterizacdo e definicdo do elemento triangular linear descontinuo.
Como ja definido, este elemento possui os trés pontos de colocacdo deslocados de seus nés
geométricos, desta forma pode-se discretizar contornos descontinuos (com angulosidades). Nesse
elemento é feita uma interpolacdo nos valores das varidvels (deslocamentos e forgas de superficie)
devido a nova posicéo dos pontos de colocacéo (internos ao elemento), ver figura 3.5.3.

¢l

Figura 3.5.3 —Elemento triangular linear descontinuo

As componentes de deslocamentos e forcas de superficie na direcdo i para qualquer né

(u, ep.) podem ser encontradas em fungéo das componentes nodais na mesma dire¢éo, como :
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&P (3.5.12a-h)
é . u
ePz u
q:)l a

Sendo assm, a matriz ¢ definida na eg. (3.5.8) para o elemento triangular linear

descontinuo é encontrada

el 0
= 0 o _ _ _
52132100x200x3008

(9= o0 X, 0 0 % 0 0 % 0 (35.13)
; - _ _ —(
%OllilgOOXlOOXZOOXaa
& 20

onde as coordenadas de &rea x; sd0 definidas nos pontos de colocagio S deslocado para o

interior do elemento sobre a mediana do lado oposto ao vértice do tridngulo relacionado ao ponto.
Chamando def , adistancia entre o vértice do tridngulo e o seu centréide, o deslocamento do ponto
nodal que € aqui chamado de w, ficadefinido como

w =0,525f ou 0,65f (3.5.149)



39
onde, estes percentuais sdo medidos a partir do vértice do triangulo. Tomando como

exemplo o percentua referente a 0,525f, segundo BARBIRATO (1999), e utilizando as técnicas
para determinacdo das coordenadas de &rea, encontram-se 0s seguintes valores em um dado ponto
decolocagdo S: X, =x, =0,175 ex, =0,65.

Apés a redizacdo de diversos testes para diversos pontos de colocagdo encontram-se

resultados mais precisos em pontos localizados no intervalo em que os extremos inferior e superior

s80 os valores definidos em (3.5.14).
35.3-INTEGRACOESNUMERICAS

A partir das equacOes ja definidas, devemse obter as solugdes analiticas das mesmas,
porém, vale ressaltar que as fungbes integradas sdo bastante complexas gerando uma grande
dificuldade na obtencdo destas equacOes. Desta forma, sdo aplicados métodos numéricos de
integracdo para a resolucao das equacdes previamente apresentadas.

Fazendo uma simplificacéo da eg. (3.5.8), sem considerar o termo que se refere as forgas de
volume, verificase a existéncia de uma soma de integrais aplicadas sobre cada elemento do
contorno, onde essas integrais sfo chamadas a partir de agora de g e h, conforme mostrado a seguir

h= cp (S QfT(QdGQ)
G

g= (F (S Qf ' (QdGQ

G

(3.5.15a-h)

No estudo dos Elementos de Contorno, como ja foi mencionado, pode-se encontrar dois
tipos de situaghes para sua integracdo dependendo da posicdo do ponto de colocagdo S. Neste
trabalho, quando este ponto encontra-se no elemento a ser integrado, a integragdo numérica a ser
redlizada chama-se integracdo singular ou semi- analitica; caso 0 mesmo esteja situado fora do

elemento chama-se de integracdo numérica. A andlise destas duas integracOes € mostrada a seguir.
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35.3.1-INTEGRACAO SINGULAR OU SEMI-ANALITICA

Como mencionado no parégrafo anterior, a integracdo singular € utilizada quando o ponto
de colocacdo pertence a0 elemento estudado L, neste caso aparecerd uma singularidade devido a
solugdo fundamental de Kelvin em que as expressdes u ep sd0 escritas em funciio da
coordenada esféricar apresentando singularidades nas vizinhancgas do ponto S.

Nesse trabalho é utilizado um procedimento que consiste em fazer uma transformagdo no

sistema de coordenadas que passa a ser chamado de (X,yez), onde o plano Xy contém o

elemento L, conforme mostrado na figura (3.5.4).

X

Figura3.5.4 — Defini¢cdo daintegracdo singular.
A partir desta andlise, define-se o contorno do elemento em funcdo das coordenadas
polaresr e g e aintegracdo singular € efetuada através de integracéo analiticaem r e numéricaem

qg.
Fazendo a substituicdo das expressdes (3.3.3) e (3.3.7) nas egs. (3.5.15a-b), encontra-se:
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- \B'(1-22)dijr’ndeG+ ‘3B'r'i2r'jr'”deG- \B'(l-22n)r,inj Tde
r r r
G G @
3.5.16a
B'(1-2n)r;n; 1 ( )
+ 2 = —f dGe
r
G
JA'(3-4n)d;; ¢ AT T
G G
onde
A= 1 ‘e (3.5.17a)
16p (1-n)m’ -
, -1
_ L (3.5.17h)

Utilizando notag&o indicial para a solucéo das integrais e fazendo um rearranjo, pode-se

encontrar a expressdo final parag e h

: T : AT AT
h=3B (1-2n)q7f dG+B(1-2n)(-q7njf dG+Or7nif dg

r N G G (3.5.189)
+3B' ALhif TdGe

&

g=A'(3-4n)d}; (yf TG+ A’ L1 TG (35.180)
G G
onde n; en; s3o, respectivamente, os vetores normais nas diregoes cartesianas “i” e “j” e h, =X, |
OU Sgja, Sd0 0s co-senos diretores da normal em relagdo aos eixos cartesianos X .
Visando diminuir o tamanho das expressdes apresentadas, a integracdo analitica em r pode

ser dividida em trés parcelas distintas e gerais para a solugéo fundamental de Kelvin,

p1(f) = (‘fxfde
G
.. LN
P2(i.j. 1) = 7 —*dG (3.5.19a-c)
G

\r'
p3(i,f) = q%xfde
G
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Observando a figura (3.5.4), precisa-se definir a relacdo linear existente entre as

coordenadas cartesianas (x,y) e as coordenadas de &rea (x; ) expressa pelas seguintes equagoes

|x1u |1 y
i%y=[Al" 1%y (35.20)

|Xb |Xb

onde X; =X;-X; €y, =y, -y, e
&X,Y3-X3Y, Yz XgpU

2
[A]* = & §><3y1 XY Yo Yieyp ONde2A =det[A]= 3,y - Xa s (35.21)
&Y, XY: Y Yall

Representando as expressdes acima na forma de notacdo indicial, temse

1
X :i[af +biX +g¢yl, (35.2)
onde
a; =X;¥Y - XY,
by =y;-Yi;
=X, -X;;€e
9 =X, (3.5.23a-d)
ij=2k=3 p/f=1
=3 k=1 pf=2
li=1, k=2 pf=3
Fazendo-se a mudanca para 0 hovo sistema xy, tem-se
X =rcosq;
- (3.5.24a-b)
y=rsenq;e
|xu eCOSj s«enj 0u|xu ]_xo_[_J
. i
|Yy—A98nl cosj Of |yy y ¥ (3.5.25)
Iz|O g 0 0 191 |O |D
Desta forma,
1 - -
Xy :E[Af +Bix +Cyl, (3.5.26)
onde
(3.5.27a-c)

A; =a; +bix, +g;Y,;
B; =b; cosj -g; senj ;
C; =b; senj +g; cosj
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A partir das coordenadas adimensionais de érea, as integrais analiticas em r definidas em

(3.5.19a-¢) podem ser facilmente determinadas. Considerando ainda dC=rdrd g, encontram-se as
parcelas pi(f) e p2(i, j, f)

1. B C
p1(f) =£dAf +?frcosq +?frsenq)rdq
ql B c (3.5.28a-b)
20, j, ) =—¢.r (A, + —Lr +—=rsenqg)rd
p2(, j, f) 2Aq(j,.,J(f o roosq = q)rdq

Ao resolver a integral definida na parcela p3(i, f)verificase que a mesma é singular

quando r = 0, desta forma a andlise desta parcela precisa ser melhor detalhada. A integracéo pode

ser definida por
. 1. N
p3(i, ) :ﬁ 0. (A¢In(r) +B,r cogy +C;rsenq)dq - L'gg) oA\«In(e)r;dg (3.5.29)
q q

Analisando-se o integrando da parcela do limite indicado em (3.5.29), pode-se ver que a
derivada da variavel r em relacdo a direcéo cartesianai pode ser representada por:
rr=m;cosq +m,; senq, (3.5.30)
onde m;; s3o 0s co-senos diretores no ponto em ardlise em relagdo a x.
Levando-se em consideragdo que o angulo q tem uma variagcdo de 0 a 2o, aintegral
definida no limite tem valor nulo e o limite tende a zero, ou segja,

»
Im, QA n(e)(m, o5 + m, sen)dq =0 (3.5.31)
Desta forma, a parcela p3(j, f) € definida de forma resumida como
, 1.
p3(, f) =§d,i (AIn(r) +B,r cosq + C;r senq )dq (35.32)
q

Valeressaltar, que parao elemento linear descontinuo, o ponto de colocacdo S é deslocado
para dentro do elemento j em estudo. Sendo assim, pode-se utilizar a expresséo (3.5.32), pois, 0s
extremos inferior e superior parao angulo g so sempreOe2p .

Apos encontrar as expressdes para as trés parcelas, deve-se agora, utilizar um procedimento
numérico paraaintegracdo em q . Neste trabal ho é realizada uma transformacéo de cada elemento
triangular plano em um dominio cujo contorno G possui trés elementos unidimensionais retos,

conforme mostrado a seguir
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or/en

elemento 1 (1-2)

elemento 2 (2-3)
elemento 3 (3-1)

£=-1 ¢ 0 S (X1,X2) E=+1
&

- |

L2 L2

o
dr = L.d
2

S

Figura 3.5.5 —Representacéo do elemento unidimensiona linear e Integracdo no
contorno ficticio do elemento triangular (Fonte: Barbirato, 1999).

Fazendo-se uma simples andlise trigonomeétrica do elemento triangular definido na figura

(3.5.5) visando uma relacio diferencial entre dg edG para representar o elemento de superficie

através de trés elementos lineares de contorno, tem-se

rdq = '"—fdé (3.5.33)
qn

Desta forma, as expressdes (3.5.28a-b) e (3.5.32) podem ser reescritas e representadas da

seguinte forma

1 . B C I -
1) =— A, +—r +— rseng)—dG
P1(f) = - QA +—-rcosq +— q)ﬂﬁ

G
. 1 . B C i =
26, j,f)=—Y.r (A, +—rcosq +—r —dG 5.
p2(i, j, f) 2A9 (A 5 a4+ Senq).”ﬁ (3.5.34ac)

. 1. 19r ~
D =—¢&. (A In(r) +B.r +C.r ——dG
p3(i, f) 2A9|( ¢In(r) ¢ C0Sq ¢senq 1N
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A partir das relagtes anteriormente definidas em (3.5.23a-d), (3.5.24a-b) e (3.5.25), temse

ainda

PLD = 3 828, + by (4 X,) +0, (6 X))y 08
. 1. ~
2, j. ) :inr,j(zaf #b,(x0+,) +, b+ X)) 7L (35.358:0)

P30, f)=—- o—{a In(r) + b [x+x,(In(r) -1)] +g;[y +y,(In(r) 1)]}—dG

Apbs as definigdes das expressdes (3.5.35a-¢) pode-se reescrever as expressoes referentes a
g e h calculadas numericamente através da quadratura Gaussiana, ver anexo A. A figura (3.5.5)
acima, define o elemento utilizado no contorno ficticio do elemento triangular, bem como os seus
parémetros importantes.

k=t (3.5.36a-b)

onde H € 0 jacobiano de transformagdo de coordenadas para 0 elemento unidimensiona
reto, ver COOK et al. (1989), definido como % onde L é o comprimento do elemento; w, €0

peso de Gauss no ponto k, ver anexo A; ﬁg eﬁh s80 os integrardos (3.5.18ab) utilizando as

expressoes (3.5.35a-c), conforme mostrado nas expressdes (3.5.37ab); e N representa o nimero

de pontos de Gauss a ser utilizado no elemento.

h :md% +b, (X +X,)+0; (X +X, ))fT—dG
9 4A f n
A o (3.5.37a)
+K(g,ir’j(2af +h (X +X,)+0; (X +x,)f ﬁdae
Ry = @ L1, In() + by [X + X0 (IN() ~1)] + gLy + o (N0 - 1)1}fT1’TT; G+
B'(1-2n) I ] ] I (3.5.37)
o @I b+ x, 00 D],y +, (0 D, £ G
3B’ qr

+ 0 ‘{a In(r) + b [x + X, (In(r) -1)] +g,[y +y,(n(r) -1}, fTﬂ—dG

c !
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Vale lembrar que as expressdes (3.5.35a-¢) sdo vélidas para a solucéo fundamental de

Kelvin que esta sendo utilizada neste trabalho para a discretizacdo do solo pela formulacéo
elastostética do Método dos Elementos de Contorno (MEC).

3.5.3.2—INTEGRACAO NUMERICA

A integral numérica ocorre quando o ponto de colocacdo ndo pertence ao elemento a ser
integrado.

Esta integracéo é a forma mais direta de se calcular a integral sobre um elemento. No caso
utilizado neste trabalho de aproximacOes lineares, esta integragéo é feita através da quadratura de

Hammer, podendo ser facilmente encontrada em diversas tabelas (ver BREBBIA et a., 1984),
onde ¢ utilizado o Jacobiano de transformagio |G em relaggo as coordenadas adimensionais de
area

As integrais (3.5.15a-b) sdo obtidas através da integragdo sobre cada elemento do contorno,

jad que o ponto de colocagdo ndo pertence ao elemento a ser integrado, sendo realizada uma
transformacdo de coordenadas globais para coordenadas de &rea, conforme mostrado abaixo:

1 1x,

g :|G|d QMg (Xy.%, )dx, Jdx,
00

1 1-X,

h=|G|J (Jn (1, X2) dx,JaX,,
0O 0

(3.5.38a-h)

Aplicando-se a integracdo numérica de Hammer através da quadratura na forma de

somatorio, tem-:

9=[Gja hy (/x5 )w,
. (3.5.39a-h)
o)

h :|G|a hh(xi{( lX2k)Wk!
k=1

onde n representa o ndmero de pontos de Hammer, |G| é o jacobiano de transformagéo e

vae 2A, x e x5 sdo as coordenadas de &rea do ponto a ser considerado, w, é o vaor do peso
associado a0 ponto de integragdo k e h,eh, si os integrandos das integrais definidas nas
expressdes (3.5.15a-b).

Sabe-se que as fungdes envolvidas nas integracOes sdo singulares, desta forma, a precisao

da integracdo de Hammer € prejudicada pela disténcia “r” entre os pontos de colocagdo S e de
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campo Q. Em casos onde essa distancia € relativamente grande comparada com o tamanho dos

lados dos elementos triangulares o procedimento de Hammer fornece 6timos resultados, caso
contrério, a alternativa utilizada consiste em subdividir o elemento | qualquer em sub- elementos e
aplica-se a integracdo de Hammer em cada elemento separadamente, ocasionando em um nimero
maior de pontos de integracdo, objetivando a obtencdo de resultados mais precisos.

Neste trabalho, quando o ponto S esta bem proximo do elemento a ser integrado, divide-se
esse demento em 25 partes iguais gerando 25 sub-elementos conforme pode ser observado no
trabalho de KANE, 1994,

3.5.4—DESLOCAMENTOSE TENSOES EM PONTOS DO DOMINIO

A identidade de Somigliana, eg. (3.4.1), fornece os deslocamentos em pontos internos
(pontos do dominio) em termos dos deslocamentos u e forgas de superficie p no contorno.

Considerando novamente esta representacdo de integral como em (3.5.8) temse

u(e) =- § [P Qf (QGQ)U’ + 5 [() 6Qf T (QdEQ]P’
=t =G (35.40)
M
QLY cof (@dWa]B!
m=1w_
onde G éasuperficie correspondente ao elemento | e“S’ € agora um ponto interno.
A formamatricia da eq. (3.5.40) é definida como
u=-HU+GP + DB (3.5.41)
onde, o vetor com as componentes de deslocamentos €
U U
ue =} u,y (35.42)
tusp
Vale ressaltar que as integrais da eg. (3.5.40) sfo calculadas através do procedimento de
integracd numeérica, adotando-se a divisdo do elemento triangular em sub-elementos objetivando
desta forma, a otimizagéo dos resultados encontrados para os desl ocamentos em pontos internos.
Para um sblido isotropico, homogéneo e tri-dimensional, as tensdes em pontos do dominio
podem ser calculadas da mesma forma que os deslocamentos, ou sgja, a partir da eg. (3.4.2) tem-

Sel
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P ST N PR |
s=-a [P EQf (QdEQIU'+ g [P (Qf (QIAQ)]P

| =1 =1
M G G (3.5.43)
o] * T i
ral @ safc (@dwals’,
m=1 W,
A formamatricial daeq. (3.5.43) é definidacomo
s =-HU+GP+DB (3.5.44)
onde, o vetor com as componentes de deslocamentos €
is,u
g |
to i Sy Sp Sl
s(9=1_"y ouandas (9= (;% i S, S 233 (35.45a-h)
':‘S 22':' és 31 S 32 S 33@
7
1S xp

O trago utilizado sobre as matrizes H, G e D serve apenas para diferenciar das matrizes
envolvidas na eg. (3.5.41) e ostensores de terceiraordem S e D* jaforam definidos em (3.4.3) e
(3.4.4).

As integrais envolvidas na eg. (3.5.43) sdo resolvidas utilizando-se a integracdo numeérica

de Hammer.
3.55—-TENSOESEM PONTOS DO CONTORNO

A eg. (3.5.43) pode ser utilizada para o cdlculo das tensdes em pontos do contorno, mas,
vae ressdtar que esta equacdo pode gerar singularidades nestes pontos. Para problemas

tridimensionais, os termos dos tensores de terceiraordem D" e S contém singularidades do tipo

1 . . : ~ .
I‘_2 ) r—3 respectivamente, exigl ndo consi dera(;oes ESpecials .

Desta forma, de acordo com BREBBIA et al. (1984), um caminho mais simples e eficiente
de se determinar tensbes em pontos do contorno consiste em utilizar uma aproximagao para as
deformacdes a partir dos valores dos deslocamentos nos nos dos elementos.

A partir de um ponto nodal definido no elemento, pode-se representar as componentes do
tensor de tensdo através de um elemento infinitesimal, onde as componentes de tensdo na direcdo 3

s80 as proprias forcas de superficie neste no, ou sgja, podemos definir primeiramente as expressoes
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das componentes do tensor de tensdo. Utilizando a expresséo que define forgas de superficie e,

ainda, aLe de Hooke, pode-se escrever

S =(2m+l)e, +1 (e, +ey) (3.5.46af)

Conhecendo-se a expressdo de S ,; através da Le de Hooke e igualando ao valor da forca
de superficie nesta diregéo, € possivel encontrar o valor da componente de deformagéo e,,, como

mostrado a seguir
Sp=R=2m+1)e,+1 (g, +ey,), (3.5.47)

Colocando o vaor de e,;em funcéo daforga de superficie, temse

1
€33 _W[Ps -1 (611 +ezz)] (3.5.48)

Substituindo a eg. (3.5.48) em (3.5.46a-C), encontra-se

_ 1
S =@m+1)e, +1 (e, +———[P;-| (6, +€5)])

2m+1)
S,=2ne,
S, = (2m+1 ), +1 (e, +ﬁ[% 1 (e +e,,)]) (35.49a)
§u=P,
S 32 = 2
S =P;

As componentes de deslocamento em coordenadas |ocais podem ser representadas como:
u=f "U! (3.5.50)
ou em termos de componentes, pode-se escrever:
u (X, x,)=f TU =x,U +x,U? +(1-x, -x,)U?
ou ainda, (3.551ab)
u, (X,,X,) =f TUS =x, (Ul - U?) +x,(UZ-U?) +U?.
onde U sdo os valores nodais dos deslocamentos nodais nas coordenadas locais, f ™ as
funcBes interpoladoras ja definidas anteriormente que podem ser polinomiais. As derivadas dos

deslocamentos em relagdo as coordenadas de area séo
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o= (U
‘ﬂul (3.5.52a-h)
ﬂTi = (Uiz - Uis)

2

Vale ressaltar que, no @aso de se conhecer os deslocamentos nas coordenadas globais,

pode-se fazer a transformacéo das coordenadas para 0 sistema local através de uma matriz de
transformac&o de coordenadas.

Assim como as componentes de deslocamentos, as coordenadas cartesianas também s&o
expressas em funcédo de seus valores nodais, como:
—f Tk — 1 2 3
X (X, X,) =F X] =X HXX+ (L-X -X,)X]
ou ainda, (3.5.53a-b)
—f Tyk — 1 3 2 3 3
X; (X, X,) =F T =%, (X - XT) +X, (X7 -X7) +X.

Derivando a expressdo (3.5.53a-b) encontra-se

ix; _
ﬂT—X]j"st
! (3.5.54a-b)
™ _ o s
ﬂT—X] 'X]
2

Verificando a expressdo que define o tensor de deformagdes apresentado em (3.2.4)
verifica se que os deslocamentos sdo derivados em relacdo as coordenadas cartesianas, destaforma
aplicando-se aregra da cadeia, encontra-se

u, _ TX; Tu,
—=——— 3.5.55
ix, X, T, ( )
Por exemplo, tems

fus _ xy flu, | 9X, S,

ixy g Txy o Txy 7%,

flu, - X, fu, | X, Slu,

Txz Tz fixa Az Aixe (3556a-d)

fu, _ Xy fu, | X, fu,
X, x; 1%, x; 1%,
Tu, _ Tx, Tu, |, X, Tu,

ix, X, Ixy X, X,

ou, na forma matricia, pode-se representar
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]_ fu; _[_] é‘ITxl ‘szu i fu; U
| %, A‘ITX1 ‘ﬂxl TIX, T
= 3.5.57
i ﬂu y= émx, 1x, g i ﬂu,?/ ( )

Tﬂxzb M, M0 ihp

Representando a forma matricial (3.5.57) na forma inversa, encontra-se

1 Tu; efx, _fixp uifud
€ayu ul 1
1ﬂx1;/ alx, X @_I;ﬂxlg,/ (35.59)
ifu{ 2A8 Ix, X, 0% Ty}
(

Tﬂxzb e ﬂXz ﬂXlu Tﬂxzb
Substituindo a equacdo matricid (3.558) em (3549af) e fazendo

_ E el = nE
2(1+n) (1+n)(1-2n)

, encontram-se as tensdes em pontos do contorno de forma

aproximada, conforme mostrado a seguir:

S [2n'(.IT 1+nﬂ 2)+nP]

s =y Tuy
S _m('ﬂxz +n ﬂxl)

e 1 12 n(:guz n E)L;Il)_'_nps] (3.5.59-)
2 1
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3.6-EXEMPLOS

Nesta secdo sdo apresentados alguns exemplos utilizando a formulacdo do
Método dos Elementos de Contorno objetivando a aplicacdo do método em diversas
andises em engenharia, bem como demonstrar a funcionalidade do programa
desenvolvido no ambiente MatLab para o calculo de deslocamentos e tenses.

No exemplo 3.1 é analisada a equacdo da linha el &stica para uma viga engastada
solicitada a flexdo. Em seguida, no exemplo 3.2, mostra-se um paralelepipedo solido
elastico solicitado por uma forca estatica de tracdo, onde sdo analisados os valores do
deslocamento na direcdo axia. Por fim, aplicase um carregamento uniformemente
distribuido sobre a superficie livre do semi-infinito visando a andlise de deslocamentos

a partir da solucéo fundamental de Kelvin.

3.6.1-Exemplo 3.1

Nesse exemplo é feita uma andise de uma viga engastada em uma das
extremidades e livre na outra, solicitada por uma forca perpendicular a0 seu eixo

aplicada na extremidade livre definindo o problema de uma viga a flexdo. A figura

3.6.1 apresenta a viga em questdo cujos parametros e asticos séo E = 2100 k—Nz en=
cm
0,3.
X1
P=0,3kN
X2 -
X P=0,3kN
: E = 2100 kN/cn?
n=03
80cm

/ZOcm

—
20cm

Figura 3.6.1 — Viga engastada com carregamento transversal na extremidade livre.
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Na discretizacdo da superficie de contorno da viga através de elementos
triangulares planos descontinuos sdo utilizados trés tipos de mahas denominadas de
M40, M72 e M176, conforme figuras 3.6.2 € 3.6.3.

(©) M176

Figura 3.6.2 — Discretizagbes do contorno por elementos triangulares planos
descontinuos: (a) M40, 40 eementos, (b)M72, 72 elementos e (c)M176, 176

elementos.



| ."F.'Igur.r.- 1
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Fla Edt Wi TIreait Took  Desktop Windos - Help £l
heHa k REme w 0H(=O
(b) M72
DGus § R&fE 9 I8 o0 '
(c) M176
.Jj_n

Figura 3.6.3 — Representacdo gréfica da geometria da viga mostrando as discretizagtes
utilizadas: M40, M72 e M176.
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Na formulacdo implementada nesta analise, 0 carregamento a ser aplicado no
corpo passa a ser tratado por nd, desta forma, para o problema estudado neste exemplo,
toma-se uma carga distribuida P = 0,3kN/cn? como sendo uma carga aplicada no no
central da superficie livre de contorno, como ja mostrado na figura 3.6.1.

Sabe-se que o0 carregamento aplicado varia linearmente ao longo dos lados do
elemento de contorno, logo, a carga aplicada no né central resulta em um carregamento
de forma piramidal. Esse carregamento possui intensidade de 0,3kN/cn? no né central e
€ nulo nos demais nos da superficie de contorno.

Sendo a &rea da secdo transversal da viga em andlise igual a As = 400 cnt, o
problema implica em uma forca resultante perpendicular ao eixo do corpo de modulo
igual ao volume da pirémide formada, ou sgja, 40kN.

A maha M40 utiliza 40 elementos triangulares planos com aproximacéo linear
com 120 pontos de colocagdo e 360 graus de liberdade. A malha M72 apresenta 216
pontos de colocagéo e 648 graus de liberdade e a malha M176 possui 528 pontos de
colocacao e 1584 graus de liberdade.

Conforme verificado na figura 3.6.1, a viga possui secdo transversal de 20cm x
20cm com 80cm de comprimento. Aplicando-se a equacdo da linha elastica a partir da
teoria de vigas, pode-se calcular o deslocamento transversal da mesma ao longo de seu
comprimento e comparar com 0s valores encontrados para as discretizacOes postas no
presente trabal ho.

Nas tabelas 3.1, 3.2 e 3.3 sdo comparados os valores dos deslocamentos na
direcdo X, ao longo do eixo X3 da viga utilizando as discretizacbes M40, M72 e M176
com a solucéo analitica da teoria de vigas utilizando o cddigo computaciona obtido
utilizando-se a formulagcéo do MEC com a solugdo fundamental de Kelvin, apresentada

nesse capitulo.

Tabela 3.1 — Linha el astica da viga analisada (valores em cm): Discretizacdo M40.

coord. X3 (cm) || Teoriade Vigas | Discretizagdo M40

80 0,0000 0,0000
60 0,0210 0,0213
40 0,0762 0,0736
20 0,1543 0,1468

0 0,2438 0,2311
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Linha elastica da viga - estudo comparativo
Eixo X3 (cm)
80 75 70 65 60 55 50 45 40 35 30 25 20 15 10 5 0
O t 0,0000
\\.

Ny 0,0250

= 0,0500

T \" 0,0750
L

‘>\‘< 0,1000
£

o 0,1250
8
5

£ 0,1500
5]
o

o 0,1750
[
o)

e 0,2000

0,2250

0,2500

| Teoria de vigas —3— M40 |

Figura 3.6.4 — Linha el stica da viga obtida pela teoria de vigas e pela discretizacdo M40.

Tabela 3.2 — Linha elastica da viga analisada (valores em cm): Discretizacdo M72.

coord. X3 (cm) Teoria de vigas Discretizacdo M72

80 0,0000 0,0000

70 0,0055 0,0059

60 0,0210 0,0212

50 0,0450 0,0520
40 0,0762 0,0783

30 0,1131 0,1192

20 0,1543 0,1582

10 0,1983 0,2040

0 0,2438 0,2481

Linha elastica da viga - estudo comparativo

Eixo X3 (cm)
80 75 70 65 60 55 50 45 40 35 30 25 20 15 10 5 0

\JI 0,0000

~— 0,0250
\'.}\ 0,0500
LJ\ 0,0750
0,1000

\D\ 0,1250
0,1500

\U\ 0,1750
- 0,2000
‘\ —1 0,2250

I\El 0,2500

Teoriade vigas —3—M72
| |

Figura 3.6.5 — Linha el astica da viga obtida pela teoria de vigas e pela discretizagdo M 72.
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Tabela 3.3 — Linha el astica da viga analisada (valores em cm): Discretizacdo M 176

coord. X3 (cm) Teoria de Vigas Discretizagdo M176
80 0,0000 0,0000
72 0,0035 0,0056
64 0,0137 0,0155
56 0,0296 0,0319
48 0,0507 0,0523
40 0,0762 0,0778
32 0,1053 0,1060
24 0,1374 0,1377
16 0,1716 0,1710
8 0,2074 0,2062
0 0,2438 0,2417

Linha elastica da viga - estudo comparativo

Eixo X3 (cm)
80 75 70 6 60 55 5 45 40 35 30 25 20 15 10 5 0

i 0,0000
0
—— = 0,0250

u\\ 0,0500
0,0750

0,1000
\\
0,1250

‘D\
0,1500

0,1750

0,2000
\

[ 0,2250
0,2500

Deslocamento em X2 (cm)

| Teoria de vigas ====176 elementos |

Figura 3.6.6 — Linha elé&stica da viga obtida pela teoria de vigas e pela discretizagdo M176.

Os resultados obtidos, representados graficamente nas figuras 3.6.4 a 3.6.6,
permitem dizer que a formulacdo do Método dos Elementos de Contorno apresentada €
coerente com o problema analisado. Observa-se ainda que, a medida que a discretizacdo
envolve mais elementos, os valores obtidos na andise se aproximam daqueles
utilizando-se ateoria cléssica de vigas.

Visando uma verificagdo ainda melhor dos resultados obtidos nesse trabalho e a
sua confiabilidade fezse uma comparacao grafica entre tais valores e os encontrados no
trabalho de BARBIRATO (1999), conforme verificado na figura 3.6.7. Verifica-se que
existe uma boa convergéncia entre os graficos dos resultados encontrados nos dois
trabalhos.



Linha eléastica da viga - estudo comparativo
Eixo X3 (cm)
80 75 70 65 60 55 50 45 40 35 30 25 20 15 10 5 0

”ﬁ\hwi‘

e

AN

Deslocamento em X2 (cm)

-

—4&— Teoria de vigas —— 176 elementos
40 elementos, BARBIRATO (1999) 72 elementos, BARBIRATO (1999)
=¥ 40 elementos

0,0000
0,0250
0,0500
0,0750
0,1000
0,1250
0,1500
0,1750
0,2000
0,2250

0,2500

Figura 3.6.7 — Linha elastica da viga: comparativo de resultados

3.6.2—Exemplo 3.2
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O segundo caso a ser processado € um paralelepipedo solido eléstico engastado

na base, solicitado por uma forca estética de tracdo, conforme apresentado na figura

3.6.8, definindo o problema de um solido a tracéo.

f
F

X3 F
X2
X, T
P=1Pa
E = 100000 Pa
n=0,25
4m

Ve

Figura 3.6.8 — Definicdo do solido e suas condigdes de contorno
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A formulagéo do Método dos Elementos de Contorno apresentada neste exemplo
foi implementada utilizando-se trés discretizagbes com 12 elementos triangulares
descontinuos (36 pontos de colocacéo), com 44 elementos (132 pontos de colocacdo) e
com 7 elementos (228 pontos de colocagdo), denominadas ce rmalhas M12, M44 e
M76. Os néds de canto sdo avaliados através do n6 deslocado da definicéo do elemento

triangular plano descontinuo.

. . o
Drd® KR0S @08 0O
£ &
(8) M12 .
(b) M12
s 2B g I

42216

e | T M R B i
\ / D da F A8 fe @ 0@3 a0

/

3

(c) M44 (d) M44

Figura 3.6.9a — Malhas de discretizacdo: (a) e (b) M12 com 12 elementos e (c) e (d) M44
com 44 elementos.
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(f) M76
(e) M76

Figura 3.6.9b — Malhas de discretizacdo: (e) e (f) M76 com 76 elementos.

Os resultados obtidos sdo comparados com a equacdo analitica que define o
deslocamento axial de uma viga engastada, mostrada a seguir:

PL
Us; = a (361)

onde P é aforca axia de tracdo, L € o comprimento do corpo anaisado, E é o modulo
de élasticidade longitudinal do material e A € a érea da segdo transversal.

Aplicando a equacédo acima para o problema analisado nesse exemplo, encontra-
se 0 deslocamento axial de 4x10° m. A seguir s30 apresentados os valores encontrados

para o deslocamento axial utilizando-se as discretizacOes definidas para esse exemplo:

Tabela 3.4a- Vaores do deslocamento da viga analisada a tracéo paraa
discretizagdo M 12, (valores em cm).

Valor do deslocamento
Nos em metros (*10°) Valor analiticoem I Erro (%)
Discr etizagdio M 12 metros (*10°)
5 4,042 4,000 1,050
6 3,985 4,000 -0,375
7 3,978 4,000 -0,550
8 4,042 4,000 1,050
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Tabela 3.4b — Valores do deslocamento da viga analisada a tracdo para as
discretizagbes M44 e M 76, (valores em cm).

Vdor do desocamento

Nés em mefros (*10°) Valor analiticoem I E70 (%)
Discretizagsio M44 metros (*10°)
5 3,950 4,000 -1,260
6 3,970 4,000 -0,740
7 3,981 4,000 -0,487
8 3,950 4,000 -1,260
22 3,999 4,000 -0,028
23 3957 4,000 -1,080
24 3919 4,000 -2,015
25 3,919 4,000 -2,015
26 3957 4,000 -1,080

Valor do dedocamento

Nos em metros (*10°) Valor analiticoem Erro (%)
Discretizaciio M76 metros (*10°)
6 3,982 4,000 -0,443
7 3,939 4,000 -1,530
8 3,982 4,000 -0,443
9 3,998 4,000 -0,048
10 3,882 4,000 -2,943
39 3917 4,000 -2,073
40 3,895 4,000 -2,638
41 3,895 4,000 -2,638
42 3917 4,000 -2,073

Embora o exemplo processado sgja bastante simples, os resultados obtidos
mostram que a formulagdo apresentada € adequada para solidos elasticos
tridimensionais solicitados a tragdo. O elemento triangular plano com aproximacéo
linear, de féacil implementacdo, possibilita uma representacdo coerente do problema
analisado.

A aproximagdo linear descontinua adotada elimina os problemas surgidos na
andlise de nés de canto. As integracdes utilizadas, tanto a numérica quanto a semi-
analitica mostram-se eficientes junto a formulacéo.

A andlise desse exemplo foi readlizada utilizando-se um programa escrito no
pacote MatLab, a partir de uma maguina Pentium(R) 4, CPU 2.80GHz, 496 MB de
RAM, onde verificou-se que o tempo de processamento para a discretizacdo com 76

elementos, por exemplo, foi de 18 minutos e 46 segundos.
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3.6.3—Exemplo 3.3

Neste exemplo, uma carga uniformemente distribuida é aplicada sobre uma area
retangular localizada na superficie do semi-infinito. A &ea a ser estudada é um
retdngulo de lados 9,15m e 18,30m, com uma carga distribuida de compressado, modulo
de elasticidade longitudinal (caracteristica do material, no caso o0 solo) e coeficiente de

Poisson descritos abaixo:

O

= == == ffi/ == ===

q = 0,0956 kPa
E = 44,42 kPa 3
n=0,3
= EE
5 7
B 18,30 n |

Figura 3.6.10 — Arearetangular (solo) na superficie livre do semi-infinito,
carregamento uniformemente distribuido.

O problema apresentado nesse exemplo foi resolvido no trabalho de
BARBIRATO (1999), utilizando-se as solucgdes fundamentais de Kelvin e Mindlin,
porém, nesse trabalho € abordada apenas a solucéo fundamental de Kelvin para o estudo
do semi-infinito. Os resultados encontrados no presente trabalho s&o comparados com
os encontrados no trabalho supracitado, conforme mostrado nas tabelas 3.5 a 3.8.

Para estudar o problema proposto sdo utilizadas trés discretizacbes com 16, 64 e
156 elementos triangulares planos descontinuos com aproximacao linear.

Para a aplicacdo da solucdo fundamental de Kelvin define-se uma determinada
regido externa a arearetangular em andlise, visando a discretizacdo da regido de forcas

de superficie nulas do espaco semi-infinito através de uma malha estendida. Desta
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forma, foi considerada uma nova regido com 8,0m de largura para discretizacéo

caracterizando a terceira malha estendida com 156 elementos, conforme figura 3.6.11b.
O objetivo dessa andlise € calcular os deslocamentos segundo 0 eiXxo X3 ho

espaco semi-infinito ao longo dos eixos X% e Xi, devido a aplicacdo do carregamento

distribuido verificando o comportamento do mesmo através de uma andlise estética.

Xl Fle B0 s [rest Took: Dedfop Window  Help
DFE& ERAOR ¥ 08 0B

(d) Maha com 16 elementos

' Figure 1 =
X’l Fim Edk hevy Tremit Took Deskiop ‘Window  Holp -

DEeda raamE @ 0B =0

(b) Maha com 64 elementos

Figura 3.6.11a— DiscretizacOes utilizadas: (a) 16 elementose (b) 64 elementos.



Fie E®k Wem Dot Teds Deslip Wik ek
heES ke fMe( v 0B O
X1

X2

(c) Maha com 156 elementos

Figura 3.6.11b — DiscretizagOes utilizadas: (c) 156 elementos.

Na andlise desse problema, fazse uma comparacdo entre os resultados
encontrados utilizando-se as discretizagdes mostradas na figura 3.6.11 para a solugéo
fundamental de Kelvin com os resultados de BARBIRATO (1999) que utilizou as
solugdes fundamentais de Mindlin e Kelvin.

E importante sdientar que para problemas que envolvem dominios semi-
infinitos com carregamentos e escavagdes proximos a superficie livre, a solucdo
fundamental de Mindlin é bastante utilizada. Com esta formulagdo, apenas as
superficies escavadas e/ou carregadas precisam ser discretizadas, como é o caso do
presente exemplo e das discretizagdes apresentadas. Ja para a solucdo fundamental de
Kelvin, adequada para o espaco infinito, € necessario discretizar, além das superficies
escavadas e/ou carregadas, a superficie livre de tragdes do semi-infinito.

Porém, uma grande facilidade que existe na utilizacdo da solucéo fundamental
de Kelvin é que as equacles e as matrizes que envolvem tal solucdo so pequenas, de
rapida solucdo e em quantidades menores, quando comparadas com as equagdes que
envolvem a solugdo fundamental de Mindlin. Portanto, Kelvin € mais facilmente

programéavel.
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Tabela 3.5 — Deslocamentos em
X3 a0 longo de X; (em cm),
representados  graficamente na

figura3.6.12.
DISCI’etlzaQéOZ Malha com 16 Deslocamentos em X3 ao longo de X1 (em cm) - comparagéo entre a solugédo
elementos fundamental de Kelvin utilizada no trabalho e as solugdes fundamentais de Mindlin e
Kelvin (BARBIRATO, 1999).
Kelvin:
eixo X1 (m) desl. X3 (cm) Eixo X1 (m)
0,0000 0,5000 1,0000 1,5000 2,0000 2,5000 3,0000 3,5000 4,0000 4,5000 5,0000
ponto a: 0,0000 2,7517
2,0000
ponto d: 4,5750 2,2198
2,2000 / -
Barbirato Kelvin (1999): 2,4000 ,"é
]
eixo X1 (m) desl. X3 (cm) 2,6000 —_—
"]
ponto a :0,0000 2,7420 o
2,8000
ponto d :4,5750 2,2480 |
3,0000
Barbirato Mindlin (1999): e=t==Deslocamentos em X3 ao longo de X1 (em cm) - S. F. de Kelvin.
A =l Deslocamentos em X3 ao longo de X1 (em cm) - S. F. de Kelvin Barbirato (1999).
eixo X1 (m) desl. X3 (cm) . ]
Deslocamentos em X3 ao longo de X1 (em cm) - S. F. de Mindlin Barbirato (1999)
ponto a :0,0000 2,8290
ponto d :4,5750 2,4160 Figura 3.6.12 — Deslocamentos em X3 ao longo de X; (em cm) —

comparagdo entre a sol. fund. de Kelvin utilizada nesse trabalho e as
sol. fund. de Mindlin e Kelvin utilizadas em BARBIRATO (1999).

Tabela 3.6 — Deslocamentos em
X3 a0 longo de X, (em cm),
representados graficamente na

figura3.6.13.
Discretizagao: Malha com 16
elementos
Deslocamentos em X3 ao longo de X2 (em cm) - comparacéo entre a solugéo
X fundamental de Kelvin utilizada no trabalho e as solu¢cdes fundamentais de Mindlin e
Kelvin: Kelvin (BARBIRATO, 1999).
desl. X3
eixo X2 (m cm
( ) ( ) Eixo X2 (m)
ponto a: 0,0000 2,7517 0,0000  1,0000 2,0000 3,0000 4,0000 50000 60000 7,0000 80000 9,0000 10,0000
1,5000
ponto b: 4,5750 2,6509
ponto c: 9,1500 1,8100 1,7000
1,9000 o

Barbirato Kelvin (1999): 2,1000 / //
P

desl. X3 » 3000 P
eixo X2 (m) (cm) . / /
ponto a: 0,0000 2,7420 2,5000 ///
ponto b: 4,5750 2,7480 2,7000g8 — /,/
ponto c: 9,1500 1,8270 2,9000
emgmms Deslocamentos em X3 ao longo de X2 (em cm) - S. F. de Kelvin.
Barbirato Mindlin (1999): —&— Deslocamentos em X3 ao longo de X2 (em cm) - S. F. de Kelvin Barbirato (1999).
desl. X3 == == Deslocamentos em X3 ao longo de X2 - S. F. de Mindlin Barbirato (1999).
eixo X2 (m) (cm)
ponto a: 0,0000 | 28290 Figura 3.6.13 — Deslocamentos em X3 ao longo de X, (em cm) —
ponto b: 45750 | 2,7800 comparagdo entre a sol. fund. de Kelvin utilizada nesse trabalho e as

pontoc: 9.1500 | 2,0200 sol. fund. de Mindlin e Kelvin utilizadas em BARBIRATO (1999).




66

-1.70

-1.80

-1.90

-2.00

-2.10

-2.20

N\
NN \}

SRR SOXSXS Z

R PRSI0 o 53 3

AN WY 22 8 -2.30
S SNANNSR ¢ “:"; e

-2.40
-2.50

-2.60

-2.70

-1.60

-1.70
-1.80
-1.90
-2.00
-2.10
-2.20
-2.30

-2.40

-2.50

T T T T
2.00 4.00 6.00 8.00 10.00 12.00 14.00 16.00 1800

-2.60
-2.70

Figura 3.6.14 — Visualizacdo gréfica do meio semi-infinito — malha com16 elementos.

Tabela 3.7 — Deslocamentos em
X3 a0 longo de X; (em cm),
representados graficamente na
figura 3.6.15.

D|scret|zagao: Malhacom Deslocamentos em X3 ao longo de X1 (em cm) - comparagéo entre a solugao
64 elementos fundamental de Kelvin utilizada no trabalho e a solug&o fundamental de Mindlin
(BARBIRATO, 1999).
Kelvin: Eixo X1 (m)
eixo X1 (m) desl. X3 (cm) 0,0000 0,5000 1,0000 1,5000 2,0000 2,5000 3,0000 3,5000 4,0000 4,5000 5,0000
1,5000
ponto a: 0,0000 2,7130
1,7000
ponto f: 2,2875 2,5345 €
S 1,9000
ponto g: 45750 | 1,938 2 4 1000 e
£
@ 23000 —1
birato Mindlin (1999) 5, —
Barbirato Mindlin : =
g 2,5000
eixo X1 (m) desl. X3 (cm) 2,7000%
ponto a: 0,0000 2,7900 2,9000
ponto g: 4,5750 2,2210 === Deslocamentos em X3 ao longo de X1 (em cm) - S. F. de Kelvin.
—&— Deslocamentos em X3 ao longo de X1 (em cm) - S. F. de Mindlin Barbirato (1999)

Figura 3.6.15 — Deslocamentos em X3 ao longo de X; (em cm) —
comparagdo entre a sol. fund. de Kelvin utilizada nesse trabaho e a
sol. fund. de Mindlin utilizada em BARBIRATO (1999).
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Tabela 3.8 — Dedocamentos em
X3 a0 longo de X; (em cm),
representados graficamente na
figura 3.6.16.

Discretizag&@o: Malhacom
64 elementos

Deslocamentos em X3 ao longo de X2 (em cm) - comparagé&o entre a solugao
fundamental de Kelvin utilizada no trabalho e a solugdo fundamental de Mindlin
Kelvin: (BARBIRATO, 1999).
eixo X2 (m) desl. X3 (cm)
Eixo X2 (m)
onto a: 0,0000 2,7130
B 0,0000 1,0000 2,0000 3,0000 4,0000 5,0000 6,0000 7,0000 8,0000 9,0000 10,0000
ponto b: 2,2875 2,6477 1,5000 |
ponto c: 4,5750 2,5567 = 1,7000 )
ponto d: 6,8625 2,3211 < 1,9000 L~ =
> 12,1000
ponto e: 9,1500 1,7606 £
@ 2,3000
o
2 2,5000
Barbirato Mindlin (1999): 8 27000 * T |
eixo X2 (m) desl. X3 (cm) 2,9000
onto a: 0,0000 2,7900
P === Deslocamentos em X3 ao longo de X2 (em cm) - S. F. de Kelvin.
ponto c: 4,5750 2,6530 —=— Deslocamentos em X3 ao longo de X2 (em cm) - S. F. de Mindlin Barbirato (1999)
ponto e: 9,1500 1,9700

Figura 3.6.16 — Deslocamentos em X3 ao longo de X, (em cm) —
comparacdo entre a sol. fund. de Kelvin utilizada nesse trabalho e a sol.
fund. de Mindlin utilizada em BARBIRATO (1999).
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Figura3.6.17 — VisiLalizagdo grafica do meio semi-infinitc - 2.70
mal ha com 64 elementos.
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Para a discretizacdo com 64 elementos, apds a comparacdo entre a solucéo
fundamental de Kelvin e a solu¢éo fundamental de Mindlin de BARBIRATO (1999),
verifica-se que a diferenca em relacdo ao deslocamento da superficie carregada é muito
pequena o que demonstra a eficiéncia da formulacdo e da andlise redlizada.

A discretizacdo estendida com 156 elementos € utilizada apenas para o calculo
do deslocamento no ponto ‘a localizado no centro da area retangular onde esta sendo
aplicado o carregamento distribuido. O deslocamento encontrado foi de 2,743cm no
centro da placa e, como ja era esperado, este valor € muito proximo do encontrado por
BARBIRATO (1999) que encontrou um deslocamento no centro da placa de 2,742cm.

Existem diversos exemplos de obras de engenharia que envolvem meios semi-
infinitos e/ou infinitos, onde se podem utilizar a formulacéo desenvolvida no exemplo
6.3. Pode-se citar como exemplo, a execucdo de um empreendimento sobre um meio
semi-infinito (solo), com fundac&o em radier protendido, onde o solo esta sujeito aum
carregamento distribuido devido a estrutura de engenharia e aos esforgos solicitantes
aplicados.

Desta forma, encontramse os deslocamentos em cada ponto do meio, 0s
esforgos solicitados, como também as tensdes mobilizadas, verificando ainda a
estabilidade da estrutura quanto a resisténcia a estes esforgos. Pode-se também fazer

uma andlise a uma determinada profundidade em relacéo a superficie em estudo.



