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RESUMO

Recentemente, a localizacao dinamica e sua relacao com elétrons interagentes tem
despertado grande interesse para a Fisica, sendo objeto de varios estudos. Nesta Disser-
tacao de Mestrado apresentamos estudos direcionados a dinamica de dois elétrons intera-
gentes que estao numa rede unidimensional, cuja distribui¢ao de potenciais é aperiddica.
Este tipo de distribuicao tem como principal caracteristica um comportamento que pode
variar entre o caso peridédico e o caso aleatorio. Empregando métodos numeéricos e compu-
tacionais, resolvemos a equacao de Schrodinger para estudar os auto-estados estacionérios
e a dindmica do sistema, verificando a influéncia da interagao entre os elétrons. Na analise
dos auto-estados observamos que a presenca de interagao promove um enfraquecimento
da localizacao eletronica induzida pela desordem, concordando com a literatura existente.
Os aspectos dinamicos dos elétrons mostram que a existéncia de um campo local, natu-
ral dessa distribuicao de potenciais, promove uma oscilagao do pacote de onda na fase
estendida. Esta contribuicao do campo local fica mais evidente quando os dois elétrons
estao sujeitos a um campo elétrico externo, uma vez que a frequéncia das oscilagoes de
Bloch é alterada em funcao das condicbes iniciais do sistema. A analise dos resulta-
dos numéricos serao tratados por meio de um formalismo semi-classico, caracterizando as
frequéncias de oscilacoes de Bloch para sistemas com dois elétrons em cadeias aperiodicas.

Palavras-chave: 1. Elétrons interagentes. 2. Elétron-elétron. 3. 'Transporte
eletronico. 4. Cadeias aperiddicas.



ABSTRACT

Recently, the dynamic location and its relationship with interacting electrons has at-
tracted great interest on Physics, being subject of several studies. In this Master’s Degree
dissertation we present targeted studies to two interacting electrons in a one-dimensional
lattice, whose potentials distribution is aperiodic. This type of distribution is charac-
terized by a behavior that changes between the periodic and random case. Employing
numerical and computational methods, we solve the Schrodinger equation to study the
stationary eigenstates and the system dynamics, verifying the influence of the interactions
between electrons. In the analysis of eigenstates we observed that the presence of inte-
raction promotes a weakening of electron localization induced by disorder, agreeing with
the existing literature. The dynamics aspects of the electrons show that the existence of
a local field, natural of this potential distribution, promotes an oscillation of the wave-
packet in extended phase. The contribution of the local field becomes more evident when
the two electrons are subject to an external electric field, since the frequency of Bloch’s
oscillations is altered in function of initial conditions of the system. The analysis of the
numerical results will be treated trough of a semi-classical formalism, characterizing the
frequencies of Bloch’s oscillations to systems with two electrons in aperiodic chains.

Keywords: 1. Interacting electrons. 2. Electron-electron. 3. Electronic transport.
4. Aperiodics chains.
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1

FUNDAMENTACAO TEORICA

A conducao elétrica nos metais vem sendo um grande objeto de estudo na comuni-
dade cientifica, principalmente na area da Fisica da Matéria Condensada. Contudo, nem
todos os s6lidos na natureza apresentam comportamento metalico. Isso tem motivado
diversos estudos [1, 2, 3, 4] para formular modelos que tentam explicar a condugao de
elétrons nos so6lidos.

Ainda no final do século XIX, quando a Fisica Moderna nao estava bem desenvol-
vida, Paul K. Drude e Arnold J.W. Sommerfeld propuseram modelos baseados na teoria
cinética dos gases |5, 6], tratando os elétrons como particulas. Nesses modelos, os fons
sao como esferas macicas fixas, idénticas e nao interagentes entre si, enquanto que o0s
elétrons nao interagem entre si, movendo-se livremente no sélido e colidindo contra os
ions. Primeiramente Drude aplicou a distribuicao de Maxwell-Boltzmann para obter a
velocidade média dos elétrons e, a partir disso, a condutividade elétrica. Posteriormente
Sommerfeld levou em consideracao que os elétrons obedecem ao principio de exclusao de
Pauli, aplicando a distribuicao de Fermi-Dirac na obtencao da velocidade média. Ambos
encontraram uma relacao onde a condutancia elétrica ¢ é inversamente proporcional a
temperatura. Embora a condutancia encontrada em ambos os modelos concordasse com
a teoria, os resultados obtidos divergiam dos valores encontrados experimentalmente para
os metais. Além disso, esses modelos nao conseguem explicar o comportamento isolante
que certos materiais apresentam.

Um dos motivos da falha desses modelos é o fato de que eles nao previam a natureza
ondulatoria dos elétrons. Com o desenvolvimento da Mecanica Estatistica e da Mecanica
Quantica novos modelos foram desenvolvidos, considerando conceitos como funcao de
onda eletronica, a estrutura dos materiais e até mesmo a presenca de impurezas.

Neste capitulo serao abordados alguns modelos que tentam descrever o fendémeno
de conducao. Também serd apresentado o formalismo fisico e mateméatico do modelo de

Anderson-Hubbard, o qual foi adotado em nosso estudo.

Instituto de Fisica - UFAL



1.1 O Modelo de Elétrons Livres e Teoria de Bandas de Energia 9

1.1 O Modelo de Elétrons Livres e Teoria de Bandas

de Energia

No inicio do século XX comecaram a ser desenvolvidas teorias quanticas de conducao
elétrica. Essas novas teorias empregam o conceito de bandas de energia, que leva em conta
o modelo atomico proposto por Niels Bohr, em 1912. Segundo Bohr, os elétrons se movem
ao redor do nticleo atomico em o6rbitas circulares. Cada érbita s6 permite elétrons com
determinados valores de energia mecanica total, denominados niveis de energia |7, 8.

Os niveis de energia podem ser obtidos resolvendo o Modelo de Elétrons Livres. Esse
modelo leva em conta a funcao de onda eletroénica e que os elétrons s possuem energia
cinética. Assim, no caso unidimensional, o modelo se assemelha ao problema de um
elétron de massa m confinado em um pogo de potencial de largura L, cujo Hamiltoniano
¢ descrito como: ) W o

H=L 1v@)=-2 4+ V() (1.1)

2m 2m Ox?

onde o potencial V(z) é descrito segundo a expressao:

V(z) =

00, outros casos

{ 0, se0<z< L,

Portanto, resolvendo a equagdo de Schrodinger independente do tempo (eq. 1.1) para
V(x) =0, temos:

Hi(z) = E(x)

R oPp(n)
“om oz Ey(x)
0% 2mE
D 2 (1.2
Tomando k = Q;ZLE em (1.2), entao:
0%
R e
w(x) — Aeikx_‘_Befikx
W(x) = Alcos(kz) + isen(kz)] + Blcos(kx) — isen(kz)] (1.3)

Aplicando as condigoes de contorno do problema, ¥(0) = 0 e ¥(L,) = 0, na equagao 1.3

obtemos:
P(0) = A+B=0

W(Ly) = i(A— B)sen(kL,) =10
sen(kL,) = sen(n,m)=0,comn=0,1,2,3,... (1.4)

Instituto de Fisica - UFAL



1.1 O Modelo de Elétrons Livres e Teoria de Bandas de Energia 10

Assim, sendo k = , & energia é:

T

(hm)? ny>
E,, = o 2 (1.5)

Analogamente, resolvendo o problema para trés dimensoes obtemos:

(hm)? (n2  n,2  n.?
By =2~ L2+L—yQ+F (1.6)
x y z

Esse resultado caracteriza um nivel de energia para um orbital eletronico n.

A medida que atomos idénticos ficam mais proximos, comeca a ocorrer uma Su-
perposi¢ao dos niveis de energia. Isso faz com que os niveis se dividam em faixas de
energia mais estreitas, chamadas de subniveis de energia. O conjunto formado por varios
subniveis forma uma banda de energia. A figura 1.1 esquematiza o comportamento de

dois niveis de energia para um sistema formado por seis &tomos idénticos. As bandas de

Figura 1.1: Niveis de energia em um sistema formado por seis atomos idénticos. Enquanto os atomos
estao afastados, os dois niveis de energia permanecem o mesmo para todos os seis &tomos. A medida que
eles se aproximam uns dos outros, os niveis se dividem, apresentando diferencas entre os seis a&tomos.

S

\ Nivel 2

Barjdas permitidas de energia

Nivel 1

Niveis de energia

Distancia entre os atomos

Fonte: Tipler (2006) [8].

energia mais baixas sao ocupadas pelos elétrons ligados ao nticleo atomico. As bandas
mais energéticas, que contém os elétrons que participam da conducao, sao as bandas de
valéncia. A banda de valéncia pode estar totalmente, ou parcialmente, preenchida com
elétrons, dependendo do tipo de material. As bandas mais baixas onde existem esta-
dos nao ocupados sao chamadas de bandas de conducao. Além disso, existem valores de
energia proibidos aos elétrons, formando lacunas que separam as bandas. Essas lacunas
resultam da interacao entre as fungoes de onda eletronica e os nicleos, sendo chamadas
de bandas proibidas de energia, ou energy gaps.

O estudo das bandas de energia é muito importante na compreensao do fenémeno de
conducao. A estrutura das bandas se apresentam de forma diferente para condutores, se-
micondutores e isolantes, como mostrado na figura 1.2. Com uma anélise mais detalhada

do modelo do elétron livre sob a acao de barreiras de potencial é possivel compreender

Instituto de Fisica - UFAL



1.2 O Modelo de Bloch 11

Figura 1.2: Bandas de energia de condutores, isolantes e semicondutores. (a) A banda de valéncia do
condutor esta parcialmente preenchida, de modo que os elétrons sido excitados mais facilmente, saltando
para a banda de estados vizinha. (b) Neste condutor as bandas admissiveis estdo sobrepostas. (c) Nos
isolantes existe uma lacuna muito grande separando a banda de valéncia e a banda de conducdo. (d) Nos
semicondutores a banda proibida é estreita, sendo possivel excitar eletréons fazendo-os saltarem para a,
banda de conducao.

condugéo

. Banda de condugéo
[ |Banda proibida Y

|:| Banda admissivel vazia
- Banda admissivel ocupada
Sobreposigao de bandas

4 Banda de valéncia

(a) (b) (c) (d)

condutor condutor isolante semicondutor

Fonte: Tipler (2006) [8].

melhor a diferenca entre condutores e isolantes. Além disso, a estrutura dos sélidos tam-
bém contribui com essa diferenca. Com base nisso, novos modelos foram desenvolvidos
levando em conta essas caracteristicas, como o Modelo de Bloch |4], para solidos perfeita-
mente cristalinos, e o Modelo de Anderson [1]|, para materiais que apresentam algum tipo

de impureza em sua estrutura. Veremos agora os principais aspectos destes modelos.

1.2 O Modelo de Bloch

Quando imaginamos um soélido, pensamos em uma estrutura espacial, tridimensio-
nal. Se observarmos microscopicamente um solido encontrado na natureza, veremos que
sua estrutura é basicamente formada por um arranjo espacial de elementos (atomos ou
ions, por exemplo). Essa distribuicao espacial é chamada de rede e os elementos formam
a base. Em um soélido puramente cristalino a base é uniforme e regularmente distribuida

na rede, como na figura 1.3, que representa uma rede plana retangular. Uma repeticao

Figura 1.3: Em um solido cristalino, os elementos da base estao distribuidos regularmente.

R
SEh

=
a
a
"
#

N TS s
B A I8 SN 3

“adew

Fonte: Autor (2014).

infinita desse padrao forma a rede de Bravais |7|, onde a posi¢ao de cada sitio (elemento

Instituto de Fisica - UFAL



1.2 O Modelo de Bloch 12

da base), em uma rede tridimensional, pode ser representada por:
ﬁ = nl&’l + nzag + ngag (17)

onde nq, ny e n3 sao nimeros inteiros e dp, ds e ds sao chamados de wvetores primitivos.
O vetor primitivo é o espacamento da rede e equivale a distancia entre dois elementos da
base em uma diregao.

Como todos os elementos da base de um cristal sao iguais, entao a energia potencial
em qualquer sitio tem sempre o mesmo valor. Dizemos entao que o potencial é periodico,
tal que:

U(7) = U7+ R) (1.8)

Consequentemente, tomando essa caracteristica ao resolvermos o modelo de elétrons livres,
encontramos como solucao uma funcao de onda plana onde vale a expressao:

Un(P) = Yp(F+ R)

GRT iR R) (1.9)
Portanto, ao considerarmos uma onda eletronica se propagando em uma rede, ao
encontrar uma barreira de potencial ela sera parcialmente refletida e parcialmente trans-
mitida. Quando uma segunda barreira é colocada, uma parte da funcao de onda fica
refletindo na regiao entre as barreiras. Esse fendmeno é conhecido como refiexoes de
Bragg. Como em um cristal puro a base é uniforme (todos os elementos sao iguais), as
barreiras sao idénticas, de modo que a onda assume um padrao estacionario. Esse padrao
é formado devido as interferéncias construtivas e destrutivas causadas pelas reflexdes.
Logo, podemos representar a funcao de onda como um arranjo simétrico e antissimétrico,
que no caso unidimensional temos:

Y(+) = exp (?) +exp (—?) —2c0s (=) (1.10)

a

W(=) = exp (?) _exp (—?) — 9isen (%) (1.11)

sendo ¢ uma constante que representa o espacamento da rede e os sinais + € — representam
a mudanca de x por —x quando a onda sofre uma reflexdao. A figura 1.4.a representa o
potencial da rede cristalina e 1.4.b é a distribuicao de probabilidade p das funcoes de
onda, mostradas nas equacoes 1.10 e 1.11, respectivamente.

Baseado na fenomenologia apresentada até agora, Felix Bloch [4] desenvolveu um
modelo onde é possivel obter os estados eletronicos em redes cristalinas. No modelo de

Bloch o Hamiltoniano é escrito como:

h?
H=—-——V? 1.12
5 VU (1.12)

Instituto de Fisica - UFAL



1.2 O Modelo de Bloch 13

Figura 1.4: Em (a), temos uma representacgio de um Padrao tipico de um potencial cristalino uni-
dimensional. Os niuicleos i6nicos estdo distribuidos regularmente, separados entre si por uma distincia
a. Em (b) temos a distribuicio da densidade de probabilidade p na rede para | ¢(+) |> o« [cos(mz/a)]%;
| (=) |* « [sen(rz/a)]?, para uma onda viajando.

a) - a—1U, Energia Potencial

Nucleo ibnico

L — 00— — L

b) p, Densidade de Probabilidade

7’ \\ /7
\ /
: onda viajanda

Fonte: Kittel (1996) [6].

onde U(7) obedece a condigdo de periodicidade mostrada na equagao 1.8. Portanto, a

equacao de Schrodinger independente do tempo é:

)+ U = B (1.13)

Logo, as solugdes obtidas para ¢y (7) e (7 + ﬁ) obedecem a seguinte relacao:
k(7 + R = o () (1.14)

Consequentemente, g (7) e g (7 + fi) tém o mesmo auto-valor de energia F, diferentes
entre si apenas por um fator de fase A\. Dessa forma, para uma rede formada por N fons,
e(F+ NR) = ANVipy, (7). Normalizando o fator de fase (|A|2 = 1), obtemos:

AWo=1 .

A = exp (2]71;;_?) (1.15)
onde n ¢ um numero inteiro entre 0 e N — 1. Entao, a funcao de onda é expressa como:
o 2minr
(1) = e:vp( NE >u(f‘)

V() = exp(ike 7)un i (7) (1.16)

onde n é o indice de banda, relacionado a uma das solugoes para a equacao de Schrodinger.

A partir da equacao 1.16, Bloch propoe seu teorema:

Instituto de Fisica - UFAL



1.3 O Modelo de Anderson 14

As autofungoes da equacdo de onda para um potencial periddico sao o produto
de uma onda plana exp(il_c’-rf) vezes uma fungdo uy(7), que apresenta a mesma

pertodicidade da rede cristalina.

Essa abordagem, proposta por Bloch, descreve a condugao elétrica nos sélidos cris-
talinos e consegue prever com sucesso a auséncia de resisténcia para esse tipo de material.
Mas, na natureza, mesmo os cristais apresentam algum tipo de defeito. Esses defeitos
sao responsaveis por alteracoes na conducao elétrica, fazendo com que alguns materiais
se comportem como isolantes. Isso levou ao desenvolvimento de novos modelos onde essa
caracteristica tornou-se relevante para uma melhor compreensao do fenémeno de condu-

¢ao.

1.3 O Modelo de Anderson

Em um sélido perfeitamente cristalino, a funcao de onda consegue se espalhar por
toda a rede. Nesse caso, dizemos que os auto-estados sao estendidos, pois apresentam
as mesmas caracteristicas em qualquer ponto. Como consequéncia, a probabilidade de
encontrar um elétron de conducdo é a mesma em toda a rede. Contudo, praticamente
todos os solidos, naturais ou artificiais, apresentam algum tipo de defeito, responsaveis por
causar alteracoes na conducao eletronica. Essas falhas sao conhecidas como desordem e sao
caracterizadas por irregularidades espaciais e/ou impurezas da base, como esquematizado

na figura 1.5. Nas estruturas desordenadas as barreiras de potencial estao relacionadas

Figura 1.5: Defeitos encontrados na rede. Em (a) sdo encontrados fons estranhos ou alguns elementos
estdo ausentes. Em (b) a rede apresenta irregularidades espaciais. Em (c¢) ¢ mostrada uma combinagio
de (a) e (b).

e am ] - LI RO S R I RS0 OO IO Y | .88 8.9 e-@.s.a iondarede
[} - L ] 1 ] L - 1 ] L BN a a8 a a8 .. L ™ L ] a a L] "8 L] a n a

L] L] LS | L} .80 %5 g 0 0.8 g.8..a = 8. 8 0. 0.8 ion estranho

L]
LSRN SN R SN RN B RS .o @ -8 0.8 8. @8 0. 8.8 8.8 e -8-8 -8 80
rede
® LR [ RER RO TRY Y B . X I} o .0.8.8 a8 8..m
(a) (b) (c)

Fonte: Autor (2014).

ao tipo de desordem, causando alteracoes nas reflexoes sofridas pela onda eletronica entre
as barreiras. Devido a isso, ocorrem interferéncias construtivas e destrutivas, resultando
em uma incoeréncia de fase, formando um padrao especifico da funcao de onda em uma
regiao finita da rede. Esse fenomeno é conhecido como localizacao da funcao de onda
[9, 10]. Nesse caso, os auto-estados se concentram em uma determinada regiao do sélido,
sendo despreziveis em qualquer outra. Dizemos entao que os estados sao localizados.
A figura 1.6 mostra o padrao tipico para func¢oes de onda estendidas (1.6a) e fungoes

de onda localizadas (1.6b). No trabalho de Lee e Ramakrishnan [11| é mostrado que a

Instituto de Fisica - UFAL



1.3 O Modelo de Anderson 15

Figura 1.6: No padrdo (a) [ representa o livre caminho médio, que é o comprimento de coeréncia.
Quando a fungdo é estendida, o elétron pode ser encontrado em qualquer regido do material. J& no
padrao (b), a funcdo de onda é localizada, e nas regides mais afastadas (extremos direito e esquerdo da
imagem) seu valor torna-se muito pequeno.

4—/—)

(a)

Fonte: P.A. Lee (1985) [11].

probabilidade de encontrar o elétron decai exponencialmente com a distancia, conforme a
expressao 1.17 que mostra o caso unidimensional, onde £ é o comprimento de localizacao

e x ¢ a posicao do elétron.
x

(@) o exp <_Z> (1.17)

Nessa situacao, o material se comporta como isolante. Os dois comportamentos descri-
tos anteriormente nos leva a pensar na existéncia de uma transicdo estendido/localizado
para um determinado grau de desordem intermedidrio. Na verdade, esta transicao es-
tendido/localizado é conhecida como transicao metal-isolante e tem despertado grande
interesse na comunidade cientifica desde o seu surgimento.

Embora o modelo de Bloch conseguisse explicar a conducao nos solidos perfeita-
mente cristalinos, ele falha por nao prever o fenémeno de localizacao em materiais que
apresentam algum grau de desordem. Assim, no final da década de 1950 um novo modelo,
proposto por Paul W. Anderson [1], estudou os sistemas desordenados, permitindo uma,
descricao dos estados localizados e de sua dinamica através de saltos quanticos dos elétrons
entre os sitios da rede. Em seu modelo, Anderson considera apenas um termo cinético e

um termo potencial, cujo Hamiltoniano é, no formalismo de segunda quantizagao, escrito

H = Z EZ'CICZ' + Z tijC;er (118)
( i#]

onde € ¢ a energia potencial no sitio ¢ e ¢;; ¢ a energia cinética do elétron quando ele

T

()

Ccomo:

salta do sitio ¢ para o sitio j, chamado de amplitude de hopping. Os coeficientes ¢, e ¢; sao
os operadores de criacdo e aniquilacdo de um elétron no sitio 7. Além disso, esse modelo

considera que a desordem é distribuida aleatoriamente pela rede, de modo que ¢; assume

valores aleatorios dentro do intervalo {——, 7}, sendo W conhecido como largura de

2
desordem.

Para obter os auto-estados eletronicos, primeiro é resolvida a equacao de Schrodinger

independente do tempo, que no caso unidimensional é:

Hip(z) = Ei(x) (1.19)
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1.3 O Modelo de Anderson 16

Expandindo os auto-estados nas bases dos orbitais atémicos, ¢ = g fi®;, com ¢ repre-

7
sentando um sitio (uma posi¢ao na rede), ¢; é o orbital no sitio i e f; é a probabilidade

associada a ocupacao do sitio, obtemos:
E Z fiti = Z &cleifidi + Z tijcle; i (1.20)
i i i#j
Se considerarmos que o elétron apenas salta para o primeiro vizinho, entao 1.20 é escrita

como:
Ef; = é&fi +t(fic1 + firr) (1.21)

Usando as grandezas adimensionais na equacao 1.21 obtemos:
=2 Ei:% (1.22)

Logo, podemos reescrever a equacao de Schrodinger como:

efi=¢€fi+ fier + fin (1.23)

com ¢; sendo a energia do sitio na posicao ¢ e com f; 1 e f;,1 sendo a probabilidade do
elétron saltar entre os sitios vizinhos. Além disso, podemos representar o Hamiltoniano

na forma matricial, que para o caso unidimensional de uma rede com N sitios, é:

eg 1 0 --- 0 0 0
1 e 1 --- 0 0 0
0 1 e --- 0 0 0
H=| + @ &+ -~ P (1.24)
0O 0 O EN_2 1 0
0O 0 O en—1 1
0O 0 O 0 1 EN

Logo, os auto-estados eletrénicos sao obtidos diagonalizando a matriz. Além disso, para
duas e trés dimensoes, o Hamiltoniano apresenta matrizes um pouco diferentes.

Para obter informagoes da dinamica do sistema, devemos resolver a equacao de
Schrodinger dependente do tempo. Aplicando novamente a expansao na base dos orbitais

atomicos para o caso unidimensional, temos:

d
Hy = ih—
Y = ihgy

L d _
zha Z Jnn = Z EnCl Co frnon + Z tniChCi frtn

n n nri

L d _

Zh%fn = Enfn + t(fn—l + fn+1) (125)
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1.3 O Modelo de Anderson 17

Na equagao 1.25 o n representa o sitio (substituindo o i utilizado nas equagoes anteriores

" . ) €n
para representar o sitio). Novamente usando a grandeza adimensional ¢, = " obtemos:

L d
Zh%fn = 6nfn + fnfl + fn+1 (126)

Para o caso estendido, tlg})lo fu(t) = 0, ou seja, a probabilidade de encontrar o elétron no
sitio n é nula — a funcao de onda eletronica se estende por toda a rede. Caso contrério,
o elétron poderé ser encontrado apenas até a vizinhanca de n, caracterizando um estado
localizado.

Anderson demonstrou que a localizacao esta relacionada a presenca de desordem no
sistema. Esse fendmeno é conhecido como localizacdo de Anderson e ocorre em sistemas
de baixa dimensionalidade (d < 2). Posteriormente foi descoberto que em sistemas de-
sordenados com dimensao elevada (d > 2) pode existir estados estendidos. Isso sugere
que, dependendo do grau de desordem, o sistema pode apresentar um comportamento

conhecido como transicao metal-isolante, ou transicao de Anderson.

1.3.1 Teoria de escala do modelo de Anderson

A partir da publicagdo de Anderson, um estudo realizado em 1974 por David J.
Thouless [12] propds um parametro capaz de controlar a transicdo do estado estendido
para o estado localizado em T = 0.

Posteriormente, em 1979 por Abrahams e colaboradores [13| descreve o parame-
tro como sendo uma condutdncia generalizada g, onde é mostrada uma dependéncia da
transicao de Anderson com o tamanho da rede. Para isso Abrahams e colaboradores refor-
mularam o modelo de Anderson, descrevendo um sélido de d dimensées como um arranjo
de varias caixas, com volume L? contendo vérios sitios, ao invés de sitios distribuidos na
rede. A condutancia generalizada é definida como:

é ~ % (1.27)
onde AFE representa o espacamento médio entre os niveis e 0 E é o deslocamento causado
por mudancgas nas condi¢oes de contorno, correspondendo as energias W e I, respectiva-
mente, do modelo de Anderson.

Pelo principio de incerteza, se estabelece que:

h
0E =

= (1.28)

onde tp é o tempo necessario para um pacote de onda eletronica difundir até os contornos
da caixa de lado L. Se o elétron realiza movimento Browniano dentro da caixa, entao:
L2

tp =75 (1.29)
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1.3 O Modelo de Anderson 18

onde D é a constante de difusao. A partir da relacdo de Einstein entre condutividade e
propriedades de difusao, temos:
o =e*Dn(E) (1.30)

Onde o é a condutividade e n(F) é a densidade média de estados. Logo, combinando a

equacao 1.30 com as equagoes 1.29 e 1.28 obtemos:

oh
oF = m (1.31)
Podemos escrever a densidade média de estados como fun¢ao do espacamento médio
entre os niveis. Logo: .
n(E) = m (1.32)
Na teoria de escala, a condutancia mede a forca da desordem, de forma anéloga a
W/B no Modelo de Anderson (sendo W a largura de desordem e B a largura da banda
— se W > B o solido é fortemente desordenado, se comportando como um isolante; se
W < B o sélido ¢ um condutor). Com isso, estados estendidos sdo sensiveis & mudanca
na condi¢ao de contorno (§F > AFE), enquanto que estados localizados nao sao sensiveis
a mesma mudanca (0F < AFE). Substituindo as equagoes 1.31 e 1.32 na equagao 1.27,
obtemos o comportamento de escala do parametro g¢:

h
g(L) = oL (1.33)
e
Considerando gy como a condutancia generalizada para um sistema composto por caixas

acopladas, de volume Ly?, temos:

0E(Lo)
= qg(Ly) = 1.34
90 = 9(Lo) AE(Lo) ( )
Assim, podemos obter a condutancia para uma escala maior, L = Lgb, onde b é o fator de
escala. Se b for tratado como uma transformacgao continua, o comportamento de escala

de ¢ pode ser determinado por uma funcao (:

o =

A figura 1.7 mostra o comportamento da funcdo de escala [(g) para os casos em que
d=1,2e3.

O comportamento qualitativo da fun¢do 3(g) é obtido a partir do comportamento

(1.35)

assintotico de g, tomando os limites ¢ — 0 e g — o00. Dessa forma, das equacgoes 1.33 e
1.35, temos:

lim (g) = d-2 (1.36)
lim f(g) = Ing (1.37)

Portanto, com base no comportamento de 3(g) (ver equacao 1.35) mostrado na figura 1.7,

podemos concluir que:
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1.4 Dois Elétrons Interagentes em Redes Unidimensionais 19

Figura 1.7: Comportamento qualitativo da funcao de escala §(g) para d = 1, 2 e 3 na teoria de
escala. O grafico nos mostra a relacdo de  versus g. Apenas no caso tridimensional (d = 3) o
sistema, apresenta uma transicao do estado estendido para o estado localizado. A setas sobre as
curvas indicam a direcao de g varia quando L cresce.

AP

-~

S

Fung&o de Escala B =P

Condutéancia Generalizada g =

Fonte: Abrahams et al (1979) [13].

e 3> 0: gcresce com o aumento de L, caracterizando um comportamento metalico.

e 3 <0: gdiminui com o aumento de L, caracterizando um comportamento isolante.
Podemos observar que para g muito pequeno, 3(g) se aproxima de —oo. Segundo a
teoria de Anderson, isso demonstra que ha um fraco acoplamento entre as caixas e
uma desordem forte, de modo que os estados eletronicos sao localizados e decaem

exponencialmente com a distancia.

Além disso, existe um ponto critico no diagrama de fluxo, ¢., chamado de ponto
fizo instdvel, quando § = 0. Observando a figura 1.7, vemos que ha uma dependéncia
da Transicao de Anderson com a dimensao: apenas para d = 3 existe a transicao metal-
isolante, tendo um comportamento metalico, se ¢ > g., ou isolante, se ¢ < g.. Nos
casos unidimensional e bidimensional (respectivamente d = 1 e d = 2) apenas apresentam

comportamento isolante.

1.4 Dois Elétrons Interagentes em Redes Unidimensio-
nais

O modelo proposto por Anderson no final da década de 50 consegue prever o com-
portamento isolante para solidos desordenados. Contudo, Anderson desconsiderava a
interacao entre os elétrons da rede, nao nao sendo capaz de explicar a condugao elétrica

em certos tipos de materiais tipicamente isolantes. Assim, em 1949, Nevill F. Mott [2]
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publicou um trabalho onde foi discutido o problema do 6xido de niquel. Nesse trabalho,
Mott mostra que o 6xido de niquel apresenta uma estrutura cibica e, embora ele seja
isolante no estado puro, apresenta também um comportamento condutor, de acordo com
os modelos anteriores, necessitando de mais investigacao. Posteriormente, em 1968, Mott
[14] descreve uma transi¢do metal /isolante, conhecida como transicao de Mott, conside-
rando os efeitos da interacao Coulombiana entre os elétrons da rede.

Na transicao de Mott, quando um elétron itinerante se desloca pela rede, ao chegar
em determinado sitio podera encontra-lo ja ocupado por outro elétron. Nesse caso, ira

ocorrer uma repulsao tipo Coulombiana entre os elétrons, cuja energia dessa interacao é:

e? 1
U= - 1.38
47T€0 (7"12) ( )

onde g9 é a permissividade elétrica no vacuo e rio é a distancia entre os dois elétrons.

Assim, se o custo energético desta dupla ocupacgao for grande o suficiente para inibir a
propagacao do elétron, o sistema apresenta um comportamento isolante.

Para compreender como os dois elétrons podem ocupar o mesmo sitio, devemos
analisar este fendmeno sob o ponto de vista da Mecanica Quéantica. Como sabemos, os
elétrons tem natureza dual, se comportando como ondas e como particulas. Além disso,
como os elétrons sao férmions, eles nao podem ocupar o mesmo estado quantico e, com
isso, suas autofuncgoes sao totalmente antissimétricas sobre a troca de quaisquer duas

particulas [15], ou seja, temos o Postulado de Simetrizacao:
P;; IN férmions idénticos) = — N férmions idénticos) (1.39)

sendo Pj; o operador de permutagao que troca a i-ésima pela j-ésima particula, para
qualquer ¢ e j. Logo, com essa abordagem podemos tratar a interacao entre dois elétrons
de um sistema através da funcao de onda que, na auséncia de acoplamento entre o spin e

a posicao dos elétrons, podemos expressa-la como:

Y = d(Xa, X2) X (M1, Ms2) (1.40)

onde ¢ contém as coordenadas de posicao e x contém as coordenadas de spin.

Se os elétrons forem distinguiveis por spin, como nos trabalhos de Brito [16] e Romer
[17], podemos reescrever a parte espacial da func¢ao de onda, de modo que a probabilidade
de encontrar o elétron 1 em d®z; em torno de x; e o elétron 2 em d®zs em torno de x,,

independente do spin, é:

(%1, %2)[* = |wa (@) |wp(22) (1.41)
Portanto, para uma rede de N sitios, o sub-espago gerado por todos os estados de posicao
dos dois elétrons sera expandido em N? fungoes de onda, que no formalismo de segunda,
quantizacao é expressa por:

’\P(nh n2>> = Z Z fn1,1,n2,¢c121’¢cjz2,¢ |07 O> (142)

iy N2,
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onde |0, 0) é o estado de vacuo, em que o nimero de ocupagao dos estados de um elétron é
zero. Os numeros de spin up e spin down sao representados por 1 e | e os sitios ocupados
pelos elétrons 1 e 2 sao, respectivamente, n; e no.

Com base nesses conceitos, John Hubbard [3] propés um modelo onde a interacdo
entre os elétrons é levada em conta. Dessa forma, ele descreve o hamiltoniano do sistema
em termos da energia cinética ¢ dos elétrons e da interacao coulombiana U entre eles,

sendo expresso no formalismo de segunda quantizagao por:
H=—t Z (C;-[TCJ'T + Cj’ﬁji) +U Z CZTTCZ'TQTﬁN (1.43)
Y] i

A maioria dos modelos abordados despreza os efeitos da interacao entre os elétrons
da rede. Contudo, em um soélido, varios elétrons se movem na rede durante a condu-
¢ao. Com isso, é natural que possa haver alguma interacao entre esses elétrons. Dentro
deste contexto, um modelo baseado em apenas duas particulas interagentes tem sido
muito explorado por apresentar aspectos fisicos relevantes que auxiliam o entendimento
das propriedades de sistemas com particulas interagentes de densidade finita. Essa nova
abordagem resultou na formulac¢ao de varios trabalhos, sendo Dima L. Shepelyansky [18|
um dos primeiros a considerar o problema de dois elétrons interagentes em uma cadeia

unidimensional.

1.4.1 O modelo de Anderson-Hubbard em redes unidimensionais

com desordem

Conforme discutido na secao 1.3, dependendo do grau de desordem em sistemas de
alta dimensionalidade (d > 2), pode ocorrer uma mudanca de comportamento (condu-
tor/isolante) na condugdo do sistema, conhecida como transicdo de Anderson. Contudo,
Mott propos que a interacao entre os elétrons da rede também pode promover um tipo de
transicao metal-isolante, conhecida como transicao de Mott. Diante desses conceitos, para
estudar um sistema que leva em conta essas caracteristicas podemos combinar os modelos
de Anderson e de Hubbard, obtendo o bem conhecido modelo de Anderson-Hubbard. As-
sim, podemos escrever o Hamiltoniano de Anderson-Hubbard, no formalismo de segunda

quantizacao, como:

N N N
H=—t Z Z (chlpcma + CIL,UCTH‘LU) + Z Z Encjwcn,g + Z UCL,TCn,TCL,¢Cn,¢ (1.44)
n=1 o n=1 o n=1

onde CIM e ¢p» 520 0s operadores de criagao e aniquilagao de férmions, respectivamente,
para um elétron num sitio n com spin ¢ = +1/2, os parametros U e —t sdo, respecti-
vamente, a interacao Coulombiana entre dois elétrons e o termo de hopping. Para um
potencial cristalino, “tipo Bloch”, as energias €, seriam todas iguais. Para um poten-
cial totalmente desordenado, “tipo Anderson”, as energias €, seriam valores distribuidos

aleatoriamente dentro da largura da desordem.
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Considerando dois interagentes e elétrons distinguiveis por nimero de spin, como
nas referéncias [16, 17|, podemos obter os auto-estados do sistema resolvendo a equagao

de Schrédinger dependente do tempo:
H|¥(ny,ne)) = E|V(ng,ng)) (1.45)

Aplicando o Hamiltoniano 1.44, obtemos:

N
H |V (ni,ng)) = _tzz <C7T1+1,Jcn,0' + CL,Jcn-l-l,a) |W(n1,n2))

N n=1 o P
8

N
+ Z Z Enciwcn,g |W(n1,ns))

1=l o y

Ho

N
+ DN "TC senpel eny [ (n1,m0)) (1.46)

n=1 o

Hs

Impondo algumas condigbes nas posi¢oes dos dois elétrons (ny e ny), podemos encontrar
uma relacao de recorréncia para obter os auto-estados, como veremos a seguir.

Para ny = nq:

e Para Hy:
Hy Wm0, m2)) = =t S fussons, (000 + Lp,may)) + (g, o + 1)
an,n2$
+ U = 14, my)) + [d(ni, na — 1)) (1.47)
e Para H,:
H, |\I[(n17n2)> = Z fnmﬂlqum |77Z)(n17‘7nl¢)> (148)
”11‘7”2],
e Para Hj:
Hy|U(n1,m2)) = Y fayyma, U [0(nag, 1)) (1.49)
nm,nu

Portanto, a partir das equacoes 1.47, 1.48 e 1.49, obtemos a equacao de Schrodinger

independente do tempo:

E[U(n,m2)) = Y faypma -t + Lp,ma))) + [(nag, na + 10)) + [(ng — Ly, nay))
niy,nay
+ [Y(nag, = 1)) + (260, + U) [p(nay, )] (1.50)

Tomando agora no, = nq + 1, temos:
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e Para Hi:
Hy[T(n1,n2)) = —t > faprma, (0001 + Lpyna + 1) + [(nag, ny +2,))
bl — L+ 1))+ G ) (151)
e Para H-:

H, ’\p(nlv n2)> = Z fnnmu (Em + €n1+1> W}(an?nl + 1¢)> (152)

nip,M2)

Como Hj possui um termo de interacao de Hubbard, ele s6 existe para elétrons no
mesmo sitio (como no caso anterior). Com isso, a equacao de Schrédinger para ny = ny+1

independe de Hs. Logo, com as equagoes 1.51 e 1.52 obtemos:

EW(n1,n2)) = > fagpm, [0+ Tryna + 10) + [ (nag, ma +2,)) + [ (nag, may)
ni4,n2]
+ [ — Ly 4+ 1)) + (6n, + i) [ (nag, ma + 1)) (1.53)

Agora, tomando ny = ny + 2, obtemos:

e Para Hy:
HiW(nin)) = —t Y farmoy([0(nn + Tpma +2,)) + [(nig,m +3,))
b — Ly 20 + [+ 1) (154)
e Para Hy:

Hy ’\I’(nlv n2)> = Z fanJLz,L (En1 + €n1+2) |¢(n1T7n1 + 2~L)> (155)

n14,M2]

Como no caso anterior, a equacao de Schrodinger independe de Hj, visto que os

elétrons nao ocupam o mesmo sitio. Entao, com as equacgoes 1.54 e 1.55 obtemos:

E|U(ni,ng)) = Z Frvemay [ZE(0 (01 + 14,00 +2))) + [ (g, n1 + 3)))
nit,n2y
+ |P(n1 = 1, n1 +2))) + [Y(nag, na +1))))
+ (gm + En1+1) W(nm, ny + 2¢)>] (1.56)

Considerando somente os termos nao-nulos e acrescentando as grandezas adimensionais

€n U E
—t —t —t

nas equacoes 1.50, 1.53 e 1.56, obtemos as equagcoes:

Instituto de Fisica - UFAL



1.4 Dois Elétrons Interagentes em Redes Unidimensionais 24

e Para ny = n:
Efrim = frittn T farmst + foictio + froini—1 + 2eny, +U) form, (1.58)
e Paran, =ny + 1:
Efrimt1 = frdtm+1 + faimte + farmtmd1 + farn + (6n + €ni41) faimit (1.59)
e Para ny, = ny + 2:

Efn1,n1+2 = fn1+1,n1+2+fn1,n1+3+fn171,n1+2+fn1,n1+1+(€n1 + En1+2> fn17n1+2 (160)

Comparando as equacoes 1.58, 1.59 e 1.60, finalmente obtemos a equacao de Schréodinger

independente do tempo:

gfm,m - fm-&-l,m + fn1,n2+1 + fm—l,m + fnlmz—l + (Enl + €ngy + U5n1,n2) fnl,m (1'61)

Na forma matricial, o Hamiltoniano é construido a partir de um espaco de Hilbert
expandido de ordem N2. Portanto, considerando no caso unidimensional uma rede com,

por exemplo, 3 sitios a matriz é escrita como:

N=3| |L,1) 1,2 1,3 |21 ]2,2)  [2,3)  [3,1)  [3,2)  [3,3)
T [2a+0 1 0 1 0 0 0 0 0
(1,2 1 ate 1 0 1 0 0 0 0
(1,3 0 1 a+4e 0 0 1 0 0 0

(21 1 0 0 e+a 1 0 1 0 0

0= (2,2 0 1 0 1 20+U0 1 0 1 0 (1.62)

(2,3 0 0 1 0 1 e24e 0 0 1
(3,1 0 0 0 1 0 0 eta 1 0
(3,2 0 0 0 0 1 0 1 eate 1
(3,3 0 0 0 0 0 1 0 1 2+U

Redes de duas ou trés dimensoes apresentam matrizes um pouco diferentes. Para obter
informacgoes dos auto-estados do sistema, devemos diagonalizar a matriz utilizando a
equacao secular:

det(H—- M) =0 (1.63)

Isso pode ser feito utilizando rotinas numéricas apropriadas, como a biblioteca LAPACK
[19] de rotinas de &lgebra linear, utilizadas em nosso estudo.
Para analisar os aspectos dindmicos do sistema, resolvemos a equacao de Shrodinger

dependente do tempo. Assim, temos:

H|U(ny,ng)) = Zh% |W(ny,ng)) (1.64)

De forma similar ao caso estacionario, aplicamos o Hamiltoniano de Anderson-Hubbard
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a equagao 1.64, obtendo:

L d =
lha ‘\I/<n17 n2)> = —t Z Z (CILJrl,gcn,a + CL7gcn+1,a> |\I[(n17 n2)>

n=1 o
NS 7

-

Hy
N

+ 30N yone [0, ma))

n=1 o
N

-~

Hs

N
+ Z UcLchnﬁcL#cn& (W (nq,n2)) (1.65)
n=1

J/

~~

Hg

Impondo as mesmas condi¢oes nas posigoes dos elétrons 1 e 2 (respectivamente ny e ny)
como no caso estacionério, e tomando i = 1 obtemos a equacao de Schrodinger dependente

do tempo:

d

Z%fm,m <t> - fn1+1,n2 (t)—i_fm,nz-l-l (t)+fn1—17n2 (t)—i_fnl,nz—l(t)—i_(enl + €ny T U(Sm,ng) fm,nz (t)
(1.66)

Com a equacao 1.66 podemos obter a evolucao temporal do pacote de onda. Para isso,

podemos implementar um método numérico, como o método de Runge-Kutta.

1.5 Aperiodicidade na Distribuicao de Potenciais

A energia potencial da interacao elétron-ion é um elemento importante no estudo
da conducao eletronica nos solidos, estando presente em boa parte dos modelos discutidos
neste capitulo. Para Bloch, como mostrado na secao 1.2, em um soélido cristalino todos
os fons sdo iguais e estao regularmente distribuidos (distribuicao periddica). Com isso, os
potenciais U(7) tem sempre o mesmo valor, em qualquer ponto da rede, como mostrado
na equagao:

U(7) = U(7 + R) (1.67)

J& para Anderson, a presenca de desordem do material faz com que esses potenciais assu-
mam um valor aleatoério dentro de um intervalo (a largura de desordem), como discutido
na secao 1.3. Como consequéncia, os estados eletronicos passam a se concentrar em uma
determinada regiao da rede.

A distribuicao da energia potencial é responsavel por fendomenos interessantes re-
lacionados aos auto-estados eletronicos, caracterizando um comportamento metalico ou
isolante de certos materiais. Isso resultou na formulacao de diversos trabalhos que inves-
tigam os efeitos da distribuicao sobre o comportamento dos materiais. Foi demonstrado

que a presenca de aperiodicidade e correlagao na distribuicao da desordem pode causar
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uma violacao na teoria de escala, apresentada na seccao 1.3.1, conforme serd melhor dis-
cutido no proximo capitulo. Além disso, Mott propde que a interacdo entre os elétrons da
rede também contribui para a transicao metal-isolante, motivando diversos estudos que
investigam o fendmeno de condugao nos solidos considerando essa caracteristica.

Contudo, em sistemas de varias particulas nao é tao simples resolver os modelos e
obter as informacoes a respeito dos auto-estados eletrénicos. Um modelo mais simples, e
que tem obtido bons resultados, é o sistema formado por dois elétrons interagentes. Um
dos pioneiros a investigar sistemas desse tipo foi Shepelyansky [18], onde ele investiga as
propriedades desse sistema em uma rede unidimensional. Esse modelo tem sido de grande
importancia para o estudo dos fenomenos de transporte eletronico, resultando em diversas
publicacoes.

Nesse trabalho iremos investigar algumas propriedades do modelo de dois elétrons
interagentes em redes unidimensionais. Em nosso modelo a rede nao é perfeitamente cris-
talina. Com isso, as energias da interagao elétron-fon sao distribuidas de forma aperiodica,
regidas por uma equacao deterministica. Em um primeiro momento sera discutido como
se da a distribuicao das energias. Em seguida, serao investigadas propriedades estacio-
nérias e dinamicas dos estados eletronicos, onde serao discutidos os resultados de nosso

estudo.
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2

DOIS ELETRONS INTERAGENTES
EM UMA REDE APERIODICA
UNIDIMENSIONAL

No capitulo anterior foram apresentados alguns modelos que tentam explicar a con-
ducao nos solidos. Conforme discutido anteriormente, a maioria dos solidos apresenta
algum tipo de desordem ou aperiodicidade. Devido & presenca de desordem ocorrem miil-
tiplas reflexoes da funcao de onda que interferem entre si, causando a chamada localizagao
de Anderson. A localizacao de Anderson reduz a mobilidade eletronica, levando o sistema
a um estado isolante. Sistemas com dimensdo alta (d > 2) e grau de desordem fraco
podem apresentar estados estendidos e, portanto, um comportamento metélico. Para de-
sordem forte, mesmo em dimensao alta, os estados sao localizados e o sistema nao conduz.
A transicao entre estados estendidos e localizados, induzida pela intensidade da desordem
é conhecida como transicao metal /isolante. Nos tltimos vinte anos foi descoberto que o
tipo de distribuicao de desordem utilizado pode influenciar no comportamento do sistema,
principalmente em dimensao baixa. Diversos autores (|20, 21, 22, 23, 24]) demonstraram
que a presenca de correlacoes na distribuicao de desordem pode modificar totalmente o
comportamento isolante predominante em d = 1. A seguir, discutiremos os efeitos das
distribuicoes aperiédicas de potenciais sobre a natureza dos estados eletronicos. Vamos
discutir resumidamente o efeito destas correlacoes e em seguida vamos apresentar nos-
sos resultados, que consistem em investigar a competicao entre distribuicoes aperiodicas,

interacao elétron-elétron e campos elétricos.

2.1 Potenciais Aperiédicos: Efeitos de Correlacao

Como visto na secao 1.3.1, foi proposta uma teoria de escala onde foi demons-
trado que em sistemas de alta dimensionalidade (d > 2) deve existir uma transicao
metal /isolante. Assim, a partir de 1970 diversos trabalhos foram produzidos tentando

explicar esse fenomeno de transicao nos solidos. Esses trabalhos investigaram a influéncia
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da distribuicao de desordem e verificaram que a presenca de correlagao causa um compor-
tamento intermediario entre o caso periédico e o caso aleatério, nao previsto pelo modelo
de Anderson unidimensional.

Em 1980, J.B. Sokoloft [23], baseado no trabalho de M.Ya. Azbel [24], estudou a

localizagao eletronica no modelo tight binding, cuja equagao de Schrédinger é:

fn—f—l + fn—l + VE)(COS an)fn = Efn (21)

onde n representa um sitio e a é o espacamento da rede, Vj é a amplitude de potencial, Eé o

auto-valor de energia, f,, é o coeficiente de expansao para a fungao (z) = Z fnd(z—na)

e ¢ representa o orbital atomico. Nesse trabalho Sokoloff considera um potgncial de valor
incomensuravel. Para isso, a carga elétrica é um multiplo irracional de 7. Ele mostrou
algumas diferencas entre os resultados obtidos para valores comensuraveis e incomensu-
réaveis de ¢, além de que, dependendo do valor de Vj, existe uma transicao de estados
estendidos/localizados em sistemas unidimensionais.

Posteriormente, Griniasty e Fishman [21] investigaram o comprimento de localizacao
no modelo tight-binding €, f,, + f+1 + fn—1 = £ f,,, onde a energia ¢, é a energia em um
sitio n, definida por:

€n = V cos(maln|”) (2.2)

Através de métodos numéricos e teoria da pertubacao, eles encontraram que o grau de
localizacao aumenta com o aumento de v, se assemelhando ao caso aleatorio. Contudo, no
intervalo 1 < v < 2 houve uma discrepancia entre os resultados obtidos numericamente e
obtidos por teoria de pertubacao. Assim, os autores sugerem mais investigacao. A figura

2.1 ilustra algumas distribuicoes de potenciais para diferentes valores de v.

Figura 2.1: Distribuigao de potenciais para (a) v = 0.5, (b) v = 1.0 e (¢) v = 2.5, usando a equagao
2.2, e (d) no caso aleatério. Em todos os casos a amplitude de potencial € V' = 1.5. Nos casos (a) e (b)
observa-se um arranjo organizado, caracteristico do estado metélico. Nos casos (c) e (d) a distribuigéo é
bem irregular, tipico de um material isolante.

(b) v=1.0

V
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0 500 1000 1500 500 1000 1500 500 1000 1500 500 1000 1500
I

Fonte: Autor (2014).

No final da década de 1980, Thouless [22] investigou a localiza¢do em um modelo

unidimensional para 1 elétron, retomando o problema proposto por Griniasty e Fishman.
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Nesse trabalho, ele encontrou que o comprimento de localizacao aumenta a medida em
que se aproxima do centro da banda, de modo que os resultados nao podem ser obtidos
diretamente através da teoria de pertubagdo. Com base nisso, Sarma et al |20, 25| aplica
o modelo tight-binding unidimensional, onde é encontrada uma dependéncia do grau de
localizacao com a amplitude de potencial V e os valores de v. Os resultados obtidos

apresentaram o seguinte:

e Paral0<v<leV <2
Os estados sao estendidos na faixa -2+ V < E<2-V.
Os estados sao localizados nas faixas 2 -V < E< 2+ Ve 2-V<E<-2+V.

e Para0<v<leV >2:

Todos os estados sao localizados.

e Parav=1eV < 2:

Todos os estados sao estendidos.

e Parav=1eV > 2:

Todos os estados sao localizados.

e Paral <v <2:
Todos os estados sao localizados, mas o expoente de Lyapunov (o inverso do compri-

mento de localiza¢ao) se aproxima de zero, lentamente, no centro da banda (E = 0).

e Para v > 2:
Todos os estados sao exponencialmente localizados: o sistema se comporta como no

modelo de Anderson unidimensional.

A presenca de correlagdo na distribuicao da desordem também é responsavel por
comportamentos nao previstos no modelo de Anderson unidimensional. No trabalho de
Moura e Lyra [26|, uma correlagdo de longo alcance é introduzida nos elementos da di-
agonal do hamiltoniano de Anderson, representando uma desordem nos sitios da cadeia.
Eles conseguiram mostrar uma fase de estados estendidos no centro da banda, ou seja,
existe uma transicao metal-isolante em sistemas desordenados unidimensionais.

A seguir serao apresentados os resultados e discussoes de nosso trabalho, onde in-
vestigamos os auto-estados estacionédrios e a dinamica do sistema. Em nosso modelo,
consideramos dois elétrons interagentes, indistinguiveis, itinerantes em uma rede unidi-
mensional, cuja distribuicao de energias é aperiddica e regida pela equagao 2.2. Também
foi estudado os aspectos dinamicos de nosso sistema ao aplicarmos um campo eletrostatico

externo, paralelo a rede.
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2.2 Resultados: Aspectos Estacionarios

Inicialmente investigamos os aspectos estacionarios do sistema. Para obter as propri-
edades de interesse, primeiro resolvemos a equacgao de Schrédinger independente do tempo,
afim de obter os auto-estados do sistema, conforme mostrado na secao 1.4.1. Impondo
algumas condigoes nas posicoes dos dois elétrons escrevemos a equacao de Schrédinger

independente do tempo como:

8f”17n2 = fn1+17n2 + fn1,n2+1 + fm*l,m + fm,m*l + <€n1 + €ngy + U(Sm,m)fnl,nz (23)

sendo €,, e €,, as energias dos elétrons 1 e 2 ao ocupar as posicoe n; e nq, respectivamente,
e U é a energia de interacao entre os elétrons quando eles ocupam o mesmo sitio. Assim,
aplicamos uma técnica de diagonalizacao direta, utilizando as rotinas LAPACK [19], para
resolver a equagao secular det(H — I\) = 0 e obter os auto-valores e auto-vetores do
sistema.

O primeiro aspecto investigado foi a funcao participacao, onde pudemos analisar
melhor a transi¢ao metal-isolante governada pelo parametro v (ver equagao 2.2). A fungao
participacao nos da uma ideia de quantos sitios da rede estao participando efetivamente

da conducao e apresenta uma melhor medida do grau de localizacao, sendo definida por:

1
Y (B

ni,n2

P(E) (2.4)

Além disso, para uma melhor visualizacao dos resultados, aplicamos na diagonalizacao
a restricdo |E| < 0.5, considerando apenas os estados proximos ao centro da banda.

Também normalizamos os resultados fazendo o calculo da participacao média:

(P) > i5j<0s P(E)
N2 NpN2

(2.5)

onde Ng é o nimero de auto-estados com energia F no intervalo |F| < 0.5 e N é o tamanho
da cadeia. A figura 2.2 mostra os resultados obtidos para redes de 90, 110 e 130 sitios,
U =0.0,4.0,10.0 e diversos valores de v. Além disso, tomamos V = 1.5 e ma = 1.0.

Nos resultados mostrados em 2.2a, 2.2b e 2.2¢ podemos ver que para v < 1 a par-
ticipacdo média ¢ proporcional a N?, caracterizando um comportamento metalico. Além
disso, claramente temos que esse comportamento independe do tamanho da cadeia ou da
presencga de interagao. Contudo, com o aumento do grau de desordem (v > 1), pode-se ver
que (P) /N? comega a depender do tamanho da cadeia, assumindo um comportamento
de isolante. Também é mostrado que a presenca de interacao causa um enfraquecimento
da localizacao de Anderson (ver figuras 2.2b e 2.2¢).

Na figura 2.2d nos mostra uma comparagao dos resultados de (P) /N? versus N2,

sem interagao, obtidos para v = 0.5 e v = 2.5. Nessa imagem ¢ mostrado mais claramente
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Figura 2.2: Participagdo média para diversos valores de v, dentro da restri¢do |E| < 0.5, calculada em
redes de N =90, 110, 130 sitios. Além disso, a figura mostra os resultados para as interacoes (a) U = 0.0,
(b) U=4.0e (c) U =10.0. Em (d) temos o grafico obtido para (P) /N? versus N2.
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Fonte: Peixoto et al (2014) [27].

que em regimes estendidos a participacao média €, de fato, proporcional ao tamanho da
cadeia, enquanto que no regime localizado a participacao decai exponencialmente com
N2. Estes resultados estdao de acordo com a literatura (|20, 21, 22, 25]).

Para compreender melhor a influéncia da interacao no enfraquecimento da localiza-
¢ao, também investigamos a participagao média (P) para diversos valores de U. A figura

2.3 apresenta os resultados obtidos para redes de 100 e 130 sitios. Na figura 2.3a nova-

Figura 2.3: Em (a) temos (P) /N versus v, para N = 100,130, U = 0.0 e U = 4.0. Podemos observar
que houve um enfraquecimento da localizacao devido a interacdo entre os elétrons. Ja em (b) temos (P)
versus U, onde é mostrado que valores intermediarios de interacao promove uma maior diminui¢do no
grau de localizagao.

a’ 100 T T | I| Il I| || . T b 70 T T T | T | T
107 =
60
-
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Fonte: Peixoto et al (2014) [27].

mente ocorre o colapso dos dados para v < 1, caracterizando o comportamento metalico;
para v > 1, o sistema ¢ dominado por estados localizados (comportamento isolante). O

detalhe nos mostra que a participacao ¢ menor em redes maiores no regime localizado,

Instituto de Fisica - UFAL



2.3 Resultados: Aspectos Dinamicos 32

corroborando os resultados mostrados anteriormente. Na figura 2.3b temos (P) versus U,
onde podemos ver que a participacao aumenta rapidamente até que U atinja um valor
intermediario. A medida que U aumenta, a participacdo comeca a diminuir lentamente.
Independente do tamanho da cadeia esse comportamento é observado. Concluimos que
isso ocorre porque uma interacao intermediaria promove um movimento coerente dos elé-
trons, causando uma diminuicdao na localizacao de Anderson. Quanto mais forte fica a
interagao, maior fica o custo energético para manter os dois elétrons proximos, tornando
os movimentos dos elétrons menos coerentes. Dessa forma o sistema se comporta como

no caso de um tunico elétron e o grau de localizacao volta a crescer.

2.3 Resultados: Aspectos Dinamicos

Além dos aspectos estacionarios do sistema, investigamos também o carater dina-
mico do pacote de onda de dois elétrons. Neste caso, resolvemos a equacao de Schrodinger

dependente do tempo:

i%fmm(t) = Frrtmo )+ Frsmot1 () Frr— 1 (B) F Frona—1 ()4 (€ny + €ny + Uy ng) Fryma (£)
(2.6)
como mostrado na secao 1.4.1. Os calculos das amplitudes de probabilidade da funcao
de onda apés cada incremento de tempo pré-determinado pode ser obtido através do
algoritmo de Runge-Kutta. Entretanto, em nossos calculos n6s empregamos um método

numeérico baseado na expansao de Taylor do operador de evolucao temporal:

 iHAt ~ (—iHAt)
Aan = etst =14y S

=1

(2.7)

onde H é o Hamiltoniano do sistema. A funcao de onda num tempo At é dada por

|D(AL)) = A(AL) |@(t = 0)), de maneira que usamos o método recursivamente para obter

a funcdo de onda no tempo t. Os valores para a ordem de truncamento (no = 22) e

incremento de tempo (At = 0.05) foram comprovados suficientes para conservar a norma,

da funcao de onda em todo o intervalo de tempo requisitado. Como condicao inicial,
consideramos que os pacotes de onda sao gaussianos, dados por:

012 012
(nys1,n2se|U(t =0)) = B(la>exp {—%} exp {—%} (2.8)
0 0

onde (o) é uma constante de normalizacdo, o é a largura do pacote de onda e n} e n)

sao, respectivamente, as posicoes iniciais dos elétrons 1 e 2. Consideramos que os pacotes
de onda de largura o = 1.0 estao inicialmente dispostos nos sitios N/2 — dy e N/2 + dy,
com N sendo o tamanho da rede.

Inicialmente, calculamos a extensdo espacial £(t) do pacote de onda eletronico, de-

finido por:

) =Y V(= (i (8)? + (n2 — (n2(8))2|fy,ma (I (2.9)

ni,n2
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sendo

(1) = 3 (00) s (D7 com i = 1,2 (2.10)

ni,n2
a posicao média dos elétrons. Além disto, os parametros dos sistemas estudados foram

N = 1800, V = 1.5, ma = 1.0, v = 0.5, sendo as posicoes iniciais dos elétrons 1 e 2

nd = n3 = 882, onde nos investigamos na presenca da interagao U = 4.0,10.0 tomando

como referéncia o sistema sem interacao U = 0.0. No resultado apresentado na figura

Figura 2.4: Gréfico da extensao espacial versus tempo para uma cadeia de N = 1800 sitios, U = 0, 4, 10,
o =1, v = 0.5, com os elétrons inicialmente na mesma posi¢ao (dp = 0). A imagem nos mostra uma
evolucao balistica dos pacotes de onda, independente da interacao, caracterizando o comportamento
metalico do sistema.

10°

2
10~

=)
N
un

Fonte: Peixoto et al (2014) [27].

2.4 é mostrado uma evolugao balistica do pacote de onda, independente da presenca de
interacao. Isso nos mostra que a funcao de onda se estende por toda a rede, caracterizando
o comportamento metalico do sistema para um fraco grau de desordem (v = 0.5). Esses
resultados corroboram os resultados mostrados na secao 2.2.

Além disso, também estudamos a evolucao temporal do pacote de onda. Para isso,
foi calculado o centroide, definido pela posi¢do média (ver equacdo 2.10). A figura 2.5
mostra o centroide de uma particula em uma rede de 2000 sitios, com v = 0.5, U = 0,4, 10.
Na figura 2.5a (U = 0.0) podemos ver que o centroide apresenta um comportamento osci-
latorio, oscilando em torno de sua posicao inicial enquanto o pacote de onda se alarga pela
rede. Esse comportamento ¢ causado pela distribuicao aperiodica do potencial. Contudo,
nota-se que na presenga de intera¢ao a amplitude de oscilagao diminui (ver figuras 2.5b e
2.5¢), resultando em um maior aprisionamento do pacote de onda.

O comportamento oscilatorio das particulas, mostrado na figura 2.5, é similar as

ja bem conhecidas oscilagoes de Bloch [6], onde os elétrons oscilam quando um campo

Instituto de Fisica - UFAL



2.3 Resultados: Aspectos Dinamicos 34

Figura 2.5: Centroide de uma particula em uma rede de N = 2000 sitios, com V = 1.5, v = 0.5,
ma=1.0,0 = 1.0 e n{ = nJ = 882. As cores representam a amplitude de probabilidade |f,,(¢)|* para um
elétron. Em (a) nao ha interacdo (U = 0.0); em (b), temos uma interacdo intermediaria (U = 4.0); em (c)
a interagdo é forte (U = 10.0). Podemos ver nas figuras que o centroide tem comportamento oscilatorio.
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Fonte: Peixoto et al (2014) [27].

eletrostatico uniforme é aplicado paralelamente a rede. Os resultados apresentados ante-
riormente sugerem que a existéncia de um campo elétrico local, proveniente do potencial
dos sitios, sao responséaveis por esse comportamento. Dessa forma, para entender melhor
esse fenomeno, aplicamos um campo elétrico em nosso modelo, conforme sera discutido

na proxima segao.

2.3.1 Oscilacoes de Bloch: efeitos do campo local

A presenca de campos elétricos e magnéticos atuando sobre redes tem despertado
interesse dos fisicos, resultando na publica¢do de vérios trabalhos, como [28, 29]. Quando
um campo elétrico é aplicado paralelo a rede, os elétrons passam a ter um comportamento

oscilatorio, conhecido como oscilacoes de Bloch.

Instituto de Fisica - UFAL



2.3 Resultados: Aspectos Dinamicos 35

Para compreender melhor esse fenomeno, vamos utilizar um modelo semiclassico e
analisar o comportamento do elétron sob influéncia de um campo elétrico uniforme. A

partir do formalismo classico de Hamilton, podemos obter a posicao 7 e o momento p.

Logo:
. OH . OH
»_ Y p— 2.11
=95 ¢ P= %R (2.11)

Quantizando o momento do elétron (p' = hE), obtemos a velocidade de um pacote de

onda:

s OH _ O(ep/h) + V(1)
op op
de(p/h)
op
_ 10e(k)
= ar (2.12)

Essa velocidade também é conhecida como velocidade de transmissao de energia no meio.

Temos ainda que:

W= 22— vy (2.13)

sendo Fik a forca elastica agindo sobre o elétron e V(7) é a energia potencial do elétron

em um campo eletrostatico uniforme E. Portanto:

hk = (—e)
k() = %tjtlgo (2.14)

E
E

Assim, sendo o espaco k dividido em zonas de Brillouin, com vetor de rede reciproca

G = 2w /A, para um periodo T, obtemos:

WG = BT = (—e)|BIT

A
To— 2T (2.15)
(—e)|ElA

Mas:

T = = (2.16)

Igualando 2.16 com 2.15 obtemos:

21 . 21
W (—e)|E|A
(—e)|E|A

- (2.17)

wB
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Tomando h = A = 1, por simplicidade, entao a frequéncia de Bloch wg é:
wp=F (2.18)

Dessa forma, temos que as oscilagoes de Bloch sao da ordem do campo elétrico externo.

Embora a proposta original ter sido formulada para sistemas cristalinos, este feno-
meno também ¢ encontrado na literatura em sistemas nao cristalinos [29]. Mais recen-
temente, Dias e Lyra [30] mostram que a interagdo entre duas particulas pode promover
oscilagoes de Bloch coerentes entre as mesmas, proporcionando a observacao de um do-
bramento da frequéncia de oscilacao (frequéncia de Bloch). Um anéalogo 6ptico para este
fenomeno tem sido observado em redes fotonicas, onde os autores sugerem tais sistemas
como bons candidatos para ensaios experimentais dos estudos sobre transporte eletronico.

Diante da fenomenologia apresentada, estudamos também a dinamica dos dois elé-
trons em cadeias aperiddicas sujeitas a um campo elétrico externo e constante, alinhado
paralelamente ao sentido da cadeia. Para isso, primeiro acrescentamos um termo referente
ao campo externo no Hamiltoniano de Anderson-Hubbard, reescrevendo a equacao 1.44

COIO:

N N N
H = —t Z Z (cLH,Ucn,U + ciwcnﬂ,g) + Z Z (€, + Fn) cjwcm7 + Z UCIL’TCn’TCILPLCn,\L
n=1 o n=1

n=1 o
(2.19)
onde F é o campo elétrico uniforme externo, e é a carga da particula e n é a posicao
da particula. Dessa forma, usando a grandeza adimensional F = — a equacao 2.6 é

reescrita como:

i%fmm = frit1motFrrma 1t frr—1ma+frgna—1H(€ny + Fny + €ny + Frig + Ubny ny) fro e
(2.20)

Aplicando os métodos numéricos discutidos na secao 2.3 obtivemos os estados ele-
tronicos e investigamos o padrao de oscilacao do centroide do pacote de onda, definido

pela equacao 2.21:

(i) = Y (0)| frama (1) com i = 1,2 (2.21)

ni,n2
Na figura 2.6 sao mostrados os padroes de oscilagao para uma rede de 500 sitios e campo
externo F = 0.5. Os resultados da figura 2.6 mostra um padrao oscilatério dos elétrons
quando um campo externo é aplicado sobre a rede, concordando com o resultado mostrado
anteriormente (figura 2.5). Além disso, na presenca de interagao (figuras 2.6b e 2.6¢) a
amplitude das oscilagoes diminui, principalmente para valores intermediarios de U (U =
4.0). Isto esta associado a existéncia de estados ligados, causados pela competicao entre
o movimento coerente e a repulsao entre os elétrons. Nessas oscilagoes coerentes, os
dois elétrons oscilam juntos, de modo que os sistema se comporta como se, ao invés de

duas particulas, houvesse uma tinica particula de carga —2e. Quando a interacao é forte
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Figura 2.6: Centroide de 1 particula, com |f,,(¢)[* = >, | fn,m(t)|?, na presenca de um campo externo.
Em (a), U = 4.0, dg = 84; em (b), U = 4.0, dg = 0; em (c) U = 10.0, dg = 0. Para valores intermediarios
de interagao (U = 4.0), a amplitude de oscilagdo é menor quando as particulas iniciam seus movimentos
no mesmo sitio (dp = 0), quando comparado com caso das particulas independentes (dy = 84)

(a) U=4 dg=84 U=4 dy=0

(b)

0 0
186 190 194 198 202 206 210 214 186 190 194 198 202 206 210 214
n n

0
270 274 278 282 286 290 294 298
n

Fonte: Peixoto et al (2014) [27].

(U = 10.0) o carater repulsivo predomina, diminuindo o grau de correla¢gdo no movimento
dos elétrons.

Analisando o espectro das transformadas de Fourrier de (n;(w)), observamos a ocor-
réncia de picos de oscilagao para cada elétron. A figura 2.7 mostra os resultados obtidos
para um sistema com as mesmas condicoes da figura 2.6.

Na figura 2.7a, onde os elétrons estao inicialmente afastados (dy = 84), podemos
ver que os dois elétrons apresentam valores diferentes para a frequéncia, correspondente a
cada elétron. Contudo, os valores encontrados estao proximos aos da frequéncia de Bloch
(w ~ F), concordando com os argumentos semi-classicos apresentados anteriormente.
Além disso, observa-se que o padrao de oscilacao nao é afetado pela presenca de interacao,
visto que dy > o e, portanto, os elétrons oscilam independentemente.

Quando os elétrons sao colocados inicialmente no mesmo sitio, para U = 4.0 (figura
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Figura 2.7: Transformadas de Fourier dos centroides mostrados na figura 2.6. Como pode ser observado,
os picos das frequéncias de oscilacdo estdo um pouco deslocados em relacdo ao esperado, de acordo com
a aproximagao semi-classica (w ~ F'). Além disso, para U = 4.0 e dg = 0, a frequéncia apresenta
aproximadamente o dobro do valor do campo externo aplicado sobre a rede (w =~ 2F).

4
L@
3 —
2 —
F d0:84
1k | I
U=4 0.45 0.5 0.55
0 I I
(b)
~
é 0.4
A r d =
\? 0.2 070 I | 1 I
b U=4 0.80 0.85 090 095
0,0 —y
(©
0.1+ dO:O
U=10 Bolo.ﬁo 0.80 1.00 1.20
0 | |
0 0.5 1.0 1.5 2.0
(0]

Fonte: Peixoto et al (2014) [27].

2.7b), pode-se ver que ha um pico de oscilagdo dominante, com frequéncia w ~ 2F, e uma,
pequena frequéncia de oscilacao em torno de w ~ F. A primeira resulta do movimento
coerente dos dois elétrons e é um fenémeno conhecido como dobramento de frequéncia
das oscilagoes de Bloch. Ja a outra frequéncia de oscilacao corresponde as oscilacoes
nao coerentes, provenientes dos estados ligados. Ao aumentar o valor da interacao para
U = 10.0 (figura 2.7c), o carater repulsivo da interacao passa a dominar, diminuindo
a dupla ocupacao dos elétrons. Isso promove a re-amplificagdo da frequéncia (w ~ F),
causada pelas oscilagoes independes dos dois elétrons. Esses resultados estao de acordo
com a literatura.

Os resultados apresentados na figura 2.7 mostram que ha uma diferenca entre os
valores da frequéncia dominante observada e a frequéncia de Bloch, sugerindo a existéncia
de uma forca local que contribui para a oscilacao de Bloch. Para obter a forca local,

consideramos que a distribuicao aperiddica é responsavel por um campo local, definido

por:
de,

Fioe = — 2.22
: dn ( )

Assim, o campo efetivo sobre o elétron em um determinado sitio é:

dey,

F.o=——+F 2.23
1=, (2.23)

Portanto, para deixar mais evidente a influéncia do campo local, baseados nestes argu-

mentos semiclassicos, tomamos a derivada local de €, para a condicao inicial dos elétrons
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na mesma posigao (ver figuras 2.7b e 2.7¢). Assim, sendo F' = 0.5 o valor do campo

externo aplicado sobre a rede, entao:

e Para nd = n) = 199:

d
S~ —0.053 ¢, Fly = —0.053 4 0.5 = 0.447
n

Logo, para U = 4.0: w =~ 2F = 0.894
e Para n{ = n) = 199:

dep,
éimOﬂm;Pg:00m+O5:OMO
n

Logo, para U = 10.0: w =~ F' = 0.540

(2.24)

(2.25)

Assim, podemos observar que as frequéncias de oscilacao apresentadas na figura 2.7 podem

ser previstas semi-classicamente por meio da equagao 2.23 e o valor dos campos locais.
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3
CONCLUSOES E PERSPECTIVAS

Neste trabalho de mestrado estudamos a natureza dos os auto-estados de dois elé-
trons em uma cadeia aperiodica unidimensional. Nossa abordagem teve inicio conside-
rando um hamiltoniano de dois elétrons indistinguiveis e itinerantes na cadeia aperiodica
unidimensional. O potencial aperiédico ¢, foi considerado através de uma representacao
analitica simples: uma fun¢do harmonica de uma potencia ou seja €, = V cos(wa|n|).
Portanto, cada elétron do Hamiltoniano esteve submetido ao termo de interacao elétron-
elétron e ao potencial aperiodico citado anteriormente. Para conduzir nosso trabalhos,
inicialmente apresentamos uma revisao sobre modelos de conducao eletrénica, onde abor-
damos as ferramentas tedricas necessarias ao nosso estudo. Em seguida, descrevemos com
mais detalhes o formalismo fisico-matematico empregado, o Hamiltoniano de Anderson-
Hubbard, de onde obtemos as equagoes de de Schrodinger independente e dependente do
tempo.

Aplicando a técnica de diagonalizacao direta, através do uso de rotinas Lapack, obti-
vemos os autovalores de energia em cadeias de N = 90, 110, 130 sitios. Visando investigar
a influéncia da interacao eletronica sobre os auto-estados, calculamos a participacao mé-
dia. Verificamos que para v < 1.0 ha uma dominancia de estados estendidos no sistema,
enquanto que para v > 1.0 os estados passam a ser localizados. Também observamos que
a presenca de intera¢ao causa uma diminuicao na localizacao de Anderson. Os resultados
estdo de acordo com os resultados encontrados na literatura (|18, 20, 21, 22, 25|). Outra
abordagem que consideramos foi a solucao numérica da equagao de Schrodinger depen-
dente do tempo. Desta forma investigamos a dinamica temporal de um pacote de onda de
dois elétrons, inicialmente localizado proximo ao centro da cadeia. Analisando a extensao
espacial do pacote de onda eletronico, verificamos que no limite de fraca aperiodicidade
(v < 1) o pacote de onda evolui de forma balistica, independente da interagdo elétron-
elétron. Esta dinamica rapida estd em boa concordancia com a natureza deslocalizada
dos auto-estados para v < 1 (ver figura 2.2).

Além do termo de interacao Coulombiana e o potencial aperiédico diagonal, in-

vestigamos os efeitos de um campo elétrico estitico paralelo a cadeia. O Hamiltoniano
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considerado foi modificado de maneira tal a incluir na diagonal do mesmo a energia po-
tencial elétrica oriunda da interacdo dos elétrons com o campo estatico. A solucao do
problema contendo energia Coulombiana, potencial aperiodico e termo de campo elétrico
foi feita através da solucao numérica da equagao de Schrodinger dependente do tempo.
Para v < 1 observamos que devido ao campo elétrico externo os elétrons oscilam em
torno de suas posicoes iniciais, num fenémeno conhecido como oscilagoes de Bloch. Ao
investigarmos a extensao espacial, observamos que o campo elétrico externo induz uma
reducao da extensao, resultando na localizagao dinamica do pacote de onda. A intera-
¢cao também promove um aprisionamento do pacote. Também estudamos os padroes de
oscilacao dos centroides e verificamos no espectro da transformada de Fourier que os elé-
trons apresentaram uma pequena diferenca em suas frequéncias de oscilacao, em relagao
a frequéncia de Bloch. A partir do campo efetivo atuando sobre cada elétron, vimos que
existe um campo elétrico local, dependente da posicao inicial dos elétrons, que contri-
bui para a oscilacao. Colocando os elétrons na mesma posicao inicial, verificamos que a
frequéncia de oscilagao é influenciada pela interagao, embora o padrao nao seja alterado:
na auséncia de interacao ou para uma interacao forte a frequéncia de oscilagao fica em
torno de w ~ F', enquanto que para valores intermediarios ocorre um fenémeno conhecido
como dobramento de frequéncia das oscila¢oes de Bloch (w ~ 2F'), devido a existéncia de
estados ligados.

Os principais resultados desta dissertagao foram publicados na referéncia [27]. Como
perspectiva de nosso trabalho podemos citar estudar o papel da dimensionalidade do
sistema nesta fenomenologia. Desta forma, seria interessante investigar qual a natureza

dos estados eletronicos em sistemas aperidédicos bidimensionais.
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