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RESUMO

Nesta tese tratamos sobre um assunto bastante estudado na literatura, a vi-
olagao das simetrias de Lorentz e de CPT na eletrodinamica quantica, contudo, sob
um enfoque diferente do usual. Apresentamos o mecanismo de quebra espontanea
de simetria utilizando o modelo Thirring quiral 4D para férmions sem massa, que a
principio nao apresenta violacao dessas simetrias, mas que a induz espontaneamente.
Em seguida, através das flutuagoes quanticas neste modelo puramente fermionico,
geramos um setor bosonico no qual os fétons emergem como bésons de Goldstone.
O modelo composto pela juncao destes dois setores é denominado eletrodinamica de
bumblebee com o termo de Carrol-Field-Jackiw (CFJ). A partir deste ponto, trata-
mos da inducao radiativa do termo CFJ com o objetivo de elucidar algumas questoes
presentes na literatura. Realizamos essa indugao considerando o acoplamento de
férmions com o campo de calibre e também com o campo gravitacional no cenario
de temperatura finita. Discutimos também a nao-analiticidade presente na indugao
quando férmions massivos sao usados. Por fim, reanalisamos a eletrodinamica de
bumblebee com respeito ao seu conteudo de energia livre, onde a relacionamos com
a eletrodinamica do modelo padrao.

Palavras Chave: Violacao de simetria de Lorentz, Quebra dinamica, Mo-

delo de Bumblebee, Termo de Chern-Simons, Temperatura finita.
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ABSTRACT

In this thesis we deal with a subject very studied in the literature, a violation
of the Lorentz and CPT symmetries in quantum electrodynamics, however, under a
different approach than usual. We present the spontaneous symmetry breaking me-
chanism using the Thirring 4D chiral model for massless fermions, which a principle
does not violate these symmetries but induces spontaneously. Then, through the
quantum fluctuations in this purely fermionic model, we generate a bosonic sector
in which the photons emerge as Goldstone bosons. The joint composite model of
these two sectors is called the Bumblebee electrodynamics with the term Carrol-
Field-Jackiw (CFJ). From this point, we deal with the radiative induction of the
CFJ term with the purpose of elucidating some questions present in the literature.
Finally, we reanalyzed Bumblebee electrodynamics with respect to its free energy

content, where we relate it to the electrodynamics of the standard model.
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Capitulo 1

Introducao

A invariancia de Lorentz é uma das simetrias mais bem estabelecidas e testa-
das na fisica [1, 2], sendo por isso considerada uma simetria valida no atual estégio
do universo. Por outro lado, é de se esperar que numa escala de altas energias, tal
qual aquela do universo pré-inflaciondrio’, violacoes dessa simetria sejam possiveis
[3], de tal forma que a simetria de Lorentz nao corresponderia mais a uma sime-
tria absoluta. Esta possibilidade abre portas para a investigacao de teorias efetivas
que contemplem esses efeitos [4], como também para a busca por evidéncias ex-
perimentais, i.e., efeitos de violagbes em escalas de energia atualmente acessiveis
experimentalmente e/ou fenomenologicamente [2, 5, 6]. Tais teorias efetivas seriam
vistas como o limite de baixas energias de teorias fundamentais, por exemplo, de
teorias de cordas, que possuem em seu arcabouco a possibilidade de quebras es-

pontaneas das simetrias de Lorentz e de CPT? a saber, aquela apresentada por

1E assumido que na escala de Planck os efeitos quéanticos da gravidade se manifestam.
2A conexdo entre a simetria de Lorentz e a simetria CPT é dada pelo teorema CPT.



Kostelecky em [7].

Em tais teorias fundamentais a violacao dessas simetrias ganha existéncia
através de um procedimento andlogo ao mecanismo de Higgs [8], no qual um campo
escalar que possui dois ou mais estados fundamentais, i.e., vacuo degenerado, se-
leciona espontaneamente um destes estados para ocupar, assumindo nesse estado
um valor esperado no vacuo nao-nulo (ndo-trivial), que contribui como massa para
as particulas do modelo padrao, violando assim alguma simetria pré-existente. Re-
sumidamente, quando ocupa um vacuo nao-trivial, o campo ganha um valor es-
perado nao-nulo em um processo conhecido como quebra espontanea de simetria.
De modo equivalente, para um campo fundamental que seja vetorial ou tensorial,
e inicialmente invariante por transformagoes de Lorentz, o decaimento num vacuo
nao-trivial implicard num valor esperado nao-nulo (também vetorial ou tensorial)
que aponta numa diregao fixa do espaco-tempo, quebrando assim espontaneamente
a invariancia de Lorentz da teoria [7].

A quebra dinamica de simetria é a quebra espontanea de simetria obtida por
intermédio de corregoes quanticas. Esta forma constitui o mecanismo de Coleman-
Weinberg proposto em 1973 e bastante explorado na literatura desde entao [9]. Por
exemplo, na Ref. [10], o mecanismo foi empregado como um modo de gerar a eletro-
dinamica quantica através de corregoes radiativas, sem invocar a invariancia de gauge
local, partindo de uma teoria que inicialmente era apenas fermionica [11, 12, 13].
Nessa construgao, os bésons (fétons) que emergem sao resultantes da presenca de
um condensado vetorial, o qual corresponde ao valor esperado de uma corrente ve-
torial previamente observada no modelo. Como uma quebra espontanea da simetria

de Lorentz é promovida por esse condensado, a teoria obtida foi posteriormente
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reinterpretada como um modelo com quebra dinamica de simetria de Lorentz e
CPT [14, 15]. Recentemente, esta idéia foi estendida para o caso de correntes veto-
riais axiais [16] e para o campo gravitacional [17].

Trataremos desta tematica ja no capitulo 2 desta tese, considerando como
teoria de partida o modelo de Thirring quiral 4D (um modelo para férmions axiais
auto-interagentes), utilizado na Ref. [16], contudo para férmions sem massa. Esta
possibilidade é interessante pois, embora o Modelo Padrao (MP) nao contemple
férmions sem massa, teorias em escalas de altas energias prevéem a existéncias de
férmions sem massa, como é o caso do fotino (o superparceiro do féton) presente na
supersimetria. O modelo de Thirring quiral 4D inicialmente nao apresenta a violagao
das simetrias de Lorentz e CPT, mas a induz dinamicamente pelos mecanismos
acima apresentados. Além disso, como previsto pelo teorema de Goldstone [18],
no processo de quebra espontanea de uma simetria continua, um campo bosonico
de longo alcance sera também criado, i.e., uma excitagao nao massiva formando
um setor bosonico antes nao existente. Discutiremos também os efeitos térmicos
sobre essa quebra dinamica de simetria, i.e., o processo de restauracao espontanea
de simetria, onde calcularemos a temperatura critica do sistema.

A seguir, ao efetuarmos flutuagoes em torno do vacuo quantico deste campo,
serd induzido dinamicamente o modelo bumblebee [19], acrescido de um termo de
Chern-Simons 4D, aqui chamado de termo Carroll-Field-Jackiw (CFJ) [20], como
uma correcao quantica para o recém criado setor bosonico desta teoria.

O modelo bumblebee constitui a teoria de campos mais simples envolvendo

a violagao espontanea da simetria de Lorentz e CPT [65]. A lagrangiana da eletro-
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dinamica quantica bumblebee utilizada em nosso estudo ¢ dada por

A

Lp = _%lF;wFW + (i) —m — eBys)y — 4 (B.B" - 52)2 7 (1.1)

onde F,, = 0,B, — 0,8, e A\ ¢ um acoplamento positivo adimensional. Este mo-
delo é caracterizado por conter um potencial quadratico suave, o terceiro termo na
Eq. (1.1), cujo minimo néo trivial faz surgir um valor esperado no vacuo nao nulo e
constante, (B,,) = f,, que conduz a violacao da simetria de Lorentz e CPT. De fato,
o termo axial, ei) Bys1), presente no setor fermiénico da lagrangiana acima, viola a
simetria CPT quando o campo assume um valor constante, (B,,) = f3,..

O termo CFJ é um termo topoldgico e que também viola as simetrias de
Lorentz e CPT, enquanto que a simetria de calibre é preservada. Para a sua lagran-

giana, podemos escrever
1 K A uy
ﬁCFJ = 5(/@4}7) 6,{)\“,,14 FHY. (1.2)

A violagao de simetria de Lorentz resulta do fato do quadrivetor (ksr), ser cons-
tante, quebrando assim as transformacoes de Lorentz de particula, enquanto que as
transformacoes de observador sao mantidas, como em todas as teorias que possuem
violagao da simetria Lorentz [21]. O termo CFJ (1.2) pode ser gerado dinamicamente
a partir da lagrangiana (1.1), quando o campo bumblebee é deslocado ao redor de
seu valor esperado nao trivial (B, — B, + 3,). Neste processo, o termo axial,
el Bys1), presente no setor fermionico dessa lagrangiana, ao ser deslocado contribui
com o termo eyBys1Y, que é o responséavel pela geracdo dinamica da lagrangiana

CFJ, de modo que (kap), o B, [22].
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Tem sido argumentado na literatura [23, 24] que quando sao utilizados férmions
sem massa’ na geracao radiativa do termo CFJ, neste caso o resultado é finito e li-
vre de ambiguidades, pelo menos em trés tipos de cenarios de regularizagao: corte
(cutoff), dimensional e de temperatura [25]. Contudo, recentemente, um novo e dife-
rente resultado foi obtido, usando-se o método da integral de trajetéria (método de
Fujikawa) [26] e também pela férmula de Kubo [27], ambos no contexto da fisica da
matéria condensada. A motivagdo para esses trabalhos recentes [26, 27] origina-se
do fato que certos materiais conhecidos como semimetais de Weyl [28] possuem uma
condutividade que é obtida pela agao do termo CFJ [29]. O objetivo do capitulo 3 é
realizar esta indugao levando em conta as regras de 't Hooft-Veltman para o célculo
do trago das matrizes de Dirac [30, 31]. No capitulo 3 veremos que, ao utilizarmos
essa prescricao, o resultado encontrado sera idéntico aquele no contexto de matéria
condensada e apresentaremos a inconsisténcia existente quando nao é utilizada a
prescricao 't Hooft-Veltman. Os efeitos térmicos sobre essa inducao serao também
avaliados.

Ainda no contexto dos semimetais de Weyl, a ref. [32] mostra a existéncia
de contribuicao extra para a condutividade do semimetal quando é permitida a in-
teragao do mesmo com o campo gravitacional. Esta contribuicao deve ser puramente
dependente da temperatura e estd associada com a anomalia axial gravitacional [33].
No contexto das teorias quanticas de campos, esta anomalia nunca antes observada
na natureza a partir de campos fundamentais seria a responsavel pelo decaimento
do pion neutro em dois gravitons. Assim, a conexao entre a anomalia axial gravita-

cional com semimetais de Weyl constitui-se numa maneira de detectar a anomalia

30 caso massivo ser4 visto no capitulo 4.
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gravitacional experimentalmente, a partir de sua dependéncia com a temperatura.
No capitulo 4 reinvestigaremos a geracao radiativa do termo CFJ considerando dessa
vez 0 acoplamento de férmions com o campo gravitacional, incluindo efeitos de tem-
peratura.

Para completar o estudo sobre a inducao radiativa do termo CFJ, no capitulo
5 estamos interessados em seu comportamento quando férmions massivos sao consi-
derados na inducao e este sistema fisico é colocado em contato com um banho térmico
[34, 35, 36, 37]. Sabe-se que no regime de temperatura finita, a auto-energia é, em
muitos casos, uma fun¢ao nao analitica do momento externo k, no limite k, — 0.
Devido a selecao de um referéncial especifico feita pelo banho térmico, a auto-
energia, em geral, depende de ky e k de maneiras diferentes, de modo que o limite
estatico (ko = 0,k — 0) ¢ o limite de grande comprimento de onda (ko — 0, k = 0)
nesses casos nao comutam [38; 39, 40, 41, 42, 43]. Mostraremos também as dife-
rencas existentes quando usamos a regularizagao dimensional, a regularizacao de
corte e quando o calculo é realizado explicitamente em 4 dimensoes. Em especial, o
resultado que ¢é obtido no cenario de regularizacao dimensional estd em acordo com
aquele obtido no capitulo 3, quando o limite de massa nula é considerado, mesmo
sendo esse perturbativo e o outro nao perturbativo em 0,,.

Por fim, no capitulo 6 investigaremos a teoria dinamicamente induzida no
capitulo 2, i.e., a eletrodinamica bumblebee, com respeito ao contetido de energia
livre desta. Focaremos nos efeitos de violagao sobre o setor bosonico induzido. Como
se sabe a energia livre fornece uma informacao importante sobre diferentes questoes
fisicas, indo do comportamento de plasmas ultra-quentes a nucleosintese do Big

Bang [44, 45]. Neste contexto, alguns aspectos das corregoes para a energia livre em
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teorias com violagao das simetrias ja discutidas sao apresentados nas referéncias [46,
47, 48, 49, 50]. Realizaremos nosso estudo obtendo inicialmente o propagador livre
da teoria, o qual é semelhante ao da EDQ em um gauge axial nao linear sem violagao,
a seguir calcularemos a energia livre em ordem de um lago. Este resultado é a seguir
discutido embasado na Ref. [51] que trata da equivaléncia entre a eletrodindmica
bumblebee e a QED do modelo padrao da fisica de particulas em um gauge nao
linear.

Finalmente, apresentaremos as nossas consideracoes finais e possiveis pers-
pectivas do presente trabalho.

Usaremos durante todo o trabalho as unidades naturais, ou seja, considera-
remos h = ¢ = 1, onde h é a constante de Planck dividida por 27 e ¢ é a velocidade

da luz no vacuo.
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Capitulo 2

Quebra dinamica de simetria de

Lorentz e CPT

Neste capitulo, analisamos a possibilidade da ocorréncia de quebra espontanea
da simetria de Lorentz e CPT em um modelo Thirring quiral 4D sem massa, a partir
de suas correcoes quanticas. Estudando o potencial efetivo, verificamos que a cor-
rente axial 1y*y51) pode assumir um valor esperado no vacuo nao-trivial, que desen-
cadeia a violagao espontanea. Além disso, considerando flutuacoes quanticas sobre o
minimo do potencial, induzimos dinamicamente uma eletrodinamica quantica tipo-
Bumblebee contendo o termo CFJ. Os efeitos térmicos sobre o sistema sao também
considerados. Verificamos a existéncia, em altas temperaturas, de uma nova fase
em que a simetria de paridade (P) é restaurada e avaliamos sua temperatura de

transicao.

13



2 Introducao 14

2.1 Introducao

Em teoria quantica de campos ha trés modos de implementar a quebra de
uma simetria: o explicito, o anomalo' e o espontaneo. No nivel de energia permitido
pelo Modelo Padrao (MP), a violagao explicita da simetria de Lorentz é estudada
a partir de pequenas corregoes adicionadas a lagrangiana do MP [4, 52]. O modelo
assim obtido é chamado de Modelo Padrao Estendido (MPE) e é conhecido por
conter todos os termos que trazem em si violacoes explicitas das simetrias de Lo-
rentz e de CPT. Nesse modelo, os novos termos (termos corretivos) sdo compostos
pela contracao entre coeficientes tensoriais constantes e operadores. Os coeficientes
constantes com indices de Lorentz quebram a equivaléncia entre as transformacgoes
de Lorentz de observador e de particula?, ao passo que alguns desses operadores
podem violar ainda a simetria de CPT.

A origem dinamica para esses coeficientes tensoriais é explicada a partir do
mecanismo de quebra espontanea de simetria. A violagdo espontanea da simetria de
Lorentz, conforme mencionado na introducao desta tese, é a situacao onde campos
tensoriais dinamicos sujeitos a potenciais especiais adquirem valores esperados no
vacuo nao-triviais. Esses valores esperados, por sua vez, sao os coeficientes tensoriais
presentes no MPE e responsaveis pela violagao da simetria de Lorentz.

As teorias de campos mais simples envolvendo um campo vetorial que adquire

um valor esperado no vacuo (vev) nao-trivial sao os modelos de bumblebee, i.e.,

'A quebra anémala da simetria de Lorentz, em cuja origem pode-se considerar como explicita,
é de importancia especial se o espaco-tempo exibi uma topologia nao trivial, como uma dimensao
espago-temporal compacta ou quando hd um defeito linear no espago-tempo [53].

2Nesse contexto, a violacdo da simetria de Lorentz pode ser entendida como uma reducdo no
grupo de suas transformagoes.
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2 Introducao 15

estes sao os modelos mais simples a incorporar a violagao espontanea da simetria
de Lorentz e de CPT [54]. A lagrangiana da eletrodinamica quantica de bumblebee

utilizada em nosso estudo é
1 % s )\ " 2\ 2
LB = _ZFMVF + ?ﬂ(za —m— €$75)¢ - Z (B,uB - ﬂ ) ) (21)

onde F,, = 0,8, — 0,B, e A ¢ um acoplamento positivo adimensional. Esta é uma
classe muito especifica do modelo de bumblebee proposta por Kostelecky [19], carac-
terizada por conter um termo cinético tipo Maxwell, o primeiro termo na Eq. (2.1)
que é justificado por consideracoes de energia, e um potencial quadratico suave,
o terceiro termo na Eq. (2.1). O setor fermionico, o segundo termo na Eq. (2.1),
exibe um acoplamento quiral com o campo de bumblebee B,,. Além disso, a auto-
interacao presente no potencial quadratico impede que o modelo seja invariante por
transformacoes de calibre, como pode ser facilmente verificado.

Nestes modelos, a violagao da simetria de Lorentz e CPT é despertada quando
o campo de bumblebee B,, alcanca um minimo de seu potencial, i.e., decai no vécuo.
Perceba ao analisar o terceiro termo na Eq. (2.1) que este vicuo é degenerado, uma
vez que ha um continuo de configuracoes possiveis para o campo que minimizam o
potencial, i.e., todos satisfazendo B,B* = (%. Dessa forma, o vev assumido pelo
campo (B,) = 3, possui direcao indefinida, exigindo ao campo que viole esponta-
neamente a simetria de Lorentz ao fixar (selecionar) uma diregao.

Deslocando-se o campo de bumblebee B, ao redor de seu vev nao-trivial
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(B,) = By, a lagrangiana (2.1) torna-se
1 L A 2 ?
Lp = —ZFHVF” + (i —m — edys — pys)Y — 1 AHA“—l—gA'b ,(2.2)

com b, = ef,. Nesta lagrangiana, o termo YyHys1) viola a simetria CPT enquanto
que seu quadrivetor constante b, viola a simetria de Lorentz. Neste caso, ¢ natu-
ral nos questionarmos sobre a possibilidade da indugao do potencial de bumblebee
através de corregoes radiativas originadas no setor fermionico.

Neste capitulo estamos interessados em analisar a possibilidade da ocorréncia
de quebra dinamica da simetria de Lorentz e de CPT através do mecanismo de
Coleman-Weinberg [9], i.e., a partir das corre¢oes quanticas de um modelo de Thir-
ring quiral 4D sem massa. Seguiremos a proposta desenvolvida na Ref. [16] da
geracao da eletrodinamica quantica de bumblebee, contudo a partir de férmions
sem massa.

Na literatura, alguns estudos apontam para o uso desta metodologia. Dirac,
por exemplo, considerou um potencial tipo multiplicador de Lagrange, a saber,
%(A#A“ — k?), em uma teoria vetorial como um modelo tedrico para explicar o
surgimento da carga do elétron [55]. Posteriormente foi reconhecido que esta teoria
¢ uma teoria com violacao espontanea da simetria de Lorentz.

Outro modelo tedrico foi apresentado por Bjorken como proposta para a
geracao da eletrodinamica quantica, partindo de um modelo com excitacoes coletivas
de um campo fermionico, %(z/}yuw)Q, no qual o féton emerge naturalmente como um
boson de Goldstone, mas sem invocar a invariancia de calibre local [10]. Como

consequencia deste modelo, foi observado uma quebra espontanea da simetria de
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Lorentz, promovida pelo vev da corrente vetorial j, = @fyﬂlp. A teoria obtida foi
posteriormente reinterpretada como um modelo com quebra dinamica da simetria
de Lorentz e de CPT [14, 15]. Recentemente, esta ideia foi estendida para o caso de
correntes vetoriais axiais js, = 2/7%751/1 [16] e também usada como proposta para o
surgimento do graviton como um béson de Goldstone [17].

Aqui consideramos como modelo de partida o modelo de Thirring quiral 4D

sem massa, cuja lagrangiana ¢ dada por

Lo = Wy~ S (2.3

Este é um modelo puramente fermiénico, quiral e nao renormalizavel (note que
[G] = —2), que deve ser entendido como uma teoria efetiva de baixas energias
que emerge de alguma teoria mais fundamental, contudo desconhecida, no mesmo
sentido como aquele proposto por Nambu e Jona-Lasinio [56] para a Cromodinamica
Quantica (CDQ). E por consequéncia, os resultados aqui extraidos devem apresentar
um corte ultravioleta A, ou seja, uma escala de energia acima do qual a teoria é falha.

Este capitulo esta organizado como segue. Na se¢ao 2, mostraremos que as
excitacoes coletivas do campo fermionico promovem um potencial tipo-Higgs. Este
potencial é induzido através das correcoes radiativas, ao invés de ser adicionado
explicitamente na lagrangiana como ocorre no modelo de bumblebee (2.1). Mos-
traremos, a seguir, que este potencial conduz ao surgimento de um vev nao trivial
ou condensado vetorial (¢y"y51) # 0 que quebra espontaneamente as simetrias de

Lorentz e de CP'T. Como consequéncia, ha o surgimento do setor bosonico B, na te-

oria. Na préxima se¢ao, mostramos a existéncia em altas temperaturas de uma fase
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2 Equagao de Gap 18

com restauracao da simetria de paridade (P), mas que mantém a violagao CPT e
avaliamos a temperatura de transicao. Na tultima secao, consideramos as flutuagoes
quanticas sobre o minimo do potencial e induzimos dinamicamente a eletrodinamica
quantica de bumblebee contendo também o termo CFJ. Finalizamos, discutindo o
limite assintotico da constante de acoplamento renormalizada que corresponde a

uma teoria trivial, i.e., com liberdade assintética.

2.2 Equacao de Gap

Nosso modelo de partida é o modelo de Thirring quiral 4D sem massa, cuja

lagrangiana é dada pela seguinte forma:

Ly = iw@@/)—%(ww%@b)? (2.4)

Para verificar a possibilidade que um potencial de bumblebee possa ser dinami-
camente induzido através de correcoes radiativas é necessario primeiro verificar a
existéncia de minimos nao triviais para o potencial efetivo que conduzam a vev’s
nao nulos. Tais vacuos nao triviais dao origem a campos vetoriais de fundo que
violam as simetrias de Lorentz e de CPT.

A fim de eliminar o termo de auto-interagao, a saber, (QZ’}/MV5¢)2, na lagran-

giana de partida (2.4) é conveniente introduzir um campo auxiliar B, tal que seja
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é reescrita como

2

2
L = Lo+ % <BH — ;1%%@

- 92_23#3“ + (i — eBrys )b, (2.5)

2 , . . N .
onde G = . Perceba que o campo B,, é classicamente equivalente a corrente axial,

Q

ou seja, B, = g%@/;%%@/).
Vamos introduzir o funcional gerador da teoria incluindo também a inte-

gragao sobre o campo auxiliar B,,, dado por

Z(n,m) = / DB, Dip Dipe’ | ot

_ /DB ez‘fd‘l:cg;BuBu/D¢D¢eifd4x(w511/)+nw+wn) (2.6)
= n 7 °

onde S~! = i@ —eBs, no qual estamos assumindo que o operador é inversivel. Além

disso, executando o seguinte deslocamento no campo fermionico, ¢» — ' = — Sn

e — ' =1 — 78S, tal que
OSTH +  + b — ST — 7S, (2.7)

podemos agora realizar a integracao funcional sobre o campo fermionico. Assim,

obtemos

Z(7,n) = /DBu exp <iSeH[B] +i/d4xﬁ5n) , (2.8)

de modo que a agao efetiva e o potencial efetivo da teoria, Seg[B] = — [ d*aVeg, sdo
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dados respectivamente por

2
SealB) =% / d'z ByB" — iTrn(if) — eBys), (2.9)
€
2 4
_ 9 ppra d’p _
Vet = 2B“B —I—ztr/(2ﬂ)4 In(p — eBs). (2.10)

Nessas expressoes, Tr representa o traco tr sobre as matrizes de Dirac, bem como o
trago sobre o espaco das coordenadas.

O minimo nao trivial desse potencial, Eq. (2.10), é obtido quando sua deri-
vada é nula, mas o campo permanece nao nulo. Assim, conforme vemos abaixo, esta

condicao define a equagao de intervalo entre os vacuos do sistema:

dVeg g° .
= 2P —4II* =0 2.11
dB,, |B=3 e ! ’ ( )

onde b* = ef" # 0 e a amplitude em um lago (loop) para o tadpode é dada por

[ d'p i P
0= | = (i) 212

cujo propagador fermionico sem massa possui um termo axial pys,

Giy(p) = 7 _1]575- (2.13)

Para obtermos os minimos nao triviais (b* # 0) do campo, devemos solucionar a
equagao de gap, Eq. (2.11), e para isto, é necessério avaliar antes o tensor tadpole IT#.

Por contagem de poténcias, constatamos que a integral de lago na Eq. (2.12) exibe
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divergéncia cubica ultravioleta, a qual deve ser tratada por algum procedimento de
regularizacao adotado.

Na avaliagdo desse tensor, Eq. (2.12), seguiremos a abordagem nao per-
turbativa usando o cenario de regularizagao dimensional com a prescricao criada
por 't Hooft e Veltmann [57]. Para isto, inicialmente estendemos o espago-tempo
quadridimensinal para D-dimensional, de modo que, a medida d*p/(27)* torna-
se uPdPp/(27)P, onde pu é um parametro arbitrdrio que identifica a escala de
massa. A seguir, considerando a relacao geral de anticomutagao {7*,7"} = 2g**,
e a contracao g,,g"" = D, separamos as matrizes de Dirac D-dimensionais ¥* e o
tensor métrico D-dimensional g"” em partes quadridimensionais e em partes (D —4)-
dimensionais, i.e., ¥ = 4" 4+ A* e g = g" + g", tal que, agora as matrizes de

Dirac satisfazem as seguintes relagoes de anticomutagao:

{7 = 20" (3447 = 20", {47 =0, (2.14a)

e consequentemente os tensores métricos adquirem as contracoes g,,g"" = 4, g, g"" =
D —4, e g,g" = 0. Realmente, a mudanca mais significativa encontrada nesta re-

gularizagao é a introducgao da relacao de comutacao

7,771 =0 (2.14b)

e a conservacao da relacao de anticomutagao

{y*,4°} = 0. (2.14c¢)
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Para outras informagoes sobre este assunto, ver Sec. IV da Ref. [58].

Usando esta abordagem, vamos racionalizar o propagador (2.13), como segue:

1 p—bys p+bys p+hs

Colp) T =B p—Fvs p+ s p+ b

(2.15)

onde temos promovido p para uma quantidade em D dimensoes, p — ]7) = pY", ao
passo que p é mantido em 4 dimensdes. Assim, usando as relacoes de comutacao e
de anticomutacdo (2.14), como também a separagao p* = p* + p* (com p,y* =0 =

pu "), o propagador racionalizado toma a forma

PP+ 2p by + [P Bls -
R R L (210

Note que podemos reescrever a expressao acima fatorando seu denominador como

vemos abaixo:

72 + b2 p-b)ys + [p, blvs -
i) = - s LIRS (217

onde, temos considerado p-b=p-be p*=p* —p* (e, p-b=0=p-p). Contudo,
é mais conveniente considerar a expansao da Eq. (2.17) em termos de 4p*b*, para

escrever

4p2h?

(P —0)*(p+b)?

Gy(p) = Sy(p) + Sp(p) + -+, (2.18)

onde

PPV 420 b)vs + [P, Blys -

Sy(p) = =020+ 02 (p+ bs), (2.19)
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tal que, Gy(p) = Sp(p)[1 + O(p?)]. Nao é dificil ver que os termos de segunda e
demais ordem no propagador (2.18), por contagem de poténcias, contribuem com
termos finitos para o tensor (2.12), ao contrario do primeiro termo que é divergente.
Por outro lado, apds a integragao sobre p,, todos os termos em (2.18) tornam-se
proporcionais a (D — 4). Assim, quando for restaurada a dimensao de D — 4,
os termos finitos serao anulados, ao passo que o termo infinito sera regularizado.
Tendo em vista esse fato, devemos considerar apenas a primeira aproximagao no
propagador (2.18) em nossos célculos.

Assim, retornamos a Eq. (2.12) com o propagador ja racionalizado, e a fim
de executar as integracoes, primeiro combinamos os fatores no denominador empre-

gando a técnica da parametrizacao de Feynman. Como resultado, obtemos

" = ept™ D/ / de tr{[q* + b* + 2(q - b)ys + 2p Bs](d + 15’75)’7“75}
(p* — M?)°
(2.20)

onde M? = 4x(z—1)b? e p* — " = p*+ (22 — 1)b* = p* +t*. Entao, apds o cdlculo

do trago, temos

1 D= =2 2 ~2
d — M2 = 2p*)b* — 2p"(p - b
I — _4€M4—D/ s / p (P p°) p'(p-b) (2.21)
0 (2m)P (p* — M?)?
Assim, apds as integracoes sobre o momento p e o parametro de Feynman x,

a amplitude tadpode em um loop é obtida ser finita em D dimensoes, dada por

LD = PR () ese (ST (D)
" = (D) 7 (2.22)

a qual apresenta uma singularidade removivel em D = 4. Agora, considerando que
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limp_,4(D — 4) csc (%) = %, obtemos, no limite de D — 4,

. b2
= e, (2.23)

"~ 3r2

tal que a equagao de gap (2.11) pode ser reescrita como

AV 1 b
=(—=4+—)eb,=0 2.24
dB, |5—s ( G+37r2>e“ ’ (2.24)
cuja solugdo nao trivial (b, # 0) possui norma tal que b* = % com direcao in-

definida e, portanto, ¢ infinitamente degenerada e possivel para um b, tipo-tempo
(tipo-espago) com G > 0 (G < 0). Assim, confirmamos que o potencial efetivo (2.10)
admite minimos nao triviais. E este é o primeiro passo para verificar a possibili-
dade que um potencial de bumblebee possa ser dinamicamente induzido através de
correcoes radiativas neste modelo.

Em adicdo, a equacao de gap acima (2.24) pode ser integrada, rendendo o
potencial
A, et

7B
672 + 1272

Vo = B* + qa, (2.25)

b4

onde o é uma constante. Fixando a = 3,

geramos exatamente o potencial de

bumblebee (2.1), com A = % ef,= %bu, dado por

et »2\ 2
Vet = o2 (B“B“ — —) . (2.26)

Efetivamente, temos mostrado aqui que o potencial bumblebee possuindo minimos
nao triviais realmente pode surgir como uma corre¢ao quantica no modelo de quatro

férmions. Em outras palavras, temos demonstrado explicitamente que em nossa
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teoria, a quebra dinamica da simetria de Lorentz é possivel em temperatura zero.

Apresentamos agora uma breve comparacao com a equacao de gap obtida
em modelos semelhantes ao nosso (modelo de Thirring sem massa com prescri¢ao
de 't Hooft e Veltman). Perceba que nesses modelos o potencial de bumblebee nao
é efetivamente obtido.

Para o modelo de Bjorken, J, = gﬁfyﬂw e m # 0, temos

dVest
dB,

1 m?2 m? m?
S A | - b, =0 2.27
B=3 [ G 7T26+27T2 ©8 (u’z)}eu ’ (2:27)

come=4—D e p?=4rp*e .
Agora, para um modelo de Thirring massivo, Js, = ¥v,7v5%, m # 0 e sem a

prescrigao de 't Hooft e Veltman, {7, v5} = 0, encontramos

dV.g 1 m? m? m? b?
= - — 4+ —1 — ) ——eb,=0. 2.28
dB, 1B=s [ G 7% * on2 8 ' 3r2| (2.28)
Assim, vamos ter — 15;2 B* no potencial efetivo e, por isso, o potencial de bumblebee

nao é gerado.
Finalmente, para um modelo de Thirring massivo, Js, = 15%75% m # 0 e

com a prescricao de 't Hooft e Veltman,

dVeg
dB,

1 m? m? m?
S 1 — b, =0. 2.2
B=f [ G 72 * om? 08 (“/2)] ¢bu =10 (2.29)

Retornando a anélise de nosso modelo. Devido a sua natureza vetorial, o
vdcuo nao trivial b, assumido pelo campo B, pode ser visto como um campo de

fundo (nao dindmico) que aponta em uma dire¢ao especifica no espago-tempo indu-
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zindo a quebra espontanea da simetria de Lorentz na teoria, semelhantemente ao que
ocorre com os termos corretivos do MPE explicados na introducao desse capitulo.
Outro efeito da existéncia desse vacuo nao trivial é o desencadeamento da quebra es-
pontanea da simetria de CPT. A fim de verificar isto, retornamos a lagrangiana (2.5)
para analisar o termo axial presente em seu setor fermionico, ey Bys) = B* Js,, onde
Jsp = ezﬁfyu%w é a corrente axial ja apresentada nessa lagrangiana.

Sob a transformacao de CPT, inicialmente esse termo é invariante, conforme

podemos ver abaixo:

CPT ey BysyyCPT = (CPT'eB*CPT) (CPT 4,750 CPT)
= (—eB") (=Y n50)

= eB"y, 751 (2.30)

Perceba que ambos, o campo B, e a corrente js,, sao impares sob a transformacao.
Contudo, uma vez que o campo assume seu minimo nao trivial, B, = 3, = %bu cons-
tante, nao participa na transformacao de CPT, desencadeando assim sua violacao,
pois agora apenas a corrente axial é impar sob essa transformacao. Dessa forma, o
quadrivetor b, ¢é responsavel pela violacao da simetria de Lorentz, ao passo que o
operador &'y,/yg,w é responsavel pela violacao de CPT. Nesta analise, a violacao das
simetrias de paridade (P) e reversao temporal (T) sao causadas, respectivamente,
pelas componentes temporal e espacial desse operador acoplado a b,.

Além disso, esse campo de fundo b, constante pode ser identificado com
o quadrivetor axial do MPE, o qual é responséavel pela violacao das simetrias de

Lorentz e de CPT e, também, pela geragao radiativa do termo CFJ. Antes, porém,
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vamos estudar os efeitos térmicos produzidos sobre o minimo nao trivial desta teoria.

2.3 Restauracao de Simetria

De trabalhos recente [34, 59, 60, 61], sabemos que em teorias com violac¢ao
explicita da simetria de Lorentz, efeitos térmicos rendem a supressao da componente
temporal de b, levando a restauracao da simetria de paridade. Em nosso caso,
esperamos surgir uma transi¢ao bem definida de uma fase com quebra da simetria
de paridade para outra fase em que esta simetria é restaurada. A fim de obter
a temperatura critica para a restauracao da simetria de paridade, vamos assumir,
de agora em diante, que este sistema estd em equilibrio com um banho térmico a
uma temperatura 7' = 37!, Utilizaremos o formalismo do tempo imagindrio para
podermos estudar os efeitos de temperatura finita em nosso sistema.

Neste formalismo, passamos o tensor tadpole, a Eq. (2.20), do espago-tempo
de Minkowski para o Euclidiano, explicitando, a seguir, as componentes espacial e
temporal do momento interno p mediante o uso do seguinte procedimento: g —

—0M e, PP — —0MprpY = —p%, b2 — —b%, p-b — —p- b, e assim por diante, bem

dPp d'p dpo
-D —d .
e [t 2

e pt = p*" + pout, onde p* = (0,p) e u* = (1,0,0,0), com D =d + 1.

como,

Em adigao, no regime termal as condigoes de contorno antiperiédicas (periddicas)
para férmions (bésons) conduzem a valores discretos de po = (2n + 1)5 e ko = %’rl,

com n e | inteiros, e a substitui¢do [ C% — %Zn que exige a remocao do des-
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locamento feito sobre a componente temporal do momento interno presente na

Eq. (2.20), através da seguinte substituigao, p® — p — (22 —1)b°. Portanto, obtemos

m — i_e 342/ /ddﬁ 1
+ (po + to)? — M?)?

xtr{[q +pg+ b +2(7- b + pobo)ys + 2% 5’75](%‘171”0 + Pys) v 5 1(2.32)

Assim, depois de integrar sobre o momento espacial de loop obtemos contribuicoes
covariantes, b*, e nao covariantes, byut, para a amplitude tadpole no regime termal

dada abaixo:

W diep®~ ( ) 1
= Bamm Z/ o+ 1o — 217

x {b*(d — 2)bou* + [(d — 3)b" — (d — 1)bou”][(po + to)* — M?]} .(2.33)

A soma sobre os autovalores de energia é executada levando em conta, por
simplicidade, que ¢ty = 0 (limite estdtico), e a seguir usando a seguinte expressao
[62]:

Z [(n+b)*+d’] A= }{?;82;\1{/22) + 4sin(mA) fa(a, b) (2.34)

n

com

> 4 1
Fla,b) = /| E _ZGQ)A Re (e%(mm — 1). (2.35)

al

A solugao acima é vélida apenas para A < 1, longe dos polosem A = 1/2, —1/2,—3/2,---.

Contudo, analizando o tensor acima, Eq. (2.33), temos os valores A\ = 2 — d/2 e
= 1—d/2, os quais convergem exatamente para os polos +1/2 quando restaura-
mos a dimensdao d — 3. Assim, devemos realizar esse somatério sem explicitar o

valor de d, a fim de que essas contribuigoes polares sejam canceladas.
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Usando as consideragoes acima, observamos que a contribuicao covariante, b*,
torna-se independente da temperatura, ao passo que a contribui¢ao nao covariante,
bout, anula-se em temperatura zero. A expressao obtida apds ser restaurada a

dimensao é dada por

onde ¢ = ’82—];4 A seguir, avaliamos também as integrais sobre os parametros em

primeira aproximacao para b,, de modo que, amplitude tadpole no regime termal ¢é

ieb? ieT?
me =" g
372 3

bou. (2.37)

Assim, a equagao de gap (2.11) pode ser reescrita, uma vez mais, como

dVeg
dB,

o2\ 1T P
(ot T e 4 (2 ) ebgu, = 0. 2.38
B, ( G+37r2)6“+( G 3 +37r2)6°““ (2.38)

Como podemos ver, uma vez que o quadrivetor u* possui parte espacial nula, a
mudanca na equacao de gap induzida pelo efeito da temperatura finita, recai apenas

na componente temporal (u = 0) dessa equacao,
1 717 b?
(—— + o+ —> ebo = 0. (2.39)
T

A temperatura critica do sistema 7T, é definida, tal que, acima dela o po-

. . ~ 1. ,oo. ~ . e . . 2
tencial efetivo nao exibi minimos nao triviais, i.e., em (—é + = T + 37r2> = 0 (para

2

um by # 0 puramente tipo-tempo), ou seja, 31’? = é %2, temos & — %2 < 0, de

G
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modo que by deve ser zero. Portanto, ha restauracao espontanea da simetria de
paridade do sistema em T, = \/g , com G > 0 (deve-se lembrar que o caso consis-
tente corresponde a G positivo, ver a definicio de G usada em [53]), i.e., acima da
temperatura critica, by deve ser imaginario e, assim, nao-fisico. Notamos também

que se b, é tipo-espaco, com by = 0, a dependéncia com a temperatura desaparece

completamente e nao ha transicao de fase.

2.4 Correcoes em um loop

Uma vez que nosso objetivo principal é induzir o potencial de bumblebee
através de corregoes radiativas, via o mecanismo de Coleman-Weinberg, vamos agora
estudar a dinamica do campo B, ao redor de seu vacuo nao trivial 3,, o qual ja
calculamos na se¢ao anterior. Para isto, adotamos a seguinte decomposicao para o
campo B, = A, + f,, tal que (B,) = (A,) + B, = B, onde (A,) = 0. Conforme
discutimos acima, tais vacuos nao triviais dao origem a campos vetoriais de fundo
que violam as simetrias de Lorentz e de CPT. Dessa forma, essa decomposi¢ao
equivale a analisar a dinamica de um campo vetorial com vacuo trivial, na presenca
de um campo de fundo constante. Empregaremos esta ideia longo desta secao.

Levando em conta as pequenas flutuagoes quanticas sobre o campo A, em
presenca do campo de fundo b, = ef3,, examinaremos agora as correcoes radiativas

em um loop dessa teoria. Para isto o funcional gerador (2.8) serd expressado em

Instituto de Fisica - UFAL



2 Corregoes em um loop 31

termos do campo deslocado A,

Z(7, n) = /DAu exp {iSeH[A, b] —|—i/d4x (ﬁi@_b%l_ 64%77)1 . (2.40)

onde a acao efetiva é dada por
9° 9’ 9’
Seft[A, b] = /d4:c (EA”AH + =—A, b+ ﬁbubu) —iTrIn(i@—pys —edys). (2.41)
e e

A seguir, a fim de estudar a dinamica nao trivial do sistema (termos dependentes
do campo A,,), expandimos o funcional logaritmo. Assim, descartando fatores in-
dependente do campo, os quais podem ser absorvidos na normalizacao do funcional

gerador, obtemos,

2 2 e
1A b = / d'z (%AHA“ + %Am“) +> SHIA b, (2.42)

n=1

onde

SEIA,b) = z'Tr% [

€

o i 28

Conforme vemos na Eq. (2.2), o potencial de bumblebee, que objetivamos obter,
é de quarta ordem no campo, desse modo, em nosso estudo, as contribuigoes que
avaliaremos sao o tadpode, a auto-energia e as fungoes vértices de trés e quatro
pontos do campo A,,. Essas contribuicoes apresentam divergéncias superficiais, mas

apenas a auto-energia é realmente divergente, conforme veremos. Iniciamos com o
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tensor tadpole, apresentado por (2.43) para n = 1,

iTrM(—ie)A%

= / d*zTI" A, (2.44)

onde II* foi apresentado em (2.23) devido a (2.11).

O termo de auto-energia, que corresponde a n = 2, é dado por

@) I A N S
Seff [A7b] - 2T Z@_b'YB( )AVBZ@_b’YS( )A’YS
= 3 / d'zTI™ AL A,, (2.45)
onde
o g 4]9 ; —1e)vH 5; —ie)v s, .
" =t /(%)4,5_]5%( Ly sy ol R (2.46)

Seguiremos a mesma rotina escolhida na manipula¢do do primeiro tensor (2.23),
contudo, dessa vez esperamos que surjam contribuigdes divergentes de g"” e 0"0”
similares a da eletrodinamica quantica (EDQ) padrao, pois essas sd@o independentes
da massa e de b,. Também esperamos obter contribuicoes finitas que podem ser
exatas (como b*b”) ou ambiguas (o termo CFJ), uma vez que hd também quebra

das simetrias de Lorentz e de CPT. Todas essas contribuicoes sao mostradas abaixo,

" = A9*9” + BOg"™ + Ce" by, + EV'Y + Fb2g (2.47)

onde as topologias 0"b” e 0”b* nao foram exibidas, pois desaparecem durante o

calculo. As contribuigoes divergentes, A e B, exibem um pdélo simples em D = 4,
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dadas por

(D —2)(D*=20D +24) csc ()T (2) /02\ 2
A4 = 06ir(D-2/2T (D) (17) — f(D) (2.48)

(5D — TLD® + 333D% — 680D + 480) esc (*2) I (3) (b2 > o)

192i7(P-2/2T (D) e

(2.49)

A fungdo f(D) é uma parcela da contribuicao divergente que esta fora da validade
do Teorema de Fubini e anula-se ao redor de D = 4 para a ordem especifica de

integracao, dada abaixo:

D_
2

f(D) = 485?3:17?52( ) /Oda:/o dy/ dz(z 42— 1)2 4z +2)7*

x{2(z+z—-1)(z+2)2(D-D(z+y—1)(z+y)+1] (2.50)

+(D—-6)(z+y—1D(z+y)}.

Por sua vez, as contribuigoes finitas sao

i(D> — 7D +8)(D — 4) csc ()T (2) (12>
¢ = 87(D-2/2T°(D) (;) , (2.51)

p - LIUO MDD (PLE (1Y

4ix(P=2/2T (D) 2
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F =

i(D? = 5D +8)(D —4)esc (2) T (2) (5_2) T @2

Ar(D=2)/2T (D) 12

Assim, reunindo todas as contribuicoes expandidas em torno de D = 4, o

tensor completo toma a forma

ie? ie? ie? ie’b? 2ie?
v = =20 (g0 = 040Y) — g, — g g 2
67r26(g ) 67T2€ AYP T g2 + 32 gt 372
- 2 b2
+2f _ [2 In <—,2> _ 1} (g0 — 0", (2.54)
m u

vélido para 0 << 1, com € = 4 — D, /> = 4wp?e™ e p sendo o ponto de re-
normalizacao. E imediato que a parte divergente corresponde aquela presente na
EDQ padrao, uma vez que é independente do quadrivetor axial b*. No contexto
de semimetais de Weyl (que é similar & EDQ sem massa) e usando a prescri¢ao
't Hooft-Veltman, a Ref. [59] avalia a contribui¢do do termo CFJ com coeficiente
trés vezes maior que nosso resultado na Eq. (2.54). Contudo, adiantamos que esta
diferenca é devido a presenca de um 75 no vértice trilinear de nosso modelo, que
modifica a estrutura da teoria.

Outra mudanca introduzida pela presenca deste vértice trilinear é invalidar
o teorema de Furry, de modo que, os termos de ordem impar na série da Eq. (2.43)

nao necessitam anular-se. Assim, para n = 3 a expressao (2.43) pode também exibir
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divergéncias ultravioleta, tal que temos

SHIAN = §Trop (i) s o (i) A= (—ie) s
= % / d'z11"PA,ALA,, (2.55)

onde

A — g d4_p ! —ie)y? —i —ie)y”
! _t/<2w)4é—b%( e B

X ]6 _ Z@ - Z@I —]5’75(_%)7 V5,

(2.56)

Neste tensor as derivadas @ e ¢’ atuam sobre A, e A, respectivamente, contudo
vamos computar a parcela independente delas, i.e. @=@ = 0. Deste modo, ha
apenas trés estruturas topoldgicas a serem consideradas: bbb, e b, e btg"*,
com suas permutacoes dos indices de Lorentz. Devido as propriedades do trago das
matrizes de Dirac, a contribuicao CPT-impar anulam-se em D > 2 dimensoes, tal

que

wA i(D — 4)771—§ (b 73 cse (%) r (% + 1)
s 640(D + 1) {2(D - 14)(D — 6)(D — 4)(D - 2)

X000 — b*{D[D(D* — 17D + 104) — 324] + 336} (b"g"* + b/ g™ + b g") } .

(2.57)
Em quatro dimensoes, a contribuicao b,b,by também desaparece e obtemos apenas

-3
= %(bﬂg”A + g+ D). (2.58)
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Em principio, o quarto termo da série em (2.43) pode ser logaritmicamente di-
vergente, contudo resulta em ser finito, uma vez que o termo principal (b, —independente)

é similar aquele na EDQ, onde, como se sabe, também ¢é finito. Assim, escrevemos

(4) - ~Tr . € 5 e 5T ! —te 5
Seif [A;b] = T'u? 155( ie) Ay 7= iﬁv( )sza T (- )sza_b%( ) Ay

— Z—1/d4gc1‘[uvA/JAHAVAAAP. (2.59)
onde
(2N . r ﬂ 7 RN i
! - / (271')4. ]6—]575( ) 7515 _ u}? Brs ( )7 Vs (2.60)
: —ie)y’ 5 —1e)yPs.
- ﬁ_i@_i@/—lﬁ’)%( ),y/yp_za_za_i@//_b,ys( )/Y’Y

Para inducao do modelo de bumblebee, é suficiente isolar a contribuicao ¢"*¢*” com

suas permutacoes dos indices de Lorentz. Assim, obtemos

. —D 3o\5 -2
Z(D o 4)71 2 (b2 2 csc( ) ( ) (guugAp o guAgup —}—g”pgw‘) 7 (2.61)

e 35 (07~ 1) (D +3)[(D ~ 2)

de modo que existe uma singularidade removivel em D = 4, avaliada como

4
ie
e — 5 (¢ g™ — ¢ " + g""g"™) . (2.62)

Os resultados obtidos até agora permite-nos escrever a lagrangiana efetiva
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como
1 e? A\ e? 9 et 2
= ——F "+ b AV FP — A* A AN A b
£ Az " 242 52 A — o ( i )
e 4
+—2Z)2AMA“ (A))b” + (A,) A", (2.63)
onde
1 e? e? b?
— = — 21 —1 2.64
Zs  6m2e  24rm? l " (u’z) ] (2.64)
e identificamos
1 b?

A exigéncia que (4,) = 0, tal que B, adquire um VEV (B,) # 0, ja foi estudada

nas Eqs. (2.11)-(2.24), com a tinica soluc¢ao nao trivial b* = Por definigao, intro-

el
: . 1/2
duzindo um campo renormalizado A% = Z; /2 A¥ ¢ uma constante de acoplamento

. 1/2
renormalizada ep = Z3/ e, obtemos

1 , 2 L o2 64 2
L= —Z—JLFRW,F{; +T1;2b#€uv>\pARFRp_Kf;2(aﬂA§)2 9 - <AR,uA + AR b> .

(2.66)

Esta lagrangiana é exatamente o setor bosonico da EDQ estendida pelo termo de

Chern-Simons, por um termo de fixacao de calibre e de um potencial que nao pro-
move (desperta) a violagao de simetria de Lorentz e CPT.

Por fim, hé algumas similaridades entre esse modelo e outros. Ao substituir

a expressdo (2.64) (Z3 = 6m%¢/e?) na constante de acoplamento renormalizada,

obtemos o resultado e} = 6%, que é 0 mesmo para a EDQ induzida em outros
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modelos ([10, 11, 14, 63, 64]). Por outro lado, no limite ¢ — 0 terfamos uma
teoria assintoticamente livre com constante de acoplamento nula. No entanto, como
afirmado na introducao, devemos manter € pequeno, porém nao nulo, de modo que
a EDQ induzida, Eq. (2.66), seja interpretada como uma teoria efetiva vélida numa
escala de energia. Modelos de bumblebee desse tipo também tem sido discutidos em

espago-tempos planos e curvados [65, 66].
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Capitulo 3

Inducao do termo CFJ com

prescricao 't Hooft-Veltman

Neste capitulo, estudamos a geragao radiativa do termo CFJ originado a par-
tir de férmions sem massa. Partimos calculando o tensor de polarizacao do vacuo
utilizando o cendrio de regularizacao de 't Hooft-Veltman, no qual o resultado obtido
para o coeficiente deste termo foi (kar), = —% b,. Este resultado conduz precisa-
mente a mesma condutividade encontrada nos materiais denominados semimetais de
Weyl, i.e., o cenario de regularizacao 't Hooft-Veltman empregado é o correto a ser

utilizado neste contexto. Também discutimos a dependéncia de temperatura do coe-
2

“5b;.

ficiente (kar),, no qual em altissimas temperaturas, (kar)o — 0 e (kar)i = — =2

No contexto dos semimetais de Weyl, esse resultados estao em comum acordo com o
fato que a corrente magnética quiral j& = (kap)oe?®*0\A, desaparece em altissimas
0 p
temperaturas, enquanto que a corrente Hall anomala ¢ = (kap);€*0\A, perma-
p , €Nq q J Adp P

nece nao alterada pela temperatura.
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3.1 Introducao

Estudos sobre violacao da simetria de Lorentz e de CPT no modelo padrao
[4, 52] tem sido extensivamente considerados na literatura nos tltimos anos [67]. A
teoria de campos efetiva usada para essas investigacoes é uma extensao do modelo

padrao, cuja eletrodindmica quantica com violagao [68] é dada pela lagrangiana

L = _zllF/—LI/FMV + %(kAF>u€MV/\pAuFAp + QZ(UD + %g/\Pﬂg)\pDu —m-= 575)1/}7(3’1)

onde F,, = 9,A, —0,A, e D, = 0, +ieA,. Temos omitido os termos CPT-impar
que sao governados pelos coeficientes a,, e,, e f,, que podem ser removidos da
lagrangiana usando uma redefini¢ao apropriada do spinor [69], bem como os termos
CPT-pares contraidos com os coeficientes (kr)uwrp: Cuvs v, € Hy

Devemos mencionar que o termo ¥py51, o tltimo termo da Eq. (3.1), é aquele
responsavel pela geragao radiativa do termo CFJ [22], o segundo termo da Eq. (3.1),
de modo que (kap), x b,. Desse modo, podemos escrever (karp), = C'b,, onde C é a
constante de proporcionalidade a ser determinada. Portanto, esses termos devem ter
propriedades de transformacao de carga (C), paridade (P) e reversao temporal (T),
como listadas na tabela 1. Note que o termo governado pelo coeficiente gy, 0 quarto
termo da Eq. (3.1), tem também as mesmas transformacoes discretas. De fato, este
termo gera um termo CFJ de altas derivadas no qual (kar), — (kAF)uaB 0a0p
€unpG NP 0,05, onde GAPP = grraghe 4 ghragby 4 geregBA - Para mais detalhes,

ver Ref. [70].
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C|P|T]|CPT

bi, gjois Gjko, (kar); | + | + | — -

bo, 900, Gjki> (kar)o | + | — | + —

Table 1: Propriedades de simetrias discreta.

O objetivo deste capitulo é investigar a geracao radiativa do termo CFJ a
partir de férmions sem massa. Este estudo ja foi abordado na literatura [23, 24],
onde tem sido argumentado em [24] que o resultado Cy = —% é finito e determi-
nado, pelo menos em trés tipos de cendrios de regularizagao: cutoff, dimensional, e
temperature regularization. Contudo, recentemente, um novo resultado foi obtido,
a saber, Cy = —%, que foi calculado usando o método da integral de trajetéria
(método de Fujikawa) [26] e também pela férmula de Kubo [27], ambos no contexto
da fisica da matéria condensada. E interessante comentar a seguinte questao levan-
tada na Ref. [27]: por que os cédlculos disponiveis do tensor de polariza¢ao do vacuo
[22, 23, 24] falham em obter o coeficiente Cy? Veremos que quando usamos o cenario
de regularizacdo dimensional de 't Hooft-Veltman [30], o resultado C5 é facilmente
obtido.

A motivacao para esses trabalhos recentes [26, 27] origina-se do fato que certos
materiais conhecidos como semimetais de Weyl [28] sao perfeitamente descritos pelo

seguinte hamiltoniano fermiénico com violagao de Lorentz e CPT [29],

Hy = (=10 + bs), (3.2)
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i.e. pela lagrangiana fermionica com violacao de Lorentz e CPT,

Ly =P(id — brs), (3-3)

e consequentemente pela lagrangiana do termo CFJ radiativamente induzido. Por
exemplo, em presenca do campo eletromagnético, a condutividade encontrada nos
semimetais de Weyl proposto em [28], que estd baseada em um arranjo periddico
de camadas alternadas de isolantes topoldgicos ! e isolantes comuns, é a mesma que
obtemos a partir da agdo CFJ, com o resultado Cy (ver também discussoes em [60]).

A fim de observar isto, primeiro calculamos a densidade de corrente,

. d0Scry _ e?
 §A,  2m?

e

b MONA,, (3.4a)

que, para um coeficiente puramente tipo-espago b* = (0,0,0,b,) podemos escrever
gt = %6363102E2 (ie., jo = 04y E,), de modo que, finalmente para a condutividade,

temos

62

Ty = 272

b.. (3.4b)

Note que com (] a condutividade resultante é quatro vezes menor que a resposta
esperada (3.4b), como apontado na Ref. [27].

A estrutura deste capitulo é a seguinte. Na préxima secao, calculamos o ten-
sor de polarizagao do vacuo, e consequentemente a geracao do termo CFJ, usando

o cenario de regularizacao de 't hooft-Veltman a fim de obter o coeficiente cor-

'Para uma revisdo sobre isolantes topolégicos, indicamos ao leitor a Ref. [71].
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reto Cy. Para isto, levaremos em conta a abordagem nao-perturbativa no coefici-
ente b,. Na terceira se¢ao, discutimos a dependéncia de temperatura do coeficiente
(kar),. Veremos que, com (kap), = C2b,, em altissimas temperaturas, (kar)o — 0
e (kar)i — —f—:zbi, i.e. a simetria de paridade (P) é restaurada. No contexto dos
semimetais de Weyl, isto confirma o fato que a corrente magnética quiral gerada
7& = (kar)o€e®* 0y A, desaparece em altissimas temperaturas [60], ao passo que a
corrente Hall andmala j& = (kap);c 0y A, permanece inafetada pela temperatura
[27]. Por fim, elucidamos a questao levantada na Ref. [27] mostrando a inconsisténcia
existente nos cdlculos com resultado C presentes na literatura, i.e., sem a prescricao

de 't Hooft-Veltman.

3.2 O termo CFJ induzido

Nesta secao, estamos interessados em estudar a geragao radiativa do termo CFJ
originado através de férmions sem massa. Para isto, vamos considerar a lagrangiana
fermionica (3.3), acoplada minimamente ao campo eletromagnético A, (mediante a

substituicao 0, — D,,), reescrita como
Ly = (id — bys — ed). (3.5)
Assim, o funcional gerador correspondente €,

Z[A)] = / D Dipe’ | 17 = gien (3.6)
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de modo que, apds a integracao grasmaniana sobre os férmions, obtemos a agao

efetiva da teoria em ordem de um-loop,
Set = —iTrIn(p — prys — ed). (3.7)

Aqui, Tr representa o traco sobre as matrizes de Dirac, bem como o trago sobre a
integracao nos espacos das coordenadas e dos momentos. Além disso, nao podemos
avaliar diretamente as integrais nos respectivos espacos, pois ha fungoes dos operado-
res posigdo e momento (que ndo comutam), i.e., ndo podemos escrever diretamente
See[b, A] = [ d*xL.

A fim de isolar os termos quadraticos em A, da agao efetiva, separamos a
acao efetiva em duas partes, uma que carrega a dinamica trivial Sé?f) e outra com
a dinamica nao trivial, sendo esta tltima a parcela a ser expandida. Reescrevemos

esta expressao (3.7) como
Serr = Se + Y St (3.8)
n=1

onde Séi?f) = —iTrin(p — pvs) e

Sé?:iTr( ! eA>. (3.9)

Entao, depois da avaliacao do trago sobre o espago das coordenadas, usando a relagao

de comutagao A,(z)Gy(p) = Gy(p — i0)A,(x) e a relacao de completeza do espaco
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. . 2
dos momentos, para a acao quadratica Séﬂf), temos

1

SB) — 5 / '™ AL A,, (3.10)

onde

v [ P o~

[ = 262/Wter(p)7“Gb(p—za)’y ) (3.11)

com

1

Gy(p) (3.12)

N p—brs
sendo o mesmo propagador de Feynman obtido no capitulo anterior. Note que a de-
rivada contida em II*” atua apenas no primeiro campo de gauge A, in Eq. (3.10).
Por contagem de poténcias, constatamos que a integral de lago Eq. (3.11) exibe
divergéncia quadratica ultravioleta. Dentre os tratamentos existentes na remocao
desta divergencia superficial, optamos pela regularizacao dimensional, além da pres-
crigao de 't Hooft-Veltman, Eq. (2.14), para calcular o trago das matrizes de Dirac,
assim como feito no ultimo capitulo.

Para a racionalizagdo do propagador, partimos da Eq. (2.18) ji4 expandida

em termos de 4p%b?, conforme vemos abaixo,

Ap2D°

(P —b)*(p+0)

Gy(p) = Sp(p) + 5S(p) + - (3.13)
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onde, Sy(p) = S (p) + Sp2(p), com

Sup) = 2 2(;—1)21); é(i' bbfj 2(p+ Brs), (3.14a)

o [357 %]'75 -
Sta(p) = DR 5)2(7’ +Ps)- (3.14b)

Nao é dificil ver que os termos de segunda e demais ordem no propagador (3.13), por
contagem de poténcias, contribuem com termos finitos para o tensor (3.11). Assim,
eles serao nulos, quando ocorrer a contragao g,,g"" = D — 4, no limite de D — 4.

Portanto, considerando que i0 — k, a Eq. (3.11) pode ser reescrita apenas
em termos dos propagadores (3.14), i.e., [T" = TI{{ + 11}y + 15 + 1155, com

9 4 dPp ,
I = ie’p D/Wtfsbi(l?)’y”sbj(p— k). (3.15)

A fim de execturar as integragdes acima, primeiro combinamos os denominadores
empregando a parametrizacdo de Feynman. Assim, para a primeira contribuicao,

147, temos

1 1—x l—z—y dD — 67;62
Y — /dx/ dy/ dz H’/ P 3.16
e A A Y AL ROk 10

xtr{[q” + b* 4 2(7 - b)ys)(d + Bs)7"[aF + 0% + 2(q1 - D)) (d, + br5)7" ),

onde

M? = —4(1l—a—2)(x+2)0* +4[(1 — 2 —y)z

—(z+y)zb-k— (1 —2—y)(x+y)k?, (3.17)
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gt =p"+th e q =p"+t, com

th = =V(1-2z-2y)+k'(1l—-z—y) (3.18)

th o= —b'(1-2x—2y) + k(1 -z —y)— k" (3.19)

Focaremos na parte CPT-impar da Eq. (3.16), que é aquela responsével pela

geracao do termo CFJ, escrevendo IT}] = TI*Y,
G ) 11 11|even

+ H‘l‘ﬁgdd. Neste modo, depois do

célculo do trago, usando as Eqgs. (2.14), obtemos

1 1—x l—x—y
I joaa = 2462/0 dx/o dy/ dz(I" + 157, (3.20)
0

com

v - U _ _ _ N
LY o= 2t D/ )P (]52_M2;4[b2(b-q)+b2(b-q1)+(b-q1)q2+(b-q)6ﬁ1

(3.21)

w 4D dp Mk - - 2 9\(12 | 2
= it [ S - 00 3) + (F+ ) + ). (32)

onde temos considerado um 75 Hermitiano, de modo que tr 4"y iy ys = die"™ v,

Agora, depois de integrar sobre o momento p, expandimos o resultado ao redor de
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2 uv
D =4, e consideramos k* =0=10-k, H11| odd H11|CFJ’ i.e., obtemos

o2 ! - =27y 1 — 62+ 6[2% + 202 — (1 — 2)a]
H“y - /f)\,uybnk / d / d / d .
11[CFJ A2 € * s v 0 y 0 : (1—z—2)(r+2)

(3.23)

Finalmente, quando as integrais sobre os parametros de Feynman sao avaliadas,
temos

oy = 0. (324)

Na sequéncia, levamos em conta as contribuigoes I1}5 e TI57. Note que, dada

a expressao

D_

v d v
15 () = ie' =2 [ 2t o) Salp — k)7 (3.25)

podemos facilmente observar que II51' (k) = 75 (—k). Portanto, simplesmente cal-

culamos, e.g., I1}5, que pode ser reescrita

1 1—x l-z—y d = 6Z'€2
Iy = / dx/ dy/ dz pt=P P
2 0 0 0 (2 )D (p - MQ)

~

<tr{[q” + 0" + 2(q - b)y5)(d + bs)7" [P Pls (4, + Brs)77}, (3.26)

onde temos considerado que Ql :]Z (i.e., ]?1 = 0). Portanto, sua parte CPT-impar,

depois do célculo do traco, toma a forma

n)\;wb k
v p _o\ A
H§L2|odd = —48e*ut D/ dx/ dy/ / 2m)P (7 = 2/; (b* 4+ 3*)p*.

(3.27)
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Agora, quando a integracao sobre o momento p é realizada, bem como a expansao

_ pv pv
ao redor de D = 4 , obtemos Hb12|odd — Hb12|CFJ, com

WYy = i D, oy / dz / dy / dz (3.28)

e M2\ B4t
gﬂgﬁ[———i-?)ln('u?) W+1:|,

onde e =4 — D e p/? = 4rp?e™7~"". Finalmente, considerando a contragao §*?g.s =
D —4 (i.e., §*g,s = —¢) e calculando as integrais sobre os pardmetros de Feynman,

do primeiro termo de (3.28), obtemos

7 52

1o

12[CFJ — 4_7T2€M“Vbﬁk>\, (3.29)

no limite de D — 4. Note que os outros termos desaparecem neste limite.
Vamos, agora, considerar a tltima contribuigao ITy;, a qual, por meio da

parametrizacao de Feynman é escrita como

p 1 1—x l—z—y D dDﬁ
Iy = d d dz =~ 3.30
22 /0 x/() y/() Z / (271—)D ( )

y Gic*tr{[p, B](d + bs)7"[p. 5]75@1 + Pys)7}-
T |

Depois do calculo do trago, apenas sua parte CPT sobrevive, a mesma é dada por
1 11—z l—xz—y de emA,wa k

" . = —96¢° 4—D/ dx/ d / dz/ P PN p252 (3,31

92|odd H A ; Y ; (2m)D (5% — M2)A (3.31)

de modo que, seguindo a mesma sequéncia realizada, apés o calculo da integral sobre
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o momento, H22|O g = | obtemos

22|CF.J>
N ’LG n)\,uzz e ey —aﬁAaﬁ b
Uoory = 53¢ b l{;)\ d:c dy dz g ek (3.32)

Note que, uma vez que g*?§*? = D — 4, no limite D — 4, trivialmente temos
Mscps =0 (3.33)

Isto ¢ também o que acontece com as contribuigoes oriundas dos termos de segunda
e demais ordens do propagador (3.13), assim como discutimos acima.

Portanto, o resultado final é dado por

uv o ny
0w, = Mors T Woors + Mooy + y0r,

-2
= e, (3.34)

272

de modo que, considerando ng)f — Scry in Eq. (3.10), a acdo do termo CFJ torna-se

1
Scrs = 3 / AT (k= i0) A, A,

= ———b, / d*z "M ALO\A,, (3.35)

47r2

2 7’
com (kar), = —4 b,. Esse resultado estd em acordo com aquele esperado para

a corrente j e a condutividade o,,, encontrada em uma particular realizacao de

um semimetal de Weyl, conforme jé analisado na segao 1, ver Eqs.(3.4). Portanto,

2, . .
< ¢ facilmente obtido quando usamos o

como temos antecipado, o resultado Cy = — -

cenario de regularizacao ‘t Hooft-Veltman, em particular, quando levamos em conta

Instituto de Fisica - UFAL



3 Efeitos de temperatura finita 51

as novas definigoes das relagdes de anticomutagao e comutagao (2.14) das matrizes
de Dirac. Postergaremos para o fim do capitulo a inconsisténcia existente quando
esses calculos sao efetuados sem a prescricao de 't Hooft-Veltman. Por ora, vamos

analisar os efeitos de temperatura sobre a indugao.

3.3 Efeitos de temperatura finita

Nosso objetivo aqui é discutir os efeitos de temperatura finita sobre o coeficiente C'
como uma extensao natural do estudo feito na secao anterior. A fim de implementar
esse estudo, primeiro mudamos o espaco de Minkowski para o espaco Euclidiano
(através da rotagao de Wick) e separamos as componentes do espago e tempo do
momento p. Isto pode ser feito executando o seguinte procedimento: py — ipy (ou
g — —0m), ie., p* — —0Mpup, = —p°, p-b — —p- b, b¥ — —b% e assim por

diante, bem como

d"p d'p dpo
4—D 3—d .
a / emp " / emni' ) 2r (3.56)

e p* = pt + pou*, onde p* = (0,p), u* = (1,0,0,0), e D = d+ 1, com p* sendo uma
quantidade no espaco em d dimensoes.

O proximo passo, devido a simetria da integral em p'sobre rotagoes espaciais,
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é considerar as seguintes substituicoes:

—2

Tl T %(Saﬁ — utuf), (3.37)
=4
S0 6 oy =0 p seB _ o, BY(SYS v, 0
peprpp —>d(d+2)[(5 uu”) (67 — ulu’)

(0% — uu) (67 — uPu®)

+(0%° — uu®) (677 — uPu)). (3.38)

Com essas decomposicoes, obtemos contribuicoes covariantes e naocovariantes para
o tensor polarizagao (5.7). Obviamente, quando assumimos que o sistema esta em
equilibrio térmico com uma temperatura 7' = 37!, as contribuicoes nao covarian-
tes podem eventualmente ser nao nulas. Além disso, em nosso caso, apenas con-
tribuicoes nao covariantes terao uma dependéncia explicita sobre a temperatura.
Nosso principal objetivo aqui é estudar o comportamento do coeficiente C' no limite
de altas temperaturas, T" — oc.

Para este fim, vamos usar o formalismo de Matsubara, que consiste em tomar

po = (n+1/2)2r /B e alterar 1/(2) [ dpy — 1/, onde a soma ¢ executada usando

a seguinte expressao [62]:

Z [(n+b)*+d*] = \;(%)582;\1{/22) + 4sin(7A) fa(a, b) (3.39)

n

com

o dz 1
fala,b) = /I (22 — a2)ARe <627r(z+ib) _ 1)' (3.40)

al

A solugao acima é valida apenas para A < 1, longe dos pélosem A\ = 1/2, —1/2,-3/2, - --
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No entanto, esta restricao pode ser contornada quando usamos a seguinte relagao

12X\ — 3f (ab) - L 1 >
222 A1 402 (A —2)(A — 1) 92

fala,b) = fr-a(a,b) (3.41)

por uma vez, duas vezes, assim por diante, até A ser colocado no intervalo de vali-
dade.
Usando as consideracoes acima na primeira contribuicao Hn\ oad» B (3.20),

e também levando em conta, por simplicidade, que k> = 0 = b - k, bem como

ko = 0 = by, H’fﬁodd — Hﬂ"os, onde

Mers = / dx / dy / (eMb, ey + M bokyIy), (3.42)
com
7 4>~ 2 248 9 2
L = 35(47r)d/2r (3—4d/2) Z(po + M?) = {—ps[l =5z —5((1 — x)x — 22z — 2°)]

n

+0?(1— 2 — 2)(x + 2)[2 — 4o — 4z + 4(x + 2)* —d(1 — 20 — 22)%]},  (3.43)

L = SBR Z + M) T {[6p2 — 4b2(1 — 22 — 22)%T (3 — d/2) (p + M?)

+8b2 pa(l — 2:c —22)*T (4 —d/2) — 3T (2 —d/2) (p2 + M?)?}. (3.44)

Nas expressoes acima temos executado apenas a integral em p. Se retornarmos a
integral em py, i.c., 1/8>. — 1/(2) [ dpo, depois do célculo obtemos I = 0 = Iy,

como esperado.

Instituto de Fisica - UFAL



3 Efeitos de temperatura finita 54

Retornando as Egs. (3.43) e (3.44), podemos verificar que apds o calculo das
integrais sobre os parametros de Feynman, I = 0%, ao passo que I # 0. Portanto,
a dependéncia sobre a temperatura surge apenas na contribuicao nao covariante
da Eq. (3.42), em que avaliando o somatério, na Eq. (3.44) (usando a Eq. (3.39)),
obtemos

i [ [ 42(1— 3 —2)(x+2)(3¢2 - 5¢?)]

b €l R e [ | (R tanh(m()sech?(m(),(3.45)

onde £ = fM/2m.

Com respeito as outras contribuicoes, Iy, e oy, (Egs. (3.27) e (3.31),
respectivamente), podemos facilmente observar que os termos nao covariantes nao
contribuem, uma vez que 6Py, = 0. Além do mais, os termos dependentes da tem-
peratura na contribuicao covariante restante anulam-se, quando levamos em conta
d = 3 na contragao 5aﬁ(§aﬂ = d — 3. Portanto, apenas os termos covariante e inde-
pendente da temperatura sobrevivem, rendendo os mesmos resultdos (3.29) e (3.33),
respectivamente.

O resultado final (3.34) é entao reescrito como

ie?

e, = ﬁew”bﬁ/ﬁ + 242N po ey I (3.46)

2Este cancelamento ocorre apenas no cendrio de regularizacio dimensional, conforme veremos
no capitulo 4 desta tese.
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Assim, no limite de altas temperaturas, & — 0, depois da avaliacao das integrais,

y i€ ie? y
., — ok AVp, Ky — WGW bok
7 52
- %ei/\wbi/@\. (3.47)
m

Portanto, em altas temperaturas, (kar)o — 0 e (kap); — —%bi, implica que a
simetria de paridade (P) é restaurada neste regime. No contexto dos semimetais
de Weyl, esses resultados estao em acordo com o fato que a corrente magnética
quiral j* = (kar)oe’***0yA, desaparece em altas temperaturas [60], ao passo que a

corrente Hall anémala j* = (kar);e’**0\A, segue inafetada pela temperatura [27].

3.4 Inconsisténcia na Regularizacao Dimensional

com a matriz ;

Nosso objetivo nesta secao é definir claramente a inconsisténcia existente quando se
calcula o trago entre matrizes de Dirac ¥, e a matriz 5 no cenario de regularizacao
dimensional, mas sem utilizar a prescricao 't Hooft-Veltman. Esta observagao é
importante, pois como vimos, na inducao radiativa do termo CFJ é necessario avaliar
tragos dessa natureza, i.e., tr(ys Y, 7 Ya Vp)-

Para isso, vamos mostrar que numa generalizacao em D dimensoes, como

aquela exigida em no cenario de regularizacao dimensional, as relacoes

{59+ = 0, (3.48a)

tr(vs % V) # O, (3.48b)
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nao podem ser simultaneamente satisfeitas [72, 73]. Afim de mostrar isto, partiremos

do primeiro membro da Exp. (3.48b), efetuando as seguintes manipulagoes,

Dtr(%%%%%) = tr(%’)iﬂuﬁuﬁ)\ﬁpD)

= (BT Y Vo T Ta) (3.49)

onde, temos utilizado a propriedade ciclica do traco juntamente com a aplicagao
da Eq. (3.48a), i.e., estamos assumindo a validade da relagdo de anticomutagao em
dimensoes arbitrarias. A seguir, utilizamos a relagao geral de anticomutacao entre
as matrizes de Dirac, {%,, %} = 2G,,, deslocando a matriz 7, novamente para junto

da matriz ¢,

Apoés a contragao dos tragos com o tensor métrico Ddimensional, obtemos

Dtr(ys 7u T T T) = —2t0(% T Tr Vo V) + 25 VT Vp Vo)
_2tr<75 f_Yu Yo '_Yp ’_Y)\) + 2tr(75 :)’u Yo YA '_Yp> (3-51)

—D (Y5 T T Yr Tp)-

De modo que, reordenando as matrizes na configuracao inicial, usando a expressao
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trys ¥, Y = 0, obtemos

D tr(% Vi Vv YA ’_Vp) = (8 - D) tr(% Y Vv YA ’7/))7

ou ainda,

(4=D)tr(v Y% M) = 0. (3.52)

Isto implica que tr(ys ¥, 7 7 7,) = 0 em qualquer dimensao, com exce¢ao de D = 4,
e, portanto o uso da relagao tr(ys 3,5, Y1 7,) = 4i€x, ndo é permitida no cendrio
de regularizacao dimensional. Em outras palavras, ha um conflito entre a anticomu-
tatividade da matriz 75, Eq. (3.48a), e a propriedade ciclica do trago quando envolve
um nuimero impar de matrizes s.

De fato, hd uma familia de tracos com uma quantidade par de matrizes de
Dirac e uma matriz 75 que nao podem ser analiticamente continuados pelo cenario

de regularizacao dimensional de 4 para D # 4 dimensoes, conforme vemos abaixo,

Dtr(ys) = D(D —2)tr(v5 7, 7)

— D(D—2)(d— D) tr(3s W ) = =0, (3.59)

Portanto, para computar tracos com um nimero impar de matrizes 75 sem ambi-
guidades, necessitamos de uma prescri¢ao extra, como por exemplo a prescricao de
Kreimer, a prescricao de Larin-Gorishny-Akyeampog-Delburgo ou a prescricao 't
Hooft-Veltman. Nesta tese, fazemos uso dessa ultima prescrigao, assumimos que a

matriz v5 é um objeto puramente quadridimensional e, assim, nao anticomuta com
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matrizes em D dimensoes, conforme as relagoes (2.14b) e (2.14c).

E importante comentar que em diversos trabalhos apresentados na literatura
esta inconsisténcia nao é considerada e o uso descuidado da relagao tr(vs 3, 7, Y1 V) =
4i€,np € feito, contribuindo para aumentar o nimero de resultados ambiguos na
indugao radiativa do termo CFJ. E certo que este calculo é ambiguo, conforme mos-
traremos no capitulo 5 desta tese, sendo dependente do cenario de regularizacao
empregado, contudo uma vez fixado consistentemente tal cenario o resultado obtido

¢ unico.
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Capitulo 4

Inducao do termo CFJ

gravitacional

Neste capitulo, reinvestigamos a geragao radiativa do termo CFJ conside-
rando dessa vez o acoplamento de férmions com o campo gravitacional. Partimos
calculando o tensor de polarizacao do vacuo utilizando uma abordagem perturba-
tiva no cenario de regularizacao de 't Hooft-Veltman. Mostramos que o resultado do
calculo é finito no espaco-tempo quadridimensional apenas se férmions sem massa
forem utilizados na indugao, apresentando em seguida este resultado. Também dis-
cutimos a dependéncia de temperatura sobre este termo identificando-o como uma
contribuicao extra para a condutividade dos semimetais, discutidos no capitulo pas-

sado. Esta contribuicao é originada na anomalia axial gravitacional.

39



4 Introducao 60

4.1 Introducao

Recentemente, o estudo das anomalias presentes em algumas teorias quanticas
de campos tem reatraido uma significativa atencao na literatura, contudo no cenario
de matéria condensada [33, 32, 74, 75]. Neste cenério, manisfestagdes macroscopicas
dessas anomalias sao observadas, em geral, na forma de novos fenomenos de trans-
porte exdticos nao dissipativos, i.e., ha geracao de correntes topologicamente prote-
gidas. Entre essas, o caso mais intensamente investigado é o da anomalia axial.

Sabe-se que esta anomalia promove a violagao da lei de conservagao classica
da corrente axial, J5, = @/_1%75@/), na presencga de campos eletromagnéticos (ano-
malia ABJ) (8) e/ou gravitacionais (anomalia axial gravitacional) [44]. Por outro
lado, os semimetais de Weyl, que foram apresentados no capitulo 3 desta tese, sao
materiais que em baixas (médias) energias sdo perfeitamente descritos por férmions
de Weyl (Dirac) 4D e que naturalmente mantém um campo eletromagnético axial
em seu interior [32]. Assim, esses materiais formam um sistema alternativo para a
investigacao tanto tedrica quanto experimental da anomalia axial fora do contexto
das teorias quanticas de campos.

No capitulo 3 desta tese realizamos a indugao radiativa do termo CFJ em
temperatura finita e mostramos sua relacao com a condutividade encontrada nos
semimetais de Weyl, ver Egs. (3.4), (3.35) e (3.47). Da ref. [32] segue, contudo,
que essa mesma condutividade possui outra contribuicao puramente dependente da
temperatura associada com a anomalia axial gravitacional. No contexto das teorias
quanticas de campos, esta anomalia nunca antes observada na natureza a partir de

campos fundamentais, seria a responsavel pelo decaimento do pion neutro em dois
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gravitons (7% — g + g) [44]. Interessantemente, em materia condensada hé uma
idealizagao para a sua constatagdo [32] com base no mesmo arranjo periédico de
camadas alternadas entre isolantes topoldgicos e isolantes comuns considerado no
capitulo 3, i.e., o semimetal de Weyl, conforme Fig.(4.1a). Por ela, um semimetal de
Weyl de forma cilindrica quando suspendido por um fio manifestaria um movimento
de rotagao cujo momento angular se oporia aquele induzido na corrente gerada pela
anomalia. Isto, afim de conservar o momento angular inicial no sistema, ao passo

que a velocidade angular dependeria da temperatura e de sua variagao Fig.(4.1b).

b)

oo

Figura 4.1: a) Semimetal de Weyl formado por camadas sobrepostas IT-NI. b) Efeito
em temperatura finita: Rotacgao.

Com esta motivacao, nosso objetivo principal neste capitulo é realizar uma
nova inducao na qual levaremos em conta a interacao dos férmions massivos com
o campo gravitacional, afim de obter o termo CFJ gravitacional em temperatura
finita, no limite de massa nula. Este cdlculo ja foi realizado na literatura [76] em
temperatura zero e, conforme veremos, nosso resultado constitui-se numa genera-
lizacao deste, incluindo efeitos de temperatura e mostrando a regiao de convergéncia
nos casos m # 0 e m = 0.

Este capitulo esta organizado como segue. Na préxima secao apresentamos
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a lagrangiana de partida considerando o acoplamento com o campo de gravitacional
e efetuamos sua linearizagao sob a suposicao de campo fraco. Seguimos realizando
a inducao da agao gravitacional CFJ através de lagos (loops) fermionicos utilizando
para isso a abordagem perturbativa no cenario da regularizagao dimensional e mos-
tramos que o calculo é finito em D = 4 apenas no limite de massa nula. Na tltima
secao, consideramos os efeitos térmicos sobre esta inducao relacionando-o com a

contribuicao dependente da temperatura da condutividade dos semimetais de Wey]l.

4.2 O termo CFJ gravitacional

A ac@o que estamos interessados é a mesma usada no capitulo passado, dada por
4 — . <«
S = d*ze) <%e“a7“ D, —m — e“ablﬁ“%) Y, (4.1)

onde temos incluido o termo de massa fermioncia. Aqui, e, é a tetrada(vierbein),

e =dete’, e b, ¢ um quadrivetor constante. A derivada covariante ¢ dada por

1
D;ﬂb = 8u¢ + §wucd00d¢a (42)

d

onde w,“* ¢ a conexao de spin e ol = %['yc, 7], enquanto que a derivada covariante

sobre o campo conjugado 1) é

_ -1 _
Db = 8Hw—§wucdz/100d. (4.3)
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Usando as expressoes acima, podemos reescrever a Eq. (4.1) da seguinte forma,
— . x4 .
S = /d4$€2/) (%euava a# +ieuawﬁwdra6d -—m- euabﬂf}/a/}%) ¢7 (44>

onde I —= % (fyafycfyd + permutagdes), i.e., o produto antissimetrizado das trés
matrizes 7. Na aproximagao de campo fraco, consideramos ¢,, = 1., + hu (9" =

n" — k), que induz uma expansao para a tetrada (vierbein) €., = Ny + 3hua

(et, =nt, — %h“a). Dessa forma, a acao tipo CFJ gravitacional em temperatura

zero toma a forma [77],

/ d*zh" v €0,0,0° (0,07 RS — 0,0,h7). (4.5)

o

Scry; =

O nosso primeiro objetivo neste capitulo ¢ obter a relagao entre vy e b, a partir
da inducao desta acao como correcao quantica para o campo fermionico em virtude
de seu acoplamento com o campo gravitacional. Afim de executar este calculo,

consideramos o modelo fermionico representado pela seguinte acao efetiva,
et = / DD iS4 (4.6)

cuja acao efetiva linearizada é dada por,

Stovdl = [ i (50 5l —m=boe) v, @)

com ['" = ~# — %h‘“’% e '™ = %b“v”'yg, — %(aphaﬁ)nﬁvrwa. Nesta expressao,

desprezamos os termos proporcionais a h = n*"h,,,, pois os mesmo nao contribuem
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para a geracao da acao CFJ.
A correcao em ordem de um-loop para a essa acao efetiva é dada pelos graficos

abaixo,

(a) Q @C)~ (;)Q, @Q <e>Q

Figura 4.2: Contribui¢des em um lago

Os graficos (c), (d) e (e) ndo contribuem para gerar a agao CFJ. Portanto, as
unicas contribuicoes relevantes em um-loop para o campo gravitacional submetido

a um campo de fundo quadrivetorial constante sao dados pelos tensores abaixo,

4—D D

e () = Lot [ b (20 = BPS @IS (20— b7 S~ 0], (49

ey = / (g:;; (20 = )S(p)"(2p = K)"S(p = K)PS(p — k)7*]. (4.9)

onde S(p) = (p — m)~" = (p+m)/(p* — m?) é o propagador fermidnico usual, ja
racionalizado, p é o regulador da dimensao de massa no cendrio de regularizagao
dimensional e, por conveniéncia escrevemos, p' = p* — k*. Além disso, é imediato
o mapeamento existente entre esses tensores, II,"” (k) = II2#*?(—k) considerando
também o deslocamento na variavel de integracao p* — p* 4+ k*. Sendo, por isso,
suficiente avaliar apenas um unico tensor e, em seguida, efetuar este mapeamento
em seu resultado final para obter também o resultado do outro tensor. De fato, este
mapeamento é possivel ndo somente entre as expressoes iniciais (4.8) e (4.9) ou entre

os seus resultados finais, mas durante todas as etapas do calculo.
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Adotamos a prescrigao de 't hooft-Veltmann que neste caso equivale a mover
ciclicamente a matriz v5 para o final da expressao, antes de avaliar o trago sobre
as matrizes. Além disso, para o cédlculo desse traco é suficiente considerar a relacao
de anticomutagao geral, i.e., {v* 7"} = 2¢", bem como aquela que relaciona a
matriz 5 hermitiana com o tensor antissimétrico levi-civita, i.e., tr(v“y”yavﬁ%) =

—4ie"P  deixando-nos com,

—m?) e b, (ky + pa)

ooy TP [ dPp 2p—k)PRp—k)T o,
0= [ G i e e 0

+2 (p“e”“ATkaApT — p " b, apr — (p - k:)e“””””’\b,{p,\)] , (4.10a)

o WP dPp (2p—k)P(2p — k)7
k) == /%PW—Ww%m%

+2 (p‘fe””’\Tbnk:ApT — PV e b, kapr — (p1 - k)e“””)‘b,{pu)] ) (4.10b)

5 [(0F = m?)e™ b, (2k) — pa)

Ja no nivel do integrando é possivel ver que estes tensores sao altamente
divergentes, com divergéncia maxima a cibica e minima a logaritmica. Realmente,
os termos cubicamente divergentes em ambas expressoes acima, que sao, (p® —
m2)pPp® e b,y e (p? — m?)pPp’ e b,py, Tespectivamente, prejudicam a trans-
versalidade destes tensores em relacao a contracao com k, e k,, que sao condicoes
necessarias para a invariancia de calibre dos tensores. Contudo, tais termos diver-
gentes nao contribuem ao resultado final II#*7 = T1#**7 4 TI,*?7  uma vez que eles
se cancelam quando sdo somandos no nivel do integrando. Assim, as divergéncias
restantes sao na maioria quadrética e a transversalidade dos tensores a k, e k, ¢
estabelecida, i.e., k, I1#77(k, m) = k, 114777 (k,m) = 0.

Por outro lado, o mapeamento II,"”? (k) = I12**°(—Fk) ¢é perdido apds o can-
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celamento destes termos cubicamente divergentes. Contudo, considerando

(p2 _ mQ)EHVN)\ka;)\
(p2 _ m2)2(p% _ mZ)

3 (p? — m?) et b, ky (p? — m?2) et bk
=5 _

1
(p* —m22(p} —m?)  2(p? — m2)(p} — m2)?’

em I1#77(k), podemos reescrever as expressoes (4.10), de modo que agora temos

[I#veo = T1#ee + TP com

4—D D o
Uy po 2 d p (2p - k’)p(2p B k) 3 2 2 VR
120 =~ | ot o 50 e
+2 (p“e”“’\Tb,{k:)\pT — p " b, kapr — (p - k:)e“”””’\b,.@p,\)} , (4.11)

e I (k) = T12#*7(—k). Portanto, é suficiente calcular apenas IT#7? (k) uma vez
que esses tensores contribuem igualmente para o resultado I[1#77 (k). E interessante
destacar que reducoes ou cancelamento de divergéncias sao sempre delicadas, pois
sao operagoes naturalmente indeterminadas do tipo (0o —00), e que necessitam, por
isso, de um rigor matematico (ou algum argumento fisico) que impega que termos
(contribuicoes de superficie) sejam criados, alterando (comprometendo) o resultado.

A seguir, empregamos a técnica da parametrizacao de Feynman, segundo

p =+ akt =g, (4.12a)
P ph 4 (1 —2)k* = ¢, (4.12b)
M? =m? + z(x — 1)k? (4.12¢)

/(;i:fD - 2/01 d:r(l—az)/ (;i:fD’ (4.12d)
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para podermos iniciar a avaliagao desse tensor,

e _ BN [ 40D 29 (20— DI 4 (20 — D]
= /o‘” ”/ @mP P —m =l — DR

< {3[(p + xk)* — m?|e" by + 4 [(p" + 2k bekipe

—(p" + k)" bkap, — (p - k + xk?)e" b (pr + xky)] }. (4.13)

Nesta nova representacio a relacio entre os tensores 1477 (k) = T12477 (—k),
¢ obtida substituindo-se o deslocamento no momento interno p* pelo seguinte des-
locamento no parametro de Feynman x — 1 — x. Como consequéncia, hé ter-
mos com paridade definida por esse deslocamento, como por exemplo a massa
M?* = m? + z(x — 1)k? - m? + (1 — 2)(—x)k* = M? que ¢ invariante, ou seja,
é par sob essa transformacao, ao passo que outros termos invertem seu sinal, como
por exemplo (2z — 1) — —(2z — 1), sendo chamados de impares sob essa trans-
formacao, além daqueles sem uma paridade definida. Em geral, os termos impares
sao espurios, pois apds a integragao no parametro de Feynman anulam-se. Conside-

remos um termo impar arbitrario,

/0 dr (z — 1)z (2x — 1) f(M?) = —/0 dr (z — 1)z(2z — 1) f(M?*) =0, (4.14)

sob esse deslocamento o mesmo ganha um sinal negativo global, sendo, portanto
identicamente nulo.

E importante relembrar que o mapeamento entre os tensores nao ¢ uma
hipdtese, nem um artificio criado, mas uma premissa que justifica e permite efetuar

apenas a seguinte mudanca de variavel z — 1 — x em uma parte arbitraria do inte-
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grando sem comprometer o resultado, mesmo sendo este um integrando divergente.

Retornando ao tensor (4.13), é 1til expandir (ordenar) o integrando em con-
tribuicoes da ordem do quadrivetor p#, ja com todos os termos de ordem fmpar em
pt descartados, pois a esses corresponde um integrando impar e integral nula, dessa

forma,

— 1
1700 () = P dx(z —1) d°p ! [4pPp” (T4 + T1)  (4.15)
: o (@mP (7 =z FOT e Tl

+2(22 — 1) (pPKT + p7k?) T + (22 — 1)*k7k° (T4 + T)]

onde, T¢" ¢ independente de p*, ao passo que T}* é de ordem 1 em p* e assim por

diante, conforme podemos verificar abaixo,

T = —(3m® + 2%k e bk, (4.16a)
Tzﬁ“’ = 4xk”e”“’\7b,€kApT — 4xk”€“”’\7b,§k,\p7 — 4.17]{}26“115)\6,{]?)\

+23(p - k)" ks, (4.16b)
TH = Apre” bokapr — Ap" b kap, — A(p - k)e bpy

+-3p% e b, k. (4.16¢)

Analisando a paridade dos termos no integrando de (4.15) sob o deslocamento
x — 1—x, percebemos que o termo (z —1)(2z — 1) (pk” + p?k?) T4 é impar e pelo

argumento (4.14) é nulo. Assim, retirando este termo, temos,

4—-D

1 D o 21 o010
- ) dPp 4pPp° + 2z — 1)%kPk ,
[THvee — d —1 T Ty (41
5 4 /0 e )/(QW)D (2 — M) (T3" +Th) . (4.17)
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Afim de extrair estruturas topolégicas de IT**%(k) independentes do mo-
mento interno p* e calcularmos os seus respectivos coeficientes, explicitamos os ten-

sores (4.16) presentes em (4.17) fazendo, a seguir, o uso da implementacao abaixo,

2

p'p’ — %g"”, (4.18a)
4
vV, p vV o UV (092
p“pppB%—D(DjLz) (9" g°" + g"* g% + g" g™, (4.18b)

dessa forma, reescrevemos o tensor I1#**#(k) exibindo sua estrutura topolégica,

ﬁgvpo = A(k, m>gp06,uzm>\bﬁk)\ 4 B(k, m)kpkaeuw)‘bﬁk/\ (4'19)
—|-C(k;7 m) [(gM'DGVm{)\bnk')\ . gVPEMUH)\ka,)\ . k,peuaunbﬁ)

—I—(gMUEWmAka‘)\ o gyUEW)HAb,J{?)\ o kaeupunbﬁ)] ’

com os respectivos coeficientes,

M4_D 1 de p2 _12p2
A(k,m)= 5 /0 dx(x — 1)/ 20D (7 — M) {D ) (4.20a)

+3(p* —m?) — x2k:2] ,
Blkm) = /O de(z — 1) / (;)pD (](92"”__]\;2)3 F’(D 54)1’ (4.20b)

—3m? — kaQ} ,

4—-D

Ay ! a?p  p
C(k,m):m /0 dx(x — 1)/ m)P (2 — M (4.20¢)

Podemos ainda, simplificar o tensor ﬂg””"(k:, m), na Eq. (4.19), empregando
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a seguinte identidade,

g,upeuoaz\ . gupeucra)\ . g/\peuoua + gpcre;wa/\ o gapeuuo)\ = O, (421>

na estrutura topolégica que acompanha o coeficiente C'(k, m). Para isso, contraimos

a identidade acima (4.21) com b,ky. De modo que,

G Ky — g b Ky — KPR, = —gPT e, Ky 4 B k. (4.22)

Agora, procedemos a simplificacdo das topologias que acompanham o coeficiente

C(k,m) na Eq. (4.19), conforme vemos abaixo,

[(gMPGVUH)\ka)\ o gupeuon)\bﬁk/\ o kpe;w'wfbﬁ) + (gMUEVpKAkaA - gVUEMpK)\ka)\ - kgeupunbﬁ)]

— (_gape,uun)\bnk,)\ + prMVUAk)\) + (—gUpEMVK/\ka')\ + baeuup)\k,)\)

= PNy BTk — 2077 N k.

Retornando ao tensor I1#*#? (k,m), na Eq. (4.19), com o resultado acima, obtemos

[14777 = [A(k, m) — 2C(k,m)] g* " bk + B(k, m)k’ k7" b, ky

+C(kym) (b Mk, + b7 ky ) | (4.24)

onde os coeficientes A(k,m), B(k,m) e C(k,m) ja foram apresentados em (4.20).
Na forma apresentada pela equagao (4.24) o tensor ﬁg”o‘ﬁ nao apresenta in-
variancia por transformacao de calibre, h,, — h,, +k, A, +k,A,, contudo mostrare-

mos abaixo que trata-se de um resultado aparente (superficial) no limite de férmions
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sem massa. De fato, sem a imposicao da invariancia por transformagao de calibre,
manipularemos os coeficientes em (4.20) obtendo, por fim, um resultado invariante
por tal transformagao.

Devido ao grau de divergéncia e da complexidade da avaliacao dos coeficientes
A(k,m) e C(k,m) é interessante obter uma relacao entre estes coeficientes restantes,

i(—m2)P/2—-1
A(k,m) + k*B(k,m) — 2C(k,m) = Wr (1 - g) , (4.25)

cujo lado direito ¢ independente do valor assumido pelo momento externo, de modo
que podemos ter uma idéia da regiao de convergéncia destes coeficientes dentro do
cendrio da regularizacao dimensional, i.e, D < 2 para m # 0 ou D > 2 para m = 0.
Essa expressao é obtida ao ser verificada a transversalidades do tensor ﬁg”p"(k‘) ao
tensor k,k,. Sabe-se que, mesmo em trés dimensoes, hd a falha da transversali-
dade, fato relacionado com a chamada anomalia axial gravitacional para férmions
massivos, i.e., hd quebra da simetria axial através da massa [78]. Discutimos so-
bre a anomalia axial no apéndice (8), para a anomalia axial gravitacionais também
sugerimos ao leitor a ref. [79].

Sem entrar em detalhes, consideraremos o limite ultravioleta (Tg—; — 0), assim
o lado direito da relac¢do acima (4.25) entre os coeficientes torna-se nulo. Além disso,
apos a integracao no momento interno e no parametro de Feynman, o coeficiente
C(k, m) tem limite nulo para todo valor do momento externo (inclusive zero, k* = 0),

ou seja, C'(k,m — 0) = C(k=0,m — 0) =0, dai, A(k,m — 0) = —k*B(k,m — 0)
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e como,

?

. 1
—1
B(k =—— [ de(1-22)*Q2z—3)= —— 4.2
(kim = 0= s [ do(i =200 =3) = i (420)
entao, dessa forma,
4777 (k,m — 0) = (K*g"" — kPk7 )" (4.27)

19272
Desse modo, a agao gravitacional CFJ induzida por correcoes radiativas é dada por,

1

Sors 19272

/ d*x B b €0,0,07 (0,07hS — 0,0,h7), (4.28)

cujo coeficiente vy presente na ac¢ao (4.5) é dado por,

1
Uy = Wb)\ (429)

Assim, a agao gravitacional CFJ obtida ¢ invariante por transformacao de
calibre, ao passo que, o seu coeficiente estd em acordo com o resultado obtido por

Avarez-Gaumé e Witten no contexto das anomalias axiais gravitacionais [79].

4.3 Efeitos de temperatura finita sobre a inducao

A seguir, vamos efetuar este calculo em temperatura finita. Com efeito,
passaremos a expressao (4.13) para o espago euclideano (m — im,dpy — idpy),

explicitando as partes espacial e temporal do quadrivetor p,, = pj, +pou,,, onde p,, =
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(0,p) e o quadrivetor u,, = (1,0,0,0) faz referéncia a velocidade do banho térmico

onde este processo (auto-energia do graviton) ocorre. A seguir, desfazendo, a seguir,

o deslocamento na parte temporal do momento interno py através da substituicao

(po — po — ko) no tensor (4.13), dessa forma py deixa de ser uma varidvel continua,
2

tornando-se uma varidvel discreta py = (n + %)7’ com n inteiro (frequéncia de

Matsubara para férmions) e [ dz%f — %Z :

107 (k) = i /1 dz(z — 1) 1 Z/ dp {3[(*+ 2k)? + p? + m2e" b,k
a - 4 0 ﬁ - (271-)d b pO € EADN
+4 [p* + (po — ho)u + k] € bk [P, + (po — Tko)u,]
—4[p¥ + (po — xko)u” + zk”| eMAD, ke D, + (po — wko)u,] (4.30)
—4[p- k+ (po — xko)ko + 2k?]e"" b, [px + (po — who)ux + xkA)]}
« [2p" 4 (22 — 1)kP + 2(po — xko)ul][2D7 + (22 — 1)k + 2(py — xko)u’]

D2+ (po — zko)? + m? 4+ z(1 — z)k?)?

Com a discretizagao das frequéncias fermionicas e bosonicas segue-se que no
mapeamento entre os tensores, 14?7 (k) = T12#*?(—k) devemos considerar, além do
deslocamento no parametro de Feynman x — 1 — x, também outro na frequéncia,
po — —po + ko. Assim, por essa transformagao, termos como (py — wko)?, M?, ou
(22 —1)(po — ko) sao ditos pares, enquanto que termos como (2x — 1) ou (pg — xko)
sao ditos impares.

Prosseguiremos a avaliacao deste tensor, conforme fizemos em temperatura

nula. Ordenamos o integrando em poténcias do momento de integracao p, da se-
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guinte forma,

B ;0 3—d 1l dp
e (k) = 2 dr(z —1) > / (d P !

46/, 2m)? 52 + (po — xko)? + M?]3
x {[4P'D7 + 2z — 1)°kPk7 + 2(2x — 1)(po — who) (K u” + u’k”)

+4(po — who)*uu?] (TH" + TH) +2[(22 — 1) (5,7 + p7k")

+2(po — wko) (pPu” + pu’)| T } (4.31)

uy o oz v .
onde, Tj" ¢ independente de p*, ao passo que T} é de ordem 1 em p e assim por

diante, conforme podemos verificar abaixo,

TE =3(2%k 4 P2 + m?) e b,k
+4[(py — wko)ut + xk"](po — wko)e” bk, (4.32a)
—4[(po — who)u” + xk"](po — ko) bk,
—4[(po — whko)ux + xk\][(po — ko) ko + Tk b,

T =6x(p k) e b, ky
+4{(po — zko)p " bokru, + [(po — Tko)u* + Tk b kap,}  (4.32D)
—4{(po — who)p" " N bkyur + [(po — who)u” + wk¥ ] b, kaps }
—4{[(po — who)ko + k" byl + (5 k) [(po — who)ux + k] b},

T = 352 b, ey + AF*e b ks Ty — A7 b ke — A(F - ) by (4.32¢)

Levando-se em conta a paridade dos termos, reescrevemos as contribuicoes
acima descartando contribuigoes espurias dos tipos: (z — 1)z(2z — 1)%*(py — xko),

(x — D2z — 1)(po — zko)?, (x — 1)z(po — ko)? e (x — 1)x(py — ko). Desse modo,
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as expressoes tornam-se mais compactas,

TH = (—2k* + 3pp + 3m? — 32%k3) " b,k (4.33a)
+4(py — ko )? (UM bk, — u” e b kyur — ko€ by

T = A(py — who) (B bkyur — B hokytiy — ko™ b,5)) (4.33b)
+4(po — xko)(u“e”“/\Tb,ik;)ﬁT — u e, P, — (p- E)e“””’\b,ﬁuk),

T = 352 b, kg + A1 bk — 4PN ks — A(F - K)eP by (4.33¢)

Afim de extrair estruturas topoldgicas de II#**#(k) independentes do mo-
mento interno p* e calcularmos os seus respectivos coeficientes, explicitamos os ten-

sores (4.33) presentes em (4.31) fazendo, a seguir, o uso da implementacao abaixo,

~2

prpY — %(g‘“’ —ufu”), (4.34a)
~4
PR = e (9 — w9 - utu)
d(d+2)

H(ghe — uuua)(guﬁ _ uuuﬁ) + (guﬁ _ uﬂuﬁ)(ga” — u”u”)] .(4.34b)

Dessa forma, reescrevemos o tensor IT#**?(k) exibindo sua estrutura to-
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poldgica,

07 = A(k,m)g” e by + B(k,m)g” (u'e”*ky — u”e"*ky — koe""") bu,
+C(k, m)kP k7€ bk + D(k, m)k k7 (ue”" k) — u” e ky — koe"”"") byu,
+E(k,m)(kPu® + uPk?) e b, ky + F(k, m)u’u® " bk
+G(k, m)(k"u’ + u’k?) (u“e””“”lﬂ,\ — u”e“”’\Tk:,\ — koe’“””) biur (4.35)
+H (k, m)u’u’ (u“e”“ATb,{k)\uT — Wb ku, — koe“’””b,iuT)
+1(k,m) [(g"° €7 boky — g " bky — kPe"V0D,,)
+(g"7 € bky — g7 €M b ks — k7€M D)
+B(k,m) [u®(g"e""*bekau, — g b kyu, — kP b, )
+u” (U P b, ks — u¥ P ks — koe?rb,,)

(g € b katy — g7 N b katy — k7€ by )

Ful (Ut bk — u” e bk — ko€ b, )]

+J(k,m) [k (g" € bekau, — g7 bokau, — k7€ b )
kP (Ut T bk — u¥ €7 ks — ko€ h,)
+k”(g“pe”’€)‘7bﬁk,\u7 — g”"e““”bmk,\m — k”e“”"Tb,.;uT)

R (Ul € P Ay — U P bk — ke by)]

com os respectivos coeficientes,

ottt d’p 1
Atk = i [Lasta-n 3 f @n) 72+ (po — ko) 1 M

12p* 4p?
{ P (d—2)+ % [3(—2%kg + pg +m?) — 27k } , (4.36a)
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B(k,m)

C(k,m)

D(k,m)

E(k,m)

F(k,m)

G(k,m)

H(k,m)

I(k,m) =

Z‘Iu3fd 1 Z/ dd_) 1
48 Jo T[p? + (po — who)? + M?J?

{ d (pO - IL‘k’O) - d(d T 2) ) (436b)
iy Z/ d'p (20 — 1)?

a6 Jo 452+ (py — zko)? + M2

{w —@k* + 3p; + 3m” 3902’“3} ! (4.36¢)
ipd—e Z/ dd—» 1

6o T (po — wko)? + M

{4(295 —1)? {(po — xkg)? — E] } ) (4.36d)

A5 220 = 1ipo ko)
d —1)

45 ; x(x Z/ 452 + (py — xko)? + M2
iu3_d Z/ dd—» 1

46 Jo 452+ (py — xko)? + M2

12p o 4p vy o , -
{_d<d+2>(d_2)+ {4(1’0‘%0) —7} [3(=a®k2 + 1 + m?) — a%]

7
+ 4(po — wko)? {M] } (4.36f)
iu3—d 1 dd—» 8(22 — 1)(po — ko)

4p 0 Z/ ]724‘ po—.iEko) +M2]3

[(po — ka‘o) — 3= g } (4.368)
iu3_d dd—* 1

45 Jo Z/ 42 + (po — who)? + M?J?

— )

iu3_d dd—* 1

45 Jo Z/ [P + (po — who)? + M?J?

16p* .

d(d+2)’ (4.361)
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: 3-d 1 d=
i dp 1
J(kym) = 43 Z/ + (po — wko)? + M2

272(2?0 - £E/€o

x 8(2x —1) -

(4.36)

Realizamos a simplificacao do tensor (4.35) a partir da seguinte identidade,
g,upeuoaz\ o gupeucra)\ . g/\peuoz/a + gpo€;wa>\ . gape,uya)\ =0. (437)

Obtemos quatro novas identidades ao contrair a expressao acima (4.37), respecti-

vamente, com byky, com bykxus, com bykyu, ou com bykyu,u,. Conforme vemos

abaixo,

g T ks — g P T ks — kP T b = — P e bk + DT Ry, (4.38a)

g bk, — 7PNk, — kP Tbou, = —ufe b ky — ek, (4.38D)

U T b ky — UV T ks — ko™ D, = —u” € boky + by iy, (4.38¢)
R ATh Fat, — uX e bk, — koe™ T bou, = —b; et k. (4.38d)

Agora, procedemos a simplificagao da expressao (4.35). Por exemplo, para o

coeficiente I(k,m), aplicamos duas vezes a relagao (4.38a),

[(g,upeuan)\bﬁk,)\ o gupeuaf{)\bﬁk/\ . kpeuauﬁb’i) + (gMUGVpHAka')\ o gVUEMpHAka)\ o ]’CJEMPVHZ)H)]
— (=g by + W) + (=7 by + TP ) (4.39)

= WPy 4 BT P ey — 2977 VA, k.
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Para o coeficiente B(k,m), aplicamos duas vezes a relagao (4.380) e duas

vezes a relacao (4.38¢),

[uUuTbn(gupEVn/\Tk,)\ . gypeumrb — kPemRT) 4 uobﬁ(uueupfi)\kb\ . uueupmb — Jipeh?)
FUPU b (917N Thy — g7 N T hy — KTET) - ulby (ut e T ey — et T ey — ke )]

= w7 (—uPe boky — PN hyuy) 4 u” (—uP e bk + boe P k) (4.40)
P (—u” e b, ks — b7 N Ry, ) + uf (—u® € bk + boet 7 k)

= —4uPuC e D,k — (u”b? + u"bp)e“”ATk,\uT + bo(upe“”“’\b + u“e“””’\k,\).

Por fim, para o coeficiente J(k, m), aplicamos duas vezes a rela¢ao (4.380) e

duas vezes a relagao (4.38¢),

[kpbﬁuT(guaeun/\Tk)\ . gVOEMK)\Tk/\ B koe;wm’) + k,pbﬁ(uuello'ﬁ)\k)\ . uue,um{)\k)\ B koeuaun)

FhTbur (g€ Ty — g7PE AT hy — KPET) 4 KTb (ut e ey — u” ey — ko)
= K (—u" ek — b7 N hyuy) 4 kP (—u” € bk + boet 7 k)

FR(—uP P bcky — VA kyug) + k7 (—ul e b,k 4 boe k)

= 2(kPuT 4 kTuP) e bk — (KPBT + KOBP) N Ry + by (kP My + kTP, )(4.41)

Assim, ao utilizar essas identidades podemos simplificar nossa expressao ini-
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cial (4.35),

[14777 = [A(k,m) — 21 (k,m)] g*" """ bk — B(k,m)g” bie" ki + C(k, m)k"k7 e b,k
—D(k, m)kPk by ke + [E(k,m) — 2J(k, m)] (ku’ + k7u”)e" b,k

+ [F(k,m) — 4B(k, m)] uPu’ " boky — Gk, m)(k*u’ + uPk®)b;e""  ky,

—H (k, m)ufube" ky + I(k,m) [bPe" " ky + 17"k, | (4.42)
+B(k,m) [—(u’b” +u"b) e kyu, + bo(uf e Moy + u” e P ky) |

+J (ke m) [=(R7D + k0 kyur + by (K7€ by + k7€ ky)] |

Devido ao grau de divergéncia e da complexidade da avaliacao nos coeficientes

E(k,m), G(k,m) e J(k,m) é interessante obter uma relacdo entre estes coeficientes

restantes,
E*E(k,m) + koF(k,m) = 2koB(k,m), (4.43a)
E°G(k,m) + koH(k,m) = 0, (4.43b)
k*J(k,m)+ koB(k,m) = 0, (4.43c)
E*D(k,m) + koG(k,m) = —B(k,m), (4.43d)
A(k,m) —2I(k,m) + E*C(k,m) + koE(k,m) = 2koJ(k,m)+ f(m), (4.43e)
onde f(m) = — (m?)" 2 r (1;d)
2(4rm) 5+ 2
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Com essas identidades, o tensor (4.35) é reescrito conforme vemos abaixo,

- kPk? kPke .
11,777 = [A(k, m) — 21 (k,m)] (gp" - ) e boky — B(k,m) (g”” -3 ) bie"" Mk

pl.o

k k o VK. k k VK.
+[F(k,m) — 4B(k,m)] ( kP — ) (ka —u )6“ Abeky + f(m)——— 12 A,k
—H(k,m ( ( K —u ) bie" Pk + I(k,m) (07 ks + b7 ky )
+B(k,m ( kP —uf ) (b7 kyu, — boe" 7 ky) (4.44)

+B(k,m ( k7 —u ) (0" kyu, — boe™ P ky)

kPk?

ko s~ e . ~
2 ) e (ﬁk” — u”) ja sao invariantes por transformacao de

onde as estruturas (g”" —

calibre. Além disso, perceba que o termo dependente da massa f(m) k;’;

a invariancia do tensor, ou seja, € necessario tomar o limite m — 0.

4.4 Avaliacao dos Coeficientes

Agora, vamos realizar a avaliagao dos coeficientes acima. O procedimento utilizado
para isso serd inicialmente a avaliacao da integral de laco em p. A seguir, tomare-
mos o limite de massa fermionica nula junto com o limite estdtico sobre o momento
externo, que é caracterizado por (kg = 0, k— 0). Por fim, empregamos o método
de soma desenvolvido na Ref. [62], para efetuar o somatério sobre as frequéncias de
Matsubara py = (n+ 5 ) em dimensoes arbitrarias e, ao final do calculo, reestabe-

lecemos a dimensao d — 3. Dessa forma, o primeiro coeficiente toma a forma,

A(k,m) —2I(k,m) = 47T d/2 Z/ dz (1 — ) [(po — zko)? + MQ} (4.45)

x {8 [(po — wko)” + M?] + (d — 2)x [6ko(po — wko) + (20 — 3)k’] },
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ao retirar os termos fmpares (1 — x)zko(po — xko) — 0 e (1 —z)x(d—2)(2x — 3)k* —

2(1 — z)x(2 — d)k?, o coeficiente é simplificado para

1 —_ g
A(k,m) — 2I(k,m) = 47T — Z / dx (1 — ) [(po — wko)? +M2} (4.46)

x {4 O—xko) + M?] + (2 - d)zk®} .

No limite de massa nula, M? = m?+z(1—2z)k* — z(1 —x)k? = M?, e considerando

agora o limite estatico, kg — 0, temos

z d—4
A—or =1 47Td/2 Z/da: 1—9c(p0+M2) +(2—d)M2<pg+M2)2},(4.47)

A seguir realizamos o somatorio utilizando a férmula de Larry Ford,

lfdl'\ 1_c_l d 1 00
A—-2] = ﬁ27r(4—(d)/22)sin<%>/o dx/m d¢ [€2(d+ 4z — 6) + 4(1 — z)¢7]

x [tanh(m¢) — 1] (C2 — €2)* 2+ (1:1()5(—;1;/) /0 dz (5 — 4z — d) (M?) 7 | (4.48)

onde ¢ = 52—]:[ No limite de altas temperaturas, quando & — 0, as integrais sao

facilmente feitas,

1 _d 1 d—1
A—2I = %/ do (5 — 4z —d) (M?) * (4.49)

21dF
+ﬁ (42)/2 Sm( )/dx/ “ tanhﬂc_l](o i

_ (3—d) (k’z) 7 sec (ﬂd) 2819 (1 - 9) (27 — 4)¢(d— 1)I'(d — 1) sin <7T2d) ,

22d+37T§_1F (5 4 1) 22d+17T§+1
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restabelecendo a dimensao d — 3, obtemos

BT
A-2l = —oms o (4.50)

Coeficiente B(k, m):

B(k,m) = % > /01 dz (1 — ) [(po — wko)? + M?] = [(d—1)(po — who)? + M?] .

No limite de massa nula, M? = m?+z(1—2z)k* — z(1 —x)k? = M?, e considerando

agora o limite estatico, kg — 0, temos
or (1 -4 ! a1
B(k,m) = #2/ dz (1 —2) (p5+ M?) = [(d—1)p5+ M?]. (4.52)
)2 o Jo

A seguir realizamos o somatorio utilizando a férmula de Larry Ford,

ko) = 1T 0=5) o (%d) /0 (1 o) / T dc (tanh(x0) — 1) (4.53)

_d
272 q

x (G- (-1 ¢,

onde & = % No limite de altas temperaturas, quando & — 0, as integrais sao

facilmente feitas,

1-d _d - 1 - .
B = s :2(_13 2) (d —1)sin (761) /0 dr (1 —x) /0 d¢ (tanh(m¢) — 1) (CZ) 5
BT e v (7
- 22d+17rl+g (4 2 )F(d){(d 1>S ( 9 > ) (4.54)
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restabelecendo a dimensao d — 3, obtemos

T2

Coeficiente F'(k,m):

r'2-19)

F(km) — WZ/ dz (1 — )z [6ko(py — aho) + K2 (2 — 3)]

X [(po — wko)® + Mz] [(d 3)(po — wko)? + M?] (4.56)

ao retirar os termos fmpares (1 — z)zko(po — ko) — 0 e (1 — x)z(2z — 3)k* —

—2(1 — x)zk?, o coeficiente é simplificado para

F(k,m) = %ﬁZ/ dr (1 — z)x {(d 3) [(po — wko)® —i—Mﬂ
+(4— d)M? [(po — who)? + M?] T } . (4.57)

No limite de massa nula, M? = m?+z(1—2z)k* — z(1—x)k? = M?, e considerando

agora o limite estatico, ko — 0, temos
Fm) = —2C=8) s (-3 M2 T 4 (4= d)M2 (2 + M?) T
(k) = =507 Z z(1-a) ) (B M)+ (4= ME (o + M) T

(4.58)
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A seguir realizamos o somatorio utilizando a férmula de Larry Ford,

F(k,0) = L —%3 sm( )/ dx/ d¢ tanh(w¢)sech?(w¢) M¢ ( 52) (-t

2(47)?
_ 2(2@‘353 sin <7T—) / dx / d¢ tanh(rC)sech?(rC)€? <%)1_d ()t
_ Q(Em)_igz sin <7T2d) (2w>1 ’ / dz / d¢ € tanh(wC)sech®(nC) (2 — €2)#71, (4.50)

onde & = ’2—]7\:[ No limite de altas temperaturas, quando & — 0, as integrais se

anulam, independente da dimensao,
F = 0. (4.60)
Coeficiente H(k, m):

Hikm) = (o= {or (1= 8) [ = ahp + 2224

-2

ol

—12r (2 — g) (po — wko)? [(po — wko)® + M?]

AT (3 - g) (po — wko)? [(po — who)? + M?] 5‘3} . (4.61)

No limite de massa nula, M? = m?+z(1—z)k* — z(1—x)k? = M?, e considerando

agora o limite estatico, kg — 0, temos

M\m

-1

H(k,m (4.62)

m—l {31“(1—;) (0 + M?)

d a d
—12T <2——>p§ (P + M%) 441 <3—5

d_
’ JEICERTORE
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A seguir realizamos o somatorio utilizando a férmula de Larry Ford,

- d 1 ) 4
H(k,0) = 28 d”j ~3) <%d) / dx (1 — ) / d¢ €2 tanh(m¢)sech?(r¢) (¢2 — €2)2
T 2 0 I3
d+1)per (1 — 4 rd\ [! > d_g
(d+1)8 P (1-39) sin (7)/0 dx(l—x)/g d¢ (tanh(r¢) — 1) (2 — €%)?

(4.63)

™

x [(d=1)¢* =&,

onde ¢ = % No limite de altas temperaturas, quando & — 0, as integrais sao

facilmente feitas,

H(k,0) = (1- dQ)i__d; =9 g, (%Z)/Oldx (1—x) /Ooodg (tanh(m¢) — 1)¢%2,  (4.64)

restabelecendo a dimensao d — 3, obtemos

T2
H = . (4.65)

4.5 O termo CS gravitacional em temperatura fi-

nita

Reescrevemos abaixo o tensor 1177 ie., Eq. (4.35

5), apresentando apenas os coe-

ficientes nao nulos para o limite de massa zero e que contribuem para o termo de
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Chern-Simons gravitacional, TT#7° — H“gfg’ :

kPke

k2

kPk” .
ey = [A(k,m) —21(k,m)] ( g" — )e’“’“b kx— B(k, )(gPU - )b,-eﬂmk;A

+ [F(k,m) — 4B(k,m)] ( ) (szff —u )e“““b,{k,\

—H(k,m) (ngp ) (ng” —u )bie’“’”lq.

Perceba que a estrutura acima ¢é invariante por transformacao de calibre. Explici-
tando os coeficientes nao nulos, avaliados segundo o procedimento descrito acima,

nosso resultado torna-se,

UV PO k2 o kpko‘ VK T2 o k,pk,a VK
Gds = ~1gg.2 (gp E ) " k“_4_8(gp E )boeu ik

T2 [k k
L ) (e e)ormn

Note que o segundo termo acima, ¢*%bye"” u,.ky, com o coeficiente L = €de
fato aquele que contribui para a condutividade da corrente magnética quiral [32].
De modo que, como era esperado o resultado é puramente dependente do quadrado
da temperatura, concordando com aquele apresentado na literatura, Ref. [32], como

sendo a contribuicao gravitacional para a condutividade dos semimetais de Weyl.
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Capitulo 5

Nao analiticidade do termo CFJ

em 1T # 0

Nesta segao, discutimos o comportamento do coeficiente k4 - do termo Carroll-
Field-Jackiw (CFJ) que surge devido a integracao sobre férmions massivos, e a mo-
dificacao sofrida por sua estrutura topoldgica no caso de temperatura finita. Nosso
estudo é baseado no formalismo do tempo imaginario e sobre a soma das frequéncias
de Matsubara. Nos demonstramos que a auto-energia do féton é nao analitica no
limite de pequeno k*, i.e., o limite estatico (kg = 0, k— 0) e o limite de grande
comprimento de onda (ky — O,E = 0) nao comutam, enquanto que a estrutura

tensorial do termo CFJ mantém-se em ambos os limites.

5.1 Introducao

88
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A quebra da simetria de Lorentz e, em alguns casos, da simetria CPT é agora
tratada como um ingrediente importante para a extensao do MP[52, 4]. Tipicamente,
a simetria de Lorentz é quebrada através de alguns termos aditivos que sao proporci-
onais a pequenos vetores ou tensores constantes (coeficientes) introduzindo diregoes
privilegiadas no espago-tempo. Suas aplicacoes potenciais estendem-se de teoria
quantica de campo a fisica da matéria condensada, como ocorre, por exemplo, como
o famoso termo Carroll-Field-Jackiw (CFJ) term [80] (ver [81] por suas aplicagoes
no estudo dos semi-metais de Weyl). Este termo representa uma extensao quadri-
dimensional do termo Chern-Simons (CS), que tem ganhado consideravel atengao
em trés dimensoes devido a sua relagao com fenomenos planares, tais como o efeito
Hall quantico fraciondrio e supercondutividades [82, 83].

O termo CFJ é um termo topolégico que viola as simetrias de Lorentz e CPT,
enquanto que a simetria de calibre é preservada. Ele é responsavel por fornecer
uma massa topoldgica para o campo de calibre, portanto alterando a relagao de
dispersao do féton no véacuo [84]. E importante notar que o termo CFJ pode ser
gerado dinamicamente através da integragao funcional sobre os campos fermionicos
de Dirac em uma acao classica envolvendo um acoplamento de férmions com o campo
de calibre e/ou com um vetor axial constante [22]. Portanto, podemos falar sobre a
dinamica efetiva do campo de calibre com quebra da simetria de Lorentz em quatro
dimensoes.

Uma caracteristica importante do termo CFJ consiste em sua ambiguidade
[25]. Do ponto de vista formal, esta ambiguidade esta relacionada ao fato que a
contribuicao para o termo CFJ é superficialmente divergente, contudo, suas partes

polares sao mutuamente canceladas, de modo que nds temos algum tipo de singu-
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laridade oo — oo removivel. Alguns valores para o termo CFJ sao apresentado em
(22, 23, 85, 86, 87, 88, 89, 90, 91, 92|, que diferem pelos métodos de regularizacao
empregados na remocao desta singularidade, ao passo que a estrutura topolégica
deste termo continua ser a mesma em todos os casos.

Neste capitulo, estamos interessados no comportamento do coeficiente do
termo CFJ induzido, quando o sistema fisico é colocado em contato com um banho
térmico [34, 35, 36, 37], a fim de estudar sua nao analiticidade. Sabe-se que no
regime de temperatura finita, a auto-energia é, em muitos casos, uma funcao nao
analitica dos momentos externos k,, no limite k, — 0. Devido a selecao de um
referéncial especifico feita pelo banho térmico, a auto-energia, em geral, depende de
ko e k de maneiras diferentes, de modo que o limite estético (ko = 0, k— 0)eo
limite de grande comprimento de onda (kg — 0, k= 0) nesses casos nao comutam,
assim como foi demonstrado nos casos de escalares auto-interagentes [38], Modelo
Maxwell-Chern-Simons-Higgs [39], QED tridimensional [40] e QCD quente [41, 42,
43]. Como o comportamento ultravioleta da teoria (e portanto, a estrutura das
possiveis divergéncias) ¢ independente da temperatura, esperamos que ambiguidades
de regularizacao nao modifiquem a dependéncia da temperatura para o termo CFJ.

A estrutura desse capitulo esta organizada da seguinte forma. Na prdéxima
secao, reconsideramos a lagragiana de partida utilizada no capitulo 3 desta tese,
Eq. (3.5), onde adicionamos o termo de massa fermionica, mii. A seguir, isola-
mos a contribuicao b,-linear presente no tensor de polarizacao do vdcuo. Para isso,
optamos pela abordagem perturbativa, contudo mantemos o mesmo cenario de regu-
larizacao empregado no capitulo 3, i.e., regularizacao dimensional com a prescri¢ao

de 't Hooft-Veltman. Ainda nesta secao, manipulamos o tensor de polarizacao afim
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de reduzir seu grau de divergéncia e restaurar sua invariancia por transformacoes
de calibre. Na se¢ao 3, executamos o calculo em temperatura finita, no formalismo
do tempo imagindrio, avaliando a soma sobre as frequéncias de Matsubara antes
do calculo da integral sobre a parte espacial do momento, este calculo nunca foi
considerado antes na literatura. E verificamos a nao analiticidade do termo CFJ
avaliando o seu coeficiente por dois limites que ndo comutam, i.e., (kg = 0, k— 0)
e (ko — O,lg = 0), mostrando as diferengas existentes quando se usa a regula-
rizacao dimensional, um cutoff e quando o calculo explicitamente em 4 dimensoes.
Finalmente, na tltima segao discutimos os trés resultados obtidos, mostrando, em
especial, que o resultado obtido no cendrio de regularizacao dimensional esta em
acordo com aquele obtido no capitulo 3, mesmo um sendo perturbativo e o outro

nao perturbativo em b,,.

5.2 O tensor de polarizacao do vacuo em um loop

Nesta se¢ao estamos interessado no estudo da geragao radiativa do termo CFJ CPT-
impar a partir do acoplamento do campo de calibre com férmions massivos, em
temperatura finita. Para isto, vamos considerar o setor fermionico da EDQ com

violacao de Lorentz, dado por
Ly =9(id —m — bys — eA)y. (5.1)
Assim, o funcional gerador correspondente pode ser escrito como,

Z[Au,”(;,d}] = /DAHDIEDw eifd4xﬁw = /DA,U eiseff7 (52)
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onde a agao efetiva em um loop, obtida integrando sobre os férmions, toma a forma

Ser = —iTrIn(p —m — Prys — ed). (5.3)

Aqui, Tr representa o traco sobre as matrizes de Dirac, bem como o trago sobre o
espaco das coordenadas.
Agora, a fim de isolar os termos quadraticos em A, da acao efetiva, reescre-

vemos a expressao (5.3) como
Ser = ST+ S, (5.4)
n=1
onde Se(?f) = —iTrIn(p — m — Pvs) and

&H_ﬁﬂ?<p—nr—%sA>‘ (5.5)

Entao, depois da avaliacao do trago sobre o espago das coordenadas, usando a relagao
basica A, (z)G(p) = G(p—i0)A,(x) do método da expansao derivativa [93, 94, 95], e
a relagao de completeza do espago dos momentos, a acao quadratica Sé? é reescrita

CcOo1mo

)

1
gzﬁ/#ﬂWAAw (5.6)

Na expressao acima II*” é o tensor polarizacao do vacuo, ou em nosso caso, o tensor

auto-energia do féton em um loop,

: d* o\ v
" = je? / #tr G(p)y"G(p —i0)y", (5.7)
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onde o propagador depende do vetor axial b, responsavel pela violagao da simetria

de Lorentz e é dado por
1

) = Ty

(5.8)

A fim de avaliar a auto-energia do fé6ton em um loop (5.7), na abordagem
perturbativa, devemos expandir o propagador (5.8) até primeira ordem em §, como

segue

G(p) = S(p) + Sp)bysSp) + -+, (5.9)

com S(p) = (p —m)~". Entdo, expandimos a polarizacdo do vicuo em série de

poténcias em b como IT" = IIf" + II}"" + - - -, onde II}" = H511/2|odd + ng’/”()dd, com
124 - 2 d4p m v

Hb12|odd(k) =1e (zﬁ)ﬁr S(P)%’YE)S(P)’Y S(p)Y", (5.10a)

M k) = ie® [ 22 tr Sy S (o) ys S (1) 10b

b21|odd( ) = ie (27T)4tr ()" S(p1)bysS(pr)y". (5.10b)

Nessas expressoes pf = pt — k" e k* é o momento externo. E imediato que

Hg”z”llodd(k) = HZ{‘2|odd(—k), considerando o deslocamento p — p + k.

Vamos calcular I, . (k) e 1Y)

b12Jodd b210da(K), 10 cendrio da regularizagao dimensio-

nal, movendo a matriz 5 para o fim da expressao, de modo que, apos a racionalizagao

do propagador e do calculo do traco, obtemos

dPp 1
1+ —4 2 4—D/ 2 2 ,ul/ri)\b'i k
b12|odd e (27T)D (pz — m2)2(p% — m2) [(p m )6 ( A +p)\)
+2 (p“e””’\”b,ﬁk')\pp — p”e““’\”bﬁk,\pp —(p- k)e“”mb,.ip,\)} , (5.11a)

dPp 1
v 2 4-D 2 2\ _pwkA
H§21\odd =4e / 2m)P (p2 — m2)(p? — m2)?2 [(pl — m”)e"" b, (2k\ — p»)

2 (P b ap, — PV bdip, — (b1 - ) bpi)] . (5.11b)
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E facil ver que essas expressoes nao sao explicitamente invariantes por trans-
formacoes de calibre. Realmente, termos linearmente divergentes em ambas ex-
pressoes acima, que sao, (p? — m?2)e" b.py e (p? — m?)e"* by, respectivamente,
nao sao transversais. Contudo, tais termos divergentes nao contribuem ao resul-
tado final I}, uma vez que eles se cancelam ja no nivel do integrando. Assim,
as divergéncias restantes sao na maioria logaritmicas e a invariancia de calibre é
restaurada.

Além disso, a relagao II5),,,(k) = IL75 ,,(—k) ¢ perdido apés o cancela-

mento destes termos linermente divergentes. Contudo, considerando

(p2 _ mQ)GMVn)\bRk)\

(p* —m?)2(p} —m?)

3 (p? — m?) e bk (p? — m?) e b, ky
=5 _

1
(P> —m2)2(p2 —m?)  2(p? — m?)(p} — m?)?’

em T

b12]od ;(k), podemos reescrever as expressoes (5.11), de modo que agora temos

12 = 001 % UV
I, = 15,040 T g1 jpaqr cOM

ﬁ,uu _ 4€2u4—D / de 1 §< 2 m2)€uw€)\b k’)\
b12|odd (27T)D (p2 _ mQ)Q(p% _ m2) 9 k
+2 (p"€" b kap, — p" " M b.kap, — (p - k)" bupy) ] (5.12)

%

.
ell b12|od

bo1joda(K) = " (—k). Portanto, é suficiente calcular apenas II

b12|odd q uma vez

que esses tensores contribuem igualmente para o resultado IIf". Notamos que esta
expressao tem uma estrutura bastante tipica aos integrandos que surgem dentro do
célculo do termo CFJ, ver por exemplo, [96]. Também, é claro que sob a substitui¢ao
P, — %g"‘pp2, paraou D =4 ou D = 4+ 2¢, com € — 0, a divergéncia logaritmica
desaparece, e a integral verifica-se ser finita, mas indeterminada para essas duas

escolhas de D, assim como ocorre, por exemplo, em [96]. Portanto, o resultado
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¢ finito e ambiguo fornecendo HZL1V2|0 = 30%;14_[) " b, ky, com C sendo um
numero dependente da regularizacao rendendo 1 para D =4 e 0 for D = 4 + 2e.

O proximo passo no calculo em temperatura finita é a introducao das frequéncias
de Matsubara, seguida pela extracao da estrutura tensorial nao-covariante, a qual
executamos na préxima secao, e, como veremos, o resultado representa a nao-

analiticidade.

5.3 Nao-analiticidade do termo CFJ

Vamos, agora, generalizar nossos resultados para temperatura finita. Para imple-
mentar os efeitos de temperatura finita, uma vez executado a rotagao de Wick, divi-
dimos o momento interno p em suas componentes espaciais e temporais. Para isto,
devemos executar as seguintes substituicoes: g — —dH, ie., p* — —IVphpY =

—p?, b®> = —b?, p-b— —p- b, e assim por diante, bem como

dPp d'p dpo
4—-D 3—d .
T = T =ty = (5.13)

e p* — p' + pout, a fim de separar nossas variaveis de integracao, com p* = (0, p),

u* = (1,0,0,0), sendo um vetor tipo-tempo, e d = D—1. Em adigao, vamos assumir,
a partir de agora, que o sistema esta em equilibrio térmico com uma temperatura
T = 7', de modo que as condigoes de contorno antiperiédicas (periédicas) para

(ko = %), onde

férmions (bésons) conduzem a valores discretos de py = (2n + 1) 3

s
B

n (respectivamente [) é um inteiro. Dessa forma, a substitui¢ao da integrac¢ao sobre
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po pela soma sobre n em (5.12), pela regra fdz%f — %Z, nos da

2 ,uwi)\b k
uw Gie o € A
Hb12|odd Z/ 1+ m) (2 + m2) (5.14)

3 d Z/ p pugyﬁkpbnk)\pp —D EMM\pbnk)\pp _ (p : k)e'uun)\bmp)\ .
(p? +m2)?(pt +m?)

A seguir, usando a decomposicao p* = pt + pou”, a fim de extrair a estrutura

tensorial independente do momento interno, chegamos em

HZLI?I = 6iep> M b, k\ Sy + Sie? e
X [(5““6”“”@&5}? — §a”e““)‘pbﬁk>\5§ — /;ae“””’\bﬂéf) S903
+ V”’\pb,ﬂk’xup — u”e”“)‘pb,{k,\up — k:oeW“’\b,iu)\) Ss

(0 e, — 67Ny, — B2 b ) Sia

+ (€ b ka0 — u” e Nb,kn0S — ke b,.0%) Sial (5.15)

onde

dd* 1
S1= 52/ Y e (5.16a)

papﬁ

Sap = BZ/ T T (5.16D)
po

=5 Z/ T PG ) (5169
pOpa

Sta = EZ/ Ty 7 (5.16d)

Por analise da Eq. (5.15), vemos que ela envolve o termo CFJ covariante proporcional

a S presente em temperatura zero, bem como estruturas nao-covariantes que surgem
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apenas em temperatura finita.

A rotina que empregaremos na avalicao destes coeficientes diferencia-se da-
quelas ja presentes na literatura. Vamos primeiro executar as somas e tomar os
limites estatico (ko = 0,k — 0) e de longo comprimento de onda (kg — 0,k = 0)
com respeito ao momento externo, em cada uma das equagoes (5.16), e entao fi-
nalmente avaliamos as integrais espaciais. Para isto, introduzimos novas variaveis,

a saber, w, = \/Pi +m?, w, = /PP +m?, &, = /B;fl, & = %, el = g—:f Por

simplicidade, também definimos G' = &2 + (I + i&p,)* e G = &2 4 (1 — i, ). Assim,

apos a soma os coeficientes (5.16) tomam a seguinte forma

3 dd—»
5= (5) [ G & tnhinen) 0+ € - )
—i—fp_l tanh(w&,)(1* — 513 + 551)] , (5.17a)
5 dd—; _»a —
Soap = (%) / (Qﬂ];d TeTARE (5.17b)
_ BN [ dp
53—81 — (g) / (27]')‘146712@2{“.}’ (517C)

onde

{--}={&  tanh(n&,) [(I° - 3¢, + &,)GG + 8P (1P + & + &,))]

+¢,, tanh(n&,, ) (G* + G?) + m&, *sech?(n&,) (€2 — €5 — I)GG} (5.18)

A partir da Eq. (5.16d), podemos ver que o integrando no coeficiente Sy, é impar
com respeito ao momento externo (ko, k). Assim, se escolhermos ko = 0 (I = 0),

temos Syq (ko = 0, IZ) = 0, uma vez que Sy é proporcional a [. Alternativamente,

se escolhermos k£ = 0, ele rende um resultado nulo, uma vez que o integrando é

Instituto de Fisica - UFAL



5 Nao-analiticidade do termo CFJ 98

uma funcao fmpar do momento interno. Assim, nao hé nao-analiticidade nesta
contribuicao.

Continuando com nossa analise, para o limite estatico, temos

., 3 d =
Si(ko =0,k —0)= <%) / %é[mh(@) — méysech? (&), (5.19a)
. 5 d= = =
Sos(kio = 0, — 0) = (%) / (;lﬂfid?%—?g [3tanh(r&,) — 3m&,sech?(nE,)
—27r2§,§sech2(7rfp)tanh(ﬂfp)} : (5.19Db)
- 5 5 d= 2
53(]{70 =0, k — 0) :Sl<l{70 =0, k — 0) — (%) / (s’ﬂ'};d 1:25 (519(3)

x [3tanh(w§,) — 3m&,sech?(w&,) — 2m°Elsech® (7, ) tanh(7,)] -

Alternativamente, no limite de longo comprimento de onda, obtemos

o 3 d =
Sy (ko — 0,k = 0) = (%) / (;if;d tanilégfp)7 (5.20a)
4
B 5 dd—» —»a—»
Soas(ko — 0,k = 0) = <%) / (2—7&% [3tanh(w&,) — m&,sech?(7E,)] ,(5.20D)
'4
o o B\ [ d

x [3tanh(rw&,) — w&,sech?(w&,)] .

Portanto, como esperado, no regime de temperatura finita, as condigoes (kg =
0,k — 0) e (kg — 0,k = 0) ndo comutam, o que significa que o tensor f[gl”modd ¢ uma
funcao nao-analitica na origem do espago dos momentos, pois nao é bem definida
em (kg = 0,k = 0). E interessante observar que as expressoes (5.2), no limite

estatico, se parecem com a soma daquelas expressoes (5.20), no limite de longo

comprimento de onda, com algum termo aditivo exponencialmente suprimido para
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pequenas temperaturas, i.e., em £ — 00, mas crescente quando a temperatura cresce.

Vamos agora reescrever a Eq. (5.15) em uma forma mais conveniente, usando

9
- — p
PaPp — E((saﬂ - uauﬂ) (521)

no coeficiente Ssqp, a fim de ter uma estrutura tensorial em (5.15) independente do

momento de integracao. O resultado é
T g = €7 [ bkaly + (uhe" M bkau, — u” e b kyu, — ko byuy) L] ,(5.22)

onde temos definido novos coeficientes, dados por

4

[1 = 6“3_d (Sl — EgaﬁSQQB) y (523&)
1

[2 = 8/JJ37d (Sg — EgaﬁSQQB) . (523b)

E interessantes mencionar que a estrutura tensorial de (5.22) permanece a mesma
em ambos limites, estatico e longo comprimento de onda, ao contrario de outros
resultados encontrados na literatura, ver [97]).
Nosso proximo passo € avaliar as integrais espaciais do coeficiente I; e I,
usando coordenadas esféricas em d dimensoes. A integral angular rende o angulo
27Td 2

solido, W/;)’ enquanto que uma mudanga de varidvel na integral radial de |p] para

(= %\/ |p]2 + m? serd executada. Assim, para o primeiro coeficiente, considerando
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o limite estatico, obtemos

. dj2—3 3—d oo 2 ¢2\d/2—1
Li(ko = 0,k — 0) = 3”1 - dPE§72)) /K | dg%sech%g) (5.24)

x {[sinh(27¢) — 2m(][(d — 3)¢* + 3€%] + 4n* (¢ — &) tanh(7() }

que ¢ identicamente nulo em dimensoes arbitrarias. Alternativamente, na ordem

inversa dos limites, obtemos

I (ko — 0, = 0) = 3rd/2-3(By,)3—d /oo w
\

16d0(d/2)  Jj¢ &=

x {sinh(2m¢)[(d — 3)¢* + 387 + 2m((¢* — €%)},  (5.25)

sech?(7()

que ¢ identicamente zero em dimensoes arbitrarias. Portanto, o termo covariante
de (5.22) desaparece para ambos os limites.

Para o coeficiente I, do termo nao-covariante, seguimos do mesmo modo.
Entao, levando em conta as equagoes (5.190) e (5.19¢), na primeira condigao (kg =

0, k— 0), obtemos

7Td/2—3(ﬁlu)3—d o0 dg(cz _ 52)d/2—1
16dI'(d/2) €] &

X [(d = 3)¢* 4 3¢ + 4m*C?[(d + 1)¢* — €] tanh(n() } . (5.26)

I(kg =0,k — 0)= sech?(7¢) {[sinh(27¢) — 2]

Usando a expressao (5.24), podemos escrever este coeficiente como

7Tol/2—1 (BM)B—d

b(ko:0,15—>0):§11(k0:0,l§—>0)+ 02 (5.27)
X /OO d¢(¢? — €2)Y* Lsech?(n¢) tanh(m().
4
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Note que o primeiro termo da equacao acima ¢ identicamente nulo, ao passo que
a integral no segundo termo é convergente, nao nula, e livre de ambiguidades na

vizinhanca de d = 3. Assim, para d = 3, temos

/ h d¢(¢? — €2)%sech? (7¢) tanh(7¢)
€|

F(€). (5.28)

1
2

No limite oposto, (kg — 0,k = 0), devemos usar as equacdes (5.20b) e (5.20¢),

de modo que, depois de algumas mudancas de variaveis, obtemos

sech?(7() (5.29)

It 0. F =)= T O [ (ST
|

16d0(d/2)  Jie d ¢4

x {sinh(27¢)[(d — 3)¢* + 3% + 2m¢[(d + 1)¢* — €]} .
Podemos também reescrever este coeficiente do seguinte modo:

. 1 . d/2—2 3—d poo 2 ¢2\d/2—1
IQ(kO—>O,k‘:0):§]1(k‘0—>0,k:0)+w/ wSGChQ(TFC),
|

8I'(d/2) €| d ¢

(5.30)

onde temos usado o coeficiente (5.35). Como antes, o primeiro termo é identicamente

nulo e o segundo termo é convergente, assim, apos ajustar d = 3, obtemos

I(ko — 0,k =0) = % /: d(%secb%w{)
- %G(g). (5.31)

Portanto, o termo de CFJ induzido no regime de temperatura finita toma a
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forma

i Ty
b12|odd + Hb21|odd

= 2’ L, (u'e”" Mbokyu, — u’ e b kyu, — ke bouy )

= —2ie’ e bk, (5.32)

Como temos observado, ha diferentes limites de I, os quais sao descritos nas
Equagoes (5.28) e (5.31). Em adigao, a agao CFJ resultante descrita pelo termo

b, linear de (5.6) é escrita como

2

Scry = %]2/d4$ bieM Ay F . (5.33)

Como esperado, a acao CFJ é invariante por transformacoes de calibre, por trans-
formagoes de Lorentz e é nao-analitica em temperatura finita. Além disso, uma vez
que a componete temporal de b, estd ausente na estrutura tensorial, temos apenas
violacao da reversao temporal, referente a quebra da simetria CPT.

Os comportamentos de F'(§) e G(§) estao numericamente plotados na Fig. 5.1.

Observamos que em temperatura zero ¢ infinita, os limites coincidem, i.e., II}"” re-

Figura 5.1: Gréafico das fungoes F'(§) e G(€).
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cupera a analiticidade. Quando T — 0 (§ — o0), podemos facilmente ver que
(5.28) e (5.31) desaparecem. Por outro lado, quando 7" — oo (£ — 0), ambos
Iy(ky =0, k— 0) and I5(ko — 0, k= 0) aproximam-se de #, que esta em acordo
com o resultado encontrado em [34, 59|, quando, alternativamente, m — 0. De
fato, o resultado do limite estético (5.28) coincide com aquele apresentado em [34],
contudo, o resultado do limite de longo comprimento de onda (5.31) nao tinha ainda
sido obtido.

Agora, vamos reavaliar o coeficiente do termo CFJ a partir de uma consi-
deracao cinematica. Realmente, além de uma escala de energia, a relacao de dis-
persao para férmions em uma campo vetorial axial externo esta completamente fora
do cone de luz, conduzindo a violagao da causalidade. Tais férmions interagindo
com fotons verificam-se serem intaveis e, por isso, decaem em um férmion de mesma
helicidade e em um par de eletron-pdsitron com helicidades opostas. Este fato in-
troduz um limite superior (majorante) sobre o espa¢o dos momentos, calculado em
[35, 98] como A, = % Além disso, uma vez que a quantizacao desta teoria pode

ser executada em um modo consistente apenas para um quadrivetor tipo-tempo b,

vamos considerar um quadrivetor b, = (by,0,0,0) = bou,, com by > 0 a partir da

T 0 = 1€° Do M uckrly, (5.34)
onde o0 mesmo coeﬁciente,
3—d 4 af
Il = 6/,L Sl — Eg Sgag . (535)
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Pelo mesmo procedimento, onde introduzimos o cut-off, n = % A2 +m?

o d/2-3 3—d pinl 2 _ ¢2Vd/2—-1

x {[sinh(2m¢) — 2m¢][(d — 3)¢% + 3¢7]

+4m2C3 (¢ - €%) tanh(w{)} , (5.36)

apos a integracao,

(1 — €2)*? (tanh(mn) — mysech?(mn))

Li(ky =0,k —0)=

Am2p?
tanh(7mn) — 7y sech?(7n)
A 12 (5.37)
1
= -H
2 (n)7
onde fazemos a aproximacao n? — £2 = (ﬂ2ﬁ°)2 ~ n?, pois A, >> m. Inversamente,

na ordem inversa dos limites, obtemos

Li(ky — 0,k = 0)= sech?(7()

3ﬂ_d/2—3(5’u)3—d [ (C2 _ fz)d/Q—l
16d0(d/2) /a a6 g

x {sinh(27¢)[(d — 3)¢* + 3¢ + 2m¢(¢* — €}, (5.38)

apos a integracao,

(o =€) tanh ()
A3
tanh(7n)
4m?

J(n).

Li(ky — 0,k =0)=

Q

(5.39)
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Os comportamentos H(n) e J(n) estdo numericamente plotados na Fig. (5.2).

0.05

S
=

0.04 ’

0.02

0.01

0.5 1.0 15

Figura 5.2: Gréfico das fungoes H(n) e J(n).

Como antes, nos extremos os limites coincidem e I} recupera a analiticidade.

Quando 7' — oo (n — 0), podemos facilmente ver que (5.37) and (5.39) desaparece.

1

7, que estd em

Por outro lado, quando 7" — 0 (n — o0), I;(k, = 0) aproxima-se de
acordo com o resultado apresentado na literatura com o resultado encontrado em
[34, 59], quando, alternativamente, m — 0. De fato, o resultado do limite estatico

(5.28) concorda com aquele apresentado na literatura [34], contudo, o resultado do

limite de longo comprimento de onda (5.31) nao tinha ainda sido executado.
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Capitulo 6

Energia Livre do Modelo

Bumblebee

Neste capitulo, investigamos a teoria dinamicamente induzida nos capitulos
anteriores, i.e., a eletrodinamica de bumblebee, com respeito ao conteudo de ener-
gia livre desta. Focamos nos efeitos de violagao sobre o setor bosonico induzido.
Realizamos nosso estudo obtendo inicialmente o propagador livre da teoria, o qual
¢ semelhante ao da QED sem violagao e num gauge nao linear, a seguir calcula-
mos a energia livre em ordem de 1-loop, constatando um resultado nao nulo, porém
livre dos efeitos de violagao. Este resultado é a seguir discutido embassado em ou-
tros artigos que tratam da equivaléncia entre a eletrodinamica de bumblebee e a

eletrodinamica do modelo padrao da fisica de particulas num gauge nao linear.
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6.1 Introducao

Como é conhecido, a energia livre fornece informacoes importantes sobre
diferentes questoes fisicas, indo do comportamento de plasmas ultra-quentes no in-
terior de estrelas [99, 100] a Nucleosintese do Big Bang (NBB) [45, 47, 49, 50].
Por exemplo, as corregoes obtidas com a eletrodinamica quantica padrao para a
equacao de estado de um plasma em temperatura finita, quando aplicadas as areas de
fisica solar e cosmologias [48], auxiliam na construc¢ao de melhores modelos tedrico-
computacionais, como também, quando comparado com os dados oriundos de ob-
servagoes astronomicas permitem o refinamento das taxas de elementos presentes
no ntucleo do Sol. Além disso, consideracoes feitas com base no minimo da ener-
gia livre da matéria hadronica permitem a determinacao e o estudo de suas fases
mais estaveis em condigoes extremas de pressao e temperatura, como por exemplo,
a formacao de condensados quirais em colisoes de quarks e glions [45].

Nesse contexto, alguns aspectos das correcoes para a energia livre da eletro-
dinamica quantica com violagao da simetria de Lorentz e sem violagao da simetria
CPT sao apresentados na Ref. [46]. Os resultados obtidos em ordem de 1-lago e
de 2-lacos, i.e., até ordem e? na constante de acoplamento, diferenciam-se daqueles
obtidos na eletrodinamica quantica padrao, i.e., sem violacao, apenas por um fator
constante multiplicativo, o qual parametriza a violacao. Estes resultados sao utili-
zados para estimar um valor limite para o parametro de violagao, baseando-se na
estimativa pré-existente da NBB sobre a abundancia do Hélio primordial.

Nosso objetivo neste capitulo, ¢ investigar a teoria dinamicamente indu-

zida nos capitulos anteriores, i.e., a eletrodinamica de bumblebee, com respeito
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6 O propagador livre do Modelo de Bumblebee 108

ao conteudo de energia livre desta. Focamos nos efeitos de violagao sobre o setor
bosonico induzido, de modo que, nosso estudo é o primeiro a ser realizado com
violagao das simetrias de Lorentz e de CPT. Realizamos nosso estudo obtendo ini-
cialmente o propagador livre da teoria, o qual é semelhante ao da eletrodinamica
padrao num calibre axial nao linear, a seguir calculamos a energia livre em ordem
de 1-loop, constatando um resultado nao nulo, porém livre dos efeitos de violagao.
Este resultado é a seguir discutido embassado na Ref. [51] que trata da equivaléncia
entre a eletrodinamica de bumblebee e a eletrodinamica quantica do modelo padrao

da fisica de particulas num calibre nao linear.

6.2 O propagador livre do Modelo de Bumblebee

Iniciamos apresentando a lagrangiana para o setor bosonico da eletrodinamica
de bumblebee (2.2) com o acoplamento quiral com o campo fermionico, a qual foi

induzida no capitulo 2, dada por,

1 A
Ly = —=-F,F"™ —B,J¢— 0 (B.B" +1?)°,

: (6.1)

onde J£ = el)y*ys51) é a corrente quiral. Um minimo local V = 0 para o potencial
quadrético é atingido em B,B* = Fb?, de modo que o campo de bumblebee B,
adquire um v.e.v nao nulo (B,) = b,, respectivamente tipo-espago ou tipo-tempo
bbb = Fb2.

Quando o campo vetorial B,, é permitido flutuar ao redor deste v.e.v. b,
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(vécuo), i.e.,
B, — by + By, (6.2)

entao, a lagrangiana (6.1) pode ser reescrita, conforme L — L B,

A
Lo = — 3Bl — BTt = Bt — 3 ARV G + 5B BB’ + 48, 5"50) . (6.3)

Um termo massivo surge naturalmente conduzindo a matrix massa m,, = 2Ab,b,.
Para estudar a energia livre em temperatura finita neste modelo, devemos
desligar as interacoes (vértices trilinear, quadrilinear e também a corrente J5,) e ro-

tacionar o tempo para valores imaginérios, segundo a rotagao de Wick (1 = it, g"* —

__5uy)a

Lo = — 3Bl AW B
= BBt G — AR,
S Buon( ) (~B1) = Ao by () (=5,)
= BB — MDD,

£l (6.4)

free
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Da mesma forma, para a acao no espaco euclidiano,

B
St = / dr / &z L
0

g 1
— 4 3 -
- Z\/(; dr / d’x <4/8[LV/8,U,V + )\B,ub,uﬁuby)

;B
- ! /0 ir / B (0,8,048 — DuBoh B+ 208, buBubs) . (6.5)

por meio de uma integracao por partes e considerando que o campo desaparece no

infinito,
StEwt) L Bd & 8, 0% — 9,0, — 27\b,,b 6.6
free - _50 T xﬂ”(lﬂ/ - Yutv HV)JB,U» ()
Dl )
iBQ d3p o =\ Ok [ =
= _TZ/Wﬁnu(p)ﬁny(p)\(_é‘uu(pg+w721)+pupl/_2)\bubl/)‘

Dy (pib)

O inverso do operador D;l,l (p,b) é o propagador para o campo de bumblebee (,,,

(=0,p® + pupy + 22bub,) Dyo(p,b) = —i6 0. (6.7)

Vamos resolver esta equagao através do método tensorial, assumindo que o propa-

gador D,, tem a seguinte forma,

Dua(p> b) = Aaua + sz/pa + Cpuba + Dbz/pa + Ebubm (68)
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assim,

D,y (p,b)Dye(p,b) = A (=600 + pupo — 2Xbubs)
+B [(=p*pups + P*pupe) — 2X(p - 0)bups
+C [(=p*pubs + P*Pubs) — 2A(p - b)b,bs |
+D [—p*bupo + (9 B)pups — 22b%b,p, ]

+E [_pruba + (p - b)pubs — 2)‘b2bubff} = 0. (6.9)

Considerando a mesma estrutura tensorial, obtemos os coeficientes: A = —#, B =

. p2422b2
P 2 o R o R

— i e ¥ = 0. Portanto, o propagador é idéntico no espaco

P2 (pb)

euclidiano e de Minkowski,

—i pub, +bup, PP+ 200
Mg — "y 6.10
p? + i€ In (p-b) 2\(p - b)2p“p (6.10)

Dp,z/(p; b) =

Este propagador tem um polo fisico em p? = 0, que representa um excitacao sem
massa (modo transverso), tratado conforme a prescrigao-ie de Feynman, mas apre-
senta também um pdlo nao fisico duplo em p - b = 0 induzido pelo vetor de violagao
b, e que estd associado a uma excitagdo massiva (modo longitudinal). Este pdlo
pode ser tratado mediante a prescrigdo do Valor Principal (PV).

A seguir, vamos avaliar a contribuicao em um-loop para a energia livre em

temperatura finita.

6.3 Contribuicao em um-loop para a energia livre
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6 Contribuicao em um-loop para a energia livre 112

Devemos avaliar a integral funcional sobre (3, da exponencial da agao no

tempo imagindario e espago (¥, 1) ,

Z = /D,BM Exp<——/ dT/d3fL’ B,D )

= (Det D))", (6.11)

passando para o espaco (p,wy),

5
AN

1 _
= —Eln (Det D)

1 —
- —ETr In [2/\ﬂ8(w2 + p%)*(wnbo + 7 - b)Q}

1 1 ,
= —5TrIn [+ 7% - 5T In [2)\ﬂ4(wnb0—|— pﬂb)ﬂ

= —TrIn [f*(wi+p")]—Tr In [@ﬁQ(wnbo +p- E)] . (6.12)

onde, w, = 2”7", n€Zand Tr = %Zn 1l —(gil)’g

Para o primeiro termo em (6.11), usamos

— _% /(g Z In 27m ﬂ2w2}, (6.13)

assim,

0A d3p Bw
w - / P 2 G+ P

= -V /(;i]; coth (52“’) (6.14)
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6 Contribuicao em um-loop para a energia livre 113

Vamos usar também,

et 4+ e % e* 4+ 1 2
coth(z) = e =1+ T
d
= 1+4+2np(2z) =1+ d—ln (1—e2), (6.15)
T

onde, np(x) é a funcdo de distribuigdo bosonica, dessa forma segue-se que,

0A d3p
T = V[ e (6.16)
e
g 2 .
A = —V/(2—7Tp)3{w+gln(l—e’3)1. (6.17)
Para o segundo termo em (6.11), usamos
3
B = —% / (;lT’;g ; In [\/ﬁboﬁ(zm)Jr\/ﬁﬁ?w) : (6.18)
assim,

0’B B d®p 1
ez = VP / (27)3 ;(27m)2b0—|— Bw

Vg d? 6]
= W /(27:;36802 <2—Z;), (6.19)
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6 Contribuicao em um-loop para a energia livre 114

Integrando uma vez,

o / T cot? pw

oo 2 ) P 2b,
4 d®p 5 ((1Bw
= _2_[)0 /(277)3C0th (2—60)

-y /k£${1+%m(%%>y (6.20)

Assim,

A% d*p 2bo -
b=, (%pP+w“@‘e°ﬂ
dp [iw 1 —be
-V [l 0] o2

Portanto, a contribuicao em um-loop para a energia livre toma a forma,

P() = Bivln Z
d? 2
- [y {mesma-em

1lig-b 2 0
—|—§[ b —i—Eln(l—e 0)]} (6.22)

Em adigao, vamos agora usar variaveis angulares e considerar, sem perda de

generalidade, que b= blg, ie, p- b= rbcost, entao

Bp i b ib >0 1
—_— = — drr® d [ 0
:>/(27r)3 b (27T)2bo/o rr /1 (cosB)cos
0,

(6.23)
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por outro lado,

d3p 2 _iﬂﬁ'g ]_ 1 o0 2 _iﬁrbCOSB
= /Wﬁln (1 — € bo ) = m/_l d<6089)/0 drr* In (1 — € bo )

b} /1 d(cos@)
908463 J_, cos30

- 0 (6.24)

Dessa forma, nao ha contribuicao para a energia livre dependente do vetor de vi-

olagao b,, na ordem de um-loop.

Y G 2) (1 _ -0
Py = /(ng {|ﬁ1+51 (1 ) (6.25)

A parte de temperatura zero (independente da temperatura) pode ser absorvida
pela renormalizacao da energia do vacuo.

O resultado obtido (6.25) é reforgado pelos artigos que tratam das simila-
ridades entre teorias com violacao espontanea da simetria de Lorentz e teorias de
calibre em gauges nao lineares. A Ref. [51] discute esta equivaléncia nos niveis
classico e quantico, considerando a eletrodinamica de bumblebee e a eletrodinamica
do modelo padrao da fisica de particulas, enquanto que, o nosso resultado (6.25) é
semelhante aquele obtido para o campo eletromagnético, i.e., o campo de calibre da
eletrodinamica padrao [45].

Por fim, é interessante perceber que o modelo tedrico induzido nesta tese, o
modelo de bumblebee, compartilha caracteristicas com uma das mais bem sucedidas

teorias quanticas de campos, a eletrodinamica quantica.
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Capitulo 7

Consideracoes finais e perspectivas

Nesta tese, tratamos sobre um assunto bastante estudado na literatura, a
violacao das simetrias de Lorentz e CPT na eletrodinamica quéntica, contudo, sob
um enfoque diferente. Apresentamos o mecanismo de sua geragao, as caracteristicas
principais desse processo e sua utilidade na descricao de sistemas da matéria con-
densada, especificamente, os semimetais de Weyl.

No capitulo 1 desta tese, mostramos que em alguns modelos que incluem uma
descricao quantica da gravitacao, como a teoria de cordas, os efeitos de violagao da
simetria de Lorentz surgem naturalmente. Assim, a compreensao da fisica na escala
de Planck é a motivagao primeira para estudar esse processo em baixas energias.
Fora desse contexto, a violagao da simetria de Lorentz também é empregada para
estudar sistemas em matéria condensada, como sendo uma propriedade intrinsica ao
sistema e nao induzida por campos fundamentais. No corpo restante do capitulo,
lancamos também algumas informagoes introdutoérias, a fim de permitir ao leitor

uma visao global desta tese e dos seus objetivos.

116



117

No capitulo 2 dissertamos sobre o mecanismo principal por meio do qual o
fenomeno de violacao das simetrias de Lorentz e CPT ganha existéncia, i.e., a quebra
dinamica de simetria, a partir dos mecanismos de Higgs e de Coleman-Weinberg.
Consideramos o modelo Thirring quiral 4D apresentado na Ref. [16], contudo para
férmions sem massa, o qual ¢é inicialmente puramente férmionico e Lorentz invariante
e mostramos a existéncia de um vacuo nao trivial cujo valor esperado traz a tona a
violagao (mecanismo de Higgs), e a seguir considerando as corre¢oes quanticas nesse
modelo induzimos a eletrodinamica quantica Bumblebee com um termo CFJ, na qual
os fétons emergem como bésons de Goldstone (mecanismo de Coleman-Weinberg).

Uma atencao especial foi dada ao termo CFJ nos capitulos 3, 4 e 5 visualisando-
0 como corre¢ao quantica para o setor bosonico induzida no setor fermionico. Vale
lembrar que, além do resultado encontrado, alguns métodos empregados também
constituem numa novidade.

No capitulo 3, o resultado obtido utilizando férmions sem massa estd em
acordo com aquele obtido no contexto de matéria condensada para a condutividade
dos semimetais de Weyl. Nossos resultados mostraram que a inducao do termo
CFJ quando realizada na presenca de férmions sem massa e no contexto de teoria
quantica de campos possui coeficiente igual aquele obtido no contexto de matéria
condensada. Isto foi possivel ao realizarmos o cédlculo do trago de matrizes de Dirac
com a matriz s, utilizando a prescricao 't Hooft-Veltman.

No capitulo 4, reinvestigamos a geragao radiativa do termo CFJ considerando
dessa vez o acoplamento de férmions com o campo gravitacional. Nosso resultado,
i.e., o termo CFJ gravitacional, foi identificando com uma contribuicao extra para

a condutividade dos semimetais, sendo exclusivamente dependente da temperatura
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e originada na anomalia axial gravitacional.

Nas andlises anteriores nao consideramos a nao analiticidade manifestada na
inducao em temperatura finita, uma vez que, esta nocao esta relacionada com a
massa dos férmions. Assim, no capitulo 5 decidimos realizar esta andlise. Discu-
timos o comportamento nao analitico do coeficiente do termo CFJ, bem como, a
modificacao sofrida por sua estrutura topoldgica devido a influéncia da tempera-
tura. Para isso, demonstramos que os limites estético (kg = 0, k— 0) e o limite de
grande comprimento de onda (kg — 0, k= 0) ndo comutam. Mostramos também a
ambiguidade existénte por trés métodos de regularizagao diferentes.

Por fim, um apanhado geral sobre a teoria bosonica dinamicamente indu-
zida foi realizado no capitulo 6. Investigamos a eletrodinamica de bumblebee, com
respeito ao contetdo de energia livre desta. Constatamos um resultado nao nulo,
porém livre dos efeitos de violagao. Este resultado é interessante, pois reforca os
trabalhos que tratam da equivaléncia entre a eletrodinamica de bumblebee e a EDQ
do modelo padrao da fisica de particulas num gauge nao linear.

As perspectivas deste trabalhos sao as seguintes. No contexto do capitulo 2,
realizar o cédlculo das fungoes de dois, trés e quatro pontos em temperatura finita,
com isso, esperamos mostrar que acima de uma temperatura especifica, as correcoes
quanticas sejam suprimidas pelos efeitos térmico de tal forma que modelo de bum-
blebee colapse, i.e., se desfaca. Ainda neste contexto, discutir a possibilidade de
geracao de um modelo bumblebee para um campo tensorial, o qual podera ser des-
crito pelo seu acoplamento com o campo gravitacional. Com relacao ao capitulo 4,
efetuar de fato a conexao dos resultados obtidos com a possibilidade de deteccao

da anomalia gravitacional, com contexto dos semimetais de Weyl. Por fim, para o
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capitulo 6, obter a correcao para a energia livre em ordem de dois lagos.
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Capitulo 8

Anomalia Axial

A ambiguidade na geracao do termo de Chern-Simons nao é um consequéncia
inerente das teorias com violacao de simetria de Lorentz, mas sim um fato recorrente
em teoria quantica de campos. Antes de falarmos exatamente sobre o termo de
Chern-Simons, vamos inicialmente discutir o célculo do gréfico do triangulo (da
anomalia axial), no qual iremos observar que os seus resultados se apresentam finitos,
porém indeterminados [25].

O gréafico de Feynman do triangulo de loop fermionico, com massa, em 341

dimensoes, com vértices vetorial axial, vetorial e vetorial pode ser escrito como

T (p1, p2) = 11" (p1, p2) + T8 (p1, p2), onde

T (py py) = _tr/ (gwlyl ; _1 — 7 ;_ o ﬁl — (8.1)

e 13" (p1,p2) = T7"“(p2, p1), com ¢ = p1 + pa. Os momentos vetoriais sao pf e ph,

a0 passo que o momento vetorial axial é ¢*.
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A fim de verificarmos a identidade de Ward axial, ou seja, se

QaT“ya(pbpz) = 2mTuV(p17p2)7 (8-2)

onde T" (p1,p2) = T (p1, p2) + 15" (p1, p2), com

) =t [ e T

e T8 (p1,p2) = T7"(pa, p1), ou melhor, se ¢, T"*(p1,p2) = 0, para m = 0, inicial-
mente usamos a identidade ¢ys = ~5(/ — ¢ —m)+ (] —m)ys +2m~s. Assim, obtemos

que g T (p1, p2) = 2mT" (p1, p2) + R + Ry, onde

w_ o [ 1 L1 .1 L1 }
Rl _t/<27r)4 [l_p2_mfy5fyl_g_m7 l_mf)/SrYl_pl_m’Y]

w_ d*l 1 L1 , 1 L1 ,
RQ =t /(27T)4 [l_pl_m’y5’y l_g_m7 l_m’757 l_p2_m'7]a

(8.5)
no qual, facilmente, também observamos que Rb”(p1,p2) = Ry (p2, p1).
Observe que ao considerarmos os deslocamentos
[l —=1l+pyel—1+p, (8.6)

nos primeiros termos das equagoes (8.4) e (8.5), trivialmente obtemos R} = 0 =

RY”. Desse modo, a identidade de Ward axial é satisfeita, ou seja, g, T"*(p1, p2) =
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2miT* (pl s pg) .

Contudo, como as integrais em (8.4) e (8.5) s@o linearmente divergentes,
podemos ter também R” e RY” # 0, quando consideramos deslocamentos diferentes
daqueles que em (8.6). Para observarmos isso, vamos considerar o exemplo genérico,
no qual um deslocamento a, ¢ realizado apenas no primeiro termo do integrando

abaixo:

A = [ Gt o - )

- / %[a“@ f(1) +a*a”9,0,f (1) +---]. (8.7)

Desde que a integral acima seja linearmente divergente, i.e., f(£00) # 0e 0, f(£o0) =
0,0, f(£00) = --- =0, apenas o primeiro termo sobrevive. Assim, A(a) pode gerar
um termo de superficie nao nulo, dado por

25>

Ala) = W&“ llggo L), (8.8)

no qual usamos o teorema de Gauss e coordenadas esféricas em 3 + 1 dimensoes.
Para maiores detalhes sobre os calculos, veja o livro-texto [44], se¢ao 4.3.
Retornando agora para as expressoes (8.4) e (8.5), que podem ser reescritas

na forma de termos de superficie do tipo (8.7), ou seja,

R = [ i) - 500 89)
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N
Ry = [ Gilf=m) = 10 (8.10)

ao considerarmos o deslocamento a* = —p} em (8.8), obtemos um resultado nao

nulo para R{”, dado por

) 2im? , (7 +m)ysy’ (] = p, +m)y"
R = 4(—p2)/\ lim [,/ tr—— 5 pg 5
(2m) I—00 (12 —=m2)[(l — p1)? — m?
= 2_7T2€ﬁvaup1p2 liglo 2
1 (6%
= —@Euuaﬁplpg- (8.11)
Alternativamente, para o deslocamento a* = —p}, obtemos o mesmo resultado, tal

que RYY(p1,p2) = RY”(p1,p2). Assim, desta vez a identidade de Ward axial nao é

satisfeita, pois temos

ra v 1 (0%
g T (p1, p2) = 2mT"" (p1, p2) — @Guuaﬁplpg : (8.12)

Note, contudo, que nao foi necessério efetuar deslocamentos da variavel de integragao
em nenhum momento deste célculo, pois as expressoes R}” e R5” ja se apresentavam
na forma de termos de superficie, como observado em (8.9) e (8.10).

Vamos retornar ao gréfico (8.1) e considerar o deslocamento arbitrario

I =1+ ap + (a— B)ps, (8.13)
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tal que para o termo de superficie, temos

Aﬁwa(a’) = Tiwja(plap% CL) - T{“/a(plap2)

_ —tr/ d4l 1 N 1 ) 1 .
d*l 1 1 1
thr/ ’ ’ L, 8.14
el —m PT=g—m' T=p—m (8.14)
ou melhor,
Af"(a) = - 2 lim l,\l2tr(l +m)y* (] — g+ m)y (] —p, +m)
1 (2m)* s @ —=m2 [l —q)2—m2[(l = p1)? — m?]
1 lAlﬂ
= 27_[_2 eﬁyaua)\ lim Z_Q
1

= —gmest (8.15)

Para o tensor A5”%(a), seguimos o mapeamento p; — ps € p — v, tal que obtemos

va s
Ak <a> = _@euuaﬂ (plf - pg) (816)
Portanto, levando em conta a expressao geral

T (p1, p2, a) = TH(p1, p2) + A" (a), (8.17)

para quaisquer deslocamentos, para a identidade de Ward axial, obtemos que

1—
Be“”o‘ﬂplapgg. (8.18)

GaT""(p1, P2, a) = 2mT™ (p1, p2) — —
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Seguindo os mesmo passos, para a identidade de Ward vetorial, encontramos

1+5 vafy

P T (p1, P2, a) = ——-€" " Prapay. (8.19)
A7

Entao, nos resultados acima, por exemplo, ao fixarmos que a identidade de Ward

vetorial deva ser satisfeita, 5 = —1, tal que p;, T**(p1,p2) =0 e

Vo vV 1 (67
0T (p1, po, @) = 2mTH (1, pa) — Tﬂeuvaﬁplpg ' (8.20)

Portanto, temos aqui um exemplo no qual as correcoes radiativas sao finitas, porém
indeterminadas, contudo, elas podem ser fixadas pelo experimento.

Podemos facilmente reescrever o gréfico TH*(py, p2) em termos do tensor de
polarizacao II}" (p), Eq. (5.10) do capitulo 5, ao considerarmos p; — p e ps — —p,
tal que II}Y (p) = b, T""“(p, —p). Dessa forma, a expressao (8.17) pode ser reescrita
como

v 174 ﬁ ro
1" (p,a) = 157 (p) = 5" Fbaps- (8.21)

Portanto, observamos que, trivialmente, p,IL" (p,a) = p,II}"(p) = 0, tal que uma
fixacao sobre 3 nao é possivel, caracterizando assim que agora as corregoes quanticas

sao indeterminadas, contudo, elas ndo podem ser fixadas [25].
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