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Resumo

Nesta tese tratamos sobre um assunto bastante estudado na literatura, a vi-

olação das simetrias de Lorentz e de CPT na eletrodinâmica quântica, contudo, sob

um enfoque diferente do usual. Apresentamos o mecanismo de quebra espontânea

de simetria utilizando o modelo Thirring quiral 4D para férmions sem massa, que a

prinćıpio não apresenta violação dessas simetrias, mas que a induz espontaneamente.

Em seguida, através das flutuações quânticas neste modelo puramente fermiônico,

geramos um setor bosônico no qual os fótons emergem como bósons de Goldstone.

O modelo composto pela junção destes dois setores é denominado eletrodinâmica de

bumblebee com o termo de Carrol-Field-Jackiw (CFJ). A partir deste ponto, trata-

mos da indução radiativa do termo CFJ com o objetivo de elucidar algumas questões

presentes na literatura. Realizamos essa indução considerando o acoplamento de

férmions com o campo de calibre e também com o campo gravitacional no cenário

de temperatura finita. Discutimos também a não-analiticidade presente na indução

quando férmions massivos são usados. Por fim, reanalisamos a eletrodinâmica de

bumblebee com respeito ao seu conteúdo de energia livre, onde a relacionamos com

a eletrodinâmica do modelo padrão.

Palavras Chave: Violação de simetria de Lorentz, Quebra dinâmica, Mo-

delo de Bumblebee, Termo de Chern-Simons, Temperatura finita.
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ABSTRACT

In this thesis we deal with a subject very studied in the literature, a violation

of the Lorentz and CPT symmetries in quantum electrodynamics, however, under a

different approach than usual. We present the spontaneous symmetry breaking me-

chanism using the Thirring 4D chiral model for massless fermions, which a principle

does not violate these symmetries but induces spontaneously. Then, through the

quantum fluctuations in this purely fermionic model, we generate a bosonic sector

in which the photons emerge as Goldstone bosons. The joint composite model of

these two sectors is called the Bumblebee electrodynamics with the term Carrol-

Field-Jackiw (CFJ). From this point, we deal with the radiative induction of the

CFJ term with the purpose of elucidating some questions present in the literature.

Finally, we reanalyzed Bumblebee electrodynamics with respect to its free energy

content, where we relate it to the electrodynamics of the standard model.
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Caṕıtulo 1

Introdução

A invariância de Lorentz é uma das simetrias mais bem estabelecidas e testa-

das na f́ısica [1, 2], sendo por isso considerada uma simetria válida no atual estágio

do universo. Por outro lado, é de se esperar que numa escala de altas energias, tal

qual aquela do universo pré-inflacionário1, violações dessa simetria sejam posśıveis

[3], de tal forma que a simetria de Lorentz não corresponderia mais a uma sime-

tria absoluta. Esta possibilidade abre portas para a investigação de teorias efetivas

que contemplem esses efeitos [4], como também para a busca por evidências ex-

perimentais, i.e., efeitos de violações em escalas de energia atualmente acesśıveis

experimentalmente e/ou fenomenologicamente [2, 5, 6]. Tais teorias efetivas seriam

vistas como o limite de baixas energias de teorias fundamentais, por exemplo, de

teorias de cordas, que possuem em seu arcabouço a possibilidade de quebras es-

pontâneas das simetrias de Lorentz e de CPT2, a saber, aquela apresentada por

1É assumido que na escala de Planck os efeitos quânticos da gravidade se manifestam.
2A conexão entre a simetria de Lorentz e a simetria CPT é dada pelo teorema CPT.
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Kostelecký em [7].

Em tais teorias fundamentais a violação dessas simetrias ganha existência

através de um procedimento análogo ao mecanismo de Higgs [8], no qual um campo

escalar que possui dois ou mais estados fundamentais, i.e., vácuo degenerado, se-

leciona espontaneamente um destes estados para ocupar, assumindo nesse estado

um valor esperado no vácuo não-nulo (não-trivial), que contribui como massa para

as part́ıculas do modelo padrão, violando assim alguma simetria pré-existente. Re-

sumidamente, quando ocupa um vácuo não-trivial, o campo ganha um valor es-

perado não-nulo em um processo conhecido como quebra espontânea de simetria.

De modo equivalente, para um campo fundamental que seja vetorial ou tensorial,

e inicialmente invariante por transformações de Lorentz, o decaimento num vácuo

não-trivial implicará num valor esperado não-nulo (também vetorial ou tensorial)

que aponta numa direção fixa do espaço-tempo, quebrando assim espontaneamente

a invariância de Lorentz da teoria [7].

A quebra dinâmica de simetria é a quebra espontânea de simetria obtida por

intermédio de correções quânticas. Esta forma constitui o mecanismo de Coleman-

Weinberg proposto em 1973 e bastante explorado na literatura desde então [9]. Por

exemplo, na Ref. [10], o mecanismo foi empregado como um modo de gerar a eletro-

dinâmica quântica através de correções radiativas, sem invocar a invariância de gauge

local, partindo de uma teoria que inicialmente era apenas fermiônica [11, 12, 13].

Nessa construção, os bósons (fótons) que emergem são resultantes da presença de

um condensado vetorial, o qual corresponde ao valor esperado de uma corrente ve-

torial previamente observada no modelo. Como uma quebra espontânea da simetria

de Lorentz é promovida por esse condensado, a teoria obtida foi posteriormente

Instituto de F́ısica - UFAL
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reinterpretada como um modelo com quebra dinâmica de simetria de Lorentz e

CPT [14, 15]. Recentemente, esta idéia foi estendida para o caso de correntes veto-

riais axiais [16] e para o campo gravitacional [17].

Trataremos desta temática já no caṕıtulo 2 desta tese, considerando como

teoria de partida o modelo de Thirring quiral 4D (um modelo para férmions axiais

auto-interagentes), utilizado na Ref. [16], contudo para férmions sem massa. Esta

possibilidade é interessante pois, embora o Modelo Padrão (MP) não contemple

férmions sem massa, teorias em escalas de altas energias prevêem a existências de

férmions sem massa, como é o caso do fotino (o superparceiro do fóton) presente na

supersimetria. O modelo de Thirring quiral 4D inicialmente não apresenta a violação

das simetrias de Lorentz e CPT, mas a induz dinamicamente pelos mecanismos

acima apresentados. Além disso, como previsto pelo teorema de Goldstone [18],

no processo de quebra espontânea de uma simetria cont́ınua, um campo bosônico

de longo alcance será também criado, i.e., uma excitação não massiva formando

um setor bosônico antes não existente. Discutiremos também os efeitos térmicos

sobre essa quebra dinâmica de simetria, i.e., o processo de restauração espontânea

de simetria, onde calcularemos a temperatura cŕıtica do sistema.

A seguir, ao efetuarmos flutuações em torno do vácuo quântico deste campo,

será induzido dinamicamente o modelo bumblebee [19], acrescido de um termo de

Chern-Simons 4D, aqui chamado de termo Carroll-Field-Jackiw (CFJ) [20], como

uma correção quântica para o recém criado setor bosônico desta teoria.

O modelo bumblebee constitui a teoria de campos mais simples envolvendo

a violação espontânea da simetria de Lorentz e CPT [65]. A lagrangiana da eletro-

Instituto de F́ısica - UFAL
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dinâmica quântica bumblebee utilizada em nosso estudo é dada por

LB = −1

4
FµνF

µν + ψ̄(i∂/−m− eB/γ5)ψ − λ

4

(
BµB

µ − β2
)2
, (1.1)

onde Fµν = ∂µBν − ∂νBµ e λ é um acoplamento positivo adimensional. Este mo-

delo é caracterizado por conter um potencial quadrático suave, o terceiro termo na

Eq. (1.1), cujo mı́nimo não trivial faz surgir um valor esperado no vácuo não nulo e

constante, 〈Bµ〉 = βµ, que conduz à violação da simetria de Lorentz e CPT. De fato,

o termo axial, eψ̄ /Bγ5ψ, presente no setor fermiônico da lagrangiana acima, viola a

simetria CPT quando o campo assume um valor constante, 〈Bµ〉 = βµ.

O termo CFJ é um termo topológico e que também viola as simetrias de

Lorentz e CPT, enquanto que a simetria de calibre é preservada. Para a sua lagran-

giana, podemos escrever

LCFJ =
1

2
(kAF )κεκλµνA

λF µν . (1.2)

A violação de simetria de Lorentz resulta do fato do quadrivetor (kAF )µ ser cons-

tante, quebrando assim as transformações de Lorentz de part́ıcula, enquanto que as

transformações de observador são mantidas, como em todas as teorias que possuem

violação da simetria Lorentz [21]. O termo CFJ (1.2) pode ser gerado dinamicamente

a partir da lagrangiana (1.1), quando o campo bumblebee é deslocado ao redor de

seu valor esperado não trivial (Bµ → Bµ + βµ). Neste processo, o termo axial,

eψ̄ /Bγ5ψ, presente no setor fermiônico dessa lagrangiana, ao ser deslocado contribui

com o termo eψ̄/βγ5ψ, que é o responsável pela geração dinâmica da lagrangiana

CFJ, de modo que (kAF )µ ∝ βµ [22].

Instituto de F́ısica - UFAL
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Tem sido argumentado na literatura [23, 24] que quando são utilizados férmions

sem massa3 na geração radiativa do termo CFJ, neste caso o resultado é finito e li-

vre de ambiguidades, pelo menos em três tipos de cenários de regularização: corte

(cutoff), dimensional e de temperatura [25]. Contudo, recentemente, um novo e dife-

rente resultado foi obtido, usando-se o método da integral de trajetória (método de

Fujikawa) [26] e também pela fórmula de Kubo [27], ambos no contexto da f́ısica da

matéria condensada. A motivação para esses trabalhos recentes [26, 27] origina-se

do fato que certos materiais conhecidos como semimetais de Weyl [28] possuem uma

condutividade que é obtida pela ação do termo CFJ [29]. O objetivo do caṕıtulo 3 é

realizar esta indução levando em conta as regras de ’t Hooft-Veltman para o cálculo

do traço das matrizes de Dirac [30, 31]. No caṕıtulo 3 veremos que, ao utilizarmos

essa prescrição, o resultado encontrado será idêntico àquele no contexto de matéria

condensada e apresentaremos a inconsistência existente quando não é utilizada a

prescrição ’t Hooft-Veltman. Os efeitos térmicos sobre essa indução serão também

avaliados.

Ainda no contexto dos semimetais de Weyl, a ref. [32] mostra a existência

de contribuição extra para a condutividade do semimetal quando é permitida a in-

teração do mesmo com o campo gravitacional. Esta contribuição deve ser puramente

dependente da temperatura e está associada com a anomalia axial gravitacional [33].

No contexto das teorias quânticas de campos, esta anomalia nunca antes observada

na natureza a partir de campos fundamentais seria a responsável pelo decaimento

do ṕıon neutro em dois grávitons. Assim, a conexão entre a anomalia axial gravita-

cional com semimetais de Weyl constitui-se numa maneira de detectar a anomalia

3O caso massivo será visto no caṕıtulo 4.

Instituto de F́ısica - UFAL
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gravitacional experimentalmente, a partir de sua dependência com a temperatura.

No caṕıtulo 4 reinvestigaremos a geração radiativa do termo CFJ considerando dessa

vez o acoplamento de férmions com o campo gravitacional, incluindo efeitos de tem-

peratura.

Para completar o estudo sobre a indução radiativa do termo CFJ, no caṕıtulo

5 estamos interessados em seu comportamento quando férmions massivos são consi-

derados na indução e este sistema f́ısico é colocado em contato com um banho térmico

[34, 35, 36, 37]. Sabe-se que no regime de temperatura finita, a auto-energia é, em

muitos casos, uma função não anaĺıtica do momento externo kµ no limite kµ → 0.

Devido à seleção de um referêncial espećıfico feita pelo banho térmico, a auto-

energia, em geral, depende de k0 e ~k de maneiras diferentes, de modo que o limite

estático (k0 = 0, ~k → 0) e o limite de grande comprimento de onda (k0 → 0, ~k = 0)

nesses casos não comutam [38, 39, 40, 41, 42, 43]. Mostraremos também as dife-

renças existentes quando usamos a regularização dimensional, a regularização de

corte e quando o cálculo é realizado explicitamente em 4 dimensões. Em especial, o

resultado que é obtido no cenário de regularização dimensional está em acordo com

aquele obtido no caṕıtulo 3, quando o limite de massa nula é considerado, mesmo

sendo esse perturbativo e o outro não perturbativo em bµ.

Por fim, no caṕıtulo 6 investigaremos a teoria dinamicamente induzida no

caṕıtulo 2, i.e., a eletrodinâmica bumblebee, com respeito ao conteúdo de energia

livre desta. Focaremos nos efeitos de violação sobre o setor bosônico induzido. Como

se sabe a energia livre fornece uma informação importante sobre diferentes questões

f́ısicas, indo do comportamento de plasmas ultra-quentes à nucleośıntese do Big

Bang [44, 45]. Neste contexto, alguns aspectos das correções para a energia livre em

Instituto de F́ısica - UFAL
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teorias com violação das simetrias já discutidas são apresentados nas referências [46,

47, 48, 49, 50]. Realizaremos nosso estudo obtendo inicialmente o propagador livre

da teoria, o qual é semelhante ao da EDQ em um gauge axial não linear sem violação,

a seguir calcularemos a energia livre em ordem de um laço. Este resultado é a seguir

discutido embasado na Ref. [51] que trata da equivalência entre a eletrodinâmica

bumblebee e a QED do modelo padrão da f́ısica de part́ıculas em um gauge não

linear.

Finalmente, apresentaremos as nossas considerações finais e posśıveis pers-

pectivas do presente trabalho.

Usaremos durante todo o trabalho as unidades naturais, ou seja, considera-

remos ~ = c = 1, onde ~ é a constante de Planck dividida por 2π e c é a velocidade

da luz no vácuo.

Instituto de F́ısica - UFAL



Caṕıtulo 2

Quebra dinâmica de simetria de

Lorentz e CPT

Neste caṕıtulo, analisamos a possibilidade da ocorrência de quebra espontânea

da simetria de Lorentz e CPT em um modelo Thirring quiral 4D sem massa, a partir

de suas correções quânticas. Estudando o potencial efetivo, verificamos que a cor-

rente axial ψ̄γµγ5ψ pode assumir um valor esperado no vácuo não-trivial, que desen-

cadeia a violação espontânea. Além disso, considerando flutuações quânticas sobre o

mı́nimo do potencial, induzimos dinamicamente uma eletrodinâmica quântica tipo-

Bumblebee contendo o termo CFJ. Os efeitos térmicos sobre o sistema são também

considerados. Verificamos a existência, em altas temperaturas, de uma nova fase

em que a simetria de paridade (P) é restaurada e avaliamos sua temperatura de

transição.

13



2 Introdução 14

2.1 Introdução

Em teoria quântica de campos há três modos de implementar a quebra de

uma simetria: o expĺıcito, o anômalo1 e o espontâneo. No ńıvel de energia permitido

pelo Modelo Padrão (MP), a violação expĺıcita da simetria de Lorentz é estudada

a partir de pequenas correções adicionadas à lagrangiana do MP [4, 52]. O modelo

assim obtido é chamado de Modelo Padrão Estendido (MPE) e é conhecido por

conter todos os termos que trazem em si violações expĺıcitas das simetrias de Lo-

rentz e de CPT. Nesse modelo, os novos termos (termos corretivos) são compostos

pela contração entre coeficientes tensoriais constantes e operadores. Os coeficientes

constantes com ı́ndices de Lorentz quebram a equivalência entre as transformações

de Lorentz de observador e de part́ıcula2, ao passo que alguns desses operadores

podem violar ainda a simetria de CPT.

A origem dinâmica para esses coeficientes tensoriais é explicada a partir do

mecanismo de quebra espontânea de simetria. A violação espontânea da simetria de

Lorentz, conforme mencionado na introdução desta tese, é a situação onde campos

tensoriais dinâmicos sujeitos à potenciais especiais adquirem valores esperados no

vácuo não-triviais. Esses valores esperados, por sua vez, são os coeficientes tensoriais

presentes no MPE e responsáveis pela violação da simetria de Lorentz.

As teorias de campos mais simples envolvendo um campo vetorial que adquire

um valor esperado no vácuo (vev) não-trivial são os modelos de bumblebee, i.e.,

1A quebra anômala da simetria de Lorentz, em cuja origem pode-se considerar como expĺıcita,
é de importância especial se o espaço-tempo exibi uma topologia não trivial, como uma dimensão
espaço-temporal compacta ou quando há um defeito linear no espaço-tempo [53].

2Nesse contexto, a violação da simetria de Lorentz pode ser entendida como uma redução no
grupo de suas transformações.
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2 Introdução 15

estes são os modelos mais simples a incorporar a violação espontânea da simetria

de Lorentz e de CPT [54]. A lagrangiana da eletrodinâmica quântica de bumblebee

utilizada em nosso estudo é

LB = −1

4
FµνF

µν + ψ̄(i/∂ −m− e /Bγ5)ψ − λ

4

(
BµB

µ − β2
)2
, (2.1)

onde Fµν = ∂µBν − ∂νBµ e λ é um acoplamento positivo adimensional. Esta é uma

classe muito espećıfica do modelo de bumblebee proposta por Kostelecký [19], carac-

terizada por conter um termo cinético tipo Maxwell, o primeiro termo na Eq. (2.1)

que é justificado por considerações de energia, e um potencial quadrático suave,

o terceiro termo na Eq. (2.1). O setor fermiônico, o segundo termo na Eq. (2.1),

exibe um acoplamento quiral com o campo de bumblebee Bµ. Além disso, a auto-

interação presente no potencial quadrático impede que o modelo seja invariante por

transformações de calibre, como pode ser facilmente verificado.

Nestes modelos, a violação da simetria de Lorentz e CPT é despertada quando

o campo de bumblebee Bµ alcança um mı́nimo de seu potencial, i.e., decai no vácuo.

Perceba ao analisar o terceiro termo na Eq. (2.1) que este vácuo é degenerado, uma

vez que há um cont́ınuo de configurações posśıveis para o campo que minimizam o

potencial, i.e., todos satisfazendo BµB
µ = β2. Dessa forma, o vev assumido pelo

campo 〈Bµ〉 = βµ possui direção indefinida, exigindo ao campo que viole esponta-

neamente a simetria de Lorentz ao fixar (selecionar) uma direção.

Deslocando-se o campo de bumblebee Bµ ao redor de seu vev não-trivial
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2 Introdução 16

〈Bµ〉 = βµ, a lagrangiana (2.1) torna-se

LB = −1

4
FµνF

µν + ψ̄(i∂/−m− eA/γ5 − b/γ5)ψ − λ

4

(
AµA

µ +
2

e
A · b

)2

, (2.2)

com bµ = eβµ. Nesta lagrangiana, o termo ψ̄γµγ5ψ viola a simetria CPT enquanto

que seu quadrivetor constante bµ viola a simetria de Lorentz. Neste caso, é natu-

ral nos questionarmos sobre a possibilidade da indução do potencial de bumblebee

através de correções radiativas originadas no setor fermiônico.

Neste caṕıtulo estamos interessados em analisar a possibilidade da ocorrência

de quebra dinâmica da simetria de Lorentz e de CPT através do mecanismo de

Coleman-Weinberg [9], i.e., a partir das correções quânticas de um modelo de Thir-

ring quiral 4D sem massa. Seguiremos a proposta desenvolvida na Ref. [16] da

geração da eletrodinâmica quântica de bumblebee, contudo a partir de férmions

sem massa.

Na literatura, alguns estudos apontam para o uso desta metodologia. Dirac,

por exemplo, considerou um potencial tipo multiplicador de Lagrange, a saber,

λ
2

(AµA
µ − k2), em uma teoria vetorial como um modelo teórico para explicar o

surgimento da carga do elétron [55]. Posteriormente foi reconhecido que esta teoria

é uma teoria com violação espontânea da simetria de Lorentz.

Outro modelo teórico foi apresentado por Bjorken como proposta para a

geração da eletrodinâmica quântica, partindo de um modelo com excitações coletivas

de um campo fermiônico, G
2

(ψ̄γµψ)2, no qual o fóton emerge naturalmente como um

bóson de Goldstone, mas sem invocar a invariância de calibre local [10]. Como

consequência deste modelo, foi observado uma quebra espontânea da simetria de

Instituto de F́ısica - UFAL



2 Introdução 17

Lorentz, promovida pelo vev da corrente vetorial jµ = ψ̄γµψ. A teoria obtida foi

posteriormente reinterpretada como um modelo com quebra dinâmica da simetria

de Lorentz e de CPT [14, 15]. Recentemente, esta ideia foi estendida para o caso de

correntes vetoriais axiais j5µ = ψ̄γµγ5ψ [16] e também usada como proposta para o

surgimento do gráviton como um bóson de Goldstone [17].

Aqui consideramos como modelo de partida o modelo de Thirring quiral 4D

sem massa, cuja lagrangiana é dada por

L0 = iψ̄∂/ψ − G

2
(ψ̄γµγ5ψ)2. (2.3)

Este é um modelo puramente fermiônico, quiral e não renormalizável (note que

[G] = −2), que deve ser entendido como uma teoria efetiva de baixas energias

que emerge de alguma teoria mais fundamental, contudo desconhecida, no mesmo

sentido como aquele proposto por Nambu e Jona-Lasinio [56] para a Cromodinâmica

Quântica (CDQ). E por consequência, os resultados aqui extráıdos devem apresentar

um corte ultravioleta Λ, ou seja, uma escala de energia acima do qual a teoria é falha.

Este caṕıtulo está organizado como segue. Na seção 2, mostraremos que as

excitações coletivas do campo fermiônico promovem um potencial tipo-Higgs. Este

potencial é induzido através das correções radiativas, ao invés de ser adicionado

explicitamente na lagrangiana como ocorre no modelo de bumblebee (2.1). Mos-

traremos, a seguir, que este potencial conduz ao surgimento de um vev não trivial

ou condensado vetorial 〈ψ̄γµγ5ψ〉 6= 0 que quebra espontaneamente as simetrias de

Lorentz e de CPT. Como consequência, há o surgimento do setor bosônico Bµ na te-

oria. Na próxima seção, mostramos a existência em altas temperaturas de uma fase
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2 Equação de Gap 18

com restauração da simetria de paridade (P), mas que mantém a violação CPT e

avaliamos a temperatura de transição. Na última seção, consideramos as flutuações

quânticas sobre o mı́nimo do potencial e induzimos dinamicamente a eletrodinâmica

quântica de bumblebee contendo também o termo CFJ. Finalizamos, discutindo o

limite asśıntótico da constante de acoplamento renormalizada que corresponde a

uma teoria trivial, i.e., com liberdade assintótica.

2.2 Equação de Gap

Nosso modelo de partida é o modelo de Thirring quiral 4D sem massa, cuja

lagrangiana é dada pela seguinte forma:

L0 = iψ̄∂/ψ − G

2
(ψ̄γµγ5ψ)2. (2.4)

Para verificar a possibilidade que um potencial de bumblebee possa ser dinami-

camente induzido através de correções radiativas é necessário primeiro verificar a

existência de mı́nimos não triviais para o potencial efetivo que conduzam a vev’s

não nulos. Tais vácuos não triviais dão origem a campos vetoriais de fundo que

violam as simetrias de Lorentz e de CPT.

A fim de eliminar o termo de auto-interação, a saber, (ψ̄γµγ5ψ)2, na lagran-

giana de partida (2.4) é conveniente introduzir um campo auxiliar Bµ, tal que seja
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é reescrita como

L = L0 +
g2

2

(
Bµ −

e

g2
ψ̄γµγ5ψ

)2

=
g2

2
BµB

µ + ψ̄(i∂/− eB/γ5)ψ, (2.5)

onde G = e2

g2 . Perceba que o campo Bµ é classicamente equivalente à corrente axial,

ou seja, Bµ = e
g2 ψ̄γµγ5ψ.

Vamos introduzir o funcional gerador da teoria incluindo também a inte-

gração sobre o campo auxiliar Bµ, dado por

Z(η̄, η) =

∫
DBµDψDψ̄e

i
∫
d4x(L+η̄ψ+ψ̄η)

=

∫
DBµe

i
∫
d4x g

2

2
BµBµ

∫
DψDψ̄ei

∫
d4x(ψ̄S−1ψ+η̄ψ+ψ̄η), (2.6)

onde S−1 = i∂/−eB/γ5, no qual estamos assumindo que o operador é inverśıvel. Além

disso, executando o seguinte deslocamento no campo fermiônico, ψ → ψ′ = ψ − Sη

e ψ̄ → ψ̄′ = ψ̄ − η̄S, tal que

ψ̄S−1ψ + η̄ψ + ψ̄η → ψ̄S−1ψ − η̄Sη, (2.7)

podemos agora realizar a integração funcional sobre o campo fermiônico. Assim,

obtemos

Z(η̄, η) =

∫
DBµ exp

(
iSeff [B] + i

∫
d4x η̄ S η

)
, (2.8)

de modo que a ação efetiva e o potencial efetivo da teoria, Seff [B] = −
∫
d4xVeff , são
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dados respectivamente por

Seff [B] =
g2

2

∫
d4xBµB

µ − iTr ln(i∂/− eB/γ5), (2.9)

e

Veff = −g
2

2
BµB

µ + i tr

∫
d4p

(2π)4
ln( p/− eB/γ5). (2.10)

Nessas expressões, Tr representa o traço tr sobre as matrizes de Dirac, bem como o

traço sobre o espaço das coordenadas.

O mı́nimo não trivial desse potencial, Eq. (2.10), é obtido quando sua deri-

vada é nula, mas o campo permanece não nulo. Assim, conforme vemos abaixo, esta

condição define a equação de intervalo entre os vácuos do sistema:

dVeff

dBµ

∣∣∣
B=β

= −g
2

e
bµ − iΠµ ≡ 0, (2.11)

onde bµ = eβµ 6= 0 e a amplitude em um laço (loop) para o tadpode é dada por

Πµ = tr

∫
d4p

(2π)4

i

p/− b/γ5

(−ieγµγ5), (2.12)

cujo propagador fermiônico sem massa possui um termo axial b/γ5,

Gb(p) =
1

p/− b/γ5

. (2.13)

Para obtermos os mı́nimos não triviais (bµ 6= 0) do campo, devemos solucionar a

equação de gap, Eq. (2.11), e para isto, é necessário avaliar antes o tensor tadpole Πµ.

Por contagem de potências, constatamos que a integral de laço na Eq. (2.12) exibe
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divergência cúbica ultravioleta, a qual deve ser tratada por algum procedimento de

regularização adotado.

Na avaliação desse tensor, Eq. (2.12), seguiremos a abordagem não per-

turbativa usando o cenário de regularização dimensional com a prescrição criada

por ’t Hooft e Veltmann [57]. Para isto, inicialmente estendemos o espaço-tempo

quadridimensinal para D-dimensional, de modo que, a medida d4p/(2π)4 torna-

se µ4−DdDp̄/(2π)D, onde µ é um parâmetro arbitrário que identifica a escala de

massa. A seguir, considerando a relação geral de anticomutação {γ̄µ, γ̄ν} = 2ḡµν ,

e a contração ḡµν ḡ
µν = D, separamos as matrizes de Dirac D-dimensionais γ̄µ e o

tensor métrico D-dimensional ḡµν em partes quadridimensionais e em partes (D−4)-

dimensionais, i.e., γ̄µ = γµ + γ̂µ e ḡµν = gµν + ĝµν , tal que, agora as matrizes de

Dirac satisfazem as seguintes relações de anticomutação:

{γµ, γν} = 2gµν , {γ̂µ, γ̂ν} = 2ĝµν , {γµ, γ̂ν} = 0, (2.14a)

e consequentemente os tensores métricos adquirem as contrações gµνg
µν = 4, ĝµν ĝ

µν =

D − 4, e gµν ĝ
µν = 0. Realmente, a mudança mais significativa encontrada nesta re-

gularização é a introdução da relação de comutação

[γ̂µ, γ5] = 0 (2.14b)

e a conservação da relação de anticomutação

{γµ, γ5} = 0. (2.14c)
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Para outras informações sobre este assunto, ver Sec. IV da Ref. [58].

Usando esta abordagem, vamos racionalizar o propagador (2.13), como segue:

Gb(p) =
1

/̄p− /bγ5

/̄p− /bγ5

/̄p− /bγ5

/̄p+ /bγ5

/̄p+ /bγ5

/̄p+ /bγ5

/̄p+ /bγ5

, (2.15)

onde temos promovido /p para uma quantidade em D dimensões, /p→ /̄p = p̄µγ̄
µ, ao

passo que /b é mantido em 4 dimensões. Assim, usando as relações de comutação e

de anticomutação (2.14), como também a separação p̄µ = pµ + p̂µ (com p̂µγ
µ = 0 =

pµγ̂
µ), o propagador racionalizado toma a forma

Gb(p) =
p̄2 + b2 + 2(p · b)γ5 + [/̂p, /b]γ5

(p̄2 − b2)2 − 4[(p · b)2 − p2b2]
(/̄p+ /bγ5). (2.16)

Note que podemos reescrever a expressão acima fatorando seu denominador como

vemos abaixo:

Gb(p) =
p̄2 + b2 + 2(p̄ · b)γ5 + [/̂p, /b]γ5

(p̄− b)2(p̄+ b)2 − 4p̂2b2
(/̄p+ /bγ5), (2.17)

onde, temos considerado p · b = p̄ · b e p2 = p̄2 − p̂2 (i.e., p̂ · b = 0 = p̂ · p). Contudo,

é mais conveniente considerar a expansão da Eq. (2.17) em termos de 4p̂2b2, para

escrever

Gb(p) = Sb(p) +
4p̂2b2

(p̄− b)2(p̄+ b)2
Sb(p) + · · · , (2.18)

onde

Sb(p) =
p̄2 + b2 + 2(p̄ · b)γ5 + [/̂p, /b]γ5

(p̄− b)2(p̄+ b)2
(/̄p+ /bγ5), (2.19)
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tal que, Gb(p) = Sb(p)[1 + O(p̂2)]. Não é dif́ıcil ver que os termos de segunda e

demais ordem no propagador (2.18), por contagem de potências, contribuem com

termos finitos para o tensor (2.12), ao contrário do primeiro termo que é divergente.

Por outro lado, após à integração sobre p̂µ, todos os termos em (2.18) tornam-se

proporcionais a (D − 4). Assim, quando for restaurada a dimensão de D → 4,

os termos finitos serão anulados, ao passo que o termo infinito será regularizado.

Tendo em vista esse fato, devemos considerar apenas a primeira aproximação no

propagador (2.18) em nossos cálculos.

Assim, retornamos à Eq. (2.12) com o propagador já racionalizado, e a fim

de executar as integrações, primeiro combinamos os fatores no denominador empre-

gando a técnica da parametrização de Feynman. Como resultado, obtemos

Πµ = eµ4−D
∫ 1

0

dx

∫
dDp̄

(2π)D
tr{[q̄2 + b2 + 2(q · b)γ5 + 2/̂p /bγ5](/̄q + /bγ5)γµγ5}

(p̄2 −M2)2 ,

(2.20)

onde M2 = 4x(x−1)b2 e p̄µ → q̄µ = p̄µ+(2x−1)bµ = p̄µ+ tµ. Então, após o cálculo

do traço, temos

Πµ = −4eµ4−D
∫ 1

0

dx

∫
dDp̄

(2π)D
(p̄2 −M2 − 2p̂2)bµ − 2p̄µ(p̄ · b)

(p̄2 −M2)2
. (2.21)

Assim, após as integrações sobre o momento p̄ e o parâmetro de Feynman x,

a amplitude tadpode em um loop é obtida ser finita em D dimensões, dada por

Πµ =
i(D − 4)µ4−Dπ1−D

2 (b2)(D
2
−1) csc

(
πD
2

)
Γ
(
D
2

)
Γ(D)

bµ, (2.22)

a qual apresenta uma singularidade remov́ıvel em D = 4. Agora, considerando que
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limD→4(D − 4) csc
(
πD
2

)
= 2

π
, obtemos, no limite de D → 4,

Πµ =
ieb2

3π2
bµ, (2.23)

tal que a equação de gap (2.11) pode ser reescrita como

dVeff

dBµ

∣∣∣
B=β

=

(
− 1

G
+

b2

3π2

)
ebµ = 0, (2.24)

cuja solução não trivial (bµ 6= 0) possui norma tal que b2 = 3π2

G
com direção in-

definida e, portanto, é infinitamente degenerada e posśıvel para um bµ tipo-tempo

(tipo-espaço) com G > 0 (G < 0). Assim, confirmamos que o potencial efetivo (2.10)

admite mı́nimos não triviais. E este é o primeiro passo para verificar a possibili-

dade que um potencial de bumblebee possa ser dinamicamente induzido através de

correções radiativas neste modelo.

Em adição, a equação de gap acima (2.24) pode ser integrada, rendendo o

potencial

Veff = −e
2b2

6π2
B2 +

e4

12π2
B4 + α, (2.25)

onde α é uma constante. Fixando α = b4

12π2 , geramos exatamente o potencial de

bumblebee (2.1), com λ = e4

3π2 e βµ = 1
e
bµ, dado por

Veff =
e4

12π2

(
BµB

µ − b2

e2

)2

. (2.26)

Efetivamente, temos mostrado aqui que o potencial bumblebee possuindo mı́nimos

não triviais realmente pode surgir como uma correção quântica no modelo de quatro

férmions. Em outras palavras, temos demonstrado explicitamente que em nossa
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teoria, a quebra dinâmica da simetria de Lorentz é posśıvel em temperatura zero.

Apresentamos agora uma breve comparação com a equação de gap obtida

em modelos semelhantes ao nosso (modelo de Thirring sem massa com prescrição

de ’t Hooft e Veltman). Perceba que nesses modelos o potencial de bumblebee não

é efetivamente obtido.

Para o modelo de Bjorken, Jµ = ψ̄γµψ e m 6= 0, temos

dVeff

dBµ

∣∣∣
B=β

=

[
− 1

G
− m2

π2ε
+
m2

2π2
log

(
m2

µ′2

)]
ebµ = 0, (2.27)

com ε = 4−D e µ′2 = 4πµ2e−γ.

Agora, para um modelo de Thirring massivo, J5µ = ψ̄γµγ5ψ, m 6= 0 e sem a

prescrição de ’t Hooft e Veltman, {γ̄µ, γ5} = 0, encontramos

dVeff

dBµ

∣∣∣
B=β

=

[
− 1

G
− m2

π2ε
+
m2

2π2
log

(
m2

µ′2

)
− b2

3π2

]
ebµ = 0. (2.28)

Assim, vamos ter − e4

12π2B
4 no potencial efetivo e, por isso, o potencial de bumblebee

não é gerado.

Finalmente, para um modelo de Thirring massivo, J5µ = ψ̄γµγ5ψ, m 6= 0 e

com a prescrição de ’t Hooft e Veltman,

dVeff

dBµ

∣∣∣
B=β

=

[
− 1

G
− m2

π2ε
+
m2

2π2
log

(
m2

µ′2

)]
ebµ = 0. (2.29)

Retornando à análise de nosso modelo. Devido à sua natureza vetorial, o

vácuo não trivial bµ assumido pelo campo Bµ pode ser visto como um campo de

fundo (não dinâmico) que aponta em uma direção espećıfica no espaço-tempo indu-
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zindo a quebra espontânea da simetria de Lorentz na teoria, semelhantemente ao que

ocorre com os termos corretivos do MPE explicados na introdução desse caṕıtulo.

Outro efeito da existência desse vácuo não trivial é o desencadeamento da quebra es-

pontânea da simetria de CPT. A fim de verificar isto, retornamos à lagrangiana (2.5)

para analisar o termo axial presente em seu setor fermiônico, eψ̄B/γ5ψ = BµJ5µ, onde

J5µ = e ψ̄γµγ5ψ é a corrente axial já apresentada nessa lagrangiana.

Sob a transformação de CPT, inicialmente esse termo é invariante, conforme

podemos ver abaixo:

CPT−1eψ̄B/γ5ψCPT =
(
CPT−1eBµCPT

) (
CPT−1ψ̄γµγ5ψCPT

)
= (−eBµ)

(
−ψ̄γµγ5ψ

)
= eBµψ̄γµγ5ψ. (2.30)

Perceba que ambos, o campo Bµ e a corrente j5µ, são ı́mpares sob a transformação.

Contudo, uma vez que o campo assume seu mı́nimo não trivial, Bµ = βµ = 1
e
bµ cons-

tante, não participa na transformação de CPT, desencadeando assim sua violação,

pois agora apenas a corrente axial é ı́mpar sob essa transformação. Dessa forma, o

quadrivetor bµ é responsável pela violação da simetria de Lorentz, ao passo que o

operador ψ̄γµγ5ψ é responsável pela violação de CPT. Nesta análise, a violação das

simetrias de paridade (P) e reversão temporal (T) são causadas, respectivamente,

pelas componentes temporal e espacial desse operador acoplado a bµ.

Além disso, esse campo de fundo bµ constante pode ser identificado com

o quadrivetor axial do MPE, o qual é responsável pela violação das simetrias de

Lorentz e de CPT e, também, pela geração radiativa do termo CFJ. Antes, porém,
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vamos estudar os efeitos térmicos produzidos sobre o mı́nimo não trivial desta teoria.

2.3 Restauração de Simetria

De trabalhos recente [34, 59, 60, 61], sabemos que em teorias com violação

expĺıcita da simetria de Lorentz, efeitos térmicos rendem a supressão da componente

temporal de bµ levando à restauração da simetria de paridade. Em nosso caso,

esperamos surgir uma transição bem definida de uma fase com quebra da simetria

de paridade para outra fase em que esta simetria é restaurada. A fim de obter

a temperatura cŕıtica para a restauração da simetria de paridade, vamos assumir,

de agora em diante, que este sistema está em equiĺıbrio com um banho térmico a

uma temperatura T = β−1. Utilizaremos o formalismo do tempo imaginário para

podermos estudar os efeitos de temperatura finita em nosso sistema.

Neste formalismo, passamos o tensor tadpole, a Eq. (2.20), do espaço-tempo

de Minkowski para o Euclidiano, explicitando, a seguir, as componentes espacial e

temporal do momento interno p mediante o uso do seguinte procedimento: ḡµν →

−δ̄µν , i.e., p̄2 → −δ̄µν p̄µp̄ν = −p̄2, b2 → −b2, p · b→ −p · b, e assim por diante, bem

como,

µ4−D
∫

dDp̄

(2π)D
→ µ3−d

∫
dd~p

(2π)d
i

∫
dp0

2π
(2.31)

e p̄µ = ~pµ + p0u
µ, onde ~pµ = (0, ~p) e uµ = (1, 0, 0, 0), com D = d+ 1.

Em adição, no regime termal as condições de contorno antiperiódicas (periódicas)

para férmions (bósons) conduzem a valores discretos de p0 = (2n + 1)π
β

e k0 = 2πl
β

,

com n e l inteiros, e a substituição
∫
dp0

2π
→ 1

β

∑
n que exige a remoção do des-
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locamento feito sobre a componente temporal do momento interno presente na

Eq. (2.20), através da seguinte substituição, p0 → p0−(2x−1)b0. Portanto, obtemos

Πµ =
ie

β
µ3−d

∑
n

∫ 1

0

dx

∫
dd~p

(2π)d
1

[~p 2 + (p0 + t0)2 −M2]2

×tr{[~q 2 + p2
0 + b2 + 2(~q ·~b+ p0b0)γ5 + 2/̂p /bγ5](~/q + /p0

+ /bγ5)γµγ5}.(2.32)

Assim, depois de integrar sobre o momento espacial de loop obtemos contribuições

covariantes, bµ, e não covariantes, b0u
µ, para a amplitude tadpole no regime termal

dada abaixo:

Πµ =
4ieµ3−d

β(4π)d/2
Γ

(
1− d

2

) ∑
n

∫ 1

0

dx
1

[(p0 + t0)2 −M2]2−
d
2

×
{
b2(d− 2)b0u

µ + [(d− 3)bµ − (d− 1)b0u
µ][(p0 + t0)2 −M2]

}
.(2.33)

A soma sobre os autovalores de energia é executada levando em conta, por

simplicidade, que t0 = 0 (limite estático), e a seguir usando a seguinte expressão

[62]: ∑
n

[
(n+ b)2 + a2

]−λ
=

√
πΓ(λ− 1/2)

Γ(λ)(a2)λ−1/2
+ 4 sin(πλ)fλ(a, b) (2.34)

com

fλ(a, b) =

∫ ∞
|a|

dz

(z2 − a2)λ
Re

(
1

e2π(z+ib) − 1

)
. (2.35)

A solução acima é válida apenas para λ < 1, longe dos polos em λ = 1/2,−1/2,−3/2, · · · .

Contudo, analizando o tensor acima, Eq. (2.33), temos os valores λ = 2 − d/2 e

λ = 1 − d/2, os quais convergem exatamente para os polos ±1/2 quando restaura-

mos a dimensão d → 3. Assim, devemos realizar esse somatório sem explicitar o

valor de d, a fim de que essas contribuições polares sejam canceladas.
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Usando as considerações acima, observamos que a contribuição covariante, bµ,

torna-se independente da temperatura, ao passo que a contribuição não covariante,

b0u
µ, anula-se em temperatura zero. A expressão obtida após ser restaurada a

dimensão é dada por

Πµ = − ie

2π2

∫ 1

0

dx

{
M2bµ +

2M2

ξ2

∫ ∞
|ξ|

dζ
2ζ2 − ξ2√
ζ2 − ξ2

[tanh(πζ)− 1]b0u
µ

}
, (2.36)

onde ξ = βM
2π

. A seguir, avaliamos também as integrais sobre os parâmetros em

primeira aproximação para bµ, de modo que, amplitude tadpole no regime termal é

Πµ =
ieb2

3π2
bµ +

ieT 2

3
b0u

µ. (2.37)

Assim, a equação de gap (2.11) pode ser reescrita, uma vez mais, como

dVeff

dBµ

∣∣∣
eBµ=bµ

=

(
− 1

G
+

b2

3π2

)
e~bµ +

(
− 1

G
+
T 2

3
+

b2

3π2

)
eb0uµ = 0. (2.38)

Como podemos ver, uma vez que o quadrivetor uµ possui parte espacial nula, a

mudança na equação de gap induzida pelo efeito da temperatura finita, recai apenas

na componente temporal (µ = 0) dessa equação,

(
− 1

G
+
T 2

3
+

b2

3π2

)
e b0 = 0. (2.39)

A temperatura cŕıtica do sistema Tc é definida, tal que, acima dela o po-

tencial efetivo não exibi mı́nimos não triviais, i.e., em
(
− 1
G

+ T 2

3
+ b2

3π2

)
= 0 (para

um b0 6= 0 puramente tipo-tempo), ou seja, b2

3π2 = 1
G
− T 2

3
, temos 1

G
− T 2

3
≤ 0, de
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modo que b0 deve ser zero. Portanto, há restauração espontânea da simetria de

paridade do sistema em Tc =
√

3
G

, com G > 0 (deve-se lembrar que o caso consis-

tente corresponde à G positivo, ver a definição de G usada em [53]), i.e., acima da

temperatura cŕıtica, b0 deve ser imaginário e, assim, não-f́ısico. Notamos também

que se bµ é tipo-espaço, com b0 = 0, a dependência com a temperatura desaparece

completamente e não há transição de fase.

2.4 Correções em um loop

Uma vez que nosso objetivo principal é induzir o potencial de bumblebee

através de correções radiativas, via o mecanismo de Coleman-Weinberg, vamos agora

estudar a dinâmica do campo Bµ ao redor de seu vácuo não trivial βµ, o qual já

calculamos na seção anterior. Para isto, adotamos a seguinte decomposição para o

campo Bµ = Aµ + βµ, tal que 〈Bµ〉 = 〈Aµ〉 + βµ = βµ, onde 〈Aµ〉 = 0. Conforme

discutimos acima, tais vácuos não triviais dão origem a campos vetoriais de fundo

que violam as simetrias de Lorentz e de CPT. Dessa forma, essa decomposição

equivale a analisar a dinâmica de um campo vetorial com vácuo trivial, na presença

de um campo de fundo constante. Empregaremos esta ideia longo desta seção.

Levando em conta as pequenas flutuações quânticas sobre o campo Aµ em

presença do campo de fundo bµ = eβµ, examinaremos agora as correções radiativas

em um loop dessa teoria. Para isto o funcional gerador (2.8) será expressado em
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termos do campo deslocado Aµ,

Z(η̄, η) =

∫
DAµ exp

[
iSeff [A, b] + i

∫
d4x

(
η̄

1

i∂/− b/γ5 − eA/γ5

η

)]
, (2.40)

onde a ação efetiva é dada por

Seff [A, b] =

∫
d4x

(
g2

2
AµA

µ +
g2

e
Aµb

µ +
g2

2e2
bµb

µ

)
−iTr ln(i∂/−b/γ5−eA/γ5). (2.41)

A seguir, a fim de estudar a dinâmica não trivial do sistema (termos dependentes

do campo Aµ), expandimos o funcional logaritmo. Assim, descartando fatores in-

dependente do campo, os quais podem ser absorvidos na normalização do funcional

gerador, obtemos,

S ′eff [A, b] =

∫
d4x

(
g2

2
AµA

µ +
g2

e
Aµb

µ

)
+
∞∑
n=1

S
(n)
eff [A, b], (2.42)

onde

S
(n)
eff [A, b] = iTr

1

n

[
i

i∂/− b/γ5

(−ie)A/γ5

]n
. (2.43)

Conforme vemos na Eq. (2.2), o potencial de bumblebee, que objetivamos obter,

é de quarta ordem no campo, desse modo, em nosso estudo, as contribuições que

avaliaremos são o tadpode, a auto-energia e as funções vértices de três e quatro

pontos do campo Aµ. Essas contribuições apresentam divergências superficiais, mas

apenas a auto-energia é realmente divergente, conforme veremos. Iniciamos com o
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tensor tadpole, apresentado por (2.43) para n = 1,

S
(1)
eff [A, b] = iTr

i

i∂/− b/γ5

(−ie)A/γ5

= i

∫
d4xΠµAµ, (2.44)

onde Πµ foi apresentado em (2.23) devido a (2.11).

O termo de auto-energia, que corresponde a n = 2, é dado por

S
(2)
eff [A, b] =

i

2
Tr

i

i∂/− b/γ5

(−ie)A/γ5
i

i∂/− b/γ5

(−ie)A/γ5

=
i

2

∫
d4xΠµνAµAν , (2.45)

onde

Πµν = tr

∫
d4p

(2π)4

i

p/− b/γ5

(−ie)γµγ5
i

p/ − i∂/− b/γ5

(−ie)γνγ5. (2.46)

Seguiremos a mesma rotina escolhida na manipulação do primeiro tensor (2.23),

contudo, dessa vez esperamos que surjam contribuições divergentes de gµν e ∂µ∂ν

similares à da eletrodinâmica quântica (EDQ) padrão, pois essas são independentes

da massa e de bµ. Também esperamos obter contribuições finitas que podem ser

exatas (como bµbν) ou amb́ıguas (o termo CFJ), uma vez que há também quebra

das simetrias de Lorentz e de CPT. Todas essas contribuições são mostradas abaixo,

Πµν = A∂µ∂ν +B�gµν + Cεµνλρbλ∂ρ + Ebµbν + Fb2gµν , (2.47)

onde as topologias ∂µbν e ∂νbµ não foram exibidas, pois desaparecem durante o

cálculo. As contribuições divergentes, A e B, exibem um pólo simples em D = 4,
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dadas por

A =
(D − 2)(D2 − 20D + 24) csc

(
πD
2

)
Γ
(
D
2

)
96iπ(D−2)/2Γ (D)

(
b2

µ2

)D
2
−2

− f(D) (2.48)

e

B =
(5D4 − 71D3 + 338D2 − 680D + 480) csc

(
πD
2

)
Γ
(
D
2

)
192iπ(D−2)/2Γ (D)

(
b2

µ2

)D
2
−2

− f(D).

(2.49)

A função f(D) é uma parcela da contribuição divergente que está fora da validade

do Teorema de Fubini e anula-se ao redor de D = 4 para a ordem espećıfica de

integração, dada abaixo:

f(D) =
Γ
(
3− D

2

)
48iD+1π

D
2

(
b2

µ2

)D
2
−2 ∫ 1

0

dx

∫ 1−x

0

dy

∫ 1−x−y

0

dz(x+ z − 1)
D
2
−4(x+ z)

D
2
−4

×{2(x+ z − 1)(x+ z)[2(D − 1)(x+ y − 1)(x+ y) + 1] (2.50)

+(D − 6)(x+ y − 1)(x+ y)} .

Por sua vez, as contribuições finitas são

C =
i(D2 − 7D + 8)(D − 4) csc

(
πD
2

)
Γ
(
D
2

)
8π(D−2)/2Γ(D)

(
b2

µ2

)D
2
−2

, (2.51)

E =
(D − 8)(D − 4)(D − 2) csc

(
πD
2

)
Γ
(
D
2

)
4iπ(D−2)/2Γ (D)

(
b2

µ2

)D
2
−2

(2.52)
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e

F =
i(D2 − 5D + 8)(D − 4) csc

(
πD
2

)
Γ
(
D
2

)
4π(D−2)/2Γ (D)

(
b2

µ2

)D
2
−2

. (2.53)

Assim, reunindo todas as contribuições expandidas em torno de D = 4, o

tensor completo toma a forma

Πµν = − ie2

6π2ε
(gµν�− ∂µ∂ν)− ie2

6π2
εµνλρbλ∂ρ −

ie2

24π2
∂µ∂ν +

ie2b2

3π2
gµν +

2ie2

3π2
bµbν

+
ie2

24π2

[
2 ln

(
b2

µ′2

)
− 1

]
(gµν�− ∂µ∂ν), (2.54)

válido para � << 1, com ε = 4 − D, µ′2 = 4πµ2e−γ e µ sendo o ponto de re-

normalização. É imediato que a parte divergente corresponde aquela presente na

EDQ padrão, uma vez que é independente do quadrivetor axial bµ. No contexto

de semimetais de Weyl (que é similar à EDQ sem massa) e usando a prescrição

’t Hooft-Veltman, a Ref. [59] avalia a contribuição do termo CFJ com coeficiente

três vezes maior que nosso resultado na Eq. (2.54). Contudo, adiantamos que esta

diferença é devido a presença de um γ5 no vértice trilinear de nosso modelo, que

modifica a estrutura da teoria.

Outra mudança introduzida pela presença deste vértice trilinear é invalidar

o teorema de Furry, de modo que, os termos de ordem ı́mpar na série da Eq. (2.43)

não necessitam anular-se. Assim, para n = 3 a expressão (2.43) pode também exibir
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divergências ultravioleta, tal que temos

S
(3)
eff [A, b] =

i

3
Tr

i

i∂/− b/γ5

(−ie)A/γ5
i

i∂/− b/γ5

(−ie)A/γ5
i

i∂/− b/γ5

(−ie)A/γ5

=
i

3

∫
d4xΠµνρAµAνAρ, (2.55)

onde

Πµνλ = tr

∫
d4p

(2π)4

i

p/− b/γ5

(−ie)γµγ5
i

p/ − i∂/− b/γ5

(−ie)γνγ5

× i

p/ − i∂/ − i∂/′ − b/γ5

(−ie)γλγ5, (2.56)

Neste tensor as derivadas ∂/ e ∂/′ atuam sobre Aµ e Aν respectivamente, contudo

vamos computar a parcela independente delas, i.e. ∂/=∂/′ = 0. Deste modo, há

apenas três estruturas topológicas a serem consideradas: bµbνbλ, εµνλρbρ e bµgνλ,

com suas permutações dos ı́ndices de Lorentz. Devido às propriedades do traço das

matrizes de Dirac, a contribuição CPT-́ımpar anulam-se em D > 2 dimensões, tal

que

Πµνλ =
i(D − 4)π1−D

2 (b2)
D
2
−3

csc
(
πD
2

)
Γ
(
D
2

+ 1
)

64Γ(D + 1)
{2(D − 14)(D − 6)(D − 4)(D − 2)

×bµbνbλ − b2{D[D(D2 − 17D + 104)− 324] + 336}(bµgνλ + bνgλµ + bλgµν)
}
.

(2.57)

Em quatro dimensões, a contribuição bµbνbλ também desaparece e obtemos apenas

Πµνρ =
ie3

3π2
(bµgνλ + bνgλµ + bλgµν). (2.58)
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Em prinćıpio, o quarto termo da série em (2.43) pode ser logaritmicamente di-

vergente, contudo resulta em ser finito, uma vez que o termo principal (bµ−independente)

é similar àquele na EDQ, onde, como se sabe, também é finito. Assim, escrevemos

S
(4)
eff [A, b] =

i

4
Tr

i

i∂/− b/γ5

(−ie)A/γ5
i

i∂/− b/γ5

(−ie)A/γ5
i

i∂/− b/γ5

(−ie)A/γ5
i

i∂/− b/γ5

(−ie)A/γ5

=
i

4

∫
d4xΠµνλρAµAνAλAρ. (2.59)

onde

Πµνλρ = tr

∫
d4p

(2π)4

i

p/− b/γ5

(−ie)γµγ5
i

p/ − i∂/− b/γ5

(−ie)γνγ5 (2.60)

× i

p/ − i∂/ − i∂/′ − b/γ5

(−ie)γλγ5
i

p/ − i∂/ − i∂/′ − i∂/′′ − b/γ5

(−ie)γργ5.

Para indução do modelo de bumblebee, é suficiente isolar a contribuição gµνgλρ com

suas permutações dos ı́ndices de Lorentz. Assim, obtemos

Πµνλρ =
i(D − 4)π1−D

2 (b2)
D
2
−2

csc
(
πD
2

)
Γ
(
D
2

+ 6
)

288 (D2 − 1) (D + 3) Γ(D − 2)

(
gµνgλρ − gµλgνρ + gµρgνλ

)
, (2.61)

de modo que existe uma singularidade remov́ıvel em D = 4, avaliada como

Πµνλρ =
ie4

3π2

(
gµνgλρ − gµλgνρ + gµρgνλ

)
. (2.62)

Os resultados obtidos até agora permite-nos escrever a lagrangiana efetiva

Instituto de F́ısica - UFAL



2 Correções em um loop 37

como

L = − 1

4Z3

FµνF
µν +

e2

24π2
bµεµνλρA

νF λρ − e2

48π2
(∂µA

µ)2 − e4

12π2

(
AµA

µ +
2

e
A · b

)2

+
e

2b2
AµA

µ 〈Aν〉 bν + 〈Aµ〉Aµ, (2.63)

onde

1

Z3

=
e2

6π2ε
− e2

24π2

[
2 ln

(
b2

µ′2

)
− 1

]
, (2.64)

e identificamos

〈Aµ〉 =

(
1

G
− b2

3π2

)
ebµ. (2.65)

A exigência que 〈Aµ〉 = 0, tal que Bµ adquire um VEV 〈Bµ〉 6= 0, já foi estudada

nas Eqs. (2.11)-(2.24), com a única solução não trivial b2 = 3π2

G
. Por definição, intro-

duzindo um campo renormalizado AµR = Z
−1/2
3 Aµ e uma constante de acoplamento

renormalizada eR = Z
1/2
3 e, obtemos

L = −1

4
FRµνF

µν
R +

e2
R

24π2
bµεµνλρA

ν
RF

λρ
R −

e2
R

48π2
(∂µA

µ
R)2− e4

R

12π2

(
ARµA

µ
R +

2

eR

AR · b
)2

.

(2.66)

Esta lagrangiana é exatamente o setor bosônico da EDQ estendida pelo termo de

Chern-Simons, por um termo de fixação de calibre e de um potencial que não pro-

move (desperta) a violação de simetria de Lorentz e CPT.

Por fim, há algumas similaridades entre esse modelo e outros. Ao substituir

a expressão (2.64) (Z3
∼= 6π2ε/e2) na constante de acoplamento renormalizada,

obtemos o resultado e2
R
∼= 6π2ε, que é o mesmo para a EDQ induzida em outros
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modelos ([10, 11, 14, 63, 64]). Por outro lado, no limite ε → 0 teŕıamos uma

teoria assintoticamente livre com constante de acoplamento nula. No entanto, como

afirmado na introdução, devemos manter ε pequeno, porém não nulo, de modo que

a EDQ induzida, Eq. (2.66), seja interpretada como uma teoria efetiva válida numa

escala de energia. Modelos de bumblebee desse tipo também tem sido discutidos em

espaço-tempos planos e curvados [65, 66].
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Caṕıtulo 3

Indução do termo CFJ com

prescrição ’t Hooft-Veltman

Neste caṕıtulo, estudamos a geração radiativa do termo CFJ originado a par-

tir de férmions sem massa. Partimos calculando o tensor de polarização do vácuo

utilizando o cenário de regularização de ’t Hooft-Veltman, no qual o resultado obtido

para o coeficiente deste termo foi (kAF )µ = − e2

4π2 bµ. Este resultado conduz precisa-

mente à mesma condutividade encontrada nos materiais denominados semimetais de

Weyl, i.e., o cenário de regularização ’t Hooft-Veltman empregado é o correto a ser

utilizado neste contexto. Também discutimos a dependência de temperatura do coe-

ficiente (kAF )µ, no qual em alt́ıssimas temperaturas, (kAF )0 → 0 e (kAF )i → − e2

4π2 bi.

No contexto dos semimetais de Weyl, esse resultados estão em comum acordo com o

fato que a corrente magnética quiral jα = (kAF )0ε
0αλρ∂λAρ desaparece em alt́ıssimas

temperaturas, enquanto que a corrente Hall anômala jα = (kAF )iε
iαλρ∂λAρ perma-

nece não alterada pela temperatura.
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3.1 Introdução

Estudos sobre violação da simetria de Lorentz e de CPT no modelo padrão

[4, 52] tem sido extensivamente considerados na literatura nos últimos anos [67]. A

teoria de campos efetiva usada para essas investigações é uma extensão do modelo

padrão, cuja eletrodinâmica quântica com violação [68] é dada pela lagrangiana

L = −1
4
FµνF

µν + 1
2
(kAF )µε

µνλρAνFλρ + ψ̄(i /D + 1
2
gλρµσλρDµ −m− /bγ5)ψ,(3.1)

onde Fµν = ∂µAν − ∂νAµ e Dµ = ∂µ + ieAµ. Temos omitido os termos CPT-́ımpar

que são governados pelos coeficientes aµ, eµ, e fµ, que podem ser removidos da

lagrangiana usando uma redefinição apropriada do spinor [69], bem como os termos

CPT-pares contráıdos com os coeficientes (kF )µνλρ, cµν , dµν , e Hµν .

Devemos mencionar que o termo ψ̄/bγ5ψ, o último termo da Eq. (3.1), é aquele

responsável pela geração radiativa do termo CFJ [22], o segundo termo da Eq. (3.1),

de modo que (kAF )µ ∝ bµ. Desse modo, podemos escrever (kAF )µ = C bµ, onde C é a

constante de proporcionalidade a ser determinada. Portanto, esses termos devem ter

propriedades de transformação de carga (C), paridade (P) e reversão temporal (T),

como listadas na tabela 1. Note que o termo governado pelo coeficiente gλρµ, o quarto

termo da Eq. (3.1), tem também as mesmas transformações discretas. De fato, este

termo gera um termo CFJ de altas derivadas no qual (kAF )µ → (kAF )µ
αβ∂α∂β ∝

εµνλρGνλραβ∂α∂β, onde Gνλραβ = gνλαgβρ + gλραgβν + gρναgβλ. Para mais detalhes,

ver Ref. [70].
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C P T CPT

bj, gj0l, gjk0, (kAF )j + + − −

b0, gj00, gjkl, (kAF )0 + − + −

Table 1: Propriedades de simetrias discreta.

O objetivo deste caṕıtulo é investigar a geração radiativa do termo CFJ a

partir de férmions sem massa. Este estudo já foi abordado na literatura [23, 24],

onde tem sido argumentado em [24] que o resultado C1 = − e2

16π2 é finito e determi-

nado, pelo menos em três tipos de cenários de regularização: cutoff, dimensional, e

temperature regularization. Contudo, recentemente, um novo resultado foi obtido,

a saber, C2 = − e2

4π2 , que foi calculado usando o método da integral de trajetória

(método de Fujikawa) [26] e também pela fórmula de Kubo [27], ambos no contexto

da f́ısica da matéria condensada. É interessante comentar a seguinte questão levan-

tada na Ref. [27]: por que os cálculos dispońıveis do tensor de polarização do vácuo

[22, 23, 24] falham em obter o coeficiente C2? Veremos que quando usamos o cenário

de regularização dimensional de ’t Hooft-Veltman [30], o resultado C2 é facilmente

obtido.

A motivação para esses trabalhos recentes [26, 27] origina-se do fato que certos

materiais conhecidos como semimetais de Weyl [28] são perfeitamente descritos pelo

seguinte hamiltoniano fermiônico com violação de Lorentz e CPT [29],

Hψ = ψ̄(−i∂iγi + /bγ5)ψ, (3.2)
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i.e. pela lagrangiana fermiônica com violação de Lorentz e CPT,

Lψ = ψ̄(i/∂ − /bγ5)ψ, (3.3)

e consequentemente pela lagrangiana do termo CFJ radiativamente induzido. Por

exemplo, em presença do campo eletromagnético, a condutividade encontrada nos

semimetais de Weyl proposto em [28], que está baseada em um arranjo periódico

de camadas alternadas de isolantes topológicos 1 e isolantes comuns, é a mesma que

obtemos a partir da ação CFJ, com o resultado C2 (ver também discussões em [60]).

A fim de observar isto, primeiro calculamos a densidade de corrente,

jα =
δSCFJ
δAα

= − e2

2π2
bµε

µαλρ∂λAρ, (3.4a)

que, para um coeficiente puramente tipo-espaço bµ = (0, 0, 0, bz) podemos escrever

j1 = e2

2π2 b
3ε3102E2 (i.e., jx = σxyEy), de modo que, finalmente para a condutividade,

temos

σxy =
e2

2π2
bz. (3.4b)

Note que com C1 a condutividade resultante é quatro vezes menor que a resposta

esperada (3.4b), como apontado na Ref. [27].

A estrutura deste caṕıtulo é a seguinte. Na próxima seção, calculamos o ten-

sor de polarização do vácuo, e consequentemente a geração do termo CFJ, usando

o cenário de regularização de ’t hooft-Veltman a fim de obter o coeficiente cor-

1Para uma revisão sobre isolantes topológicos, indicamos ao leitor a Ref. [71].
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reto C2. Para isto, levaremos em conta a abordagem não-perturbativa no coefici-

ente bµ. Na terceira seção, discutimos a dependência de temperatura do coeficiente

(kAF )µ. Veremos que, com (kAF )µ = C2 bµ, em alt́ıssimas temperaturas, (kAF )0 → 0

e (kAF )i → − e2

4π2 bi, i.e. a simetria de paridade (P) é restaurada. No contexto dos

semimetais de Weyl, isto confirma o fato que a corrente magnética quiral gerada

jα5 = (kAF )0ε
0αλρ∂λAρ desaparece em alt́ıssimas temperaturas [60], ao passo que a

corrente Hall anômala jαH = (kAF )iε
iαλρ∂λAρ permanece inafetada pela temperatura

[27]. Por fim, elucidamos a questão levantada na Ref. [27] mostrando a inconsistência

existente nos cálculos com resultado C1 presentes na literatura, i.e., sem a prescrição

de ’t Hooft-Veltman.

3.2 O termo CFJ induzido

Nesta seção, estamos interessados em estudar a geração radiativa do termo CFJ

originado através de férmions sem massa. Para isto, vamos considerar a lagrangiana

fermiônica (3.3), acoplada minimamente ao campo eletromagnético Aµ (mediante a

substituição ∂µ → Dµ), reescrita como

L′ψ = ψ̄(i/∂ − /bγ5 − e /A)ψ. (3.5)

Assim, o funcional gerador correspondente é,

Z[Aµ] =

∫
Dψ̄Dψei

∫
d4xL′ψ = eiSeff , (3.6)
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de modo que, após a integração grasmaniana sobre os férmions, obtemos a ação

efetiva da teoria em ordem de um-loop,

Seff = −iTr ln(/p− /bγ5 − e /A). (3.7)

Aqui, Tr representa o traço sobre as matrizes de Dirac, bem como o traço sobre a

integração nos espaços das coordenadas e dos momentos. Além disso, não podemos

avaliar diretamente as integrais nos respectivos espaços, pois há funções dos operado-

res posição e momento (que não comutam), i.e., não podemos escrever diretamente

Seff [b, A] =
∫
d4xL.

A fim de isolar os termos quadráticos em Aµ da ação efetiva, separamos a

ação efetiva em duas partes, uma que carrega a dinâmica trivial S
(0)
eff e outra com

a dinâmica não trivial, sendo esta última a parcela a ser expandida. Reescrevemos

esta expressão (3.7) como

Seff = S
(0)
eff +

∞∑
n=1

S
(n)
eff , (3.8)

onde S
(0)
eff = −iTr ln(/p− /bγ5) e

S
(n)
eff =

i

n
Tr

(
1

/p− /bγ5

e /A

)n

. (3.9)

Então, depois da avaliação do traço sobre o espaço das coordenadas, usando a relação

de comutação Aµ(x)Gb(p) = Gb(p − i∂)Aµ(x) e a relação de completeza do espaço
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dos momentos, para a ação quadrática S
(2)
eff , temos

S
(2)
eff =

1

2

∫
d4xΠµνAµAν , (3.10)

onde

Πµν = ie2

∫
d4p

(2π)4
trGb(p)γ

µGb(p− i∂)γν , (3.11)

com

Gb(p) =
1

/p− /bγ5

(3.12)

sendo o mesmo propagador de Feynman obtido no caṕıtulo anterior. Note que a de-

rivada contida em Πµν atua apenas no primeiro campo de gauge Aµ, in Eq. (3.10).

Por contagem de potências, constatamos que a integral de laço Eq. (3.11) exibe

divergência quadrática ultravioleta. Dentre os tratamentos existentes na remoção

desta divergência superficial, optamos pela regularização dimensional, além da pres-

crição de ’t Hooft-Veltman, Eq. (2.14), para calcular o traço das matrizes de Dirac,

assim como feito no último caṕıtulo.

Para a racionalização do propagador, partimos da Eq. (2.18) já expandida

em termos de 4p̂2b2, conforme vemos abaixo,

Gb(p) = Sb(p) +
4p̂2b2

(p̄− b)2(p̄+ b)2
Sb(p) + · · · , (3.13)
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onde, Sb(p) = Sb1(p) + Sb2(p), com

Sb1(p) =
p̄2 + b2 + 2(p̄ · b)γ5

(p̄− b)2(p̄+ b)2
(/̄p+ /bγ5), (3.14a)

Sb2(p) =
[/̂p, /b]γ5

(p̄− b)2(p̄+ b)2
(/̄p+ /bγ5). (3.14b)

Não é dif́ıcil ver que os termos de segunda e demais ordem no propagador (3.13), por

contagem de potências, contribuem com termos finitos para o tensor (3.11). Assim,

eles serão nulos, quando ocorrer a contração ḡµν ĝ
µν = D − 4, no limite de D → 4.

Portanto, considerando que i∂ → k, a Eq. (3.11) pode ser reescrita apenas

em termos dos propagadores (3.14), i.e., Πµν = Πµν
11 + Πµν

12 + Πµν
21 + Πµν

22 , com

Πµν
ij = ie2µ4−D

∫
dDp̄

(2π)D
trSbi(p)γ

µSbj(p− k)γν . (3.15)

A fim de execturar as integrações acima, primeiro combinamos os denominadores

empregando a parametrização de Feynman. Assim, para a primeira contribuição,

Πµν
11 , temos

Πµν
11 =

∫ 1

0

dx

∫ 1−x

0

dy

∫ 1−x−y

0

dz µ4−D
∫

dDp̄

(2π)D
6ie2

(p̄2 −M2)4
(3.16)

×tr{[q̄2 + b2 + 2(q̄ · b)γ5](/̄q + /bγ5)γ̄µ[q̄2
1 + b2 + 2(q̄1 · b)γ5](/̄q1

+ /bγ5)γ̄ν},

onde

M2 = −4(1− x− z)(x+ z)b2 + 4[(1− x− y)x

−(x+ y)z]b · k − (1− x− y)(x+ y)k2, (3.17)
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q̄µ = p̄µ + tµ, e q̄µ1 = p̄µ + tµ1 , com

tµ = −bµ(1− 2x− 2y) + kµ(1− x− y) (3.18)

tµ1 = −bµ(1− 2x− 2y) + kµ(1− x− y)− kµ. (3.19)

Focaremos na parte CPT-́ımpar da Eq. (3.16), que é aquela responsável pela

geração do termo CFJ, escrevendo Πµν
11 = Πµν

11|even + Πµν
11|odd. Neste modo, depois do

cálculo do traço, usando as Eqs. (2.14), obtemos

Πµν
11|odd = 24e2

∫ 1

0

dx

∫ 1−x

0

dy

∫ 1−x−y

0

dz(Iµν1 + Iµν2 ), (3.20)

com

Iµν1 = 2µ4−D
∫

dDp̄

(2π)D
εκλµνkκq̄λ

(p̄2 −M2)4
[b2(b · q̄) + b2(b · q̄1) + (b · q̄1)q2 + (b · q̄)q̄2

1]

(3.21)

e

Iµν2 = µ4−D
∫

dDp̄

(2π)D
εκλµνbκkλ

(p̄2 −M2)4
[4(b · q̄)(b · q̄1) + (b2 + q̄2)(b2 + q̄2

1)], (3.22)

onde temos considerado um γ5 Hermitiano, de modo que tr γκγλγµγνγ5 = 4iεκλµν .

Agora, depois de integrar sobre o momento p̄, expandimos o resultado ao redor de
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D = 4, e consideramos k2 = 0 = b · k, Πµν
11|odd → Πµν

11|CFJ , i.e., obtemos

Πµν
11|CFJ =

e2

4iπ2
εκλµνbκkλ

∫ 1

0

dx

∫ 1−x

0

dy

∫ 1−x−y

0

dz
1− 6z + 6[z2 + 2xz − (1− x)x]

(1− x− z)(x+ z)
.

(3.23)

Finalmente, quando as integrais sobre os parâmetros de Feynman são avaliadas,

temos

Πµν
11|CFJ = 0. (3.24)

Na sequência, levamos em conta as contribuições Πµν
12 e Πµν

21 . Note que, dada

a expressão

Πµν
12 (k) = ie2µ4−D

∫
dDp̄

(2π)D
trSb1(p)γµSb2(p− k)γν , (3.25)

podemos facilmente observar que Πνµ
21 (k) = Πνµ

12 (−k). Portanto, simplesmente cal-

culamos, e.g., Πµν
12 , que pode ser reescrita

Πµν
12 =

∫ 1

0

dx

∫ 1−x

0

dy

∫ 1−x−y

0

dz µ4−D
∫

dDp̄

(2π)D
6ie2

(p̄2 −M2)4

×tr{[q̄2 + b2 + 2(q̄ · b)γ5](/̄q + /bγ5)γ̄µ[/̂p, /b]γ5(/̄q1
+ /bγ5)γ̄ν}, (3.26)

onde temos considerado que /̂q1
= /̂p (i.e., /̂t1 = 0). Portanto, sua parte CPT-́ımpar,

depois do cálculo do traço, toma a forma

Πµν
12|odd = −48e2µ4−D

∫ 1

0

dx

∫ 1−x

0

dy

∫ 1−x−y

0

dz

∫
dDp̄

(2π)D
εκλµνbκkλ

(p̄2 −M2)4
(b2 + q̄2)p̂2.

(3.27)
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Agora, quando a integração sobre o momento p̄ é realizada, bem como a expansão

ao redor de D = 4 , obtemos Πµν
b12|odd → Πµν

b12|CFJ , com

Πµν
12|CFJ =

ie2

4π2
εκλµνbκkλ

∫ 1

0

dx

∫ 1−x

0

dy

∫ 1−x−y

0

dz (3.28)

×ḡαβ ĝαβ
[
−6

ε
+ 3 ln

(
M2

µ′2

)
+
b2 + t2

M2
+ 1

]
,

onde ε = 4−D e µ′2 = 4πµ2e−γ−iπ. Finalmente, considerando a contração ḡαβ ĝαβ =

D−4 (i.e., ḡαβ ĝαβ = −ε) e calculando as integrais sobre os parâmetros de Feynman,

do primeiro termo de (3.28), obtemos

Πµν
12|CFJ =

ie2

4π2
εκλµνbκkλ, (3.29)

no limite de D → 4. Note que os outros termos desaparecem neste limite.

Vamos, agora, considerar a última contribuição Πµν
22 , a qual, por meio da

parametrização de Feynman é escrita como

Πµν
22 =

∫ 1

0

dx

∫ 1−x

0

dy

∫ 1−x−y

0

dz µ4−D
∫

dDp̄

(2π)D
(3.30)

×
6ie2tr{[/̂p, /b](/̄q + /bγ5)γ̄µ[/̂p, /b]γ5(/̄q1

+ /bγ5)γ̄ν}.
(p̄2 −M2)4

.

Depois do cálculo do traço, apenas sua parte CPT sobrevive, a mesma é dada por

Πµν
22|odd = −96e2µ4−D

∫ 1

0

dx

∫ 1−x

0

dy

∫ 1−x−y

0

dz

∫
dDp̄

(2π)D
εκλµνbκkλ

(p̄2 −M2)4
b2p̂2, (3.31)

de modo que, seguindo a mesma sequência realizada, após o cálculo da integral sobre
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o momento, Πµν
22|odd → Πµν

22|CFJ , obtemos

Πµν
22|CFJ =

ie2

2π2
εκλµνbκkλ

∫ 1

0

dx

∫ 1−x

0

dy

∫ 1−x−y

0

dz ḡαβ ĝαβ
b2

M2
. (3.32)

Note que, uma vez que ḡαβ ĝαβ = D − 4, no limite D → 4, trivialmente temos

Πµν
22|CFJ = 0. (3.33)

Isto é também o que acontece com as contribuições oriundas dos termos de segunda

e demais ordens do propagador (3.13), assim como discutimos acima.

Portanto, o resultado final é dado por

Πµν
CFJ = Πµν

11|CFJ + Πµν
12|CFJ + Πµν

21|CFJ + Πµν
22|CFJ

=
ie2

2π2
εκλµνbκkλ, (3.34)

de modo que, considerando S
(2)
eff → SCFJ in Eq. (3.10), a ação do termo CFJ torna-se

SCFJ =
1

2

∫
d4xΠµν

CFJ(k → i∂)AµAν

= − e2

4π2
bµ

∫
d4x εµαλρAα∂λAρ, (3.35)

com (kAF )µ = − e2

4π2 bµ. Esse resultado está em acordo com aquele esperado para

a corrente jα e a condutividade σxy, encontrada em uma particular realização de

um semimetal de Weyl, conforme já analisado na seção 1, ver Eqs.(3.4). Portanto,

como temos antecipado, o resultado C2 = − e2

4π2 é facilmente obtido quando usamos o

cenário de regularização ‘t Hooft-Veltman, em particular, quando levamos em conta
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as novas definições das relações de anticomutação e comutação (2.14) das matrizes

de Dirac. Postergaremos para o fim do caṕıtulo a inconsistência existente quando

esses cálculos são efetuados sem a prescrição de ’t Hooft-Veltman. Por ora, vamos

analisar os efeitos de temperatura sobre a indução.

3.3 Efeitos de temperatura finita

Nosso objetivo aqui é discutir os efeitos de temperatura finita sobre o coeficiente C

como uma extensão natural do estudo feito na seção anterior. A fim de implementar

esse estudo, primeiro mudamos o espaço de Minkowski para o espaço Euclidiano

(através da rotação de Wick) e separamos as componentes do espaço e tempo do

momento p̄. Isto pode ser feito executando o seguinte procedimento: p0 → ip0 (ou

ḡµν → −δ̄µν), i.e., p̄2 → −δ̄µν p̄µp̄ν = −p̄2, p̄ · b → −p̄ · b, b2 → −b2, e assim por

diante, bem como

µ4−D
∫

dDp̄

(2π)D
= µ3−d

∫
dd~p

(2π)d
i

∫
dp0

2π
(3.36)

e p̄µ = ~pµ + p0u
µ, onde ~pµ = (0, ~p), uµ = (1, 0, 0, 0), e D = d+ 1, com ~pµ sendo uma

quantidade no espaço em d dimensões.

O próximo passo, devido a simetria da integral em ~p sobre rotações espaciais,
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é considerar as seguintes substituições:

~pα~pβ → ~p 2

d
(δ̄αβ − uαuβ), (3.37)

~pα~pβ~p γ~p δ → ~p 4

d(d+ 2)
[(δ̄αβ − uαuβ)(δ̄γδ − uγuδ)

+(δ̄αγ − uαuγ)(δ̄βδ − uβuδ)

+(δ̄αδ − uαuδ)(δ̄βγ − uβuγ)]. (3.38)

Com essas decomposições, obtemos contribuições covariantes e nãocovariantes para

o tensor polarização (5.7). Obviamente, quando assumimos que o sistema esta em

equiĺıbrio térmico com uma temperatura T = β−1, as contribuições não covarian-

tes podem eventualmente ser não nulas. Além disso, em nosso caso, apenas con-

tribuições não covariantes terão uma dependência expĺıcita sobre a temperatura.

Nosso principal objetivo aqui é estudar o comportamento do coeficiente C no limite

de altas temperaturas, T →∞.

Para este fim, vamos usar o formalismo de Matsubara, que consiste em tomar

p0 = (n+1/2)2π/β e alterar 1/(2π)
∫
dp0 → 1/β

∑
, onde a soma é executada usando

a seguinte expressão [62]:

∑
n

[
(n+ b)2 + a2

]−λ
=

√
πΓ(λ− 1/2)

Γ(λ)(a2)λ−1/2
+ 4 sin(πλ)fλ(a, b) (3.39)

com

fλ(a, b) =

∫ ∞
|a|

dz

(z2 − a2)λ
Re

(
1

e2π(z+ib) − 1

)
. (3.40)

A solução acima é válida apenas para λ < 1, longe dos pólos em λ = 1/2,−1/2,−3/2, · · · .

Instituto de F́ısica - UFAL



3 Efeitos de temperatura finita 53

No entanto, esta restrição pode ser contornada quando usamos a seguinte relação

fλ(a, b) = − 1

2a2

2λ− 3

λ− 1
fλ−1(a, b)− 1

4a2

1

(λ− 2)(λ− 1)

∂2

∂b2
fλ−2(a, b) (3.41)

por uma vez, duas vezes, assim por diante, até λ ser colocado no intervalo de vali-

dade.

Usando as considerações acima na primeira contribuição Πµν
11|odd, Eq. (3.20),

e também levando em conta, por simplicidade, que k2 = 0 = b · k, bem como

k0 = 0 = b0, Πµν
11|odd → Πµν

11|CS, onde

Πµν
11|CFJ = 24e2

∫ 1

0

dx

∫ 1−x

0

dy

∫ 1−x−y

0

dz (εκλµνbκkλĨ1 + ε0λµνb0kλĨ2), (3.42)

com

Ĩ1 =
4ib2µ3−d

3β(4π)d/2
Γ (3− d/2)

∑
n

(p2
0 +M2)

d−8
2 {−p2

0[1− 5z − 5((1− x)x− 2xz − z2)]

+b2(1− x− z)(x+ z)[2− 4x− 4z + 4(x+ z)2 − d(1− 2x− 2z)2]}, (3.43)

e

Ĩ2 =
iµ3−d

3β(4π)d/2

∑
n

(p2
0 +M2)

d−8
2 {[6p2

0 − 4b2(1− 2x− 2z)2]Γ (3− d/2) (p2
0 +M2)

+8b2p2
0(1− 2x− 2z)2 Γ (4− d/2)− 3 Γ (2− d/2) (p2

0 +M2)2}. (3.44)

Nas expressões acima temos executado apenas a integral em ~p. Se retornarmos à

integral em p0, i.e., 1/β
∑
→ 1/(2π)

∫
dp0, depois do cálculo obtemos Ĩ1 = 0 = Ĩ2,

como esperado.
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Retornando às Eqs. (3.43) e (3.44), podemos verificar que após o cálculo das

integrais sobre os parâmetros de Feynman, Ĩ1 = 02, ao passo que Ĩ2 6= 0. Portanto,

a dependência sobre a temperatura surge apenas na contribuição não covariante

da Eq. (3.42), em que avaliando o somatório, na Eq. (3.44) (usando a Eq. (3.39)),

obtemos

Ĩ2 =
i

24

∫ ∞
|ξ|

dζ
[ξ2 + 2(1− x− z)(x+ z)(3ζ2 − 5ξ2)]

(1− x− z)(x+ z)(ζ2 − ξ2)1/2
tanh(πζ)sech2(πζ),(3.45)

onde ξ = βM/2π.

Com respeito às outras contribuições, Πµν
12|odd e Πµν

22|odd (Eqs. (3.27) e (3.31),

respectivamente), podemos facilmente observar que os termos não covariantes não

contribuem, uma vez que δ̂αβuα = 0. Além do mais, os termos dependentes da tem-

peratura na contribuição covariante restante anulam-se, quando levamos em conta

d = 3 na contração δ̄αβ δ̂αβ = d − 3. Portanto, apenas os termos covariante e inde-

pendente da temperatura sobrevivem, rendendo os mesmos resultdos (3.29) e (3.33),

respectivamente.

O resultado final (3.34) é então reescrito como

Πµν
CFJ =

ie2

2π2
εκλµνbκkλ + 24e2ε0λµνb0kλĨ2. (3.46)

2Este cancelamento ocorre apenas no cenário de regularização dimensional, conforme veremos
no caṕıtulo 4 desta tese.
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Assim, no limite de altas temperaturas, ξ → 0, depois da avaliação das integrais,

Πµν
CFJ →

ie2

2π2
εκλµνbκkλ −

ie2

2π2
ε0λµνb0kλ

=
ie2

2π2
εiλµνbikλ. (3.47)

Portanto, em altas temperaturas, (kAF )0 → 0 e (kAF )i → − e2

4π2 bi, implica que a

simetria de paridade (P) é restaurada neste regime. No contexto dos semimetais

de Weyl, esses resultados estão em acordo com o fato que a corrente magnética

quiral jα = (kAF )0ε
0αλρ∂λAρ desaparece em altas temperaturas [60], ao passo que a

corrente Hall anômala jα = (kAF )iε
iαλρ∂λAρ segue inafetada pela temperatura [27].

3.4 Inconsistência na Regularização Dimensional

com a matriz γ5

Nosso objetivo nesta seção é definir claramente a inconsistência existente quando se

calcula o traço entre matrizes de Dirac γ̄µ e a matriz γ5 no cenário de regularização

dimensional, mas sem utilizar a prescrição ’t Hooft-Veltman. Esta observação é

importante, pois como vimos, na indução radiativa do termo CFJ é necessário avaliar

traços dessa natureza, i.e., tr(γ5 γ̄µ γ̄ν γ̄λ γ̄ρ).

Para isso, vamos mostrar que numa generalizaçao em D dimensões, como

aquela exigida em no cenário de regularização dimensional, as relações

{γ5, γ̄µ} = 0, (3.48a)

tr(γ5 γ̄µ γ̄ν γ̄λ γ̄ρ) 6= 0, (3.48b)
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não podem ser simultaneamente satisfeitas [72, 73]. Afim de mostrar isto, partiremos

do primeiro membro da Exp. (3.48b), efetuando as seguintes manipulações,

D tr(γ5 γ̄µ γ̄ν γ̄λ γ̄ρ) = tr(γ5 γ̄µ γ̄ν γ̄λ γ̄ρD)

= tr(γ5 γ̄µ γ̄ν γ̄λ γ̄ρ γ̄
α γ̄α) (3.49)

= −tr(γ5 γ̄α γ̄µ γ̄ν γ̄λ γ̄ρ γ̄
α),

onde, temos utilizado a propriedade ćıclica do traço juntamente com a aplicação

da Eq. (3.48a), i.e., estamos assumindo a validade da relação de anticomutação em

dimensões arbitrárias. A seguir, utilizamos a relação geral de anticomutação entre

as matrizes de Dirac, {γ̄µ, γ̄ν} = 2ḡµν , deslocando a matriz γ̄α novamente para junto

da matriz γ̄α,

D tr(γ5 γ̄µ γ̄ν γ̄λ γ̄ρ) = −2ḡαµ tr(γ5 γ̄ν γ̄λ γ̄ρ γ̄
α) + 2ḡαν tr(γ̄5 γ̄µ γ̄λ γ̄ρ γ̄

α) (3.50)

−2ḡαλ tr(γ5 γ̄µ γ̄ν γ̄ρ γ̄
α) + 2ḡαρ tr(γ5 γ̄µ γ̄ν γ̄λ γ̄

α)

−tr(γ5 γ̄µ γ̄ν γ̄λ γ̄ρ γ̄α γ̄
α).

Após a contração dos traços com o tensor métrico Ddimensional, obtemos

D tr(γ5 γ̄µ γ̄ν γ̄λ γ̄ρ) = −2 tr(γ5 γ̄ν γ̄λ γ̄ρ γ̄µ) + 2 tr(γ5 γ̄µ γ̄λ γ̄ρ γ̄ν)

−2 tr(γ5 γ̄µ γ̄ν γ̄ρ γ̄λ) + 2 tr(γ5 γ̄µ γ̄ν γ̄λ γ̄ρ) (3.51)

−D tr(γ5 γ̄µ γ̄ν γ̄λ γ̄ρ).

De modo que, reordenando as matrizes na configuração inicial, usando a expressão
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trγ5 γ̄µ γ̄ν = 0, obtemos

D tr(γ5 γ̄µ γ̄ν γ̄λ γ̄ρ) = (8−D) tr(γ5 γ̄µ γ̄ν γ̄λ γ̄ρ),

ou ainda,

(4−D) tr(γ5 γ̄µ γ̄ν γ̄λ γ̄ρ) = 0. (3.52)

Isto implica que tr(γ5 γ̄µ γ̄ν γ̄λ γ̄ρ) = 0 em qualquer dimensão, com exceção de D = 4,

e, portanto o uso da relação tr(γ5 γ̄µ γ̄ν γ̄λ γ̄ρ) = 4iεµνλρ não é permitida no cenário

de regularização dimensional. Em outras palavras, há um conflito entre a anticomu-

tatividade da matriz γ5, Eq. (3.48a), e a propriedade ćıclica do traço quando envolve

um número ı́mpar de matrizes γ5.

De fato, há uma famı́lia de traços com uma quantidade par de matrizes de

Dirac e uma matriz γ5 que não podem ser analiticamente continuados pelo cenário

de regularização dimensional de 4 para D 6= 4 dimensões, conforme vemos abaixo,

D tr(γ5) = D(D − 2) tr(γ5 γ̄µ γ̄ν)

= D(D − 2)(4−D) tr(γ5 γ̄µ γ̄ν γ̄λ γ̄ρ) = ... ≡ 0. (3.53)

Portanto, para computar traços com um número ı́mpar de matrizes γ5 sem ambi-

guidades, necessitamos de uma prescrição extra, como por exemplo a prescrição de

Kreimer, a prescrição de Larin-Gorishny-Akyeampog-Delburgo ou a prescrição ’t

Hooft-Veltman. Nesta tese, fazemos uso dessa última prescrição, assumimos que a

matriz γ5 é um objeto puramente quadridimensional e, assim, não anticomuta com
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matrizes em D dimensões, conforme as relações (2.14b) e (2.14c).

É importante comentar que em diversos trabalhos apresentados na literatura

esta inconsistência não é considerada e o uso descuidado da relação tr(γ5 γ̄µ γ̄ν γ̄λ γ̄ρ) =

4iεµνλρ é feito, contribuindo para aumentar o número de resultados amb́ıguos na

indução radiativa do termo CFJ. É certo que este cálculo é amb́ıguo, conforme mos-

traremos no caṕıtulo 5 desta tese, sendo dependente do cenário de regularização

empregado, contudo uma vez fixado consistentemente tal cenário o resultado obtido

é único.
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Caṕıtulo 4

Indução do termo CFJ

gravitacional

Neste caṕıtulo, reinvestigamos a geração radiativa do termo CFJ conside-

rando dessa vez o acoplamento de férmions com o campo gravitacional. Partimos

calculando o tensor de polarização do vácuo utilizando uma abordagem perturba-

tiva no cenário de regularização de ’t Hooft-Veltman. Mostramos que o resultado do

cálculo é finito no espaço-tempo quadridimensional apenas se férmions sem massa

forem utilizados na indução, apresentando em seguida este resultado. Também dis-

cutimos a dependência de temperatura sobre este termo identificando-o como uma

contribuição extra para a condutividade dos semimetais, discutidos no caṕıtulo pas-

sado. Esta contribuição é originada na anomalia axial gravitacional.

59
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4.1 Introdução

Recentemente, o estudo das anomalias presentes em algumas teorias quânticas

de campos tem reatráıdo uma significativa atenção na literatura, contudo no cenário

de matéria condensada [33, 32, 74, 75]. Neste cenário, manisfestações macroscópicas

dessas anomalias são observadas, em geral, na forma de novos fenômenos de trans-

porte exóticos não dissipativos, i.e., há geração de correntes topologicamente prote-

gidas. Entre essas, o caso mais intensamente investigado é o da anomalia axial.

Sabe-se que esta anomalia promove a violação da lei de conservação clássica

da corrente axial, J5µ = ψ̄γµγ5ψ, na presença de campos eletromagnéticos (ano-

malia ABJ) (8) e/ou gravitacionais (anomalia axial gravitacional) [44]. Por outro

lado, os semimetais de Weyl, que foram apresentados no caṕıtulo 3 desta tese, são

materiais que em baixas (médias) energias são perfeitamente descritos por férmions

de Weyl (Dirac) 4D e que naturalmente mantêm um campo eletromagnético axial

em seu interior [32]. Assim, esses materiais formam um sistema alternativo para a

investigação tanto teórica quanto experimental da anomalia axial fora do contexto

das teorias quânticas de campos.

No caṕıtulo 3 desta tese realizamos a indução radiativa do termo CFJ em

temperatura finita e mostramos sua relação com a condutividade encontrada nos

semimetais de Weyl, ver Eqs. (3.4), (3.35) e (3.47). Da ref. [32] segue, contudo,

que essa mesma condutividade possui outra contribuição puramente dependente da

temperatura associada com a anomalia axial gravitacional. No contexto das teorias

quânticas de campos, esta anomalia nunca antes observada na natureza a partir de

campos fundamentais, seria a responsável pelo decaimento do ṕıon neutro em dois

Instituto de F́ısica - UFAL



4 Introdução 61

grávitons (π0 → g + g) [44]. Interessantemente, em materia condensada há uma

idealização para a sua constatação [32] com base no mesmo arranjo periódico de

camadas alternadas entre isolantes topológicos e isolantes comuns considerado no

caṕıtulo 3, i.e., o semimetal de Weyl, conforme Fig.(4.1a). Por ela, um semimetal de

Weyl de forma ciĺındrica quando suspendido por um fio manifestaria um movimento

de rotação cujo momento angular se oporia àquele induzido na corrente gerada pela

anomalia. Isto, afim de conservar o momento angular inicial no sistema, ao passo

que a velocidade angular dependeria da temperatura e de sua variação Fig.(4.1b).

TI 

NI 

TI 

NI 

w 
B 

a) b) 

Figura 4.1: a) Semimetal de Weyl formado por camadas sobrepostas IT-NI. b) Efeito
em temperatura finita: Rotação.

Com esta motivação, nosso objetivo principal neste caṕıtulo é realizar uma

nova indução na qual levaremos em conta a interação dos férmions massivos com

o campo gravitacional, afim de obter o termo CFJ gravitacional em temperatura

finita, no limite de massa nula. Este cálculo já foi realizado na literatura [76] em

temperatura zero e, conforme veremos, nosso resultado constitui-se numa genera-

lização deste, incluindo efeitos de temperatura e mostrando a região de convergência

nos casos m 6= 0 e m = 0.

Este caṕıtulo está organizado como segue. Na próxima seção apresentamos
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a lagrangiana de partida considerando o acoplamento com o campo de gravitacional

e efetuamos sua linearização sob a suposição de campo fraco. Seguimos realizando

a indução da ação gravitacional CFJ através de laços (loops) fermiônicos utilizando

para isso a abordagem perturbativa no cenário da regularização dimensional e mos-

tramos que o cálculo é finito em D = 4 apenas no limite de massa nula. Na última

seção, consideramos os efeitos térmicos sobre esta indução relacionando-o com a

contribuição dependente da temperatura da condutividade dos semimetais de Weyl.

4.2 O termo CFJ gravitacional

A ação que estamos interessados é a mesma usada no caṕıtulo passado, dada por

S =

∫
d4x e ψ̄

(
i
2
eµaγ

a
↔
Dµ −m− eµabµγaγ5

)
ψ, (4.1)

onde temos inclúıdo o termo de massa fermiôncia. Aqui, eµa é a tetrada(vierbein),

e ≡ det eµa e bµ é um quadrivetor constante. A derivada covariante é dada por

Dµψ = ∂µψ +
1

2
wµcdσ

cdψ, (4.2)

onde w cd
µ é a conexão de spin e σcd = 1

4
[γc, γd], enquanto que a derivada covariante

sobre o campo conjugado ψ̄ é

Dµψ̄ = ∂µψ̄ −
1

2
wµcdψ̄σ

cd. (4.3)
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Usando as expressões acima, podemos reescrever a Eq. (4.1) da seguinte forma,

S =

∫
d4x e ψ̄

(
i
2
eµaγ

a
↔
∂µ + i

4
eµawµcdΓ

acd −m− eµabµγaγ5

)
ψ, (4.4)

onde Γacd = 1
6

(
γaγcγd ± permutações), i.e., o produto antissimetrizado das três

matrizes γ. Na aproximação de campo fraco, consideramos gµν = ηµν + hµν (gµν =

ηµν − hµν), que induz uma expansão para a tetrada (vierbein) eµa = ηµa + 1
2
hµa

(eµa = ηµa − 1
2
hµa). Dessa forma, a ação tipo CFJ gravitacional em temperatura

zero toma a forma [77],

SCFJ =
1

4

∫
d4xhµνvλεαµλρ∂

ρ(∂γ∂
γhαν − ∂ν∂γhγα). (4.5)

O nosso primeiro objetivo neste caṕıtulo é obter a relação entre vλ e bµ a partir

da indução desta ação como correção quântica para o campo fermiônico em virtude

de seu acoplamento com o campo gravitacional. Afim de executar este cálculo,

consideramos o modelo fermiônico representado pela seguinte ação efetiva,

eiΓ[h] =

∫
Dψ̄Dψ eiS[h,ψ̄,ψ], (4.6)

cuja ação efetiva linearizada é dada por,

S[h, ψ̄, ψ] =

∫
d4x ψ̄

(
i
2
Γµ
↔
∂µ +hµνΓ

µνψ −m− bµγµγ5

)
ψ, (4.7)

com Γµ = γµ − 1
2
hµνγν e Γµν = 1

2
bµγνγ5 − i

16
(∂ρhαβ)ηβνΓρµα. Nesta expressão,

desprezamos os termos proporcionais a h = ηµνhµν , pois os mesmo não contribuem
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para a geração da açao CFJ.

A correção em ordem de um-loop para a essa ação efetiva é dada pelos gráficos

abaixo,

(a) (b) (c) (d) (e)

Figura 4.2: Contribuições em um laço

Os gráficos (c), (d) e (e) não contribuem para gerar a ação CFJ. Portanto, as

únicas contribuições relevantes em um-loop para o campo gravitacional submetido

à um campo de fundo quadrivetorial constante são dados pelos tensores abaixo,

iΠµνρσ
a (k) =

µ4−D

16
tr

∫
dDp

(2π)D
[(2p− k)ρS(p)b/γ5S(p)γµ(2p− k)σS(p− k)γν ] , (4.8)

e

iΠµνρσ
b (k) =

µ4−D

16
tr

∫
dDp

(2π)D
[(2p− k)ρS(p)γµ(2p− k)σS(p− k)b/γ5S(p− k)γν ] , (4.9)

onde S(p) = (p/ − m)−1 = (p/ + m)/(p2 − m2) é o propagador fermiônico usual, já

racionalizado, µ é o regulador da dimensão de massa no cenário de regularização

dimensional e, por conveniência escrevemos, pµ1 = pµ − kµ. Além disso, é imediato

o mapeamento existente entre esses tensores, Πµνρσ
b (k) = Πνµρσ

a (−k) considerando

também o deslocamento na variável de integração pµ → pµ + kµ. Sendo, por isso,

suficiente avaliar apenas um único tensor e, em seguida, efetuar este mapeamento

em seu resultado final para obter também o resultado do outro tensor. De fato, este

mapeamento é posśıvel não somente entre as expressões iniciais (4.8) e (4.9) ou entre

os seus resultados finais, mas durante todas as etapas do cálculo.
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Adotamos a prescrição de ’t hooft-Veltmann que neste caso equivale a mover

ciclicamente a matriz γ5 para o final da expressão, antes de avaliar o traço sobre

as matrizes. Além disso, para o cálculo desse traço é suficiente considerar a relação

de anticomutação geral, i.e., {γµ, γν} = 2gµν , bem como aquela que relaciona a

matriz γ5 hermitiana com o tensor antissimétrico levi-civita, i.e., tr(γµγνγαγβγ5) =

−4iεµναβ, deixando-nos com,

Πµνρσ
a (k) =−µ

4−D

4

∫
dDp

(2π)D
(2p− k)ρ(2p− k)σ

(p2 −m2)2(p2
1 −m2)

[
(p2 −m2)εµνκλbκ(kλ + pλ)

+2
(
pµενκλτbκkλpτ − pνεµκλτbκkλpτ − (p · k)εµνκλbκpλ

)]
, (4.10a)

Πµνρσ
b (k) =−µ

4−D

4

∫
dDp

(2π)D
(2p− k)ρ(2p− k)σ

(p2 −m2)(p2
1 −m2)2

[
(p2

1 −m2)εµνκλbκ(2kλ − pλ)

+2
(
pµ1ε

νκλτbκkλpτ − pν1εµκλτbκkλpτ − (p1 · k)εµνκλbκp1λ

)]
. (4.10b)

Já no ńıvel do integrando é posśıvel ver que estes tensores são altamente

divergentes, com divergência máxima a cúbica e mı́nima a logaŕıtmica. Realmente,

os termos cubicamente divergentes em ambas expressões acima, que são, (p2 −

m2)pρpσεµνκλbκpλ e (p2
1 − m2)pρpσεµνκλbκpλ, respectivamente, prejudicam a trans-

versalidade destes tensores em relação à contração com kµ e kν , que são condições

necessárias para a invariância de calibre dos tensores. Contudo, tais termos diver-

gentes não contribuem ao resultado final Πµνρσ = Πµνρσ
a + Πµνρσ

b , uma vez que eles

se cancelam quando são somandos no ńıvel do integrando. Assim, as divergências

restantes são na maioria quadrática e a transversalidade dos tensores à kµ e kν é

estabelecida, i.e., kµΠµνρσ
a (k,m) = kνΠ

µνρσ
a (k,m) = 0.

Por outro lado, o mapeamento Πµνρσ
b (k) = Πνµρσ

a (−k) é perdido após o can-
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celamento destes termos cubicamente divergentes. Contudo, considerando

(p2 −m2)εµνκλbκkλ
(p2 −m2)2(p2

1 −m2)
=

3

2

(p2 −m2)εµνκλbκkλ
(p2 −m2)2(p2

1 −m2)
− 1

2

(p2
1 −m2)εµνκλbκkλ

(p2 −m2)(p2
1 −m2)2

,

em Πµνρσ
a (k), podemos reescrever as expressões (4.10), de modo que agora temos

Πµνρσ = Π̃µνρσ
a + Π̃µνρσ

b , com

Π̃µνρσ
a (k) =−µ

4−D

4

∫
dDp

(2π)D
(2p− k)ρ(2p− k)σ

(p2 −m2)2(p2
1 −m2)

[
3

2
(p2 −m2)εµνκλbκkλ

+2
(
pµενκλτbκkλpτ − pνεµκλτbκkλpτ − (p · k)εµνκλbκpλ

)]
, (4.11)

e Π̃µνρσ
b (k) = Π̃νµρσ

a (−k). Portanto, é suficiente calcular apenas Π̃µνρσ
a (k) uma vez

que esses tensores contribuem igualmente para o resultado Πµνρσ(k). É interessante

destacar que reduções ou cancelamento de divergências são sempre delicadas, pois

são operações naturalmente indeterminadas do tipo (∞−∞), e que necessitam, por

isso, de um rigor matemático (ou algum argumento f́ısico) que impeça que termos

(contribuições de superf́ıcie) sejam criados, alterando (comprometendo) o resultado.

A seguir, empregamos a técnica da parametrização de Feynman, segundo

pµ → pµ + xkµ = qµ, (4.12a)

pµ1 → pµ + (1− x)kµ = qµ1 , (4.12b)

M2 = m2 + x(x− 1)k2, (4.12c)∫
dDp

(2π)D
→ 2

∫ 1

0

dx(1− x)

∫
dDp

(2π)D
, (4.12d)
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para podermos iniciar a avaliação desse tensor,

Π̃µνρσ
a =

µ4−D

4

∫ 1

0

dx(x− 1)

∫
dDp

(2π)D
[2pρ + (2x− 1)kρ][2pσ + (2x− 1)kσ]

[p2 −m2 − x(x− 1)k2]3

×
{

3[(p+ xk)2 −m2]εµνκλbκkλ + 4
[
(pµ + xkµ)ενκλτbκkλpτ

−(pν + xkν)εµκλτbκkλpτ − (p · k + xk2)εµνκλbκ(pλ + xkλ)
]}
. (4.13)

Nesta nova representação a relação entre os tensores Π̃µνρσ
b (k) = Π̃νµρσ

a (−k),

é obtida substituindo-se o deslocamento no momento interno pµ pelo seguinte des-

locamento no parâmetro de Feynman x → 1 − x. Como consequência, há ter-

mos com paridade definida por esse deslocamento, como por exemplo a massa

M2 = m2 + x(x − 1)k2 → m2 + (1 − x)(−x)k2 = M2 que é invariante, ou seja,

é par sob essa transformação, ao passo que outros termos invertem seu sinal, como

por exemplo (2x − 1) → −(2x − 1), sendo chamados de ı́mpares sob essa trans-

formação, além daqueles sem uma paridade definida. Em geral, os termos ı́mpares

são espúrios, pois após a integração no parâmetro de Feynman anulam-se. Conside-

remos um termo ı́mpar arbitrário,

∫ 1

0

dx (x− 1)x(2x− 1)f(M2) =−
∫ 1

0

dx (x− 1)x(2x− 1)f(M2) ≡ 0, (4.14)

sob esse deslocamento o mesmo ganha um sinal negativo global, sendo, portanto

identicamente nulo.

É importante relembrar que o mapeamento entre os tensores não é uma

hipótese, nem um artif́ıcio criado, mas uma premissa que justifica e permite efetuar

apenas a seguinte mudança de variável x→ 1− x em uma parte arbitrária do inte-
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grando sem comprometer o resultado, mesmo sendo este um integrando divergente.

Retornando ao tensor (4.13), é útil expandir (ordenar) o integrando em con-

tribuições da ordem do quadrivetor pµ, já com todos os termos de ordem ı́mpar em

pµ descartados, pois a esses corresponde um integrando ı́mpar e integral nula, dessa

forma,

Π̃µνρσ
a (k) =

µ4−D

4

∫ 1

0

dx(x− 1)

∫
dDp

(2π)D
1

(p2 −M2)3

[
4pρpσ

(
T µν0 + T µνpp

)
(4.15)

+2(2x− 1) (pρkσ + pσkρ)T µνp + (2x− 1)2kρkσ
(
T µν0 + T µνpp

)]
,

onde, T µν0 é independente de pµ, ao passo que T µνp é de ordem 1 em pµ e assim por

diante, conforme podemos verificar abaixo,

T µν0 = −(3m2 + x2k2)εαµκλbκkλ, (4.16a)

T µνp = 4xkµενκλτbκkλpτ − 4xkνεµκλτbκkλpτ − 4xk2εµνκλbκpλ

+2x(p · k)εµνκλbκkλ, (4.16b)

T µνpp = 4pµενκλτbκkλpτ − 4pνεµκλτbκkλpτ − 4(p · k)εµνκλbκpλ

+3p2εµνκλbκkλ. (4.16c)

Analisando a paridade dos termos no integrando de (4.15) sob o deslocamento

x→ 1−x, percebemos que o termo (x−1)(2x−1) (pρkσ + pσkρ)T µνp é ı́mpar e pelo

argumento (4.14) é nulo. Assim, retirando este termo, temos,

Π̃µνρσ
a =

µ4−D

4

∫ 1

0

dx(x− 1)

∫
dDp

(2π)D
4pρpσ + (2x− 1)2kρkσ

(p2 −M2)3

(
T µν0 + T µνpp

)
. (4.17)
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Afim de extrair estruturas topológicas de Πµναβ
a (k) independentes do mo-

mento interno pµ e calcularmos os seus respectivos coeficientes, explicitamos os ten-

sores (4.16) presentes em (4.17) fazendo, a seguir, o uso da implementação abaixo,

pµpν→ p2

D
gµν , (4.18a)

pµpνpαpβ→ p4

D(D + 2)

(
gµνgαβ + gµαgνβ + gµβgαν

)
, (4.18b)

dessa forma, reescrevemos o tensor Π̃µναβ
a (k) exibindo sua estrutura topológica,

Π̃µνρσ
a =A(k,m)gρσεµνκλbκkλ +B(k,m)kρkσεµνκλbκkλ (4.19)

+C(k,m)
[
(gµρενσκλbκkλ − gνρεµσκλbκkλ − kρεµσνκbκ)

+(gµσενρκλbκkλ − gνσεµρκλbκkλ − kσεµρνκbκ)
]
,

com os respectivos coeficientes,

A(k,m) =
µ4−D

D

∫ 1

0

dx(x− 1)

∫
dDp

(2π)D
p2

(p2 −M2)3

[
−12p2

D + 2
(4.20a)

+3(p2 −m2)− x2k2
]
,

B(k,m) =
µ4−D

4

∫ 1

0

dx(x− 1)

∫
dDp

(2π)D
(2x− 1)2

(p2 −M2)3

[
3(D − 4)p2

D
(4.20b)

−3m2 − x2k2
]
,

C(k,m) =
4µ4−D

D(D + 2)

∫ 1

0

dx(x− 1)

∫
dDp

(2π)D
p4

(p2 −M2)3
. (4.20c)

Podemos ainda, simplificar o tensor Π̃µνρσ
a (k,m), na Eq. (4.19), empregando
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a seguinte identidade,

gµρενσαλ − gνρεµσαλ − gλρεµσνα + gρσεµναλ − gαρεµνσλ ≡ 0, (4.21)

na estrutura topológica que acompanha o coeficiente C(k,m). Para isso, contráımos

a identidade acima (4.21) com bκkλ. De modo que,

gµρενσκλbκkλ − gνρεµσκλbκkλ − kρεµσνκbκ ≡ −gρσεµνκλbκkλ + bρεµνσλkλ. (4.22)

Agora, procedemos à simplificação das topologias que acompanham o coeficiente

C(k,m) na Eq. (4.19), conforme vemos abaixo,

[
(gµρενσκλbκkλ − gνρεµσκλbκkλ − kρεµσνκbκ) + (gµσενρκλbκkλ − gνσεµρκλbκkλ − kσεµρνκbκ)

]
= (−gσρεµνκλbκkλ + bρεµνσλkλ) + (−gσρεµνκλbκkλ + bσεµνρλkλ)

= bρεµνσλkλ + bσεµνρλkλ − 2gρσεµνκλbκkλ. (4.23)

Retornando ao tensor Π̃µνρσ
a (k,m), na Eq. (4.19), com o resultado acima, obtemos

Π̃µνρσ
a = [A(k,m)− 2C(k,m)] gρσεµνκλbκkλ +B(k,m)kρkσεµνκλbκkλ

+C(k,m)
(
bρεµνσλkλ + bσεµνρλkλ

)
, (4.24)

onde os coeficientes A(k,m), B(k,m) e C(k,m) já foram apresentados em (4.20).

Na forma apresentada pela equação (4.24) o tensor Π̃µναβ
a não apresenta in-

variância por transformação de calibre, hµν → hµν+kµΛν+kνΛµ, contudo mostrare-

mos abaixo que trata-se de um resultado aparente (superficial) no limite de férmions
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sem massa. De fato, sem a imposição da invariância por transformação de calibre,

manipularemos os coeficientes em (4.20) obtendo, por fim, um resultado invariante

por tal transformação.

Devido ao grau de divergência e da complexidade da avaliação dos coeficientes

A(k,m) e C(k,m) é interessante obter uma relação entre estes coeficientes restantes,

A(k,m) + k2B(k,m)− 2C(k,m) =
i(−m2)D/2−1

(4π)D/2
Γ

(
1− D

2

)
, (4.25)

cujo lado direito é independente do valor assumido pelo momento externo, de modo

que podemos ter uma idéia da região de convergência destes coeficientes dentro do

cenário da regularização dimensional, i.e, D < 2 para m 6= 0 ou D > 2 para m = 0.

Essa expressão é obtida ao ser verificada a transversalidades do tensor Π̃µνρσ
a (k) ao

tensor kρkσ. Sabe-se que, mesmo em três dimensões, há a falha da transversali-

dade, fato relacionado com a chamada anomalia axial gravitacional para férmions

massivos, i.e., há quebra da simetria axial através da massa [78]. Discutimos so-

bre a anomalia axial no apêndice (8), para a anomalia axial gravitacionais também

sugerimos ao leitor a ref. [79].

Sem entrar em detalhes, consideraremos o limite ultravioleta (m
2

k2 → 0), assim

o lado direito da relação acima (4.25) entre os coeficientes torna-se nulo. Além disso,

após a integração no momento interno e no parâmetro de Feynman, o coeficiente

C(k,m) tem limite nulo para todo valor do momento externo (inclusive zero, k2 = 0),

ou seja, C(k,m→ 0) = C(k = 0,m→ 0) = 0, dáı, A(k,m→ 0) = −k2B(k,m→ 0)
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e como,

B(k,m→ 0) =
−i

128π2

∫ 1

0

dx(1− 2x)2(2x− 3) =
i

192π2
, (4.26)

então, dessa forma,

Π̃µνρσ
a (k,m→ 0) =

i

192π2
(k2gρσ − kρkσ)εµνbk. (4.27)

Desse modo, a ação gravitacional CFJ induzida por correções radiativas é dada por,

SCFJ =
1

192π2

∫
d4xhµν bλ εαµλρ∂

ρ(∂γ∂
γhαν − ∂ν∂γhγα), (4.28)

cujo coeficiente vλ presente na ação (4.5) é dado por,

vλ =
1

192π2
bλ. (4.29)

Assim, a ação gravitacional CFJ obtida é invariante por transformação de

calibre, ao passo que, o seu coeficiente está em acordo com o resultado obtido por

Avarez-Gaumé e Witten no contexto das anomalias axiais gravitacionais [79].

4.3 Efeitos de temperatura finita sobre a indução

A seguir, vamos efetuar este cálculo em temperatura finita. Com efeito,

passaremos a expressão (4.13) para o espaço euclideano (m → im, dp0 → idp0),

explicitando as partes espacial e temporal do quadrivetor pµ = ~pµ+p0uµ, onde ~pµ =
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(0, ~p) e o quadrivetor uµ = (1, 0, 0, 0) faz referência a velocidade do banho térmico

onde este processo (auto-energia do gráviton) ocorre. A seguir, desfazendo, a seguir,

o deslocamento na parte temporal do momento interno p0 através da substituição

(p0 → p0−xk0) no tensor (4.13), dessa forma p0 deixa de ser uma variável cont́ınua,

tornando-se uma variável discreta p0 = (n + 1
2
)2π
β

, com n inteiro (frequência de

Matsubara para férmions) e
∫

dp0

2π
→ 1

β

∑
,

Π̃µνρσ
a (k) =

iµ3−d

4

∫ 1

0

dx(x− 1)
1

β

∑
n

∫
dd~p

(2π)d

{
3[(~p+ x~k)2 + p2

0 +m2]εµνκλbκkλ

+4 [~pµ + (p0 − xk0)uµ + xkµ] ενκλρbκkλ [~p ρ + (p0 − xk0)uρ]

−4 [~p ν + (p0 − xk0)uν + xkν ] εµκλρbκkλ [~p ρ + (p0 − xk0)uρ] (4.30)

−4[~p · ~k + (p0 − xk0)k0 + xk2]εµνκλbκ [~pλ + (p0 − xk0)uλ + xkλ)]
}

× [2~p ρ + (2x− 1)kρ + 2(p0 − xk0)uρ][2~pσ + (2x− 1)kσ + 2(p0 − xk0)uσ]

[~p 2 + (p0 − xk0)2 +m2 + x(1− x)k2]3
.

Com a discretização das frequências fermiônicas e bosônicas segue-se que no

mapeamento entre os tensores, Π̃µνρσ
b (k) = Π̃νµρσ

a (−k) devemos considerar, além do

deslocamento no parâmetro de Feynman x → 1 − x, também outro na frequência,

p0 → −p0 + k0. Assim, por essa transformação, termos como (p0 − xk0)2, M2, ou

(2x− 1)(p0−xk0) são ditos pares, enquanto que termos como (2x− 1) ou (p0−xk0)

são ditos ı́mpares.

Prosseguiremos a avaliação deste tensor, conforme fizemos em temperatura

nula. Ordenamos o integrando em potências do momento de integração ~pµ da se-
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guinte forma,

Π̃µνρσ
a (k) =

iµ3−d

4β

∫ 1

0

dx(x− 1)
∑
n

∫
dd~p

(2π)d
1

[~p 2 + (p0 − xk0)2 +M2]3

×
{[

4~pρ~pσ + (2x− 1)2kρkσ + 2(2x− 1)(p0 − xk0)(kρuσ + uρkσ)

+4(p0 − xk0)2uρuσ
] (
T µν0 + T µνpp

)
+ 2 [(2x− 1) (~p ρk σ + ~pσkρ)

+2(p0 − xk0) (~p ρuσ + ~pσuρ)]T µνp
}
, (4.31)

onde, T µν0 é independente de pµ, ao passo que T µνp é de ordem 1 em pµ e assim por

diante, conforme podemos verificar abaixo,

T µν0 = 3(x2~k2 + p2
0 +m2)εµνκλbκkλ

+4[(p0 − xk0)uµ + xkµ](p0 − xk0)ενκλτbκkλuτ (4.32a)

−4[(p0 − xk0)uν + xkν ](p0 − xk0)εµκλτbκkλuτ

−4[(p0 − xk0)uλ + xkλ][(p0 − xk0)k0 + xk2]εµνκλbκ,

T µνp = 6x(~p · ~k)εµνκλbκkλ

+4{(p0 − xk0)~pµενκλτbκkλuτ + [(p0 − xk0)uµ + xkµ]ενκλτbκkλ~p τ} (4.32b)

−4{(p0 − xk0)~p νεµκλτbκkλuτ + [(p0 − xk0)uν + xkν ]εµκλτbκkλ~p τ}

−4{[(p0 − xk0)k0 + xk2]εµνκλbκ~pλ + (~p · ~k)[(p0 − xk0)uλ + xkλ]ε
µνκλbκ},

T µνpp = 3~p 2εµνκλbκkλ + 4~pµενκλτbκkλ~p τ − 4~p νεµκλτbκkλ~p τ − 4(~p · ~k)εµνκλbκ~pλ. (4.32c)

Levando-se em conta a paridade dos termos, reescrevemos as contribuições

acima descartando contribuições espúrias dos tipos: (x − 1)x(2x − 1)2(p0 − xk0),

(x− 1)x(2x− 1)(p0 − xk0)2, (x− 1)x(p0 − xk0)3 e (x− 1)x(p0 − xk0). Desse modo,
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as expressões tornam-se mais compactas,

T µν0 = (−x2k2 + 3p2
0 + 3m2 − 3x2k2

0)εµνκλbκkλ (4.33a)

+4(p0 − xk0)2(uµενκλτbκkλuτ − uνεµκλτbκkλuτ − k0ε
µνκλbκuλ)

T µνp = 4(p0 − xk0)(~pµενκλτbκkλuτ − ~p νεµκλτbκkλuτ − k0ε
µνκλbκ~pλ) (4.33b)

+4(p0 − xk0)(uµενκλτbκkλ~p τ − uνεµκλτbκkλ~p τ − (~p · ~k)εµνκλbκuλ),

T µνpp = 3~p 2εµνκλbκkλ + 4~pµενκλτbκkλ~p τ − 4~p νεµκλτbκkλ~p τ − 4(~p · ~k)εµνκλbκ~pλ.(4.33c)

Afim de extrair estruturas topológicas de Π̃µναβ
a (k) independentes do mo-

mento interno pµ e calcularmos os seus respectivos coeficientes, explicitamos os ten-

sores (4.33) presentes em (4.31) fazendo, a seguir, o uso da implementação abaixo,

~pµ~p ν → ~p 2

d
(gµν − uµuν), (4.34a)

~pµ~p ν~pα~pβ → ~p 4

d(d+ 2)

[
(gµν − uµuν)(gαβ − uαuβ)

+(gµα − uµuα)(gνβ − uνuβ) + (gµβ − uµuβ)(gαν − uαuν)
]
.(4.34b)

Dessa forma, reescrevemos o tensor Πµναβ
a (k) exibindo sua estrutura to-
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pológica,

Π̃µνρσ
a = A(k,m)gρσεµνκλbκkλ +B(k,m)gρσ

(
uµενκλτkλ − uνεµκλτkλ − k0ε

µνκτ
)
bκuτ

+C(k,m)kρkσεµνκλbκkλ +D(k,m)kρkσ
(
uµενκλτkλ − uνεµκλτkλ − k0ε

µνκτ
)
bκuτ

+E(k,m)(kρuσ + uρkσ)εµνκλbκkλ + F (k,m)uρuσεµνκλbκkλ

+G(k,m)(kρuσ + uρkσ)
(
uµενκλτkλ − uνεµκλτkλ − k0ε

µνκτ
)
bκuτ (4.35)

+H(k,m)uρuσ
(
uµενκλτbκkλuτ − uνεµκλτbκkλuτ − k0ε

µνκτbκuτ
)

+I(k,m)
[
(gµρενσκλbκkλ − gνρεµσκλbκkλ − kρεµσνκbκ)

+(gµσενρκλbκkλ − gνσεµρκλbκkλ − kσεµρνκbκ)
]

+B(k,m)
[
uσ(gµρενκλτbκkλuτ − gνρεµκλτbκkλuτ − kρεµνκτbκuτ )

+uσ(uµενρκλbκkλ − uνεµρκλbκkλ − k0ε
µρνκbκ)

+uρ(gµσενκλτbκkλuτ − gνσεµκλτbκkλuτ − kσεµνκτbκuτ )

+uρ(uµενσκλbκkλ − uνεµσκλbκkλ − k0ε
µσνκbκ)

]
+J(k,m)

[
kρ(gµσενκλτbκkλuτ − gνσεµκλτbκkλuτ − kσεµνκτbκuτ )

+kρ(uµενσκλbκkλ − uνεµσκλbκkλ − k0ε
µσνκbκ)

+kσ(gµρενκλτbκkλuτ − gνρεµκλτbκkλuτ − kρεµνκτbκuτ )

+kσ(uµενρκλbκkλ − uνεµρκλbκkλ − k0ε
µρνκbκ)

]
,

com os respectivos coeficientes,

A(k,m) =
iµ3−d

4β

∫ 1

0

dx(x− 1)
∑
n

∫
dd~p

(2π)d
1

[~p 2 + (p0 − xk0)2 +M2]3

×
{

12~p4

d(d+ 2)
(d− 2) +

4~p2

d

[
3(−x2k2

0 + p2
0 +m2)− x2k2

]}
, (4.36a)
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B(k,m) =
iµ3−d

4β

∫ 1

0

dx(x− 1)
∑
n

∫
dd~p

(2π)d
1

[~p 2 + (p0 − xk0)2 +M2]3

×
{

16~p2

d
(p0 − xk0)2 − 16~p4

d(d+ 2)

}
, (4.36b)

C(k,m) =
iµ3−d

4β

∫ 1

0

dx(x− 1)
∑
n

∫
dd~p

(2π)d
(2x− 1)2

[~p 2 + (p0 − xk0)2 +M2]3

×
[

3(d− 4)~p2

d
− x2k2 + 3p2

0 + 3m2 − 3x2k2
0

]
, (4.36c)

D(k,m) =
iµ3−d

4β

∫ 1

0

dx(x− 1)
∑
n

∫
dd~p

(2π)d
1

[~p 2 + (p0 − xk0)2 +M2]3

×
{

4(2x− 1)2

[
(p0 − xk0)2 − ~p2

d

]}
, (4.36d)

E(k,m) =
iµ3−d

4β

∫ 1

0

dx(x− 1)
∑
n

∫
dd~p

(2π)d
2(2x− 1)(p0 − xk0)

[~p 2 + (p0 − xk0)2 +M2]3

×
[

3(d− 4)~p2

d
− x2k2 + 3p2

0 + 3m2 − 3x2k2
0

]
, (4.36e)

F (k,m) =
iµ3−d

4β

∫ 1

0

dx(x− 1)
∑
n

∫
dd~p

(2π)d
1

[~p 2 + (p0 − xk0)2 +M2]3

×
{
− 12~p4

d(d+ 2)
(d− 2) +

[
4(p0 − xk0)2 − 4~p2

d

] [
3(−x2k2

0 + p2
0 +m2)− x2k2

]
+ 4(p0 − xk0)2

[
3(d− 4)~p2

d

]}
, (4.36f)

G(k,m) =
iµ3−d

4β

∫ 1

0

dx(x− 1)
∑
n

∫
dd~p

(2π)d
8(2x− 1)(p0 − xk0)

[~p 2 + (p0 − xk0)2 +M2]3

×
[
(p0 − xk0)2 − 3

~p2

d

]
, (4.36g)

H(k,m) =
iµ3−d

4β

∫ 1

0

dx(x− 1)
∑
n

∫
dd~p

(2π)d
1

[~p 2 + (p0 − xk0)2 +M2]3

×
{

48~p4

d(d+ 2)
− 80~p2(p0 − xk0)2

d
+ 16(p0 − xk0)2

[
(p0 − xk0)2 − ~p2

d

]}
,(4.36h)

I(k,m) =
iµ3−d

4β

∫ 1

0

dx(x− 1)
∑
n

∫
dd~p

(2π)d
1

[~p 2 + (p0 − xk0)2 +M2]3

× 16~p4

d(d+ 2)
, (4.36i)
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J(k,m) =
iµ3−d

4β

∫ 1

0

dx(x− 1)
∑
n

∫
dd~p

(2π)d
1

[~p 2 + (p0 − xk0)2 +M2]3

× 8(2x− 1)
~p2(p0 − xk0)

d
. (4.36j)

Realizamos a simplificação do tensor (4.35) a partir da seguinte identidade,

gµρενσαλ − gνρεµσαλ − gλρεµσνα + gρσεµναλ − gαρεµνσλ ≡ 0. (4.37)

Obtemos quatro novas identidades ao contráır a expressão acima (4.37), respecti-

vamente, com bαkλ, com bαkλuσ, com bαkλuρ ou com bαkλuρuσ. Conforme vemos

abaixo,

gµρενσκλbκkλ − gνρεµσκλbκkλ − kρεµσνκbκ ≡ −gρσεµνκλbκkλ + bρεµνσλkλ, (4.38a)

gµρενκλτbκkλuτ − gνρεµκλτbκkλuτ − kρεµνκτbκuτ ≡ −uρεµνκλbκkλ − bρεµνλτkλuτ , (4.38b)

uµενσκλbκkλ − uνεµσκλbκkλ − k0ε
µσνκbκ ≡ −uσεµνκλbκkλ + b0ε

µνσλkλ, (4.38c)

uµενκλτbκkλuτ − uνεµκλτbκkλuτ − k0ε
µνκτbκuτ ≡ −biεµνiλkλ. (4.38d)

Agora, procedemos à simplificação da expressão (4.35). Por exemplo, para o

coeficiente I(k,m), aplicamos duas vezes a relação (4.38a),

[
(gµρενσκλbκkλ − gνρεµσκλbκkλ − kρεµσνκbκ) + (gµσενρκλbκkλ − gνσεµρκλbκkλ − kσεµρνκbκ)

]
= (−gσρεµνκλbκkλ + bρεµνσλkλ) + (−gσρεµνκλbκkλ + bσεµνρλkλ) (4.39)

= bρεµνσλkλ + bσεµνρλkλ − 2gρσεµνκλbκkλ.
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Para o coeficiente B(k,m), aplicamos duas vezes a relação (4.38b) e duas

vezes a relação (4.38c),

[
uσuτbκ(g

µρενκλτkλ − gνρεµκλτkλ − kρεµνκτ ) + uσbκ(u
µενρκλkλ − uνεµρκλkλ − k0ε

µρνκ)

+uρuτbκ(g
µσενκλτkλ − gνσεµκλτkλ − kσεµνκτ ) + uρbκ(u

µενσκλkλ − uνεµσκλkλ − k0ε
µσνκ)

]
= uσ(−uρεµνκλbκkλ − bρεµνλτkλuτ ) + uσ(−uρεµνκλbκkλ + b0ε

µνρλkλ) (4.40)

+uρ(−uσεµνκλbκkλ − bσεµνλτkλuτ ) + uρ(−uσεµνκλbκkλ + b0ε
µνσλkλ)

= −4uρuσεµνκλbκkλ − (uρbσ + uσbρ)εµνλτkλuτ + b0(uρεµνσλkλ + uσεµνρλkλ).

Por fim, para o coeficiente J(k,m), aplicamos duas vezes a relação (4.38b) e

duas vezes a relação (4.38c),

[
kρbκuτ (g

µσενκλτkλ − gνσεµκλτkλ − kσεµνκτ ) + kρbκ(u
µενσκλkλ − uνεµσκλkλ − k0ε

µσνκ)

+kσbκuτ (g
µρενκλτkλ − gνρεµκλτkλ − kρεµνκτ ) + kσbκ(u

µενρκλkλ − uνεµρκλkλ − k0ε
µρνκ)

]
= kρ(−uσεµνκλbκkλ − bσεµνλτkλuτ ) + kρ(−uσεµνκλbκkλ + b0ε

µνσλkλ)

+kσ(−uρεµνκλbκkλ − bρεµνλτkλuτ ) + kσ(−uρεµνκλbκkλ + b0ε
µνρλkλ)

= −2(kρuσ + kσuρ)εµνκλbκkλ − (kρbσ + kσbρ)εµνλτkλuτ + b0(kρεµνσλkλ + kσεµνρλkλ).(4.41)

Assim, ao utilizar essas identidades podemos simplificar nossa expressão ini-
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cial (4.35),

Π̃µνρσ
a = [A(k,m)− 2I(k,m)] gρσεµνκλbκkλ −B(k,m)gρσbiε

µνiλkλ + C(k,m)kρkσεµνκλbκkλ

−D(k,m)kρkσbiε
µνiλkλ + [E(k,m)− 2J(k,m)] (kρuσ + kσuρ)εµνκλbκkλ

+ [F (k,m)− 4B(k,m)]uρuσεµνκλbκkλ −G(k,m)(kρuσ + uρkσ)biε
µνiλkλ

−H(k,m)uρuσbiε
µνiλkλ + I(k,m)

[
bρεµνσλkλ + bσεµνρλkλ

]
(4.42)

+B(k,m)
[
−(uρbσ + uσbρ)εµνλτkλuτ + b0(uρεµνσλkλ + uσεµνρλkλ)

]
+J(k,m)

[
−(kρbσ + kσbρ)εµνλτkλuτ + b0(kρεµνσλkλ + kσεµνρλkλ)

]
.

Devido ao grau de divergência e da complexidade da avaliação nos coeficientes

E(k,m), G(k,m) e J(k,m) é interessante obter uma relação entre estes coeficientes

restantes,

k2E(k,m) + k0F (k,m) = 2k0B(k,m), (4.43a)

k2G(k,m) + k0H(k,m) = 0, (4.43b)

k2J(k,m) + k0B(k,m) = 0, (4.43c)

k2D(k,m) + k0G(k,m) = −B(k,m), (4.43d)

A(k,m)− 2I(k,m) + k2C(k,m) + k0E(k,m) = 2k0J(k,m) + f(m), (4.43e)

onde f(m) = − (m2)
d−1

2

2(4π)
d+1

2
Γ
(

1−d
2

)
.
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Com essas identidades, o tensor (4.35) é reescrito conforme vemos abaixo,

Π̃µνρσ
a = [A(k,m)− 2I(k,m)]

(
gρσ − kρkσ

k2

)
εµνκλbκkλ −B(k,m)

(
gρσ − kρkσ

k2

)
biε

µνiλkλ

+ [F (k,m)− 4B(k,m)]

(
k0

k2
kρ − uρ

)(
k0

k2
kσ − uσ

)
εµνκλbκkλ + f(m)

kρkσ

k2
εµνκλbκkλ

−H(k,m)

(
k0

k2
kρ − uρ

)(
k0

k2
kσ − uσ

)
biε

µνiλkλ + I(k,m)
(
bρεµνσλkλ + bσεµνρλkλ

)
+B(k,m)

(
k0

k2
kρ − uρ

)(
bσεµνλτkλuτ − b0ε

µνσλkλ
)

(4.44)

+B(k,m)

(
k0

k2
kσ − uσ

)(
bρεµνλτkλuτ − b0ε

µνρλkλ
)
,

onde as estruturas
(
gρσ − kρkσ

k2

)
e
(
k0

k2k
ρ − uρ

)
já são invariantes por transformação de

calibre. Além disso, perceba que o termo dependente da massa f(m)k
ρkσ

k2 prejudica

a invariância do tensor, ou seja, é necessário tomar o limite m→ 0.

4.4 Avaliação dos Coeficientes

Agora, vamos realizar a avaliação dos coeficientes acima. O procedimento utilizado

para isso será inicialmente a avaliação da integral de laço em ~p. A seguir, tomare-

mos o limite de massa fermiônica nula junto com o limite estático sobre o momento

externo, que é caracterizado por (k0 = 0, ~k → 0). Por fim, empregamos o método

de soma desenvolvido na Ref. [62], para efetuar o somatório sobre as frequências de

Matsubara p0 = (n+ 1
2
)2π
β

em dimensões arbitrárias e, ao final do cálculo, reestabe-

lecemos a dimensão d→ 3. Dessa forma, o primeiro coeficiente toma a forma,

A(k,m)− 2I(k,m) =
Γ
(
1− d

2

)
2(4π)d/2

∑
p0

∫ 1

0

dx (1− x)
[
(p0 − xk0)2 +M2

] d−4
2 (4.45)

×
{

8
[
(p0 − xk0)2 +M2

]
+ (d− 2)x

[
6k0(p0 − xk0) + (2x− 3)k2

]}
,
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ao retirar os termos ı́mpares (1−x)xk0(p0−xk0)→ 0 e (1−x)x(d−2)(2x−3)k2 →

2(1− x)x(2− d)k2, o coeficiente é simplificado para

A(k,m)− 2I(k,m) =
Γ
(
1− d

2

)
(4π)d/2

∑
p0

∫ 1

0

dx (1− x)
[
(p0 − xk0)2 +M2

] d−4
2 (4.46)

×
{

4
[
(p0 − xk0)2 +M2

]
+ (2− d)xk2

}
.

No limite de massa nula, M2 = m2 +x(1−x)k2 → x(1−x)k2 = M2, e considerando

agora o limite estático, k0 → 0, temos

A− 2I =
Γ
(
1− d

2

)
(4π)d/2

∑
p0

∫ 1

0

dx
{

4(1− x)
(
p2

0 +M2
) d−2

2 + (2− d)M2
(
p2

0 +M2
) d−4

2

}
.(4.47)

A seguir realizamos o somatório utilizando a fórmula de Larry Ford,

A− 2I =
β1−dΓ

(
1− d

2

)
2π(4−d)/2

sin

(
πd

2

)∫ 1

0

dx

∫ ∞
|ξ|

dζ
[
ξ2(d+ 4x− 6) + 4(1− x)ζ2

]
× [tanh(πζ)− 1]

(
ζ2 − ξ2

) d
2
−2

+
Γ
(

1
2
− d

2

)
(4π)(d+1)/2

∫ 1

0

dx (5− 4x− d)
(
M2
) d−1

2 , (4.48)

onde ξ = βM
2π

. No limite de altas temperaturas, quando ξ → 0, as integrais são

facilmente feitas,

A− 2I =
Γ
(

1
2
− d

2

)
(4π)(d+1)/2

∫ 1

0

dx (5− 4x− d)
(
M2
) d−1

2 (4.49)

+
2β1−dΓ

(
1− d

2

)
π(4−d)/2

sin

(
πd

2

)∫ 1

0

dx

∫ ∞
0

dζ [tanh(πζ)− 1]
(
ζ2
) d

2
−1

=
(3− d) (k2)

d−1
2 sec

(
πd
2

)
22d+3π

d
2
−1Γ

(
d
2

+ 1
) −

2β1−dΓ
(
1− d

2

)
22d+1π

d
2

+1
(2d − 4)ζ(d− 1)Γ(d− 1) sin

(
πd

2

)
,
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restabelecendo a dimensão d→ 3, obtemos

A− 2I = − k2

192π2
− T 2

48
. (4.50)

Coeficiente B(k,m):

B(k,m) =
2Γ
(
1− d

2

)
(4π)

d
2

∑
p0

∫ 1

0

dx (1− x)
[
(p0 − xk0)2 +M2

] d−4
2
[
(d− 1)(p0 − xk0)2 +M2

]
.

(4.51)

No limite de massa nula, M2 = m2 +x(1−x)k2 → x(1−x)k2 = M2, e considerando

agora o limite estático, k0 → 0, temos

B(k,m) =
2Γ
(
1− d

2

)
(4π)

d
2

∑
p0

∫ 1

0

dx (1− x)
(
p2

0 +M2
) d−4

2
[
(d− 1)p2

0 +M2
]
. (4.52)

A seguir realizamos o somatório utilizando a fórmula de Larry Ford,

B(k, 0) =
β1−dΓ

(
1− d

2

)
π2− d

2

sin

(
πd

2

)∫ 1

0

dx (1− x)

∫ ∞
|ξ|

dζ (tanh(πζ)− 1) (4.53)

×
(
ζ2 − ξ2

) d
2
−2 [

(d− 1)ζ2 − ξ2
]
,

onde ξ = βM
2π

. No limite de altas temperaturas, quando ξ → 0, as integrais são

facilmente feitas,

B =
β1−dΓ

(
1− d

2

)
π2− d

2

(d− 1) sin

(
πd

2

)∫ 1

0

dx (1− x)

∫ ∞
0

dζ (tanh(πζ)− 1)
(
ζ2
) d

2
−1

=
β1−dΓ

(
1− d

2

)
22d+1π1+ d

2

(
4− 2d

)
Γ(d)ζ(d− 1) sin

(
πd

2

)
, (4.54)
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restabelecendo a dimensão d→ 3, obtemos

B = −T
2

48
. (4.55)

Coeficiente F (k,m):

F (k,m) =
Γ
(
2− d

2

)
(4π)d/2

∑
p0

∫ 1

0

dx (1− x)x
[
6k0(p0 − xk0) + k2(2x− 3)

]
×

[
(p0 − xk0)2 +M2

] d−6
2
[
(d− 3)(p0 − xk0)2 +M2

]
, (4.56)

ao retirar os termos ı́mpares (1 − x)xk0(p0 − xk0) → 0 e (1 − x)x(2x − 3)k2 →

−2(1− x)xk2, o coeficiente é simplificado para

F (k,m) =
−2Γ

(
2− d

2

)
(4π)d/2

k2
∑
p0

∫ 1

0

dx (1− x)x
{

(d− 3)
[
(p0 − xk0)2 +M2

] d−4
2

+(4− d)M2
[
(p0 − xk0)2 +M2

] d−6
2

}
. (4.57)

No limite de massa nula, M2 = m2 +x(1−x)k2 → x(1−x)k2 = M2, e considerando

agora o limite estático, k0 → 0, temos

F (k,m) =
−2Γ

(
2− d

2

)
(4π)d/2

k2
∑
p0

∫ 1

0

dx (1− x)x
[
(d− 3)

(
p2

0 +M2
) d−4

2 + (4− d)M2
(
p2

0 +M2
) d−6

2

]
,

(4.58)

Instituto de F́ısica - UFAL



4 Avaliação dos Coeficientes 85

A seguir realizamos o somatório utilizando a fórmula de Larry Ford,

F (k, 0) =
Γ
(
1− d

2

)
2(4π)

d
2
−1

sin

(
πd

2

)∫ 1

0

dx

∫ ∞
ξ

dζ tanh(πζ)sech2(πζ)Mξ

(
ξ2

M2

)1− d
2 (
ζ2 − ξ2

) d
2
−1

=
Γ
(
1− d

2

)
2(4π)

d
2
−1

sin

(
πd

2

)∫ 1

0

dx

∫ ∞
ξ

dζ tanh(πζ)sech2(πζ)ξ2

(
β

2π

)1−d (
ζ2 − ξ2

) d
2
−1

=
Γ
(
1− d

2

)
2(4π)

d
2
−1

sin

(
πd

2

)(
β

2π

)1−d∫ 1

0

dx

∫ ∞
ξ

dζ ξ2 tanh(πζ)sech2(πζ)
(
ζ2 − ξ2

) d
2
−1
, (4.59)

onde ξ = βM
2π

. No limite de altas temperaturas, quando ξ → 0, as integrais se

anulam, independente da dimensão,

F = 0. (4.60)

Coeficiente H(k,m):

H(k,m) =
2

(4π)
d
2

∑
p0

∫ 1

0

(x− 1)

{
3Γ

(
1− d

2

)[
(p0 − xk0)2 +M2

] d
2
−1

−12Γ

(
2− d

2

)
(p0 − xk0)2

[
(p0 − xk0)2 +M2

] d
2
−2

+4Γ

(
3− d

2

)
(p0 − xk0)4

[
(p0 − xk0)2 +M2

] d
2
−3
}
. (4.61)

No limite de massa nula, M2 = m2 +x(1−x)k2 → x(1−x)k2 = M2, e considerando

agora o limite estático, k0 → 0, temos

H(k,m) =
2

(4π)
d
2

∑
p0

∫ 1

0

(x− 1)

[
3Γ

(
1− d

2

)(
p2

0 +M2
) d

2
−1

(4.62)

−12Γ

(
2− d

2

)
p2

0

(
p2

0 +M2
) d

2
−2

+ 4Γ

(
3− d

2

)
p4

0

(
p2

0 +M2
) d

2
−3
]
,
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A seguir realizamos o somatório utilizando a fórmula de Larry Ford,

H(k, 0) =
2β1−dΓ

(
1− d

2

)
π−

d
2

sin

(
πd

2

)∫ 1

0

dx (1− x)

∫ ∞
ξ

dζ ξ2 tanh(πζ)sech2(πζ)
(
ζ2 − ξ2

) d
2
−1

−
(d+ 1)β1−dΓ

(
1− d

2

)
π2− d

2

sin

(
πd

2

)∫ 1

0

dx (1− x)

∫ ∞
ξ

dζ (tanh(πζ)− 1)
(
ζ2 − ξ2

) d
2
−2

×
[
(d− 1)ζ2 − ξ2

]
, (4.63)

onde ξ = βM
2π

. No limite de altas temperaturas, quando ξ → 0, as integrais são

facilmente feitas,

H(k, 0) =
(1− d2)β1−dΓ

(
1− d

2

)
π2− d

2

sin

(
πd

2

)∫ 1

0

dx (1− x)

∫ ∞
0

dζ (tanh(πζ)− 1)ζd−2, (4.64)

restabelecendo a dimensão d→ 3, obtemos

H =
T 2

12
. (4.65)

4.5 O termo CS gravitacional em temperatura fi-

nita

Reescrevemos abaixo o tensor Π̃µνρσ
a , i.e., Eq. (4.35), apresentando apenas os coe-

ficientes não nulos para o limite de massa zero e que contribuem para o termo de
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Chern-Simons gravitacional, Π̃µνρσ
a → Π̃µνρσ

aCS ,

Π̃µνρσ
aCS = [A(k,m)− 2I(k,m)]

(
gρσ − kρkσ

k2

)
εµνκλbκkλ −B(k,m)

(
gρσ − kρkσ

k2

)
biε

µνiλkλ

+ [F (k,m)− 4B(k,m)]

(
k0

k2
kρ − uρ

)(
k0

k2
kσ − uσ

)
εµνκλbκkλ

−H(k,m)

(
k0

k2
kρ − uρ

)(
k0

k2
kσ − uσ

)
biε

µνiλkλ.

Perceba que a estrutura acima é invariante por transformação de calibre. Explici-

tando os coeficientes não nulos, avaliados segundo o procedimento descrito acima,

nosso resultado torna-se,

Π̃µνρσ
aCS = − k2

192π2

(
gρσ − kρkσ

k2

)
εµνκλbκkλ −

T 2

48

(
gρσ − kρkσ

k2

)
b0ε

µνκλuκkλ

+
T 2

12

(
k0

k2
kρ − uρ

)(
k0

k2
kσ − uσ

)
b0ε

µνκλuκkλ.

Note que o segundo termo acima, gνσb0ε
µρκλuκkλ, com o coeficiente T 2

48
, é de

fato aquele que contribui para a condutividade da corrente magnética quiral [32].

De modo que, como era esperado o resultado é puramente dependente do quadrado

da temperatura, concordando com aquele apresentado na literatura, Ref. [32], como

sendo a contribuição gravitacional para a condutividade dos semimetais de Weyl.
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Caṕıtulo 5

Não analiticidade do termo CFJ

em T 6= 0

Nesta seção, discutimos o comportamento do coeficiente kµAF do termo Carroll-

Field-Jackiw (CFJ) que surge devido a integração sobre férmions massivos, e a mo-

dificação sofrida por sua estrutura topológica no caso de temperatura finita. Nosso

estudo é baseado no formalismo do tempo imaginário e sobre a soma das frequências

de Matsubara. Nós demonstramos que a auto-energia do fóton é não anaĺıtica no

limite de pequeno kµ, i.e., o limite estático (k0 = 0, ~k → 0) e o limite de grande

comprimento de onda (k0 → 0, ~k = 0) não comutam, enquanto que a estrutura

tensorial do termo CFJ mantêm-se em ambos os limites.

5.1 Introdução

88



5 Introdução 89

A quebra da simetria de Lorentz e, em alguns casos, da simetria CPT é agora

tratada como um ingrediente importante para a extensão do MP[52, 4]. Tipicamente,

a simetria de Lorentz é quebrada através de alguns termos aditivos que são proporci-

onais a pequenos vetores ou tensores constantes (coeficientes) introduzindo direções

privilegiadas no espaço-tempo. Suas aplicações potenciais estendem-se de teoria

quântica de campo à f́ısica da matéria condensada, como ocorre, por exemplo, como

o famoso termo Carroll-Field-Jackiw (CFJ) term [80] (ver [81] por suas aplicações

no estudo dos semi-metais de Weyl). Este termo representa uma extensão quadri-

dimensional do termo Chern-Simons (CS), que tem ganhado considerável atenção

em três dimensões devido a sua relação com fenômenos planares, tais como o efeito

Hall quântico fracionário e supercondutividades [82, 83].

O termo CFJ é um termo topológico que viola as simetrias de Lorentz e CPT,

enquanto que a simetria de calibre é preservada. Ele é responsável por fornecer

uma massa topológica para o campo de calibre, portanto alterando a relaçao de

dispersão do fóton no vácuo [84]. É importante notar que o termo CFJ pode ser

gerado dinamicamente através da integração funcional sobre os campos fermiônicos

de Dirac em uma ação clássica envolvendo um acoplamento de férmions com o campo

de calibre e/ou com um vetor axial constante [22]. Portanto, podemos falar sobre a

dinâmica efetiva do campo de calibre com quebra da simetria de Lorentz em quatro

dimensões.

Uma caracteŕıstica importante do termo CFJ consiste em sua ambiguidade

[25]. Do ponto de vista formal, esta ambiguidade esta relacionada ao fato que a

contribuição para o termo CFJ é superficialmente divergente, contudo, suas partes

polares são mutuamente canceladas, de modo que nós temos algum tipo de singu-
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laridade ∞−∞ remov́ıvel. Alguns valores para o termo CFJ são apresentado em

[22, 23, 85, 86, 87, 88, 89, 90, 91, 92], que diferem pelos métodos de regularização

empregados na remoção desta singularidade, ao passo que a estrutura topológica

deste termo continua ser a mesma em todos os casos.

Neste caṕıtulo, estamos interessados no comportamento do coeficiente do

termo CFJ induzido, quando o sistema f́ısico é colocado em contato com um banho

térmico [34, 35, 36, 37], a fim de estudar sua não analiticidade. Sabe-se que no

regime de temperatura finita, a auto-energia é, em muitos casos, uma função não

anaĺıtica dos momentos externos kµ, no limite kµ → 0. Devido a seleção de um

referêncial espećıfico feita pelo banho térmico, a auto-energia, em geral, depende de

k0 e ~k de maneiras diferentes, de modo que o limite estático (k0 = 0, ~k → 0) e o

limite de grande comprimento de onda (k0 → 0, ~k = 0) nesses casos não comutam,

assim como foi demonstrado nos casos de escalares auto-interagentes [38], Modelo

Maxwell-Chern-Simons-Higgs [39], QED tridimensional [40] e QCD quente [41, 42,

43]. Como o comportamento ultravioleta da teoria (e portanto, a estrutura das

posśıveis divergências) é independente da temperatura, esperamos que ambiguidades

de regularização não modifiquem a dependência da temperatura para o termo CFJ.

A estrutura desse caṕıtulo está organizada da seguinte forma. Na próxima

seção, reconsideramos a lagragiana de partida utilizada no caṕıtulo 3 desta tese,

Eq. (3.5), onde adicionamos o termo de massa fermiônica, mψ̄ψ. A seguir, isola-

mos a contribuição bµ-linear presente no tensor de polarização do vácuo. Para isso,

optamos pela abordagem perturbativa, contudo mantemos o mesmo cenário de regu-

larização empregado no caṕıtulo 3, i.e., regularização dimensional com a prescrição

de ’t Hooft-Veltman. Ainda nesta seção, manipulamos o tensor de polarização afim
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de reduzir seu grau de divergência e restaurar sua invariância por transformações

de calibre. Na seção 3, executamos o cálculo em temperatura finita, no formalismo

do tempo imaginário, avaliando a soma sobre as frequências de Matsubara antes

do cálculo da integral sobre a parte espacial do momento, este cálculo nunca foi

considerado antes na literatura. E verificamos a não analiticidade do termo CFJ

avaliando o seu coeficiente por dois limites que não comutam, i.e., (k0 = 0, ~k → 0)

e (k0 → 0, ~k = 0), mostrando as diferenças existentes quando se usa a regula-

rização dimensional, um cutoff e quando o cálculo explicitamente em 4 dimensões.

Finalmente, na última seção discutimos os três resultados obtidos, mostrando, em

especial, que o resultado obtido no cenário de regularização dimensional esta em

acordo com aquele obtido no caṕıtulo 3, mesmo um sendo perturbativo e o outro

não perturbativo em bµ.

5.2 O tensor de polarização do vácuo em um loop

Nesta seção estamos interessado no estudo da geração radiativa do termo CFJ CPT-

ı́mpar a partir do acoplamento do campo de calibre com férmions massivos, em

temperatura finita. Para isto, vamos considerar o setor fermiônico da EDQ com

violação de Lorentz, dado por

Lψ = ψ̄(i/∂ −m− /bγ5 − e /A)ψ. (5.1)

Assim, o funcional gerador correspondente pode ser escrito como,

Z[Aµ, ψ̄, ψ] =

∫
DAµDψ̄Dψ ei

∫
d4xLψ =

∫
DAµ e

iSeff , (5.2)
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onde a ação efetiva em um loop, obtida integrando sobre os férmions, toma a forma

Seff = −iTr ln(/p−m− /bγ5 − e /A). (5.3)

Aqui, Tr representa o traço sobre as matrizes de Dirac, bem como o traço sobre o

espaço das coordenadas.

Agora, a fim de isolar os termos quadráticos em Aµ da ação efetiva, reescre-

vemos a expressão (5.3) como

Seff = S
(0)
eff +

∞∑
n=1

S
(n)
eff , (5.4)

onde S
(0)
eff = −iTr ln(/p−m− /bγ5) and

S
(n)
eff =

i

n
Tr

(
1

/p−m− /bγ5

e /A

)n

. (5.5)

Então, depois da avaliação do traço sobre o espaço das coordenadas, usando a relação

básica Aµ(x)G(p) = G(p−i∂)Aµ(x) do método da expansão derivativa [93, 94, 95], e

a relação de completeza do espaço dos momentos, a ação quadrática S
(2)
eff é reescrita

como

S
(2)
eff =

1

2

∫
d4xΠµνAµAν . (5.6)

Na expressão acima Πµν é o tensor polarização do vácuo, ou em nosso caso, o tensor

auto-energia do fóton em um loop,

Πµν = ie2

∫
d4p

(2π)4
trG(p)γµG(p− i∂)γν , (5.7)
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onde o propagador depende do vetor axial bµ responsável pela violação da simetria

de Lorentz e é dado por

G(p) =
1

/p−m− /bγ5

. (5.8)

A fim de avaliar a auto-energia do fóton em um loop (5.7), na abordagem

perturbativa, devemos expandir o propagador (5.8) até primeira ordem em /b, como

segue

G(p) = S(p) + S(p)/bγ5S(p) + · · · , (5.9)

com S(p) = (/p − m)−1. Então, expandimos a polarização do vácuo em série de

potências em bµ como Πµν = Πµν
0 + Πµν

b + · · · , onde Πµν
b = Πµν

b12|odd + Πµν
b21|odd, com

Πµν
b12|odd(k) = ie2

∫
d4p

(2π)4
trS(p)/bγ5S(p)γµS(p1)γν , (5.10a)

Πµν
b21|odd(k) = ie2

∫
d4p

(2π)4
trS(p)γµS(p1)/bγ5S(p1)γν . (5.10b)

Nessas expressões pµ1 = pµ − kµ e kµ é o momento externo. É imediato que

Πµν
b21|odd(k) = Πνµ

b12|odd(−k), considerando o deslocamento p→ p+ k.

Vamos calcular Πµν
b12|odd(k) e Πµν

b21|odd(k), no cenário da regularização dimensio-

nal, movendo a matriz γ5 para o fim da expressão, de modo que, após a racionalização

do propagador e do cálculo do traço, obtemos

Πµν
b12|odd = 4e2µ4−D

∫
dDp

(2π)D
1

(p2 −m2)2(p2
1 −m2)

[
(p2 −m2)εµνκλbκ(kλ + pλ)

+2
(
pµενκλρbκkλpρ − pνεµκλρbκkλpρ − (p · k)εµνκλbκpλ

)]
, (5.11a)

Πµν
b21|odd = 4e2µ4−D

∫
dDp

(2π)D
1

(p2 −m2)(p2
1 −m2)2

[
(p2

1 −m2)εµνκλbκ(2kλ − pλ)

+2
(
pµ1ε

νκλρbκkλpρ − pν1εµκλρbκkλpρ − (p1 · k)εµνκλbκp1λ

)]
. (5.11b)
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É fácil ver que essas expressões não são explicitamente invariantes por trans-

formações de calibre. Realmente, termos linearmente divergentes em ambas ex-

pressões acima, que são, (p2 −m2)εµνκλbκpλ e (p2
1 −m2)εµνκλbκpλ, respectivamente,

não são transversais. Contudo, tais termos divergentes não contribuem ao resul-

tado final Πµν
b , uma vez que eles se cancelam já no ńıvel do integrando. Assim,

as divergências restantes são na maioria logaŕıtmicas e a invariância de calibre é

restaurada.

Além disso, a relação Πµν
b21|odd(k) = Πνµ

b12|odd(−k) é perdido após o cancela-

mento destes termos linermente divergentes. Contudo, considerando

(p2 −m2)εµνκλbκkλ
(p2 −m2)2(p2

1 −m2)
=

3

2

(p2 −m2)εµνκλbκkλ
(p2 −m2)2(p2

1 −m2)
− 1

2

(p2
1 −m2)εµνκλbκkλ

(p2 −m2)(p2
1 −m2)2

,

em Πµν
b12|odd(k), podemos reescrever as expressões (5.11), de modo que agora temos

Πµν
b = Π̃µν

b12|odd + Π̃µν
b21|odd, com

Π̃µν
b12|odd = 4e2µ4−D

∫
dDp

(2π)D
1

(p2 −m2)2(p2
1 −m2)

[
3

2
(p2 −m2)εµνκλbκkλ

+2
(
pµενκλρbκkλpρ − pνεµκλρbκkλpρ − (p · k)εµνκλbκpλ

)]
(5.12)

e Π̃µν
b21|odd(k) = Π̃νµ

b12|odd(−k). Portanto, é suficiente calcular apenas Πµν
b12|odd uma vez

que esses tensores contribuem igualmente para o resultado Πµν
b . Notamos que esta

expressão tem uma estrutura bastante t́ıpica aos integrandos que surgem dentro do

cálculo do termo CFJ, ver por exemplo, [96]. Também, é claro que sob a substituição

pκpρ → 1
D
gκρp

2, para ou D = 4 ou D = 4 + 2ε, com ε→ 0, a divergência logaŕıtmica

desaparece, e a integral verifica-se ser finita, mas indeterminada para essas duas

escolhas de D, assim como ocorre, por exemplo, em [96]. Portanto, o resultado
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é finito e amb́ıguo fornecendo Πµν
b12|odd = 3C e2

8π2µ
4−Dεµνκλbκkλ, com C sendo um

número dependente da regularização rendendo 1 para D = 4 e 0 for D = 4 + 2ε.

O próximo passo no cálculo em temperatura finita é a introdução das frequências

de Matsubara, seguida pela extração da estrutura tensorial não-covariante, a qual

executamos na próxima seção, e, como veremos, o resultado representa a não-

analiticidade.

5.3 Não-analiticidade do termo CFJ

Vamos, agora, generalizar nossos resultados para temperatura finita. Para imple-

mentar os efeitos de temperatura finita, uma vez executado a rotação de Wick, divi-

dimos o momento interno p em suas componentes espaciais e temporais. Para isto,

devemos executar as seguintes substituições: gµν → −δµν , i.e., p2 → −δµνpµpν =

−p2, b2 → −b2, p · b→ −p · b, e assim por diante, bem como

µ4−D
∫

dDp

(2π)D
→ µ3−d

∫
dd~p

(2π)d
i

∫
dp0

2π
(5.13)

e pµ → ~pµ + p0u
µ, a fim de separar nossas variáveis de integração, com ~pµ = (0, ~p),

uµ = (1, 0, 0, 0), sendo um vetor tipo-tempo, e d = D−1. Em adição, vamos assumir,

a partir de agora, que o sistema está em equiĺıbrio térmico com uma temperatura

T = β−1, de modo que as condições de contorno antiperiódicas (periódicas) para

férmions (bósons) conduzem a valores discretos de p0 = (2n + 1)π
β

(k0 = 2πl
β

), onde

n (respectivamente l) é um inteiro. Dessa forma, a substituição da integração sobre
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p0 pela soma sobre n em (5.12), pela regra
∫
dp0

2π
→ 1

β

∑
n

, nos dá

Π̃µν
b12|odd =

6ie2

β
µ3−d

∑
n

∫
dd~p

(2π)d
εµνκλbκkλ

(p2 +m2)(p2
1 +m2)

(5.14)

+
8ie2

β
µ3−d

∑
n

∫
dd~p

(2π)d
pµενκλρbκkλpρ − pνεµκλρbκkλpρ − (p · k)εµνκλbκpλ

(p2 +m2)2(p2
1 +m2)

.

A seguir, usando a decomposição pµ = ~pµ+p0u
µ, a fim de extrair a estrutura

tensorial independente do momento interno, chegamos em

Π̃µν
b12|odd = 6ie2µ3−dεµνκλbκkλS1 + 8ie2µ3−d

×
[(
δαµενκλρbκkλδ

β
ρ − δανεµκλρbκkλδβρ − ~kαεµνκλbκδ

β
λ

)
S2αβ

+
(
uµενκλρbκkλuρ − uνεµκλρbκkλuρ − k0ε

µνκλbκuλ
)
S3

+
(
δαµενκλρbκkλuρ − δανεµκλρbκkλuρ − ~kαεµνκλbκuλ

)
S4α

+
(
uµενκλρbκkλδ

α
ρ − uνεµκλρbκkλδαρ − k0ε

µνκλbκδ
α
λ

)
S4α

]
, (5.15)

onde

S1 =
1

β

∑
n

∫
dd~p

(2π)d
1

(p2 +m2)(p2
1 +m2)

, (5.16a)

S2αβ =
1

β

∑
n

∫
dd~p

(2π)d
~pα~pβ

(p2 +m2)2(p2
1 +m2)

, (5.16b)

S3 =
1

β

∑
n

∫
dd~p

(2π)d
p2

0

(p2 +m2)2(p2
1 +m2)

, (5.16c)

S4α =
1

β

∑
n

∫
dd~p

(2π)d
p0~pα

(p2 +m2)2(p2
1 +m2)

. (5.16d)

Por análise da Eq. (5.15), vemos que ela envolve o termo CFJ covariante proporcional

a S1 presente em temperatura zero, bem como estruturas não-covariantes que surgem
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apenas em temperatura finita.

A rotina que empregaremos na avalição destes coeficientes diferencia-se da-

quelas já presentes na literatura. Vamos primeiro executar as somas e tomar os

limites estático (k0 = 0, ~k → 0) e de longo comprimento de onda (k0 → 0, ~k = 0)

com respeito ao momento externo, em cada uma das equações (5.16), e então fi-

nalmente avaliamos as integrais espaciais. Para isto, introduzimos novas variáveis,

a saber, ωp1 =
√
~p2

1 +m2, ωp =
√
~p2 +m2, ξp1 =

βωp1
2π

, ξp = βωp
2π

, e ξ = βm
2π

. Por

simplicidade, também definimos G = ξ2
p + (l + iξp1)2 e Ḡ = ξ2

p + (l − iξp1)2. Assim,

após a soma os coeficientes (5.16) tomam a seguinte forma

S1 =

(
β

2π

)3 ∫
dd~p

(2π)d
1

2GḠ

[
ξ−1
p1

tanh(πξp1)(l2 + ξ2
p − ξ2

p1
)

+ξ−1
p tanh(πξp)(l

2 − ξ2
p + ξ2

p1
)
]
, (5.17a)

S2αβ =

(
β

2π

)5 ∫
dd~p

(2π)d
~pα~pβ

4G2Ḡ2
{· · · }, (5.17b)

S3 =S1 −
(
β

2π

)5 ∫
dd~p

(2π)d
ω2
p

4G2Ḡ2
{· · · }, (5.17c)

onde

{· · · }=
{
ξ−3
p tanh(πξp)

[
(l2 − 3ξ2

p + ξ2
p1

)GḠ+ 8l2ξ2
p(l

2 + ξ2
p + ξ2

p1
)
]

+ξ−1
p1

tanh(πξp1)
(
G2 + Ḡ2

)
+ πξ−2

p sech2(πξp)(ξ
2
p − ξ2

p1
− l2)GḠ

}
.(5.18)

A partir da Eq. (5.16d), podemos ver que o integrando no coeficiente S4α é ı́mpar

com respeito ao momento externo (k0, ~k). Assim, se escolhermos k0 = 0 (l = 0),

temos S4α(k0 = 0, ~k) = 0, uma vez que S4 é proporcional à l. Alternativamente,

se escolhermos ~k = 0, ele rende um resultado nulo, uma vez que o integrando é
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uma função ı́mpar do momento interno. Assim, não há não-analiticidade nesta

contribuição.

Continuando com nossa análise, para o limite estático, temos

S1(k0 = 0, ~k → 0) =

(
β

2π

)3 ∫
dd~p

(2π)d
1

4ξ3
p

[tanh(πξp)− πξpsech2(πξp)], (5.19a)

S2αβ(k0 = 0, ~k → 0) =

(
β

2π

)5 ∫
dd~p

(2π)d
~pα~pβ
16ξ5

p

[
3 tanh(πξp)− 3πξpsech2(πξp)

−2π2ξ2
psech2(πξp) tanh(πξp)

]
, (5.19b)

S3(k0 = 0, ~k → 0) =S1(k0 = 0, ~k → 0)−
(
β

2π

)5 ∫
dd~p

(2π)d
ω2
p

16ξ5
p

(5.19c)

×
[
3 tanh(πξp)− 3πξpsech2(πξp)− 2π2ξ2

psech2(πξp) tanh(πξp)
]
.

Alternativamente, no limite de longo comprimento de onda, obtemos

S1(k0 → 0, ~k = 0) =

(
β

2π

)3 ∫
dd~p

(2π)d
tanh(πξp)

4ξ3
p

, (5.20a)

S2αβ(k0 → 0, ~k = 0) =

(
β

2π

)5 ∫
dd~p

(2π)d
~pα~pβ
16ξ5

p

[
3 tanh(πξp)− πξpsech2(πξp)

]
,(5.20b)

S3(k0 → 0, ~k = 0) =S1(k0 → 0, ~k = 0)−
(
β

2π

)5 ∫
dd~p

(2π)d
ω2
p

16ξ5
p

(5.20c)

×
[
3 tanh(πξp)− πξpsech2(πξp)

]
.

Portanto, como esperado, no regime de temperatura finita, as condições (k0 =

0, ~k → 0) e (k0 → 0, ~k = 0) não comutam, o que significa que o tensor Π̃µν
b12|odd é uma

função não-anaĺıtica na origem do espaço dos momentos, pois não é bem definida

em (k0 = 0, ~k = 0). É interessante observar que as expressões (5.2), no limite

estático, se parecem com a soma daquelas expressões (5.20), no limite de longo

comprimento de onda, com algum termo aditivo exponencialmente suprimido para
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pequenas temperaturas, i.e., em ξ →∞, mas crescente quando a temperatura cresce.

Vamos agora reescrever a Eq. (5.15) em uma forma mais conveniente, usando

~pα~pβ →
~p2

d
(δαβ − uαuβ) (5.21)

no coeficiente S2αβ, a fim de ter uma estrutura tensorial em (5.15) independente do

momento de integração. O resultado é

Π̃µν
b12|odd = ie2

[
εµνκλbκkλI1 +

(
uµενκλρbκkλuρ − uνεµκλρbκkλuρ − k0ε

µνκλbκuλ
)
I2

]
,(5.22)

onde temos definido novos coeficientes, dados por

I1 = 6µ3−d
(
S1 −

4

d
gαβS2αβ

)
, (5.23a)

I2 = 8µ3−d
(
S3 −

1

d
gαβS2αβ

)
. (5.23b)

É interessantes mencionar que a estrutura tensorial de (5.22) permanece a mesma

em ambos limites, estático e longo comprimento de onda, ao contrário de outros

resultados encontrados na literatura, ver [97]).

Nosso próximo passo é avaliar as integrais espaciais do coeficiente I1 e I2,

usando coordenadas esféricas em d dimensões. A integral angular rende o ângulo

sólido, 2πd/2

Γ(d/2)
, enquanto que uma mudança de variável na integral radial de |~p| para

ζ = β
2π

√
|~p|2 +m2 será executada. Assim, para o primeiro coeficiente, considerando
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o limite estático, obtemos

I1(k0 = 0, ~k → 0) =
3πd/2−3(βµ)3−d

16dΓ(d/2)

∫ ∞
|ξ|

dζ
(ζ2 − ξ2)d/2−1

ζ4
sech2(πζ) (5.24)

×
{

[sinh(2πζ)− 2πζ][(d− 3)ζ2 + 3ξ2] + 4π2ζ2(ζ2 − ξ2) tanh(πζ)
}
,

que é identicamente nulo em dimensões arbitrárias. Alternativamente, na ordem

inversa dos limites, obtemos

I1(k0 → 0, ~k = 0) =
3πd/2−3(βµ)3−d

16dΓ(d/2)

∫ ∞
|ξ|

dζ
(ζ2 − ξ2)d/2−1

ζ4
sech2(πζ)

×
{

sinh(2πζ)[(d− 3)ζ2 + 3ξ2] + 2πζ(ζ2 − ξ2)
}
, (5.25)

que é identicamente zero em dimensões arbitrárias. Portanto, o termo covariante

de (5.22) desaparece para ambos os limites.

Para o coeficiente I2 do termo não-covariante, seguimos do mesmo modo.

Então, levando em conta as equações (5.19b) e (5.19c), na primeira condição (k0 =

0, ~k → 0), obtemos

I2(k0 = 0, ~k → 0) =
πd/2−3(βµ)3−d

16dΓ(d/2)

∫ ∞
|ξ|

dζ
(ζ2 − ξ2)d/2−1

ζ4
sech2(πζ) {[sinh(2πζ)− 2πζ]

× [(d− 3)ζ2 + 3ξ2] + 4π2ζ2[(d+ 1)ζ2 − ξ2] tanh(πζ)
}
. (5.26)

Usando a expressão (5.24), podemos escrever este coeficiente como

I2(k0 = 0, ~k → 0) =
1

3
I1(k0 = 0, ~k → 0) +

πd/2−1(βµ)3−d

4Γ(d/2)
(5.27)

×
∫ ∞
|ξ|

dζ(ζ2 − ξ2)d/2−1sech2(πζ) tanh(πζ).
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Note que o primeiro termo da equação acima é identicamente nulo, ao passo que

a integral no segundo termo é convergente, não nula, e livre de ambiguidades na

vizinhança de d = 3. Assim, para d = 3, temos

I2(k0 = 0, ~k → 0) =
1

2

∫ ∞
|ξ|

dζ(ζ2 − ξ2)1/2sech2(πζ) tanh(πζ)

≡ 1

2
F (ξ). (5.28)

No limite oposto, (k0 → 0, ~k = 0), devemos usar as equações (5.20b) e (5.20c),

de modo que, depois de algumas mudanças de variáveis, obtemos

I2(k0 → 0, ~k = 0) =
πd/2−3(βµ)3−d

16dΓ(d/2)

∫ ∞
|ξ|

dζ
(ζ2 − ξ2)d/2−1

ζ4
sech2(πζ) (5.29)

×
{

sinh(2πζ)[(d− 3)ζ2 + 3ξ2] + 2πζ[(d+ 1)ζ2 − ξ2]
}
.

Podemos também reescrever este coeficiente do seguinte modo:

I2(k0 → 0, ~k = 0) =
1

3
I1(k0 → 0, ~k = 0) +

πd/2−2(βµ)3−d

8Γ(d/2)

∫ ∞
|ξ|

dζ
(ζ2 − ξ2)d/2−1

ζ
sech2(πζ),

(5.30)

onde temos usado o coeficiente (5.35). Como antes, o primeiro termo é identicamente

nulo e o segundo termo é convergente, assim, após ajustar d = 3, obtemos

I2(k0 → 0, ~k = 0) =
1

4π

∫ ∞
|ξ|

dζ
(ζ2 − ξ2)1/2

ζ
sech2(πζ)

≡ 1

2
G(ξ). (5.31)

Portanto, o termo de CFJ induzido no regime de temperatura finita toma a
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5 Não-analiticidade do termo CFJ 102

forma

Πµν
b = Π̃µν

b12|odd + Π̃µν
b21|odd

= 2ie2I2

(
uµενκλρbκkλuρ − uνεµκλρbκkλuρ − k0ε

µνκλbκuλ
)

= −2ie2I2ε
µνiλbikλ. (5.32)

Como temos observado, há diferentes limites de I2, os quais são descritos nas

Equações (5.28) e (5.31). Em adição, a ação CFJ resultante descrita pelo termo

bµ linear de (5.6) é escrita como

SCFJ =
e2

2
I2

∫
d4x biε

iλµνAλFµν . (5.33)

Como esperado, a ação CFJ é invariante por transformações de calibre, por trans-

formações de Lorentz e é não-anaĺıtica em temperatura finita. Além disso, uma vez

que a componete temporal de bµ está ausente na estrutura tensorial, temos apenas

violação da reversão temporal, referente a quebra da simetria CPT.

Os comportamentos de F (ξ) eG(ξ) estão numericamente plotados na Fig. 5.1.

Observamos que em temperatura zero e infinita, os limites coincidem, i.e., Πµν
b re-

Figura 5.1: Gráfico das funções F (ξ) e G(ξ).
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cupera a analiticidade. Quando T → 0 (ξ → ∞), podemos facilmente ver que

(5.28) e (5.31) desaparecem. Por outro lado, quando T → ∞ (ξ → 0), ambos

I2(k0 = 0, ~k → 0) and I2(k0 → 0, ~k = 0) aproximam-se de 1
4π2 , que está em acordo

com o resultado encontrado em [34, 59], quando, alternativamente, m → 0. De

fato, o resultado do limite estático (5.28) coincide com aquele apresentado em [34],

contudo, o resultado do limite de longo comprimento de onda (5.31) não tinha ainda

sido obtido.

Agora, vamos reavaliar o coeficiente do termo CFJ a partir de uma consi-

deração cinemática. Realmente, além de uma escala de energia, a relação de dis-

persão para férmions em uma campo vetorial axial externo está completamente fora

do cone de luz, conduzindo a violação da causalidade. Tais férmions interagindo

com fótons verificam-se serem intáveis e, por isso, decaem em um férmion de mesma

helicidade e em um par de eletron-pósitron com helicidades opostas. Este fato in-

troduz um limite superior (majorante) sobre o espaço dos momentos, calculado em

[35, 98] como Λc = 2m2

b0
. Além disso, uma vez que a quantização desta teoria pode

ser executada em um modo consistente apenas para um quadrivetor tipo-tempo bµ,

vamos considerar um quadrivetor bµ = (b0, 0, 0, 0) = b0uµ, com b0 > 0 a partir da

Eq. (5.22),

Π̃µν
b12|odd = ie2b0ε

µνκλuκkλI1, (5.34)

onde o mesmo coeficiente,

I1 = 6µ3−d
(
S1 −

4

d
gαβS2αβ

)
. (5.35)
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Pelo mesmo procedimento, onde introduzimos o cut-off, η = β
2π

√
Λ2
c +m2

I1(k0 = 0, ~k → 0) =
3πd/2−3(βµ)3−d

16dΓ(d/2)

∫ |η|
|ξ|

dζ
(ζ2 − ξ2)d/2−1

ζ4
sech2(πζ)

×
{

[sinh(2πζ)− 2πζ][(d− 3)ζ2 + 3ξ2]

+4π2ζ2(ζ2 − ξ2) tanh(πζ)
}
, (5.36)

após a integração,

I1(k0 = 0, ~k → 0) =
(η2 − ξ2)

3/2
(tanh(πη)− πηsech2(πη))

4π2η3

≈ tanh(πη)− πη sech2(πη)

4π2
(5.37)

≡ 1

2
H(η),

onde fazemos a aproximação η2 − ξ2 =
(
βΛc
2π

)2 ≈ η2, pois Λc >> m. Inversamente,

na ordem inversa dos limites, obtemos

I1(k0 → 0, ~k = 0) =
3πd/2−3(βµ)3−d

16dΓ(d/2)

∫ |η|
|ξ|

dζ
(ζ2 − ξ2)d/2−1

ζ4
sech2(πζ)

×
{

sinh(2πζ)[(d− 3)ζ2 + 3ξ2] + 2πζ(ζ2 − ξ2)
}
, (5.38)

após a integração,

I1(k0 → 0, ~k = 0) =
(η2 − ξ2)

3/2
tanh(πη)

4π2η3

≈ tanh(πη)

4π2
(5.39)

≡ 1

2
J(η).
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Os comportamentos H(η) e J(η) estão numericamente plotados na Fig. (5.2).

H( )

J( )

0.0 0.5 1.0 1.5
�

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

Figura 5.2: Gráfico das funções H(η) e J(η).

Como antes, nos extremos os limites coincidem e Πµν
b recupera a analiticidade.

Quando T →∞ (η → 0), podemos facilmente ver que (5.37) and (5.39) desaparece.

Por outro lado, quando T → 0 (η →∞), I1(kµ = 0) aproxima-se de 1
4π2 , que está em

acordo com o resultado apresentado na literatura com o resultado encontrado em

[34, 59], quando, alternativamente, m → 0. De fato, o resultado do limite estático

(5.28) concorda com aquele apresentado na literatura [34], contudo, o resultado do

limite de longo comprimento de onda (5.31) não tinha ainda sido executado.
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Caṕıtulo 6

Energia Livre do Modelo

Bumblebee

Neste caṕıtulo, investigamos a teoria dinamicamente induzida nos caṕıtulos

anteriores, i.e., a eletrodinâmica de bumblebee, com respeito ao conteúdo de ener-

gia livre desta. Focamos nos efeitos de violação sobre o setor bosônico induzido.

Realizamos nosso estudo obtendo inicialmente o propagador livre da teoria, o qual

é semelhante ao da QED sem violação e num gauge não linear, a seguir calcula-

mos a energia livre em ordem de 1-loop, constatando um resultado não nulo, porém

livre dos efeitos de violação. Este resultado é a seguir discutido embassado em ou-

tros artigos que tratam da equivalência entre a eletrodinâmica de bumblebee e a

eletrodinâmica do modelo padrão da f́ısica de part́ıculas num gauge não linear.
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6 Introdução 107

6.1 Introdução

Como é conhecido, a energia livre fornece informações importantes sobre

diferentes questões f́ısicas, indo do comportamento de plasmas ultra-quentes no in-

terior de estrelas [99, 100] à Nucleośıntese do Big Bang (NBB) [45, 47, 49, 50].

Por exemplo, as correções obtidas com a eletrodinâmica quântica padrão para a

equação de estado de um plasma em temperatura finita, quando aplicadas às áreas de

f́ısica solar e cosmologias [48], auxiliam na construção de melhores modelos teórico-

computacionais, como também, quando comparado com os dados oriundos de ob-

servações astronômicas permitem o refinamento das taxas de elementos presentes

no núcleo do Sol. Além disso, considerações feitas com base no mı́nimo da ener-

gia livre da matéria hadrônica permitem a determinação e o estudo de suas fases

mais estáveis em condições extremas de pressão e temperatura, como por exemplo,

a formação de condensados quirais em colisões de quarks e glúons [45].

Nesse contexto, alguns aspectos das correções para a energia livre da eletro-

dinâmica quântica com violação da simetria de Lorentz e sem violação da simetria

CPT são apresentados na Ref. [46]. Os resultados obtidos em ordem de 1-laço e

de 2-laços, i.e., até ordem e2 na constante de acoplamento, diferenciam-se daqueles

obtidos na eletrodinâmica quântica padrão, i.e., sem violação, apenas por um fator

constante multiplicativo, o qual parametriza a violação. Estes resultados são utili-

zados para estimar um valor limite para o parâmetro de violação, baseando-se na

estimativa pré-existente da NBB sobre a abundância do Hélio primordial.

Nosso objetivo neste caṕıtulo, é investigar a teoria dinamicamente indu-

zida nos caṕıtulos anteriores, i.e., a eletrodinâmica de bumblebee, com respeito
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6 O propagador livre do Modelo de Bumblebee 108

ao conteúdo de energia livre desta. Focamos nos efeitos de violação sobre o setor

bosônico induzido, de modo que, nosso estudo é o primeiro a ser realizado com

violação das simetrias de Lorentz e de CPT. Realizamos nosso estudo obtendo ini-

cialmente o propagador livre da teoria, o qual é semelhante ao da eletrodinâmica

padrão num calibre axial não linear, a seguir calculamos a energia livre em ordem

de 1-loop, constatando um resultado não nulo, porém livre dos efeitos de violação.

Este resultado é a seguir discutido embassado na Ref. [51] que trata da equivalência

entre a eletrodinâmica de bumblebee e a eletrodinâmica quântica do modelo padrão

da f́ısica de part́ıculas num calibre não linear.

6.2 O propagador livre do Modelo de Bumblebee

Iniciamos apresentando a lagrangiana para o setor bosônico da eletrodinâmica

de bumblebee (2.2) com o acoplamento quiral com o campo fermiônico, a qual foi

induzida no caṕıtulo 2, dada por,

LB = −1

4
FµνF

µν −BµJ
µ
5 −

λ

4

(
BµB

µ ± b2
)2
, (6.1)

onde Jµ5 = eψ̄γµγ5ψ é a corrente quiral. Um mı́nimo local V = 0 para o potencial

quadrático é atingido em BµB
µ = ∓b2, de modo que o campo de bumblebee Bµ

adquire um v.e.v não nulo 〈Bµ〉 = bµ, respectivamente tipo-espaço ou tipo-tempo

bµb
µ = ∓b2.

Quando o campo vetorial Bµ é permitido flutuar ao redor deste v.e.v. bµ
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(vácuo), i.e.,

Bµ → bµ + βµ, (6.2)

então, a lagrangiana (6.1) pode ser reescrita, conforme LB → L̃B,

L̃B = −1

4
βµνβ

µν − bµJµ5 − βµJ
µ
5 −

λ

4
(4βµb

µβνb
ν + βµβ

µβνβ
ν + 4βµβ

µβνb
ν) . (6.3)

Um termo massivo surge naturalmente conduzindo a matrix massa mµν = 2λbµbν .

Para estudar a energia livre em temperatura finita neste modelo, devemos

desligar as interações (vértices trilinear, quadrilinear e também a corrente J5µ) e ro-

tacionar o tempo para valores imaginários, segundo a rotação de Wick (τ = it, gµν →

−δµν),

Lfree = −1

4
βµνβ

µν − λβµbµβνbν

= −1

4
βµνβσρg

µσgνρ − λβµbσβνbρgµσgνρ

→ −1

4
βµνβσρ(−δµσ)(−δνρ)− λβµbσβνbρ(−δµσ)(−δνρ)

= −1

4
βµνβµν − λβµbµβνbν

≡ L(Eucl)
free . (6.4)
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Da mesma forma, para a ação no espaço euclidiano,

S(Eucl)
free = −i

∫ β

0

dτ

∫
d3x L(Eucl)

free

= i

∫ β

0

dτ

∫
d3x

(
1

4
βµνβµν + λβµbµβνbν

)
=

i

2

∫ β

0

dτ

∫
d3x (∂µβν∂µβν − ∂µβν∂νβµ + 2λβµbµβνbν) , (6.5)

por meio de uma integração por partes e considerando que o campo desaparece no

infinito,

S(Eucl)
free = − i

2

∫ β

0

dτ

∫
d3x βν

(
δµν∂

2 − ∂µ∂ν − 2λbµbν
)︸ ︷︷ ︸

D−1
µν (x,b)

βµ (6.6)

= −iβ
2

2

∑
n

∫
d3p

(2π)3
β̃nµ(~p )β̃∗nν(~p )

(
−δµν(~p2 + ω2

n) + pµpν − 2λbµbν
)︸ ︷︷ ︸

D−1
µν (p,b)

.

O inverso do operador D−1
µν (p, b) é o propagador para o campo de bumblebee βµ,

(
−δµνp2 + pµpν + 2λbµbν

)
Dνσ(p, b) = −iδµσ. (6.7)

Vamos resolver esta equação através do método tensorial, assumindo que o propa-

gador Dνσ tem a seguinte forma,

Dνσ(p, b) = Aδνσ +Bpνpσ + Cpνbσ +Dbνpσ + Ebνbσ, (6.8)
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assim,

D−1
µν (p, b)Dνσ(p, b) = A

(
−δµσp2 + pµpσ − 2λbµbσ

)
+B

[
(−p2pµpσ + p2pµpσ)− 2λ(p · b)bµpσ

]
+C

[
(−p2pµbσ + p2pµbσ)− 2λ(p · b)bµbσ

]
+D

[
−p2bµpσ + (p · b)pµpσ − 2λb2bµpσ

]
+E

[
−p2bµbσ + (p · b)pµbσ − 2λb2bµbσ

]
≡ iδµσ. (6.9)

Considerando a mesma estrutura tensorial, obtemos os coeficientes: A = − i
p2 , B =

−i p2+2λb2

2λp2(p·b)2 , C = D = i
p2(p·b) e E = 0. Portanto, o propagador é idêntico no espaço

euclidiano e de Minkowski,

Dµν(p, b) =
−i

p2 + iε

[
gµν −

pµbν + bµpν
(p · b)

+
p2 + 2λb2

2λ(p · b)2
pµpν

]
. (6.10)

Este propagador tem um polo f́ısico em p2 = 0, que representa um excitação sem

massa (modo transverso), tratado conforme a prescrição-iε de Feynman, mas apre-

senta também um pólo não f́ısico duplo em p · b = 0 induzido pelo vetor de violação

bµ e que está associado a uma excitação massiva (modo longitudinal). Este pólo

pode ser tratado mediante a prescrição do Valor Principal (PV).

A seguir, vamos avaliar a contribuição em um-loop para a energia livre em

temperatura finita.

6.3 Contribuição em um-loop para a energia livre
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Devemos avaliar a integral funcional sobre βµ da exponencial da ação no

tempo imaginário e espaço (~x, τ) ,

Z =

∫
Dβµ Exp

(
−1

2

∫ β

0

dτ

∫
d3x βνD

−1
µν βµ

)
= (Det D−1

µν )−1/2, (6.11)

passando para o espaço (~p, ωn),

ln Z
β

= −1

2
ln (Det D−1

µν )

= −1

2
Tr ln

[
2λβ8(ω2

n + ~p2)2(ωnb0 + ~p ·~b)2
]

= −1

2
Tr ln

[
β4(ω2

n + ~p2)2
]
− 1

2
Tr ln

[
2λβ4(ωnb0 + ~p ·~b)2

]
= −Tr ln

[
β2(ω2

n + ~p2)
]
− Tr ln

[√
2λβ2(ωnb0 + ~p ·~b)

]
, (6.12)

onde, ωn = 2πn
β

, n ∈ Z and Tr = V
β

∑
n

∫
d3p

(2π)3 .

Para o primeiro termo em (6.11), usamos

A = −V
β

∫
d3p

(2π)3

∑
n

ln
[
(2πn)2 + β2ω2

]
, (6.13)

assim,

∂A

∂ω
= −2V

∫
d3p

(2π)3

∑
n

βω

(2πn)2 + β2ω2

= −V
∫

d3p

(2π)3
coth

(
βω

2

)
. (6.14)
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Vamos usar também,

coth(x) =
ex + e−x

ex − e−x
=
e2x + 1

e2x − 1
= 1 +

2

e2x − 1

= 1 + 2nB(2x) = 1 +
d

dx
ln
(
1− e−2x

)
, (6.15)

onde, nB(x) é a função de distribuição bosônica, dessa forma segue-se que,

∂A

∂ω
= −V

∫
d3p

(2π)3
[1 + 2nB(βω)] , (6.16)

e

A = −V
∫

d3p

(2π)3

[
ω +

2

β
ln
(
1− e−βω

)]
. (6.17)

Para o segundo termo em (6.11), usamos

B = −V
β

∫
d3p

(2π)3

∑
n

ln
[√

2λb0β(2πn) +
√

2λβ2ω)
]
, (6.18)

assim,

∂2B

∂ω2
= V β

∫
d3p

(2π)3

∑
n

1

(2πn)2b0 + βω

=
V β

4b2
0

∫
d3p

(2π)3
csc2

(
βω

2b0

)
, (6.19)

Instituto de F́ısica - UFAL



6 Contribuição em um-loop para a energia livre 114

Integrando uma vez,

∂B

∂ω
= − V

2b0

∫
d3p

(2π)3
cot2

(
βω

2b0

)
= − iV

2b0

∫
d3p

(2π)3
coth2

(
iβω

2b0

)
= − iV

2b0

∫
d3p

(2π)3

[
1 + 2nB

(
iβω

b0

)]
, (6.20)

Assim,

B = − iV
2b0

∫
d3p

(2π)3

[
ω +

2b0

iβ
ln
(

1− e−i
βω
b0

)]
= −V

∫
d3p

(2π)3

[
iω

2b0

+
1

β
ln
(

1− e−i
βω
b0

)]
. (6.21)

Portanto, a contribuição em um-loop para a energia livre toma a forma,

P0 =
1

βV
ln Z

= −
∫

d3p

(2π)3

{
|~p|+ 2

β
ln
(
1− e−β|~p|

)
+

1

2

[
i~p ·~b
b0

+
2

β
ln

(
1− e−i

β~p·~b
b0

)]}
. (6.22)

Em adição, vamos agora usar variáveis angulares e considerar, sem perda de

generalidade, que ~b = b~k, i.e., ~p ·~b = rbcosθ, então

⇒
∫

d3p

(2π)3

i~p ·~b
b0

=
ib

(2π)2b0

∫ ∞
0

drr3

∫ 1

−1

d(cosθ)cosθ

= 0, (6.23)
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por outro lado,

⇒
∫

d3p

(2π)3

2

β
ln

(
1− e−i

β~p·~b
b0

)
=

1

2π2β

∫ 1

−1

d(cosθ)

∫ ∞
0

drr2 ln
(

1− e−i
βrbcosθ
b0

)
=

iπ2b3
0

90β4b3

∫ 1

−1

d(cosθ)

cos3θ

= 0. (6.24)

Dessa forma, não há contribuição para a energia livre dependente do vetor de vi-

olação bµ, na ordem de um-loop.

P0 = −
∫

d3p

(2π)3

[
|~p|+ 2

β
ln
(
1− e−β|~p|

)]
. (6.25)

A parte de temperatura zero (independente da temperatura) pode ser absorvida

pela renormalização da energia do vácuo.

O resultado obtido (6.25) é reforçado pelos artigos que tratam das simila-

ridades entre teorias com violação espontânea da simetria de Lorentz e teorias de

calibre em gauges não lineares. A Ref. [51] discute esta equivalência nos ńıveis

clássico e quântico, considerando a eletrodinâmica de bumblebee e a eletrodinâmica

do modelo padrão da f́ısica de part́ıculas, enquanto que, o nosso resultado (6.25) é

semelhante àquele obtido para o campo eletromagnético, i.e., o campo de calibre da

eletrodinâmica padrão [45].

Por fim, é interessante perceber que o modelo teórico induzido nesta tese, o

modelo de bumblebee, compartilha caracteŕısticas com uma das mais bem sucedidas

teorias quânticas de campos, a eletrodinâmica quântica.
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Caṕıtulo 7

Considerações finais e perspectivas

Nesta tese, tratamos sobre um assunto bastante estudado na literatura, a

violação das simetrias de Lorentz e CPT na eletrodinâmica quântica, contudo, sob

um enfoque diferente. Apresentamos o mecanismo de sua geração, as caracteŕısticas

principais desse processo e sua utilidade na descrição de sistemas da matéria con-

densada, especificamente, os semimetais de Weyl.

No caṕıtulo 1 desta tese, mostramos que em alguns modelos que incluem uma

descrição quântica da gravitação, como a teoria de cordas, os efeitos de violação da

simetria de Lorentz surgem naturalmente. Assim, a compreensão da f́ısica na escala

de Planck é a motivação primeira para estudar esse processo em baixas energias.

Fora desse contexto, a violação da simetria de Lorentz também é empregada para

estudar sistemas em matéria condensada, como sendo uma propriedade intŕınsica ao

sistema e não induzida por campos fundamentais. No corpo restante do caṕıtulo,

lançamos também algumas informações introdutórias, a fim de permitir ao leitor

uma visão global desta tese e dos seus objetivos.
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No caṕıtulo 2 dissertamos sobre o mecanismo principal por meio do qual o

fenômeno de violação das simetrias de Lorentz e CPT ganha existência, i.e., a quebra

dinâmica de simetria, a partir dos mecanismos de Higgs e de Coleman-Weinberg.

Consideramos o modelo Thirring quiral 4D apresentado na Ref. [16], contudo para

férmions sem massa, o qual é inicialmente puramente férmiônico e Lorentz invariante

e mostramos a existência de um vácuo não trivial cujo valor esperado traz a tona a

violação (mecanismo de Higgs), e a seguir considerando as correções quânticas nesse

modelo induzimos a eletrodinâmica quântica Bumblebee com um termo CFJ, na qual

os fótons emergem como bósons de Goldstone (mecanismo de Coleman-Weinberg).

Uma atenção especial foi dada ao termo CFJ nos caṕıtulos 3, 4 e 5 visualisando-

o como correção quântica para o setor bosônico induzida no setor fermiônico. Vale

lembrar que, além do resultado encontrado, alguns métodos empregados também

constituem numa novidade.

No caṕıtulo 3, o resultado obtido utilizando férmions sem massa está em

acordo com aquele obtido no contexto de matéria condensada para a condutividade

dos semimetais de Weyl. Nossos resultados mostraram que a indução do termo

CFJ quando realizada na presença de férmions sem massa e no contexto de teoria

quântica de campos possui coeficiente igual àquele obtido no contexto de matéria

condensada. Isto foi posśıvel ao realizarmos o cálculo do traço de matrizes de Dirac

com a matriz γ5, utilizando a prescrição ’t Hooft-Veltman.

No caṕıtulo 4, reinvestigamos a geração radiativa do termo CFJ considerando

dessa vez o acoplamento de férmions com o campo gravitacional. Nosso resultado,

i.e., o termo CFJ gravitacional, foi identificando com uma contribuição extra para

a condutividade dos semimetais, sendo exclusivamente dependente da temperatura
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e originada na anomalia axial gravitacional.

Nas análises anteriores não consideramos a não analiticidade manifestada na

indução em temperatura finita, uma vez que, esta noção esta relacionada com a

massa dos férmions. Assim, no caṕıtulo 5 decidimos realizar esta análise. Discu-

timos o comportamento não anaĺıtico do coeficiente do termo CFJ, bem como, a

modificação sofrida por sua estrutura topológica devido a influência da tempera-

tura. Para isso, demonstramos que os limites estático (k0 = 0, ~k → 0) e o limite de

grande comprimento de onda (k0 → 0, ~k = 0) não comutam. Mostramos também a

ambiguidade existênte por três métodos de regularização diferentes.

Por fim, um apanhado geral sobre a teoria bosônica dinamicamente indu-

zida foi realizado no caṕıtulo 6. Investigamos a eletrodinâmica de bumblebee, com

respeito ao conteúdo de energia livre desta. Constatamos um resultado não nulo,

porém livre dos efeitos de violação. Este resultado é interessante, pois reforça os

trabalhos que tratam da equivalência entre a eletrodinâmica de bumblebee e a EDQ

do modelo padrão da f́ısica de part́ıculas num gauge não linear.

As perspectivas deste trabalhos são as seguintes. No contexto do caṕıtulo 2,

realizar o cálculo das funções de dois, três e quatro pontos em temperatura finita,

com isso, esperamos mostrar que acima de uma temperatura espećıfica, as correções

quânticas sejam suprimidas pelos efeitos térmico de tal forma que modelo de bum-

blebee colapse, i.e., se desfaça. Ainda neste contexto, discutir a possibilidade de

geração de um modelo bumblebee para um campo tensorial, o qual poderá ser des-

crito pelo seu acoplamento com o campo gravitacional. Com relação ao caṕıtulo 4,

efetuar de fato a conexão dos resultados obtidos com a possibilidade de detecção

da anomalia gravitacional, com contexto dos semimetais de Weyl. Por fim, para o
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caṕıtulo 6, obter a correção para a energia livre em ordem de dois laços.
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Caṕıtulo 8

Anomalia Axial

A ambiguidade na geração do termo de Chern-Simons não é um consequência

inerente das teorias com violação de simetria de Lorentz, mas sim um fato recorrente

em teoria quântica de campos. Antes de falarmos exatamente sobre o termo de

Chern-Simons, vamos inicialmente discutir o cálculo do gráfico do triângulo (da

anomalia axial), no qual iremos observar que os seus resultados se apresentam finitos,

porém indeterminados [25].

O gráfico de Feynman do triângulo de loop fermiônico, com massa, em 3+1

dimensões, com vértices vetorial axial, vetorial e vetorial pode ser escrito como

T µνα(p1, p2) = T µνα1 (p1, p2) + T µνα2 (p1, p2), onde

T µνα1 (p1, p2) = −tr

∫
d4l

(2π)4

1

/l −m
γαγ5

1

/l − /q −m
γν

1

/l − /p1
−m

γµ (8.1)

e T µνα2 (p1, p2) = T νµα1 (p2, p1), com q = p1 + p2. Os momentos vetoriais são pµ1 e pν2,

ao passo que o momento vetorial axial é qα.
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A fim de verificarmos a identidade de Ward axial, ou seja, se

qαT
µνα(p1, p2) = 2mT µν(p1, p2), (8.2)

onde T µν(p1, p2) = T µν1 (p1, p2) + T µν2 (p1, p2), com

T µν1 (p1, p2) = −tr

∫
d4l

(2π)4

1

/l −m
γ5

1

/l − /q −m
γν

1

/l − /p1
−m

γµ (8.3)

e T µν2 (p1, p2) = T νµ1 (p2, p1), ou melhor, se qαT
µνα(p1, p2) = 0, para m = 0, inicial-

mente usamos a identidade /qγ5 = γ5(/l−/q−m)+(/l−m)γ5 +2mγ5. Assim, obtemos

que qαT
µνα(p1, p2) = 2mT µν(p1, p2) +Rµν

1 +Rµν
2 , onde

Rµν
1 = tr

∫
d4l

(2π)4

[
1

/l − /p2
−m

γ5γ
ν 1

/l − /q −m
γµ − 1

/l −m
γ5γ

ν 1

/l − /p1
−m

γµ

]
(8.4)

e

Rµν
2 = tr

∫
d4l

(2π)4

[
1

/l − /p1
−m

γ5γ
µ 1

/l − /q −m
γν − 1

/l −m
γ5γ

µ 1

/l − /p2
−m

γν

]
,

(8.5)

no qual, facilmente, também observamos que Rµν
2 (p1, p2) = Rνµ

1 (p2, p1).

Observe que ao considerarmos os deslocamentos

l→ l + p2 e l→ l + p1, (8.6)

nos primeiros termos das equações (8.4) e (8.5), trivialmente obtemos Rµν
1 = 0 =

Rµν
2 . Desse modo, a identidade de Ward axial é satisfeita, ou seja, qαT

µνα(p1, p2) =
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2mT µν(p1, p2).

Contudo, como as integrais em (8.4) e (8.5) são linearmente divergentes,

podemos ter também Rµν
1 e Rµν

2 6= 0, quando consideramos deslocamentos diferentes

daqueles que em (8.6). Para observarmos isso, vamos considerar o exemplo genérico,

no qual um deslocamento aµ é realizado apenas no primeiro termo do integrando

abaixo:

∆(a) =

∫
d4l

(2π)4
[f(l + a)− f(l)]

=

∫
d4l

(2π)4
[aµ∂µf(l) + aµaν∂µ∂νf(l) + · · · ]. (8.7)

Desde que a integral acima seja linearmente divergente, i.e., f(±∞) 6= 0 e ∂µf(±∞) =

∂µ∂νf(±∞) = · · · = 0, apenas o primeiro termo sobrevive. Assim, ∆(a) pode gerar

um termo de superf́ıcie não nulo, dado por

∆(a) =
2iπ2

(2π)4
aµ lim

l→∞
lµl

2f(l), (8.8)

no qual usamos o teorema de Gauss e coordenadas esféricas em 3 + 1 dimensões.

Para maiores detalhes sobre os cálculos, veja o livro-texto [44], seção 4.3.

Retornando agora para as expressões (8.4) e (8.5), que podem ser reescritas

na forma de termos de superf́ıcie do tipo (8.7), ou seja,

Rµν
1 =

∫
d4l

(2π)4
[f(l − p2)− f(l)] (8.9)
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e

Rµν
2 =

∫
d4l

(2π)4
[f(l − p1)− f(l)], (8.10)

ao considerarmos o deslocamento aλ = −pλ2 em (8.8), obtemos um resultado não

nulo para Rµν
1 , dado por

Rµν
1 =

2iπ2

(2π)4
(−p2)λ lim

l→∞
lλl

2tr
(/l +m)γ5γ

ν(/l − /p1
+m)γµ

(l2 −m2)[(l − p1)2 −m2]

=
1

2π2
εβναµp

α
1p

λ
2 lim
l→∞

lλl
β

l2

= − 1

8π2
εµναβp

α
1p

β
2 . (8.11)

Alternativamente, para o deslocamento aλ = −pλ1 , obtemos o mesmo resultado, tal

que Rµν
2 (p1, p2) = Rµν

1 (p1, p2). Assim, desta vez a identidade de Ward axial não é

satisfeita, pois temos

qαT
µνα(p1, p2) = 2mT µν(p1, p2)− 1

4π2
εµναβp

α
1p

β
2 . (8.12)

Note, contudo, que não foi necessário efetuar deslocamentos da variável de integração

em nenhum momento deste cálculo, pois as expressões Rµν
1 e Rµν

2 já se apresentavam

na forma de termos de superf́ıcie, como observado em (8.9) e (8.10).

Vamos retornar ao gráfico (8.1) e considerar o deslocamento arbitrário

l→ l + αp1 + (α− β)p2, (8.13)
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tal que para o termo de superf́ıcie, temos

∆µνα
1 (a) = T µνα1 (p1, p2, a)− T µνα1 (p1, p2)

= −tr

∫
d4l

(2π)4

1

/l + /a−m
γαγ5

1

/l + /a− /q −m
γν

1

/l + /a− /p1
−m

γµ

+tr

∫
d4l

(2π)4

1

/l −m
γαγ5

1

/l − /q −m
γν

1

/l − /p1
−m

γµ, (8.14)

ou melhor,

∆µνα
1 (a) = − 2iπ2

(2π)4
aλ lim

l→∞
lλl

2tr
(/l +m)γαγ5(/l − /q +m)γν(/l − /p1

+m)γµ

(l2 −m2)[(l − q)2 −m2][(l − p1)2 −m2]

=
1

2π2
εβναµa

λ lim
l→∞

lλl
β

l2

= − 1

8π2
εµναβa

β. (8.15)

Para o tensor ∆µνα
2 (a), seguimos o mapeamento p1 → p2 e µ→ ν, tal que obtemos

∆µνα(a) = − β

8π2
εµναβ(pβ1 − p

β
2 ). (8.16)

Portanto, levando em conta a expressão geral

T µνα(p1, p2, a) = T µνα(p1, p2) + ∆µνα(a), (8.17)

para quaisquer deslocamentos, para a identidade de Ward axial, obtemos que

qαT
µνα(p1, p2, a) = 2mT µν(p1, p2)− 1− β

4π2
εµναβp1αp2β. (8.18)
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Seguindo os mesmo passos, para a identidade de Ward vetorial, encontramos

p1µT
µνα(p1, p2, a) =

1 + β

4π2
εναβγp1αp2γ. (8.19)

Então, nos resultados acima, por exemplo, ao fixarmos que a identidade de Ward

vetorial deva ser satisfeita, β = −1, tal que p1µT
µνα(p1, p2) = 0 e

qαT
µνα(p1, p2, a) = 2mT µν(p1, p2)− 1

2π2
εµναβp

α
1p

β
2 . (8.20)

Portanto, temos aqui um exemplo no qual as correções radiativas são finitas, porém

indeterminadas, contudo, elas podem ser fixadas pelo experimento.

Podemos facilmente reescrever o gráfico T µνα(p1, p2) em termos do tensor de

polarização Πµν
b (p), Eq. (5.10) do caṕıtulo 5, ao considerarmos p1 → p e p2 → −p,

tal que Πµν
b (p) = bαT

µνα(p,−p). Dessa forma, a expressão (8.17) pode ser reescrita

como

Πµν
b (p, a) = Πµν

b1 (p)− β

4π2
εµναβbαpβ. (8.21)

Portanto, observamos que, trivialmente, pµΠµν
b (p, a) = pµΠµν

b (p) = 0, tal que uma

fixação sobre β não é posśıvel, caracterizando assim que agora as correções quânticas

são indeterminadas, contudo, elas não podem ser fixadas [25].
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REFERÊNCIAS BIBLIOGRÁFICAS 133
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