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RESUMO

Nesta dissertacao, mostramos experimentalmente e teoricamente, utilizando a di-
fragdo de Fraunhofer da luz com feixes Laguerre-Gauss (LG) possuindo momento
angular orbital (MAQ), um estudo comparativo do padrao de difragao das abertu-
ras quadrada e triangular. Demonstramos que é possivel construir uma rede 6tica
quadrada bem definida para altos valores do MAQO, favorecendo obter um valor da
carga topologica duas vezes maior que conseguiriamos com a abertura triangular.
Observamos que o padrao da abertura quadrada permanece truncado para a carga
topoldgica (CT) igual a 20 com uma boa precisao. Ja para o caso da abertura tri-
angular, observamos que a rede permanece truncada para uma CT igual a 10. Por
outro lado, mesmo que o padrao de difracao da fenda quadrada nao dé informacao
sobre o sinal da CT, é possivel obté-lo usando a fenda triangular. Explicamos este

comportamento com base nos padroes de difracao de cada fenda.

Palavras-chave: Momento Angular Orbital, Feixes Lagurre-Gauss, Difracao de

Fraunhofer.



ABSTRACT

In this dissertation, we show experimentally and theoretical using the Fraunhofer
diffraction of light beams with Laguerre-Gaussian (LG) possessing orbital angular
momentum (OAM) a comparative study of the diffraction pattern of square and
triangular apertures. We demonstrate that it is possible to engineer a square optical
lattices for high values of MAO, about two times bigger than it would be with
the triangular apertures. We observed that the pattern of square aperture remains
truncated to the topological charge (TC) equal 20 with a good precision. On the
other hand, for triangular aperture, we observe that the optical lattices ramains
truncated until TC equal to 10. However, the square does not give any information
about the sign of the TC. But, we can measure the signal using the triangular

aperture. We explain this behavior based on diffraction patterns of each aperture.

Keywords: Orbital Angular Momentum, Beams Laguerre-Gauss, Fraunhofer Dif-

fraction.



Lista de simbolos

S Poynting Vetor de Poynting

c Velocidade da luz no vacuo

€0 Permissividade elétrica no vacuo
E Campo elétrico

B Campo magnético

P Densidade de momento linear

Momento linear total

J Densidade de momento angular
r Vetor posicao

140 permeabilidade magnética

A Potencial vetor

J Momento angular total
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L Momento angular orbital
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T Versor unitério) de direcao x
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1
INTRODUCAO GERAL

E bem estabelecido pela teoria de Maxwell que a radiacao eletromagnética
transporta energia e momento [1]. O momento pode possuir contribui¢ao linear
quanto angular. O momento angular possui duas componentes. A primeira com-
ponente estd relacionada com o estado de polarizagdo do campo elétrico [2], que
corresponde ao momento angular intrinseco. Os estados de polarizacao do momento
angular intrinseco sao: polarizagao circular no sentido horario e anti-horario. J&
a outra componente corresponde a distribuicao espacial do campo elétrico e esta
associada ao momento angular orbital (MAO) [3].

Poynting, em seu trabalho [4] mostrou que um feixe de luz circularmente
polarizado poderia exercer um torque ao passar por uma placa de quarto de onda.
Um experimento realizado por Beth, em 1936 mostrou a mudancao da luz polarizada
ao atravessar uma placa quarto de onda devido ao torque causado pela transferéncia
de momento angular intrinseco [2, 5].

O estudo moderno do MAO pode-se dizer que comegou com o trabalho de
Allen e colaboradores [6]. Este trabalho mostrou que qualquer feixe com uma dis-
tribuicao de amplitude u (r, ¢, z) = u (r, z) exp (im¢) transporta MAO sobre o eixo

do feixe. No qual, ¢ é a coordenada azimutal e m é um nimero inteiro, definido

10
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como carga topoldgica (CT). Este resultado é independente dos estados de pola-
rizagao e é comum para feixes que possuem uma frente de onda helicoidal [7]. Como
consequencia desta coordenada azimutal, o feixe possui uma fase indeterminada, ou
seja, uma singularidade. Tal singularidade é responsavel por uma intensidade nula
no centro do feixe. Estas singularidades sao chamadas de vortices Sticos [8]

Podemos citar os feixes Laguerre-Gauss (LG), como um tipo de feixe que pos-
sui MAO. Estes feixes podem ser produzidos a partir de holograma gerado computa-
cionalmente. Um holograma é obtido a partir da gravacao do padrao de interferéncia
entre o feixe de interesse com um feixe de referéncia. Uma outra maneira de gera-los
é utilizando um modulador espacial de luz (SLM). No capitulo 4, detalharemos mais
sobre a producao de hologramas.

O estudo do MAO tem sido extensivamente explorado na interacao da luz
com a matéria [9, 10, 11, 12] e fendmeno da difracao [13, 14, 15]. Podemos mencionar
outras aplicagoes da luz possuindo MAO que situam-se desde manipulagao dtica [16]
a comunicagao quantica [17, 18].

Recentemente, dois trabalhos mostraram a importancia do MAO aplicado a
telecomunicagoes [19] e metrologia quantica [20]. J& na referéncia [21], foi utilizado
um feixe de laser Hélio-Neonio (He-Ne) para apresentar uma nova técnica para
separar diferentes estados do MAO e medir a densidade do MAO do feixe de laser.
Este método foi baseado na decomposicao dos modos do campo do laser com filtros
de correlacgao.

Particularmente, uma interessante relagao entre a fase da luz possuindo MAO
e o fenomeno da difragao [14, 15] tem sido explorado em alguns trabalhos publicados
na literatura. Esta relacao possibilitou ao Hickmann e colaboradores [15], observar
o padrao de Fraunhofer da luz difratada possuindo MAO por uma fenda triangular

ou abertura triangular. Uma consequéncia deste trabalho foi, medir a magnitude e

Instituto de Fisica - UFAL



12

o sinal da CT do feixe LG.

Continuando a abordagem do estudo da difracao com luz possuindo MAO,
podemos citar o trabalho de Ferreira e colaboradores [14]. Eles estudaram o fenémeno
da difragao da luz com MAO por uma unica fenda no plano de Fourier. Analisa-
ram duas situacoes, na primeira situacao foi considerado a fenda no centro do feixe.
Para a segunda situacao, a fenda foi deslocada do centro do feixe. Como resultados,
eles observaram para o primeiro caso a simetria do padrao de interferéncia. Ja no
segundo caso, houve uma assimetria e deslocamento do padrao de interferéncia.

Seguindo esta mesma linha de pesquisa da luz possuindo MAO, Mesquita e
colaboradores [22] construiram uma rede de intensidade dtica utilizando a difracao de
Fraunhofer de um feixe LG por uma abertura quadrada. Verificaram numericamente
e experimentalmente que esta rede de intensidade oOtica s6 é bem formada para
valores pares da CT, enquanto para valores impares nao é bem formada.

Tendo em vista os trabalhos citados anteriormente, principalmente as re-
feréncias [15] e [22], podemos notar que hd um grande interesse nesta abordagem
de difracao da luz possuindo MAO tendo como objetivo obter o médulo e o sinal
da CT. Isto, nos motivou a realizar um trabalho fazendo um estudo comparativo
da difracao da luz com MAO pelas aberturas quadrada e triangular utilizando a
difracao de Fraunhofer.

Para realizar este estudo comparativo, organizamos a dissertagao da seguinte
forma. No capitulo 2, mostramos a teoria sobre o momento angular da luz. Mos-
trando que podemos dividir o momento angular da luz em duas componentes. De-
duzimos as equacoes que representam o momento angular de spin e orbital. E por
fim, fizemos uma analogia com a mecanica quantica.

No capitulo 3, iniciaremos pela equacao paraxial de Helmholtz. Partindo

da equagao da onda, utilizando a aproximacao paraxial e fazendo algumas consi-

Instituto de Fisica - UFAL
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deragoes chegamos na equacgao paraxial de Helmholtz. Em seguida, mostramos os
feixes LG e suas caracteristicas. Notamos que estes feixes sao solucao da equacao
paraxial de Helmholtz em coordenadas cilindricas. Apresentamos a ética de Fourier
e suas aplicagoes. Mostramos também o processo de produzir imagens através da
holografia.

No capitulo 4, discutimos os nossos resultados. Realizamos um estudo com-
parativo do fenomeno da difragao da luz com MAQO utilizando duas configuracoes
diferentes de aberturas: quadrado e triangulo. Para nossa surpresa, com a confi-
guragao quadrada conseguimos medir a magnitude da CT duas vezes maior do que
com a abertura triangular. Entretanto, o padrao quadrado nao deu nenhuma in-
formacao com relacao ao sinal da CT, diferentemente para a configuragao triangular
que conseguimos determinar o sinal da CT. Esta pesquisa esta organizada em duas
partes: apresentamos um estudo tedrico e experimental.

E finalizando com o capitulo 5, apresentamos nossa conclusao geral deste

trabalho.

Instituto de Fisica - UFAL



2
MOMENTO ANGULAR DA LUZ

2.1 Introducao

Neste capitulo abordaremos apenas a teoria sobre o momento angular da luz.
Mostraremos que podemos decompor o momento angular da luz em duas compo-
nentes: o momento angular intrinseco que por sua vez, pode ser considerado como
momento angular de spin. O qual estd relacionado aos estados de polarizacao da
luz, e 0 momento angular orbital (MAQO) ou momento angular extrinseco, presente
em feixes que possuem uma dependéncia azimutal da forma ™ na fase, que estd
associado ao campo transverso eletromagnético.

Iniciaremos a nossa discussao pelo momento angular da luz. Mostraremos
que o MAO total para uma onda eletromagnética pode ser a soma do momento
angular de spin mais o momento angular orbital. Deduziremos as equacgoes que
representam o momento angular de spin e orbital. Mostraremos que através de
um feixe circularmente polarizado, tanto no sentido horario quanto no sentido anti-
horario, obtemos momento angular de spin de +A por féton. Finalmente, veremos
a analogia entre as razoes do momento angular de spin e orbital por unidade de

energia do feixe. Mostraremos as razoes entre o momento angular de spin e a sua

14



2 Momento Angular da Luz 15

energia e o momento angular de spin e o momento linear no ponto de vista classico

e quantico, e veremos que estas razoes sao iguais.

2.2 Momento Angular da Luz

O vetor de Poynting S | expressa o fluxo de energia que é dado por [23]:
Spoyntmg = 0260 (E X B) . (21)

O vetor de Poynting é proporcional a densidade de momento linear, conside-

rando o espago livre [24].

S oyntin,
p = ¢(ExB) = % (2.2)

Integrando em todo espago a equagao acima, obtemos o momento linear total,
P = ¢ / (E x B) dv. (2.3)

Podemos relacionar a densidade de momento angular j com a densidade de

momento linear pela seguinte expressao [25],

j=rxp. (2.4)

Instituto de Fisica - UFAL



2 Momento Angular da Luz 16

Fazendo a substituicdo da equagao (2.2) na equagao (2.4), temos para a

densidade de momento angular:

j=rxp = e(rxExB). (2.5)

As equagoes de Maxwell descreve o comportamento do campo eletromagnético [3].
No Sistema Internacional de Unidades, considerando um meio livre de cargas e cor-

rentes podemos escrever as equagcoes diferencias:

0B
VXE = o (2.6)
oD
vV.-D =0 (2.8)
VB = 0. (2.9)

onde, temos o rotacional dos vetores E, H, campo elétrico e magnético. Por ou-
tro lado, temos o divergente dos vetores D e B, deslocamento elétrico e inducao
magnética, respectivamente. Considerando um meio linear no espaco livre, as
relacoes constitutivas sao:

D = ¢E. (2.10)

B = uoH. (2.11)

Sendo a permissividade elétrica e a permeabilidade magnética no espago livre
escrito como, €y e [ respectivamente.
Como é do nosso conhecimento, o divergente do rotacional de um campo

vetorial é nulo. Usando este resultado, podemos escrever o vetor inducao magnética

Instituto de Fisica - UFAL



2 Momento Angular da Luz 17

B de uma outra maneira, sendo o rotacional de outro campo vetorial.

De acordo com a relac¢ao [26]
V- (VxA) = 0. (2.12)

Portanto, podemos reescrever o vetor inducao magnética em funcao do po-

tencial vetor,

B = VxA. (2.13)

Utilizando a identidade a x b x ¢ = (a-c)b - (a-b)c [27] e fazendo a

substituicao da equagao (2.13) na equagao (2.5), obtemos

> (EjV4;) — (B-V)A

j=1

= ¢ 3 Ei(rxV)A; —rx(E-V)A . (2.14)
= |

J = erx

onde, o somatério em j representa as componentes x, y e z dos vetores.

Utilizando as identidades vetoriais [28, 29|,

rx(E-V)A = ) V;(ExxA) —rxA(V-E) + Ax(E-V)r. (2.15)

(E-V)r = E. (2.16)

Em seguida substituindo na equacao (2.14), obtemos

j = € {ZEJ (I‘XV)Aj—ZVj(EjI'XA)}

j=1 j=1

— q{rxA(V-E)+ExA}. (2.17)

Instituto de Fisica - UFAL



2 Momento Angular da Luz 18

Na auseéncia de cargas livres, temos pelas equagoes de Maxwell que V - E =
0. Portanto, o terceiro termo da equagao (2.17) se anula. Logo, expressamos a

densidade de momento angular como,

= 50{iEJ~(rxV)Aj—ivj(EjrxA)—l—ExA}. (2.18)

Jj=1

Para obtermos o momento angular total, basta integrarmos em todo o espaco.

Isto é,

j = eOZ/ [Ej(rxV)Aj]dv—EOZ/[V (Ejr x A)]d
+ 80/(E>< A) dv. (2.19)

Vamos aplicar o teorema da divergéncia [30], para o segundo termo do lado

direito da equagao (2.19),

/ Vi (Ejr x A)]dv= j{Ej (r x A)ds;. (2.20)

Quando r — oo, podemos considerar que o campo elétrico se anula. Com
isso, temos que a integral de superficie na equacao acima se anula. Assim, obtemos

a expressao final do momento angular total para o campo eletromagnético,

J-aO/(ExA dv+eOZ/ (r x V) Aj] dv. (2.21)

J=S+L. (2.22)

Instituto de Fisica - UFAL



2 Momento Angular de Spin 19

Notamos que a primeira parte da equagao (2.22), é independente do sistema
de coordenadas e representa o momento angular intrinseco, que ¢ também chamado
de momento angular de Spin. No entanto, a segunda parte possui essa dependéncia

do sistema de coordenadas e representa o momento angular orbital.

2.3 Momento Angular de Spin

A expressao do campo elétrico de uma onda circularmente polarizada que se

propaga na diregao z é dada por [29)],
E = FEycos(kz —wt) & + Eysin (kz — wt) 9. (2.23)

onde, Fy é a amplitude da onda, z e § sao vetores unitarios nas direcoes x e y, w é
freqiiéncia angular e k£ é o médulo do vetor de onda k. Os sinais mais e menos do
campo elétrico representam uma onda circularmente polarizada para direita e para
esquerda respectivamente.

Considerando o espaco livre sem a presenca de cargas e correntes elétricas, o
potencial escalar ¢ é nulo e usando este fato, podemos escrever a expressao para o

campo elétrico como,

0A
E=—. 2.24
ot ( )
Portanto, o potencial vetor A ¢é expressado pela seguinte equagao,
E E
A = — / Edt = —sin (kz —wt) & + — cos (kz — wt) 7. (2.25)
w w

Instituto de Fisica - UFAL



2 Momento Angular de Spin 20

Assim, obtemos o momento angular do spin,

w

2
S = e [ExA)mw = +2%0: [ 4 2.26
( )

Os estados de polarizacao, ou seja, se a onda é circularmente polarizada a
direita ou a esquerda nos indica o sentido do momento angular de spin. Se a onda

é polarizada linearmente o momento angular de spin se anula, devido a E x A = 0.

A densidade de energia de uma onda eletromagnética é expressa por [31],

! (2.27)

Considerando um meio linear e o espago livre, podemos substituir as relacoes

constitutivas na equacao (2.27),

D = ¢E. (2.28)
B = uoH. (2.29)
Portanto, a densidade de energia fica,
(2.30)

1 1
u:—<60E~E—|——B~B>.
2 Ho

Substituindo a equagao (2.25) na equagao (2.13), obtemos a expressao para

o campo magnético,

Eok Eok
B = —“sin(kz —wt) & + —— cos (kz — wt) §. (2.31)

w w

Instituto de Fisica - UFAL



2 Momento Angular de Spin 21

Utilizando os resultados das equagoes (2.23) e (2.31) na equacao (2.30), en-

contramos

1 1 K2E?
u = = (GOEOM— 0). (2.32)
Ho
u = eFZ. (2.33)

Integrando sobre todo o espaco a densidade de energia, obtemos a energia
total do feixe. Calculando a razao entre o momento angular de spin e a sua energia,

temos

n

. fﬁdv 1
S S 2.34
U [ eoEgdv w (2:34)

Vamos substituir as equagoes (2.23) e (2.31) na equagao (2.2), obtemos a

densidade de momento linear como,

EoEgkf

p:€0<EXB): o

. (2.35)

Agora que temos o momento angular de spin juntamente com a densidade de

momento linear, podemos compara-los,

B 1
5. Jidv 1 (2.36)
P, [kt g, k

Analisando os resultados das equagoes (2.34) e (2.36) podemos fazer uma
conexao com a Mecanica Quantica. Isto é, ao encontrar a razao entre o spin do
féton (+h) e sua energia (£hw) e a razao entre o spin do féton e seu momento linear
(hk), sabemos que sao resultados encontrados também na Mecanica Quantica.

No apéndice mostraremos esta conexao com a mecanica quantica, quanti-

zando o campo eletromagnético.
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2 Momento Angular Orbital 22

2.4 Momento Angular Orbital

Iniciaremos a nossa discussao sobre o momento angular orbital. Para isso,
vamos admitir um feixe de luz monocromaética com polarizacao linear que é definido

pelo potencial vetor a seguir,
A(r,t) = u(r)expli(kz —wt)] . (2.37)

onde, A é o comprimento de onda do feixe, w é a freqiiéncia angular, & é o vetor

unitario na diregao do eixo z, k = 27” é o médulo do vetor de onda e finalmente u(r) é
uma funcao complexa que descreve a distribuicao de amplitude do feixe. Quando nao
existe fontes, ou seja, a auséncia de cargas e correntes elétrica no espago, podemos

usar o calibre de Coulomb que é descrito por [3],
V-A=0 (2.38)

Portanto, o potencial vetor na equacao (2.37) satisfaz o calibre de Coulomb
dado pela equagao (2.38). Calculando a parte real dos campos E e B uma vez que

eles sao complexos, obtemos

%(EXB):%(E*XB+EXB*). (2.39)
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2 Momento Angular Orbital 23

Usando o vetor potencial dado pela equagao (2.37), encontramos as ex-

pressoes para o campo elétrico e magnético,

E= —68—? = iwu(r)exp [i (kz — wt)] z. (2.40)
B=VxA= {% [u(r)exp [i (kz — wt)]] g — % [u(r) exp [i (kz — wt)]] 2} . (2.41)
B = {% + zku} exp [i (kz — wt)] g — g—Z exp [i (kz — wt)] 2. (2.42)

Logo, podemos calcular os dois produtos vetoriais da expressao (2.39). Assim

obtemos,
0 0
E* x B = —iwu® [G_Zy + 8—22} + whlu|22. (2.43)
Como % ¢ igual a zero, temos
E* x B = —iwu*Vu + wklu|*2. (2.44)

Semelhantemente, temos para o segundo termo da equacao (2.39),
E x B* = iwuVu* + wk|ul|?2. (2.45)

Finalmente, obtemos a densidade de momento linear média do campo eletro-

magnético,
p = R[e(E x B)] = %0 (E*x B+ Ex B*) = % (WY — u*Vu) + sowk|ul22.
(2.46)
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2 Momento Angular Orbital 24

Podemos dizer que a equacgao anterior obtida é independente do sistema de
coordenadas. Assim, em coordenadas cilindricas o campo u que descreve a distri-

buicao de amplitude do feixe é escrito como,

u(r,¢,z) = wug(r,z)exp (ilp). (2.47)

Sendo que esta equagdo obedece a aproximagao paraxial [24]. Usando esta

condicao, podemos reescrever a densidade de momento linear como,

’i(ﬂ{fo 8’&0* % 8’&0 R ZE()CU
p= 5 0 r

W — uoﬁ + T |U0|2(ﬁ + 80M]€‘U0‘22. (248)

No qual, 7, g?) e Z sao vetores unitarios em coordenadas cilindricas. Podemos
relacionar a equacao (2.48), com o vetor de Poynting dado pela expressao (2.2).

Portanto,

' Oug” 0 l 2
S = 02 [ngo (uo gﬁ —US 8210) 7+ Eﬁw |U0|2¢+€0wk‘U0‘22 . (249)

Esta equacao descreve uma trajetéria formando um helicéide ao longo da
direcao de propagacao, sendo que a componente 7 esta associada com o espalhamento
do feixe, a componente gZA> é a responsavel pelo aparecimento do MAO na direcao de
propagacao e a componente 2 estd associada com o momento linear na direcao z.

Utilizando a equacao L = r X p, onde r é o vetor posicao em coordenadas
cilindricas dado por r = 7+ zZ e p é expresso pela equagao (2.48). Assim, podemos

calcular a densidade de momento angular,

L=

leqwz|ug)? . iweg Oup*
r 2 or

0 A
— ué#) Z 4+ 2ik7’\u0|2} d+lsow|ug)®2. (2.50)
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2 Momento Angular Orbital 25

Se integrarmos L e p no perfil do feixe, obteremos apenas a componente
paralela ao sentido de propagacao. Pois as outras componentes sao simétricas em
relacao ao eixo z. Sabemos que a densidade de energia é u=cp. = gqw?|ug|?, ou seja,
o produto da velocidade da luz pela densidade do momento linear [35]. Portanto, o
momento angular orbital por unidade de energia do feixe é dado por,

L, [l dv B [ legwl|uo|* dv [

R = = —. 2.51
U Judv [ eow?|ul? dv w (251)

Calculando a razao entre as componentes z do momento angular orbital e o
momento linear, obtemos
L, JlLdv  [legwl|ug|* dv l A

R = = —=[]—. 2.52
P, [p.dv [ eqwk|uol? dv ko 2r (2:52)

onde k = 27” ¢ o numero de onda.

Notamos que a equacao (2.51) é semelhante a razao entre o momento angular
de spin e sua energia dada pela equagao (2.34). Devido a essa semelhanca, um feixe
polarizado linearmente com um termo de fase azimutal possui momento angular or-
bital de [ por féton. A comparacao entre mecanica quantica e 6ptica paraxial sugere

que tais feixes sao autoestados do operador momento angular L, e transportam um

momento angular orbital de (A por féton.

Instituto de Fisica - UFAL



2 Conclusao 26

2.5 Conclusao

Neste capitulo abordamos a teoria do momento angular da luz. Mostramos
que o momento angular de spin e o momento angular orbital sao as duas contri-
bui¢oes do momento angular da luz total. Ou seja, podemos escreve-lo como a
soma das duas contribuicoes. Deduzimos as expressoes que representam as duas

componentes do momento angular da luz e analisamos cada uma separadamente.
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FEIXES LAGUERRE-GAUSS E

OTICA DE FOURIER

3.1 Introducao

No capitulo anterior, analisamos a teoria do momento angular da luz e vi-
mos que feixes que possuem uma dependéncia azimutal na fase da forma exp (img)
transportam MAQO. Neste capitulo, vamos utilizar a aproximagao paraxial para che-
garmos na equacao paraxial de Helmholtz. Em seguida, estudamos os feixes LG que
sao uma classe de feixes que possuem MAO, o qual é solucao da equagao paraxial
de Helmholtz em coordenadas cilindricas.

Discutiremos brevemente sobre a difracao da luz, mostrando os dois tipos
de difracao da luz. Os quais sao difracao de Fraunhofer e difracao de Fresnel e
para finalizar esta parte de difracao, apresentaremos o padrao de difracao por uma
abertura retangular no regime de Fraunhofer.

Abordaremos alguns topicos de ética de Fourier utilizados em nosso trabalho.

27
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3.2 Equacao Paraxial de Helmholtz

Uma onda monocromética pode ser representada por [36]:

u(r,t) = ug (r)coswt + ¢ (r)]. (3.1)

onde wug (r) é a amplitude, ¢ (r) é a fase, w = 27v é a frequéncia angular, v é a
frequéncia e T' = 1/v = 27 /w é o periodo. A amplitude e fase sdo geralmente
dependentes da posigao. Vamos reescrever a fungao real u (r,¢) na equagao (3.1) em

termos de uma funcao complexa,
U (r,t) = ug(r)exp [io (r)] exp (iwt) . (3.2)
De modo que,

w(r,t) =R{U (r,8)} = = [U (v, 8) + U* (v, )] (3.3)

DO | =

A equagao (3.2) é conhecida como funcao de onda complexa e ela descreve
a onda completamente. A fungao de onda na equacao (3.3) é simplesmente a parte
real. Tanto a fungao de onda u (r,t) quanto a fungao de onda complexa U (r,t) deve
satisfazer a equacao de onda,
1 0°U
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3 Equagao Paraxial de Helmholtz 29

Vamos reescrever a equagao (3.2) como,

U (r,t) = U (r)exp (iwt) . (3.5)

o termo independente do tempo na equacao (3.5), Uy (r) = ug (r)exp [i¢ (r)] é re-
ferido como a amplitude complexa da onda. A funcdo de onda u (r,?) na equagao
(3.3) estd associada com a amplitude complexa pela seguinte equagao,

u(r,t) = R{U (r)exp (iwt)} = = [U (r) exp (iwt) + U* (r) exp (—iwt)] . (3.6)

DO | —

Em uma dada posi¢ao r, a amplitude complexa Uy (r) é uma varidvel com-
plexa cuja magnitude Uy (r) = ug (r) é a amplitude da onda e cujo argumento é
arg{Uy(r)} = ¢(r) é a fase. O valor da funcao complexa U (r,t) em t=0 ¢ a

amplitude complexa Uy (r).

3.2.1 Ondas Paraxiais

Uma onda ¢ dita ser paraxial se suas frentes de onda normais sao raios pa-
raxiais, como podemos ver na figura (3.1).

Podemos construir uma onda paraxial iniciando com uma onda plana A exp (—ikz),
considerando como uma onda portadora e que modifica ou modula seu envelope com-
plexo A, fazendo com que sua variagao seja pequena em relagao a posi¢ao A (r). De

modo que a amplitude complexa da onda modulada torna-se,

U(r)=A(r)exp (—ikz). (3.7)
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3 Equacao Paraxial de Helmholtz 30

Figura 3.1: Frentes de onda normal de uma onda paraxial no plano x-z.

Frentes de onda

r‘—'—ﬂw

XA

Raios

Fonte: (Saleh [24], 2007)

A variacao do envelope A (r) e sua derivada em relacao a posi¢ao z deve ser
pequena ao longo da distancia do comprimento de onda A = 27/k de tal modo que
a onda mantém aproximadamente sua natureza plana.

Agora, se fizermos a substituicao da equacao (3.5) na equagao (3.4) obtemos

a equagao diferencial para a amplitude complexa U (r),

VU + k*U = 0. (3.8)

a equagao (3.8) é conhecida como equacao de Helmholtz, k = w/c é o ntimero de
onda. Também conhecido como relacao de dispersao.

De modo que para a onda paraxial descrita pela equagao (3.7) satisfazer
a equagao de Helmholtz, o envelope complexo A (r) deve satisfazer outra equacao
diferencial parcial que é obtida quando substituimos a equagao (3.7) na equagao

(3.8).
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Quando assumimos que A (r) varia lentamente com relacao a z significa que
ao longo de uma distancia Az = A, a mudanca AA é muito menor que A, ou seja,

AA < A. Usando a relagao,

AA =Ny =22 (3.9)

segue que (0A0z) < A/\ = Ak/2m. Portanto,

0A
— < kA. 1
9 < (3.10)

A derivada (0A/0z) deve também variar lentamente ao longo da distancia
do comprimento de onda ), assim (92A/0%z) < k (0A/9z), logo
0?A
—— < KA. 11
77, < (3.11)
Substituindo a equagdo (3.7) na equagao (3.8) e desprezando (9°A4/9%z) em
comparagao com k (0A/dz) ou k*A obtemos a equagao diferencial parcial para o
envelope complexo A (r),
0A

ViA- 2ik——=0. (3.12)

onde V% = 9%/0z + 02 /0y?, é o operador Laplaciano transverso. A equacao (3.12)

¢é chamada a equacao paraxial de Helmholtz.
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3.3 Feixes Laguerre-Gauss

A equagao paraxial de Helmholtz (3.8) escrita em coordenadas cilindricas
(p, ¢, z) possui como solu¢ao a amplitude complexa dos feixes Laguerre-Gauss que

pode ser expresso da seguinte forma [24].

st = o) () 2 () = (i)~

2
exp {—ikz — ik 2}5(2) —im¢ + 1 (m + 2p + 1) arctan <§0)}(3.13)

A equacao (3.9) corresponde a um feixe propagando ao longo da diregao z.
Sendo p o indice radial, onde o nimero de anéis é representado por p + 1 [37], con-
forme podemos ver na figura (3.1). Sendo m o indice azimutal ou como difinimos
no capitulo 1 sendo a carga topoldgica (CT), L;* é o polinomio de Laguerre gene-
ralizado. W (2) é o raio do feixe, R (z) ¢ o raio de curvatura da frente de onda, o

termo (m + 2p + 1) arctan (%) ¢ a fase de Gouy do modo do feixe e W, é a cintura

do feixe. Os componentes W (2), R (z) e W, sdo representados respectivamente por:

W (2) = Woy /1 + (—)2. (3.14)

R(z) =2 ll n (@)1 . (3.15)

Wo =/ 22, (3.16)
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3 Feixes Laguerre-Gauss 33

O comprimento de Rayleigh é dado por:

Wer
v

20 = (3.17)

As frentes de onda dos feixes LG possuem uma forma helicoidais, sendo que o
numero de espiras helicoidais é proporcional a m. Como podemos ver na figura (3.2).
A distribuigao de fase dos feixes LG é apresentada na figura (3.3). Observamos a
presenga de singularidade de fase. Esta singularidade ocorre no centro do padrao de
distribuicao de fase para qualquer valor de m, onde no centro a fase nao é definida.
A fase do feixe aumenta em modulo de 27 para cada crescimento de m.

Para um modo LG com p = 0 e valores de m # 0, o feixe LG possui um perfil
de intensidade com a forma de um anel [38] conhecido como voértice 6tico. Este

perfil de intensidade aumenta a medida que m aumenta, como podemos observar na

figura (3.4)

Figura 3.2: Perfis de intensidade para o modo Laguerre-Gauss para uma CT m =
2. Variando p,a) p=0,b)p=1,¢c)p=2ed)p=3

(d)p=3
Fonte: (Autor, 2014)
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Figura 3.3: Frente de onda dos feixes Laguerre-Gauss para m = 0, 1 e 2
1=0 =1

Fonte: (Pedro [40], 2011)

Figura 3.4: Distribuicao de fase para um feixe Laguerre-Gauss com carga topoldogica
m=1, -1

(a) m=1 (b) m= -1

Figura 3.5: Perfis de intensidade para o modo Laguerre-Gauss para p = 0. Variando
m,a)m=1,b)ym=2c¢c)m=3ed) m=4

Fonte: (Autor, 2014)

3.4 Transformada de Fourier
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A transformada de Fourier é uma ferramenta matematica bastante ttil para
realizar uma mudanca do espago real (z,y) para o espago reciproco (fx, fy), o qual
é o espaco das frequéncias. Podemos representar a transformada de Fourier de uma

fungao g (z,y) de duas variaveis independentes x e y por F (g) [41]. Portanto, temos

F(g) = / /g(x,y)exp [—i27m (fxz + fyy)] dzedy. (3.18)

—00 —O0
onde as fungoes fx e fy sao as frequéncias espaciais. Em geral, a fungao g (z,y) é
complexa.

De forma analoga, podemos representar a transformada de Fourier inversa

de uma funcio G (fx, fy) por F ! (G) e expressar da seguinte forma,

FHG) = / / G (fx, fy)exp[i27 (fxx + fyy)| dfxdfy. (3.19)
A transformada de Fourier inversa pode ser referida como a representacao
integral de Fourier de uma funcao g (z,y).
A definigao da transformada de Fourier dada pela equacao (3.18), nos conduz
a uma rica estrutura matematica associada com a operacao de transformacao. A
seguir, vamos considerar algumas das propriedades matematicas basicas da trans-
formacao de Fourier:
Teorema da Linearidade: A transformacao da soma ponderada de duas

funcoes ¢ igual a soma ponderada das transformagoes individuais.

F{ag+ ph}y =aF {9} + SF{h}. (3.20)
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Teorema do Deslocamento: Se F {¢g(z,y)} = G (fx, fy), entdo

Flg(x—a,y—>0)} =G (fx, fy)exp[—2mi(fxa+ fyb)]. (3.21)

isto é, um deslocamento no dominio do espaco causa um deslocamento na fase linear
no dominio da frequéncia.

Teorema de Parseval: Se F{g(z,y)} = G (fx, fv), entdo

77|g($>y)|2d$d@/=]O/OO|G(fX,fy)|2dedfy. (3.22)

A integral no lado esquerdo, pode ser interpretada como a energia contida na forma
de onda ¢ (z,y). Este fato, nos leva a ideia de que a quantidade |g (z,y)| pode ser
interpretada como uma densidade de energia no dominio da frequéncia.

Teorema da Convolucao: Se F{g(z,y)} = G (fx,fy) e F{h(z,y)} =

H (fx, fv), entao

P [otemnta-cy—ndant =Gl ) B ). 6323)

A convolucao de duas funcoes no dominio do espaco é equivalente ao produto de
suas transformacoes individuais.

Este teorema pode considerado como um caso especial do teorema da con-

volucao. Teorema da Autocorrelagao: Se F{g(x,y)} = G (fx, fv), entdo

F / /g(faﬁ)g* (& —x,mp—y)dédn 3 = |G (fx, fv)|* (3.24)

—00 —OQ
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De forma semelhante, temos

FllawaPt= [ [Glene - ten-fdan 2
Em seguida, veremos que a transformada de Fourier é feita experimental-

mente através das lentes.

3.5 Difracao da Luz

O fenomeno da difragao desempenha um papel importante nos ramos da
fisica e da engenharia que lidam com a propagacao da onda. O passo inicial na
evolucao da difragao foi realizado por Christian Huygens no ano de 1678. Huygens
estabeleceu o principio no qual a propagacao de uma onda de luz pode ser prevista
se assumirmos que cada ponto da frente de onda atua como uma fonte de uma onda
secundaria que se propaga em todas as diregoes. O envelope que se forma em torno
de todas as ondas secunddrias é a nova frente de onda. A figura (3.6) mostra este

conceito de Huygens.

Figura 3.6: Principio de Huygens.

~, frente de onda
\‘ secundaria

frente de onda

e —
‘:.’1
L
S —

fonte -t
secundaria

adf
A "-—--_..- diregao de
__\)'J propagagao

nova
frente de onda

Fonte: (Sergio [42], 2009)
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Em 1818, Fresnel fez suposicoes sobre a fase e amplitude das ondas se-
cundérias de Huygens, permitindo que varias ondas interferissem mutuamente. Isto
possibilitou calcular o padrao de difracao da distribuicao da luz com excelente pre-
Cisao.

Em 1860 Maxwell deu a sua contribuicao, identificando a luz como sendo
onda eletromagnética. As ideias de Huygens e Fresnel foram colocadas em um firme
fundamento matematico por Gustav Kirchhoff, ele mostrou que as amplitudes e fases
atribuidas as fontes secundarias de Fresnel foram conseqiiéncias diretas da natureza
ondulatéria da luz.

Podemos tratar dois casos de difragao conhecidos como, difragao de Fraunho-
fer e Fresnel. Qualitativamente falando, a difragao de Fraunhofer ocorre quando as
ondas incidente e difratada sao efetivamente planas. Sera o caso quando as distancias
da fonte para a abertura e da abertura para o detector sao grandes o suficiente para
as curvaturas das ondas incidente e difratada serem desprezadas, como mostra a
figura 3.7 (a).

Por outro lado, se a fonte ou o detector estd proximo o suficiente da abertura
de modo que a curvatura da frente de onda ¢ significante temos a difracao de Fresnel,

como mostra a figura 3.7 (b).

Figura 3.7: Tipos de difracao (a) Fraunhofer (b) Fresnel.

(b Limite de
Fresnel

) Limite de
(a) Fraunhofer

L ey 3 o -
: & Fonte
ey, I L, Detector

Fonte: (Fowles [43], 1989)
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3.6 Principio de Huygens-Fresnel

O principio de Huygens-Fresnel é dado pela seguinte expressao [41],

exp

1 ik
U(R) = — / / v (P SRR s 0) ds. (3.26)
A T

s
onde cos (#) representa o cosseno do angulo entre o vetor normal externo n e o vetor
r; apontando de Py para P;. O campo observado U (F,) é uma superposigao das

ondas esféricas SR0F)

provenientes de fontes secundarias localizadas em cada um
dos pontos P; dentro da abertura 3.

Para exemplificar o que escrevemos acima juntamente com a equagao (3.26),
consideramos uma abertura no plano (£, 7) sendo iluminada na diregao positiva do

eixo z. Calculando o campo de onda em todo plano (z,y), o qual é paralelo ao plano

(&,m), como podemos observar na figura (3.8)

Figura 3.8: Geometria de difracao.

Fonte: (Goodman [41], 1996)

Instituto de Fisica - UFAL



3 Aproximacao de Fresnel 40

Pela geometria da figura, o termo cos(0) da equagao (3.26) é dado por

cos (0) = z/ry. Portanto, o principio Huygens-Fresnel pode ser reescrito da seguinte

// ) P ik”)dg dn. (3.27)

forma,

onde a distancia r; é dado por,

r= 2+ (= + (- )’ (3.28)

Ressaltamos que as aproximacoes de Fraunhofer e Fresnel sao obtidas a par-
tir do principio de Huygens-Fresnel, que vamos discutir nas préoximas secoes. No

entanto, em noso trabalho utilizamos apenas a aproximacao de Fraunhofer.

3.7 Aproximacgao de Fresnel

Vamos expressar o principio de Huygens-Fresnel de uma forma mais simples,
introduzindo aproximagoes para a distancia r; entre P; e Fy. As aproximacoes sao
baseadas na expansao binomial na equagao (3.28). Seja b < 1 e considerando a raiz

quadrada v/1 4+ b. A expansao binomial da raiz quadrada é dada por [44],

1,1
\/1+b:1+§b—§b2+... b < 1. (3.29)

Antes de aplicar a expansao binomial na equacao (3.28), vamos retirar o fator

z da raiz quadrada,

S =y
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Aplicando a expansao binomial aos dois primeiros termos da equacao acima,

1%(4”;&)2%("/;”)2]. (3.31)

Substituindo a equagao (3.31) na equacao (3.26), encontramos o campo de

obtemos

"~z

onda no plano (z,y).

U () = SN / / e {5 (o= 7+ =) fac an. (32)

—00 —0o0

Podemos obter o resultado da equagao (3.32), colocando o termo exp [£ (22 + y?)]

do integrando,

Ulz,y) = exi)(;kz) p[ (2® + 9 ]//{ EneXp{ (& +?7)}}

X exp [_% (26 + yn)} d¢ dn. (3.33)

Observando na equacao (3.33), temos uma transformada de Fourier do pro-
duto entre o campo de onda da abertura e uma fase exponencial quadratica. Os
resultados das equagoes que foram apresentados (3.33) e (3.32) sdo conhecidos como
integral de difracao de Fresnel. Quando esta aproximacao é valida, o observador é
dito esta na regiao de difracao de Fresnel ou equivalentemente no campo préximo

da abertura [41].
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3.8 Aproximacao de Fraunhofer

Quando os padroes de difragao sao obtidos utilizando uma fonte de luz e uma
tela, afastadas a uma distancia suficientemente grande da abertura obtém-se o que
chamamos de difragao de Fraunhofer.

Vamos considerar a seguinte aproximacao,

k(& +17) m0e

z >
2

(3.34)

Se esta aproximacao for satisfeita, o termo de fase quadratico na equacao
(3.33) vale aproximadamente 1 sobre a abertura, e encontramos a distribuigao de
campo diretamente a partir da transformada de Fourier da distribui¢ao da abertura.

Assim a regiao de difracao de Fraunhofer fica,

” ik 9 9 0o 00 )
Ulz,y) = p (¢ Z)ejijz & +y) / /U(ém)exp {—%(wéwn)} dg dn.

—00 —00

(3.35)
Sem levar em consideracao os termos que estao fora da integral, a equacao
(3.35) expressa a transformada de Fourier da distribuigao da abertura, podendo ser

calculada utilizando o espaco das frequéncias fx = z/Az e fy = y/Az.
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3.9 Padrao por uma abertura retangular

Para um padrao de Fraunhofer por uma abertura retangular podemos trata-
la como uma tunica fenda. No entanto, devemos integrar em duas dimensoes = e y

como mostra a figura (3.9).

Figura 3.9: Abertura retangular.

Fonte: (Fowles [43], 1989)

Cuja intensidade de difragao é dado pela seguinte expressao [43]

=1 (Sh;a) (Sigﬁ> . (3.36)

onde a=%ka sing, f = %kzb sinf. As dimensoes da abertura sao a e b e os angulos

¢ e 0 definem a direcao do raio difratado. O padrao de difracao desta abertura é

mostrado na figura (3.10).

Instituto de Fisica - UFAL



3 Transformada de Fourier por Lentes 44

Figura 3.10: Padrao de Fraunhofer por uma abertura retangular.

Fonte: (Saleh [24], 2007)

3.10 Transformada de Fourier por Lentes

Uma das mais tteis propriedades das lentes é a capacidade de realizar a
transformada de Fourier em duas dimensoes. Esta operacgao pode ser desempenhada
com uma simplicidade extrema em um sistema Otico coerente, fazendo proveito das
leis basicas da propagacao e difracao da luz.

Descrevemos algumas configuragoes do desempenho da transformada de Fou-
rier. O campo € introduzido através do uso de lentes que executam a transformada
de Fourier no sistema otico. No plano focal dessa lente situado a uma distancia f
encontra-se um dispositivo ou tela que contém uma amplitude de transmitancia.

Os componentes das ondas planas que a constituem podem ser separadas
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pelo uso de uma lente. Uma fina lente esférica transforma uma onda plana em uma
onda parabdlica focada para um ponto no plano focal da lente. Se a onda plana
chega com angulos pequenos ¢, e 0,, ondas parabdlicas sao centradas sobre o ponto

(0.f,0,f) onde f é o comprimento focal. Vejamos a figura (3.11).

Figura 3.11: Focalizando uma onda plana em um ponto usando uma lente. A dire¢ao
(0.,6,) é mapeada sobre o ponto (z,y) = (0, f,0,f).

\)
N\

e

L

Plano focal

|« f >

Fonte: (Saleh [24], 2007)

Em referéncia a sistemas épticos, vamos adotar que a luz é decomposta em
vérias ondas planas, conforme a figura (3.11). Onde (z,y) é a amplitude complexa da
onda éptica no plano z = 0 e percorre uma dire¢ao formada com pequenos angulos
0, = Ay e 0, = \v, em relagao ao eixo z onde possui uma amplitude complexa
proporcional a transformada de Fourier F' (v, v,).

Estas ondas sao focalizadas pelas lentes dentro do ponto (x, y) no plano focal,
onde v =0f = A\, f ey =0,f = A\, f. A amplitude complexa para o ponto (z,y)
na saida do plano é portanto proporcional a transformada de Fourier de f(x,y)

calculada em v, = /A f e v, = y/Af de modo que,

s P (3 (3.37)

Para determinar o fator de proporcionalidade na equagao (3.37) analisamos

a funcdo entrada f (z,y) dentro das componentes de Fourier e tragamos as ondas
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planas correspondentes para cada componente através do sistema Optico. Entao
superpomos as contribuigoes destas ondas no plano de saida para obtermos ¢ (x,y).
Assumindo que estas ondas sao paraxiais e usando a aproximacao de Fresnel, obte-

1M0S

g (z,y) = hjexp iw(x il y)\J)Q(d — f)] F ()\if’ )\if) : (3.38)

onde hy = Hohg = (i/\f) exp [—ik (d + f)]. Desta forma, os coeficientes de propor-

Figura 3.12: Focos de ondas planas associadas com componentes harmonicos de
Fourier da fungao f (z,y) dentro de pontos no plano focal.
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Fonte: (Saleh [24], 2007)

cionalidade na equacao (3.37) possui um o fator de fase que é a funcao quadrética
de x e y na equagao (3.38). Desde que, || = 1/\f resultando a partir da equagao

(3.38) que a intensidade dtica no plano de saida serd,

1 T oY)
I(z,y) = W|F ()\_f’ )\_f> | (3.39)

A intensidade da luz para o plano de saida (plano focal da lente) é portanto
proporcional ao valor do quadrado absoluto da transformada de Fourier da amplitude
complexa da onda no plano de entrada, sem levar em consideracao a distancia d. O

termo de fase desaparece na equagao (3.38) se d = f de modo que,

g(z,y) = WF (Aif%f) . (3.40)

Instituto de Fisica - UFAL




3 Holografia 47

onde hy = (i/\f)exp (—i2kf).

3.11 Holografia

A técnica da holografia se baseia no registro e reconstrucao de ondas Oticas.
O holograma é uma transparéncia que contém os cddigos gravados destas ondas
Oticas. Incluindo as caracteristicas da amplitude e fase.

Um método interessante de produzir imagens, é conhecido como método da
reconstrucao da frente de onda. A ideia basica foi originalmente proposta por Garbor
em 1947 [24]. Este método s6 ficou bem estabelecido apés a invensao do laser, que
possui uma fonte de luz coerente.

Neste método, uma grade especial de difracao chamada de holograma é uti-
lizada para reconstruir em detalhes o campo de onda emitido pelo objeto. Para
construir o holograma o feixe de laser é separado em dois feixes, um deles ilumina o
objeto e outro feixe que é chamado de feixe de referéncia é refletido sobre uma chapa
fotografica por meio de um espelho. A chapa fotografica é exposta simultaneamente
ao feixe de referéncia e a luz do laser refletida do objeto, como podemos observar
na figura (3.13)

O padrao de interferéncia é gravado pela chapa que constitui um holograma,
o qual carrega todas as informagoes que sao necessarias para reproduzir o campo
de onda do objeto. Utilizando o holograma, ele ¢ iluminado com um tunico feixe de
laser, como mostra a figura (3.14)

No intuito de simplificar a discussao da teoria de holografia, iremos assumir
que o feixe de referéncia é colimado, isto é, consiste de ondas planas. Seja = e y

as coordenadas no plano da chapa fotografica e U (z,y) é a amplitude complexa da
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Figura 3.13: Configuragao para produzir um holograma.

=

Feixe de Laser

Objeto

Chapa Fotografica

Fonte: (Fowles [43], 1989)

Figura 3.14: Uso do holograma para produzir imagens real e virtual.

&

Observador

4

Feixe de Laser Feixe direto 5

Imagem virtual Imagem real

Fonte: (Fowles [43], 1989)

frente de onda refletida no plano xy. Desde que U (z,y) é um nimero complexo,

podemos escreve-lo como,

Uz, y) = a(zx,y) e, (3.41)
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onde a (z,y) é real.
De forma semelhante, Uy (x,y) denota a amplitude complexa do feixe re-

feréncia. Uma vez que este feixe é plano, podemos escrever

Us (x,y) = ag (z, y) ety (3.42)

onde ay é uma constante e 1 e v sao as frequéncias espaciais do feixe referéncia no

plano xy. Eles sao dados por,

p=ksinae v=ksinp. (3.43)

em que k é o numero de onda da luz do laser, os angulos a e [ especifica a direcao
do feixe referéncia.
O padrao de interferéncia I (x,y) registrado na chapa fotografica é dado pela

seguinte expressao,

I(x,y) = |U+ UO|2 —a’+ ag + aaoei[¢($7y)—ux—vy] + aaoe—iw(%y)—uw—vyl

= a® +al+ 2aagcos ¢ (z,y) — px — vy (3.44)

Esta equacao possui informacgao na forma de amplitude e modulagao de fase
das frequéncias espaciais do feixe referéncia. Quando o holograma ¢ iluminado por
um tnico feixe Uy semelhante ao feixe de referéncia, a onda transmitida resultante
Ur é proporcional a Uy vezes a transmitancia do holograma no ponto (z,y), que é

proporcional a I (x,y). Assim, obtemos

Ur(xz,y) = Uyl = ag (a2 + ag) gilhetry) o a%aei‘b + agae_i(¢_2“x_2”y)

= (&’ +a3) Up+ U + a®U U, (3.45)
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O holograma funciona como uma rede de difracao. Ele produz um feixe
direto e outros dois difratados de primeira ordem, para cada lado do holograma
como vimos na figura (3.11). O termo (a? + a3) Uy na equagao acima compreende o
feixe direto. O termo adU representa um dos feixes difratados.

Desde que ele é igual a uma constante vezes U, este feixe é um dos feixes
que reproduz a luz refletida do objeto e forma uma imagem virtual. O tltimo termo

representa o outro feixe difratado e dd surgimento a uma imagem real.
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3.12 Conclusao

Vimos a equacao paraxial de Helmholtz que foi obtida utilizando a apro-
ximacgao paraxial. Em seguida mostramos uma classe de feixes que possuem MAO
que sao os feixes LG, no qual os feixes LG sao solugoes da equagao da equagao
paraxial de Helmholtz em coordenadas cilindricas. Vimos também a medida que
o indice radial p aumenta, o nimero de anéis também aumenta. Apresentamos o
perfil de intensidade para os feixes LG e vimos que para uma CT m # 0, o padrao
de intensidade possui uma forma anelar, evidenciando uma singularidade na distri-
buicao de fase dos feixes LG. A frente de onda dos feixes LG possui uma forma de
espiras helicoidais que sao proporcionais a CT m.

Abordamos a transformada de Fourier e algumas propriedades. Mostramos
o fenomeno da difracao da luz e partindo do principio de Huygens-Fresnel obtemos
duas aproximagoes, que foram a aproximacao de Fraunhofer e Fresnel. Em seguida,
ilustramos o padrao de Fraunhofer por uma fenda retangular.

Finalizamos com a transformada de Fourier executada pelas lentes e discuti-

mos sobre a holografia.
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DIFRACAO DA LUZ POR
ABERTURAS QUADRADAS E
TRIANGULAR: UM ESTUDO

COMPARATIVO

4.1 Introducao

Neste trabalho, utilizando a técnica de difracao da luz possuindo momento
angular orbital estudamos a formacao de uma rede oOtica quadrada e triangular.
Demonstramos que é possivel através da difracao de Fraunhofer da luz por uma
abertura quadrada obtermos momento angular orbital duas vezes maior do que seria

com uma abertura triangular.

52



4 Redes Oticas pelas Aberturas Quadrada e Triangular com Luz Possuindo MA(3

Observamos para o padrao de difragao para abertura quadrada, que perma-
nece truncado até a carga topoldgica igual a 20 com uma boa precisao. Realizamos
um estudo comparativo tratando o problema de difracao entre aberturas quadrada
e triangular. Para nossa surpresa, com uma rede 6tica formada pela abertura qua-
darada o valor da carga topoldgica obtido superou em duas vezes o valor maximo
da carga topoldgica usando uma abertura triangular.

Por fim, apresentamos os resultados experimentais e tedricos e discutimos o

aspecto do padrao formado pelos maximos de intensidade para cada abertura.

4.2 Redes Oticas pelas Aberturas Quadrada e Tri-

angular com Luz Possuindo MAO

Feixes de luz possuindo momento angular orbital (MAO) sao relacionados
com uma fase azimutal da forma exp (im¢), onde m é a carga topoldgica (CT). Esta
fase é responsavel pelo surgimento do momento angular orbital. Feixes Laguerre-
Gauss (LG) [45] e Bessel [46] sao exemplos de feixes carregando MAO.

Analisamos duas diferentes configuracoes de formacao de rede otica, a qua-
drada e triangular. Para simplificar nosso trabalho, usamos feixes LG cujo perfil

transversal pode ser escrito como,
E,, = Ap™exp (im¢) (4.1)

onde p e ¢ sao as coordenadas polares, A é uma constante de normalizacao e m é a
(CT). A equagao (4.1) foi obtida considerando z = 0 na equagao (3.13).

O nosso objetivo, é determinar o padrao de difragao de Fraunhofer na regiao
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do campo distante de um feixe transportando MAO espalhado, para tal utiliza-
mos aberturas quadrada e triangular. O campo difratado é dado pela integral de

Fraunhofer [41],

o0

Ef (kL) = / T (I‘L) Ez (I‘L) G_ikl'rldr. (42)

~o0
Esta integral nos da a distribuicao do campo distante do campo elétrico
E¢ como a transformada de Fourier do produto da funcao que descreve a abertura,
7 (ry) e o campo incidente F; (r; ). Note que o vetor de onda transversal k; pode ser
relacionado com as coordenadas de um ponto genérico no plano do campo distante
desempenhando o papel de espaco reciproco.
Para a abertura quadrada, a integral da equacao (4.2) pode ser calculada

analiticamente. O campo no plano da abertura pode ser escrito como,
Ep = Ap™exp (ime) = A (x £ iy)™ . (4.3)

onde escolhemos o sinal positivo para CT e o sinal negativo para CT.
A integral de difracao de Fraunhofer para uma abertura quadrada pode ser

escrita da seguinte forma,

a/2 a/2

Eyjm| (ks ky) = A / / (z £ iy)™ exp [—i (kyz + kyy)] dxdy. (4.4)

—a/2 —a/2

onde a é o comprimento do lado da abertura quadrada.
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Esta integral pode ser escrita como,

a/2 a2
0 o\" :
Em (kam ky) = A <26k$ - 8—1@/) / / exXp [_Z (kaﬂx + kyy)] dl‘d’y
—a/2 —a/2
_ . 0 0 \" 2sin(ak,/2)2sin (ak;y/Q). (4.5)
ok, Ok, ke k,

Logo, consideramos um sinal positivo para a CT. A equagao (4.5) é um re-
sultado analitico para a abertura quadrada considerando qualquer valor da CT. Um
resultado analitico semelhante para uma abertura triangular nao é possivel. Pois,
neste caso os limites de integracao nao sao todos constantes. Entretanto, utilizamos
numericamente a integral de difracao de Fraunhofer para todos os resultados que
apresentamos aqui.

Obtivemos os resultados tedricos para alguns valores da carga topoldgica que
medimos, as quais foram m = 18, -19 e 20, como podemos ver na figura (4.1). Es-
tes resultados foram obtidos utilizando a equagao (4.2), na qual o campo incidente
usado para a abertura quadrada foi dado pela equacao (4.5) e no caso da aber-
tura triangular, usamos os feixes Laguerre-Gauss. Claramente, nao podemos definir
qualquer lado externo da rede ética triangular com N numeros de maximos de in-
tensidade bem definidos a fim de obter o mdédulo da CT. Entretanto, esta abertura
ainda pode ser usada para determinar o sinal da CT. O padrao obtido com o valor
da CT negativo é girado por um angulo de 180" comparando a uma CT positiva.

Nao obstante, a abertura quadrada pode ser utilizada para determinar a
magnitude da CT até m = 20.

Além disso, temos observado relagoes bem definida entre os valores da CT e
o numero de pontos em qualquer lado externo do padrao. Isto é, m = 2N — 2 para

valores pares de CT e m = 2N — 1 para valores impares de CT. Podemos decidir,
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Figura 4.1: Padroes de difragao correspondente aos resultados da equacao 4.2 para
aberturas quadrada e triangular para m=18, -19 e 20.
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Fonte: (Silva [47], 2014)

se o padrao correspondente ao um valor par ou impar da CT observando a regiao
central de cada padrao. Esta diferenca na formacao de um padrao de uma rede de
méximos de intensidade foi explicado previamnte por Mesquita e colaboradores [22].

Para obtermos uma melhor compreensao em relacao aos resultados teodricos
apresentados na figura (4.1). Sobrepomos o contorno dos padroes de difragao de
cada borda (contorno colorido) compondo as aberturas quadrada e triangular com o
padrao de interferéncia do objeto inteiro ( contorno branco), como podemos ver na
figura (4.2). Representagoes das aberturas quadrada e triangular, com comprimento
de lados iguais sao mostradas na figura (4.2)-(a) e (4.2)-(b) respectivamente, com
cada borda sendo representada por uma cor diferente. De modo que, os contornos
coloridos da figura 4.2 (c)-(f) representam os padroes difratados pelas respectivas
bordas coloridas. Na figura 4.2 (c¢)-(d) nos mostra os contornos coloridos e brancos

para m = 0.
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Figura 4.2: Contorno dos padroes de difragdo para aberturas quadrada (coluna
esquerda) e triangular (coluna direita) ilustrado em branco. Apresentamos também
o contorno do padrao de difracao para uma tnica borda sobreposto na mesma figura.
A carga topoldgica para (c)-(d) é m = 0 e para (e)-(f) é m = 4.

() (b) 4

Fonte: (Silva [47], 2014)

Evidentemente, observamos um ponto brilhante no centro do padrao de inter-
feréncia de intensidade. Este ponto coincide com a intersecao do contorno colorido.
A figura 4.2 (e)-(f) mostra o contorno colorido e branco para m = 4. Agora, cada
padrao de cada borda é deslocado e este deslocamento é proporcional ao valor da
CT [14]. Como uma consequéncia surgem varios pontos de intersegao, estes pontos
de interse¢ao coincide com os maximos de interferéncia, de forma semelhante temos
para m = 0. De fato, estes pontos de intersecao definem a fronteira da rede ética
e eles s@o responsdveis pelo truncamento do padrao [14, 15]. Fisicamente, os picos

de interferéncia surgem da impossibilidade de distinguir entre o caminho de fase e
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a fase azimutal [48].

Por outro lado, observamos a figura (4.3) que mostra o contorno colorido
e branco para uma CT m = 20 utilizando aberturas quadrada e triangular. O
quadrado amarelo ilustra a fronteira da rede ética figura (4.3)-(a), que sera a linha
de maximos que deverd definir o valor da CT. Claramente, através da figura (4.3)-
(a) que os maximos de interferéncia sao bem formados para a abertura quadrada,
que nao ¢ o caso para abertura triangular. Notamos que a simetria do quadrado
nos permite ter mais pontos de intersecao que a rede triangular. Para a rede otica

triangular, nao é possivel definir uma fronteira, como mostra a figura (4.3)-(b).
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Figura 4.3: Contorno dos padroes de difragao para aberturas quadrada (a) e triangu-
lar (b) mostrado em branco. Apresentamos também o contorno colorido do padrao
de difracao para uma tnica borda sobreposto na mesma figura. A carga topolégica
é¢ m = 20 para ambos os casos.

Fonte: (Silva [47], 2014)

E também interessante observarmos que o nimero de maximos de intensidade

laterais no lado externo do padrao de difragao triangular é N = m + 1 e para o
lado externo do padrao de difragdo do quadrangular é N = (m+2)/2 ou N =
(m+ 1) /2, para valores pares e impares da CT. Agora vamos considerar m > 1
como consequéncia, as relagoes para o nimero de maximos de intensidade reduzirao
para N ~ m para abertura triangular e N ~ m/2 para abertura quadrada.

Do mesmo modo, o niimero total de pontos na rede quadrada para uma CT

par ou fmpar é aproximadamente N2 = (m + 2)* /4 > m?/4 e para a rede triangular
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é (m+1)(m+2) /2> m?/2. Desta forma, para o mesmo comprimento de lado das
aberturas no espaco reciproco, a rede otica possui mais pontos no padrao triangular
que padrao quadrado. Portanto, observamos uma interessante relagao entre estes

dois padroes de difracao poligonais regulares.

4.3 Aparato Experimental

O aparato experimental utilizado em nosso trabalho é mostrado esquemati-
camente na figura (4.4). Um laser Nd:YAG operando no comprimento de onda A\ =
532nm iluminando um holograma gerado por computador e escrito em um modula-
dor espacial de luz - Hamamatsu model X10468-01- spatial light modulator (SLM)

e produzindo modos dos feixes Laguerre-Gauss de alta-ordem.

Figura 4.4: Aparato Experimental: A é uma abertura (triangular ou quadrada); I;
sao as lentes e o SLM é o modulador espacial de luz.

Nd:YAG
LASER
l,
CCD
A [, [,
SLM

Fonte: (Silva [47], 2014)
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Usamos mascaras com dois tipos de aberturas: quadrada e triangular. Estas
aberturas podem ser sobrepostas sobre o feixe Laguerre-Gauss apos a lente de foco
I3 = 200nm. O feixe ao interagir no plano de abertura, ocorre a operacao da trans-
formada de Fourier realizada pela lente de foco I, = 300nm e o padrao de difracao

é detectado por uma camera (CCD) Charge Coupled Device.

4.4 (Geracao de Hologramas

A principio temos duas formas diferentes de holografia, que sao: a hologra-
fia classica e a holografia computacional. A diferenca entre estas duas formas de
holografia esta na forma aplicada para realizar o holograma especificamente. Para
o caso da holografia clédssica, as frentes de onda sao registradas em um holograma
usando a interferéncia como processo de gravacao, ou seja, a interferéncia da onda

referéncia com a onda objeto. A qual podemos observar na figura (4.5).

Figura 4.5: Holograma cléssico.
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Fonte: (Pedrol [40], 2011)
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Em relacao a holografia computacional, o registro das frentes de onda sao
realizadas por meio de métodos computacionais fazendo uso do modulador espacial
de luz (SLM) que executa o processo de construcao do holograma, por meio da
leitura de campos criados por meio de método computacional através dos hologramas
gerados por computador, cuja sigla em inglées é CGH. Este processo da holografia
utilizando o SLM, é mostrado na figura (4.6). Para as duas formas de holografia,
sabemos que a reconstrucao oticas das ondas registradas é obtida através da difracao

da luz, pelo fato de haver interferéncia das ondas objeto e referéncia [40].

Figura 4.6: Holograma computacional.

Laser 4 ’*

_ Objeto

¥ Holograma

Feixé de no SLM

Referéncia

Fonte: (Pedrol [40], 2011)

Para obtermos nossos hologramas, utilizamos a técnica computacional por
meio dos CGHs. O SLM era utilizado para modular a fase e amplitude do holograma
criado pelo computador. Em nosso caso, quando uma onda plana, por exemplo, um
feixe que possuisse uma fase constante incidisse sobre o SLM, o holograma gerado

por computador gerava um feixe de fase Laguerre-Gauss.
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4.5 Resultados Experimentais

A figura (4.7) apresenta os resultados experimentais para os padrdes de di-
fragao de Fraunhofer para aberturas quadrada e triangular. Os valores da CT usados
foram m = 18, 19 e 20. Observamos que o padrao de difragao por uma abertura tri-

angular nao revela a magnitude da CT, isto confirma os nossos resultados tedricos.

Figura 4.7: Resultados experimentais para os padroes de difracao de Fraunhofer por
aberturas quadrada (superior) e triangular (inferior).

bt d LY
T Lh i o]

o+ SRR
!

m=18 m=19 m=20
Fonte: (Silva [47], 2014)

A figura (4.8) mostra o padrao formado para a abertura triangular com uma
CT igual a 10. Notamos que ¢é possivel medir a magnitude da CT, ao contrario do
que vimos na figura (4.7) para valores da CT maiores que 10 que nao foi possivel
medir a magnitude da CT.

No entanto, a abertura triangular pode ser utilizada para determinar o sinal
da CT. Notavelmente, a abertura quadrada pode ser utilizada para determinar o

modulo da CT, pelo menos até m = 20.
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Figura 4.8: Resultado experimental para o padrao de difragao de Fraunhofer por
abertura triangular para uma carga topolégica m = 10.

Fonte: (Autor, 2014)

4.6 Conclusoes

Apresentamos um estudo comparativo do fenémeno da difracao da luz pos-
suindo MAO usando duas formas de aberturas, quadrada e triangular. Pela nossa
observacao no plano de Fraunhofer, mostramos que utilizando a abertura quadrada
era possivel medir o valor da carga topoldgica até a ordem 20. Este valor supera o
modulo da CT que foi encontrado para abertura triangular, que foi igual a 10.

Pelo fato do quadrado possuir uma simetria, é possivel construir uma rede
Otica com pontos de intersecao, resultando em maximos bem definidos de inter-
feréncias. Estes pontos definem a fronteira da rede ética, permitindo determinar a
quantidade do momento angular orbital.

Percebemos que, apesar de a rede quadrada Otica nao ser suficiente para
encontrar o sinal da carga topoldgica, é possivel medir as altas ordens do médulo
e sinal da carga topoldgica, até 20, combinando padroes de aberturas quadrada e
triangular.

E importante salientar que os valores maximos da carga topoldgica igual a
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20 para a abertura quadrada, e 10 para a abertura triangular dependem do aparato
experimental, ou seja, dependem da dimensao das aberturas quadrada e triangular.
Especificamente, em nosso caso o padrao torna-se continuamente nao bem formado

para valores mais elevados da carga topolégica do que os citados acima.
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CONCLUSAO GERAL

Iniciamos nossa dissertacao fazendo uma abordagem sobre o conceito de mo-
mento angular, mostramos que podemos dividi-lo em duas partes: o momento an-
gular de spin e momento angular orbital. Vimos que os estados de polarizacao da
luz estao relacionados com a primeira componente, ja para a segunda componente
mostramos que pertence a uma familia de feixes que possuem uma fase azimutal da
forma €. Em seguida, deduzimos as equacoes que descrevem o momento angular
e orbital e discutimos cada um.

No capitulo 3 mostramos que os feixes Laguerre-Gauss pertencem ao um
grupo de feixes que transportam momento angular orbital. Pelo fato deles possuirem
uma fase azimutal e também mostramos que a carga topoldgica esta relacionada a
esta fase. Mostramos o padrao de intensidade e frente de onda dos feixes Laguerre-
Gauss para uma carga topologica m igual a 1. Apresentamos a equagao paraxial
de Helmholtz e vimos que os feixes Laguerre-Gauss sao solugao em coordenadas
cilindricas.

Tratamos das propriedades da 6tica de Fourier, como o regime de difracao

de Fraunhofer que foi o tipo utilizado em nossa dissertacao. Realizamos uma breve
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apresentacao da poderosa e 1til ferramenta matematica, a transformada de Fourier.
Ainda no regime de Fraunhofer, mostramos o padrao de difracao através de um
poligono. Como componente da base de nossa teoria, discutimos o fendmeno da
difracao da luz e mostramos a operacao realizada pelas lentes que é a transformada
de Fourier no plano da onda. Para finalizar esta etapa da nossa teoria, fizemos um
estudo sobre o registro e a reconstrucao de ondas dticas.

No capitulo 4 desta dissertacao, tendo como parametro os trabalhos das
referéncias (22, 15], resolvemos realizar um estudo comparativo dos padroes de di-
fracao da luz possuindo momento angular orbital através de figuras poligonais as
quais foram: quadrado e triangulo. Nos detectamos que quando usdvamos a aber-
tura quadrada conseguiamos medir a carga topoldgica para valores do momento
angular orbital de alta ordem, por exemplo, até a ordem 20. Ja para a abertura
triangular, o valor maximo que conseguimos medir para a carga topoldgica foi igual
a 10. Para valores maiores que 10, a rede ética triangular nao ficava bem formada.
Esta vantagem de utilizar a abertura quadrada e nao a triangular para medir a carga
topoldgica para valores altos, foi apresentado teoricamente e experimentalmente.

Através dos resultados tedricos, notamos que obtemos um fronteira que limita
a rede otica. Neste caso, esta linha que demarca a rede 6tica, determina a magnitude
da carga topoldgica. Esta caracteristica de delimitar a rede ética, mais uma vez ficou
evidente que é bem formada para abertura quadrada. Fato que nao observamos para
a abertura triangular. Isto, se deve a simetria do quadrado que possui mais pontos
de intersecao do que o triangulo. Para valores da carga topoldgica m > 1, notamos
uma reducao das relacoes para o numero de maximos de intensidade. De forma
analoga, obtivemos as relagoes para o niumero total de pontos de ambas as redes

Oticas. Devido aos bons resultados obtidos, este trabalho ja foi publicado.
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Apeéendice

Quantizacao do Campo Eletromagnético

Das equagoes de Maxwell para o campo eletromagnético [32] no vacuo obtém-

se (utilizando o calibre de Coulomb) a equacao de onda,
VA - ——— =0. (5.1)

onde A é o potencial vetor. A solucao geral da equacao de onda é,

4 | ior
Ak (I‘, t) = % €xqk (t) (& k . (52)

onde € é a polarizacao e ¢ (t) é a amplitude dos modos de vibragao.
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Podemos definir as seguintes relagoes de comutacao para os operadores ¢y e

Px,

[d\, D] = iR0y .

[qA)\qu)\’] = [pA)\upA)\’] =0.

(5.3)

(5.4)

E conveniente fazer uma transformagao canonica (que preserva as relagoes de

comutacao) para o operador ay,

it 1
iwxt
2771)\77/(,0)\

ae (mawx@x + ipPy) -

Escrevendo o complexo conjugado da equagao (2.41), obtemos

, 1
AT dwat ~ A
a e = — (M)W — 1 .
Y DT Ath( AWAGN pA)

onde foi utilizado (jT_A =q, e ﬁT_)\ = Px-

De forma semelhante,

(5.5)

(5.7)

(5.8)
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Portanto, o potencial vetor é escrito como

Are? | aer
A(r,t) = Z e’

L
A
4me? h . 4 .
= ey o (e e ek (59)
A

e fazendo m, = 1, obtemos

[orhe? | L
A=) ;wj é (dw‘“‘“t + dT,Ae“”) ek, (5.10)

A

O Hamiltoniano pode ser escrito como a soma dos Hamiltonianos dos diferen-
tes osciladores e os autovetores da energia do campo podem ser realizados em termos
de produtos de autovetores dos osciladores individuais. Isso leva a um Hamiltoniano

da forma
. L
H:;fm <a;aA+§>. (5.11)

e aos autovetores e autovalores

[{nad) =) @[ne @ -~ @ ny)@ (5.12)

En, =) hwy (m + %) (5.13)

Todos os autovalores contém uma soma divergente comum ), fuwy/2, que

pode ser reconhecida como autovalor do estado no qual todos os ny, = 0. Isto é,
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do estado sem nenhum féton. Para evitar a incoveniéncia dessa constante infinita
correspondente a energia do estado de zero fétons (o vécuo), é conveniente e comum
redefinir o zero da energia do campo como a energia do vacuo, o que equivale a
eliminar as contribui¢oes do ponto zero de todos os modos do campo. Redefinindo

Hamiltoniano e os seus autovalores como,

H— ) hwydlay. (5.14)
A

E,, — Z Fwan,y. (5.15)
A

O momento angular pode ser escrito como

J:é dVrx (ExB—Bx E). (5.16)

Podemos escrever r x (E x B) da seguinte forma [33],

rx(ExB) = E(r-B)—(r-E)B

= E(r-VxA)—(r-E)(VxA). (5.17)
Podemos reescrever o segundo termo do lado direito da equagao acima como,

—(r-E)(VxA) = V@e-E)xA—-Vx|[r-E)A]

= (r-V)ExA+ExA-Vx|[r-E)A]. (518)
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rx (ExB)=E(r-VxA)+(r-VExA-Vx[r-E)A]+ExA. (5.19)

Os trés primeiros termos da expressao (2.55) possui dependéncia explicita
em r enquanto que o ultimo nao tem. A parte independente de r tem a seguinte

contribui¢ao para o momentum angular,

A 1
I=— [ dVIEXA+hc]. 5.20
— [VExA+he] (520)

Esta parte representa a contribuicao das propriedades intrinsecas do campo

ao momento angular total (spin do campo). Utilizando as defini¢oes

inc
A=Y/ 7;0 Exgre™™. (5.21)
A

10A
E=——. 22
c Ot (5.22)

onde foi utilizado o fato de que ﬁi)\ =Dy € p§ = Dy — pi/\ = ﬁi\ — D_x = Pa.

Portanto,

147TC2 “ ~ “ ir 4
Ex A= —z v (6)\ X e)\/)p_)\q)\/e (k+k). (523)
AN

Portanto,
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e . A
/(E X A) dV = —7 (€>\ X EA/)p_)\q)\/V(SkJ(/
AN
= —471'02 Z (éka X g—ka’)ﬁ—kaq—ka’- (524)
ac  k
Notamos que o produto vetorial se anula se a = o/, logo
/ (Ex A)dV = —4mc > [(fa X é-ke) Porafoz + (éro X éxar) poragia] - (5.25)
Kk
no segundo termo trocando —k — k, temos
/(E x A)dV = —47TCZ€k1 X € x2 (P-x1G-k2 — Pradi1)
Kk
= —47cm k1 X €x2 (P—x1G—x2 — Pxax1) (5.26)
Kk
e no primeiro termo trocando-se —k — k, obtemos
/ (Ex A)dV = —4mc > & X & (Padee — Predia) (5.27)

k
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Mas,
A N ih ~ —twt ~ wt ~ —twt ~ iwt
k1dk2 — Pk2Gx1) = —— (G—k1 K1 K2 —K2
(Pk1q Pr2Gx1) 2(ae+ae)(ae +ae)
ih . . _ _
_ ? (d_kge_lwt + deszt) (dkle—zwt + d_klezwt) ) (528)
Portanto,
/ (Ex A)dV = ~drihe Y (G % &) (af{zakl - afdakg) . (5.29)
K
Agora podemos escrever
~ 1 ~
I=— [ (ExA)v=ih) (aLQakl - afdakz) . (5.30)
K

onde k = % = €x1 X €xo.

Podemos diagonalizar I por uma transformacgao canonica,

1 A A
ou
= a a . .
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- 1
bo = — (ax1 + tax2) - 5.34
K2 \/5( k1 Kk2) ( )
Também temos,
. Iy -
al = = (Bl +Ba) - (5.35)
. (e -
altz = _ﬁ (b;rd - bIQ) : (5.36)
ou
5 1/, i
B, = — (afd - mfd) . (5.38)
V2
Portanto, o momento angular de spin pode ser expresso como,
= 1Yk (b — Haba) = 3 b (5.39)
Kk Kk
onde

e = ik (B — bobea) (5.40)

A expressao (2.72) se refere a dois modos (cada um com uma polarizagao
linear) e conta o nimero de fétons em cada modo.

De forma andloga, podemos escrever o momento linear quantizado como, [34]

P=- k(porg-r—prdn) - (5.41)
X
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Os py e ¢\ podem ser escritos em termos dos operadores ay e d; usando as
relagoes (2.43) e (2.44) o que nos leva finalmente a expressao final para o momento

linear

. 1
P => Ik (am + 5) = hkalay. (5.42)
A A

Como os operadores n = d;d)\ correspondem ao nimero de fétons em cada
modo A, a soma Y, hk/2 corresponde ao momento total do vacuo (estado de zero
fétons). Foi tomada como sendo igual a zero.

Observamos que a razao entre as equagoes (2.75) e (2.51) para um modo
com estados de polarizacao circularmente a direita e a esquerda equivale a j:%. Da
mesma forma, a razao entre (2.75) e (2.77) ¢ igual a +1.

Portanto, estes resultados sao iguais aos das equagoes cldssicas em (2.34) e

(2.36).
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We study square and triangular optical lattice formation using a diffraction technique with light-possessing orbital
angular momentum (OAM). We demonstrate that it is possible to use Fraunhofer diffraction of light by a square
aperture to unveil OAM about two times bigger than would be possible with a triangular aperture. We notice that
the pattern remains truncated until a topological charge (TC) equal to 20 with good precision. Even though a square
pattern cannot be used to determine the TC sign, it is possible to measure high order of the modulus and sign of the

TC up to 20, combining patterns of the triangular and square apertures.
(050.0050) Diffraction and gratings; (050.4865) Optical vortices; (050.1940) Diffraction; (050.1220)

OCIS codes:
Apertures.
http://dx.doi.org/10.1364/0L.39.000949

Light beams with orbital angular momentum (OAM) are
associated with an azimuthal phase structure exp(img),
where m is called topological charge (TC). This phase is
responsible for rotating the Poynting vector. High-order
Laguerre—-Gauss (LG) [1] and high-order Bessel [2] beams
are examples of beams carrying OAM.

Since the seminal work by Allen et al. [3], OAM have
been extensively explored in light-matter interaction
[4-7] and diffraction phenomena [8-10]. Other applica-
tions of light's OAM range from optical manipulation [11]
to quantum communication [12,13]. Two recent publica-
tions show the importance of this subject applied to op-
tical communications [14] and quantum metrology [15].

Particularly interesting is the rich relationship between
the phase of light with OAM and diffraction phenomena
[9,10,16-20]. This relationship was well explored by a
very simple experiment performed by Hickmann et al.
[10]. The basic idea is to observe the Fraunhofer pattern
of a diffracted light with OAM by a triangular slit or tri-
angular aperture with the phase singularity aligned on
the center of these objects. A truncated triangular optical
lattice in the Fraunhofer plane is observed. The size of
this optical lattice depends on the amount of OAM, and
by counting the number of intensity maxima N of any ex-
tern side of the triangular lattice you can obtain the value
of TC, m, using a very simple rule, m = N - 1. A simple
way to understand the formation of this pattern is to ob-
serve the diffraction of light with OAM due to each edge
of the aperture separately in Fraunhofer plane. Two
points must be observed: firstly, the number of fringes
due to each edge is proportional to the OAM value, and
second, the effect of the azimuthal phase over this dif-
fraction pattern produces a shift proportional to the
amount of OAM. By interfering the light diffracted by
the three edges, a triangular optical lattice is unveiled.
In fact, in [9] the authors showed a detailed study of
the diffraction problem of light with OAM by a single slit.

0146-9592/14/040949-04$15.00/0

© 2014 Optical Society of America

They considered two situations where the phase singu-
larity of the light beam strikes on the center of and above
a single slit. In the latter case, which is the case for one
side of the triangular aperture, the patterns observed are
asymmetric and shifted.

At this point a very simple question arises: What can
we learn about diffracting OAM beam by other polygonal
shapes? In [20], results of diffraction of light with OAM by
a square aperture were presented. The authors showed
numerically and experimentally that a perfect square
optical intensity lattice takes place only for even values
of the TC.

In this Letter, we show a comparative study of the dif-
fraction problem of light with OAM between square and
triangular shape. Surprisingly, with a square aperture the
value of TC obtained outperforms for more than two
times the maximum value of TC using a triangular
aperture. We present experimental results, computer
simulations, and a heuristic argument that explains this
observation.

Nd:YAG
LASER
11
CCD

1, A1

L 3 4
SLM

Fig. 1. Experimental setup: A is an aperture (triangular or

square), l; are lenses, and SLM is the spatial light modulator.
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The experimental setup is shown schematically in
Fig. 1. An Nd:YAG laser operating at 532 nm illuminates
a computer generated hologram [21] with controllable
pixels written in a Hamamatsu Model X10468-01 spatial
light modulator (SLM) and produces high-order LG
modes. A mask with a square or triangular aperture can
be superimposed over the LG beam after lens l3. The
beam at the aperture plane is optically Fourier trans-
formed by lens I, and displayed in a charge coupled
device (CCD) camera.

For simplicity, we have used LG beams of light whose
transversal profile can be written as

En(p,¢) = Ap™ exp(ime), @

where p and ¢ are the polar coordinates, A is a normali-
zation constant, and m is the TC.

We want to determine the Fraunhofer diffraction pat-
tern in the far field region of a beam carrying OAM scat-
tered using a triangular or a square aperture. The
diffracted field is given by a Fraunhofer integral [22]

By (k) = / T FOEFe AR, @)

—00

This integral gives the far field distribution of electrical
field, E;, as a Fourier transform of the product of the
function describing an aperture, z, and the incident field,
E;. Note that the transverse wave vector k, can be asso-
ciated with the coordinate of a generic point in the far
field plane playing the role of reciprocal space. For a
square aperture, this integral can be evaluated ana-
lytically.

The field at the aperture plane could be written as
E = Ap™e™? = A(x + iy)™, where we choose the pos-
itive sign for positive TC and the negative sign for neg-
ative TC. The Fraunhofer diffraction integral for a
square aperture becomes

Eothede) =4 [ [Pz
x exp[-i(kyx + kyy)ldedy,  (3)

where a is the length of the square aperture side. This
integral can be written as

By (kg ky)

PYPRACE by bl b (ko + keyy)ldad
= (Za—lﬁx_ﬁy) /—g /—g exp[-i(k,x + kyy)]drdy

A (l o 0 )mz sin(ak,/2) 2 sin(ak, /2)

ok, ok, k, k

@

Y

where we have considered a positive TC. Equation (4) is
an analytical result for the diffraction pattern corre-
sponding to any TC. A similar analytical result is not
straightforward for a triangular aperture because in this
case the integration limits are not all constants. There-
fore, we use numerical Fraunhofer diffraction integral
in all theoretical results we have presented here.

Figure 2 presents the theoretical results comprising
some values of the TC that we have measured
(m = 18, —-19, and 20). Clearly, we cannot define any ex-
tern side of the triangular optical lattice with N lobes well
defined in order to obtain the TC modulus. However, it
still can be used to determine the TC sign. The pattern
obtained with negative TC value is rotated by 180° com-
paring to the positive one. Notwithstanding, the square
aperture can be used to determine the TC modulus up
to m = 20. In addition, we have noticed well-defined re-
lations between the TC values and the number of spots in
any extern side of the pattern, namely, m = 2N -2 for
even TC value and m = 2N - 1 for odd TC value. It is pos-
sible to decide if the pattern corresponds to an even or
odd value of the TC observing the central region of each
pattern. This difference in the pattern formation have
been explained previously [20].

In order to have a better understanding about the re-
sults presented in Fig. 2, we superimpose the contour
plots of the diffraction pattern of each edge (colorful con-
tour) composing the square and triangular apertures,
with the interference pattern of whole object (white
contour), see Fig. 3. Representations of the square and
triangular apertures, of the same side length, are shown
in Figs. 3(a) and 3(b), respectively, with each edge being
represented by different color so that the colorful con-
tours of Fig. 3(c)-3(f) represent the diffracted pattern
by its respective colorful edge. Figures 3(c)-3(d) show
the colorful and white contours for m = 0. It is evident
as a bright point on the center of the intensity interfer-
ence pattern. This point coincides with the intersection
of the colorful contour. Figures 3(e)-3(f) show the color-
ful and white contours for m = 4. Now, each pattern
from each edge is shifted, and this shift is proportional
to TC value [9]. As a consequence, various intersection
points emerge. These intersection points coincide with
the maxima of interference, similarly for m = 0. In fact,
these intersection points define the optical lattice boun-
dary, and they are responsible for truncating the pattern
[9,10]. Physically, the interference peaks come from the
impossibility of distinguishing between path phase and
azimuthal phase [23].
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Fig. 2. Diffraction patterns corresponding to the numerical

results of Eq. (2) for square and triangular apertures for
m = 18, -19, and 20.
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Fig. 3. Diffraction patterns contour plots for a square aperture
(left column) and a triangular aperture (right column) shown in
white. We also present colorful contour plots for single edges
diffraction patterns superimposed in the same figure. The TC
for (c) to (d) is m = 0 and for (e) to (f) is m = 4.

Figure 4 shows colorful and white contours for m = 20
for square and triangular apertures. The yellow square
shows the optical lattices boundary [Fig. 4(a)], which will
be the line of maximum that should define the TC value. It
is clear, from Fig. 4, that the maxima of interference are
well formed for the square aperture, which is not the case
for the triangular aperture. Observe that the symmetry of
square allows one to have more intersection points than
the triangular lattice. For the latter case, it is not possible
to define a boundary [Fig. 4(b)], which could define the
TC value. It is also interesting to notice that the number
of spots in the external side of the triangular diffraction
patternis N = m + 1 and in the external side of the square
diffraction pattern is N = (m + 2)/2 or N = (m + 1) /2,
for even or odd TC values, respectively. For m > 1, these
relations reduce to N ~m (triangular aperture) and
N ~m/2 (square aperture). Similarly, the total number
of points in the square lattice of odd TC is, roughly, N2 =
(m+1)2/4~m?/4 and for the triangular lattice is
(m + 1)(m + 2)/2 ~m? /2. This way, for the same side
length of apertures, in the reciprocal space, the optical lat-
tice has more points in the triangular pattern than in the
square pattern. Therefore, we notice an interesting rela-
tion between these two regular polygonal diffractions pat-
terns: We can measure the TC value using a triangular
aperture up to m = 10 and using a square aperture up
to m = 20.

The experimental results are summarized in Fig. 5 for
m = 18, 19, and 20. The experimental results confirm our
theoretical results, i.e., we observe that the triangular
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—0-0-0-06
o

9
A8
o

V& Fooooooons e

Fig. 4. Diffraction patterns contour plots for (a) square aper-
ture and (b) triangular aperture shown in white. We also
present colorful contour plots for single edges diffraction pat-
terns superimposed in the same figure. The TC is m = 20 for
both cases.

aperture does not reveal the TC modulus. However, it
still can be used to determine the TC sign. Remarkably,
the square aperture can be used to determine the TC
modulus, at least, up to m = 20.

In conclusion, we presented a comparative study of the
diffraction problem of light with OAM using two aper-
tures: square and triangle. By observing in the
Fraunhofer plane, we showed that with the square aper-
ture it is possible to measure up to 20 the value of TC.
This value outperforms two times that obtained with
the triangular aperture. Because of symmetry of square,
it is possible to build an optical lattice with intersection

m=18

m=19 m=20
Fig. 5. Experimental results to the Fraunhofer diffraction pat-
tern by a square (top) and triangular apertures (bottom).
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points, resulting in well-defined maxima of interferences.
These points define the optical lattice boundary, enabling
to determine the amount of OAM. We realized that, even
though the optical square lattice is not enough to deter-
mine the TC sign, it is possible to measure high order of
modulus and sign of TC, up to 20, combining patterns of
the triangular and square apertures. It is important to
point out that the maxima values of TCs of 20, for the
square aperture, and 10, for the triangular aperture,
depend on the experimental arrangement. Specifically,
in our case the pattern continuously becomes blurry
for higher values than the mentioned above.

The authors are thankful for the financial support from
CAPES, CNPg/MCT, Pronex/FAPEAL, INCT-IQ, and
INCT-Fotonicom.
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