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When there’s a shadow, you follow the sun.
When there is love, then you look for the one.
And for the promises, there is the sky.

And for the heavens are those who can fly.
If you really want to, you can hear me say
Only if you want to will you find a way.

If you really want to you can seize the day.
Only if you want to will you fly away.

I walk the maze of moments

But everywhere I turn to

Begins a new beginning

But never finds a finish

I walk to the horizon

And there I find another

It all seems so surprising

And then I find that I know

Enya
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RESUMO

O objetivo deste trabalho consiste em provar um importante teorema que foi recentemente
demonstrado por Simon Brendle e que confirma uma conjetura famosa cuja afirmagao era:
A tinica superficie auto-similar redutora, compacta, mergulhada no R? e de género zero é

a esfera redonda.

Palavras-chave: Superficie Auto-Similar Redutora, Fluxo da Curvatura Média, Classi-

ficagdo das Superficies Auto-similar Redutoras Compactas.



ABSTRACT

The obejctive of this work is to prove an important theorem that was recently proved by
Simon Brendle and that confirms a conjecture which its assertive was: The only compact

embedded self-similar shrinker surface of genus zero in R? is the round sphere.

Keywords: Self-similar Shrinker Surface , Mean Curvature Flow, Classification of Com-

pact Self-similar Shrinker Surfaces.
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INTRODUCAO

As superficies auto-similares redutoras sao solugoes para um determinado fluxo, dito fluzo
de curvatura média. Muitos resultados concernentes a tais tipos de superficies foram
provados recentemente, e um desses resultados, devido a Simon Brendle, vem a confirmar

uma conjectura sobre superficies auto-similares redutoras cujo enunciado diz o seguinte:

Teorema 3.1.1(Brendle, 16°): A dnica superficie auto-similar redutora, com-

pacta, merqulhada no R? e de género zero € a esfera redonda.

Este ¢ o objeto com o qual a presente dissertagao se envolvera. E para isso, o texto se
desenvolve em trés capitulos cujos contelidos daremos uma breve descricao a seguir.

No Capitulo 1, damos um apanhado de ferramentas que usaremos nos dois capitulos
seguintes. Nesse capitulo a pretensao de ser rigorosamente linear em sua exposi¢ao nao
foi seguida. Af se apresentam os operadores diferenciais mais elementares, todos definidos
em hipersuperficies. Também expomos (sem demonstragao) uma das formas do Principio
do Méaximo que se usa com frequéncia em estudos de Geometria Diferencial.

No Capitulo 2, fazemos uma apresentacao das superficies auto-similares redutoras e
as deixamos caracterizadas como as superficies ¥ C R3 que satisfazem H = %([B, v), onde
x € ¥ e v éo vetor normal a ¥ em x. Ainda nesse capitulo, expomos outro modo de
caracterizar essas superficies; como pontos criticos de um certo funcional .%#. Depois
calculamos a segunda variacdo desse funcional, levando a uma definicdo de superficies
auto-similares redutoras estaveis. Nisso uma determinada desigualdade desempenha papel
crucial, a dita Desigualdade de estabilidade. Depois vemos que tais superficies podem ser
vistas como superficies minimas para uma determinada métrica conforme, e além do
mais, as auto-similares redutoras estaveis sdo minimas estaveis nessa métrica conforme.
Exemplos bésicos sao dados na tultima secao desse capitulo.

No Capitulo 3 é que comecamos a prova do Teorema 3.1.1, e para isso, provamos um
Teorema devido a G.Huisken, o qual afirma que se uma hipersuperficie M em R"*! é
auto-similar redutora, compacta, conexa e com curvatura média nao-negativa, entao M é
uma esfera redonda. Finalmente, partimos para a prova do Teorema 3.1.1 (Brendle) que

¢é por contradicao, levando em conta o teorema supracitado devido a Huisken.
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1 PRELIMINARES

Este capitulo serve para apresentar alguns resultados e fixar notagdes que utilizaremos ao

longo do nosso texto. A principal referéncia para Geometria Riemanniana foi [§].

1.1 Operadores de 1 Ordem: O Gradiente e a Divergéncia

em Hipersuperficies.

Seja ¥ uma variedade diferencidvel n-dimensional. Seja F' : ¥" «— R™"! uma imersao
de ¥ no espaco Euclidiano R"*!, considere em ¥ a métrica Riemanniana induzida por
R™"*! de forma que F : ¥" < R™"! se torne uma imersao isométrica. O espaco tangente
a ¥ em num ponto p é denotado por 7. O campo normal a ¥ serd denotado por
v. Como usualmente, dado um referencial {ej,--- ,e;}, denotaremos os coeficientes da
métrica induzida pela métrica do espago ambiente por g;; e os coeficientes de sua matriz
inversa , isto é ¢! = (gi;) 7', por ¢¥. A segunda forma fundamental serd denotada por

A. Com isto, temos o seguinte:
Gij = <?5LF7 ?ejF%

para uma base ortonormal {eq,--- ,e,} de T,¥ e os coeficientes da segunda forma funda-

mental sdo dados por
h,‘j = <?eiV: ?e].F>.

A norma ao quadrado da segunda forma fundamental é dada por

|A|2 = Z h?j-

ij=1
A curvatura média serd de suma importancia para nés. Ela sera denotada por H, e o

vetor curvatura média sera denotado por H, onde H = —Hr. Temos

H=divyv = 22: gijhij.
ij=1
Observe que estamos utilizando a curvatura média nao normalizada. Assim, por exemplo
a curvatura média de uma esfera de raio r, S™(r), ¢ H = 2. Além disso, considerando
um A > 0, se uma superficie Xy = A - X := \- F(X), onde F': ¥ < R""! ¢ uma imersao
de ¥ no espaco Euclidiano R"*!, entdo a imersdo de ¥y é dada por X - F, assim, temos
(90)ij = (Ve,(A- F),Ve,(A - F)) = N(V, F, Ve, F) = M- g;j, portanto g = A2 gV ¢
também, (hy);; = (Ve,v, V(- F)) = MV, V., F) = X+ h;. Donde vem

Hy=> (g2)" - (h)yy =Y _A72g7 Ay =X"-H (1.1)
i

ij
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Dado um campo de vetores X : R* — R3, a parte tangente a ¥ serd denotada por

X", ou seja,
n

)(T = Z<X, 6,’>6,‘

=1

e a parte normal a ¥ é dada por
Xt=Xvw=X-X".

onde {ejy,- - ,e,} é um referencial em T'X.
Tendo que, para uma hipersuperficie ¥* C R e um campo suave X € X(R"*!),
o divergente de X sobre ¥ é dado por divy X = X7 (V. X, ¢;), entdo temos o seguinte

lema que usaremos logo em breve.

Lema 1.1. Dados uma fungio [ € C*(X), X" uma hipersuperficie em R" ™ e um campo

suave de vetores X : R"1 — R o divergente satisfaz a igualdade abaizo:
diVZ(f : X) = f . diVEX + <X, ng)
Demonstracao. Temos que

divs(fX) = Y (Tl X))

1

- Z<f?er+ei(f)X,ei>
== fz<?er,€,>+Z€,(f)<X,€Z>

_ fdiv2X+<X,Zei(f)ei>
== flegX—i—(X,ng)

Outro resultado que usaremos em breve é o que segue abaixo.

Lema 1.2. Seja X" uma hipersuperficie no R"* possivelmente com bordo. Se X : ¥ —

R™ 1 ¢ um campo de vetores com suporte compacto em ¥, e que se anula no 0%, entdo
/divEX - —/(X,ED
by b

onde H é o campo curvatura média da hipersuperficie 3.

Demonstracio. Observe que o campo X pode ser decomposto na forma X = X T + X+,
entdo divy X = divg X + divyg X*+. Como X+ = (X, v)r, pomos f = (X,v) no Lema

1.1, e entao, ficamos com

divy X+ = divs(fv) = fdivsv + (v, Vs f) = fdivsv +0= fH = —(X, H)
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agora, observe que a componente tangencial pode ser considerada como um campo X ' :
R"™ — R™ e entao podemos utilizar o teorema da divergéncia para dimensao n que pode

ser encontrado em [1]. Obtemos
/dngXT :/ (XT,N)=0
s ox

onde N é o vetor normal ao longo do 9%, e o lado direito dando nulo porque X se anula
no bordo de ¥, j4 que X = 0 em 9¥ quando 0¥ # (), em particular sua componente

tangencial em 0% também se anula . Assim, obtemos
[aivsx = [ divg X7+ divs X
b by
— 00— / X, i
[ (x, )

como queriamos.

1.2 Operadores de 2 Ordem: O Laplaciano e o Hessiano

em Hipersuperficies

Na presente secao veremos como calcular o Gradiente, o Laplaciano e o Hessiano de uma
aplicacao definida no R™ restrita a uma hipersuperficie ¥ no R™. Isto nos sera ttil no
Capitulo 3.

Seja ¥ C R"™! uma hipersuperficie e seja f € C*(XZ). O operador Laplaciano sobre

Y. é definido como

Ay f = divs(Vsf).

Sejam p € 3 e U uma vizinhanga de p em M, um referencial {e1,--- ,e,} em X(U) é dito
geodésico em p quando é ortonormal em cada ¢ € U e além disso V,e;(q) = 0.
Agora definiremos o Hessiano de uma fungao f € C*°(X). Para cada ponto p € 3,

definimos o Hessiano de f em p como a aplicacao
Vi, T, x T,% — R

dada por V2f,(v,w) = (V,(Vsf),w) para todo par de vetores tangentes v,w € T,%.
Como a derivada covariante em ¥ C R"*! pode ser dada em termos da derivada Euclidiana
usual pela seguinte igualdade V,X = dX,(v) — (dX,(v),v(p))v(p) entdo, para o campo
X = Vsf, temos V,(Vsf) = d(Vs)y(v) — (d(Vs )y (), v(p))v(p), portanto,

VQf(U,QU) = <vv(v2f)vw>
= (d(Vsf)p(v) = (d(Vsf)p(v), v(p))v(p), w)
= (d(Vsf)y(v), w). (1.2)
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Assim, observe que para uma base ortonormal {e;,--- ,e,} de T,X, temos
Agf = divs(Vsf)
= > (Ve (Vsf) e

1=1
n

= D {d(Vsf)y(ei), )

i=1
= ZVQf(ei,ei). (13)
i=1
O Laplaciano também satisfaz a seguinte igualdade

As(fg) = fAsg +9Asf +2(Vsf,Vzg) (1.4)

para quaisquer f, g € C%(X), cuja prova pode ser encontrada em [8].

Agora veremos como calcular o gradiente e o Hessiano de uma fungao sobre Y que é
a restricdo de uma funcao definida em todo o ambiente. Antes, cabe ressaltar que para
uma funcéo F : R” — R, denotamos por VF o gradiente no ambiente R" e Vs F' a parte

tangente a Y. desse gradiente, ja a parte normal serd denotada por (Vs F)L. Assim, temos
VF =VyF + (VsF)*.

A observacio a ser feita é que a conexao de Levi-Civita no R™, V, é a prépria derivacio
usual do espaco Euclidiano. Por isso, as vezes usamos a prépria notacio d no lugar de V.
Como no que segue.

Sejam F' : R — R uma funcao diferenciavel e > C R™ uma superficie regular.
Denotemos por f a restricio de F' a 3. Temos f € C*(X) e seu gradiente é a parte
tangente do gradiente euclidiano da F'. Por questao de simplicidade, omitiremos o ponto
p, entao

ng = VEF = @F - <?F, V>V.

Por outro lado, para calcular o Hessiano de f em p, temos que calcular V*f(v,w) =

(d(Vsf)(v),w), para cada v,w € T,X. Devemos calcular a derivada d(V f). Temos, por-

tanto
d(Vsf)(v) = o(Vsf)
= d(VF — (VF,v)v)(v)
= d(VF)w) —v(U)v —U-v(v)
= d(VF)(w) —vU)v —U -dv(v)

onde U = (VF,v). Assim, obtemos

Vif(v,w) = (d(Vsf)(v), w)
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qualquer que seja w € T,X. Note que (d(VF),(v),w) é o Hessiano Euclidiano de F' em
p € X, calculado nos vetores v, w € T,3. Usamos a notacao DQFP(U, w), para o Hessiano

FEuclidiano da F' em p, aplicado em v e w. Ficamos, entao com
V2 f(v,w) = D*F(v,w) — {dv(v), w)(VF,v). (1.5)

No nosso texto, usaremos também o Principio do Maximo ou Principio da Tangéncia,
para o caso particular de hipersuperficies minimas, que é uma consequéncia do Principio

do Maximo de E.Hopf, o leitor interessado em uma prova deste principio pode consultar

([18]).

Teorema 1.2.1 (Principio do Maximo). Sejam M; e My hipersuperficies minimas em
R e p € My N My um ponto de tangéncia. Se My estd em um dos lados de M, em uma

vizinhanga conexa V de p, entdo My e My coincidem em V.

Para finalizar esta se¢ao vamos recordar um importante resultado devido a Cheng (cf.

[10]). Antes precisamos de mais uma definigao:

Definicao 1.2.2. Seja u uma solugdo de uma equagao elitica sobre uma variedade M. O
conjunto u=(0) = {z € M‘u(a:) = 0} ¢ dito conjunto nodal de u. Quando a dimM = 2,
o conjunto nodal u=*(0) é dito linhas nodais de u. Cada componente conexa de M\u~'(0)

é dita um dominio nodal de u.
O teorema de Cheng abaixo descreve a geometria dos conjuntos nodais:

Teorema 1.2.3 (Cheng). Seja M uma variedade riemanniana de dimensdo 2. Entdo,
para cada solu¢io da equagdo (Ay +h)u =0, com h € C*°(M), vale as sequintes afirma-
coes:

(i) Os pontos criticos no conjunto das linhas nodais sdo isolados;

(ii) A intersecio das linhas nodais formam um sistema equiangular;

(#ii)As linhas nodais consistem de uwm nimero finito de subvariedades (1-dimensional) fe-
chadas, imersas de classe C?(M)

(iv) As curvaturas geodésicas nas intersecoes das linhas nodais € zero.
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2 SUPERFICIES AUTO-SIMILARES
REDUTORAS

2.1 O Fluxo de Curvatura Média

Consideremos uma familia {3;}; de hipersuperficies suaves imersas no R"™'. Podemos
ver isso como uma familia de imersdes a um pardmetro X : ¥ x I — R?, de modo que
X (3,t) = ¥;. Mas, em verdade, omitiremos as imersoes X (3, ¢) e usaremos apenas Y;
com o indice sub-escrito mencionando as imersoes.

Segundo [2] uma familia de superficies suaves {¥;}; move-se pelo fluxo de curvatura

média quando vale a seguinte equagao

9)

ou seja, a velocidade de cada ponto da familia é dada pela curvatura média (escalar) H,
e o movimento é dado na direcdo do —u4.

Observe que esse processo nao depende da escolha de v, pois, trocando v por seu
oposto, o sinal da curvatura média escalar H = divy(v) também vai mudar. Em todo o
nosso texto as parametrizagoes nao nos serao relevantes, por isso desconsideramos qual-
quer movimento tangencial dentro das >3, ou seja, assumimos que as >;’s sao parametri-
zadas de modo que (%) € T, 5.

Os exemplos basicos de solugoes para esse fluxo sdo as superficies minimas, onde
H = 0, que sao solugoes estacionarias para tal fluxo. Ou seja, elas nao evoluem com o
passar do tempo; e também as superficies auto-similares, ou seja, aquelas que movem-se
por homotetias. E justo por isso, tendem a expandirem-se ou contrairem-se (reduzirem-
se), mas entre expandir ou contrair, ndao mudam seu formato, o leitor pode encontrar mais
informagoes sobre esse comportamento das solugdes para o fluxo de curvatura média em

14].

2.2 Superficies Auto-Similares Redutoras

Uma superficie 3 é dita auto-similar redutora quando a seguinte familia de superficies
regulares, ¥; = /—t - X, com t € [—1,0], move-se pelo fluxo de curvatura média. Note
que essa é uma familia que move-se por homotetias, veja por exemplo [4], onde o coeficiente
de homotetia ¢ dado por A(t) = v/—t. O lema que segue caracteriza as superficies auto-

similares redutoras.
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Lema 2.1. Suponha que uma superficie X" C R satisfaz

1
H=-
2 <'r7 V>
entdo a familia X, = /—t- % move-se pelo fluzo de curvatura média, e para cada t, tem-se
<I7 Vt)
H =——".
! 2t

Reciprocamente, suponha que uma familia de superficies 3, move-se sob o fluxo de curva-
tura média. Entdo, ¥, € auto-similar redutora, significando ¥, = /—t-X_1, se e somente
se, Hy = —% para todo t.
Demonstracao. Se Y satisfaz H = %(:1:, V), entdo para cada p € ¥ e t < 0, queremos
mostrar que ¥; = y/—t-X move-se pelo fluxo da curvatura média. Pondo x(p,t) = /—t-p,
vemos que

vi(z(p, t)) = v(p)

e além disso, de 1.1 temos

agora, observe que

ox 0
= = Z(J=t-
ot gV otop)
B 1
- oyt
e sua velocidade na componente normal é dada por (%)L, mas como estamos supondo
que (‘?,—f)T = 0, entao ‘z—f = (‘?)—‘f)L logo
ox <8x >
— = (=, )V
ot ot
— )
= — - (p,v)v
o/t F
S
_ - . — ,l/ -V
vt 2%
1
- ———_H.v
V=i
= _Ht * Vg
portanto, a familia ¥; move-se sob o fluxo de curvatura média. Agora, verifiquemos que
vale a igualdade H, = —% para todo t. Como ja temos H, = \/%—t -H, H= %(p, v) e

x = xz(p,t) = /—t - p, obtemos

1
H, = 2—\/_—t'<p77/>
<\/__tp7 Vt)
2(v/=t)?
(JZ, Vt>
2t
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como queriamos.

Reciprocamente, suponhamos que a familia >; move-se pelo fluxo de curvatura média,

ou seja, {X,;}; satisfaz % = —H, -v,. Entao, se vale a igualdade H; = —%, para todo t,
em particular, para t = —1 teremos H = @, e 0 que provamos na primeira parte desse

lema garante que a familia >; = \/—t.X move-se pelo fluxo de curvatura média, portanto
Y, é auto-similar redutora. Agora, suponhamos que ¥; move-se sob o fluxo de curvatura
média e além disso é auto-similar redutora, i.e, ¥; = \/—t.2. Entao, podemos escrever:

1
Y i1=— 2
1 \/—_t t

logo, para um ponto p € ¥_1, temos p = %, entao

0
"= w
0 x
aitv=d
1 Oz T
V=TT e

3
2

portanto, multiplicando a igualdade acima por (—t)2, obtemos

0 = (—1 (%% " ﬁ)

_ ox N T
ot 2
como estamos supondo que ¥; move-se pelo fluxo de curvatura média, entao
or
= — _H v
N LUVt
o que nos da
or
H, = —(=.v
C = o)
1
= ——(x, ).
3 v

Como queriamos mostrar.

2.3 Primeira Variacao do Funcional .7

Por conta desse tltimo Lema alguns textos, como em [5], dizem que uma superficie 3" C
R"*! ¢ auto-similar redutora quando sua curvatura média satisfaz H = $(z,v). Veremos
agora outro modo de caracterizar as superficies auto-similares redutoras, descrito em [4].

Inicialmente, consideramos um funcional
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onde dv = /det gdr; A ... Adx, é o elemento de volume na métrica g de ¥ e pedimos
que as superficies auto-similar redutoras sejam pontos criticos do funcional acima. Com
isso procuramos determinar o integrando u(z)

Baseados no texto [6], para determinar a primeira e segunda variagoes do funcional
F precisaremos do Jacobiano de uma familia de difeomorfismos de classe C?, digamos

{¢s}s, onde s € (—¢, €), que satisfaz o que segue:

2

bs(2) = 2+ sX (2) + %Z(;I,-) +O(s%)

s > ¢s
sendoX:(b&—S(w)s:OeZZ%(m)

¥ com suporte compacto, de modo que X, = ¢4(X). Do Apéndice A temos a seguinte

, 08 campos velocidade e aceleragao iniciais de ¢ em
s—

formula para o jacobiano de ¢,:

2

Jo(x) = 1+ sdivg X + %(divz Z 4 |(Ve X0 + (T + QA).

onde A = (Vo X,e1)(Ve, X, €3) — (Ve, X, €2)(Ve, X, e1). Observe que podemos derivar
|Jps(x)| em relagdo a s quando s = 0, visto que a funcdo | - | é diferencidvel em todo
ponto, exceto no 0, e em uma vizinhanga suficientemente pequena de s = 0 o J¢, estd

em uma vizinhanga suficientemente préximo do 1.

Temos
d| _d .
BT = g k)
d
_ £SZOAU(¢S(m))|J¢S(w)|

= [ (aloa)

d
_ /E Tul(d())-| T éo()]

_ /E<w(¢o(g;)), a¢5i‘”)>.1 +u(x). divs X

- /E (Vu()), X) + ulz). divs X

- u(Bo(0) 3T (2)

s= s=0

do Lema 1.1 temos divs(u - X) = u.divy X + (X, Vyu), entdo podemos substituir a
expressao u. divy X = divg(u - X) — (X, Vyu) na tltima igualdade acima, para ficarmos

co1m

7)) = [ <w(x)),x>+(divz(u.X)_<X,vzu>)

- /E<(Vu(a:))L,X>+dng(u-X)

agora, usando o Lema 1.2, obtemos [y, divy(u - X) = — f2<ﬁ, u- X), e assim,
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(Vu(@)*, X) + dive(u - X)
(Vu(x))", X) = (H,uX)
{

(Vu(z)), X)) — (uH, X)

I
e

- / ((Vu(e))" - uf, X)
b
por conseguinte, pedir que as superficies auto-similar redutoras sejam pontos criticos desse
funcional é o mesmo que pedir d% F(3,) = 0, ou seja que (Vau(z))* —uH = 0, qualquer
que seja o campo X definido emsi, com suporte compacto. Podemos supor que u # 0,

entdo dividindo por u, vem -
Vu(z))t -
(Vo) 5,
u
e fazendo a expressao acima interno o normal v, obtemos

<<Vu(a:>>L i V> 0

u

ou ainda

(YU gy =0

u
visto que (Vsu(x),v) = 0. Assim, sendo ¥ uma superficie auto-similar redutora, segue

que H = 3(z, V), com H = —Hv, logo

<?1;(:L‘> + %(a:, V)V, 1/> =0

donde,

<Vu(:1:) N lx, 1/> _o.
u 2

Apesar desta ultima equacao nao implicar a igualdade vu( T) + a: = 0 é justamente isso
que pediremos, o que é feito para termos uma solucao u. Note que a funcao abaixo é a

unica solucao radial para a EDP acima

B

u(z) =Ce 1,

com C' constante, que podemos admitir C' = 1. Ficamos, pois, com o funcional

=2

F(®) = [ Fav

Teorema 2.3.1. Uma superficie ¥ em R3 é auto-similar redutora se, e somente se, é um

_le?
:/e 1 du.
»

ponto critico do funcional
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Demonstracao. De fato, se ¥ é uma superficie auto-similar redutora, entdao H = %<T, V)

logo, H= —%(x, v)v, e isso quando levado nas nossas contas da primeira variacao, acima,
z|2 = L1
mas agora com u(z) = e e verificando que (Vu(x)) = —iu(x)(z,v)r, obtemos
d ol J_ g d
oz = <(Vu(:c)) —ud, X>dv
dS s=0 X
1 1
= / < — —u(z, v)v — u(—=(z, V>V),X>
b 2 2

= 0.

qualquer que seja o campo X, o que prova que Y é ponto critico do funcional .%.

Reciprocamente, se X é ponto critico do funcional .%, entao temos (Vu(z))t —uH = 0,

B

_ 1
e conhecendo v = e~ "2, obtemos (Vu(:n)) = —Lu(x,v)v, logo,

0 = (Vu(z)): —uH

= —=Uu\xr, - /ﬁ
211(1,1/>V u

nos dando .
H=-=
5 (x,v)v
e como H = —(H,v), vem
1
H=—(x,v),
S )
ou seja, X é uma auto-similar redutora. Como queriamos. O

2.4 Segunda Variagao do Funcional .7

Agora trataremos da segunda variacao do funcional obtido acima. Antes vale uma pequena
discussao acerca do que nos faz ir atras dessa segunda variagdo. Tal qual no Calculo
Diferencial e Integral, a primeira variagao (leia-se: Derivada) de uma fungao nos déd uma
informacao sobre os pontos criticos da funcao. Ja a segunda variagao, nos permite decidir
se os tais pontos criticos sao pontos de maximo, minimo ou pontos instaveis, i.e, nem
de méximo nem de minimo (os ditos: Pontos de Sela). A grosso modo, o Calculo das
Variagoes se utiliza dessa ideia para conseguir resultados analogos em casos mais gerais.
Isto nos empresta a possibilidade de verificar, via a segunda variacdo do funcional, se
uma superficie que é um de seus pontos criticos ¢ um minimo do funcional. Infelizmente
existe uma infinidade de possiveis dire¢oes de estabilidade (as dire¢oes que permitem
verificar se a segunda variagdo muda ou ndo muda de sinal), e certamente nao pretendemos
encontrar todas elas. Por isso nos concentraremos em algumas dire¢oes bem escolhidas.
Mas antes precisamos duma expressao para a segunda variacao do nosso funcional. Depois
de encontrada uma expressao para a segunda variagdo, nos restringiremos ao caso dos

campos de vetores normais X = fr, onde f : ¥ — R é uma funcao suave definida em 3,
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com suporte compacto e que se anula em 0X. Além disso, a consideracao ¢ feita sobre a
hipdtese de que a segunda variagao é calculada em uma superficie cuja primeira variacao
¢ nula. Contudo, daremos antes um lema 1til, para superficies no R3, e passamos agora

a focar na primeira e segunda variacoes para superficies no R?, vamos ao lema:

Lema 2.2. Para a sequnda forma fundamental A de uma superficie ¥ em R wale a

sequinte iqualdade:
2det A= H* — |A|?

hi1 h
A — 1 N2
har hao

assim, |A|? = h3, + h3, + h%, + h3,, mas temos que hjy = hoy, entdo

Demonstracao. Temos

|A]? = R}, + hishoy + hoyhas + R,
= (hi1 + ha)? + 2(h12h21 - h11h22)
= tr*(A) — 2det(A)
= H?—2det(A).

Considerando novamente a familia de difeomorfismos ¢, temos que

e @
) F(Xs) = 0 Szo/su(:c)dv
d2
= = /E (s ()] Jbs ()| do.

= [5] weanie @
-/ %[é(uws(w))ws(x)n}

- Ll

vamos calcular a primeira parcela do integrando acima, utilizando o fato de ja conhecermos

dv
s=0

dv

s=0

W(61T6]+ 2 (6 L 100+ u(6) L 70
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a u, e que Vu(z) = —su(r)
d2 d =
@@, = (Ve o@n)|
— (<%@u(¢s>’ %¢S> T <?u(¢s), d_¢s>> =0
= ({-5(Fus), L 56, — gu(0n) o, 0.} + (Tu(on), j?”)’:
= (<%(gbsu(¢s), %¢s>¢s - %u(¢s)£¢87 %¢5> + <@U(¢3), %¢S>> s=0
1 1 Y
_ <Z“<‘T’X>‘T _ 5U(J;)X,X> + <Vu(a:), Z>
_ Zllu<f,=,)(>2 — u|X)? + <Vu(T)v Z>

Agora, note que

- d d
_u((bS) J(bs =0 = 2<VU(¢0)7 %és 5:0>£J¢s =0 = 2<U(5U),X> diVEX
e também
2
u(gbs)%ngs o u(x)(divz Z+ (Vo X112 + (Vo, X)) + 2A)

assim, ficamos com a seguinte expressao

dv

s=0
= / (ZU@ X> - —U|X|2 + <Vu(:c), Z>>.1 + 2<u(x),X) divy X
by
+u(x (dlng + | VHX)HQ (@QX)LlQ i 2A>dv

L 2 = /. [ <¢s>|J¢S|+2 ul@s)o J¢S+U<¢s> : M

d82 s=0

(
-/ [1u< Xy’ - —u|X|2 +2(Vu, X) divs X + udivy Z + (Vu(z), 2)
+u(|(Ve, XM+ (Ve X)HP 420 ]dv
-/ Eu@;,)@ - —u|X|2 4 2(Vu, X) divs X
+u(|(Ve, XM + (Vo X4 +20) ]dm/zﬁu, 7 + udivs Zdv

como a primeira variagdo em > ¢ nula e a segunda integral do lado direito acima é
precisamente a primeira variacdo do funcional .# em X, entao temos que fﬁ(@u, Z) +
udivy, Zdv = 0. Logo

¢ 1 S B _ ‘
@SZO'/(ES) = /ZLIU@??)Q —§U|X| + 2(Vu, X) divy X

([T, X+ (Ve X) P + zA)}dv.

Agora faremos uma escolha para o campo X, considerando uma funcao suave f : ¥ — R,

com suporte compacto e que se anula em 9%, e entdo tomamos X = fr, onde v é o
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campo normal a Y. Com isso, observe que (r, X)? = 4f2H? u|X|? = uf?, 2(Vu, X) =
—uf(z,v) e dive X = (e1(f)v + fVerv,e1) + (ea( f)v + fVe,v,e2) = fdivsv. Também,
tendo que V,,v = k;e;, onde k; é a i-ésima curvatura principal, obtemos |(Ve, (fv))*|? =
[(es(f)v + fVev, v)v]? = (e;(f))?, logo para o nosso campo X = fv, temos |(Vq, X)*|? +
(Ve, X)1|? = |Vsf|?. Finalmente, vejamos como fica 2A, com esse campo normal X.
Como (V. X, e;) = (e;(f)v + [V, e5) = f(Ve,v, ;)
A = (<velx,el><662x,eg> - <?elx,eg><682x,el>>

= det((Ve, X, e;))i;

= fAdet((Ve,vee)))i;

— [det A.

Utilizando o Lema 2.2 temos
2N = f2. <H2 _ |A|2).

Assim, substituindo o que obtemos acima na expressao da segunda variacao, temos:

j—;szoﬁ(zs) = /Eu:fQHQ §f f2< )dinI/+|sz|2—|—2f2detA]
|- i < U H 4 Vs f 4 P - 1Ap)
-5 - 2'f2'H2+|sz|2+f2H2—f2|A|2]

S

[~ P = S VP o+ PH - AP

S

[ P+ - 1P
ul = AR +2) + VP,

I
e e I
S

Notemos também que

\Vsfl? = (Vsf.Vsf)
= divg(fVsf) — fdive(Vs)
= dive(fVsf) — fAsf

logo,
Tz = [uo]-r(ar+ +|sz|}
L= POAR +3) + div(50) - fAs]]
- /2 (|A|2 1)+ud1V2(fvEf)_quEf
[ —uf(1Ar+ 5) —ufAsf = (Vu, fVsf)
+/Eudng(ngf)+<?u,szf>
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e como a primeira variacao em Y é nula para qualquer campo X, entao para X = fVyxf,
temos [y, udivs(fVsf) + (Vu, fVsf) = 0 portanto, segue-se

j_; T3 = /E—uf2(|A|2 + %) —ufAsf — (Vu, fVsf)
_ /E—uf2(|A|2 + %) —ufAnf - f<—§u, Vsf)
— /E —ufAsf — uf2(|A|2 + %) + uf%(ru Vs f)
— /E_uf[AEf+ f(|A|2 + %) — %(:c, sz)]
_ _/Equf
onde L
Lf = Anf + F(JAP + 5) = 5@, Vef) (2.1)

¢é dito o operador de Jacobi, ou ainda, operador de estabilidade.

Definigao 2.4.1 (Desigualdade de Estabilidade). Uma superficie auto-similar redutora
Y em R? € dita estdvel se — [sufLf >0, para qualquer f com suporte compacto em 9.

Além disso, a desigualdade acima € dita desigualdade de estabilidade.

A defini¢do acima nos diz que uma superficie auto-similar redutora é estavel quando

ela é um ponto de minimo para o funcional .%.

2.5 Superficies Auto-Similares Redutoras como

Superficies Minimas

Vejamos que o funcional acima pode ser visto como um funcional area em uma métrica
conforme. Com efeito, consideremos g a métrica Euclidiana usual do R"™! e uma hypersu-
perficie X" imersa em R"*! com a métrica induzida pela métrica g. Agora, consideremos
uma outra métrica § dada por g = e_%?g, onde ¢ é uma funcao diferencidvel de R"™! em
R. Claramente essa métrica g induz uma outra métrica em X", os objetos relacionados
com a métrica § seguirdo com um til sobre si. Assim, por exemplo, os coeficientes da
segunda forma serao dados por ;Lij e a curvatura média em relacdo a § sera dada por
H = > Y ﬁij. Se considerarmos um referencial ortonormal {é,---,é,} de TY com

relagdo a métrica induzida g, e tendo que dv = y/det gdx; - - - dx,, obtemos,
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val(s) = /d@
2
= /\/detgdxl---d:cn
2
= /\/e—%detgdm’l---dxn
s

= / e~?\/det gdxy - -dzy,
¥

= / e ®dv
by

_ 22 s

assim, no caso em que n = 2 e ¢ = =-, temos g = ¢~ 4 g logo, o funcional area ¢ dado

Ccomo segue

wl(X) = /Ee—%de = Z(%).

Portanto, o funcional .% ¢é, de fato, um funcional area com relagdo a métrica conforme
_le? . . . o .
e~ 1 g. Da bem conhecida férmula de primeira variagao da area, por exemplo em

g pum
(cf. [3]), temos o seguinte

d

LI, = —/ G(X, H)do = —/ e % g(X, H)e *dv
dsls=o b b

onde H é o campo curvatura média de ¥ em (R"*!, §). Vamos entdo calcular a curvatura
média de ¥ com relacdo a métrica conforme §. Antes observemos que uma superficie
que minimiza o funcional area na métrica conforme minimiza o funcional .%, logo auto-
similares redutoras estaveis sao pontos de minimos do funcional drea na métrica conforme
e vice-versa.

Escolhamos um referencial ortonormal {e;,- - ,e,} de TS com relagdo a métrica in-
duzida pela métrica euclidiana ¢, entdo, com relacdo a métrica induzida pela métrica
conforme g, {é; = en “e1, ,Ep = e - e, } € um referencial ortonormal e 7 = env é o ve-
tor unitdrio de 3" em (R"*!, ). Com isso, temos g;; = e_%g(e%ei, e%ej) = g(e;, e5) = 6ij,
e também §¥ = 6. Com relacdo a métrica conforme, vale a seguinte férmula para a co-

nexao de Levi-Civita:

. _ 1 1 1
VY = V¥ = —dp(X)Y — —dp(Y)X + —g(X,Y)Vo

para quaisquer campos de vetores tangentes X e Y em R*™!. Cuja prova pode ser encon-
trada em (cf. [7]), pdg. 392. Proposi¢io A.62 pondo h = —2.
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Assim, os coeficientes da segunda forma fundamental sdo dados por

hij = §(é;,Ve,i)
= _g(@éz‘éﬁﬁ)
O _
= _g<véi€] - ﬁd(b(ez)e] - _d¢(ej>ez + g(ew €J)V¢, V)
= I e, .
= —g(Vege; + gg(ﬁ ¢))Vo,v)

= F (= 9lTues) = Soener)g(To.0))
— e <hi]— — %5,79(?@ 1/))
0 que nos da o seguinte
H = > §hy
1]

.6 1 _
= Z(SUG; <h” — E%g(qu, I/)>

1,]

. . 1 ije e

— el < >R — - > 696,9(V, V))
1,7 i,

— b <H—g(@¢>, V)>

Desse modo, para as superficies cuja curvatura média na métrica conforme induzida é
identicamente nula, ou seja as minimas na métrica conforme, temos H = g(V¢, v), valendo

, , . . . 2
também a reciproca. Agora, na nossa situagdo particular, em que g = (,) e ¢ = %,

ol . fh _l=?
obtemos H = e’s (H — (£ V)) Portanto, as minimas para a métrica conforme e~ 2 ()

2
sao as superficies auto-similares redutoras no R"*! e vice-versa.
Aproveitando o ensejo e também porque nos serd 1util mais tarde, calculemos a norma
ao quadrado da segunda forma fundamental com relagao a métrica conforme §. Para

08 N0ssos propositos, estaremos considerando ¥ como uma superficie minima na métrica
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conforme induzida por §, ou seja, H = g(Vo, v).

5

J=1

n 1 _
[6% (hij - ﬁ(sijg(v@ V))

AP

)

26 1 _ 2 _
_E Y <h$j + 0P (V0 v) — ~hidsg(V6, y)>

n 1 _ 2 0 _
> h?j + . > 5%92(V¢, V) — - > hijdig(Vo, V))

(iJ=l ij=1 ij=1
1 - 2 _
<|‘4|2 + ﬁgz(qu? V) - ﬁ Z 62‘7hijg<v¢7 V))
ij=1

2 1 2/ 2 v
AP+ g (Vov) = ~Hy(Vo,v))

2.6 Alguns Exemplos

Apresentamos alguns exemplos de superficies auto-similares redutoras abaixo.

Exemplo 2.6.1 (Plano). O hiperplano Py do R™ dado pelos pontos x tais que x,1 = 0
admite o campo normal dado por v =0, logo (x,v) = 0 para todo x € Py, e além disso,
como o campo normal é constante, a curvatura média é nula, portanto H = %(x, v).

Assim, do Lema 2.1, seque-se que Py é uma superficie auto-similar redutora.

Exemplo 2.6.2 (Esferas). A esfera S"(R), de centro na origem e raio R tem curvatura

1
R

n
R’
satisfaca a equacao H = %(x, v), devemos ter

média dada por H = com a orientag¢do dada por v(r) = x. Portanto, para que

donde seque que R = +/2n.
Outro exemplo é o cilindro.

Exemplo 2.6.3 (Cilindro). De modo andlogo, os cilindros C, = S" '(R) x R, tendo
curvatura. média dada por H = "=+ e em todo ponto vale (z,v(x)) = R. Assim H =
%(x, v) se, e somenle se,

n—1 1

R a2 f
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ou seja, R = /2(n —1). Portanto, do Lema 2.1 tanto a esfera de centro na origem e
raio R = +/2n quanto os cilindros de eixo x,y1 e raio R = /2(n — 1) sao superficies

auto-similares redutoras.

A esfera de raio v/2n centrada na origem é um exemplo de hipersuperficie auto-similar
redutora compacta e mergulhada. J& o cilindro de raio y/2(n — 1) é um exemplo de su-
perfice auto-similar redutora mergulhada e nao compacta. Observe que esses dois ltimos

casos sao de género 0.

Exemplo 2.6.4 (O Toro de Agenent). Em [15], Agenent mostrou que paran > 2, existem
mergulhos X, : ST x 8"t — R"™! para os quais X, (p,t) = /—t - F,(p) € solugio para
o fluzo de curvatura média, portanto para n = 2 temos um toro, merqulhado. FEsse é um

exemplo de superficie auto-similar redutora compacta, mergulhada de género 1.

Recentemente, D. Ketover em [16], mostrou por meios analiticos a existéncia de cinco
novos exemplos de superficies auto-similares redutoras mergulhadas no R?, de géneros 3,

5,7, 11 e 19, cada uma delas com um certo tipo de simetria.
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3 UMA CLASSIFICACAO DE SU-
PERFICIES COMPACTAS AUTO-
SIMILARES REDUTORAS

Nesta se¢do vamos provar o seguinte teorema, devido a G. Huisken, em [17].

Teorema 3.0.5 (Huisken). Seja M™, n > 2, uma hipersuperficie compacta, coneza, sem
bordo, de curvatura média nao-negativa em R" e tal que H = %(x, v). Entao M™ é uma

esfera redonda.

Comecamos definindo o operador
1 =2 _l=?
Lu = A]\[U — §<LL’, V]\,{U) =e 4 le]\](e 4 V]uu) (31)
onde u € C?(M), entao vale o lema que segue para esse tipo de operador e usaremos esse

resultado durante a prova do Teorema de Huisken.

Lema 3.1. Se M™ é uma hipersuperficie conexa de R™' sem bordo e u,v sio funcoes
definidas em M e de classe C?, entdo

2 |2

/ u(ﬁv)e_uﬁl_daj = — / (Vru, VMU>€—L4de = / v(ﬁu)e_%dx.
M M M
Demonstracao. A prova é basicamente um trocadilho via o Teorema da Divergéncia. Note

que estamos supondo nossa M sem bordo, entao
_l=? =? . _l=? e
/ u(Lv)e” T dr = / ue 1+ divy(e” * Vyu)e + do
M M
= / div, (ue‘uﬁl_VMv) — e_LﬁlL(VMu, Vyv)de
M

||

= 0—/ (Vyu, Vyvye 4 dx
M

2

= — [ (Varu Va)e T do

=2
agora fazemos o mesmo com [,, v(Lu)e 2 dx, e obtemos a prova do Lema. O

Demonstracao. 3.1 Na presente demonstracao seguiremos a convencao da soma de Eins-
tein e fatos elementares sobre tensores. Consideremos {ey,--- ,e,} um referencial geodé-

sico em p € M e que seja também uma base ortonormal de 7, M. Temos,

1
Hzé(x,w
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logo,

cej(@,v)

((@ejx, v) + (, ?e]ﬂ})
((ej, v) + (x, hljel>>

<(17, el>hlj'

NN RN =N

Derivando outra vez,

1
V.V H = Vei<§<x,el>hl]~)

1 _
= §<<€j7€z> “hij + (@, Ve,er) - hij + <$,€l>veihlj>

Siihij + (2, (V&) + (Ve,er, VIV + (z, 61>Veihlj) (3.2)
hy + (& v)er, VoV hy + (a, el>veihlj)

<hij — 2H ey, hiiex)hj + (x, el)VeihlJ)
<hij - 2H5lkhkihlj + (CE, el)Vez.hlj>

NN RN ~N =N

hij — Qthihlj + <.’IJ, 61>veihlj>.

em 3.2 usamos que (V,e;)" = 0, por {e1,-++,e,} ser um referencial geodésico. Como

hii = hy; e valem as equagoes de Codazzi V. hj; = Ve hij = Ve, hy entao

1
VoV H =5 <h¢j —2Hhaly; + (., el>v6,h,~j>. (3.3)

Contraindo (3.3) com ¢/, vem
AIWH - ngezveJH
1/ ) -~
= 3 <9Uhij — 2Hg" hiythyj + (z, €l>Ve19”hij>
1

- <H —2H|AP + (a, el>VelH> (3.4)

e contraindo (3.3) com h;;, vem
1
hijVeiVejH = 5 <hi]‘hij — QHhijh,‘[hlj + <l‘, €[>h,‘jvelhij>
1
= (148 — 280 () + (@ e)hy Ty ). (3.5)
Levando (3.5) na identidade de Simon abaixo

An|AP =2k V., Ve, H + 2|V AP + 2Htr(A%) — 2| A"
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obtemos
AulAP = (|A|2 — QH (A% + (x, el>h¢j@elhij> L2V AP
+2Htr(A%) — 2|A*
= [AP +2[VuAP = 2|A]* + (2, e)hi Ve, hij. (3.6)
De (3.4) e do principio do méximo, tendo Ay H < %(H + (x, el)@elH), concluimos que

H > 0. Assim, podemos calcular

A2 Ay lA 1
AM(' |> _ AulAl | + |4 AM—+2<VM|A|27va>

H? H?
Ay AP
= PUAL APA T — (VAP ) (37
onde (Vi |A]2); = (VAP e) e (VMH)v = <VMH e;). Tendo que
1 2
A = HAMH H4|VMH|
¢ 1 1 1 4
2
obtemos . 61 112 5
Ay — = m S AyH

H? H* H3
logo, levando a ultima igualdade na expressao (3.7), vem

Al? Ap|A? 6|V HZ 2
AM|H|2 _ Aﬁ2| +lap( | AR | — ) - H3(VM|A|)(VMH)1~
AulAP  6lAP|IViHP?  2/AP 4
= A}[}2| + | ||[_I4M | |]i| A H— Hg( M|A|2)1(VMH>1

de (3.4) e (3.6) obtemos na igualdade acima,
AP AulAP | GAPIVLHP 24P

MR T H? oo H——(VMIAI )i(VarH);
! 6| A[*|V 5 H|
- _<|A|2 + 2|V AP = 2|4 + <mvel>hijvelhij> + %
2|A|2 I . )} ;
H3 |:2< 2 | | <7: €l>vel >:| H3(VJ\{| | )(VJ\,{ )i
AP 2ViAP 24 6 APV H?
CE g g H2< e Ve [A]® + ==
AP 21410 (xe
—|le + |[_12| ( l>|A| Ve H - H3(VM|A|2),-(VMH)Z.

_ H4<2H2|VMA|2+ SH (2, ) VoA + 6| APV H?

—4H (V| A )i(VMH)i)

2
= I [(IAFIVMEH2 + H |V AP — H(Vy|AJ%, VMH))

—H{(V AP, Vi HY + 2| AP |V HI?

0, (Tl AR) — SHIAP e/ (Fas )]
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2
= {[APIVuMHE + HYVuM AR — H(Va|AP, Vi)

2
+ﬁ(2|A|2|VMH|2 — H(Vu|AP, VMH>>

2 /1 1
o (ZH%@ er) (V| AP) — §H|A|2(az €l>(VMH>l>

observe que

Al? 1 2
(), = (i), (),

logo,
2 A2 2 4
() (), = () (i)
2
— (= H{VuH Tl AP) + 204P V)
e também

(S, = (i () 2 )

- 2 () S (eun)

além disso, temos

2

= i (VauH)ihij(VaH) + (HV o hig) - (HV ,hij)
—2h;j(VarH); - HV o hij

= hihij(VaurH) (Vo H) + H2V o, hij Ve, hij
—H(VyH)i(VulAP),

= APV HP? + H*|Vy AP — H(V 3 H, V| AP

hi; (VMH> _H -V,
!

portanto, (3.8) pode ser reescrita como segue

|AJ? 2 2 9 |AJ?
1 Al?
3 (Vulgr),
2 29 A2
- mhm’(V]\[H)l—H‘velhij —E<VMH,VM?>

1 |Al?
+§<ZE, VM?>
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Pelo Lema 3.1 podemos por £<|I‘3—22) = Ay (}3—;) — %(m Vaular o > e obtemos o seguinte

/M |A|2< (|A| ) H<VMH VM|A|2)>6_%Edv

H? H?
_ Al? 214 AP\ e
_ /|A| (s e " dv+/M (Vg H, Ve dv
A 2142 A2 |2
== —/ VIM|A|2 V]\j| | > +/M%<VJMH, V]\1|I{—|2>€_Tdv
2| A2 APy i
_ /M< |H| VarH — VA% VM|H|2) dv
AQ AQ 2
_ /M—H2<VM|H|2,VM| | Ve~ du
ou seja
Al? A 2 s
/M |A|2<£,<|H—|2) H(VMH VM|H|2 ) = o +/ H? VM— dv = 0.

Note, além disso, que a propria definicao do operador £ nos da

2

AP AP 204P
AP (£(557) + V. V) ) = 2

assim, segue que

/ 2|AJ?
M H?

veja que ambas as integrais do lado esquerdo da igualdade acima sao nao negativas, ainda

hi; (VMH> HYV, hi;

2

A2
| | e 4dv:0

2
» (VMH) ~HV,hy| ¢ Vit
l

_4dv+/H2

mais, como j& temos que H > 0, entdo nao podemos ter |A|? = 0 porque isso implicaria
2
hyy (vMH> ~ HV.hy|" = 0. Sendo
l

nossa hipersuperficie M conexa, obtemos que |A|? = aH?, onde a é alguma constante

H = 0, dai devemos ter V]\,,fﬁ—‘; = 0 e também

positiva.

Decompondo em soma direta da sua parte simétrica com a

2
hij (VMH>l — HV,hi;
sua parte anti-simétrica, ficamos com o seguinte:

0 = hij(vMH) ~HY by
l

1 1 2
= |V hyH — §<hij(VJ\[H)l +ha(VaH)j) — Q(hw(VMH)z - hu(VMH)j))’

1 2 1
= |VehiH = 5 (hig(VarH) + ha(VarH),)| +

1 2
211 (V)= ha(VarH); | 2 0

2
hij(VyH) — hil(vMH>j’

v

donde vem
2
hij(VuH) — hil(VMH)j’ —0.
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Agora, rotacionando {e,- - ,e,} de modo que e; = %, ficamos com

IV H| se i=1

(VMH)i:{ 0 se i#1

Observemos que

2

0= hi;(VaH) — hil(VMH)l‘ = hij(VarH )i hig(VaurH )+ ha(VarH)j - ha(VarH)
—2hii(VuH) - hay(VuH);

= QAP [V HP = 2hi; - ha(VarH), - (VarH),. (3.9)

Agora, sem a convencao de Eistein e utilizando o fato de que (V) H); = |V H| e

(VumH); =0, j # 1, e igualmente para [, percebemos que a segunda parcela da igualdade

(3.9) acima pode ser reescrita como segue

=2 hij-ha(VuH) - (VuH); = =2) hi|VyHP
V2. i
logo, reescrevemos (3.9) do seguinte modo

2

0= i

hig (VarH ), — ha(Var H).| = 2|V HI? - \|A|2 Sy
assim, em cada ponto de M, temos V , H = 0 ou |A|* = 3, h. Se for o casode Vy, H = 0,
entao a curvatura média é constante, e o Teorema de Alexandrov nos diz que M é uma
esfera redonda. Entao, vamos supor que existe um ponto em M tal que V;H # 0 logo,

nesse ponto teremos |A|? = 3" | h?; = hi, + 37, h?,. Por outro lado,
2 _ 2
AP = D ki
ij

— h§1+2h?1+2h§j+ > h
iz

i=2 i,j#1
n n
= hi +22hi21 + Z h?j
i—2 i.j#1
donde obtemos
n n
2 2
i=2 i.j#1
que s6 é possivel quando h;; = 0, para todo par (4,5) # (1,1). Desse modo, temos que
|A]? = h}; = H% Como ja temos |A|* = o - H* em todo ponto de M, segue-se que a = 1,
logo |A|> = H? em todo ponto de M. Portanto, integrando (3.4) e usando o Teorema da

Divergéncia, vem
0 = [ AyH
M
1 _
- -/ H — 2[APH + (x, 1)V, Hdv
2Jm

1 _
- —/ H — 21 + (2, ¢,) V., Hdv.
2J/m
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o que nos da

2 / Hdv = [ H+ (r,e)Ve Hdo (3.10)
M M

= Hdv — / H((?ela:, e) + (z, @eleﬁ)dv (3.11)
M M

- Hdv — / H((el, er) + (2, (Ve,e) + (Veer, U)V))dv (3.12)
M M

— [ Hdv- / H(n+ (2,0 + (Veer,v)v) ) dv (3.13)
M M

= MHdU—/MH(n+<$,—<el,Velu)1/>)dv

= Hdv — n/ Hdv —I—/ x, (e, ex)hv)dv

— (1-n) / Hdv+/ (er, ex) ) do
= (1—-n) / Hdv +/ (x, V) o hidv (3.14)
1 3
— (1-n /M Hdv + /M 23 dv (3.15)

de (3.10) para (3.11) usamos integragao por partes, onde o termo de bordo é nulo, pois M
tem bordo vazio. De (3.12) para (3.13) usamos o fato de {ey,-- ,e,} ser um referencial
geodésico. De (3.14) para (3.15) usamos o fato de H = 4, ¥ hyy = >4 0" hyy (ou ainda,
H = §"hy; na convencao de Eistein) e o fato de M ser auto-similar redutora, ou seja,

H = %(a@ v). Assim, como n > 2, obtemos
/ Hdv =0
M

uma contradicao, pois estamos supondo H > 0 em todo ponto de M. Entao, de fato, M

¢ uma esfera redonda. O

3.1 O Caso de Género Zero

Agora que ja temos em maos o Teorema do Huisken, vamos preparar o terreno para a

prova do Teorema do Brendle, cujo o enunciado é o seguinte

Teorema 3.1.1 (Brendle). Seja M superficie mergulhada no R3, compacta, de género 0

e auto-similar redutora, entdo M ¢é uma esfera redonda.

Lembremos que Lf = Ay f — 1(x, Vx f), para qualquer f € C*(X). A seguir veremos

uma expressao util para escrever este operador:

Lema 3.2. Seja F : R® — R uma funcdo suave e seja f a restricio de F a superficie

auto-similar redutora . Entao

Lf = Y (D F)fee) - %@, ).
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Demonstragio. Temos Vs f = VF — (VF,v)v, e de (1.3), Asf = ¥,(V2f)(es, €;), com
i = 1,2. Também de (1.5), temos (V2f)(v,w) = D*F(v,w) — {dv(v),w) - (VF,v), para
quaisquer v, w € T,%, logo

2

Agf = Z(VQF) (ei, 6,‘)

— Z(DZF(eL, e;) — (dv(e;), e:).(VF,v))

= Z(D2F(61, ei)) — Z(du(ei),ei)(?ﬂ V)

= Z(D2F(6“ )) - Z<?e1¢ya €i>-<?F, V>

i=1 i=1

2
= Z F(e;,e;)) — divs v.(VFE,v)
2

= ;(VF(@“&)) H(VF,v) (3.16)
= YD F(ene)) — 5 (n.)(TEY) (317)

de (3.16) para (3.17) utilizamos o fato de que ¥ é auto-similar redutora, i.e, H = %<£B, v).

Agora, €SCrevernos

(£, Vsf) = (D (r,e)ei+ (x V>V,V2f>

7

Z x,e; el,ng>

7

I
P S P

> (x.e;)e;, VF — (VF, I/>V>

i

= Y{w,e)len, VF = (VEvv)
= Z(JZ, ei><€i7 6F>

Entao, obtemos o que segue

Asf - %@c, Vef) = 2 (D*Fleie)) — %(x, v)(VE,v) - % D _(e) (e, VE)

(D*F(es ) — 5 (e )T ) + e, e e, TF))

como queriamos.
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Consideremos uma superficie auto-similar redutora cujo bordo esta contido em um
plano, nessa situacao poderemos utilizar a fungao altura como uma funcao teste na desi-

gualdade de estabilidade. Usaremos o operador de Jacobi definido em (2.1).

Proposigao 3.1.2. Seja ¥ uma superficie em R3 compacta, com fronteira 0¥ = T' C
{{a,z) = 0}, para algum vetor unitirio a € R®. Para cada k > 4, suponhamos que

H = (z,v) em SN {|z| <k} e suponhamos também que

0< —/ FLfe™ " dv
>

para toda fungio f que se anula em I'U (X N {|z| > k)}). Entdo, vale a desigualdade
sequinte

|2

e T dv

|A*(a, z)e” dv <

/Zm{|m|§f} log k zm{f<|x|<k}

onde C' € uma constante que nao depende de k.

Demonstragdo. Seja 1 : (—00,00) — [0,1] satisfazendo 7 = 1 em (—o0, 3], n = 0 em

[1,00) e 7’ <0 em (—o00,00). Para cada k > 4 em N, definamos uma fungao suave como

Fi() = <a,x>n(%).

segue

E facil ver que se z € T, entdo como I' C {(x,a) = 0} vem F(z) = 0 - n(b—gm) =0

log k

e se for o caso de termos |z| > k, obtemos que log|z| > logk que implica % > 1,

donde segue que n(lff;i') = (. Portanto, nossa F}, satisfaz a hipotese de se anular em
F'u(Xn{jz| > k}). Agora, note que
8Fk B log |z 0 log|:c|>
10g|33|) (a,x) ,(log|x|> 0
= log |
”( logk ) 1og/<:" log & 8x< og|al)
log |z a,x) ,(log|x|) 0
p— 7. ]. A
i n(logk)+ logk:77 log k 8;ci< OngD
B log|m|> (a, ) ,(log|x|> 1 =z
- “’”<1ogk; 00k Ulogh )Tl ol
B log || a, ) ,<log|:1;|> T
N a’”(logk)+ logk77 logk / |z|2 P
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o que nos da
~ 3
<$7 VFk> = Z«l‘aﬁq
i=1
3
— (Zaim)n(log |$|) + (a,2) <log |$|) Z:rm
i=1

log k |:z:|210gk log k

. o) | o2, sl
B <a’fc>n<logk>+|:1;|2logl<;17 log k {z,2)

e x>n<log|x|) N (a, ) 77,(log|x|>

log k log £ log k
(a, ) ,<log|m|>
= F .
E Yok T og
Além disso, temos
0 F, 5 — ( “_ T 4 T _2<a,$>:cixj> ,<10g|x|)
Ox;0; ~ \logk |z|2 " logk |z|? logk |x|* log k

(2(&,17) mimj) ,,(log|m|)
log?k |z|* " logk /-

Como em (—o0, 1) U (1, +00) temos i/ = 0 e em [3, 1], que ¢ um compacto, temos 7’ # 0,
1

entao |n'(t )‘ < X Vh<lo<kyC1. Para todo ¢ € R, onde € é o maior valor de 7' em [3, 1].

27
Analogamente, temos n) € C>, para qualquer ¢ € N; possui maximo e minimo em [%, 1]

e fora desse compacto é nula, entdo ‘n(‘)) (t)‘ < X{\/E§|a:|§k}cf= para todo t € R, onde Cj
é 0 maximo de n¥ em [%, 1]. Note que os (s nao dependem de k. Portanto, usando a

desigualdade triangular e a desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos

0*Fy | 2] 2[a|a] |22
7 X C
0:cj3xi(T)’ - < logk!|z|2  logk |:1:|4) {(VE<|z|<k} 1
lalje] |||
logZk [a|t “(VRslel<i 2

Tomando C' = max{C}, Cy}, podemos escrever

0* [, a; |1 a; 20al 1 la| 1 ~
o [ | L | EATRTIER .
Ox;0x; (I)‘ - [( T log k |z| * log? k |||~ 1VEslel<k}
como, |a,,| < |a| ( para todo m =1,2,3), k > 4 e a fungdo log é crescente, com log4 > 1,
entao vem logk > log4 > 1, o que nos dé log® k > log k, portanto _log12k < logk Assim,
obtemos
P Fy 5|al .
— < ——X C
8:1:{70:1@ v ’ log k |IL’| {VE<|z|<k}
ou apenas
O Fy, c 1
x < — X
Ox;0x; ' ‘ log k ||~ (VE<lel<k}
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com C' constante que nao depende de k, pois C' = 5|a|é, e C' nio dependem do k. Assim,

2 0%,
como ‘DQFk‘ < maxiyjyk{ T }, temos que
_ C 1
’Dsz‘ <

= logk |J_;|X{\/Eﬁlwlsk}'

Agora, observe que Fj, nos da o seguinte

ol 10g|93|>

< allzf[n] = 1jz[1 = fx].

Fy,

Portanto,
_ 1 C
2
Fy||D°Fy| < |x|10gk|?|X{¢ES|x|§k}’
ou seja,
_ C
2
e S e S MR

Seja fr : ¥ C R* — R a restricao de F} a superficie ¥ (compacta, o que nos da f
limitada). Do Lema 3.2, tendo Lf = Asxf — %(x,V2f>, onde f é a restricdo de uma
F :R?® — R sobre X, obtemos o seguinte:

Sl = B (DR (e + 5 Fide, TR

i=1

2 /= 1 1 log ||
e
’“2( b)(cies) = o B B+ 00 Togh

LIy 1 1 log || log ||
R T
k;( k (e’e>+2 k—|—2<a,x>n log k g log k

visto que estamos restringindo os valores de Fj, a X2, portanto podemos considerar Fj, = f,
nas contas anteriores. Além do que ' < 0e 0 <n <1, donde temos 1 -1 < 0 e, ainda

mais, Y7, (Dsz> < ‘Dsz , entao

2

—filfe < —Fp) ) (DQFk> (€ €;) + 1Fk2

i=1 2
2 1 2

< SR DUF| A+ F
_ 1

< |F||D*F; +§F,f

ou seja,
C 1
“filfi < T XvRsmen + gk
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Observe que
1 ,. 1
Lf = Asf-— §<$,V2f>+|f4| f+§f
1
= LI+IAPf+5f
para toda f € C'°(X) por conseguinte, obtemos
1
—Lf = —Lf+|APf+5f

donde vem

1
—feLfx + AP f} + §f13 = —ilfe

¢ 2
Togk tvisisisiy T 3k

nos dando a seguinte desigualdade

C
—JkLfk < X{f<|;p\<k} |A|2f13

—|o|? - P
Como e~ 5~ > 0, para todo = € R3, podemos multiplicar ambos os lados da tltima

desigualdade por essa Gaussiana , para obtermos

C
log k

|| —|a| —l=?
—felfre™3 X Vi<lal<i € — AP fe7

Assim,
— [ filfie™s C x i [ |appze
kL Jk zlogk {VE<|z|<k} . k

Usando a der51gualdade de estabilidade na desigualdade acima

)2
0<— / Fol fre T
>

nds temos

C 7|z\2 2 r2 *|$‘2
0< 2@)({\/%§\m|gk}e * _/2|A| k€t
ou ainda,
—lzi? C —lz12
/|A| fre™ T </ElogkX{f<|x|<k}e ‘.

Note que a integral no lado direito acima pode ser reescrita como segue

/ ¢ 2L ¢ JErE
s log k Fvrsial<i®  log k Jen{vE<|e|<k}

entao, obtemos:

o
~ log k Jen{VE<|z|<k}

—lz|?
é 4

AP <

/En{msm
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Sabemos que em ¥ N {|z| <VE}, fi = (a,x)n(%—gi'), com |z| < vk o que implica

lffg‘? < 1, donde n<1°g|x> =1, logo fZ = {(a,x)?, assim, finalmente, vem:
a2 C a2
/ |A|*{a, :C>26_%L < e i
Sn{lz|<Vk} log k Jen{vE<|e|<k}
como queriamos. O

Agora vamos a demonstracao do Teorema 3.1.1. Supomos que M nao é uma esfera
redonda, entao pelo Teorema 3.1 a curvatura média de M deve mudar de sinal. Em
particular, deve existir um ¥ € M tal que H(Z) = 0. Como M é auto-similar redutora,
entdo (Z,v(z)) = 0. Portanto, tomamos a = v(Z) e consideramos o plano P, := {z €
R?"(:c, a) = 0}, note que * € M N F,. O conjunto Z := M N P, tem sua estrutura descrita

no lema logo abaixo.

Lema 3.3. Seja a um vetor unitdrio do R?, e f(x) := (a,x). Entdo o conjunto Z = {x €
M; f(x) = 0} € a unido finita de arcos de classe C', que se intersectam em pontos isolados.
Mais precisamente, para cada ponto xog € Z, existe um aberto U em M, vizinhanca de
xo € Z, tal que ZNU ¢é a unido de uma quantidade finita m de arcos C que se intersectam

transversalmente em xy. A quantidade m é caracterizada como ordem de anulamento de

f em xg.
Demonstra¢io. Note que, como f(x) = (a,x), entao, aﬁi = a;, onde a; = i-ésima coorde-
x’l

nada de a. Assim, temos Vf = a, e df(z)v = (v,a), com v € T, M, portanto tanto
f(z) = 0 quanto df(z).z = 0. E, desse modo, obtemos D*f = 0, pois dV f = 0. Entdo,

por conta do Lema 3.2 , segue-se que:

Ay f — %(x,VMf) =3 (sz>(€i7ei) - %@, V)= —§<177 V)= —§<x,a> -

portanto,
Auf =35 (SU Vulf)— —f
Assim, utilizando o resultado AM(f.g) = gAnf + fAMg + 2V yuf,Vug), que vale

para quaisquer f,g € C?(M), em particular para a f dada no enunciado e g dada por
o2
g(x)=e 3 , vem

=la? —lz? —la)? =la)?
An(e™5f) = e 5 Auf+ fAu(e ) +2(Vuf, vMe =)

||

= e 8 ( (z, va>__f)+fAM( >+2<va Ve 82>
[ A R P

= fAyeT — e f4 3 L e o Vs f) + 2V f, Vage 50
= (AMe% — e’ 5= >f+ 67T<x V) +2(Vuf, Ve g )

| 2 2

Ig\ >

12 —|x 1 —|T 1
= (T Ay D) fe 4 ée_T(fB,VM f)+ 2V f, Ve
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—lo|?

Definindo i : M — R, como h(x) =e s Apye™s  — %, podemos escrever

o L V) 2V f, Vare 5

A expressao ge ‘T(x VMf>+2<VMf Ve s g )éidenticamente nula. Com efeito, temos
que VMe_\éL Ve 5- (Ve 5 ,1/)1/ entao,

|2 2

1 = x|
58 s (e, Vufy +2(Vuf, Ve s )

1 =2

56 8 <fI/‘7VMf>

+2(Var f, Ve 5 — Wejsi,v V)
1 =2 v

= 5e 8 <I va> < vave 8 >

1.2

—(Vuf, V).(@e_lsﬁL,u)

mas Vy f € T,M, e v € (T,M)*, logo,(Vy f,v) =0 e Ve 5 = ——xe_lg‘ por isso,
temos
1 = |2 [ 1 =2
2¢ ¢ (@, Varf) + 2V f, Ve~ ; ) = 2¢ ° (z.Vuf) +2(Ve )
1 1 o|?
= S V) 2 e V)
1 a2 1 =2
= 56_%<$;VMJU>—§€ i (2, Vu f)

=0

o que nos da
la|?

Aur(e™5f) _he g

a2
portanto a fungao e 5" f é solugdo da EDP (A, — h)u = 0, consequentemente valem as

afirmagoes do Teorema de Cheng, da tltima se¢do do Capitulo 1. Assim, temos que as li-
. —|o|? , . .

nhas nodais de (e 5 f)71(0) que é precisamente o conjunto f~1(0) = {z € ]V[‘<:L‘, a) = 0},

consistem de um nimero finito de arcos C'-imersos que se intersectam transversalmente

em pontos isolados. O

O conjunto nodal f~!(0) é a interse¢ao do plano P, = {x € R3 (a,z) = 0} com a
superficie compacta M. Pela escolha que fizemos para o a e o x, a fun¢ao f tem ordem de
anulamento m > 2 em 7, pois f(Z) = (z,v(Z)) =0edf(v) - = (Vf(x),Z) = (a,7) = 0.
Portanto, existe uma vizinhanca U C M de x tal que Z NU ¢é a uniao de pelo menos
dois arcos de classe C! que se intersectam transversalmente em 7. Assim, Z nio pode ser
uma curva de Jordan, ja que é uma curva fechada que se auto-intersecta. Disso, podemos
concluir que podemos considerar uma curva de Jordan I" de modo que I' é C!' por partes
e’ € Z. Tendo M género 0, I' limita um disco (topolégico) em M. O Teorema de
Jordan-Brower diz que se uma hipersuperficie suave M C R™! orientdvel e conexa é

um subconjunto fechado do R"*!| entdo R"™ \ M = AU B é a reuniao de dois abertos
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conexos disjuntos, um limitado e outro ilimitado, dos quais M é a fronteira comum (cf.
[11]). Assim, R®\ M tem duas componentes conexas que denotaremos por € e Q, além
disso vamos assumir €2 ilimitado e Q limitado.

Nas proximas duas proposi¢oes usaremos um Teorema de Meeks-Yau em [12], que
garante que se N é uma variedade Riemanniana de dimensao 3, com 0N tendo curvatura
média nao-negativa e o é uma curva de Jordan em 0N, entdao existe uma superficie
mergulhada em N com bordo ¢ que minimiza a area dentre as superficies mergulhadas

em N com bordo o.

Proposicio 3.1.3. Eziste uma superficie suave ¥ C Q tal que X — X =T ¢ AP =0 =
(x,v) em todo ponto de X.

Demonstracao. Consideremos, para cada k suficientemente grande, o conjunto %;, de todos
os discos S mergulhados em Q N B(0, 2k) com a propriedade S = I'. Como I limita um
disco em M, entao temos que %} é nao vazio para todo k suficientemente grande. Agora,
tomemos uma familia de fungoes cut-off suaves ¢y : [0,00) — [0, 1] tais que ¥, = 0 em
0, k], 1. (2k) > k, e além disso ¥x11(t) < ¢(t) para todo ¢. Com isso, consideremos o
funcional

$2
Fu(S) = /Se—%wmxndv

e como vimos na Segao 2.5, tal funcional ¢ um funcional area para a métrica conforme g;; =
e~ %4, onde ¢p(r) = % — Yr(|x|). Ainda na Segdo 2.5 vimos como muda a curvatura
média quando mudamos para uma métrica conforme. Representando a curvatura média
na métrica conforme acima por Hy, , temos Hy, = e%b (H — (@Qﬁk, V>) Observemos que o
bordo da 3-variedade riemanniana QN B(0, 2k) é M US?(2k), logo com a métrica conforme

dada acima, temos que a curvatura média do 9(Q N B(0,2k)) é dada por

H, = e%&(H—(@gf)k,ug

= F(H- (- il ). (3.18)

Para k suficientemente grande, de modo que M C B(0,k) temos que z € M implica
YPi.(z) = 0. Logo, (3.18) em M, tendo que M ¢é auto-similar redutora, fica

®

Ho = ¢ (H = (Go— (e 20)

* 2 ||
ok 1
= e2 (H — <§:c, 1/>>
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j& em S?(2k), tendo que a curvatura média na métrica euclidiana da esfera de raio R é %,
e usando o fato de que ¢},(2k) > k a igualdade (3.18) fica

%k 1 , ,
Hy = o (H — (e =il .0)

L2 1 , 1

= (5~ gtn ) el i)
o (11 , 1

= F (L 5@ n) U )
o (11 1

> e (E—é(m,u)—kkﬁ(m,y))

> r >0

portanto, o dominio QN B (0, 2k) tem bordo com curvatura média ndo-negativa na métrica
conforme e~?#4;;. Assim, pelo Teorema de Meeks-Yau, existe uma superficie mergulhada
em QN B (0,2k), digamos X, que é um ponto de minimo do funcional drea para a métrica
conforme acima e que tem bordo 0% =T

Como ¥, é um ponto de minimo para o funcional drea com a métrica conforme e~%4;;,
entdo ela é ponto critico para esse funcional, e da férmula da primeira variacao da area
temos que Hy, = 0, e sendo H,, = % (H — (@qﬁk,w), vem H = (V¢ v). Note que
em X N {|z| < k}, ¥ = 0, logo nessa regiao ¢p = %, para todo k suficientemente
grande. Dal segue que em Xx N {|z| < k}, temos H = (?(%E),w = 2(z,v), ou scja, o
subconjunto X, N{|z| < k} de &) é uma auto-similar redutora. Ainda pelo fato de ¥, ser
uma superficie que minimiza o funcional area para a métrica conforme, e do fato de toda
superficie que minimiza o funcional area minimiza o funcional .% segue que para qualquer

f: ¥, — R com suporte compacto e que se anula em T'U (ik N{|z| > k}) vale

0< —/ e fLY.
Yk

Assim podemos utilizar a Proposicao 3.1 para cada Y, o que nos da

z|2 C 2|2
|A|26_%<a, r)dv < e dy (3.19)
log k Js,n{Vk<|z|<k}

/Em{lxIS\/E}

Observando que toda S € @ é também S € 611 e que pi1(t) < p(t) para todo t,

entao vale a desigualdade seguinte

||
T (Sh) = /Ze—kaﬂ(m)dv
k
22
< e—%wk(\xl)dv = Zu(3k)
Xk

e como a superficie que minimiza o funcional %1 é a ¥, entdao temos

F 1 (Br1) < Fr1(Bn) < F(Xn)



Capitulo 3. Uma classificacao de superficies compactas auto-similares redutoras 45

logo
sup Z(3g) < 00
k

e sabendo que e¥**) > 1 para todo t € [0, 00), vem

/ Mg < [ el gy = ()
Sk N

donde obtemos

EE
sup [ e 4 dv < oo
E /Y
e isso em (3.19) implica
||
lim su Al?e” = a,x)°dv < limsu e 2 dv=0. (3.20
Pl zmmf}' | ( Yidv < P log k Jsn{vk<|z|<k} (3.20)

O Teorema 3 de [13] garante, dentre outras coisas, que se uma variedade riemanniana N
. ~ . - - lz®
de dimensao n < 6 ¢é tal que me{lek} dv < ck, com c constante, onde dv = e~ 2 dv,

entdo existe uma constante ¢; tal que a segunda forma fundamental, A, em N N {lz] < '5“}

L e .
na métrica conforme e 4 9;; satisfaz

sup A <
Nolel<£) k
e como ja temos que |A|* = <2_"5(|f~1|2 1H2) om ¢ = % segue que
sup |AP? = sup { |A|2 - Hz)] (3.21)

N{lz|<§} Nn{jz|<5}

. || . |=|
Assim, tendo que supy, [y, €7+ dv < 00, existe uma constante c tal que [y, e” 4 dv < ck,
donde pelo que acabamos de dizer, existe ¢;, constante, tal que supy, {lal<k} Al < e

de (3.21) , usando que X é auto-similar redutora, obtemos

~ 1
sup  |A]? = sup [e¢’(|A|2+—H2)]
SHED SHIEED! 2
< sw [ (AP + glePin?)]
Senflz|<§}
< sup (e ¢A|2)—I—§ sup (|x|2)
Senflzl< 5} Senflzl< 5}
~ 1
< sup (e ¢> sup (|A|2)+§ sup (|L|2)
Sen{lzl< 5} Elcﬁ{|$|<’"ﬁ} Senflzl<5}
< sup (e ) +— sup (|x|2> (3.22)
Senf{lz|<§} 8y sN{lz[<5}

por conseguinte, para qualquer compacto W C R3\ T fixado, tomemos k suficientemente

2|2
grande de modo que W C {|z| < £}, entdo em (3.22) temos, desde que e e |z|* sao

continuas, portanto limitadas em compactos, que

su a—— —_—
Zkﬁ%/ - ka 8
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onde, a e by sao constantes. Dai obtemos

limsup sup |A[*> < limsup (a;—z + b?w) < 0
k—oo  XipNW k—o0

para todo compacto W C R?*\ I'. Entdo, apds passarmos a uma subsequéncia, caso
necessario, as superficies ¥, convergem na topologia Cf2(R3 \ T') para uma superficie
Y C R3\ I que satisfaz a equagdao das auto-similares redutoras, H = %(56, v). Além do
mais, de 3.20 segue que |A|(x,a) = 0, e se for |[A| = 0, entdo X é totalmente geodésica,
caso contrario, terfamos (x,a) = 0, e isso isso implicaria 3 totalmente geodésica também
ja que isso informa que 3 esté contida num plano, ou seja |A| = 0 em todo ponto de X.
Logo os coeficientes de A sdo todos nulos em ¥, e assim (x,r) = 0 em cada ponto de 3.
Também, ¥ C , e como M néo é totalmente geodésica, entdo pelo Principio do Maximo
3} nao pode tangenciar M = 0f2, portanto ¥ C €.

Agora, vamos mostrar que I' C 3. De fato, se I'\ )y # (), entdao podemos construir
uma 1-forma o em R?® com suporte compacto, de modo que o = 0 em uma vizinhanca
de ¥, do = 0 em uma vizinhanca de T, e [ # 0. Do Teorema de Stokes terfamos
Js,, da = Jp o # 0, mas no limite, terfamos limy o [5, da = 0, 0 que é uma contradigao.
Portanto, devemos ter I' C 3, e como I'NY = (), temos I' C ¥\ X. E tendo que ¥ \¥, C T,
na passagem ao limite obtemos ¥\ ¥ € I'. Donde concluimos que ¥\ ¥ =T U

Um resultado analogo vale para a componente conexa limitada Q.

Proposicdo 3.1.4. Existe uma superficie suave X C € tal que SoN=Te AP =0 =
(z,v) em todo ponto de 3.

Demonstragio. Considere o conjunto % de todos os discos mergulhados S C Q com bordo

95 =T. Como T limita um disco em M, entdo € # 0. Agora, consideramos o funcional

. . . Lo _le? [ 4
que j& sabemos ser um funcional drea com a métrica conforme e~ 2 9;;. Como M ¢

auto-similar redutora, entao H = %<.’L’, v) em todo ponto de M. Agora, considerando
2 como uma 3-variedade riemanniana, seu bordo é 0{2 = M cuja curvatura média na

N 212 _ N o2
métrica conforme é dada por H = et (H — (V(%E), 1/)), ou seja, H = et (%(a’, V) —

(%x, V>> = 0 que ¢ nao-negativa em todo ponto do bordo de Q. Assim, pelo Teorema

citado de [12], existe uma superficie, digamos > € %, que minimiza o funcional drea na
métrica conforme dada acima, e além disso, é mergulhada em Q). Como ¥ minimiza o
funcional area acima, a curvatura média na métrica conforme induzida em ¥ é nula para
todo ponto de ¥, ou seja, 0 = H = e (H — %(a:, V>) o que nos diz que, na métrica
Euclidiana usual, & é auto-similar redutora, i.e, H = %(CL‘, v) em todo ponto de Y. Além

. S . , S _le? A
disso, como > minimiza o funcional area na métrica conforme e~ 1§, entdo > minimiza
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o funcional .Z. Dali segue-se que ¥ é uma auto-similar redutora estdavel, ou seja, vale a
desigualdade de estabilidade

$2
0< —[e—%fodv
X

para toda funcao f : SR que se anula no bordo I'. Entao podemos utilizar a Proposi¢ao

3.1, que nos dara

x 2 C - 2
/ |A|26_%<a, r)idv < / e~ dv. (3.23)
Sn{lz|< vk} log k Jen{vE<|z|<k}
Note que , ,
[ e_%dv < / e_%dv < 00
Sn{VE<|z|<k} b

pois ¥ minimiza % (S) j& nos diz que .Z(X) < co. Assim, em (3.21) fazendo k suficien-
temente grande, de modo que ¥ C {|z| < vk}, obtemos

|2
/ |A|Qe’%<a7 z)?dv = 0
5

logo, |A[%(x,a)? = 0, se |A|=0 em todo ponto, entdo > é totalmente geodésica, caso
contréario, (x,a) = 0 e isso implica que 5 estd contida num plano, portanto, também
totalmente geodésica por isso 3 é totalmente geodésica. Isso nos dé, pelo fato de ¥ ser
auto-similar redutora, (z,v) = 0 em todo ponto de 3. Por fim, jd temos que ¥ C Szl,
como M = 9 ndo é totalmente geodésica entao, pelo Principio do Maximo, se e M se
intersectassem em um ponto, elas seriam iguais, e isso implicaria que M seria totalmente

geodésica. Portanto ¥ nao intersecta o bordo de Q, assim ¥ C €, como querfamos. [

Proposicao 3.1.5. Os vetores normais a > e > sdo paralelos ao vetor a em todos os

pontos.

Demonstragio. Suponhamos que existe um = € X tal que v(xz) = b, onde b € R* é um
vetor unitario e o conjunto {a,b} é linearmente independente. Consideremos o conjunto

(nao vazio pelo que supomos acima)
YWi={re€ E’I/(.’I?) =b} #£0.

Temos que ¥’ é um subconjunto de P, \ T := {z € R?"(x, b) = 0} \ T pois todo ponto de
Y é ponto de ¥, e por sua vez, da Proprosi¢ao 3.1.3 todo ponto de ¥ satisfaz (z,v) = 0,
mas os pontos x € ¥ sdo tais que v(z) = b, portanto 0 = (x,v(z)) = (z,b). Além do
mais, b sendo L.I com a, entdo nenhum ponto de >’ pode estd em I', pois ai o normal é
igual a a. Assim, de fato temos >’ C P, \ T.

Da Proposi¢ao 3.1.3 novamente, concluimos que, como subcojunto de P, \ ', ¥’ é
aberto e fechado. De fato, note que ¥’ = £ N (Pb \ F), portanto ¥’ é um fechado em

P\T'. Além disso, como X é totalmente geodésica, entao, dado um z € ¥ tal que v(z) = b,
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existe um &7 tal que se y € B(r,£1) NY, entdo v(y) = b. Portanto, dado qualquer ponto

x € Y/, seja ¢ = min{ey, £2}, onde 5 = d(z,T"). Assim,
B:=B(z,e)N (K \T)CX
logo, ¥’ é um aberto no conjunto P, \ I'. Por outro lado, temos que
PN c{ze R?”(b,x) =0 = (a,x)} = uma reta =: L.

Note que sendo I' uma curva de Jordan em M N P, entao, I' ndo pode ser igual a L,
assim P, \T' é conexo por caminhos, logo conexo como subconjunto do plano P,. Portanto,
sendo ¥’ um aberto e fechado no conjunto conexo P, \ T', entdo ¥’ é igual ao conjunto
P,\ T, logo o fecho de 3 é o plano todo P,. Mas ja sabemos que ¥’ C ¥ C €2, donde vem,
P, = ¥ C Q. Dessa forma, concluimos que M esté contida em um dos lados do plano
Py, mas isso contradiz o Teorema 1.1 de [14]. Portanto, ndo pode haver um b linearmente
independente com o vetor a como foi suposto no inicio da prova. Assim, todo vetor normal
a X é paralelo ao o vetor a. A prova para a superficie 3. é inteiramente analoga.

O

Concluindo o Teorema 3.1.1
Agora, podemos concluir, via Proposicoes 3.2, 3.3 e 3.4, que as superficies ¥ e 3 estao
contidas no plano P,. Além do que, temos ¥ C Q e & C , donde vem que ¥ e ¥ sdo
disjuntas, no entanto, ambas tem o mesmo bordo I'. Observe que a uniao > U )y UI', como
subcojunto do plano P, ¢é aberta e fechada, pelo mesmo argumento utilizado acima, logo

¢é o plano P, todo. Entao
P,=YUXUl'cQUQUTI = <R3\M>UF.

e disso, temos
P,.NnMCT

ou seja,
Z=FP,NMcCT

uma contradi¢do, pois nés tomamos I' de tal modo que I' C Z, mas I' # Z. Note que essa
contradicao veio do fato de termos admitido que a superficie M compacta, mergulhada
no R3, de género 0 e auto-similar redutora nao era a esfera redonda.

Assim, como queriamos, devemos ter M uma esfera redonda.
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A CALCULO DO JACOBIANO DE
UMA FAMILIA DE DIFEOMOR-
FISMOS

Neste apéndice veremos como obter o determinante Jacobiano da familia de difeomorfis-

mos ¢, do Capitulo 2. Para isso, comecamos com o seguinte lema basico:

Lema A.1. Sejam C e D elementos de Myyo(R). Entdo vale o sequinte:
det(I + sC + s*°D) =1+ str(C) + s*(det C + tr D) + O(s%),

onde O(s3) é um termo que depende de s com expoente pelo menos iqual a 3.

Demonstragio. Temos C' = (c;5)2x2 € D = (d;j)2x2, com isso é facil ver que

det(I +sC +s*D) = (14 scyy + s%dy1)(1 + scag + 8%daa) — (sc12 + 5%d12)(sco1 + 8%day)
= 1+ 8cog + 8%dgg + 5C11 + 5%Cr1Ca0 + 53ci1do + s2dyy + s2dicon
+S4d11d22 - 82612021 - 83012d21 - 53d12021 - 34d12d21
= 1+ (o + cn) + % (doo + crico + din — crae21) + O(5°)

= 1+str(C)+ s*(det C + tr(D)) + O(s*),
como queriamos. O

Agora, consideremos um aberto U C R3 que contém a superficie ¥ e dois campos
de vetores definidos em U com suporte compacto e que se anulam em 9%. Defina uma
familia de difeomorfismos de U em U por {ts}s, com s € (—¢, ¢€), onde 5 é dado por

2

bs(z) = + sX + %Z +O(s%).

A restricao de 1, a X sera denotada por ¢, i.e,

¢s = 1/}5

o
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Vamos calcular o Jacobiano J¢, usando o fato de que

(Jos(2))* = det((dds(x))" o dos(x)),

onde * indica a adjunta de uma aplicacdo. E facil ver que

2
— S — ~
dps(r).v =v+ sV, X + EVQ,Z + O(s%)
entdo, para uma base ortonormal {ej,es} de T, X, a aplicacao (dos(x))* o (dos(x)) tem
os coeficientes de sua matriz nessa base dados por (sendo o nosso interesse somente na
primeira e segunda derivada de ¢, em s = 0 omitimos os termos @(s) para facilitar as

contas)

bij = ((dos(2))" o (dos(x))(es), e5)
= ((dos(2))" 0 (dgs(w))(es) €5)
= ((ddu(@)" (e + sV X + 5V, 2),e5)

2
* * e S * —
= ((dvs(2)) i, €5) + 5{(dWs(2))". Ve, X, €5) + 5 ((d(2))". Ve Z,¢5)
O trabalho, agora, cai no calculo de cada uma das trés parcelas separadamente. A

primeira fica assim

2

((ds())"eies) = (e (dibs()).e5)

= <61;, €j + S?QjX + EVBJZ)
2

= (Sij + s(ei, ?e].X> + %<€i, ?ejZ>
a segunda

((ds(2))". Ve, X, e5) = (e, (dihs()). Ve, X)
p— p— 2 p—
= (Ve X,+ VX + 5V, 2)
_ _ _ 2
= (Vo X,e) + 5(Ve; X + Vo X) + %NQX, V.. Z).

e, finalmente, a terceira

(ds(2))" Ve, Z,e5) = (Ve Z, (dis(x)).e5)
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Assim, agrupando as parcelas que tem s elevado a um expoente maior ou igual a 3 em

0'(s?) e os desprezando, obtemos

[\

bij = 0y +sles, Ve, X) + %(6% Ve, Z)
— — — 2 —
s(Ve X, &) + 82 (Ve, X + Vo X) + %(veiz, e;)

= 8+ 5((Ve X, 65) + (Ve X 1)) + 82(%“6,', Ve, Z) + (€, Ve, 2)) + (Ve, X, Ve, X))
Pondo,
C = (Ve X,e5) + (Ve, X, &)y
€
D = ({6090, 2) + {6, ¥, 20) + (9. X, Ve, X))
vemos que

B = (bjj) =1+ sC +s*°D
e note que (Jos(z))? = det B, logo do Lema A.1, obtemos
(Jos(2))> =1+ strC + s*(det C + tr D) + O(s*)
e aqui, mais uma vez desprezaremos os termos (s?). E facil ver que
trC =2((Ve, X, e1) + (Ve, X, €2)),

det C = 4(V,, X, eV, X, €2) — ((Ve, X, €3) + (Ve, X, €1))?

(§
tr D = (e1,Ve, Z) + {2, Ve, Z) + (Ve , X, Ve, X) + (V, X, Ve, X)
Logo,
(Jos(2))? = 14 strC + s*(det C +tr D)
= 1+25((Ve, X, e1) + (Ve, X, €3)) + 52 [4(@61)(, e1)(Ve, X, e5) —

(Ve X, €2) + (Ve, X, €1))? + (e1, Ve, Z) + (e, Ve, Z)

H Ve, X2+ Ve, X 2. (A.1)
Tendo que

(divy X)? = (Ve, X, e1)? + (Ve, X, €2)2 + 2(Ve, X, 1)V, X, €5)?
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(Ve X) P = [(Ve X = (Ve X e = (Ve X, e)?

obtemos,

(diVE X)2 + |(@61X)L|2 + |(662X)J_|2 = |?@1X|2 + |@62X|2 + 2<6@1X, €1><6@2X, 62>

_|<@61X7 62>|2 - |<662X’ 61>|2

e definindo A = (V,, X, e;)(Ve, X, €3) — (Vo, X, e2)(Ve, X, €1), vem
2
(dive X)? + 3 [(Ve, X) TP +20 = [V, XP+ [V X2+ 2(Ve, X, e1)(Ve, X e2)
i=1
_|<@61X7 62>|2 - |<662X’ €1>|2
+2((Ver X, e1)(Ve, X, €2) = (Ve, X, e2) (Ve X e1))
= AV, X, e )(Ve, X, e2) = ((Ve, X, e2)

_ 2 _ _
+<V62X7 €1>) + |V61‘X|2 + |V€2X|2'
Com isso, podemos reescrever a igualdade (A.1) como segue
(Jos(x))? =1+ 2sdivy X + 32((clivE X)? +divy Z + |(Ve, X)) )? + W@X)LP)

e usando o fato de que (1 + sa + s*0)? = 1 + 2sa + s*(o® + 20) + O(s*), podemos por
a=divyg X e 3 = %{ divs Z + |(Ve, X)*H? + |(@62X)L|2} e obtemos
2

Jos(x) = 1+ sdive X + %(divE Z 4 (Vo X) P + (Ve X) ).

Exatamente a féormula apresentada no capitulo 2.



