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RESUMO

Esta dissertacdo tem por objetivo apresentar propostas didaticas que auxiliem a
fixacdo e aplicacdo de contetudos de aritmética basica através dos métodos de
George Polya para resolucdo de problemas envolvendo equacfes Diofantinas nao-
lineares. Uma equacdo Diofantina € uma equacdo algébrica cujas incognitas
representam numeros inteiros. Os métodos de solucdes das equacdes tratadas aqui
requerem o conhecimento de fatos basicos sobre produtos notaveis, congruéncias,
geometria analitica e relacdes métricas no tridngulo. Visto que os problemas séo
independentes, eles podem ser usados separadamente pelo professor em diferentes
momentos em diferentes turmas e niveis de ensino. O trabalho culmina com a
proposta de sequéncias didaticas para aplicacdo da resolugdo desses problemas em
sala de aula.

Palavras-chave: EquacOes Diofantinas N&ao-Lineares. Resolucdo de Problemas.
Proposta didatica. Aritmética.



ABSTRACT

This dissertation aims to present didactic proposals that help to fix and apply basic
arithmetic contents through George Pdlya's methods for solving problems involving
nonlinear Diophantine equations. A Diophantine equation is an algebraic equation
whose unknowns represent integers. The solution methods of the equations treated
here require knowledge of basic facts about remarkable products, congruences,
analytic geometry, and metric relationships in the triangle. Since the problems are
independent, it can be used by the teacher separately in different classes and levels
of education. The work culminates with a proposal of didactic sequences for
application of problem solving in the classroom.

Keywords: Nonlinear Diophantine Equations. Problem Solving. Didactic Proposal.
Arithmetic.
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1. INTRODUCAO

Resolver problemas é considerado uma atividade de rotina para as pessoas,
sejam eles de carater cientifico ou apenas de senso comum. E a partir da resolucéo
de problemas que o ser humano se coloca a pensar, ou seja, é tentando resolver um
problema que ele exercita sua habilidade de raciocinio e desenvolve 0 seu senso
critico.

A matematica tem apresentado, ao longo dos anos, um papel fundamental no
desenvolvimento da sociedade, pois nos permite resolver problemas do nosso
cotidiano, apresentando muitas aplicaces no mundo. E uma ferramenta essencial
no desenvolvimento rapido e légico para construgcdo do conhecimento de outras
areas afins.

Segundo os PCN'’s (1997, p. 19),

No ensino da Matematica, destacam-se dois aspectos basicos: um consiste
em relacionar observacdes do mundo real com representacfes (esquemas,
tabelas, figuras); outro consiste em relacionar essas representagdes com
principios e conceitos matematicos. Nesse processo, a comunicagdo tem
grande importancia e dewe ser estimulada, levando-se o aluno a “falar’ e a
“escrever” sobre Matematica, a trabalhar com representagdes graficas,
desenhos, construcdes, a aprender como organizar e tratar dados.

O primeiro livro a tratar especificamente dos conceitos e das técnicas de
resolucdo de problemas em Matematica que temos conhecimento é o livro How to
Solve it (1945) de George Pdélya.

Foi a partir dai, segundo Onuchic (1999), que os educadores passaram a
caracterizar a educacdo matematica considerando o estudante como participante
ativo, o problema como instrumento de trabalho e a resolucdo do problema como
uma coordenacao dos varios niveis de atividade.

Segundo Schroeder e Lester (1989, p. 31-34) apud Polya (1995)

Existem trés modos diferentes de abordar Resolu¢cdo de Problemas, que
podem nos ajudar a refletir sobre essas diferencas: ensinar sobre resolugéo
de problemas, ensinar a resolver problemas e ensinar matematica através
da resolucdo de problemas. O professor que ensina sobre resolugcédo de
problemas procura ressaltar o modelo de resolugcdo de problemas de Polya
ou alguma variacdo dele. Este modelo descreve um conjunto de quatro
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fases no processo de resolver problemas matematicos: compreender o
problema, criar um plano, levar avante esse plano e olhar de wlta o
problema inicial. Ao ensinar a resolver problemas, o professor se concentra
na maneira como a matematica é ensinada e o que dela pode ser aplicada
na solucdo de problemas rotineiros e néo rotineiros. Embora a aquisicdo de
conhecimento matematico seja importante, a proposta essencial para
aprender matematica é ser capaz de usa-la. Em consequéncia disso, da-se
aos alunos muitos exemplos de conceitos e de estruturas matematicas
sobre aquilo que estdo estudando e muitas oportunidades de aplicar essa
matematica ao resolver problemas.

Baseado no estudo de resolucdo de problemas e na compreensdo da
dificuldade que os alunos apresentam no momento de resolver um dado problema
matematico, iremos focar o desenvolvimento desta dissertacdo no ensino de
resolver problemas, ou seja, iremos propor e explicar as quatro fases, segundo
Polya, para se resolver um problema. E ainda, ensinar a matematica através da
resolucao destes problemas, pois sera a partir disso que o professor irA mostrar para
o aluno a importancia de se compreender e saber utilizar os conceitos matematicos
estudados.

A opcdo por esse estudo se deu a partir de inquietacBes adquiridas no
decorrer da minha formagdo no ensino superior, como também na experiéncia de
professora do ensino basico em escolas da rede publica e privada. Essas
inquietacdes surgiram a partir da minha propria dificuldade na hora de resolver um
problema, dificuldades essas, como: a compreensdao do problema, identificar que
conteudos e conceitos matematicos deveriam ser utilizados para resolver um dado
problema, o fato de expressar com palavras e assim obter uma solugdo organizada
e légica para a compreensédo do professor, e ainda, cometer erros algébricos muito
comuns na hora de resolver estes problemas.

Para tanto, num primeiro momento, que constitui o capitulo 2, iremos expor o
método proposto por Polya para a resolugdo de um problema. Neste capitulo,
explicaremos cada passo e a maneira que o professor deve agir ao propor um
problema para o seu aluno. Além disso, exemplificaremos de maneira subjetiva
como poderia ser essa proposta em sala de aula, ou seja, como o aluno deve aplicar
essas quatro etapas na hora de resolver um problema proposto para ele.

No capitulo 3, sugerimos todos 0s conceitos matematicos basicos dos quais o
professor e o aluno deverao ter conhecimento para a compreensao do estudo das

equacdes Diofantinas ndo lineares que serdo tratadas nessa dissertacdo. Fica a
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cargo do professor a transposicdo dos mesmos utilizando ou ndo uma linguagem
mais simples e objetiva levando em consideracdo o grupo de alunos em questéo.

No capitulo 4, introduzimos alguns conceitos relativos as equacodes
Diofantinas néo lineares, bem como apresentamos, com suas respectivas solucoes,
0os problemas centrais que serdo objeto das propostas de atividades didaticas do
capitulo 5.

Concluimos esta dissertacdo com o capitulo 5, no qual iremos propor dois
planos de aula que auxiliem e orientem o professor no desenvolvimento deste
trabalho. Inicialmente, a proposta é para as turmas do 8° ano do ensino fundamental
Il. Neste plano de aula, separamos o0s conteudos que podem ser revisados e
atividades que podem ser desenvolvidas, atividades estas que irdo preparar o aluno
para problemas mais complexos e sobre os quais ele ndo disponha muitas
informacdes. Ja no segundo plano de aula, proposto para uma turma do 9° ano do
ensino fundamental I, abrangemos conceitos que podem ser desconhecidos para o
aluno por ndo pertencerem a grade formal de ensino, mas que estdo dentro do seu
nivel de aprendizado, com a finalidade de preparar os alunos para a resolucao dos
problemas envolvendo equacdes Diofantinas ndo lineares para a resolucdo dos

problemas de diofantinas.
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2. COMO RESOLVER UM PROBLEMA

Na educacdo bésica, o foco principal dos professores quando se trata da
disciplina Matematica é a resolucdo de problemas. Essa € a forma mais pratica de
mostrar a utiidade da matematica na vida dos alunos, pois € a partir da resolucéao
dos problemas que os contetdos vao criando um verdadeiro sentido na cabeca
deles e passam a ter uma utilidade.

Segundo Pdélya (1995, p. V)

Uma grande descoberta resolve um grande problema, mas ha sempre uma
pitada de descoberta na resolugdo de qualquer problema. O problema pode
ser modesto, mas se ele desafiar a curiosidade e puser em jogo as
faculdades inventivas, quem o resolver por seus proprios meios,
experimentara a tensdo e gozara o triunfo da descoberta. Experiéncias tais,
numa idade susceptivel, poderdo gerar o gosto pelo trabalho mental e
deixar, por toda a vida, a sua marca na mente e no carater.

Neste capitulo, iremos propor métodos que orientem e auxiliem o professor no
momento de propor um problema matematico em sala de aula. Além disso, iremos
expor alguns passos importantes que tanto o professor quanto o aluno devem ter
conhecimento para obterem éxito na resolucédo de problemas.

Nas aulas de matematica, segundo os PCN'’s

A resolucdo de problemas, na perspectiva indicada pelos educadores
matematicos, possibilita aos alunos mobilizar conhecimentos e desenwolver
a capacidade para gerenciar as informagdes que estdo a seu alcance.
Assim, os alunos terdo oportunidade de ampliar seus conhecimentos acerca
de conceitos e procedimentos matematicos bem como de ampliar a visdo
que tém dos problemas, da Matematica, do mundo em geral e desenwvolver
sua autoconfianga (BRASIL, 1997, p.40).

Polya propde no seu livro “A arte de resolver problemas - Um novo aspecto do
meétodo matematico{1995) que o aluno antes de resolver um problema deve
considerar as seguintes etapas: a compreensao do problema; o estabelecimento de
um plano; a execucdo do plano; e por fim, o retrospecto. Essas seriam as 4 fases
que garantiiam o melhor resultado na resolugdo de um problema.

Segundo Tao (2013), além de se compreender as estratégias e perspectivas
propostas por Polya, é de grande importancia perceber o problema, ou seja,
entender com que tipo de problema se esta trabalhando. Para ele ha trés tipos

principais de problemas, que sao eles: o do tipo mostre que...ou calcule..., nos quais
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os dados sao fornecidos de maneira clara e direta; o do tipo encontre... ou
determine..., neste caso, a resolugdo se da por meio de tentativa e erro; e o outro
seria 0 do tipo existe ou ndo..., nesta situacao, o problema se torna mais complexo,
pois precisamos verificar se a sentenca é verdadeira ou falsa e se podemos fornecer
ou ndo uma demonstragdo para a mesma.

Inicialmente, antes de propor a resolugdo de um problema, o professor,
precisa levar em consideracao alguns pontos, como: “Sera que o problema é de facil
compreensao?”’, “Sera que todo conteudo necesséario a solucdo do problema é de
conhecimento do aluno?”, “Sera que o meu aluno conseguira identificar com clareza
todas as incognitas e as condicionantes do problema?”, entre outras.

Levando em consideracao as etapas propostas por Pdélya para a resolucdo de
um problema, o aluno deve comecar pelo enunciado do problema, ou seja, pela
compreensdo do problema. Analisar o enunciado como um todo, levando em
consideracdo todos os dados fornecidos e quais os de grande importancia para
resolver este exercicio. E nessa fase que o aluno e o professor devem levar em
consideragdo alguns questionamentos, como: “Qual € a incognita?”’, “Qual a
condicionante?”, “Quais as partes principais do problema?”.

A segunda etapa € a elaboracdo de um plano. Este € um dos momentos mais
delicados e importantes na resolucdo de um problema, pois o aluno pode demorar
mais do que o esperado e ndo identificar oS meios necessarios para chegar a
solucdo. Neste momento, outras indaga¢bes podem surgir, como:Sera que eu ja vi
algum problema desses antes?”, “Sera que todos os dados do problema sao
necessarios para resolvé-lo?”.

Ainda, sobre a segunda fase, o professor deve estar pronto para questionar,
auxiliar e orientar os alunos no momento em que estes estiverem resolvendo um
problema, oferecendo meios para que o aluno crie uma independéncia para resolver
0S seus problemas. Em paralelo, ele deve estar ciente que se o aluno ndo
apresentar progresso ao resolver o problema proposto, ele deve oferecer caminhos,
sem oferecer a resposta, que auxiliem o aluno a chegar ao resultado desejado.

A terceira etapa € a execucdo do plano.E a fase a resolucéo do problema em
si. E nessa fase que o aluno usa os conhecimentos adquiridos, bem como sua
criatividade e capacidade de argumentacdo para, seguindo o plano, tentar resolver o

problema proposto.
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E neste momento que o professor deve exigir que o aluno expresse seus
argumentos da forma mais clara e detalhada possivel, para facilitar a compreensao
futura da argumentagéo e solucdo do problema.

A Ultima fase é o retrospecto. Esta etapa deve ser considerada pelo professor
como uma das mais importantes, pois é neste momento que o aluno revisara e
validara todos os conceitos e operacfes matematicas utilizadas por ele. Além disso,
€ examinando o seu resultado obtido que o aluno aperfeicoa a sua capacidade de

resolver problemas.

Exemplo: Tomemos, para ilustrar as quatro fases para resolucdo de um
problema, citado anteriormente, o seguinte exemplo: O cubo de um nuamero

impar € um nuamero par ou impar?

Para compreender e discutir o problema acima, o aluno precisa conhecer o
conceito de nimero par ou impar e entender o termo cubo de um nimero e o seu
desenvolvimento.

O professor ao propor esse problema deve deixar claro para o estudante que
o interesse dele é saber se todo nuimero impar quando elevado ao cubo € um
nimero par ou impar, pois um aluno do ensino basico sempre tentara resolver a
guestao substituindo casos especificos.

Inicialmente, o professor deve manter um dialogo com seu aluno, propondo
passos para a resolucdo deste problema, como (suposicdo de um didlogo
esperado):

- Qual a incognita?

- Resposta: o cubo do numero.

- Quais séo os dados do problema?

- Resposta: 0 numero impar.

- Qual é a condicao para resolver este problema?

- Resposta: o cubo do niamero impar.

- Os dados do problema sao suficientes para resolver o problema?

- Resposta: Sim.
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Feito essas indagacoes, o professor deve dar um tempo para que 0 seu aluno
assimile tudo o que lhe foi questionado e qual caminho ele deve tomar para resolver
esse problema. Ap6s o tempo decorrido, 0 mesmo pode propor a exposicao das
ideias de cada aluno no quadro. Caso estes ndo tenham conseguido resolver o
exercicio durante o tempo determinado, o professor deve continuar questionando-o0s
da seguinte maneira:

- Vocé ja viu algum problema parecido com esse?

- O que é o cubo de um nimero?

- O que é um numero impar?

- Como podemos representar um nimero impar de forma genérica?

ApoOs estes Ultimos questionamentos, o professor deve dar mais um tempo
para que seu aluno tente executar o plano elaborado por ele para resolver este
problema. Por fim, apds a resolucdo do exercicio proposto é de fundamental
importancia que o aluno revise toda a sua solucdo obtida, para que assim, ele
verifigue se todos os conceitos e calculos desenvolvidos por ele foram validos ou
nao.

Solucdo (Desejada): Essa parte seria o célculo desejado, porém os
guestionamentos e 0s passos estdo logo acima.

Seja x um numero impar. Entdo, x = 2k + 1,k € Z.

Assim, o cubo de x sera dado por
x3=Qk+1)3=0Qk3*+3-2k)*-1+3-2k-12+13

Logo, x3 = 8k3 + 12k?+ 6k + 1 = 2(4k3 + 6k? + 3k) + 1.

Tomando g = (4k3 + 6k? + 3k),como q € Z, temos que x3 = 2qg + 1. Ou seja,

0 cubo de um nimero impar é sempre impar.
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3. BASE CONCEITUAL DE MATEMATICA

Neste capitulo abordaremos conceitos bdasicos necessarios para que O
professor compreenda e desenvolva o0s métodos de resolucdo das Equacdes
Diofantinas Nao Lineares na sala de aula.

As definicbes a seguir sdo baseadas em DANTE (2012), OLIVEIRA (2010),
HEFEZ (2013) e OLIVEIRA et. al. (2008).

3.1. DIVISAO EUCLIDIANA

Teorema: Sejam a e b dois nimeros inteiros com b # 0. Existem dois Unicos
numeros inteiros q e r tais que
a=bg+r,comO0 <r <|b|.
Demonstracéao:
Considere um conjunto S representado por
S={x=a-by, y € Z} nN U {0}

Existéncia :

Pela propriedade Arquimediana®, existe n € Z tal que n(—b) > —a,ou seja, a —nb >
0. Assim, S é nao vazio. Note que o conjunto S é limitado inferiormente. Entdo, pelo
Principio da Boa Ordenacéo?, existe r € Z com r sendo o menor elemento de S.
Suponhamos que r=a—-bgq. Como r >0, basta-nos mostrar que r < |b|.
Suponhamos, agora, por contradicdo, que r > |b|. Logo, existe t € N U {0} tal que
r=1t+|b|,ouseja, 0 <t <r.Oque é um absurdo, pois r € o menor elemento de S.
Unicidade:

Suponhamos que existem q,,q,,7;,7, €Z tais que a= bq,+ 1, = bgq,+ r, , com
0<rn <|b|le0<r, <|b|. Dai, temos que b(q, —q,)=1,— r, , e ainda, r, — r, =0.

Logo, , = ;. Como b # 0, concluimos que g, = q;.

! Propriedade Arquimediana:Sejam a,b € Z, com b # 0. Entdo existen € Z tal que nb > a.
2 Principio da Boa Ordenacdo:Se S é um subconjuntondovaziode Z e limitado inferiormente, entdo S possui
um menor elemento.
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Denominamos nuimeros pares aos inteiros mdltiplos de 2, ou seja, a todos 0s

inteiros da forma 2k, onde k € algum inteiro. Do mesmo modo, denominamos

nimeros impares aos inteiros que nao sao mdltiplos de 2 , ou seja, todos 0s inteiros

daforma 2 k + 1, onde k é algum nimero inteiro.

Teorema:Todo ndmero inteiro € ou par ou impar, ou seja, 0S nUmMeros inteiros estao

particionados em dois subconjuntos: os dos nimeros pares e impares.

Demonstracao:

Pelo Algoritmo de Euclides, todo nimero inteiro n pode ser escrito como

n =2k + r, onde r sdo 0s restos possiveis na divisdo de n por 2, ou seja, 0 < r < 2.

Dai, temos dois casos:
(i) se r =0, entdo, por definicdo, n € um nimero par;

(i) se r = 1, concluimos que n € impar.

3.2.1. PROPRIEDADES DA ADICAO E MULTIPLICACAO

Seja a, b nUmeros pares e ¢, d nimeros impares, entao:
(i) a+b=2k+2t=2(k+t)=2q, q€ Z ; (par)

(i) c+d=QRk+1)+Q2t+1)=2(k+t+1)=2q, q€ Z ;(par)
(i) a+c=2k+Q@t+1)=2(k+t)+1=2q+1, q€ Z ;(impar)

(ivy, a-b=2k-2t=2Q2k-t)=2q q€ Z ;(par)

V) c¢cd=QRk+1)-(2t+1)=2(2kt+k+t)+1=2q+1, g€ Z; (impar)

Os casos de subtracdo sao analogos aos da soma e os de divisdo ndo serao

exibidos, pois ndo sao Uteis para o desenvolvimento do trabalho.
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3.3. NUMEROS PRIMOS E COMPOSTOS

Definicdo: Um nimero inteiro p, p = 2, é dito primo se 0s unicos divisores que ele

tem sdo 1 e ele mesmo; caso contrario, esse nimero é composto.

Exemplos: Os numeros 7, 11 e 13 sdo primos, enquanto os nimeros 4, 16 e 33 sdo

Ccompostos.

Lema (Gauss) Sejam a, b e ¢ nimeros inteiros. Se a|bc e (a,b) = 1, entdo alc.

Demonstracéo:

Se a|bc entdo existe k € Z tal que bc = ka.
Pelo algoritmo de Euclides estendido! temos que se (a, b) = 1, entdo
existem m e n nimeros inteiros tais que

ma+nb = 1.

Multiplicando a equacgé&o acima por ¢, obtemos

mac +nbc = c.
Substituindo bc por ka temos
mac + nka = ¢ = a(mc +nk) =c.

Como mc + nk € um ndmero inteiro, concluimos que ajc.

Proposicéo: (Lema de Euclides) Sejam a, b,p € Z, com p primo. Se p|ab, entdo p|a
ou p|b.

Demonstracéo:

Suponhamos que p t a, entdo (p,a) = 1.Como p|ab,temos pelo Lema de Gauss

que p|b. De maneira andloga, mostramos que p|a.

Teorema: (Teorema Fundamental da Aritmética) Todo nimero inteiro maior do

que 1 pode ser escrito de maneira Unica como um produto de fatores primos.

! Algoritmo de Euclides estendido: Dados dois niumeros a,b € N podemos escrever o (a,b) =

ma + mb,comm e n nUmeros inteiro.
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Demonstracéo:

Inicialmente vamos mostrar que um ndmero natural n se escreve como o produto de
nimeros primos. E, em seguida, que essa escrita € Unica.
Utilizando um dos métodos de indugéo ,temos:
0] Paran = 2, nada ha o que verificar;
(i) Suponhamos que seja valido para todo nimero natural menor do que n.
Queremos mostrar que também é vélido para n.
Se n for primo nada temos que demonstrar. Entdo, suponhamos que n é
composto. Assim, por definicdo, existem n,, n, naturais tais que
n=n,'n,,coml<n <ne 1<n, <n
Logo, pela hipotese de indugdo existem p; ,p, ,....P, € 4,43, ,qs
ndmeros primos que
Ny =p1°"P2 " Dr
Ny, = 41" 4z " (s
Dai, n = D1 Dy Dr Gyt Gy (s
Portanto, n se escreve como o produto de nimeros primos.

Vamos provar a unicidade. Suponha, por contradicdo que existem p,,p, ,..,p, €
41,9, ,- ,qs numeros primostaisque, n= p, p, * " P, =q;" G5 " (-
Como p,|n, entdo p,1q," q, - - - q5. Assim, pela proposi¢ao acima p,|q, ou p,|q, ou

. p11q,. Dai, concluimos que p;, = ¢q;,1 <j<s.
Sem perda de generalidade, podemos considerar que p, = gq,. Repetindo o
processo r vezes, a hipdtese de indugdo nos leva a r = s € 0s p; e q; Sao iguais aos
pares.

Existem inlmeras outras proposicbes e teoremas interessantes sobre os

nimeros primos, mas que sao dispensaveis para o desenvolvimento deste trabalho.
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3.4. PRODUTOS NOTAVEIS

Durante o estudo do calculo algébrico, algumas expressdes representadas
por produtos de expressdes algébricas, aparecem com muita frequéncia. E por esse
motivo e pelo fato de auxiliarem na fatoracdo de polindmios que elas séo

denominadas Produtos Notaveis.

Proposicdo: Dados a e b nUmeros reais, temos:
i. (a+b)? =a?+ 2ab + b?;

i. (a—b)? = a?—2ab + b?;

iii. (a+ b)(a—b) = a® — b?;

iv. (a +b)3 = a® +3a?b + 3ab? + b3;

V. (a—b)3 = a® — 3a?b + 3ab?® — b3.

Demonstracéo:
Sejam a e b ndmeros reais quaisquer. Entdo, usando as propriedades de

distributividade e comutatividade, temos:

i.(a+b)>=(a+b)(a+b) =a?+ab +ba+b?=a?+2ab + b>.
i.la—b)>=(a—b)(a—b) =a?—ab— ba+ b? =a? — 2ab + b>.
iii.(a+b)(a—b) =a? — ab+ ba— b? = a? — b>.
iv. (a+ b)3 =(a+b)?(a+b) =(a® + 2ab + b*(a + b)
=a® + a’b + 2a*b + 2ab* + ab?* + b?
= a® + 3a®b + 3ab? + b3.
V. (a=—b)3 = (a—b)?(a—b) =(a? — 2ab + b*(a— b)
=a® —a’b— 2a*b + 2ab* + ab* — b?
=a® — 3a®b + 3ab* — b3.
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3.5. SISTEMA DE EQUACOES LINEARES

Um sistema de Equacdes Lineares € um conjunto finito de m equacbes
lineares aplicados a um mesmo conjunto de n incognitas e representado

algebricamente da seguinte forma:

Ay X+ Ay X, + -+ a,,x, = b,
A X1+ A Xy + -+ A X, = by,

onde os a;;'s e 0s b;'s,para 1 < i <me 1 <j <n, sdo nimeros reais dados.
Neste trabalho utilizaremos apenas o0 sistema de equacfes com duas

incognitas, entdo ndo sera necesséario o aluno ter conhecimento de escalonamento

ou até mesmo de matrizes para resolver os problemas aqui propostos.

Exemplo: Jodo possui 14 reais e deseja gastar esse dinheiro em chocolates e
sanduiches para distribuir com 6 amigos, de modo que cada um fique exatamente
com um chocolate ou um sanduiche. Sabendo que cada chocolate custa 2 reais e
cada sanduiche custa 3 reais, quantos chocolates e sanduiches Jodo deve

comprar?

Para resolvermos esse problema algebricamente podemos chamar x a
quantidade de chocolates e y a quantidade de sanduiches. Deste modo, obteriamos

0 sistema a seguir:
2x +3y =14
{ x+y==6 ()

Note que, o exemplo acima é formado por duas equac¢fes e duas incognitas.
Para resolver esse tipo de sistema existem dois métodos basicos que serdo exibidos

a sequir.
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3.5.1. METODO DA SUBSTITUICAO

Esse método consiste em isolar uma das incognitas e substituir a expressao
encontrada na outra equacao. Obtendo assim, uma equacdo do 1° grau com apenas

uma incégnita.

Solucgéo: Se isolarmos x na segunda equacédo do sistema (*) obtemos, x =6 —y.
Dai, substituindo essa expressdo encontrada na primeira equacdo de (x) chegamos

que 2(6 —y) + 3y = 14, ou seja y = 2. Assim, x = 4.

3.5.2. METODO DA ADICAO

Esse método consiste em manipular as equa¢des de modo que consigamos

eliminar uma das incégnitas ao somarmos as equacdes dadas.

2x+ 3y =14

Solucéo: Dado o sistema { X+y=6

Se multiplicarmos a segunda equacéo por -2 obtemos:

{ 2x+ 3y =14
—2x— 2y =—12

Se somarmos as equagoes obtidas teremos que y = 2. Deste modo, x = 4.

3.6. EQUACOES DO 2° GRAU

Definicdo: A equacdo do segundo grau com coeficientes a,b e c € uma expressao
da forma ax?+ bx+c =0, onde a,b e c €ER,a #0 e x € uma incognita real a ser
determinada.

O método para resolver esse tipo de equacdo foi muito discutida nas
civilizagbes egipcias e babilénicas, porém os arabes tiveram um papel fundamental
na resolucdo desse tipo de equacao. Esse método de completar quadrados, utilizado

atualmente, era muito requerido por Bhaskara (século Xll), mas também foi
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demonstrado geometricamente por outro matematico chamado al-Khwarizmi

(= 790—= 850). Porém, mesmo assim, a nenhum dos dois foi atribuido a invengéo
da féormula que usamos hoje.

Inicialmente, divide-se a equacéo do 2° grau pelo coeficiente a, ou seja,
b
x2+2x4+ <=0 (1.1)
a a

Note que,

b\* b b?
(x4 0) =2+ x4
2a

Entdo, se completarmos o quadrado na equacao (1.1) obtemos

(4 2) 2+
x 2a 4q? a

Dai,

Em geral, chamamos de discriminante a expressédo representada por b? — 4ac

e a denotamos por A (Ié-se delta). Assim, podemos reescrever a igualdade anterior

como
(5 =5
2a 4q?
Analisando a equacéao obtida, em R, vemos que a equacao possui solucao
apenas para A > 0 e assim

(3= %
x 2a) T 2a
Ou seja, as raizes da equacdo desejada sdo obtidas por
b VA b VA
x1=——+— e Xp= — —=-—
2a 2a

2a 2a
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3.7. RELACOES METRICAS E TRIGONOMETRICAS NO TRIANGULO
RETANGULO

No estudo do triangulo retangulo descobrimos, através da semelhanca de
tridngulos, inUmeras expressbes matematicas que relacionam todas as suas
medidas, porém, o teorema de Pitagoras é uma das fundamentais.

Neste trabalho, utilizaremos apenas o teorema de Pitagoras para a resolucao
de alguns problemas propostos e, por esse motivo, omitimos a demonstracdo de

algumas relacdes métricas.

3.7.1. RELACOES METRICAS NO TRIANGULO RETANGULO

PROPOSICAO: Seja ABC um triangulo retangulo em A, com catetos 4B = ¢, A4C = b
e hipotenusa BC = a. Sendo H o pé da altura relativa a hipotenusa, AH = h, BH =m
e CH = n, temos:

() c?=am;

(i) ah = bc;
(i) b? = an;
(iv) h* = mn.

Figura 1: Relagbes Métricas no Triangulo Retangulo

Fonte: Autora, 2017.
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TEOREMA (Pitagoras): “Em todo triangulo retangulo, o quadrado da medida da

hipotenusa a € igual a soma dos quadrados das medidas dos catetos b e c.”

Figura 2: Triangulo retangulo

B

C h A
Fonte: Autora, 2017.

Demonstracéo:
Utilizando as relagbes métricas (i) e (ii) e sabendo que a = m +n , temos que
c2+ b =am+an=a-(m+n).

Dai, concluimos que c?+ b% = d?.

3.7.3. RELACOES TRIGONOMETRICAS NO TRIANGULO RETANGULO

Dado um tridangulo ABC retangulo em A, se considerarmos o angulo ACB

como sendo igual a a, como na figura a seguir, podemos definir trés razdes entre 0s

lados do triangulo ABC, que denominamos razfes trigonométricas de a.

Inicialmente definiremos a hipotenusa como o lado oposto ao angulo reto, o

cateto oposto, como sendo o lado oposto ao angulo considerado e o cateto

adjacente como o lado adjacente ao angulo dado. Considerando a figura a seguir

definiremos 0 seno, cosseno e tangente do angulo a.
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Figura 3: Relagbes Trigonométricas no Triangulo Retangulo

C

Fonte: Autora, 2017.

7z

Seno: é a razdo entre as medidas do cateto oposto ao angulo e a hipotenusa.
Notacé&o:
cateto oposto a«
hipotenusa

sena =

b
Neste caso, temos que sen B = —esen C= %

Cosseno: é a razdo entre as medidas do cateto adjacente ao angulo e a hipotenusa.
Notacao:

cateto adjacente a a
hipotenusa

cosa =

b
Logo, temos que cos B = %e cos € =~.

Tangente: € a razdo entre as medidas dos catetos oposto e adjacente ao angulo.
Notacao:

cateto oposto a a

tg a =
g cateto adjacente a a

Portanto, tg B = ? etgC=1.
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3.8. EQUACAO DA RETA NO PLANO

No estudo da Geometria Espacial, uma das noc¢des intuitivas é que dois
pontos distintos determinam uma reta. Ou seja, dados dois pontos distintos, existe
uma unica reta que passa pelos dois pontos. Da mesma forma, dado um ponto
A(x,,y,) e o coeficiente angular(declividade) m, onde m = tga, também
determinam uma reta.

Considere B(x,,y,) um ponto qualquer dessa reta, veremos que se pode
chegar a uma equacéo, de variaveis x, e y, , a partir do ponto dado e do coeficiente
angular.

Analisando a figura abaixo e usando a relacdo trigonométrica da tga no

tridangulo retangulo ABC,

Figura 4: Grafico dareta

M | e ——— = ==

Fonte: Autora, 2017.

Obtemos a equacao da reta, dada por:

Vo — Y1 = m(x, — xy).
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3.9. ELIPSE

A elipse € o lugar geométrico dos pontos do plano cujas somas das distancias
a dois pontos fixos, chamados de focos, é uma constante fixa maior que a distancia

entre os focos.

Com objetivo de obter uma equacdo cartesiana para a elipse, consideremos
inicialmente os dois focos como F,(—c,0) e FE,(c,0) no plano, cuja distancia entre
eles seja 2c. Podemos construir um grafico, ponto a ponto, considerando que a
soma de suas distancias aos pontos F, e F, sejam sempre um constante 2a, tal que
2a > 2c.

Se considerarmos 0s pontos no plano e o centro na origem, pela defini¢co,

temos que dado qualquer ponto P(x,y)sobre a curva
PF, + PF, = A,F, + A,F, = A,A, = 2a,
obtemos:

PF, + PF, = 2a.

Logo, utilizando o fato de que a distancia entre dois pontos quaisquer C (x,,y;)

e D(x,,y,) € dada por DC =/(x, — x,)?> + (y, — ¥,)?, entdo

\/(x—c)2+(y—0)2 +\/(x+c)2+(y—0)2 = 2a.

Desenvolvendo a igualdade acima e substituindo a? — ¢? por b?, obtemos a
equacédo da elipse

X2 y2:1

a? = b2
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Figura 5: Elipse

ﬁmm

Fonte: Autora, 2017.

A elipse é formada pelos seguintes elementos:

e F eF,sé0 os focos da elipse e a distancia entre eles € a distancia focal 2c.

e Os pontos 4;(—a,0) e A,(a,0) formam o segmento A;4, que € denominado
eixo maior da elipse e sua medida equivale a 2a(medida citada na defini¢cao).

e Os pontos B;(0,b)e B,(0,—b) formam o segmento B;B, que & denominado
eixo menor, cuja medida é 2b.

e O ponto 0 € o centro da elipse.

e O ndmero e= % € a excentricidade da elipse.

Observacao: Considerando o triangulo retangulo B,0F,, temos pelo Teorema de

Pitagoras que a* = b? + c*.

3.10 CONGRUENCIA

Nesta sessdo iremos abordar alguns teoremas e proposicOes que sdo de

grande importancia para a resolugdo de equacdes Diofantinas ndo lineares.
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Seja m um nimero natural. Diremos que dois nimeros inteiros a e b sao
congruentes modulo m se os restos de sua divisdo euclidiana por m forem iguais.

Além disso, denotaremos por

a=b modm .
Exemplo: 17 =7 mod 5, pois os restos da divisdo de 17 e 7 por 5 € 2.

Proposicéo: Seja m € N. Para todos a, b,c € Z, tem-se que
(i) Sea=a modm
(ii) Sea=b modm,entdiob=a modm;

(iii) Sea=b modmeb=c modm,entdoa=c modm.

Demonstracéo:
OS itens (i) e (ii) sdo de facil demonstracdo. Portanto, basta-nos demonstrar o item
(iii).
Sea =b modm, entdo existem q,,q,, r,, € Ztais que,
a=q, m+r, € b=q,-m+r, com,0<nr <m.
Como b =c modm, temos que existe q € Ztalque, c=qg-m+r, .

Logo, por definicdo, a =c mod m.

Proposicédo: Dados a,b,m€Z e m>1. Entdo, a =b modm Se, e somente se,

m|b—a.

Demonstracéao:
=) Sea=b modm, entdo existem q,,q,, r;, € Z tais que:

=q, m+
{a qG,"-m+n = b—q,,m=a—q, m= b—a=(q,—q,)'m

b=gq, m+rn
Logo, b — a € divisivel por m.
<)Sem| b — a, entdo existe q € Ztalque, b —a =q -m.
Por outro lado, pela divisdo euclidiana, existem q,,q,, r;,1, € Z tais que

{aqu-m+r1

< <
b=q, m+r, com,0<r,<me,0<r,<m
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Subtraindo a segunda equacao do sistema pela primeira obtemos
b—a=(q,—q,) - m+(r, —n).

Analisando a expressdo acima temos duas conclusdes: r, — r; € multiplo de m ou

r, — r, =0.Porém,como 0< r, — r, <m,temosr, =r,.

Assim, a=b modm.

Proposicdo: Sejam a,b,c,d,m € Z, comm > 1,

0) Sea=b modm ec=d modm,entdo a+c=b+d modm.
(i) Sea=b modm ec=d modm, entdo ac = bd mod m.
Demonstracéo:

Sea=b modme c=d modm entdo , se acordo com a proposicdo anterior,
temos
m|b—a= b—a=q,-m,comgq, €Z,
m|d—c= d—c=gq, m,comgqg, €Z.
(@) Somando as duas equag¢des encontradas obtemos
b-—a)+(d—c)=q-m+q,m =(q;,+q) m =
(b+d)—(a+c)=(q+q) m
Assim,m| (b+d) —(a+c),ouseja, a+c=b+d modm.
(i) No segundo caso, multiplicando b=a+q,-m por d=c+q,-m
obtemos:
bd = ac +aq,m+ cq,m+ q,q,m* =
bd —ac = (aq, + cq,c + q,q,m)-m

Logo, m| bd — ac. Ou seja, ac = bd mod m.

Corolério: Paratodon € N, a,b € Z,sea=b mod m , entdo tem-se que

at=bp" modm.

Demonstracéo:

Por indugc&o sobre n temos:
(i) Para n=1obtemosque a=b modm;
(i)  Suponhamos que a™ =b™ modm é valida para todo n. Queremos

mostrar que a sentenca também é vélida paran + 1.



Pela item (ii) da proposic¢ao anterior temos que,

{ a=b modm
a®=b" modm

Deste modo, a®*! = b"*t  mod m.

= a"ra=b"-b modm.

33
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4. EQUACOES DIOFANTINAS NAO LINEARES

7

Definicdo: Uma equacdo Diofantina € uma equacdo algébrica cujas incognitas
representam nimeros inteiros.

Uma equacdo que contenha uma expressdo do tipo xz,y‘z,x-y,g :

sen(x),e**% | entre outras, é chamada ndo-linear em x,y, z, ..., porque ela ndo pode
ser escrita comoax + by + cz + -+ = constante gue é uma equacgdo linear em.
x,vy,z,..,6 outras.

Nesse capitulo iremos apresentar, com suas respectivas solucdes, 0s
problemas envolvendo equacdes Diofantinas nao-lineares que sédo o principal objeto
de estudo desse trabalho.

Os exemplos (1, 4, 5), (2), (3) abaixo, sdo propostos por Moreira (2012, p.
178, 181 e 193), Tao (2013, p. 29) e Fomin (2012, p. 112), respectivamente.

Problema 1: Determinar as solucdes inteiras de x? + y? = z2.

Solucéo:

Inicialmente para resolver o problema acima, o aluno precisa compreender
que a solucdo desejada € uma expressao de numeros inteiros que associem as trés
incégnitas. Essa primeira etapa caracterizamos por compreensdo do problema.

Em seguida, ele deve criar um plano. Neste caso, a melhor ideia é usar a
paridade dos nimeros que auxiliara no desenvolver da solugéo.

A terceira etapa consiste na execucdo do plano. Nesta fase, a ideia inicial
serviria com ponto de partida para resolver o problema, que juntamente com
produtos notaveis e congruéncias o aluno conseguiria concluir a solugdo do mesmao.

Resolvendo o problema temos que, se x,y e z primos relativos dois a dois,
chamaremos (x,y,z)de terna pitagérica primitiva. Assim, x e yndo podem ser
ambos pares.

Suponhamos que x € par. Deste modo, y sera impar e teremos:
(2k)* + (2q+ 1)> =4k?* +4q* +4q + 1
Ou seja,x? + y2 = 1 mod 4.
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Note que, o quadrado de um nimero sempre deixa resto 0 ou 1 quando
dividido por 4.Como queremos que x>+ y?nos dé um quadrado perfeito, temos
que x e y ndo podem ser ambos impares, pois 0 resto na divisdo por 4 seria 2.
Logo, z é impar.

Por outro lado,x? = z2 —y? = (z— y)(z + y). Como,y e z sdo impares temos:

(i) z+yé par;
(ii) mdc(y,z) =1;
(i)  mdc(z+y,z) =1;

(iv)] z—1yépar.

Deste modo, concluimos que mdc(2z,z +y) = mdc(z —y,z +y) = 2. Assim,

z-y z+

y . . , .
—, €& —, 580 coprimos e seu produto € um quadrado perfeito.

Logo, pelo Teorema Fundamental da Aritmética, existem m, n naturais tais que
VA Z+
y 2 Yy nzl

7 — e L =

Dai, temos quex = 2mn, com mdc(m,n) = 1.

Assim, as ternas pitagoricas primitivas que sdo solucdo da equacéo desejada
sdo da forma (2mn, n> — m?,n? + m?).

Apds o desenvolver de todas as questdes o professor pode propor ao aluno
que utilize de uma verificacdo numeérica para garantir que sua solucdo € valida para
todo numero inteiro. Deste modo, 0 mesmo j& estaria se utilizando da quarta fase
que é o retrospecto. Por exemplo, m =2 en = 3teremos que a terna (12,5,13) é
uma solugdo inteira da equagdo x?2+ y? = z2.

Note que, para determinar todas as solucdes inteiras dessa equacao basta-
nos considerar x,y e z primos relativos dois a dois. Pois, se houver um primo p tal

que p divida o mdc(x,y), entdo p dividira x2 + y2. Ou seja, existiria (g,%,%) que é

uma terna pitagorica.

Lema: Um ndmero inteiro n pode ser escrito como a diferenca de dois quadrados

perfeitos, n = x? — y?, se e somente se, n é impar ou multiplo de 4.
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Demonstracgéo:
=Se n pode ser escrito como a diferenca de dois quadrados perfeitos, entdo n € um
nimero impar ou multiplo de 4.
Sen=x% —y? entdo vamos analisar os possiveis casos de paridade para x e y.

0] Se x for impar e y par, teremos

x?—y?=(2k+1)? - (2¢9)?
=4k? + 4k + 1 — 4q*
=2(2k?+2k —2q*) =2t+1,comteE Z.
(i) Se ambos forem impares, obtemos
x> —y?2=2k+1)*-(2t+1)?
=4k*+4k+1—4t* -4t -1
=4(k*+k—t*—t) =4q,comqE€ Z
(i)  No caso em que ambos sejam pares, teremos
x?—y? = (2k)% — (2t)?
=4k?* — 4t?
= 4(k?—t?) = 4p, comp € Z.

Assim, n € multiplo de 4 ou € impar.

< Se n for um nimero impar ou multiplo de 4, entdo ele pode ser escrito como a

diferenca de dois quadrados perfeitos.

Considerando n como um ndmero impar, entdo n = 2k + 1, com k € Z. Deste
modo, podemos escrever n daforman =2k + 1 = (k + 1)? — k2.
J&, se n for multiplo de 4, temos n = 4k, com k € Z. Dai obtemos,
n=4k=(k+1)?— (k—1)2

Portanto, n pode ser escrito como a diferenca de dois quadrados perfeitos.

A partir desse teorema podemos propor ao nosso aluno resolver o problema

abaixo, com x,y € Z.

Problema 2: Determine as solucdes inteiras de cada equacao abaixo.

a) x>—y?2=32
b) x?—y%2=30
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Solugéo:
a) Como 32 é mlltiplo de 4 entédo, pelo teorema acima demonstrado, temos
gue existem dois quadrados perfeitos cuja a diferenca & 32.
Note que,
x?—vy2 =32
(x—y»)kx+y) =48

Podemos considerar o seguinte sistema:

F—y=4
x+y=28

gue tem como solugdox = 6ey = 8.

b) No segundo item ndo podemos usar o teorema, pois 30 ndo é impar e
também nao é mditiplo de 4.

Neste caso, utilizando produtos notaveis temos:
x2—y?=@x-y)(x+y) =30
Fatorando 30 como o produto de dois nimeros distintos obtemos:
30=1-30=2-15=3-10=6"5

H 31 29 ~ -
Se considerarmos x —y = 1lex +y = 30 teremos x = - €y=-que nao sao

ndmeros inteiros. Analisando o0s outros trés sistemas obteremos resultados néo-

inteiros. Deste modo, a equacgdo x% — y? = 30 ndo possui solugdes inteiras.

Problema 3: Determine todos os inteiros n para 0s quais a equagao %+% = (azb)

tenha alguma solucgéo inteiraae b (com a,be a + b nao-nulos).

Solucéo:
Para resolver este exemplo utilizaremos das quatro fases para resolver um

problema. Inicialmente o aluno devera compreender o exemplo. Neste caso, o aluno
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deve ter maturidade para compreender que ele deseja encontrar um ndmero inteiro
n que assegure que a equacgao possuira solugdes a e b inteiras.

Na segunda fase ele deve criar um plano. Neste momento, ele deve observar
que ao desenvolver a equacado dada ele obtera uma equacéo do 2° grau de incognita
a. Isso facilitara a execucdo do plano e o auxiliard na conclusdo do problema, pois
ao analisar as raizes da equacao ele usara o fato delas precisarem ser inteiras.

A partir da equacao dada obtemos:
1 4 1 n - b+a n
a b (a+b) a-b (a+b)

Desenvolvendo o trinbmio quadrado perfeito encontrado temos

= (a+ b)? = nab (»)

a’+ 2ab+b?* —nab=0=
a’+@2-n)ba+b?=0
uma equacgdo do 2° grau sob a varidvel a. Temos
A= [(2—n)b]*> — 4b* =
A= (4b? — 4b*n +n?b?) — 4b* =
A= n?b? — 4b°n.
Isso implica,
_—-mb £ Vwh a7
2

a= S[(n—Z)i—Vn2 —4n|.

=

Completando quadrados

a=§[(n—2)i,/(n—2)2—4].

Neste momento o aluno pode ndo saber qual sera o préximo passo deve ser
tomando. Entdo, o professor pode propor que o mesmo leve em consideracéo o fato
do nimero a e b serem inteiros e questiona-lo sobre que condi¢do a raiz acima seria
inteira.

Analisando a expressdo de a e sabendo que a,b e n Sdo inteiros temos
que (n—2)? — 4 deve ser um quadrado perfeito.

Note que, (n—2)2—4=mn-2-2)(n—2+2)=(n—-4)n.Ou seja, para
obtermos um quadrado perfeito n = 0 oun = 4. Deste modo, estudando cada caso

separad amente temos:
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(i) Se n =0, substituindo n em (x), obtemos (a+ b)?=0. Isso sO ocorrera se
a+b =0, 0que € uma contradicdo pois a+ b é ndo nulo;
(i) No caso em que n = 4, em (x) teremos
(a +b)? = 4ab
(a—b)2=0

Assim, concluimos que a = b. Logo, a resposta do problema é n = 4.
ApOs resolver o problema o aluno deve ser estimulado a revisar a sua solucéo
para que o mesmo tenha certeza dos resultados obtidos e, além disso, propor

substituir o valor de n por 4 para se obter os possiveis solu¢cdes da equacéao.

Problema 4: Determinar valores m,n inteiros tais que 3™ + 7 = 2",
Solucéo:
Utilizando congruéncias temos que
3" +7=1mod3 e 2=—-1mod 3.

Entdo, para 2" = 1 mod 3 0 nimero n deve ser par.
Considerando n um numero par, entdo

3Mm47=2%=

3mM+7=4"=

3m =4k 7,

Note que 4 —7 =1 mod 4 , assim 3™ =1 mod 4. O que nos leva a conclusdo de
que m é par, ou seja,
32t +7 =2% comk,t € Z.
Logo,
2%k 32t =7 —
(2k=3)(2k+3H) = 7.
Como 7 é primo, temos as seguintes fatoracdes -1 e-7oule7.
Portanto, 2¥-3*=1e2¥+3*=7parak=2et=1. O que nos dam=2e

n =4 é a Unica solucdo da equacdo desejada.
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Problema 5: Mostre que o quadrado de um ndamero impar sempre deixa resto 1
guando dividido por 8.
Solucéo:
Seja x um nimero impar, entdo x = 2k + 1, com k um ndmero inteiro.
Queremos mostrar que x> =8t + 1, com t € Z.
Dado entdo x = 2k + 1 temos
x2=0Q2k+1)?=4k*>+ 4k + 1.

Se k for um nimero par, ou seja,k = 2q,q € Z, obtemos
x2=42q)*+4(2q) +1=16g%>+8q +1
x?=8(2¢*+q) +1=8t+1,
comt= 2q*+ gqet €L
Se k for impar, entdo
x2=42q+1)?+42q+1)+1=4(4q*+4g+1)+8q+4+1
=(16g*+16g+4)+8q+4+1=8(2q*+3q +1)+1=8t + 1,
comt=2q*+3q+1etel

Assim, concluimos que o quadrado de um nimero impar sempre deixa resto 1

guando dividido por 8.

Problema 6: Determinar todas as solugdes inteiras da equacéo a? + 3b% = 13¢2.

Solucéo:

x - a\2 b\ 2
Dada a equacdo a® + 3b% = 13¢?, se a dividirmos por ¢? obtemos (;) + 3(;) =
13. Se chamarmos (g) =x e (g) =y teremos x%+ 3y%? =13, que é uma elipse

centrada na origem do plano cartesiano e que possui como uma de suas solucdes
os pares (+1,+2).

a
Cc

. b
Note que, se considerarmos a reta que passa pelos pontos (—1,—2), ( ,;) e tem
como coeficiente angular um numero racional % ; € a elipse dada, encontraremos
x,y € 7Z que séo solucdes de ambas as equacdes.

m-—2n

A reta considerada acima tem como equacéo y = %x +—




Entdo, para resolvermos o problema, basta encontrarmos a solucdo do sistema

x? + 3y? =13
_m +m—2n
y—nx n

Usando o método da substituicdo obtemos

5 m m-—2n
x* 4+ 3(—x+
n n

2
) =13 =
3
x%+ n—z(mx +m-2n)?=13=
3
x? 4+ n—z[m(x+ 1)-2n]*=13 =
3
x%2+ n—z[mz(x+ 1)?—4mn(x+ 1)+ 4n*] =13 =

3
x? + n—z[mz(x2+2x+ 1) —4mnx —4mn+ 4n*] —13 =0=

5 (n?+ 3m?)

6m?—-12mn 3m?—-12mn—-n?
X( )_I_ ( )

X +

n2 n2 n2

0.

.. ~ . n
Multiplicando a equacé&o acima por Zaam? teremos que
m

nZ+
2 (6m?-12mn) , (Bm?-12mn-n?)
X<+ x = 0.
n2+3m?2 n2+3m?2
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Note que, x = —1 € solugdo da equacdo, pois pertence a reta e a elipse. Entéo,

utilzando uma das relacdes de Girard, temos:

n2+ 12mn—3m?2 _a

n2+3m?2

Deste modo, substituindo a expressao encontrada pra x no sistema inicial

_m (n2+ 12mn—3m2) n m—2n
y n n2 +3m2 '

Logo,

2mn+ 6m?—2n? b

n2+3m?2 c’
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Como ambas coordenadas possuem mesmo denominador temos que existe k € Z

tal que

k

a =E(n2 + 12mn — 3m?)
k

b =E(2mn+ 6m? — 2n?)

k
c =E(n2+ 3m?)

Onde d = mdc(n* + 12mn —3m?,2mn + 6m? — 2n?,n* + 3m?).
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5. PLANO DE AULA

Neste capitulo iremos apresentar alguns planos de aula, como forma de
direcionar qual problema o professor deve propor e para que tipo de aluno. Além
disso, iremos sugerir varias atividades de ordem gradativa que possam auxiliar o
professor na revisdo de cada conteudo em especifio e preparar o aluno para a
resolucdo de problemas de equacao Diofantina néo linear.

Os problemas enunciados sobre equacfes diofantinas ndo lineares podem
ser trabalhados com os alunos de 8° e 9° anos do Ensino Fundamental Il, com o
objetivo de desenvolver alguns conceitos matematicos da grade curricular em

questao.

TABELA 1: Proposta de plano de aula

Plano de aula

Data: /| [

I- Dados de Identificacao
Escola:
Professor(a):
Disciplina: Matematica

Turma: 8°e 9°ano do Ensino Fundametal Il

- Tema: Resolucdo de problemas envolvendo equacgbes diofantinas nao

lineares.

llI-  Objetivos:
e Objetivo Geral: Desenvolver a capacidade de resolver problemas
matematicos a partir de uma argumentacao teorica.
e Objetivo Especifico: Identificar meios e conceitos necessarios

para se resolver um problema matematico.
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IV-  Desenvolvimento do Tema:
Aula expositiva e dialogada. Nesta aula, iniciaremos com a apresentacéo
do conceito de uma equacao diofantina ndo linear, exemplificando-a. Em
seguida, sera feito um embasamento tedrico através de um
aprofundamento de conceitos tido como prévios. Logo depois, expor
métodos para auxiliar a resolucdo de um problema. Por fim,
concluiriamos com a resolucdo de alguns problemas envolvendo

equacOes diofantinas nao lineares.

V- Recursos didaticos:
Quadro branco, giz, apagador, material de estudo, entre outros.

VI-  Avaliagao:
Avaliacdo diagnostica, formativa ou somativa. Estas podem ser realizadas

a partir de dialogos, atividades diarias ou uma avaliagao final.

5.1. PLANODE AULA PARA O 8°ANO

Um dos contetdos estudados no 8° ano sdo as expressodes algébricas, onde o
aluno deve interpretar um problema ou sentengca mateméatica criando uma expressao
gue melhor represente aquela situacao.

Nesta secdo, iremos apresentar algumas equa¢fes matematicas nas quais 0s
alunos teram que usar essa interpretacdo para resolvé-las. Além disso, iremos
propor uma notacdo diferente para o estudo da diviséo euclidiana.

Para sugerir esses problemas e melhorar o desempenho dos alunos, o
professor tera que revisar alguns contetdos bésicos, como: paridade dos numeros,
divisdo Euclidiana, produtos notaveis e potenciacdo. Cabendo a ele analisar e

decidir quanto tempo e quais conteudos devem ser mais explanados ou nao.
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Sugestdes para o desenvolvimento das aulas:

e AULA1

Paridade dos nimeros
» Conceito de nUmero par e impar;

> Propriedades da adicdo e multiplicacdo dos numeros pares e
impares.

Produtos Notaveis
» O quadrado da soma e da diferenca;
» Produto da soma pela diferenca;

» O cubo da soma e da diferenca.

Exercicio proposto (APENDICE A)

e AULA?Z

Divisao Euclidiana

> Teorema

Congruéncia
» Definicao;
» Alguns resultados principais.

Potenciacéo
» Definicao;
» Diferenca entre a potenciacdo de nuimero inteiro com expoente

par e impar.

Exercicio Proposto (APENDICE B)
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e AULAS

Resolucéo de Problemas matematicos
» Definicdo de equagbes diofantinas ndo lineares;
» Orientar os alunos sobre as quatro fases que este deve

seguir para obter a melhor solugdo de um problema.

Exercicio Proposto (APENDICE C)

5.2. PLANODE AULA PARA O 9° ANO

Para o estudo das equacdes Diofantinas ndo lineares, a grade curricular do 9°
ano do ensino Fundamental I € uma das melhores, pois engloba varios conceitos
matematicos basicos que sdo de suma importancia para resolvé-las.

Neste plano de aula, iremos sugerir para o professor os conteidos que devem
ser trabalhados, os conceitos que devem ser revisados e alguns exemplos e

atividades que podem ser executados em sala de aula.

Sugestdes para o desenvolvimento das aulas:

e AULA1

Sistema de equacdo com duas incognitas
» Meétodo da adicdao;
» Método da substituicao.

Produtos Notaveis
» O quadrado da soma e da diferenca;
» Produto da soma pela diferenca;

» O cubo da soma e da diferenga.
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Exercicio proposto (APENDICE D)
AULA 2

Equacéao do 2° grau

» Meétodo de resolucéo.

Exercicio Proposto (APENDICE E)

AULA 3

Relacdes métricas e Trigonométricas no triangulo retangulo
» Teorema de Pitagoras;

> Seno, cosseno e tangente.

Equacao de umareta no plano
» Definicao;

» Coeficiente angular.

Elipse

» Equacéo algébrica.

Exercicio Proposto (APENDICE F)

AULA 4

Resolucéo de Problemas matematicos
» Definicdo de equagdes diofantinas nao lineares;
» Orientar os alunos sobre as quatro fases que este deve
seguir para obter a melhor solugdo de um problema.
Exercicio Proposto (APENDICE G)
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CONSIDERACOES FINAIS

Durante todo o processo de desenvolvimento do trabalho podemos observar a
importancia de Polya como referencial classico nas propostas de resolucdo de um
problema. Pois, foi a partir dele que estudos foram realizados sobre o
desenvolvimento do ensino da matemética através da resolucdo de problemas.

O ensino de matematica baseado na resolugcdo pode ser uma excelente
proposta para o desenvolvimento do nossos alunos em alguns pontos especifficos,
como: o raciocinio, das capacidades de interpretacfes, independéncia na tomada de
decisao, e principalmente, na argumentacdo. Esses pontos, entre outros, sdo 0s que
melhor caracterizam a importancia do processo de ensino e aprendizagem por meio
da construcdo e desenvolvimento de conceitos partindo da resolugdo de um

problema.
Concordamos com Fischer (2001, p.61) apud Damaceno (2011) que diz:

Quando expbe seus pensamentos, explica como interpretou um
problema e demonstra o raciocinio que usou para resolvé-lo, o aluno
organiza ideias e reflete sobre tudo aquilo que aprendeu. Ao avaliar
os procedimentos de resolu¢do utilizada pelos colegas, ele descobre
novos caminhos para calcular. De tdo importantes e Uteis, essas
situagdes de intercambio de informacfes precisam ser recorrentes,

fazendo parte da rotina.

O professor que busca através da resolucdo de problemas ensinar conceitos e
desenvolvé-los, ele consegue dar significado ao conteldo estudado pelo seu aluno. Ele,
através disso, alcanca um melhor desempenho e interesse do aluno pelo conteudo estudado
e principalmente pela propria matematica.

Porém, neste trabalho, nGs propomos que o processo de ensino e aprendizagem por
meio de resolver problemas se dé de forma simples e gradativa, onde as atividades iniciais
sejam de facil interpretagcdo e somente ao longo da aulas o grau de dificuldade pode ficar
mais elevado. Assim, o professor, ao invés de assustar o seu aluno, ele atraira e
desenvolvera o gosto pelo estudo da matematica.

Observamos que nenhuma proposta de ensino é garantia para o progresso do

ensino em sala de aula, mas consideramos que toda a forma de sugestdo pode ser de
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grande valia. Ao escolhermos o método de resolucao de problemas para o desenvolvimento
do estudo da matemética, nos professores podemos estar cientes que estaremos
preparando 0 nosso aluno, ndo apenas para a compreensdo e desenvolvimento dos
conteldos, mas estamos dando a chance do aluno ter uma visdo diferente de mundo,

ajudando-o a ser um individuo que constréi e modifica 0 mundo que o cerca.
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APENDICE A
ESCOLA:
Aluno(a):
Professor(a):
Série: 8°ano Turma:
Data: [ [
ATIVIDADE 1

1. Como escrever dois numeros pares consecutivos? E dois ndmeros
impares consecutivos?

2. Maria e colegas estado sentados em volta de uma mesa circular, e isso de
modo que ambos os vizinhos de cada colega sdo do mesmo sexo.
Sabendo que cinco dos colegas de Maria sdo homens, pergunta-se a
guantidade de mulheres.

3. Desenvolva os seguintes expressoes :

a) (7a—b)?

b) (a® + 4b)?

c) Bx—a)(3x+a)
d) 2a+1)3

e) (3b—2)3

4. (OBM) Sex+y =8exy=15, qual é ovalor de x? + 6xy+ y??

a) 64 d) 124
b) 109 e) 154
c) 120

5. O cubo de um nimero impar é par ou impar?

6. O quadrado de um nuimero impar somado com o cubo de um ndmero par
€ sempre par? Justifigue sua resposta.
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APENDICE B
ESCOLA:
Aluno(a):
Professor(a):
Série: 8°ano Turma:
Data: [ [
ATIVIDADE 2

1. Ache o quociente e o resto da divisdo

a) De 27 por5
b) De 38 por 7

2. (ENC-2002) O resto da divisdo do inteiro N por 20 € 8. Qual é o resto da
divisdo de N por 5?

3. (ENC 98) O resto da divisdo de 122 por 5 é:

a) 0
b) 1
9

4. Prove que (999994)1234567890 _ 1 & divisivel por 333331.

5. Prove que se né impar entdo n? — 1 é divisivel por 8.
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APENDICE C
ESCOLA:
Aluno(a):
Professor(a):
Série: 8°ano Turma:
Data: [ [
ATIVIDADE 3

1. Mostre que o quadrado de um numero impar sempre deixa resto 1 quando
dividido por 8.

2. Mostre, paratodo n € N, que
a) 10" =1 mod 11
b) 10**! = —1 mod 11

3. Mostre que 133" + 173" = 0 mod 45, para todo nimero natural impar n.

4. Determinar valores m, n inteiros tais que 3™ + 7 = 2™
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APENDICE D
ESCOLA:
Aluno(a):
Professor(a):
Série: 9°ano Turma:
Data: [ [
ATIVIDADE 4

1. Uma certa importancia deve ser dividida entre 10 pessoas em partes iguais.
Se a partilha fosse feita somente entre 8 dessas pessoas, cada uma destas
receberia R$ 5000,00 a mais. Calcule a importancia.

2. Passarinhos brincam em voltade uma velha arvore. Se dois passarinhos
pousam em cada galho, um passarinho fica voando. Se todos os passarinhos
pousam, com trés em cada galho, um galho fica vazio. Quantos sdo 0s
passarinhos?

3. (OBM) Sex+y=8exy =15, qual é ovalor de x* + 6xy+ y??

f) 64 ) 124
g) 109 j) 154
h) 120

4. O cubo de um nimero impar € par ou impar?
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APENDICE E
ESCOLA:
Aluno(a):
Professor(a):
Série: 9°ano Turma:
Data: [ [
ATIVIDADE 5
1. Determine dois nUmeros consecutivos impares cujo produto seja 195.
2. Adiferenca entre as idades de doisirméos € de 3 anos e o produto de suas
idades é 270. Qual é a idade de cada um?
3. Leiaotexto e resolva a equacéo.
Vocé sabia que a equacao do 2° grau também serve para mandar mensagens
de amor? Tente resolvé-la.
x? — 2amox + a*m?0? — t?e? =0
4. (Gazeta Matematica, Roménia) Sejam a, b € Z. Sabendo que a equacao

(ax — b)* + (bx —a)? =x,

tem uma raiz inteira, encontre os valores de suas raizes.
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APENDICE F
ESCOLA:
Aluno(a):
Professor(a):
Série: 9°ano Turma:
Data: [ [
ATIVIDADE 6

1. Dois gavibes, cada um no topo de uma arvore, avistam um lagarto entre duas
arvores e lemgcam-se ao mesmo tempo em direcdo ao lagarto. Se ambos
percorreram a mesma distancia até chegar ao lagarto, calcule o que se pede
em cada item:

a) A altura da arvore maior.
b) A distancia que havia entre o lagarto e a arvore menor.

\

65m

(fonte: Oliveira, 2008)

2. Escreva a equacdo da reta que passa pelo ponto (1, 6) e tem inclinacdo de
45°,

3. (UFT-TO) Considere R o conjunto dos nimeros reais e b € R. Encontre 0s
valores de b, tais que no plano cartesiano xy, a reta y = x + b intercepta a

2
elipse x: + y? =1 emum Unico ponto. A soma dos valores de b é:

3" 0
—2v5
0 23 e) —2v5

2
4. (Fuvest-SP) A elipse x%+ y; =% e areta y = 2x + 1, do plano cartesiano,

se interceptam nos pontos A e B. Pode-se, pois, afirmar que o ponto médio do
segmento AB é:

) (+.3) wE3) 963  9GF3) o9G)
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ESCOLA:
Aluno(a):
Professor(a):
Série: 9°ano Turma:
Data: [/ [
ATIVIDADE 7
1. Determine todos os inteiros n para 0s quais a equacao §+ %: (azb) tenha

alguma solucéo inteira ae b (com a, b e a + b ndo-nulos).

2. Encontre todos os triangulos retangulos com lados inteiros e um cateto igual a
30.

3. Determinar todas as solu¢des naturais da equacao x? — y2 = 1988.

4. Determinar todas as solucdes inteiras da equacéo a? + 3b* = 13c¢2.



