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RESUMO

Neste trabalho, esta exposto o relato da elaboracdo e da aplicacdo de uma
sequéncia didatica para uma abordagem da trigpnometria no ensino fundamental,
tendo a histéria da matematica como recurso didatico. Essa sequéncia foi elaborada,
visando a atender as recomendacdes dos Parametros Curriculares Nacionais (PCN).
Sao apresentadas sucintas biografias de alguns matematicos que foram marcantes
nesse tépico da Matemética, bem como alguns métodos praticos utilizados por eles.
Sao destacadas, além disso, algumas defini¢cdes, propriedades e alguns teoremas
gue sao necessarios para o desenvolvimento da trigonometria no Ensino
Fundamental. Em sequéncia, passa-se ao relato dos seminarios apresentados pelos
alunos sobre a Histéria da Trigonometria, com a utilizacéo de slides e videos. Por
fim, é apresentada a maneira pela qual os alunos fizeram alguns experimentos para
calcular a altura de alguns objetos, utilizando o teodolito como um instrumento, o

gual proporcionou um elo entre a Historia e a pratica.

Palavras chave: Historia. Trigonometria. Triangulo. Teodolito.



ABSTRACT

This work exposed the story of the development and implementation of a didactic
sequence to an approach of trigonometry in elementary school having the history of
mathematics as a teaching resource. This sequence was developed in order to meet
the recommendations of the National Curriculum Parameters (PCN). Brief
biographies are presented a few mathematicians who were striking in that topic of
mathematics and some practical methods used by them. Are highlighted, in addition,
some definitions, properties and some theorems that are necessary for the
development of trigonometry in Elementary Education. Then it goes to the account of
the seminars presented by the students on the History of Trigonometry, with the use
of slides and videos on the topic. Finally, it is presented the way in which the
students made some experiments to calculate the height of some objects using the
theodolite as an instrument, which provided a link between the history and practice.

Keywords: History. Trigonometry. Triangle. Theodolite.
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INTRODUCAO

Esta dissertacdo tem como finalidade principal a apresentacdo de um modo
simples e objetivo de trabalhar a trigonometria no Ensino Fundamental, utilizando a

histéria desse topico como recurso didatico.

Esse tema é de fundamental importancia para o curriculo do aluno nesse nivel
de ensino, uma vez que o0 prepara para estudos posteriores e amplia a possibilidade
de relacionar os conhecimentos mateméaticos com o seu cotidiano. O tema foi
escolhido e desenvolvido com um duplo objetivo: (1) oferecer uma resposta a
constantes indagacfes dos alunos em sala de aula, tais como: “qguem inventou e
para que serve a matematica?”; (2) criar condi¢des para superacao das dificuldades
dos alunos em relacionar conceitos aprendidos no ambiente escolar com o mundo

pratico.

A histéria e os conceitos fundamentais da trigonometria foram escolhidos e
trabalhados nas atividades aqui apresentadas, em funcdo do que é proposto nos
Parametros Curriculares Nacionais - (PCN) no que se refere a pluralidade cultural.
As escolhas feitas foram norteadas pelos seguintes critérios: (1) oferecer aos
estudantes uma possibilidade de compreender a importancia da matemética em
outras culturas; (2) criar meios para que eles desenvolvam atitudes favoraveis e

valorizem o conhecimento matematico.

Esta dissertacdo encontra-se estruturada do seguinte modo: no primeiro
capitulo, é feita uma abordagem histérica da trigonometria no que diz respeito a sua
origem, motivada principalmente pela astronomia. Dentro desse contexto, fala-se
sobre Tales de Mileto, Pitagoras, Aristarco de Samos, Erastostenes, Hiparco

(considerado o pai da trigopnometria) e, finalmente, Ptolomeu.

Os matematicos Tales, Pitagoras, Hiparco e Ptolomeu foram escolhidos pelo
fato de serem citados no livro didatico do aluno relacionados com algum topico de
geometria a ser estudada nesse nivel de ensino. Ja Aristarco e Eratéstenes, porque
li sobre seus feitos num livro cujo titulo € Explorando o Ensino da Matematica que

ganhei por ter sido coordenador da OBMEP em 20009.
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No segundo capitulo, € feita uma fundamentacdo matematica, onde s&o
apresentados teoremas, definicbes, propriedades e demonstracdes de alguns
elementos geomeétricos, tais como feixe de paralelas, segmentos proporcionais em
duas transversais, além de semelhanca de tridangulos - os casos de semelhanca e a
trigonometria no triangulo retangulo. J& no terceiro capitulo, apresentamos algumas
atividades aplicadas, tanto em sala de aula como no ambiente externo da escola,
relacionando assim a teoria com a pratica, bem como uma reflexdo concernente, por

parte dos alunos, a essas atividades.
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1. CONTANDO UM POUCO DA HISTORIA DA TRIGONOMETRIA

Pretende-se mostrar, neste capitulo, alguns aspectos da estreita relacao entre
a astronomia e a origem da trigonometria. E com esse objetivo que serdo
apresentados alguns fragmentos biograficos de alguns personagens dessa histéria:
Tales de Mileto, Pitdgoras, Aristarco de Samos, Erastostenes, Hiparco (considerado
0 pai da trigonometria) e, finalmente, Ptolomeu. Antes desses fragmentos
biogréficos, serdo apresentadas algumas consideracfes sobre astronomia em
virtude de suas intimas conexdes com a origem historica da trigonometria. Como
ressalta Nogueira (2009), o nascimento da ciéncia se encontra estreitamente ligado

a astronomia:

O estudo dos astros — ou seja, a astronomia — foi a atividade que abriu as portas da ciéncia para 0s
seres humanos. No firmamento, os primeiros homens e mulheres, ainda na pré-historia, perceberam
a existéncia de mecanismos e ciclos especificos que se refletiam em suas atividades terrenas e eram
marcados pela posicéo das estrelas. (NOGUEIRA, 2009, p. 17).

Ainda segundo ele, a astronomia colocada na base da ciéncia influenciou os
mais diversos campos do conhecimento cientifico. Porém, ao longo do tempo, com a
fragmentacdo do saber em disciplinas, as nocfes basicas de astronomia também
ficaram fragmentadas. E facil perceber as consequéncias disso, pois as primeiras
nocdes sobre o Sistema Solar sdo vistas pelos alunos em Geografia, as leis dos
movimentos planetarios em Fisica mais as novas descobertas sobre a origem do
universo, o aluno da educacao basica ndo vé em lugar algum. Desse modo, pode-se
perguntar: 0 que instigou a tantas pessoas do mundo em diferentes épocas

consideradas as mais inteligentes, a desenvolver todo esse conhecimento?

Nossos alunos, na maioria das vezes, sdo desmotivados porque a eles sao
transferidos enormes quantidades de conhecimentos, falando-se pouco ou nada do
gue motivou tudo aquilo. Os PCN ressaltam a necessidade de um ensino da

matematica que busque a superacao dessa fragmentacao:

Assim tanto a Histéria da Matematica como os estudos da Etnomatematica sdo importantes para
explicar a dindmica da producdo desse conhecimento, historica e socialmente. Desse modo, é

possivel visualizar melhor a dimensao da Histéria da Matematica no curriculo da escola fundamental
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como um campo de problemas para construcéo e evolucdo dos conceitos e como um elemento de
integracdo da Matematica com o tema Pluralidade Cultural. (PCN, MATEMATICA; 1998. p. 33).

Nesse sentido, conhecer as motivacdes e as dificuldades enfrentadas por
diferentes estudiosos para produzir e organizar esse conhecimento pode estimular
os alunos no desenvolvimento e na ampliagdo do raciocinio relacionando ideias que

aparentemente ndo tém ligagdo nenhuma.

1.1 Tales de Mileto

De acordo com Boyer e Eves , sobre a vida e obra Tales de Mileto (624 — 548
a.E.C.) sabe-se muito pouco. Acredita-se que ele nasceu na cidade de Mileto na
Asia menor, atual Turquia, e faleceu ha mesma cidade. Segundo a tradicdo, parece
gue Tales iniciou sua vida como mercador. Sobre Tales, sdo contadas diversas
estérias. Numa delas, relata-se que ele monopolizou as prensas de azeite num ano
em que a colheita de azeitonas foi abundante e que, alugando-as em momento
oportuno, tornou-se muito rico. Desse modo, conseguiu dedicar-se aos estudos
vigjando aos grandes centros antigos de conhecimento, Egito e a Babildnia, onde
pode adquirir conhecimentos sobre matematica e astronomia. Segundo Boyer (2010,
p. 34) e Eves (2011, p. 95), no Egito aprendeu geometria e na Babilonia
possivelmente esteve em contato com tabelas e instrumentos astronémicos.
Voltando para Mileto, recebeu 0 nome de estadista, filosofo, engenheiro, homem de
negocio, matematico e astrénomo. Foi considerado o primeiro filésofo e um dos sete

sabios da antiguidade.
1.1.1 Asrealizacfes de Tales de que se tem noticia

Segundo o historiador Herédoto, Tales previu um eclipse solar que ocorreu no
ano de 585 a.E.C., assombrando seus contemporaneos. Mas, segundo Eves, nédo
existem evidéncias historiogréaficas que respaldem essa afirmacéo. Para Nobre, essa
informag&o ndo deixa de ser intrigante, pois estudos astronémicos atuais confirmam
gue ocorreu um eclipse do Sol no dia 28 de maio do ano 585 a.E.C. No entanto,
historiadores da atualidade, tais como Neugebauer, puderam comprovar que Tales
nado teria base cientifica para fazer tal previsdo, pois era preciso que ele tivesse
amplo conhecimento de conceitos geograficos, como o de latitude que seria

indispensavel para determinar a ocorréncia de um eclipse. De acordo com esses
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historiadores, caso ele tenha realmente feito tal previsdo, isso ndo passou de um

golpe de sorte.

Muitos autores representantes da historiografia tradicional, como Eves e Boyer,
afirmam que Tales é o primeiro personagem ao qual lhes sédo atribuidas algumas
descobertas matematicas, sendo, por esse motivo, considerado o primeiro
matematico verdadeiro que deu origem a organizacdo dedutiva da geometria. S&o a

ele atribuidos, por esses autores, 0s seguintes resultados:

1. Um circulo € bissectado por seu diametro, conforme figura 1 abaixo.

Figura 1 — Circulo bissectado por seu didametro

Fonte: Autor, 2014

2. O teorema segundo o qual um angulo inscrito num semicirculo € um angulo reto. Ver

figura 2.

Figura 2 — Angulo inscrito num semicirculo

B
»

Fonte: Autor, 2014

Todo angulo reto é inscritivel numa semicircunferéncia e, reciprocamente, todo
angulo inscrito numa semicircunferéncia, com os lados passando pelas

extremidades, é angulo reto.
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3. Os angulos da base de um triangulo is6sceles sdo congruentes. Veja figura 3 a

seqguir.

Figura 3 — Triangulo isésceles

A

B (03

Fonte: Autor, 2014

Se um tridngulo é isésceles, entdo os angulos da base sédo congruentes.
4. Os pares de angulos formados por duas retas concorrentes sdo congruentes.
Conforme indicado na figura 4. (Esse resultado € conhecido como angulos opostos

pelo veértice)

Figura 4 — Angulos opostos pelo vértice

Fonte: Autor, 2014

5. Se dois tridngulos sao tais que dois angulos e um lado de um sé&o respectivamente
congruentes a dois angulos e um lado do outro, entdo, esses triangulos sao

congruentes.

Alguns autores da historiografia tradicional da matematica associam a figura de
Tales com o calculo da altura de uma piramide no Egito, como podemos ler em Eves
(2011, p. 95): “Diz-se que ele viveu por algum tempo no Egito, e que despertou
admiracdo ao calcular a altura de uma piramide por meio da sombra.” Contudo, vale
notar que esse autor ndo assegura a autenticidade desse fato quando inicia a frase

com a palavra “diz-se”. (Veja a figura 5.)
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Figura 5 — Piramide

altura da
piramide
(AB=7

alturado | |
bastao N i
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arestadabase @ sombrada piramide
Fonte: A conquista da matematica, 9° ano, pag. 197.

Recentemente, autores como Nobre que lidam com a histéria da matematica
de uma maneira mais critica, descartam a possibilidade de que Tales tenha
realmente realizado essa facanha, alegando que a interpretacao do feito de Tales de
acordo com a figura 5 acontece raramente com tal exatiddo. A sombra pode
apresentar-se de modo que ndo possibilite a realizacdo do célculo sendo, portanto,
impossivel que ele tenha calculado tal altura. (Ver figura 6, que ilustra tal situacéo.)

Figura 6 — Caso geral

V
.

P

Fonte: Autor, 2015

Ou ainda, os raios solares sao incididos verticalmente sobre a piramide,
fazendo com que a esta ndo projete sua sombra no chao e sim sobre si mesma. Ver
figura 7.

Figura— 7 Sombra néo projetada no chéo
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Fonte: Autor, 2015

Em vista de tudo isso, é natural que se conclua que a histéria ndo aconteceu
do modo que foi contada, ou entdo que Tales tenha tido um puro ato de sorte como
no caso da predicéo do eclipse. Dentro desse contexto, ndo se pode precisar sobre
as verdadeiras contribuicées de Tales a respeito desse tema.

1.2 Pitagoras

De acordo com a historiografia tradicional Boyer e Eves, Pitagoras de Samos
viveu por volta de 580-500 a.E.C., foi um profeta e mistico nascido em Samos, uma
das ilhas do Dodecaneso proxima de Mileto, lugar onde nasceu Tales. Foram
escritas diversas biografias de PitAgoras na antiguidade, mas todas se perderam,
inclusive uma escrita por Aristoteles. Atualmente a dificuldade encontrada para
descrever a figura de Pitdgoras advém do fato de que a ordem por ele fundada ter
sido comunitaria e também secreta. O que temos é uma biografia que esta envolta
em lendas e fatos ndo comprovados. Na verdade, nao é facil fazer distincdo entre
histéria e lenda a respeito de Pitagoras, pois, para o0 povo, ele representava muitas
coisas, tais como: filosofo, matematico, astrénomo, santo, milagreiro, profeta,
charlatdo e magico, tornando-se um personagem muito influente da histéria, uma
vez que, iludidos ou inspirados, seus seguidores disseminaram seus ensinamentos e

crencas pelo mundo grego.

Talvez pela semelhanga entre seus interesses, alguns relatos afirmam que
Pitagoras poderia ter sido discipulo de Tales, o que, segundo Boyer (2010), é pouco
provavel dada uma diferenca de aproximadamente 50 anos entre suas idades.
Pitagoras era um filésofo e mistico, enquanto Tales era homem de negdcio. A

semelhanca dos interesses entre eles era devida ao fato de Pithgoras também ter
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vigjado pela Babilénia e Egito, onde adquiriu conhecimentos sobre matematica,
astronomia e também de ideias religiosas. No século em que nasceu Pitagoras,
surgiram também grandes condutores de povos e criadores de religidao, tais como:
Gautama Buda, Zaratustra (Zoroastro), Conflucio e Lao Tsé, sendo este século
considerado critico no que diz respeito ao desenvolvimento da religido e também da

matematica.

Segundo Eves, quando voltou para Samos, Pitagoras encontrou a ilha
governada pelo ditador Policrates e a Jonia dominada pelos Persas. Entéo,
Pitagoras partiu para Crotona, uma colonia grega no sul da Italia, onde fundou sua
sociedade secreta conhecida como Escola Pitagoérica, cujo lema era “Tudo é
numero” e que, além de ser um centro de estudos de filosofia, matematica e ciéncias
naturais, era onde realizavam cerimbnias e ritos secretos. PitAgoras conseguiu,
dessa forma, criar uma sociedade religiosa, filosofica e politica. Os discipulos
formados ocupavam os melhores cargos no governo, conscientes de seus
conhecimentos, desprezavam as pessoas ignorantes e apoiavam o0s aristocratas.
Revoltadas, as pessoas destruiram e incendiaram os prédios da escola. Pitdgoras
fugiu e exilou-se em Metaponto, ao norte na Lucania onde se presume que tenha

morrido em torno de 500 a.E.C. com idade entre 75 e 80 anos.

1.2.1 As contribuicbes de Pitagoras e dos pitagoricos

Segundo Boyer e Eves, na ordem fundada por Pitagoras, o conhecimento
adquirido e as descobertas eram comuns, ou seja, ndo eram atribuidos a nenhum
membro especifico, de modo que ndo se pode falar ao certo sobre a obra de
Pitdgoras. Ao invés disso - ressaltam esses autores - € preferivel se referir as
contribuicdes dos pitagoricos, apesar de na antiguidade ter-se o costume de atribuir

0 mérito das descobertas ao mestre.

Ainda que muitos ndo considerem completamente que Pitagoras tenha dado
alguma contribuicdo a essa ciéncia, é fato que o0s pitagoricos exerceram um
importante papel na histéria da matematica, pois os elementos de aritmética e
geometria no Egito e na Mesopotamia eram basicamente aplicacdes de exercicios
numéricos particulares, havendo pouca estrutura intelectual, e possivelmente nada

que caracterizasse uma abordagem filoséfica de principios. Ao que parece, foi Tales
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guem fez algum progresso nesse sentido. Entretanto, a histéria tradicional, sustenta
0 posicionamento de Eudemo e Proclus de que foram os pitagéricos que deram
nova énfase a matematica, pois esta se relacionava mais com o amor e a sabedoria
do que a qualquer outra coisa. Em tempo algum, a mateméatica desempenhou papel

tdo expressivo na vida e na religido, sendo entre os pitagoricos.

E atribuido aos pitagéricos ter descoberto propriedades interessantes dos
nameros que eram chamados por eles de numeros figurados. Vejamos dois
exemplos:

Numeros triangulares,

Figura 08 — Numeros triangulares

L]
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Fonte: Autor, 2014

Numeros quadrados

Figura 09 — Numeros quadrados

1 4 9 16
Fonte: Autor, 2014

Sédo atribuidos também aos pitagoricos os numeros perfeitos, deficientes e
abundantes que se associam de forma mistica sendo essencial para enfatizar fatos
numerologicos. Um namero se diz perfeito quando é igual a soma de seus divisores
proprios; deficiente, quando excede a soma de seus divisores proprios e abundante
guando € menor que a soma de seus divisores proprios. Desse modo, Deus criou 0
mundo em seis dias, que € um numero perfeito. Vejamos que, 1 + 2 + 3 = 6. Em

contrapartida, de acordo com a observacao de Alcuino (735-804), toda a raca
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humana descende das oito almas da arca de Noé, sendo essa criagdo imperfeita

porque 8 é deficiente, jAque 1 +2 + 4 < 8.

1.2.2 O teorema que é atribuido a Pitagoras

Esse teorema diz que, em todo tridngulo retangulo, o quadrado da medida da

hipotenusa € igual a soma dos quadrados das medidas dos catetos.

De acordo com Boyer e Eves, n&o se conhece nenhuma prova desse teorema
gue tenha sido dada por algum pitagérico e € pouco provavel que ela exista. O
teorema de Pitagoras pertence ao contexto dos numeros figurados relacionados ao
gue se conhece hoje como ternos pitagoricos, problema de se encontrar dois
ndameros quadrados cuja soma também seja um namero quadrado e ndo deveria

ser, portanto, um resultado geométrico.

Sabe-se ainda que a civilizacdo mesopotamica comecou por volta de 3500
a.E.C., certamente a mais antiga do mundo. Foi na Mesopotamia, atual Iraque, que
0s babilonios criaram um meio de escrita chamada cuneiforme e deixaram
registrados em tabletes de argila muitos problemas matematicos com suas
respectivas solucées. Num desses tabletes de cerca de 1800 a.E.C conhecido como
tabula de Plimpton 322, (0 nome deve-se a George Arthur Plimpton, que colecionava
itens raros e essa tabula era o item 322 de sua colecdo), encontra-se o registro mais
antigo sobre o teorema de Pitdgoras. Ela contém uma tabela de ternos pitagoricos.

Veja figura 10 abaixo.

Figura 10 - Tabula de Plimpton 322

Fonte: Disponivel em:<http://isaw.nyu.edu/exhibitions/before-pythagoras/items/plimpton-322/>.
Acesso em 21.01.2015

Esse fato nos mostra que o teorema que recebe o nome de Pitdgoras ja era
conhecido pelos babilénicos, cerca de mil anos antes de Pitdgoras. De acordo com

Eves: “Desde os tempos de Pitdgoras, muitas demonstracdes do teorema em


http://isaw.nyu.edu/exhibitions/before-pythagoras/items/plimpton-322/

26

consideragao foram dadas. E. S. Loomis, na segunda edicdo de seu livro, The
Pythagorean Proposition, coletou e classificou nada menos do que 370 dessas

demonstracoes.”

Vejamos a prova pela area do quadrado
Considere a figura 11 seguinte que mostra um quadrado cujo lado mede b + ¢
circunscrito a outro quadrado cujo lado mede a. Observe que a area do quadrado

maior € igual a soma das areas dos quatro triangulos com a do quadrado menor.

Figura 11 — Quadrado

Fonte: Autor, 2014

Dai, temos:

1
(b +¢)? =a? +4.§bc

b? 4 2bc + ¢? = a? + 2bc.
Subtraindo 2bc em ambos os lados obtemos:
a? = b% + c2.

Isso é o que diz o suposto Teorema de Pitagoras.

Considera-se ter sido os pitagoricos os primeiros a acreditarem poder utilizar a
matemética para entender as leis da natureza. Proclus atribui a Pitadgoras a
construcdo dos sélidos regulares e a teoria das proporcionais. Sabe-se que essa
afirmacdo esta de acordo com o pensamento pitagorico e que na Mesopotamia ele
teve contato com as médias, aritmética, geométrica, harmonica e a razdo aurea.

O simbolo utilizado pela sua escola era o pentagrama, que Pitagoras
descobrira possuir propriedades bem interessantes. Tal pentagrama era obtido

tracando-se as diagonais de um pentdgono regular. Pelas intersec¢cfes dessas
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diagonais, obtém-se um novo pentagono regular proporcional ao primeiro pela razao

aurea. A esse respeito Johannes Kepler (1571-1630) escreveu:

A geometria tem dois grandes tesouros: um é o teorema de Pitdgoras; o outro, a divisdo de um
segmento em média e extrema razdo. O primeiro pode ser comparado a uma medida de ouro; o
segundo podemos chamar joia preciosa. (KEPLER apud BOYER, 2010, p. 37)

1.2.3 A incomensurabilidade

Existem muitas lendas a respeito da descoberta da incomensurabilidade de

dois segmentos.

A descoberta da existéncia de numeros irracionais foi surpreendente e perturbadora para os
pitag6ricos. Em primeiro lugar porque parecia desferir um golpe mortal na filosofia pitagérica segundo
a qual tudo dependia dos numeros inteiros. Além disso, parecia contraria ao senso comum, pois
intuitivamente havia o sentimento de que toda grandeza poderia ser expressa por algum ndmero
racional. [...] Pois ndo so ela parecia perturbar a suposi¢cdo basica da escola, de que tudo dependia
dos nimeros inteiros, como também porque a definicdo pitagoérica de proporgdo, assumindo como
comensuraveis duas grandezas quaisquer similares, fazia com que todas as proposicdes da teoria
pitagdrica das proporgdes se limitassem a grandezas comensuraveis, invalidando sua teoria geral das
figuras semelhantes. (EVES, 2011, p.106, 107)

Segundo Eves, particularmente essa descoberta, teria causado um escandalo
no meio pitagérico e, de acordo com uma lenda, levado um dos pitagoricos a ser

perseguido e, se ndo morto, dado como morto.

Mas atualmente, historiadores influentes tém discordado muito da historia
tradicional. De acordo com Roque, nas ultimas décadas esses mitos tém sido muito
guestionados pela historia da Matematica. Segundo Roque (2012, pp. 74-75), alguns
autores ndo sO6 duvidam de que os segmentos incomensuraveis tenham sido
descobertos pelos pitagoricos, como também acreditam que ndo é certa nem
mesmo a relacdo entre o Teorema de Pitdgoras e a descoberta dos irracionais.
Sabendo que os babilénios e chineses ja conheciam o teorema e, no entanto, nao

chegaram a essa concluséo.

1.3 Aristarco
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De acordo com Boyer e Eves, Aristarco de Samos por volta de (310 - 230
a.E.C), foi um astrobnomo e matematico, que segundo Arquimedes e Plutarco fez
uma das conjecturas astrondémicas mais ousadas da antiguidade, por volta do século
Il a.E.C. na qual apresentava a Terra em movimento ao redor do Sol. Inclusive, o
primeiro a propor que o0 nosso Sistema Solar era heliocéntrico e ndo geocéntrico.
Tudo o que foi escrito por ele a respeito desse assunto, se perdeu com a destruicdo
da Biblioteca de Alexandria, suas ideias s6 ficaram conhecidas porque foram citadas
por Arquimedes no seu Psammites. Sua teoria heliocéntrica sé teria reconhecimento

e validade mais de um milénio e meio depois com Nicolau Copérnico.

1.3.1 Contribui¢des de Aristarco

Segundo Boyer e Avila, apenas uma das obras de Aristarco chegou até nés,
Sobre os tamanhos e distancia entre o Sol e a Lua escrita talvez por volta de 260
a.E.C. Nela, Aristarco usa uma geometria elegante e muito simples para medir a
distancia Terra-Sol e Terra-Lua. Ele concluiu que o Sol estava a cerca de 20 vezes
mais distante da Terra que a Lua. Atualmente, sabemos que essa distancia é cerca
de 400 vezes. Apesar do resultado, o procedimento de Aristarco estava correto, 0s
instrumentos para medicdo de angulos da época € que ndo davam uma medida
precisa, o que nos leva refletir em todo conhecimento que foi perdido ao longo do
tempo. Atualmente sabe-se que em sua homenagem deram seu nome a uma

cratera lunar.

Vejamos como ele procedeu para calcular as distancias Terra-Sol e Terra-Lua.
Ele sabia que existiam duas posi¢cdes da Lua em sua orbita que para um observador
terrestre apresentava uma metade iluminada e a outra escura, que conhecemos

como quarto crescente e quarto minguante. (Veja a figura 12.)

Figura 12 - Esquema Terra, Lua e Sol

LUA CRESCENTE

LUA MINGUANTE
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Fonte: Autor, 2014

Quando isso ocorre tem-se o triangulo retangulo Terra-Lua-Sol, com a Lua no

vértice do angulo reto (veja a figura 13).

Figura 13 — Triangulo retangulo, Terra-Lua-Sol

TERRA

Fonte: Autor, 2014

Aristarco mediu o angulo a = LTS encontrando o valor 87° logo, o angulo
£ = LST teria medida igual a 3°. O que ele precisava saber agora era o valor da
razdo TS/TL, que ele sabia ser a mesma para todos os triangulos semelhantes a ele.

Uma maneira de se determinar essa razao € observar que:

TL
ﬁ = cosa.
Como cosa = cos87° # 0, essa igualdade é equivalente a
TS 1
TL _ cosa

Consultando uma tabela de razfes trigonométricas, temos que cos87° = 0,052, dai
temos

TS 1
TL 0,052

Chegando, dessa maneira, a conclusdo de Aristarco de que o Sol esta cerca de 20

= 19,23.

vezes mais distante da Terra que a Lua.

Com base na sombra projetada pela Terra num eclipse lunar, chegou a
conclusdo de que a Lua tem diametro trés vezes menor do que o da Terra, tendo

este valor em vista, deduziu que o diametro do Sol € 20 vezes maior do que o da
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Lua e cerca de 7 vezes maior que o da terra. Hoje sabemos que o diametro da Lua é
aproximadamente 3,75 menor que o da Terra e que o diametro da Terra é
aproximadamente 0,00916 do diametro do Sol, ndo chegando, portanto, nem a um

centésimo do diametro dele.

Como Aristarco fez para chegar a essas conclusées? Ele observou que o
angulo sob o qual via a Lua era 0 mesmo sob o qual via o Sol, determinando, dessa
forma, que a Lua e o Sol ttm o mesmo tamanho angular 2a. Fato esse, que pode
ser comprovado num eclipse solar, no qual o Sol fica totalmente encoberto pela Lua.

Veja a figura 14 que ilustra este fato.

Figura 14 — Eclipse solar
SJ'
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Fonte: Autor, 2014

Com os recursos que ele tinha na época, estimou que o angulo 2a media 2°,
hoje sabemos que, na verdade, ele mede cerca de 0,5°. Mas, esse fato nédo interfere

no resultado que vamos obter. Considere os tridngulos TLL’ e TSS’ temos que:

_ R, _Rs
sena = DL = DS
Dai, temos que
Ds _ Rs
D, R
Aristarco sabia que
D TS
==~ =20,
D, TL

pois, os triangulos TLL’ e TSS’ sdo semelhantes. Logo, tem-se que

Rs
— = 20 = Rs = 20R;.
Ry,

Portanto, para Aristarco, o raio do Sol era cerca de vinte vezes o raio da Lua.
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Relacionando as distancias e raios da Lua e do Sol com o raio da Terra para
fazer tais relacdes, Aristarco, observou o que acontece num eclipse lunar, que é

guando a Lua atravessa o cone da sombra da Terra. Veja figura 15 a seguir:

Figura 15 — Eclipse lunar

Fonte: Autor, 2014

Com base no tempo que a Lua gastou para atravessar a sombra, ele calculou
gue o diametro do cone de sombra da Terra, na altura da Lua, era 8/3 do diametro
da Lua.

Consideremos agora a figura 16 abaixo.

Figura 16 — Triangulos semelhantes

Fonte: Autor, 2014

Nela os pontos L, T e S, séo respectivamente os centros da Lua, da Terra e do
Sol. E seus respectivos raios sdo os segmentos cujas medidas sdo dadas por
LF =R, TC = Ry e SA = Rg, 0 segmento que mede LE é o raio do cone de sombra
na altura da Lua, de modo que LE = 8R; /3.

Veja que os triangulos CDE e ABC séo semelhantes, dai temos que

CD DE CD AB
S =pe =S =ro ®
AB BC DE BC
Observe ainda que

CD=TC—TD =Ry —LE = CD =Ry —8R, /3;

AB = SA—SB = AB = Rs — Ry;
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DE=TL=DE =D, eBC =TS = BC = Ds.

Substituindo-se os valores obtidos em (i) obtemos,

8
RT_ERL RS_RT

D,  Dj @)
Lembrando que,
R, Rg DS_TS_b
sena—DL—DS—a e DL_TL_ ,

teremos
DS = bDL, RS = aDS = abDL, RL = aDL.

De modo que a igualdade (ii) pode ser escrita como

8
RT _EaDL _ abDL _RT

D, bD,
Dai, temos
Ry +& = §aDL +aD;
b 3 '
Simplificando,
(1 +1)RT = EaDL,

b 3
donde segue que

B 3(b+1)

L™ 11ap ™7
portanto temos

De = bD _3(b+1)R
STULT 11 7T
3(b+1)
RS:abDL:TRT
e
3(b+1)
RLzaDLZTRT'

Utilizando os dados de Aristarco substituindo-se agora a = sen 1°= 0,017 e

b = 20, vamos obter as grandezas D; , Ds, R; € Rg em funcao do raio da terra Ry.
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D, =16,8Ry, Ds = 337R;, R, =0,29R;, Rs =5,7R;.

Fazendo as contas, com o0s valores mais aproximados da realidade
a = sen 0,25° = 0,0044 e b = 400, obtemos:
D, = 62Ry, Dy = 24855Ry, R, = 0,27R;, Rs = 109R;.

Que sao valores mais proximos dos encontrados atualmente.

1.4 Eratéstenes

De acordo com Boyer, Eves e Avila, Eratdstenes, nasceu em Cirene ao norte
da Africa atual Libia por volta de 276 a.E.C. Foi poeta, matematico, astréonomo,
geografo, historiador, fildsofo, atleta e bibliotecario. Estudou em Alexandria, no Egito
e em Atenas onde passou a maior parte de sua juventude. Foi também em Atenas,
gue Eratostenes adquiriu grande fama pela diversidade de seus conhecimentos.
Atendendo ao chamado do rei Ptolomeu Ill, mudou-se para Alexandria com o
encargo de administrar a Biblioteca e ser tutor de seu filho, o futuro rei Ptolomeu
Filopator. Foi no reinado de Ptolomeu Ill, no periodo 246 a.E.C. a 222 a.E.C., e sob
o comando de Eratostenes, que a Biblioteca obteve um grande crescimento,
chegando a obter 480 000 obras. Acredita-se que a Biblioteca tenha chegado a obter
cerca de 700 000 obras. A Biblioteca foi destruida com a invasédo dos arabes no
século VII E.C.

1.4.1 Contribuicdes de Erastéstenes

De acordo com Boyer e Avila, as obras matematicas de Eratostenes perderam-
se, ndo chegando até nds. Sabe-se que ele ficou conhecido por ter sido o primeiro
na historia da ciéncia a determinar o tamanho da terra. Ele chegou a tal concluséo
usando um método engenhoso e muito simples. Ele sabia que no primeiro dia de
verdo, na cidade de Syene (ou Assud) no Egito, ao meio dia a luz do sol incidia
verticalmente no fundo de um pog¢o mostrando dessa forma que o sol estava
diretamente acima da cidade. E usando calculos simples mostrou que em Alexandria
0 angulo que a luz do sol fazia com uma vara colocada na vertical era de 7,2°, o que
corresponde a 1/50 da circunferéncia que mede 360°. Viajava-se muito de Syene
para Alexandria e sabia-se que a distancia entre essas cidades era de 5 000
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estadios!. Utilizando esses dados, Eratéstenes calculou que a terra tinha
50 x 5000 = 250 000 estadios. Portanto, o encontrado por ele equivale atualmente a
aproximadamente 46 250 km o que € bastante razoavel, sabendo-se que era muito
dificil para Erastostenes medir, com a tecnologia que tinha na época, a distancia
entre dois pontos sobre a superficie da terra. O valor atual pela linha do equador é

de aproximadamente 40 053,84 km.

Vamos entender matematicamente como fez EratOstenes para calcular o

comprimento da terra. (Ver figura 17.)

Figura 17 — Raios solares incidindo verticalmente num po¢go em Syene
Raios solares

Fonte: Autor, 2014

Usando uma regra de trés simples pelo fato da proporcionalidade entre arcos e
angulos, obtemos
C _ 360°
AS  7.2%
onde, C é o comprimento da circunferéncia da Terra. Dai, tem-se

C —
5000

50.

Como 1 estadio equivale a 185 m, conclui-se que
C = 250000 estadios = 250 000.185 = 46 250 000 metros.

Portanto, o comprimento da circunferéncia da terra é aproximadamente 46 250 km.

! Segundo a Royal Geographical Society of London, um estadio vale 203 jardas inglesas, ou 185,6
metros. Foi adotada a aproximacao de 185 metros


http://pt.wikipedia.org/wiki/Royal_Geographical_Society_of_London
http://pt.wikipedia.org/w/index.php?title=Jardas_inglesas&action=edit&redlink=1
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Eratéstenes é bem conhecido dos matematicos, pois adquiriu grande fama em
aritmética gracas a um procedimento de listar os numeros primos até o limite
desejado. Tal método € conhecido como Crivo de Eratéstenes. Aplica-se o método
da seguinte forma: com os numeros dispostos em ordem de 1 até n, cancela-se o 1,
em seguida a partir do 2 (exclusive) cancelam-se os numeros de dois em dois, agora
a partir do 3 (exclusive) cancelam-se os numeros de trés em trés e continua-se
desse modo até cancelar cada n-ésimo namero a partir de n (exclusive). Tal

precedimento esta ilustrado na figura 18 a seguir, para n = 100.

Figura 18 — Crivo de Eratéstenes

CRIVO DE ERATOSTENES

(40 4O () o
®|Z Wb Q7 | 19 21( z; 2%
e of 2 % ¥ 31;
J 3 ’28 sﬁ S
53 s sp 57 5} ¢ 6,
&3 s:( o of GD o e 7 7
g ;/{ 7 7$ 7,5' 7% s# 8;

8 g 9
g3 da 9 sﬁ () j of n

Fonte: Disponivel em: <https://erealityhome.wordpress.com/2009/03/21/250-ac-crivo-de-eratostenes-
p-numeros-primos-2/>. Acesso em 21.01.2015

Mesmo com tanto sucesso como estudioso e intelectual, o fim de Eratdstenes
foi trdgico. Relata-se que, em torno 194 a.E.C. com a idade avancada, ele ficou
guase cego em decorréncia de uma oftalmia, com desgosto, induziu sua prépria

morte parando de alimentar-se.

Na revista Calculo, edicdo 39 de abril de 2014, num artigo cujo titulo € Duas
cidades duas turmas e a circunferéncia da Terra, duas turmas de 9° ano, uma do
Colégio Vital Brazil em Sao Paulo com 40 alunos, outra da Escola municipal Para, no
Rio de Janeiro com 38 alunos, reuniram-se, em um dia de sol, para refazer o que
deixou o astrbnomo grego Eratéstenes famoso. Os professores Ayrton Olivares e
Juliana Jong, do Colégio Vital Brazil e a professora Claudia Moura, da Escola

Municipal Par& foram convidados pela revista Célculo para realizar essa tarefa.


https://erealityhome.wordpress.com/2009/03/21/250-ac-crivo-de-eratostenes-p-numeros-primos-2/
https://erealityhome.wordpress.com/2009/03/21/250-ac-crivo-de-eratostenes-p-numeros-primos-2/
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Entdo, no dia 21 de fevereiro, as 11 horas da manhd, a professora Claudia
reuniu sua turma, munidos de trena, cabo de vassoura, régua, transferidor,
esquadro, celular e calculadora, dai eles utilizaram a bussola do celular para
encontrar e marcar uma linha até um ponto X na diregcdo do norte magnético. Em
seguida, a professora utilizou o transferidor e adicionou alguns graus ao ponto X, a
fim de determinar o norte verdadeiro, logo apdés, tracaram outra linha, indicando o
meridiano local. Ao mesmo tempo, em Sao Paulo, Ayrton e Juliana reuniram 0s
alunos na quadra de esportes da escola e 4 realizaram os mesmos procedimentos

que aturma do Rio.

Com tudo pronto, ambas as turmas ficaram esperando o sol chegar ao ponto
mais alto de onde estavam o meio dia, momento aproximado em que a sombra do
cabo de vassoura chegaria no meridiano o que ocorreu as 12:00h no Rio, entdo
Claudia enviou uma mensagem de celular para a turma de S&o Paulo dizendo:
“Chegou”. A partir dai ela usa o transferidor para determinar o angulo formado pelo
cabo e os raios solares. E as 12h e 07min, em sdo Paulo, eles mediram o

comprimento da sombra, a partir dai, trocaram as informag6es via mensagens:
Rio de Janeiro, comprimento do cabo 1,69 m e da sombra 28,5 cm.
Séao Paulo, comprimento do cabo 1,18 m e da sombra 30 cm.

Cada turma em suas salas fizeram as contas e concluiram que a circunferéncia
da Terra era de aproximadamente 28.000 km bem longe dos 40.075 km. O que deu
errado? Depois de revisar e pensar, chegaram a conclusdo de que a Terra gira e
isso influenciou nos comprimentos das sombras. Além disso, perceberam que a
soma dos angulos internos do triangulo encontrado era maior que 180°. Entdo os
professores concluiram que, para se ter uma boa estimativa, as turmas precisavam

de medidas que os levassem a um angulo de aproximadamente 3°.

Algumas versdes da historia relatam que EratOstenes, sem uma teoria bem
estabelecida sobre tridngulos e todo aparato tecnolégico, estimou que a Terra tinha

aproximadamente 46.516 km, dando uma lavada nas pessoas em pleno século 21.

Para aplicar o método de Eratostenes, usando as medicbes da sombra e do
cabo, o aluno imagina que corta a Terra em um circulo maximo. Para isso, imaginou

gue as cidades estivessem no mesmo meridiano, pois a circunferéncia do meridiano
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€ a mesma da Terra. Entdo ele faz o desenho de um circulo representando a
circunferéncia da Terra e marca Sao Paulo e o Rio de Janeiro. Dai, ele desenha os
cabos de vassoura em cada cidade, as sombras e os raios solares, indica o angulo
formado pelo cabo e o raio solar por xsp, N0 caso de Sao Paulo e por xg;5, NO Caso
do Rio. Nos dois casos determina o angulo formado calculando o valor da tangente

conforme indicado abaixo:

sombra cateto oposto

= - = tanx.
cabo cateto adjacente

Em seguida, consulta uma tabela trigonométrica, ele também prolonga cada

cabo até o centro da Terra, formando-se assim um triangulo. Veja a figura 19 abaixo.

Figura 19 — Representacdo gréafica do problema

sombra

Fonte: Revista Célculo, edicdo 39, abril de 2014

Ele sabe agora pelo teorema de Tales e pela propriedade de angulos alternos
internos que o angulo xg;, forma 180° com um dos angulos do triangulo. Ele nota
gue xgp € um dos angulos do triangulo, dai ele usa o fato de que a soma dos
angulos internos do triangulo € 180° para determinar o angulo desconhecido que ele

chamou de t.
(1800 - leo) + xSP + t = 1800

t = Xgjo — Xsp

Depois de determinar t o aluno usa o fato de a Terra ser uma esfera, e como

um circulo tem 360°, ele diz que proporcdo entre o arco d (distancia entre as duas
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cidades) e o angulo t é igual a proporgéo entre a circunferéncia da Terra T e 360°.

Usando uma regra de trés simples ele conclui que:

t d___ 360°d

360° T ¢ ”

A conclusdo a que se chega é que, Eratéstenes ndo podia dar-se ao luxo de
errar tanto como o0s alunos de nosso século, pois ele ndo tinha meios de confirmar
seu resultado. Mas, assim como ele, as duas turmas conseguiram mais que
resultados precisos, aplicaram um método que mostra como é grande o poder
daqueles que usam mateméatica, mesmo que objeto de estudo seja tdo imenso,

como um planeta.

1.5 Hiparco

De acordo com Boyer e Eves, Hiparco de Nicéia, por volta de (180-125 a.E.C.)
foi matematico e possivelmente o mais notavel dentre os astrbnomos da
antiguidade. Hiparco, além de fazer a transicdo entre a astronomia babilénica e a
obra de Ptolomeu, destacou-se ainda pela rigorosidade de suas observacdes e
seguranca das conclusbes a que chegou. Apesar de se fazer referéncia a um
equinécio vernal registrado por Hiparco em Alexandria no ano 146 a.E.C., foi no
observatorio de Rodes, um importante centro comercial da época, que ele fez as
mais relevantes observacfes astronbmicas. As principais contribuicbes em
astronomia que se atribui a Hiparco séo: a sistematizacdo de dados empiricos
provenientes dos babilénios; a elaboracdo de um catdlogo com 850 estrelas;
determinacao da duracado do dia e do ano; calculo da paralaxe lunar, do tamanho da
Lua, da inclinacdo da ecliptica; que se podia localizar pontos sobre a superficie
terrestre por meio de suas latitude e longitude; descoberta da precessdo dos
equindcios, sendo esta sua principal descoberta. Presume-se ainda que ele tenha
sido um dos responsaveis pela construcdo de sistemas planetarios geomeétricos.
Mas tudo o que sabemos sobre as obras de Hiparco € meio duvidoso, uma vez que
poucos de seus escritos chegaram até nés. O que sabemos de suas contribuicbes

cientificas é proveniente de fontes indiretas.

1.5.1 Contribuicdes de Hiparco para a matematica
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As contribuicbes de Hiparco para a astronomia ndo foram tdo importantes
guanto sua contribuicdo para o avanco da trigonometria. Pela elaboracédo da que foi
a primeira tabela trigonométrica da historia, ele ganhou o direito de ser chamado de
pai da trigonometria. Por meio dessa tabela, introduziu na trigonometria grega a
divisdo da circunferéncia em 360 partes, cada uma delas sendo chamada de grau.
Possivelmente teve essa ideia estudando a astronomia babilénica ou os escritos do
astronomo grego Hipsicles, que dividiu o dia em 360 partes. Comentando a respeito
da tabela de cordas de Ptolomeu, Téon de Alexandria (século IV) atribui a Hiparco
um tratado constituido de 12 livros, onde ele se ocupa da construgdo de uma tabela

de cordas.

Segundo Giovanni Junior, os matematicos gregos ndo usavam o seno do
angulo, eles trabalhavam com a corda do arco duplo. Vejamos como calcular o seno
de um angulo a a partir do comprimento da corda do arco 2a (ou crd2a) de um arco.
Considere a figura 20 seguinte, onde r = 60. Devido ao fato de ele usar a

matematica dos babilénios cuja base era 60.

Figura 20 — Circunferéncia e a corda BC do arco 2a

Fonte: Autor, 2014

CM BC crd2a
oc  AC  2r
De acordo com Eves, posteriormente, uma tdbua contendo essencialmente o

= crd 2a = 2r.sen «.

sena =

seno dos angulos de 0° a 180° com variacdo de meio em meio grau foi construida

pelo grego Ptolomeu.
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1.6 Ptolomeu

De acordo com Boyer e Eves, Claudio Ptolomeu (ou Ptolomeu de Alexandria)
foi o responsavel pela obra trigonométrica mais importante da antiguidade
denominada Syntaxis matematica (ou Sintese matematica), composta de 13 livros e
gue por sua consisténcia e elegancia distinguiu-se das demais obras astronémicas e
tornou-se muito influente no meio cientifico. Por sua enorme relevancia, a obra de
Ptolomeu ficou sendo chamada de a colecdo maior (magiste) para fazer distincéo
entre as colecdes menores sobre astronomia de Aristarco e 0S outros autores.
Depois os Arabes passaram a chamar esse tratado de o maior. Como o artigo o em
arabe € al, o tratado de Ptolomeu passou a ser chamado de Almagesto.

Segundo Aaboe, sobre Ptolomeu, sabe-se pouco, pois detalhes como quando
ou onde nasceu, sdo desconhecidos, a respeito de seu trabalho o Almagesto, este
fornece dados de observacgfes astronémicas que permitem daté-lo por volta de 150
E.C.

No Almagesto Livro IV, cap. 6: “Dos trés eclipses lunares, selecionados entre os que nds proprios,
observamos com extremo cuidado em Alexandria, o primeiro aconteceu no décimo ano de Hadriano
(o imperador romano), no dia 20/21 do més egipicio Payni; o meio ocorreu meia e um quarto de hora

equinocial (3/4 de hora) antes de meia noite; o eclipse foi total, e neste instante a posicao verdadeira

do Sol era 13 " de Taurus, muito aproximadamente”, e de maneira semelhante para os outros

eclipses. Este eclipse é faciimente indentificado como o que ocorreu em 133 d. C., no dia 6 de maio,
as 22he7min. G. M. T. (AABOE, 2013, pp. 176-7).

Ainda segundo Aaboe (2013), considera-se que o Almagesto teve para a
astronomia a mesma importancia que os Elementos de Euclides e as Cobnicas de
Apoldnio tiveram em seus respectivos ramos de conhecimento matematico. Essa
obra fez com que os antecessores de Ptolomeu fossem muito superficiais, fazendo
com que a maioria deles se perdesse, mas que ao contrario de Euclides, Ptolomeu

reconheceu todo conhecimento produzido por seus antecessores.

Segundo Boyer e Eves, supfe-se que o Almagesto de Ptolomeu, foi inspirado

na obra Cordas num circulo de Hiparco. Sabemos que, em astronomia, Ptolomeu
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usou o catalogo de estrelas deixado por Hiparco. No entanto, ndo se pode afirmar
gue para fazer suas tabelas trigopnométricas ele tenha usado as tabelas de seu
renomado antecessor. O Livro | contém as tabelas trigonométricas e também uma
exposicdo minuciosa de como obté-la, usando-se uma importante proposicao
geométrica que conhecemos como teorema de Ptolomeu, cujo enunciado é o
seguinte: Num quadrilatero ciclico, o produto das diagonais € igual a soma dos

produtos dos dois pares de lados opostos. Veja a figura 21 a seguir.

Figura 21 — Quadrilatero ABCD inscrito na circunferéncia
D

B

Fonte: Autor, 2014

Em notacdo matemética temos
AB.DC + AD.BC = BD.AC

Para demonstrar esse fato, tome um ponto E sobre a diagonal AC de modo que

0 angulo ABE seja congruente ao angulo CBD. Veja a figura 22 seguinte.

Figura 22 — Angulo ABE congruente ao angulo CBD
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Fonte: Autor, 2014

Observe agora que os triangulos BCE e ADB sao semelhantes, pois os angulos

EBC e ABD s&do congruentes por construcdo e os angulos ACB e ADB s&o

congruentes porque subtendem o mesmo arco. Dai, obtemos,

BC CE
BD _ AD
ou
AD.BC = BD.CE. 1)

Veja ainda que os triangulos, ABE e BCD sao semelhantes, pois os angulos
ABE e CBD s&o congruentes e os angulos BAC e BDC s&o congruentes, pois

subtendem o mesmo arco. Dessa forma, temos
AB AE
BD _CD
ou ainda,
AB.CD = BD.AE. (2)

Somando-se as igualdades (1) e (2) teremos
AD.BC + AB.CD = BD.CE + BD.AE
AD.BC + AB.CD = BD.(CE + AE).
Como CE + AE = AC, obtemos

AD.BC + AB.CD = BD.AC.
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Usando esse teorema, Ptolomeu demonstra que dados os arcos a e 8 e suas
respectivas cordas, pode-se achar a corda do arco diferenga em funcdo das cordas
dos arcos dados. Com isso, ele deduz o que atualmente, usando as funcdes seno e

COSSeno representa a expressédo sen(a + b).

Sendo crd a a corda do arco a, e considerando o raio do circulo igual a 60, ele
concluiu que os matematicos gregos, que faziam calculos com fracdes, usavam as
fracdes babilénicas devido a facilidade que elas traziam para seus calculos, dai a
razdo pela qual o raio do circulo era 60:

120crd(a — B) = crda.crd(180 — B) — crdpB.crd(180 — a)
gue nos lembra a expresséo,

sen(a — B) = sena.cosf — senf.cosa.

Além disso, mostrou utilizando o teorema de Pitdgoras que se a € um angulo
agudo entéo vale a relacao.

cos’a + sena = 1.

No que diz respeito a astronomia nos livros Ill, IV e V, ele desenvolve um
sistema astronémico geocéntrico através de epiciclos, ja nos livros VIl e VIII, ocupa-
se na apresentacdo de um catalogo de 1028 estrelas fixas e nos demais livros, trata
dos planetas. De modo que as exposi¢cdes astrondmicas contidas no Almagesto

foram utilizadas como padréo até os dias de Copérnico e Kepler.

1.6.1 Contribuicdes de Ptolomeu

De acordo com Boyer e Eves, € comum lembrarmos de Ptolomeu hoje por
causa de seu Almagesto, mas essa ndo foi a sua uUnica obra. Dentre as mais
importantes destaca-se Geografia, composta de 8 livros, que tem para os geografos
a mesma importancia que o Almagesto para os astronomos. Nela ele descreve,
dentre outras coisas, um sistema de latitudes e longitudes iguais aos que ainda sdo
usados, catalogou aproximadamente 8000 cidades e outros aspectos importantes da
Terra. Também escreveu sobre ¢ptica e musica. Tentou deduzir o postulado V (ou
das paralelas) de Euclides, tendo em vista 0os outros postulados e axiomas dos
Elementos, em uma tentativa fracassada de elimina-lo das suposi¢des iniciais desta

obra.
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1.6.2 Ptolomeu e o célculo da distancia da Terra a Lua

Segundo Avila, o0 método proposto por Ptolomeu para calcular a distancia da
Terra a Lua é muito simples, porém engenhoso. Ele comec¢ou imaginando um
observador num ponto A na Terra o qual vé a Lua sobre si verticalmente na posi¢cao
L. Ap6s um determinado tempo t, o observador, por causa do movimento de rotagéo
da Terra, muda da posi¢ao A para a posi¢cdo A'. Simultaneamente a Lua passa para

a posigao L’. Veja a figura 23

Figura 23 — Representagdo geométrica do método

Fonte: Explorando o Ensino de Matematica — Atividades vol. 2

Os angulos ACA’ e ACL' s&do conhecidos, uma vez que se conhecem o0s
movimentos da Terra e da Lua, dai pode-se determinar y, uma vez que
y = ACA’ — ACL'. Pode-se medir diretamente o angulo a e como o angulo S € seu
suplemento, este também fica determinado. Desse modo, o triangulo, CA'L fica bem
determinado, pelo lado CA’ = R e os angulos B e y. Assim, a distancia CL' da Terra a

Lua pode ser calculada em funcéo de R.
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FUNDAMENTACAO MATEMATICA

Neste capitulo, é apresentada a fundamentagdo mateméatica necesséria para a
compreensao da trigopnometria, de um ponto de vista matemético. Essa exposi¢ao foi

trabalhada em sala de aula, pois era parte do curriculo nesse nivel de ensino.

O contetdo que vai ser estudado agora é uma boa ferramenta que auxilia o
célculo de distancias, as quais nao podem ser medidas diretamente, quando se

consegue estabelecer a semelhanca entre dois triangulos.

2.1 Feixe de paralelas

Definicdo 2.1.1 Dadas as retas r e s de um mesmo plano. Dizemos que elas séao
paralelas quando ndo possuem pontos em comum.
Em simbolos, temos:
r//s & res sao coplanares e rNs = ¢.
Definicdo 2.1.2 Tomando-se em um mesmo plano trés ou mais retas paralelas entre
si, teremos um feixe de retas paralelas, ou tdo somente feixe de paralelas.
Definicdo 2.1.3 Qualquer reta que intersecte as retas do feixe de paralelas é

chamada de reta transversal.

Observe o feixe de paralelas, com r//s//u//v, e a reta t, transversal.

Conforme a figura 24 abaixo.

Figura 24 — Feixe de paralelas cortado por uma transversal

/ 3

/

Fonte: Autor, 2014



(i)
(ii)
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Todo feixe de paralelas possui a seguinte propriedade: Se um feixe de retas
paralelas determina segmentos congruentes sobre uma reta transversal, entédo

determinara segmentos congruentes sobre qualquer outra reta transversal.

Demonstracéo:

Considere o feixe de retas paralelas dado por r//s//t e as retas m e n
transversais ao feixe. A reta m, intersecta o feixe nos pontos A, B e C
respectivamente de modo que AB = BC. A reta n intersecta o feixe nos pontos M, N

e P respectivamente. Devemos mostrar que MN = NP. Veja a figura 25 abaixo.

Figura 25 — Feixe de paralelas cortado pelas transversais m e n

A7 n\M

Fonte: Autor, 2014

Tracemos pelos pontos M e N retas paralelas a reta m, de acordo com a figura 26.

Figura 26 — Retas MT eNS paralelas a retam

S

r

-V
VNN
7 A

Fonte: Autor, 2014

Da figura, temos por construgéo que:
ABRM é um paralelogramo, dai temos que AB = MR.
BCSN é um paralelogramo, dai temos que BC = NS.
Como por hipétese, AB = BC tem-se entdo que MR = NS. (1)
M = N angulos correspondentes. (2)
R = S pois, R = T (angulos correspondentes) e T = § (angulos correspondentes). (3)
De (2), (1) e (3) conclui-se que AMRN = ANSP pelo caso de congruéncia ALA.

Portanto, temos que MN = NP.
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A demonstracdo acima pode ser estendida para um feixe com n(n > 2) retas

paralelas.

2.2 Teoremade Tales

Um feixe de retas paralelas determina, em duas retas transversais quaisquer,

segmentos que Sao proporcionais.

Demonstracao:
Considere o feixe de paralelas, r // s // t que determina sobre a transversal m
os segmentos AB e BC. E sobre a transversal n, os segmentos MN e NP. Considere

a figura 27 abaixo.

Figura 27 — Feixe de paralelas e segmentos proporcionais em retas transversais

A/ \ M

[ N\

P

\ t

~Jo

Fonte: Autor, 2014

Devemos mostrar que
AB _ MN
BC NP’

Tome um segmento de medida x, tal que AB = ax e BC = bx, ou Seja, existe
um segmento x que é mltiplo de AB e BC. Pelos pontos de divisdo, tragamos retas
paralelas as retas r,s e t. Pela propriedade anterior, os segmentos determinados
sobre a transversal n, também s&o congruentes, chamaremos essas medidas de y

de modo que MN = ay e NP = by. Veja a figura 28.
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Figura 28 — Transversais m e n divididas em segmentos congruentes

Ay \M r
Jx Y\
Ix Y\
a Ix y\
[x Y\
/x Y\
BJx yAN s
I x AN
X Y\
/x Y.\
b Ix y\
Ix Y.\
/X Y\
/X Y\
JX AN

Donde segue que,

AB_ax ay
BC bx b AB _ MN
MN _ ay gf BC NP
NP by b

Portanto, os segmentos AB, BC, MN e NP s&o proporcionais.

2.3 Oteoremade Tales nos triangulos

Toda reta paralela a qualquer lado de um tridngulo e que intersecta os outros

dois lados em pontos distintos, determina, sobre eles, segmentos que s&o
proporcionais.

Demonstracgéo:
Considere o AABC, da figura 29 abaixo, tracando-se uma reta s // BC, que

intersecta os lados AB e AC nos pontos M e N repectivamente. Em seguida,

tracamos pelo vértice A uma reta r //s. Obtendo assim, um feixe de paralelas
r//s// BC, cortado por duas transversais AB e AC.

Figura 29 — Triangulo ABC

A
r

N
[\

Fonte: Autor, 2014

Pelo teorema de Tales, temos que:
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AM AN
BM CN

Portanto, os segmentos AM, BM, AN e CN sdo proporcionais.

2.4 Teorema da bissetriz interna

A bissetriz de um angulo interno de um triangulo divide o lado oposto, em

segmentos proporcionais aos lados adjacentes do angulo considerado.

Demonstracgéo:
Dado o triangulo ABC, traca-se a bissetriz AM, do angulo A. Veja A figura 30 a

seqguir.

Figura 30 — Bissetriz interna AM, do angulo A no triangulo ABC
A

M
Fonte: Autor, 2014

Tracando-se pelo vértice C uma reta r paralela a bissetriz AM, esta encontra o

prolongamento do lado AB no ponto P, conforme mostrado na figura 31.

Figura 31 — Construcdo do triangulo PBC
P

c
B M

Fonte: Autor, 2014

No tridangulo PBC, temos que AM //r por construcdo. Do caso anterior temos
que

AB BM

ap~cm O
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m = x (angulos alternos internos)
Temos ainda que, { n =y (angulos correspondentes)
x =y (AM é bissetriz do angluo A)
Desse modo, m =n = AABC é IisOsceles. Dai, segue que AP = AC.
Substituindo-se este resultado na igualdade (i) teremos, portanto que,
AB _BM
AC  CM

2.5 Semelhanca de triangulos

Definicdo 2.5.1 Diz-se que dois triangulos sdo semelhantes, quando possuem 0s
angulos internos respectivamente congruentes, ou o0s lados homélogos

proporcionais.

Considere os triangulos, ABC e A'B'C’ da figura 32 abaixo.

Figura 32 — Triangulos semelhantes
A

Fonte: Autor, 2014

A = A' a b

AABC~AA'B'C' = {B = B’ ou = = —=—

c=¢C

Lados homélogos (homo = mesmo e logos = lugar) séo tais que, cada um deles

esta num dos triangulos e sdo opostos a angulos congruentes. E a razdo entre os

lados homdlogos, expressa por:

Dessa forma, a constante k €& denominada, razdo de semelhanca dos
triangulos. No caso, em que k = 1, os triangulos sdo congruentes.
Decorrem da definicao de triangulos semelhantes as seguintes propriedades:
) Reflexiva: AABC~AABC
i) Simétrica: AABC~AMNP < AMNP~AABC
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iii) Transitiva: AABC~AMNP e AMNP~ARST = AABC~ARST.

2.6 Teoremafundamental da semelhanca de triangulos

Se uma reta é paralela a um dos lados de um triangulo e intersecta os outros
dois lados em pontos distintos, entédo o triangulo determinado por ela é semelhante

ao primeiro.

Demonstragéo:
Considere 0 AABC da figura 33 abaixo.
Figura 33 — Tridngulo ABC qualquer

A

Fonte: Autor, 2014

Tracemos uma reta r, paralela ao lado BC, que intersecta o lado AB e o lado

C, respectivamente nos pontos D e E. Veja a figura 34 abaixo.

Figura 34 — Reta r paralela ao lado BC do triangulo ABC

o
IS

C

Fonte: Autor, 2014

i) Angulos congruentes

D (angulos correspondentes)
Como r // BC, tem-se que:

E (angulos correspondentes)
A (angulo comum)

o D, Oy
11

i) Lados homdlogos séo proporcionais
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Devemos mostrar que,
AD AE DE
AB _ AC BC
Do teorema de Tales, segue que,
AD AE
AB ~ AC
Tracemos por E, a reta s paralela ao lado AB, que intersecta BC no ponto F.

Veja a figura 35 abaixo.

Figura 35 — Reta s paralela ao lado AB do triangulo ABC
A
S
D /g r

B /F C
Fonte: Autor, 2014

No paralelogramo BDEF, temos DE = BF e pelo teorema de Tales, segue que,
AE BF AE DE
—_——— ) — = —
AC BC AC BC
dai, segue-se que

AD AE DE

AB _AC  BC
Portanto, de (i) e (ii) temos que

AABC~AADE.

2.7 Casos de semelhanca

1° caso: Se dois triangulos ABC e DEF s&o tais que A= D e B = E, entfo eles

sdo semelhantes.

Demonstracéo:

Considerando que os triangulos ABC e DEF da figura 36 ndo sdo congruentes
temos que AB > DE. Seja G um ponto de AB tal que AG = DE e o tridangulo AGH com
G = F e Hnolado AC.
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M
)

Figura 36 — Tridngulos ABC e DEFcomA=DeB

A

B C

Fonte: Autor, 2014

Dai, tem-se que:
ALA

D AG = DE, G = E) = AAGH = ADEF — AABC~ADEF

2° caso: Se dois lados de um triangulo sao proporcionais aos homologos de
outro e os angulos compreendidos entre eles sdo congruentes, entdo os triangulos

sdo semelhantes.

Demonstracao:

Considere os triangulos, ABC e DEF da figura 37 abaixo.

Figura 37 — Triangulos ABC e DEF com B=E

A

B C E F

Fonte: Autor, 2014

Temos, por hipotese, que

s_p,DE_EF
4B~ BC

Seja MNP por construgéo, um triangulo tal que, NP =BC, N=E e P =F. Veja
figura 38.
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Figura 38 — Triangulo MNP
M

(

Fonte: Autor, 2014

Logo, pelo 1° caso de semelhanca, temos que AMNP~ADEF. Desse modo, 0S

; » . . DE EF — . DE EF
lados homdlogos sao proporcionais — = ——, como NP = BC entdo — = —
MN NP MN  BC

o DE EF .

mas, por hipotese sabemos que, B = B’ dai segue que MN = AB.

Logo, temos que, AABC = AMNP, pois AB = MN, B =N e BC = NP — caso LAL.
Portanto, temos que AABC~ADEF.

3° caso: Se dois triangulos possuem os lados homdélogos proporcionais, entdo

eles sdo semelhantes.

Demonstracao:

Considere os triangulos, ABC e DEF da figura 39.

Figura — 39 Triangulos ABC e DEF com lados homd&logos proporcionais
A

B C E F

Fonte: Autor, 2014

Temos, por hipétese, que:
DE EF DF
AB _ BC AC
Seja MNP por constru¢do, um triangulo tal que, N = E, NP

S
S
3

Ver figura 40.
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Figura 40 — TriAngulo MNP com N = E, NP = BC e MN = AB
M

Fonte: Autor, 2014

DE EF

Por hipétese, temos que — = — e N = E. Pelo 2° caso de semelhanca
MN NP

temos que AMNP~ADEF. Segue dai, que os lados homélogos s@o proporcionais

DE DF - . DE DF o
— = —— e como MN = AB, entdo — = ——. Mas, pela hipotese sabemos que
MN  MP AB  MP

DE DF _
— = —, logo temos que MP = AC.
AB AC

Assim temos que AABC = AMNP, pois, AB = MN, NP = BC e AC = MP — caso LLL.
Portanto, concluimos que AABC~ADEF.

2.8 A trigonometria no triangulo retangulo

Conforme Guelli, Hiparco construiu a primeira tabela trigonométrica com os
valores das cordas de varios angulos entre 0° e 180°, esse feito deu um grande
avanco para a astronomia e o titulo de pai da trigonometria para Hiparco. Porém,
diante do surgimento da obra mais importante da antiguidade sobre trigonometria,
um conjunto de 13 livros chamado o Almagesto escrita por Ptolomeu, o titulo de

Hiparco seria esquecido.

No Almagesto, Ptolomeu escreve uma tabela trigonométrica bem mais
completa. Nela, Ptolomeu fornece as medidas das cordas para os angulos de 0° a

180° variando de meio em meio grau.

7

A trigonometria é uma poderosa ferramenta para o calculo de grandes
distancias, basta enxergar em um triangulo retangulo, a medida ou parte da medida

de um de seus lados e ter um instrumento para medir angulos.
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2.9 Razdbes trigonométricas de um angulo agudo

Considere inicialmente um angulo agudo @, com vértice no ponto O, como
mostra a figura 41 abaixo.

Figura 41 — Angulo agudo «a

0O -
Fonte: Autor, 2014
Tomando-se sobre um dos lados do angulo a, pontos distintos arbitrarios A, A,,

A,, ... e tracando-se por esses pontos, perpendiculares ao lado 04 do angulo, essas

vao intersectar o outro nos pontos B, By, B,, ..., respectivamente.

Determinando os triangulos retangulos OAB, 0A;B;, OA,B,,... conforme figura

42 abaixo,

Figura 42 — Tridangulos retangulos

0.

B1

o ¢ @ @ 0
A Al A2

Fonte: Autor, 2014

¥

gue sao semelhantes, de acordo com o 1° caso de semelhanca de triangulos. Desse

modo, podemos escrever as seguintes proporcoes:

AB _AyBy _A;B, o
oB~ oB, 0B, *!
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OA 04, 04, _
OB 0B, 0B, 2
AB _AB; A;B,
0A 04, 04,

e = k3.

Os numeros k4, k, e ks, s80 chamados respectivamente de seno, cosseno e
tangente do angulo agudo a e indicamos por:

_AB _oa . _AB
S@TlO(—OB, COSO(—OB e g(l—OA.

Séo denominados também de razbes trigonométricas do angulo agudo «.

2.10 As razdes trigonométricas no triangulo retangulo

No triangulo retangulo ABC, reto em C, da figura 43 a seguir,

Figura 43 — Triangulo retangulo ABC

c

Fonte: Autor, 2014

temos o0s seguintes elementos:

AB é a hipotenusa e sua medida é indicada por a.

BC e AC s&o catetos e suas medidas sdo respectivamente, indicadas por b e c.
BC ¢é o cateto oposto ao angulo a e BC é o cateto adjacente ao angulo £.

AC é o cateto adjacente ao angulo a e AC € o cateto oposto ao angulo 3.

De acordo com o que foi visto no item anterior:

Para o angulo a, temos que,

BC medida do cateto opostoaa b
sena = =

AB~ medida da hipotenusa a
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AC medida do cateto adjacenteaa c

cosa =

AB ~ medida da hipotenusa a

BC medida do cateto opostoaa b

t = —= =
9% =AC T medida do cateto adjacenteaa c

E para o angulo g, tem-se,

_AC _medida do cateto opostoa f ¢
senf = AB medida da hipotenusa ~ a

_ BC medida do cateto adjacentea p b
cos f = AB medida da hipotenusa T a

AC medida do cateto oposto a f§ c

t = — = = —,
9k BC medida do cateto adjacentea f b

2.11 A origem dos nomes seno, cosseno e tangente

De acordo com Guelli, no comeco do século VII E.C., os Arabes expandiram-
se por toda peninsula Ibérica formando reinos que duram por séculos, de tal maneira
gue, nenhum europeu podia pensar em ser matematico ou astrbnomo, sem dominar
o idioma arabe. No inicio do século XIl E.C, a mateméatica arabe havia atingido

amplo desenvolvimento, de modo que o resto do mundo n&o podia ignorar.

Foram feitas muitas traducdes do &rabe para o latim, que favoreceram o
desenvolvimento da matematica na Europa. Um desses tradutores e também
matematico, foi o inglés Robert de Chester. Como os arabes haviam traduzido
muitos textos do sanscrito, quando encontram a palavra jiva meia corda eles a
escreveram como jiba. Mas, é comum na lingua arabe, escrever somente as
consoantes deixando a cargo do leitor a colocagdo das vogais. Dessa forma, os
arabes escreveram jb. Na traducdo para o latim Robert de Chester escreveu jaib que

significa baia ou enseada e escreve-se sinus.

Por sua vez, a palavra cosseno, surgiu no século XVII, representando o seno

do complemento de um angulo; j4 a tangente, surge da necessidade de calcular
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distancias e alturas e foi usada pela primeira vez, pelo matematico dinamarqués
Thomas Fincke, em 1583.



3.
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ATIVIDADES DESENVOLVIDAS

Neste capitulo, sera descrita uma sequéncia de atividades didaticas,
destinadas ao ensino de trigonometria no ensino fundamental. Essa sequéncia
didatica encontra-se organizada de acordo com as recomendacdes sugeridas no
Banco Indutor de Trabalhos (BIT), que foram elaboradas por Claudina Rodrigues
(UNICAMP), Sueli Costa (UNICAMP) e Victor Giraldo (UFRJ) e referem-se as
orientagcdes a respeito do trabalho de concluséo de curso do PROFMAT.
Recomenda-se ao mestrando, preferencialmente, que desenvolva um projeto com
aplicacao direta na sala de aula de Matematica na educacéo basica, contribuindo,
dessa forma, para o enriquecimento do ensino da disciplina. O projeto devera estar

de acordo com uma das seguintes sugestdes de modalidade:

Elaboracéo de proposta de atividades educacionais;

Aplicacdo de atividades em sala de aula e avaliacdo de resultados;

Desse modo, desenvolvemos a proposta, baseando-nos na 22 modalidade, na
gual pretendemos trabalhar com a histéria da trigonometria como um recurso

didatico.

Esse trabalho foi realizado no Colégio Municipal Judith Paiva, situado a
Avenida Alberto Santos Dumont, S/N, Centro, Rio Largo — AL. Participaram do
trabalho os alunos das turmas: 9° ano A com 42 alunos e 9° ano B, também com 42

alunos do periodo matutino, durante o més de novembro do ano letivo de 2013.

Sendo grande o numero de alunos por turma, ficaria inviavel trabalhar
identificando-os pelos seus respectivos nomes. Com a finalidade de facilitar o
entendimento do trabalho, cada aluno sera identificado com um cédigo da seguinte
maneira: os alunos do 9° ano A, com os codigos de A,; até A,, e os alunos do 9°

ano B, de By, até B,,.
Dificuldades previstas

Como o conteudo é geometria, € bem provavel que muitos desses alunos
nunca tenham visto nada de geometria, pois é costume de alguns professores

passarem esse tema sempre para o final e acabam néo trabalhando esse topico.



61

Objetivos Gerais

Trabalhar a historia da trigonometria que néo é abordado no ensino fundamental,
Mostrar a importancia sociocultural da matematica;

Trazer a matematica para o cotidiano do aluno, mostrando sua presenca em
algumas situagdes de maneira clara e objetiva;

Aplicar a trigopnometria no calculo de grandes distancias.
Material Utilizado

Notebook, Caixa de som amplificada, Microfone, Data show, Tela de projecéao,
tripé, lapis, caneta, trenas de 10 e 30 metros, esquadro, régua, transferidor e

teodolito.

3.1 Atividade 1: Apresentacdo dos temas

Objetivo: Desenvolver a oralidade dos alunos, propiciar o trabalho em grupo e
promover o sentimento de comunidade intelectual entre os educandos e entre estes
e o professor; capacitd-los na coleta de material para analise e interpretacao,
colocando a objetividade acima da subjetividade. Além disso, propiciar a
aprendizagem da sistematizag&o de fatos observados e a reflexdo sobre eles.
Metodologia: Inicialmente, em cada turma, os alunos foram agrupados em 6
equipes de 7 alunos. No 9° ano A, as equipes foram denominadas de EAL até EA6 e
no 9° ano B, de EB1 até EB6. Em seguida, cada equipe escolheu um, dentre os
seguintes temas: Tales de Mileto, Pitdgoras, Aristarco, Eratdstenes, Hiparco e
Ptolomeu, realizaram uma pesquisa orientados por mim. Logo apds, cada equipe
preparou uma apresentacdo em power point que foi realizada no auditério da escola,
usando notebook e data show, ambos fornecidos pela escola. A equipe EA3, em sua
apresentacao, colocou um video que se chama “Historia da Astronomia [Aristarco de
Samos]”, com duragéo de 2 minutos e 43 segundos, enquanto a equipe EB2, passou
trechos do video “O Legado de Pitagoras” que tem duracéo total de 40 minutos e 30
segundos. Ambos os videos podem ser encontrados na internet no site da TV escola
e youtube respectivamente. Foram utilizadas 4 horas/aula, sendo cada aula de 60
minutos. Foi estipulado um tempo de 30 minutos para cada uma das equipes. Veja
as seqguintes figuras 44, 45 e 46 a sequir,
Figura 44 — Equipe EB1 falando sobre Tales de Mileto


http://www.youtube.com/watch?v=WJBpCex4cLw
http://www.youtube.com/watch?v=WJBpCex4cLw
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Fonte: Autor, 2013

Figura 45 — Equipe EA2 falando sobre Pitagoras

Fonte: Autor, 2013

Figura 46 — Equipe EB5 falando sobre Hiparco

Fonte: Autor, 2013

Apoés cada apresentacdo, iniciava-se uma discussdo de 10 minutos entre os
alunos ouvintes e os membros das equipes, a fim de verificar o que eles tinham
compreendido do que fora exposto.

Seguem alguns comentarios do que acharam das apresentacbes, do que

entenderam e do que mais 0S impressionou:



63

3.1.1 Comentarios dos alunos a respeito das apresentacfes

Aluno Bys:
“Gostei muito, queria que as aulas de matematica fossem sempre desse jeito.

Parece até aula de histéria.”

Aluno Bj,:
“‘Eu fiquei surpreendido em ver que a matematica € tdo antiga, e que teve tanta

gente para inventa-la.”

Aluno Aqg:
“O que me chamou atencgéo, foi saber que o teorema de Pitagoras, ja era conhecido

pelos babilbénios uns 3000 anos antes de Pitagoras.”

Aluno A,s:
“Achei muito interessante como Tales fez para calcular a altura da piramide naquela

€época que as pessoas nao sabiam tanto matematica.”

Aluno Bjy:
“Eu gostei muito das apresentagdes, aprendi até que Pitagoras foi aluno de Tales e

gue, Pitagoras usava matematica até na musica.”

Aluno Agg:
“Eu gostei de saber como aqueles homens usavam o Sol, a sombra, a Terra e a Lua

para calcular distancias que ndo podia medir.”

Aluno Bsg:
“O que achei interessante, foi saber que tem tanta demonstracido do teorema de

Pitagoras, quase 400.”

Aluno Aq,:
‘O que eu achei interessante, foi que, naquela época, eles pensavam que eram 0

Sol e os outros planetas que giravam em torno da Terra.”
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Aluno Bqy:

“Gostei bastante, e 0 que mais impressionou foi que eles sabiam matematica,

astronomia, geografia, musica, historia e ainda inventava as coisas.”

Aluno Ag,:

“Eu gostei de ver como Aristarco descobriu s6 observando os eclipses que a Terra
nao era o centro do universo, e sim, o Sol.”

Apesar de ter sido criado um clima de descontracédo diante das apresentacoes,
ainda houve muita recusa por parte dos alunos em expor seus comentarios. Por

Isso, pedi-lhes que escrevessem o que acharam. Seguem alguns relatos:

3.1.2 Relatos dos alunos a respeito das apresentacoes

“‘Antes de apresentarmos esse trabalho, achavamos que a matematica era
muito complicada e que nao tinha nenhuma importancia em nossas vidas. Hoje

vimos onde tudo comecgou e percebemos como ela é importante para nos (sic).” (Ver
figura 47.)

Figura 47 — Relato do aluno Ay

J—(mt» o apmmm{'w\meo AL Zzaéa ho , achava-
yage o ondlinclica e mwto wmﬂ(.«wob
2 a0 02 Jimhe “NmMmQ imperfenca - om
veshak ’Vu{w) hoke -~ apiomes . 0ndl Judh  comicon
o penpbpmes. eso a1l bunfallants poane. s,

Fonte: Autor, 2013

“As coisas da matematica passaran (sic) a ficar mais enteresante (sic) depois
das apresentagdes dos trabalhos, passando a ver ela um pouco mais objetiva.”

Figura 48.

Figura 48 — Relato do aluno Byg
TS CamOn Al aBeedica’ husnaran

A,_\uuxm. OO BnACHEOG N CePols AON
Wooiocees  Aes Jxaholne\', fumam-

(‘LL 2GR O Ao A j)@uf\ Vet \Cu. 23 @L)&)t

S N le e

Fonte: Autor, 2013
“‘Aprendemos como Tales conseguiu calcular a altura da piramide sem toca-la
(sic), apenas usando sua sombra.
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A trigonometria por sua por sua vez trouxe coisa que antes nao podia ser
calculada, dois homens contribuiram para a trigonometria, fora (sic): Claudio
Ptolomeu, e principalmente Hiparco de Nicéia que foi considerado como o pai da

trigonometria.” Ver figura 49 a seguir:

Figura 49 — Relato do aluno By~

bA\f))qumM3 £Lome ’to,h'; Lowm%u waleclor €
allive . da {ox@n«i e Nermn Tm—»@a} Op e
U O It Newbael,

A fug]&m@\wﬁéc poL faua Vg Trowse.  cana

gt Oles pmo  podia her calecseda, w&?m hovrers
Cconlu boeincmm baoara & ﬁ«gmwt.& s Joa
C/alwfio p/dawwou, s Wu,g_ojw izl:aa.-a:v
ole M(zt:o t{%m M Lomuidiicade  gorneo ,g"sﬂc da
Ligonomiia.

Fonte: Autor, 2013

“‘também naquele (sic) epoca (sic) nao insistia (sic) fita métrica é (sic) mesmo
assim (sic) eles faziam tudo isto como media o tempo com a agua medi (sic) uma
piramedi (sic) com a sombra do sol.” De acordo com a figura 50.

Figura 50 — Relato do aluno A;s

Fonte: Autor, 2013

Percebe-se, nesses comentarios e relatos, o entusiasmo em relagdo as
exposicoes dos temas, a referéncia a outras disciplinas, a surpresa na descoberta
de que a matematica € uma ciéncia tdo antiga e criada por muitas culturas, a
diversidade do conhecimento de cada um daqueles estudiosos, os métodos e
elementos que utilizavam para calcular grandes distancias, impossiveis de serem
obtidas por meio de medicbes, a utilizacdo da mateméatica em outros ramos do

conhecimento como na musica, na geografia e astronomia.
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3.2 Atividade 2: Calculando distancias segundo o método de Tales

Objetivo: Facilitar o processo de ensino-aprendizagem do contetudo abordado,
através da experimentacdo, aliando a teoria a prética, possibilitando o
desenvolvimento da pesquisa e da problematizacdo em sala de aula, despertando a
curiosidade e o interesse do aluno. Por outro lado, transformar o estudante em
sujeito da aprendizagem, possibilitando que o mesmo desenvolva habilidades e
competéncias especificas.
Metodologia: Os alunos de cada uma das turmas foram reorganizados em equipes
de acordo com aquelas das apresentacdes, e conduzidos para o lado externo da
escola, onde, utilizando trena, uma cadeira, lapis, borracha, régua e/ou esquadro,
caneta e caderno, foram desafiados a resolver alguns problemas, utilizando
sombras. Nesse momento, uma equipe por vez efetuava a medida da sombra da
cadeira e a medida da sombra do objeto que se desejava saber a altura, enquanto
outro membro da equipe desenhava e colocava as medidas dos lados dos triangulos
formados pelo objeto e sua sombra. Em seguida, reuniam-se todos os membros da
equipe e efetuavam os célculos, obtendo a medida desejada.

O processo é repetido com todas as equipes e os resultados sao comparados,
verificando-se que sdo muito proximos uns dos outros. Nessa atividade, foram

utilizadas duas aulas com duracao de 60 minutos cada uma, para cada turma.

3.2.1 A atividade desenvolvida pela equipe EB3

Célculo da altura da fachada da escola, usando o método de Tales. (Ver figura
51))

Figura 51 — Fachada da escola

Fonte: Autor, 2013
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A principio, os alunos, usando uma trena de 10 metros, mediram a sombra da

fachada, encontrando para esta, 6,43 metros. (Veja figura 52.)

Figura 52 — Alunos medindo sombra da fachada

Fonte: Autor, 2013

Em seguida e rapidamente, mediram e tomaram nota do comprimento da sombra e
da medida da altura de uma cadeira, encontrando 0,48 m e 0,8 m respectivamente.
(Conforme as figuras, 53 e 54.)

Figura 53 — Alunos medindo a altura da cadeira

Fonte: Autor, 2013

Figura 54 — Alunos medindo o comprimento da sombra da cadeira

Fonte: Autor, 2013
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Finalmente, apds terem todos os dados anotados, reuniram-se, desenharam os
triangulos semelhantes que ilustravam a situacdo e efetuaram o0s respectivos
calculos, obtendo o que esta mostrado na figura 55 abaixo:

Figura 55 — Atividade realizada pela equipe EB3

Fonte: Autor, 2013

3.2.2 A atividade desenvolvida pela equipe EA4

Usando os mesmos procedimentos descritos e ilustrados acima, a equipe EA4

encontrou o seguinte resultado para a mesma atividade. (Ver figura 56.)
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Figura 56 — Atividade realizada pela equipe EA4

L |oe
Vil ¥
0,55 Pr2S
0/8 ’0‘ 55

H 7,35

0155 4 =5, 33
H - 5. A_3
9,55
L - 20, 69 A ollirna Lo fochacks =
J0 69 m. .

Fonte: Autor, 2013

Ao fim da atividade, foi solicitado que relatassem oralmente ou por escrito suas
opinides ou comentarios sobre a aula, destacando algo que os tivesse chamado

atencdo. Seguem alguns dos comentarios:

3.2.3 Comentarios e relatos dos alunos sobre a atividade 2

Aluno Aq7:
“Adorei a aula de hoje porque vi como usa matematica na pratica.”
Aluno Bjs:
“‘Nem posso acreditar que estou gostando de matematica achei muito boa a aula de

hoje pensei que nunca ia aprender nada.”



70

AlunoBy:
“Eu s6 achei complicado fazer as contas com aqueles numeros com virgula, mas a

aula foi muito interessante.”

AlunoAgys:
“Eu tive dificuldades para pra colocar aquelas medidas de centimetros para metros.
E depois pra calcular o resultado.”

Aluno Ajg:
“Quando o professor entrou na sala com aquelas réguas eu pensei que ele ia dar
aula de artes, ndo sabia que se usava régua e esquadra (sic) em matematica ndo.”
(Ver figura 57.)

Figura 57 — Relato do aluno 4,
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Fonte: Autor, 2013

Aluno Bq;:
“‘Achei muito legal encontrar a altura da escola e comparando os resultados
podemos vé que eram parecidos e o professor esplicou (sic) que a diferenca era
porque deviamos (sic) ter medido as sombras ao mesmo tempo.” Ver figura 58

abaixo.

Figura 58 — Relato do aluno By,

Fonte: Autor, 2013
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Observa-se nesses comentarios e relatos, o entusiasmo dos alunos com a aula
pratica, a surpresa em ver que se estd compreendendo a matéria e a comparagao
com outros componentes escolares, mostrando nesse caso que, para alguns alunos
a geometria ndo é algo que faz parte da matemédtica. Nota-se também as
dificuldades encontradas por alguns deles de ndo ter compreendido bem as
operacfes com numeros decimais e ndo conseguir fazer transformacdes de uma

unidade de medida para outra.

3.3 Atividade 3: Calculando distancias usando razdes trigonométricas

Objetivo: Facilitar o processo de ensino-aprendizagem da trigopnometria através da
utilizacdo do instrumento conhecido como teodolito, relacionando teoria e pratica,
motivando desse modo, o desenvolvimento da pesquisa e da problematizacdo em
sala de aula, despertando a curiosidade e o interesse do aluno. Por outro lado,
transformar o estudante em sujeito da aprendizagem, possibilitando que o mesmo
desenvolva habilidades e competéncias especificas.

Metodologia: Os alunos de cada uma das turmas foram novamente reorganizados
em equipes de acordo com aquelas das apresentacdes e conduzidos para o lado
externo da escola, utilizando trena, uma mesa, um teodolito que foi confeccionado
por mim com ajuda dos alunos para ser usado nas aulas préticas de trigonometria,
lapis, borracha, régua e/ou esquadro, caneta, caderno e uma tabela de razdes
trigonométricas, que da os valores do seno, do cosseno e da tangente dos angulos
de 0° a 90°. Foi ensinado a cada aluno como utilizar o teodolito em seguida eles
foram desafiados a resolver os problemas da atividade anterior, utilizando razdes
trigonométricas. Nesse momento, uma equipe de cada vez, mede, da base do objeto
gue se deseja saber a altura, uma distancia qualquer, posicionando-se a mesa e em
cima desta, coloca-se o teodolito mirando-o na parte superior do objeto a ser medido
em seguida, observa-se o angulo indicado, um outro membro da equipe toma nota e
desenha um triangulo retangulo colocando-se as medidas obtidas.

Dando sequéncia, reunem-se todos os membros da equipe e efetuam os
calculos obtendo a medida desejada. O processo € repetido com todas as equipes,
0os resultados sdo comparados, todos perceberam que os resultados sdo muito
proximos uns dos outros. Nessa atividade, foram utilizadas 2 horas/aula em cada

turma, sendo cada aula de 60 minutos. Vejamos duas dessas atividades
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3.3.1 Atividade desenvolvida pela equipe EB5

Célculo da altura da fachada da escola utilizando o teodolito. (Veja a figura 59)

Figura 59 — Vista frontal da fachada da escola

Fonte: Autor, 2013

Inicialmente, os alunos posicionaram a mesa juntamente com o teodolito e
mediram a distancia da base da pilastra da fachada até a mesa. (Conforme figuras
60 e 61).

Figura 60 — Alunos posicionando a mesa e teodolito

Fonte: Autor, 2013

Figura 61 — Alunos medindo a distancia entre a mesa e pilastra
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Fonte: Autor, 2013
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Em seguida, foram ajudados para medirem a distancia do centro do teodolito

posicionado em cima da mesa até o chao (veja a figura 62.)

Figura 62 — Alunos medindo distancia do teodolito ao chéo

Fonte: Autor, 2013

Logo apos, mediu-se o angulo sob o qual o topo da fachada era visto, conforme

mostrado na figura 63 a seguir.

Figura 63 — Aluna medindo o angulo

Fonte: Autor, 2013

Com a medida do angulo em maos, os alunos consultaram no livro didatico uma
tabela trigonométrica e tomaram nota dos valores do seno, cosseno e tangente do

angulo. (Conforme a figura 64.
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Figura 64 — Consultando tabela trigonométrica
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Fonte: Autor, 2013

Finalmente, reuniram-se para fazer uma representacdo geométrica da situacao

e decidir quais das razdes trigonométricas usar. (Veja figura 65.)

Figura 65 — Alunos fazendo interpretacdo geométrica

|

Fonte: Autor, 2013

O resultado encontrado pela equipe esta ilustrado na figura 66.
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Figura 66 — Resultado encontrado pela equipe EB5
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Fonte: Autor, 2013

3.3.2 A atividade desenvolvida pela equipe EA6

Procedendo do mesmo modo descrito na sec¢ao anterior, apenas deslocando a
mesa com O teodolito para mais distante da pilastra a equipe EA6 encontrou o

resultado ilustrado na figura 67.
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Figura 67 — Resultado obtido pela equipe EA6
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3.3.3 Atividade desenvolvida pela equipe EA2

Determinar a altura de uma torre de transmissao de TV situada ao lado da
escola. Veja figura 68 abaixo.

Figura 68 — Torre de transmisséao de TV

Fonte: Autor, 2013

Inicialmente, um dos alunos posicionou-se a certa distancia da torre e mediu o
angulo sob o qual ele via o topo da mesma, e outro aluno anotou a medida do
angulo. Em seguida, ele andou 7,5 metros em direcéo a torre e novamente mediu 0
angulo sob o qual a via, conforme as figuras 69, 70 e 71.Logo apos, anotaram 0
resultado obtido.

Figura 69 — Medic&o do primeiro angulo

Fonte: Autor, 2013
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Figura 70 — Deslocamento de 7,5 metros em dire¢éo a torre

Fonte: Autor, 2013

Figura 71 — Medic&o do segundo angulo

w

Fonte: Autor, 2013

Tendo em mdao as informacfes necessarias, 0os alunos reuniram-se fizeram a
representacdo geométrica da situagcdo e calcularam a altura da torre, fazendo uso
das razdes trigonométricas. (Veja figura 72.)

Figura 72 — Equipe resolvendo o problema

Fonte: Autor, 2013



O resultado obtido € mostrado na figura 73.

Figura 73 — Resultado obtido pela equipe EA2
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Ao fim das atividades, foi solicitado que relatassem oralmente ou por escrito o
gue acharam da aula ou de algo que os tivessem chamado atencédo. Seguem alguns

dos comentarios e relatos escritos.

3.3.4 Comentarios e relatos a respeito da atividade 3

Aluno Aqg:
‘Foi massa a aula de hoje todo mundo querendo medir, calcular e comparar o

resultado pra ver quem acertou.”

Aluno Byg:
“‘Bem melhor do que resolver os problemas do livro porque aqui a gente ta no meio

do problema.”

A|un0 Bozﬂ
“Gostei mais achei um pouco dificil, eu fico pensando como aqueles matematicos de

antigamente pensaram nessas coisas.”

A|un0 A21:
“Foi muito interessante antes eu nem sabia pra que servia estudar angulo agora eu

sei.

Aluno Bgzs:
“Se agente (sic) tivesse tido de vez em quando aula de matemética pratica agente
aprendia mais porque agora eu vi como usa a matematica para resolver problemas

diarios.” (Ver figura 74.)

Figura 74 — Relato do aluno Bjg
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Aluno Ayo:
“Eu tive ate (sic) medo quando o senhor disse que nos ia estudar geometria mas dos
assuntos que eu estudei em matematica foi o que eu mais gostei.” Ver figura 75 a

seqguir.

Figura 75 — Relato do aluno Ay

Fonte: Autor, 2013

Nesses relatos, percebe-se a empolgacéo dos alunos diante dos problemas e
comparacao feita em relacdo aos abordados no livro didatico que acabam
desmotivando o aluno porque, para ele ndo faz nenhum sentido, diferente de quando
ele é desafiado a resolver o problema na pratica. Nota-se também, o medo de que
alguns alunos tém ao estudar geometria, mas, quando sao envolvidos com o
problema pratico, o que era medo, torna-se gosto pela matéria.

Em nossas atividades, foram registrados relatos e imagens dos alunos. Como a
faixa etéria dos mesmos esta em torno dos 15 anos, para a utilizacdo desses
registros, foi pedida autorizacdo aos pais ou responsaveis destes, por meio do
Termo de Consentimento Livre e Esclarecimento que se encontra anexo no final do
trabalho. A andlise das atividades e dos relatos feitos pelos alunos foi realizada

durante a aplicacdo dos mesmos.
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4. CONSIDERACOES FINAIS

Nos livros didaticos de Ensino Fundamental, a trigonometria € usualmente
abordada a partir de breves contextualizagdes. A nosso ver, esse modo de
abordagem ndo permite ao aluno estabelecer uma relacdo precisa entre o0s
conceitos matematicos e as situacdes por ele vivenciadas, resultando numa
significativa distancia entre teoria e préatica. Além disso, como frisamos na
introducéo, os estudantes apresentam em sala de aula constantemente grande
interesse em saber a importancia do saber matematico para as suas vidas e a sua
aplicabilidade.

A historia da trigonometria como um recurso didatico constitui-se - pela
maneira como esta proposta neste trabalho — numa metodologia alternativa no que
diz respeito & exposicado presente nos livros didaticos de Ensino Fundamental. A
sequéncia didatica aqui apresentada utiliza a histéria da trigopnometria como um
recurso didatico que se revelou efetivo, neste trabalho didatico, para minimizar tal
distancia. Além disso, é sabido que alguns contetdos sdo apresentados ao aluno
sem que se facam algumas abordagens histéricas as quais, por sua vez, séo
indispenséaveis ao avanco do discente no que se trata da aquisicdo de conhecimento
de um ponto de vista critico.

Com a motivagdo de propiciar um processo de ensino-aprendizagem da
trigonometria, percebemos, no inicio do nosso trabalho, que seria necessario
apresentar um levantamento do desenvolvimento histérico da trigopnometria. Partindo
desse raciocinio, no capitulo 1, intitulado "Contando um pouco da histéria da
trigonometria”, apresentamos o fundo histérico de alguns fatos mateméticos que
marcaram €época, € que proporcionaram alicerces importantes para o0
desenvolvimento da trigonometria. E ainda apresentamos alguns matematicos
influentes que prestaram imensa contribuicdo para a humanidade, mais
precisamente no campo da Filosofia e da Matematica. Esperamos, assim, estar
oferecendo informacdes relevantes para os professores e estudantes que pretendem
abordar a trigopnometria de um ponto de vista histérico.

Além disso, o levantamento histérico do desenvolvimento da trigonometria
mostrou que nem sempre a bibliografia apresenta um ponto de vista matematico
consistente e claro. Diante dessa constatacao, resolvemos apresentar no capitulo 2

uma fundamentacdo mateméatica da Trigonometria. Desse modo, presumimos estar
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oferecendo aos professores e aos estudantes elementos para uma melhor
compreensao dos aspectos matematicos envolvidos no ensino e na aprendizagem
da trigonometria. Nessa abordagem, foram expostos teoremas, definicdes,
propriedade e demonstragcfes que servem de ferramentas fundamentais no
processo ensino-aprendizagem da Trigonometria.

Por ultimo, no capitulo 3 foi apresentada a aplicacdo das atividades praticas,
onde os discentes apresentaram um seminario sobre a historia da trigonometria. Em
seguida, eles utilizaram métodos analogos aqueles dos mateméaticos pioneiros para
calcular distancias.

Nesta dissertacdo, no tocante as definicbes e demonstracfes, ndo foram
utilizados recursos matematicos mais sofisticados, em virtude do fato de que a
finalidade desta foi alcangar os alunos do Ensino Fundamental. A sequéncia didatica
foi elaborada, tendo como referéncia a experiéncia do professor em sala de aula e
nos conhecimentos prévios dos discentes.

Vale ressaltar ainda, o fato de que toda a metodologia de utilizacdo da
sequéncia didatica adotada podera ser utilizada em outras séries. Contudo, algumas

demonstracdes e aplicacdes precisam ser adaptadas ao nivel dos alunos.

Por fim, espera-se que o0s dois maiores resultados obtidos por essa
composicao escrita sejam: (1) promover um caminho pelo qual o aluno venha a ser
bem sucedido no processo ensino-aprendizagem no que diz respeito a
Trigonometria; (2) despertar no professor o cuidado de relacionar teoria e prética,

utilizando a Historia como recurso.
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ANEXOS

ANEXO - A

Construcao do Teodolito.

Material utilizado:

1 transferidor de 360°

8 pregos de uns 2 cm

1 parafuso de uns 4 cm de rosca continua

Um pedaco de cabo de vassoura de uns 10 cm

Uma tampa de garrafa pet

Um pedaco de uns 7 cm de arame 14

Uma tadbua de pinho de 12 x 18 cm para fixar o transferidor
Uma tdbua de pinho de 7 x 17 cm para fazer a base do teodolito
Um pedaco de uns 17 cm de elemento diretor de antena de TV.
Modo de fazer

Fixar o transferidor na tabua utilizando dois pregos, com uma furadeira faca um furo
no centro, de modo que o parafuso de rosca continua passe justinho. Ainda com a
furadeira e com uma broca da espessura do elemento de antena, fagca um furo na
perpendicular do pedaco de cabo de vassoura e fixe o elemento, fixe a tampinha de
garrafa pet no pedaco de cabo e faca um furo no centro para facilitar a entrada do
parafuso de rosca continua, na tampinha, e, paralelo ao elemento de antena, fixe o
pedaco de arame que funcionara como um ponteiro para marcar o angulo
observado. No elemento de antena, fixe um prego na parte superior e outro na
inferior passando pelo diametro, eles vao ser a mira. Faca uma base com a outra
tabua.
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ANEXO - B

Termo de Consentimento Livre e Esclarecido

Eu, pai (mae) ou responsavel legal do(a)

estudante(a) , autorizo meu filho(a) a

participar da pesquisa desenvolvida pelo Prof2. Elinelson Gomes de Oliveira e orientado pelo Profe.
Dr. Ediel Azevedo Guerra, do curso de Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional —

PROFMAT da Universidade Federal de Alagoas.

A pesquisa consistird na realizacdo de entrevistas, fotografias, intervencdo pedagdgica junto

aos participantes do estudo e posterior andlise dos dados.

A qualquer momento da realizacdo desse estudo qualquer participante/pesquisado ou o
estabelecimento envolvido podera receber os esclarecimentos adicionais que julgar necessdrios. O sigilo
das informacodes serd preservado através de adequada codificacdo dos instrumentos de coleta de dados.
Todos os registros efetuados no decorrer desta investigacdo serdo usados para fins unicamente
académico-cientificos e apresentados na forma de Disserta¢do, ndo sendo utilizados para qualquer fim

comercial.

Em caso de concordancia com as consideragdes expostas, solicitamos que assine este
“Termo de Consentimento Livre e Esclarecido”. Desde ja agradecemos sua colaboracdo e nos
comprometemos com a disponibilizacdo a instituicdo dos resultados obtidos nesta pesquisa,

tornando-os acessiveis a todos os participantes.

Profe. Elinelson Gomes de Oliveira Profe. Dr. Ediel Azevedo Guerra
Profe. Pesquisador Orientador
PROFMAT/UFAL PROFMAT/UFAL

Rio Largo, / /2013.



ANEXO - C

COLEGIO MUNICIPAL
JUDITH PAIYA

Rua Atberto Santos Dumont, SIN

G=eam 3 " AL
Rio Largo Fons: 2611364 - Rio Large AL

PREFEITURA MUNICIPAL DE RIO LARGO — AL
SECRETARIA MUNICIPAL DE EDUCACAO — SEMED
COLEGIO MUNICIPAL JUDITH PAIVA

AV. ALBERTO SANTOS DUMONT, S/N — CENTRO - RIO LARGO —-AL
CNPJ: 01.089891/0001-67, E-MAIL: CMJUDITHPAIVA@HOTMAIL.COM

TERMO DE AUTORIZACAO

Eu, Maria Cristina Verissimo Faustino, Diretora Geral do Colégio Municipal
Judith Paiva, autorizo pelo presente termo, a utilizacdo do nome desta unidade de
ensino, pelo professor pesquisador ELINELSON GOMES DE OLIVEIRA, em sua
Dissertacdo de Mestrado (PROFMAT/UFAL) orientado pelo professor Dr. Ediel
Azevedo Guerra (PROFMAT/UFAL). Pois, tenho ciéncia de que todos os registros
efetuados no decorrer de sua investigacdo serdo usados para fins unicamente

académico-cientificos ndo sendo utilizados para qualquer fim comercial.

Rio Largo — Al, 14 de julho de 2015.
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Diretora Geral
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