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Resumo

Seja (M, g) uma variedade riemanniana compacta tridimensional. Temos que

inf{drea(S? f*g); f € F}- ijI\l/[fR <A,

onde F é o conjunto de todas as funcoes suaves f : S — M e R é a curvatura escalar de M.
Se vale a igualdade, mostraremos que o recobrimento universal de (M, g) ¢é isométrico a um
cilindro.

Palavras chave: Imersao, superficies minimas, curvatura escalar, superficie com curvatura
média constante, isometria.



Abstract

Let (M, g) be a compact three-manifold. We have

inf{area(S? f*g); f € F}- ijI\l/[fR < 8m,

where F denotes the set of all smooth maps f : S? — M and R is the scalar curvature of M.
If equality holds, we show that the universal cover of (M, g) is isometric to a cylinder.

Palavras chave: Immersion, minimal surfaces, scalar curvature, constant mean curvature
surfaces, isometry.



Sumario

Introducao 1
1 Preliminares 2
1.1 Definigoes e fatos basicos . . . . . . . . .. 2
1.2 Primeira e segunda variagao da drea . . . . . . . . .. .. ... 3
1.3 Reescalonado uma métrica . . . . . . . .. ... 4
2 Prova do resultado 7
2.1 Desigualdade Geométrica . . . . . . . . .. ..o 7
2.2 Rigidez da Desigualdade Geométrica . . . . . . . . ... ... ... 10

Referéncias Bibliograficas 21



Introducao

Neste trabalho consideraremos (M, g) uma variedade Riemanniana compacta tridimensi-
onal. Denote por F o conjunto das aplicacoes suaves f : S? — M e defina

A(M, g) := inf{area(S? f*g); f € F}.

O resultado que abordaremos aqui, foi provado em 2010 por H. Bray, S. Brendle e A. Neves,
onde eles consideram (M, g) com curvatura escalar positiva e provam que

A(M, g) i]r\14fR < 8.

Além disso, se a igualdade ocorre entdo o recobrimento universal de (M, g) é isométrico ao
cilindro S? x R.

Esse trabalho estd inserido em uma linha de pesquisa bastante fértil, ver [3], [4], [6],
[7] e [8], e as referéncias por eles citadas. O caso de superficies foi tratado primeiramente
por Galloway em [4], o qual usa a técnica de deformacao local e em seguida um processo de
colagem adequado para assim poder aplicar um resultado de Schoen e Yau, [11]. Em seguida,
Bray et al trata o caso de planos projetivos em variedades tri-dimensionais. A prova deste
usa fortemente a existéncia da solugdo em tempos curtos para o fluxo de Ricci, ver [15]. O
trabalho seguinte é o alvo desta dissertacao e ja explanamos sobre o mesmo no parédgrafo
anterior. Mais recentemente, Nunes [7] completou a descricao do quadro até agora exposto,
provando o caso em que o ambiente pode ter curvatura negativa e o género da superficie é
maior que um. M. Micallef e V. Moraru [16] fazem uma prova unificada de [4], [5] e [7] com
abordagens diferentes.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo, fixaremos notagoes e apresentaremos as principais definicoes e fatos que
serao utilizados no desenvolvimento deste trabalho. Vale ressaltar que o conhecimento prévio
de fatos basicos de geometria Riemanniana serd de grande utilidade para uma boa leitura do
texto.

1.1 Definicoes e fatos basicos

Considere (M, g) uma variedade Riemanniana de dimensao n. A curvatura R de M ¢é uma
correspondéncia que associa a cada par X,Y € X(M) uma aplicacdo R(X,Y) : X(M) —
X (M) dada por

R(X, Y)Z =VyvVxZ —-VxVyZ + V[Xy]Z,

onde Z € X(M) e V é a conexdo Riemanniana de M. Aqui X (M) denota o espago dos
campos de vetores suave em M.
O tensor curvatura de Riemann de (M, g) é definido por

R(Xa}/aZa W) = g(vaXZ - VXVYZ+V[X,Y]Z7 W>7

onde X, Y, Z W € X(M). Algumas vezes, denotaremos a métrica g por (-, ).
Para quaisquer campos X, Y, Z, W em X (M), o tensor curvatura de Riemman satisfaz as
seguintes relacoes de simetria

(R(X,Y)Z, W) = —(R(Y,X)Z,W) e (RIX,Y)Z,W)=—(R(X,V)W,Z). (11

Ver demostragao de (1.1) em [2], Proposigao 2.5, pagina 102.
Dados um ponto p € M e um subespago bidimensional o C T,,M, o nimero real

(X,Y, X)Y)
K(X7Y)=W,



¢ chamado curvatura seccional de o em p, onde {X,Y} é uma base de o, (X,Y,X,Y) =
(RIX,Y)X,Y) e | X AY]2 = [ X]PIY]? — (X,Y)% O nimero K(X,Y) independe da base
{X,Y} escolhida (ver Proposi¢ao 3.1 em [2], pagina 104).

A curvatura de Ricci de (M, g) em p € M ¢é a forma bilinear simétrica

RiC(X, Y) = Z R(X7 €, }/7 62‘),
i=1

onde {ey, ..., e,} é uma base ortonormal de T}, M.
A curvatura escalar de (M, g) em p, é definida por

R = Z Ric(e;, e;),
i=1

onde {ey, ..., e,} é uma base ortonormal de T, M.

Considere (M™*™, g) uma variedade Riemanniana com a conexio riemanniana V. Sejam
f: M™ — M"™™ uma imersdo isométrica e p € M, podemos provar usando a férmula de
Koszul que a conexao Riemanniana de M dada por

VxY = (VxY)',
e a segunda formula fundamental de M em p, denotada por I é definida como sendo
II(X,Y) = (VxY)",

onde X,Y € T,M.
O vetor curvatura média H(p) de f em p € M, é definido por

H(p) = Z I(e;e;),

onde {ey, ..., e, } ¢ uma base ortonormal de T, M.
Sejam X,Y,Z € TM e A o operador simétrico associado a I, a expressao dada por

R(X,Y)Z = R(X,Y)Z + (AX, Z) AY — (AY, Z) AX,

é chamada a equacao de Gauss (ver [10], pagina 4).

1.2 Primeira e segunda variacao da area

Seja f : X" — M™! uma imersao, onde 3 é compacta. Considere f; : ¥ x (—¢,¢) — M
uma varia¢ao normal de 2, onde € > 0 e f é uma fungao suave tal que f(z,0) = x, para todo
reXe fi=f(t-): X — M éuma imersdo para cada t € (—¢, €) fixo.



Proposicao 1.1 (Primeira formula da variagdo da drea) Temos

= —/(X,H} dv,
t=0 =

onde X denota o campo de vetor variacional %(m, 0), V(X;) e dv denotam a drea de ¥y € o
elemento de drea de Y respectivamente.

d
—V(X

Demonstragao. Ver capitulo 1, se¢ao 3 em [13].
n

Definicao 1.1 Uma imersao f : X — M € dita minima, se a curvatura média H € identi-
camente nula.

Para a Proposicao abaixo, considere f : ¥ — M uma imersao minima e seja f; : X X
(—€,€) = M uma varia¢ao normal de uma ¥ compacta. Denotaremos por X = ¢N o campo
variacional.

Proposicao 1.2 (Segunda formula da variacdo da drea) Temos

d2
@V(Et)

:/ V&2 — (Ric(N, N) + |A*)€2 dv,
t=0 =

onde V& denota o gradiente em ¥ da fungao &.

Demonstragao. Ver capitulo 1, se¢ao 8 em [13].
[ |

Dizemos que uma imersao minima f : ¥ — M ¢é estavel, se para cada variacao normal
suave f; de X tivermos
d2

@V(Et)

— [[IVEP = (Rie(N.N) + | AP)E? dv > .
t=0 2

Seja %, uma variacdo suave de ¥ e considere p; = g(Ny(z), & f;(x)). Assim

L H (1) = Mg+ (Rie(Ni(a), Ni(a)) + | LE P (1.2)

onde Ny(z) denota o campo de vetores normal unitario em 3, e os demais elementos ja
conhecidos que estdo com indice ¢ referem-se a ¥, (ver [8], pagina 39).

1.3 Reescalonado uma métrica

Proposicao 1.3 Sejam (M, g) uma variedade Riemanniana e ¢ > 0 um nimero real, entao
g = cg ¢ uma métrica e vale as sequintes relagoes
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(i) R9 =R, Ric? = Ric? ¢ RI = 1RY.
(i) A(M,g) = c- A(M,g).

Demonstracgao. De
A(M, g) = inf{&rea(S?, f*g); f € F}.

Se ¢ > 0, temos

A(M, cg) = inf{area(S?, f*(cg)); f € F}.

Agora
irea(S?. f'(cg) = [ VAile g drdy = [ /e dei(Fg)dz dy
—c [ Vaetlfg) dady = c- drealS®, g)
Assim S

A(M,cg) =c- A(M,qg).

Seja g = c g, seus simbolos de Christooffel sao dados por

1 9, 9, 0
Il == Z{@ gyz-i—a Gii — &Ekgz‘j}glk

_ ! A PR RN G
=33 {o(axigﬁa%gh o) b ()

Donde
RIX,Y)Z =RIX,Y)Z. Tsto é, RI = RY.

Por definicao, temos que
onde {E;} ¢ ortonormal para g. Isto ¢, g(E;, E;) = 05, daf g(E;, E;) = 6,5, entdo g(v/cE;, \/cE;) =

d;; e portanto {y/cE;} é ortogonal para g.
Assim por (1.3), vem que

Ric?(X,Y) ch R(X,E)E;,Y)
ZZ\/_'\/—Q R(X, Ei)E;,Y)
—Zg (X, VeE)\/CE;,Y)

= chg(X, Y).



Logo
Ric? = Ric?.

Para {E;} ortonormal, temos por definigao
R7 =" Ric(E;, E;) = > _ Ric(E;, E)

J J
1 1

- - (B B = = 9 . .
CZCRZC (B, Ej) CZRZC (\/EEja\/EE])

j j

L

c

Reescrevendo .



Capitulo 2

Prova do resultado

Aqui, enunciaremos o principal resultado deste trabalho e faremos a sua prova. Na secao
(2.1) comegamos enunciando o Teorema principal e em seguida faremos a prova da desigual-
dade geométrica. Na segdo (2.2) é feito o estudo sobre rigidez da desigualdade geométrica.

2.1 Desigualdade Geométrica

Teorema 2.1 Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta com mwe(M) # 0. Temos
que

A(M, g) i]r\14f]5b < 8,

onde R € a curvatura escalar de (M, g) e A(M, g) := inf{drea(S?, f*g); f € F}. Além disso
se vale a igualdade, entao o recobrimento universal de (M, g) € isométrico ao cilindro S* x R
munido da métrica produto padrao.

Vamos apresentar alguns resultados preliminares que serao necessarios na prova da desi-
gualdade. O primeiro resultado é:

Proposicao 2.2 Dada qualquer imersao f : S* — M, temos
/ (R —2Ric(N,N) — |II|*) dp s, < 8,
SQ

onde 11 representa a sequnda forma fundamental de f.

Demonstragao. Sejam f : S? — M uma imersao e {ej, e} em TS ortonormais, onde
¥ = f(S?). Completando esta base com o vetor normal unitdrio a T, N, obtemos {e;, €2, N'}
em T'M ortonormais.



Utilizando a equacao de Gauss na segunda igualdade abaixo, segue que

X,e1)Y,e1) + (R(X,e2)Y, e2)

(R(X,e1)Y +(AX,Y)Ae; — (Aey, Y)AX eq)

+ (R(X, €)Y + (AX,Y)Aey — (Aes, Y)AX, e3)

( (2(, e1)Y,e1) + (AX,Y)(Aey,e1) — (Aey, Y)(AX, eq)

+ (R(X,e2)Y, e9) + (AX,Y)(Aeg, €2) — (Aes, Y)(AX, e2)

= Ric(X,Y) — (R(X,N)Y,N) + (AX,Y)({Aey, e1) + (Aes, e3))

Ric(X,Y) : = (R(
(

—~
—~

— ((AX,e1)(AY, e1) + (AX, ex) (AY, e9))
= Ric(X,Y) — (R(X, N)Y, N) + (AX,Y)H — (AX, AY).

Reescrevendo

Ric(X,Y) = Ric(X,Y) — (R(X,N)Y,N) + H(AX,Y) — (AX, AY).
Dai,

R = Ric(ey, e1) + Ric(eg, e3)
= Ric(ey,e1) — (R(e1, Ney, N) + H(Aey, e1) — (Aey, Aey)
+ Ric(eg, e3) — (R(eg, N)ey, N) + H{Aey, e3) — (Aey, Aes)
= R — Ric(N,N) — ((R(Ne, )N, e1) + (R(N,ez)N,ez)) + H. H — TrA*
= R — Ric(N,N) — Ric(N,N) + H* — |A]?
= R —2Ric(N,N) + H* — |A]%.

Sabemos que a curvatura seccional é dada por

(RIX,Y)X,Y)
K(X,Y) =
xv) = F
Assim
K = K(ey,e2) = (R(e1,e2)eq, e2) = Ric(er, e1) = Ric(eg, e3),
donde
2K = R = Ric(ey, e1) + Ric(eg, e2),

portanto

R
K= 3 curvatura de Gauss.

Dessa forma segue que B B
2K — H> = R —2Ric(N,N) — |A]%.



Integrando,

/S2(R — 2Ric(N,N) — |AP) dp ey = /SZ 2K — H*dpg-,
g/ 2K dpipeg =2 -2 - 2 = 8,
S2

na penultima igualdade foi usado o Teorema de Gauss-Bonnet.
]
O préximo resultado, devido Meeks-Yau em [14], nos garante a existéncia de uma imersao
minimizante. O resultado é:

Proposicao 2.3 Seja (M, g) uma variedade Riemanniana com ma(M) # 0. Entdo eziste
[ € F suave tal que drea(S?, f*g) = A(M,g). Além disso f é uma imersao.

Demonstracao. Ver Teorema 7 em [14].
]
Demonstracao do Teorema 2.1.
Pela Proposigao acima, considere f € F com drea(S?, f*g) = A(M,g). Assim, como f
minimiza area, a formula da segunda variacao garante que

0< —/ uludppg = —/ u(Apegu+ Ric(N, N)u + |Al*w) dp g
52 52

Rescrevendo,

_/ (A pegu +|A[Pu® + Ric(N, N)u?) dpig-y > 0,
SQ

donde
[ RieN N+ AP gy < = [ upgudgeg = [ [V di,

para cada funcao suave u : S — R.

Tomando v = 1, vem que

/ (Ric(N, N) + |A[2) ditj-, < 0.
SQ



Assim, usando a Proposicao 2.2, obtemos

drea (S?, f*g) -1 R / 1duf*g-i]r\1/[fli’—/ iﬂrbed,uf*g
S2 S2
< [ Rlngy < [ (R 1AR) duge
= [ (B 1A duy =2 [ (RiclN, ) + AP dge

2/SQ(RiC(N, N) + |AP) dgeg (2.1)

— [ (B~ 2Ric(N,N) = |AP) duy
§2

2 / (Ric(N, N) + | AP djig-,
S2

<8r+2 [ Ric(N,N)+ |A? dusy < 8.
S2

Isto completa a prova do caso da desigualdade.

2.2 Rigidez da Desigualdade Geométrica

Nesta secao trataremos da andlise do que ocorre na igualdade do Teorema 2.1. Sendo
assim, suponha que

A(M, g) 1]r\14f R = 8.

A Proposicao 1.3 garante que a quantidade area(M, g) - infy; R é invariante por reescalona-
mento. Assim, assuma que

A(M,g) =4n e infy R=2.
A Proposicao 2.3 garante que existe f € F imersao suave tal que

drea(S?, f*g) = A(M, g) = 4.

Sob a hipétese da igualdade do Teorema 2.1, provaremos que a imagem de S? por f possui
boas propriedades. O resultado é o seguinte:

Proposigao 2.4 Seja f € F uma imersao suave tal que drea(S?, f*g) = 4m. Entio ¥ = f(S?)
¢ uma superficie totalmente geodésica. Além disso R =2 e Ric(N,N) =0 em cada ponto de

Y.

Demonstragao. Inicialmente provaremos que se fSQ uludpsy = 0, onde Lu = Au +
(Ric(N,N) + |A]*)u. Entao Lu = 0.

10



De fato, a estabilidade nos garante que

—/ (u+tv) L(u+tv) dus-g > 0, parat € R e v funcao suave.
S2

Dali, usando a linearidade e simetria do operador L, obtemos que

- / (u+ t0) (Lt + tLv) dpt ey > 0,
SQ
donde

/ ulu + utLv + tvLu + t>vLv dppg <0
SQ

t2 /82 ULUde*g+2t/Sg ULUde*g+/SQ ULUdIUf*g < 0.

Identificando a = fS2 vlvdpy-g, b = ZfSQ vLudpgg € ¢ = fSQ uLudpg+q, obtemos um po-
linomio na variavel t. Vemos que este é nao positivo, donde seu discriminante também o é.

Entao
2
0> (2/ vLuduf*g) —4/ UL'Ud/JJf*g'/ uLudpifsg.
S2 S2 S2

Como fSQ uLudpg-y = 0, obtemos que

2
0> (2/ ULuduf*g> >0,
§2

assim fs2 vLuds-, = 0, para todo v. Portanto Lu = 0.

De posse desse resultado vamos desenvolver a demonstragao desta proposi¢ao. Note que
estamos assumindo que

A(M,g) =4m e infy R=2.

Assim, as desigualdades em (2.1) se tornam igualdades. Em particular
/ (R+ |A|?) dpyey = 87 (2.2)
S2

/ (Ric(N, N) + |AP2) dptj-y = 0. (2.3)
SZ
Seja u = 1. Observe, por 2.3, que u satisfaz fgz ulLu = 0. Logo Lu = 0, donde

0= L1=Al+ (Ric(N,N) +|A]*) -1
=0+ Ric(N,N) + |A]%.

11



Portanto
Ric(N,N) + |A]* = 0. (2.4)

Agora por (2.2)
8T = / (R+ \A[Q) dpifeg > / Rduf*g > / infRd,uf*g =inf R- érea(SQ,f*g) = 8.
s2 s2 sz M M

Dali,

AP =0=|A]=0 e R:i&fR:2=>R:2.

Assim por (2.4) )
Ric(N,N) = 0,

isto completa a prova.
|

O préximo resultado garante a existéncia de uma folheagao local de M por superficies
com curvatura média constante.

Proposigao 2.5 Seja f € F uma imersdo suave tal que drea(S?, f*g) = 4m. Entdo existe
€ € R, positivo e uma aplica¢io suave w : S* X (—e,€) — R, tal que:

(a) Para cada x € S* e cada t € (—¢,€),

w(z,0) =0, 2(w,O) =1 e / (w(z,t) —t)dpsy = 0.
ot 2
(b) Para cada t € (—e,€), a superficie
% = {exp i (w(x, t) N(z)) : = € §?}

tem curvatura média constante.

Demonstracao. O operador de Jacobi associado a imersao minima f : S* — M ¢é dado por
L= A, + Ric(N,N) + |A]?,

donde pela Proposicao 2.4, temos Ric(N,N) =0e |A| =0, dai L = Ay,
Fixe A € (0,1) e considere os seguintes espacos X = {u € C**(S?); [ udpsy = 0} €
Y = {u e C**S?); Jo udpsg = 0} 0s quais sao espagos de Banach, como veremos abaixo.
Temos que C**(S?) e C%*(S?) sao espagos de Banach (Ver Teorema 1, [9], pagina 241),
basta olhar S? C  aberto.

12



Para ver que X é um espaco de Banach, observe que este é um subespaco de C?*(S?) e
fechado pois é pré-imagem do zero pela funcao F' abaixo

F:C?**$?) = R.

u Udflpeg
S2
Note que F' é uma fungdo continua, entdo F~'(0) = X ¢é fechado. Também nao ¢ dificil de
ver que X é um subespaco vetorial de C**(S?), dai X é Banach. Analogamente se ver que
Y é Banach. Para cada u : S* — R seja ¥, = {exp,(u(z) N(2)); € §?}, onde N(z) é o
campo de vetores normais em ¥ = f(S?).

Sejam 01 > 0 ¢ 0y > 0 tais que Bypy = {exp ;) ((u(z)+1) N(z)); © € S*} seja compacta de
classe C?*, para todo (u,t) € B(0,d2) x (—=61,6;1), onde B(0,d;) = {u € C**(S?); ||u||cen <
d2}. Denotaremos a curvatura média de 3,4, por Hy,, .

Agora considere ¢ : B(0,d2) X (—=d1,d1) — Y dada por

1
p(u,t) = Hs,,, — In /S2 Hy,,, dpig=g.

Note que ¢(0,0) =0, ja que 3y = X.
Calculando Dp(0,0) - v, para v € X, temos
dip

Dp(0,0) -v = d—s(O, 50)|s=0

d 1
=—|Hy, —— Hy  dpps
dS ( Ysv 47T /S; sy Mf 9)

1
=—L — Lvdpps
U+47T S2 v Mfg

s=0

1
= —Apgv+ e /S2 ApegUdiipeg
= —Af*gU.

Como Ag+g : X — Y ¢ um isomorfismo linear, pelo Teorema da funcao implicita, vem
que existem 0 < € < 0y e u(t) = u(-,t) € B(0,d2) para t € (—¢,€) tal que

u(0) =0 e @(u(t),t) =0, paratodo t € (—¢,e).

Assim, definindo w(z,t) = u(x,t) +t, para (z,t) € S* x (—¢, €), temos que toda superficie
Yy = {exp( (w(z,t) N(x)); z € S?} tem Hy, = cte, pois pela definicao da ¢, temos

1
0=0v(0,t) = Hy, — — Hy, dug«,.
90(7) ¢ 47T/SQ S Allf+g

Observe que w(z,0) = u(z,0) =0 e [, (w(-,t) —t)dusy =0, uma vez que w(-,t) —t =
u(-,t) € B(0,02) = {u € C*(S?); [ udpyry =0}
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Agora veremos que

0
w(x 0) = 1, para todo x € $*.
ot
Note que
1

para cada t € (—dy,01).
Defina f(x,t) := exp s, (w(z,t) N(z)), para x € §*. Dai

of Hw

'l _ 77 2
o (x,0) T (x,0) N(x), para x € S°.

Derivando (2.5) em t = 0 e usando que L = Ay« , temos

0= Ay, @—f(.,m) 4;/ Ay (%—‘:(-,0)) djiey = —D ey (%_‘;’(.,0)).

Portanto 2%(-,0) = cte.
Finalmente diferenciando [g, (w(-,t) —t) dpsg = 0 em ¢ = 0, obtemos

ow
/S2 2 0) dige

Assim, concluirmos que dw(az: 0) = 1 para todo x € S%.

Defina

ft : SQ — M
T = ft(x) = expf(x)(w(x,t)]\f(x)),
para cada t € (—¢, ¢). Note que fo(z) = f(z), para todo x € S®. Denotaremos por N;(z) €
T},(yM o vetor normal unitério a superficie ¥; = f;(S?) no ponto f;(z). Assumiremos que
N; depende suavemente de z e t, e Ny(x) = N(x) para todo z € S*. Além disso, I]; denota

a segunda forma fundamental de f;. O préximo resultado garante que variagoes perto da f,
sao estaveis.

Lema 2.1 Ewiste um nimero real positivo § < €, tal que set € (—=6,9) eu : S* — R uma
fungio suave, onde [, u dpgrq =0, entdo

/ ’vuﬁ”{‘g dfifzg — / (Ric(Ny, Ny) + [Ad*)u? diipeg > 0.
S2 S2
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Demonstragao. Podemos encontrar uma constante uniforme C' > 0 tal que

gy > C /S P dpgyy, (2.6)

para cada t € (—¢, €) e cada cada funcéo suave u : S* — R satisfazendo [, u dpusrg = 0.
Pela Proposicao 2.4 resulta que

sup(Ric(Ny, Ny) + |A]?) — 0
S2

quando ¢t — 0. Dai e por (2.6) segue o resultado.

Lema 2.2 Para cada t € (—¢,€), temos

[ (RN + 1A gy 2 0.

SQ

Demonstracao. Como f minimiza area em sua classe de homotopia, temos que
drea(S?, frg) > area(S?, f*g) = 4.

Além disso, temos que infy; R = 2. Aplicando a Proposicdo 2.2 a f; : S* — M, vem que

AnJR drea(S?, f;g) iAI}fR:/Wlduft*g-i]r&fR
<

= / inf Rdpsg / Rdpygrg < / R+ A dpgyg
sz M s2

:/ RHAthuﬁg—z/ (Rz'c(Nt,Nt)—l—]At|2)duf;g+2/ (Ric(Noy M) + |A?) dpigr
S2 S2 S2

87 = area(S?, f*g) i

= / (R = 2Ric(Ny, Np) — |Adl?) dpgrg + 2/ (Ric(Ny, Ni) + [Ad]?) dpgeg
52 52
< 81+ 2/ (Ric(Ny, Ny) + |Aef?) dpigeg.
S2

Portanto
/2 Ric(Ng, Ny) + |Ae]* dpgzg > 0.
S
|
Sabemos que para cada t € ( €,€) a superficie ¥; tem curvatura média constante H;.
Como o vetor curvatura média H; é normal a superficie ¥; e como existe apenas uma direcao
normal, vem que Ht ¢ paralelo a N;. Assim podemos escrever Ht H; N;, donde (Ht, N =
H,, isto nos garante que fazendo ¢ variar temos uma fungao suave H(t). Portanto podemos
escrever H; = —H (t) N;, onde H(t) é uma funcao suave em .
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Para cada t € (—¢,€), defina a funcéo
pr 1 S? = R.
v pule) = (V). 5 () .1)
Claramente, po(z) = 1 para todo x € S, Pela continuidade, podemos encontrar um niimero

real positivo A < § tal que p(z) > 0 para todo z € S? e todo t € (=), ). A fungdo
pr + S? — R satisfaz a equacao de Jacobi

Afgrgpr + (Ric(Ne, Ni) + [Ad*)pe = —H'(1). (2.8)
Proposigao 2.6 Temos que drea(S?, f}g) = 4w para todo t € (—\, \).

Demonstragao. Denotaremos por p; o valor médio da funcao p; : S — R com respeito a
métrica f;"g que é dado por

1
ny — —M8M8M —— d * o,
Pt érea(SQ’ ft*g) /S2 Prifrg

Aplicando o Lema (2.1) na funcdo p; — p;, obtemos
L1960 = 30z = [ (RicN N+ A (5= ) digy =0
L 190y dugeg = [ (RicV N+ AR) (= 0P gy 0. (29)
para todo t € (—6,0). Além disso o Lema (2.2) implica que
7 [ (RicN ) + A dugy > (2.10)
para todo t € (—e¢,¢€).

Somando os dois membros de (2.9) e (2.10), temos

/ |th
S2

para todo t € (—9,0).

Fegditgeg + /Q(RiC(Nn Ni) + | Ad?)pr (200 — po) dpgeg > 0, (2.11)
s

Agora multiplicando a Equacao (2.8) por (2p; — p;), vem que

(201 — pr) [ Agrgpr + (Ric(Ne, Ny) + |Ad*)pe | = (200 — pr) - (—H'(1)).
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Integrando,
[ 20— 00D grgpidigzy + [ (RictNo No) o+ AF) i 2 = i) iy
S2 S2

[ 1) 2= p gy =—H'0) [ 2= ),

=—H'(t) / 2pdpigrg — /S2 tdfigg } = —H'(t) {2/% /82 Ldpigyg —/SQ Ptd/ift*g}

— _ * *
10 2 [y ixea(® 510~ [ pidg)

— —H'(t) 2 [ ey = [ o, } =1 [ i, 2.12)
Note que
/S2(20t = pt)Apegprdpgrg = — . V(2pt — pr) Ve dpigeg
= - =V Vprdpg,
52
= /S2 IV pil g gz g-

Assim por (2.12), temos
L 9oy + [ (Ric N0+ 1AF) 2= ) digzy = =H'0) [ prdgey (213
De (2.11) e (2.13), obtemos que
—H'(t) /S pedpigsg 2 0,

para cada t € (—0,9). Portanto H'(t) < 0 para todo t € (—A, \), pois p;(x) > 0 para todo
r €S?etodot € (=M N). Dai como H(0) =0, vem que

H(t) > 0 para todo t € (—A,0]

H(t) <0 para todo t € [0, ).

Assim pela identidade
aarea(S 1 9) = <H(t) Ny, aﬁ) dﬂft*g = H(t) Pt dﬂft*g-
s? s2
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Obtemos que

d
Eareau(S2 fig) = H(t)/ pedpigrg > 0 para todo t € (—A, 0]
s2

d

aérea(SQ, fig) = H(t)/ pedpigrg < 0 para todo t € [0, A).
S2

Além disso Larea(S?, ffg) =0, em ¢ = 0 j& que H(0) = 0. Pelo teste da primeira derivada,

vem que 0 é ponto de mdximo da &rea(S?, f;g).

Portanto

drea(S?, fig) < 4rea(S?, f*g) = 4r para todo t € (=, \).

E como f minimiza 4rea em sua classe de homotopia, obtemos que drea(S?, f7g) = 4w
para todo t € (—A, \).

O préximo resultado garante que as superficies obtidas na Proposicao 2.5 sao totalmente
geodésicas, possivelmente com tempos menores.

Proposicao 2.7 Para cada t € (=X, \), a superficie ¥y € totalmente geodésica, e temos
R = 2 e Ric(N;,N;) = 0 em cada ponto da %,. Além disso, a funcdo p; : S* — R é
constante.

Demonstragao. Seja t € (—\, \) fixo. Pela Proposigao 2.6, temos que drea(S?, f}g) = 4.
Assim da Proposicdo 2.4, vem que ¥; é totalmente geodésica, R = 2 e ch(Nt, Ny) =0 em
cada ponto de X;. Substituindo estes valores na Equacao (2.8), obtemos Agp; = 0.

Por um célculo simples, podemos obter que Ago(p)* = 20 A 9p¢ + 2|V

Agrg(p)® = 2|Vpy
que

2
oo donde

fct* s J& que p; é harmonica. Assim pelo Teorema da Divergéncia, temos

Frg Aligrg,

0= /S2 Agrg(pe)? dpigrg = /S2 2|V

donde segue que Vp, = 0 sobre S?, e portanto a funcao p, : S* — R é constante.
[ |

Corolario 2.8 O campo de vetor normal N; € paralelo perto de . Em particular, para cada
ponto de Y. existe uma vizinhanca a qual contém este ponto e que € isométrica a um produto
Riemanniano.

Demonstragao. Por compatibilidade, temos

Ofy 0 of: afe
(P 5 ) = () = (s )

of\ 0 /. Ofi\ o,
<D%Nt7 a$1> - 8t <Z\[t7 a$2> <Nt’D6ft a.l’2>
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Dai e como p; : S — R é constante pela Proposicao 2.7, segue que

of, of\ 0 /. 0f\ 9 /. 0f
<D§£§Nt’ 8t> <D%’?Nt’axi>_axi <Nt’ ot )~ a\™ o,
_ 9 /. ol
_(9:1:'1 <tha>

0
5 =0 (2.14)

para cada x € S?. Além disso

Ofi\ _ 9 Of\ _ of
<D%Nt, 81:]> - 8% <AN‘157 a$]> <Nt’Dg£2 (913j

ofi\ 0 ofy Ofi
<D§zf§Nt’8_xi> O <Nt’ 8xi> - <Nt’Dng§ Ox; /-
Assim

of oft\ 0 ofe\ 0 oft\
<D2£2Nt’ a_xj> <D§zf§-Nt’ 0_xz> - Oy <Nt’ 8Ij> ox; <Nt’ 8azz~> =9, (2.15)

para todo = € S%
Note que {% 2k %} é uma base de Ty)M. Portando, se V' € Ty, M por (2.14) e

ot ? Ox1’ Oxo
0
<DaftNt7V> - <DVNt7 i> = 07

(2.15), vem que
para cada z € S* e todo vetor V' € T,y M. Em particular, temos

0
<D6ftNt,Nt> - <DNtNt, a—ft> = 0 para cada z € S?. (2.16)
oz ,’L‘l
Agora escreva
0
D%Nt = _ANt ft + V@Nt
o2, ox; D,

Dai, como ¥; é totalmente geodésica e tem codimensao 1, temos Day, N; = 0 para cada ponto

dx;
r € S% onde i = 1,2. Além disso, N; unitério nos garante que (N;, N;) = 1, donde Dy, N; é
tangente a ;. Assim por (2.16), vem que Dy, N; = 0. Portanto de Das, Ny =0e Dy, N, =0,

oz,

concluirmos que N; é paralelo perto de X.

Em particular como N; é paralelo perto de X, para cada ponto perto de ¥ temos que
associado a IN; uma tnica curva que passa nesse ponto e tem N; como direcdo. Assim
associado a Vy, temos as familias das curvas. Note que, podemos olhar as familias das curvas
tanto com os pontos em X quanto em Y, isto é, no parametro t.
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Denotaremos por ¢;(p) a curva mencionada acima que em ¢ = 0 passa no ponto p € ¥ e
tem N; como direcao. Seja V' C ¥ uma vizinhanc¢a pequena em torno de p. Donde temos a
seguinte aplicacao

w:V x(—€¢€) = (M,g).
(x,t) — XD f(x) (t N(z))

Como 9 p
%
* - = ) - N
Prgy = 5, (0,2) (z)
e
0 Y 0

2 a—%(o»ﬂf) = 9 (z).
Temos que ¢, leva base em base. Dai ¢, ¢é isomorfismo, de modo que pelo Teorema da
Aplicacgao Inversa ¢ é difeomorfismo local.
Podemos definir a métrica ¢*g, por

" 9(X,Y) = g(p. X, .Y), onde X,Y € T(V x (—¢,¢)).

Portanto ¢ é uma isometria local. Como Y é compacta podemos cobrir ¥ com uma quantidade
finita de vizinhangas V). Cada V) tem um €, associado, assim basta escolher o menor €.
Isto completa nossa prova.
[ ]
Sejam S? x R e (S?, f*g). Defina a aplicagio

¢:S2xR - M.
(Q?,t) = ¢($,t> = epr(x)(tN<x))

Decorre do Coroldrio 2.8, que a restri¢do @|s2.(—ss ¢ uma isometria local se § > 0 for
suficientemente pequeno.

Proposicao 2.9 A aplicacio ¢ : S’ xR — M, como definida anteriormente é uma isometria
local.

Demonstragao. Primeiro mostraremos que ¢|s2x[o,00) ¢ uma isometria local. Suponha que
isto ¢ falso.
Seja 7 0 menor nimero real positivo, tal que @|s2[o,- ¢ uma isometria local. Agora defina

fT : SQ — M por f‘l’(x) = ¢(3§',7’).
Note que

¢(z,t) é continua,
¢(r,0) = expy() (0- N(2)) = f(),
o(x,7) = [r(2).

Dai fT ¢ homotopica a f. Por conseguinte f representa um elemento de F.
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Além disso N
drea(S?, f*g) = drea(S?, f*g) = 4n,

pois @ls2x[o,-] ¢ uma isometria local. Portanto f tem area minima entre todos os mapas de
F.

Pelo Coroldrio 2.8 cada ponto em ¥ = f (S?) tem uma vizinhanga que é isométrica a
um produto riemanniano. Consequentemente, se 0 > 0 é suficientemente pequeno, entao
¢‘SQ><[O’T+6) ¢ uma isometria local. Isto contradiz a maximalidade de .

Portanto (Z)|S2><[0’OO) ¢ isometria local. Um argumento analogo mostra que gb\gzx(,oqo] é
uma isometria local. Isto completa nossa prova.

|

De ¢ : S? x R — M ser isometria local, segue que ¢ é uma aplicaciao de recobrimento
(ver Lema 3.3, pagina 166 em [2]). Como S* x R ¢ simplesmente conexo, vem que ¢ é o
recobrimento universal de (M, g). Portanto o cilindro S? x R é isométrico ao recobrimento
universal de (M, g). De modo que concluirmos nosso resultado.
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