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EPIGRAFE

Uma grande descoberta envolve a solugéo
de um grande problema, mas ha uma
semente de descoberta na solugcdo de
qualquer problema. Seu problema pode
ser modesto, porém, se ele desafiar sua
curiosidade e fizer funcionar sua
capacidade inventiva, e caso vocé o
resolva sozinho, entdo vocé podera
experimentar tensdo e o prazer do triunfo
da descoberta.

(George Polya)



RESUMO

Este trabalho consiste na apresentagao dos resultados de uma investigagao sobre o
processo de ensino e aprendizagem de Analise Combinatéria em uma turma do
segundo ano do ensino médio de uma escola da rede publica estadual de Alagoas.
Para tornar esse estudo possivel, foi desenvolvida, aplicada e validada uma
sequéncia didatica tendo como base o Principio Fundamental da Contagem para
introduzir os conceitos basicos de Analise Combinatdéria e como metodologia o
ensino-aprendizagem-avaliacdo de matematica através da resolugcéo de problemas.
Nesta metodologia, conforme Onuchic (2008), o problema torna-se o ponto de
partida no processo, onde a discussdo em grupo e as interagdes sao pegas
relevantes para atingir a formalizagdo do(s) conceito(s). Para a constru¢do das
questdes usadas na sequéncia, foi realizado um estudo breve acerca de quatro
eixos importantes e um teste-diagnéstico com o proposito de identificar os
conhecimentos prévios dos alunos com base na Zona de Desenvolvimento Proximal
de Vygotsky. Esses eixos foram os seguintes: Conceitos Basicos de Analise
Combinatdéria, Resolu¢do de Problemas, Analise Didatica e Levantamento
Bibliografico. A validacdo pOde ser realizada com a verificagdo dos protocolos de
resolugdo dos problemas propostos associados com as etapas descritas na
sequéncia. Os resultados mostraram que a sequéncia didatica contribuiu para a
internalizagdo dos conceitos basicos do objeto matematico em destaque e para a
reflexdo acerca das dificuldades ou particularidades surgidas durante sua execugao.

Palavras-chave: Aprendizagem. Anadlise Combinatéria. Resolugdo de Problemas.
Sequéncia Didatica. Agrupamentos. Problemas Geradores. Conceitos Basicos.
Peculiaridades.



ABSTRACT

This work consists in the presentation of the results of an investigation about the
teaching and learning process of Combinatorial Analysis in a second year high
school class of a school in the state public network of Alagoas. In order to make this
study possible, a didactic sequence was developed, applied and validated based on
the Fundamental Principle of Counting to introduce the basic concepts of
Combinatorial Analysis and as a methodology teaching-learning-mathematics
assessment through problem solving. In this methodology, according to Onuchic
(2008), the problem becomes the starting point in the process, where the group
discussion and the interactions are relevant parts to reach the formalization of the
concept (s). In order to construct the questions used in the sequence, a brief study
was carried out on four important axes and a diagnostic test in order to identify the
previous knowledge of the students based on the Vygotsky Proximal Development
Zone. These axes are classified in: Basic Concepts of Combinatorial Analysis,
Problem Solving, Didactic Analysis and Bibliographic Survey. The validation could be
performed by verifying the protocols for solving the proposed problems associated
with the steps described in the sequence. The results showed that the didactic
sequence contributed to the internalization of the basic concepts of the mathematical
object in focus and to the reflection about the difficulties or peculiarities that arose
during its execution

Keywords: Learning. Combinatorial Analysis. Problem solving. Didactic sequence.
Groupings. Generator Problems. Basic concepts. Peculiarities.
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INTRODUGAO

No mundo de inumeras transformacgdes diarias e constantes, o cidadao
(estudante) precisa adquirir competéncias cada vez mais abrangentes e efetivas.
Neste sentido, desenvolver habilidades em resolver problemas é sem duvida um
requisito necessario para a aquisicdo dessas competéncias. No atual modo de
organizagao social, as escolas sao inegavelmente as instituicdes que melhor podem
contribuir para que os membros da sociedade atinjam essa finalidade.

Apesar de compreendermos que as experiéncias para o aprendizado
ocorrem durante toda a vida e em todos os espacgos, o ambiente escolar é aquele no
qual sdo, em principio, oferecidas as mais variadas experiéncias de aprendizagem.
E na escola onde, ao menos teoricamente, os conhecimentos cientificos sdo
transformados e didaticamente transpostos de modo a que possam ser apropriados
pela populagao.

Nao obstante, o modelo que se observa frequentemente nos ambientes de
ensino e aprendizagem é marcado principalmente pela rigidez e pelo tradicionalismo
de praticas adotadas sem questionamentos. Os professores seguem sugestdes
determinadas previamente como, por exemplo, com o uso do livro didatico aplicando
de forma uniforme em todas as turmas que leciona. Na grande maioria dos casos, 0s
conhecimentos prévios nao sido levados em consideragdo, descaracterizando a
funcdo primaria da escola.

E comum identificar momentos dentro da sala de aula onde o contetido é
ministrado linearmente e com dindmica centrada no professor. Muitas vezes, essas
referéncias sao encontradas até nos livros didaticos. O docente expde o assunto de
forma pronta e impositiva e, em seguida, uma bateria de exercicios é destinada a
resolugdo. Muitos deles, nao apresentam relagao alguma com situagdes reais ou
significantes para o estudante. Dessa forma, €& observado um crescimento
exponencial no numero de estudantes desinteressados e avessos a algumas areas
de conhecimento. A Matematica € uma dessas disciplinas colocadas pelos
estudantes no lugar da indiferenga ou da repulsa.

Entendemos que o professor necessita dispor de uma condicido de

autonomia que o permita montar/adequar seu préprio curriculo.
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Esta dissertagdo, a qual possui o titulo de “A Aprendizagem de Analise
Combinatéria no Ensino Médio” é resultado da minha preocupag¢ao como professor
na disciplina de Matematica na Educacdo Basica e como tutor do curso de
Licenciatura em Matematica pela Universidade Aberta do Brasil. O interesse pelo
objeto matematico de estudo veio das minhas experiéncias enquanto docente e
aluno.

Inicialmente, desde a minha formacdo no Ensino Médio, via o assunto
Anélise Combinatoria muito distante da realidade. Algumas perguntas circulavam em
minha mente, dentre elas: Por que eu teria que saber de quantas formas 5 pessoas
poderiam ser organizadas em uma fileira com 3 cadeiras? Qual a finalidade de
compreender se a ordem de posicdes de elementos € importante ou ndo? E qual o
porqué em trocar as letras de uma palavra, mesmo que nao tenha significado na
Lingua Portuguesa?

Na minha passagem pela Licenciatura em Matematica, época posterior
ao Nivel Médio, essa inquietude cresceu mais ainda. Acredito que essa
circunstancia tenha origem no modelo ainda forte nas instituicbes de formacéao
docente em nivel superior, ou seja, enfoque didatico voltado integralmente ou quase
integralmente para os aspectos estritamente matematicos dos conteudos,
desvinculados de suas conexdes com a realidade natural ou social.

Com o titulo de Licenciado em Matematica, voltei a ministrar aulas para o
Nivel Médio e exercer a fungao de tutor para a Educacao a Distancia. Novamente,
esses pensamentos voltaram a me desafiar. Dessa vez, além dos meus proprios
questionamentos, ainda teria que responder as angustias dos alunos que, por sinal,
muitos deles também seriam professores em um futuro bem préximo.

O ingresso no Programa de Pds-Graduagcdo em Ensino de Ciéncias e
Matematica trouxe mais uma oportunidade para enfrentar esse desafio que ja
percorria anos. Pude associar as competéncias das disciplinas estudadas com a
minha pratica em sala. Uma das habilidades desenvolvidas foi a descoberta pela
pesquisa e, neste ponto, consegui encontrar significados para o estudo da Analise
Combinatdria.

Compreendi que o estudo dos tépicos relacionados a Contagem é
relevante para a Estatistica e Probabilidade, por exemplo. Essas ultimas sao
instrumentos de base para o aprimoramento de diversas areas. De acordo com os

Parametros Curriculares Nacionais,
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As habilidades de descrever e analisar um grande numero de dados,
realizar inferéncias e fazer predicbes com base numa amostra de
populagao, aplicada as ideias de probabilidade e combinatéria a fenbmenos
naturais e do cotidiano sao aplicagdes da Matematica em questdes do
mundo real que tiveram um crescimento muito grande e se tornaram
bastante complexas. Técnicas e raciocinios estatistico e probabilistico sao,
sem duvida, instrumentos tanto das Ciéncias da Natureza quanto das
Ciéncias Humanas. Isto mostra como sera importante uma cuidadosa
abordagem dos conteudos de contagem, estatistica e probabilidade no
Ensino Médio, ampliando a interface entre o aprendizado da Matematica e
das demais ciéncias e areas (BRASIL, 1999, p. 257).

Nota-se que, diante de sua abrangéncia e de sua importéncia, o
aprimoramento do raciocinio combinatorio tem sido um objeto de estudo em diversas
areas no campo da Educagao Matematica. Podemos verificar que as investigagdes
vao do Ensino Fundamental e Médio até o Nivel Superior (SOUZA, 2013; FERRAZ,
2003; PINHEIRO E SA, 2007; LIMA E ROCHA, 2016; BARRETO E BORBA, 2011,
dentre outros).

As pesquisas que examinamos em nosso levantamento bibliografico tém
recomendado estratégias de ensino da analise combinatéria que enfatizem o
Principio Fundamental da Contagem e que propiciem a participagao ativa do aluno
no processo de aprendizagem.

No campo das metodologias de ensino, diversos estudos defendem o uso
da metodologia de ensino-aprendizagem-avaliagdo de matematica através da
resolucdo de problemas como principal técnica de ensino. Neste procedimento,
conforme os pesquisadores, o processo de conhecimento parte do estudante,
levando em consideragdo todas as experiéncias construidas anteriormente.
(Onuchic et al, 2014).

Tendo em vista essas recomendacdes, sentimo-nos motivados para
realizar uma pesquisa com a seguinte questdo investigativa: Quais dificuldades
podem emergir no processo de ensino e aprendizagem de conceitos basicos
de andlise combinatéria por meio de aplicagdo de uma sequéncia didatica
concebida a partir do Principio Fundamental da Contagem e tendo como
metodologia o ensino-aprendizagem-avaliagao de matematica através da
resolucao de problemas?

Para alcancar as respostas em relacdo ao problema de pesquisa,
definimos como objetivo geral deste trabalho a constru¢do, aplicagédo e validagéao de
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uma sequéncia didatica para introduzir os conceitos basicos de Analise
Combinatdria, no segundo ano do Ensino Médio, baseada no Principio Fundamental
da Contagem e norteada pela metodologia do ensino-aprendizagem-avaliagao da
matematica através da resolugao de problemas.

Além disso, estabelecemos como objetivos especificos os seguintes: (1)
identificar as possiveis reacdes comportamentais e atitudinais dos estudantes,
acostumados ao modo de ensino expositivo, a mudanga de contrato didatico; (2)
observar como os estudantes interagem nas resolu¢dées dos problemas propostos;
(3) examinar as dificuldades dos estudantes na compreensédo dos enunciados dos
problemas; (4) analisar a preferéncia dos estudantes no tocante a resolugdo dos
problemas pela utilizacdo do P.F.C. ou das formulas.

A ideia basica desenvolvida nessa sequéncia didatica € oferecer atividades
para que os discentes se apropriem dos conceitos basicos da Analise Combinatéria
segundo as escolhas mencionadas no paragrafo anterior e, a partir da
experimentacdo e das reflexdes acerca dos dados levantados, identificar algumas
peculiaridades e dificuldades que, porventura, emerjam nesse processo.

Hipoteticamente, acreditamos que a sequéncia didatica aplicada neste
trabalho, elaborada a partir do Principio Fundamental da Contagem e usando
como metodologia o ensino-aprendizagem-avaliagcao da matematica através da
resolucao de problemas, sera capaz de proporcionar aos alunos a apropriagao
dos conceitos basicos de Analise Combinatéria e possibilitar a identificagao
de possiveis adversidades que possam surgir durante sua execugao.

Esta pesquisa foi dividida em quatro capitulos.

No capitulo 1 sdo apresentadas algumas consideracdes gerais definidas
como Fundamentacao Teodrico-Metodolégica. Esta etapa foi segmentada em quatro
elementos: (1) Conceitos basicos de Analise Combinatéria para o Ensino Médio, (2)
Metodologia de Resolugdo de Problemas, (3) Analise Didatica e (4) Levantamento
Bibliografico.

No capitulo 2, classificado como Sequéncia Didatica, foi dado destaque a
construcdo das questbes para a aplicagdo. Para isso, foram considerados os 4
pontos destacados no capitulo 1 e os conhecimentos prévios dos alunos tomando
como referéncia a Zona de Desenvolvimento Proximal de Vygotsky. O capitulo 3
caracterizou-se pela descricdo dos passos nas aulas, levando em consideragao

todas as etapas e as informacdes pertinentes ao desenvolvimento do processo.



17

O capitulo 4, definido como Resultados, serviu como instrumento
importante a analise dos dados a fim de reunir informacdes relevantes para tentar
responder ao problema de pesquisa proposto. Para construir esses dados, foram
levadas em consideragao as participagdes das equipes durante a execugao da

sequéncia e as respostas das listas de exercicios propostas.
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CAPITULO 1: FUNDAMENTAGAO TEORICA - METODOLOGICA.

O foco desse capitulo sera a apresentagdo de conceitos basicos
relacionados a Analise Combinatéria focalizada no Ensino Médio, além da

socializagdo do aporte metodoldgico escolhido.

1.1 Conceitos Basicos de Analise Combinatéria para o Ensino Médio.

Como poderiamos definir Analise Combinatéria®?

Oliveira (2004) a interpreta como um conjunto de técnicas para contar. O
uso desses artificios (técnicas) determinam os numeros de elementos de uma
experiéncia.

Para Hazzan (1996), ela € uma parte da Matematica que tem o objetivo
de contar elementos de um conjunto, mas esses elementos sdo formados com base
em condi¢des especificas.

Conforme Julianelli, Dassie e Lima (2007), a Analise Combinatéria estuda
a formagéo de agrupamentos de dados com base em uma abordagem quantitativa.
Esses dados sdo coletados de um conjunto e submetidos a condi¢des
antecipadamente estabelecidas.

Souza (2010), tratando da abrangéncia do conceito, afirma que a Analise

Combinatéria,

Nao esta relacionada apenas ao processo de simplesmente contar, mas,
explorando os conceitos de combinacdo, de arranjo e de permutagao, onde
o dominio desses conceitos permite resolver os problemas de contagem de
certos tipos de subconjuntos de um conjunto finito, sem que seja necessario
enumerar seus elementos. No entanto, verifica-se que a concepgédo acima
citada € parcial. Existem outros tipos de problemas e a Analise
Combinatéria possui técnicas para resolvé-los: como o principio da
inclusdo-exclusdo, o principio das gavetas de Dirichlet; as funcbes
geradoras; e a teoria de Ramsey. (pag.72-73).

Morgado et al (1991) também n&o limitam a Analise Combinatéria ao
estudo de Arranjo, Permutagcao e Combinagao. Segundo os autores, esses conceitos
ajudam a resolver somente alguns problemas que envolvem a contagem de

subconjuntos de um conjunto finito, sem haver a necessidade de escrever seus

elementos.
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Vejamos um exemplo abaixo proposto por Ferreira (2011):

Mostre que, em um ano ndo bissexto, em qualquer conjunto com 366

pessoas ha pelo menos duas que fardo aniversario no mesmo dia.

Para a resolugao desse problema, é necessaria a utilizagcdo do Principio da
Casa dos Pombos, o qual é definido da seguinte forma:

Principio da Casa dos Pombos: Se tivermos n+1 pombos para serem
colocados em n casas, entdo pelo menos uma casa devera conter, pelo menos, dois
pombos.

Neste caso, temos:

Casas: dias do ano (365)

Pombos: pessoas (366)

Relacao: Cada pessoa esta associada ao dia do seu aniversario.

Pelo Principio da Casa dos Pombos, para n = 365, temos que pelo menos
uma “casa” devera conter pelo menos dois “pombos”, isto é, pelo menos duas
pessoas fardo aniversario no mesmo dia.

Diante disso, podemos afirmar que os problemas de Combinatéria vao
além dos conceitos de Arranjo, Permutacdo e Combinacgao e suas aplicagoes.

Os Parametros Curriculares Nacionais, normalmente conhecidos como
PCNs, € um documento elaborado para servir como ponto de partida ao trabalho dos
docentes, ou seja, € uma orientacdo em relacdo aos conteudos que devem ser
usados nos planejamentos escolares.

Segundo os Parametros Curriculares Nacionais para o Ensino Médio, o

ensino de Analise Combinatdria deve ser orientado pelas seguintes competéncias:

Contagem: principio multiplicativo; problemas de contagem. Decidir sobre a
forma mais adequada de organizar numeros e informagdes com o objetivo
de simplificar calculos em situagdes reais envolvendo grande quantidade de
dados ou de eventos. ldentificar regularidades para estabelecer regras e
propriedades em processos nos quais se fazem necessarios 0s processos
de contagem. Identificar dados e relagbes envolvidas numa situagéo-
problema que envolva o raciocinio combinatdrio, utilizando os processos de
contagem (p.127).
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Como a nossa proposta € a construgdo de uma sequéncia didatica para
ser aplicada junto aos alunos do Ensino Médio, seguiremos as recomendagdes dos
documentos oficiais, ou seja, trataremos o conceito de Analise Combinatéria como o
uso de estratégias que sao utilizadas para contar os agrupamentos que sé&o
formados a partir de um determinado conjunto, tomando como referéncia o conceito
do Principio Multiplicativo.

Em relacdo ao tratamento das féormulas e do formalismo presentes no
ensino de Analise Combinatéria, Lima et al (2004) no livro Temas e Problemas

Elementares recomendam:

Nao faca féormulas demais ou casos particulares demais. Isso obscurece as
ideias gerais e torna as coisas mais complicadas. Quem troca o principio
basico da contagem por formulas de arranjo, permutagdo e combinagdes
tém dificuldade de resolver até mesmo problemas simples;

Vocé quer mostrar que € o bom ou prefere que seus alunos aprendam? Se
vocé optar pela a segunda alternativa, resista a tentacdo de em cada
problema buscar solugdo mais elegante. O que deve ser procurado € um
método que permita resolver muitos problemas e ndo um truque que resolva
maravilhosamente problema; ndo devemos mostrar os truques sem antes
apresentar os métodos. A beleza de alguns truques s6 pode ser apreciada
por quem tem dominio dos métodos. Combinatéria n&o é dificil; impossivel é
aprender alguma coisa apenas com truques em vez de métodos;

N&o dé preferéncia a raciocinios destrutivos, raciocinios do tipo contar
amais e depois descontar o que nao servia e foi contudo indevidamente. Os
raciocinios que resolvem a maior parte dos problemas de Combinatéria sao
essencialmente construtivos. Embora em certos casos seja melhor usar um
raciocinio destrutivo, seus alunos s6 se sentirdo seguros quando
dominarem os raciocinios construtivos. (p.111).

Julianelli, Dassie e Lima (2009), mantendo essa mesma linha de

raciocinio, ainda acrescentam:

Depois de muitos anos ensinando esse capitulo da Matematica aos nossos
alunos, percebemos que era infinitamente mais aproveitavel comegar o
estudo da Analise Combinatéria pelo Principio Multiplicativo, mas nao
apenas comegar por ele. Insistir com ele, exaustivamente, até que os alunos
sejam capazes de diferenciar os problemas, segundo as caracteristicas
proprias de cada um. Depois sim, podemos apresentar os tipos usuais de
agrupamentos. Nesse ponto, € muito compensador perceber que os alunos
fazem referéncias e comparagdes com inumeros problemas ja resolvidos
anteriormente e, 0 que em nossa opinido € melhor ainda, optam por resolver
0s novos problemas propostos sem utilizar as formulas apresentadas (p.02).
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No que se refere a sugestdo dos autores, percebemos que nao ha
proibicdo no uso das férmulas. O que esta se propondo é a construcido de
significado do aluno por meio da descoberta.

Lima et al (2006) apontam alguns passos importantes para resolver

problemas de contagem:

Devemos sempre nos colocar no papel da pessoa que deve fazer a acao
solicitada pelo problema e ver que decisdes devemos tomar;

Devemos, sempre que possivel, dividir as decisdes a serem tomadas em
decisdes mais simples, correspondentes as diversas etapas do processo de
deciséo;

A ordem em que as decisdes sdo tomadas pode ser extremamente
importante para a simplicidade do processo de resolugéo;

Pequenas dificuldades adiadas costumam se transformar em imensas
dificuldades. Se uma das decisdes a serem tomadas for mais restrita que as
demais, essa € a decisao que deve ser tomada em primeiro lugar. (p.129).

A seguir, traremos os conceitos de Analise Combinatoria que serédo

trabalhados na sequéncia didatica.

Principio Multiplicativo ou Principio Fundamental da Contagem (P.F.C.)

Um conceito para o Principio Multiplicativo:

Se uma decisdo D1 pode ser tomada de p modos e, qualquer que seja
essa escolha, a decisdo D2 pode ser tomada de g modos, entdo o numero de

maneiras de se tomarem consecutivamente as decisdes D1 e D2 é igual a pq.

Observacao: Esse principio pode ser estendido quando forem realizadas n

escolhas sucessivas.

Vejamos um exemplo: Com os algarismos 5, 6 e 7 quantos numeros de
dois algarismos distintos podemos formar?

Resposta: A solugao seria os numeros 56, 57, 67, 65, 75, 76. Neste caso,
temos um total de 6 numeros. Porém, poderiamos obter este resultado através do

Principio Multiplicativo, conforme:
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1° algarismo: 3 possibilidades;

2° algarismo: 2 possibilidades.

Logo, 3 x 2 = 6 numeros.

Fatorial de um Numero Natural.

Dado um numero natural n22, chama-se fatorial de n, ao nUmero indicado

por n! tal que
n! = n. (n-1). (n-2)... 3.2.1
ou seja, € o produto de todos os numeros naturais, de n até 1.
Exemplo: 6! =6.5.4.3.2.1 = 720.

Para interromper o desenvolvimento do fatorial de um numero, deve-se

colocar o simbolo de fatorial apds o ultimo algarismo que for escrito.

Exemplo: 8! = 8.7.6.5!

Arranjo Simples.

Dado um conjunto com n elementos, e sendo p um numero inteiro e positivo,
tal que p=n, chama-se Arranjo Simples dos n elementos dados, agrupados p a p,
qualquer sequéncia de p elementos distintos formada com os elementos do

conjunto.

Nota: a ordem dos elementos gera novas possibilidades.

n!

Foérmula: An; p = F}))'
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Exemplo: Quantos numeros de 3 algarismos distintos podemos formar com

os elementos do conjunto E = {1,2,3,4,5}?

Observacao: Sabe-se que a ordem dos elementos interfere na formacao dos

agrupamentos. Sendo assim, estamos diante de um problema de Arranjo Simples.

|
Solugdo: Ag3 = —— = —=——=5.43=60.

Resposta: E possivel formar 60 nimeros de 3 algarismos distintos.

Combinacao Simples

Dado um conjunto qualquer de n elementos e sendo p um numero inteiro e
positivo tal que psn, chama-se combinacdo simples dos n elementos dados,
agrupados p a p, qualquer subconjunto de p elementos distintos, formados com

elementos do conjunto.

Nota: a ordem dos elementos nao gera novas possibilidades.

, C _ n!
Formula: np - m
Exemplo: Quantos grupos diferentes de 4 lampadas podem ser acesos num

galpao que tem 10 ldmpadas?

Observagao: Como a ordem das lampadas nao interfere na formacao dos

agrupamentos, afirmamos que o problema é de Combinagao Simples.

. _ 10!  _ 10! _ 10.9.8.7.6! _ 10.9.8.7 _ 10.9.8.7 _ 5040
Solugdo: Cig4 = = = = = = =
4 41(10-4)!  4l6! 416! 4! 4.3.2.1 24

210.

Resposta: E possivel formar 210 grupos diferentes de 4 lampadas.
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Permutagao Simples.

Quando um agrupamento é composto por m elementos dispostos em m

posigdes, dizemos que ha uma permutacao de n elementos.

Nota: Podemos considerar a Permutagcdo Simples como um caso particular
de Arranjo Simples. Para determinar o numero de Permutagcdes Simples, usa-se a

expressao P =m!

Exemplo: Anagramas s&o palavras formadas pela reorganizacédo de letras

de outra palavra. Determine o numero de anagramas da palavra ENSINO?

A palavra ENSINO possui 6 letras. Logo, a quantidade de anagramas séo

todas as permutagdes formadas entre todas as letras.

Solugdo: P =6!=6.5.4.3.2.1 = 720.
Resposta: A palavra ENSINO possui 720 anagramas.

Nosso objetivo é oferecer uma sequéncia didatica que facilite e conduza o
estudante a refletir, compreender e ser capaz de analisar situagdes onde se facga
necessario mobilizar o pensamento combinatério. A curiosidade precisa ser
explorada. Os conteudos sao importantes, mas também a capacidade de mobiliza-
los em diversas situagdes que se fizerem necessarias exerce fungao relevante no

processo de ensino e aprendizagem.

1.2 - Resolugao de Problemas.

A Matematica € uma area do conhecimento humano que sempre
exerceu bastante influéncia em quase todas as civilizagdes. Os registros historicos
mostram que, em grande parte dos casos, o aperfeicoamento dessa area permitiu a
sobrevivéncia de inumeras geragdes. Segundo Rossetto (2013, p.35), “é importante

lembrar que a matematica de hoje € o produto de um processo histérico que levou
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anos para ser sistematizada, e conhecer a parte da histéria € demais importante
para o seu desenvolvimento”.

No final do século XIX e inicio do século XX, o mundo passou por uma
mudanca profunda em sua economia. A sociedade agraria passa para a sociedade
industrial. A produgdo em larga escala e o desenvolvimento da competigdo pelas
produgdes atrairam multiddes para as cidades. O lucro passou a ser um dos
principais objetivos.

Diante disso, a Matematica passou a ser uma ciéncia importante e seu
aprofundamento significaria uma estratégia para a manutengado/ampliagdo do novo
modelo econdmico. Neste caso, a Matematica nao precisou apenas ser
aperfeicoada, enquanto area do conhecimento, mas também houve a necessidade
de transmiti-la, ou seja, ser ensinada.

A partir dai, a maneira como o0 ensino e a aprendizagem se
relacionavam nos ambientes escolares, atingiu um nivel de relevancia importante. A
Educagdo Matematica, como um campo de estudo, tem sua origem.

Tratando de sua definicdo, Costa (2005) discute que:

Hé alguns estudiosos tem se envolvido na procura de uma identidade para
a comunidade de Educacdo Matematica. Sabemos, entretanto, que ainda
nao é claro e consensual o que constitui e delimita esse campo, bem como
os aspectos relacionados a sua interdependéncia com outros campos.
Podemos dizer sucintamente, portanto, que o objeto de estudo da Educacao
Matematica esta na relagdo entre ensino, aprendizagem e conhecimento
matematico (p.3)

Rocha (2011), considerando a Educagdo Matematica no mundo

moderno, afirma que:

Estamos vivendo em uma sociedade do conhecimento. Manda mais aquele
que detém esse conhecimento e nele esta incluso fortemente o
conhecimento matematico. Assim, a Educacdo Matematica, tornou-se
questao de grande interesse e, em muitos espacos, a Educacdo Matematica
é debatida acaloradamente (p.113).

Sobre os principais campos de estudos em Educacao Matematica,
Silveira e Miola (2008) no titulo Professor-Pesquisador em Educagdo Matematica

destacam:
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Algumas das tendéncias metodologicas em Educagdo Matematica,
pesquisadas e relatadas em artigos cientificos, livros, teses e dissertagoes,
sdo: resolugdo de problemas, modelagem matematica, etnomatematica,
histéria da matematica, tecnologias da informagédo e comunicacao, jogos e
investigagdes matematicas em sala de aula. (p.51)

Para a construgao desta pesquisa, iremos abordar, como prioridade, a
metodologia Resolugdo de Problemas. Ja que “é interessante ressaltar que ndo ha
uma fronteira bem definida entre essas tendéncias” (Silveira e Miola, 2008, p.51).

Quando assistimos a uma aula de Matematica, presenciamos algumas
estratégias bem tradicionais em relagdo as praticas pedagogicas da grande maioria
dos professores. O conteudo matematico € dado nas primeiras aulas, seguido de
alguns exemplos e, para finalizar, a proposicdo de um quantitativo significativo de
exercicios, geralmente, retirado dos livros adotados ou do plano de aula do docente.

Esses exercicios sdo classificados por professores e livros didaticos
como problemas. Na maioria dos casos, esses problemas sdo prolongamentos das
teorias apresentadas e servem como memorizag¢ao e aplicagdo das formulas.

Apresentaremos alguns desses diversos problemas comumente
encontrados.

Paiva (2009), abordando a tematica das progressdes, langa o seguinte
problema:

Determine o décimo termo da P.G. (3, 6, 12,...).

Para a correta solugdo do exercicio, € necessario lembrar e aplicar a

férmula da razdo de uma P.G. e a do termo geral.

a
Razdoda P.G.: q = :—“ ¥ n,nen*
n

Termo Geralda P.G.: a,, n-1

=ai1q
Temos que a;= 3, a,=6 e az=12.

az
ai

q=2=2=2,n=10%ay =7

[OSH o)

Aplicando a férmula do termo geral, para n = 10, obtemos:
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a0 =3.219"1 . q,,=3.2°~a;,,=3.512 ~ a,, = 1536.
Portanto, o décimo termo desta P.G. é 1536.

Silva (2005) propbe problemas com base no conceito de Fatorial e

Equacgdes. Um deles pede para:

(x+2)!
x!

Resolver a equagéo =6, com x= 0:

Aplicando a definicao de fatorial a equagao, temos:

(x+2).x+1)x! _

(x+2). (x+1)=6

X2+x+2x+2 =6

x2+3x-4 =0

Xy =——=- 4 (nao convém)

Sendo assim, temos que x=1.
Souza (2010) relata a colecédo de 150 problemas na Obra de Diofanto

(250 d.C.). A autora destaca o seguinte problema:

Encontrar 2 numeros tais que sua soma seja 20 e a soma dos quadrados

desses numeros seja 208.

Segundo Souza (2010), uma solugao para este problema nos dias atuais
seria a construgcdo de um sistema de equagdes com a utilizagdo de uma das regras:

adicao, substituicdo ou comparacao.

{ x+y=20
x?+ y? =208

Utilizando a regra da substituicdo, verificamos:
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y=20-x
x% + (20 — x)? =208
x% +400 - 40x? - x? =208
x*2-20x+96=0
Resolvendo a equacgao, chega-se ao resultado x =12 ey = 8.

E possivel verificar que os exercicios detectados em Paiva (1999), Silva
(2005) e Souza (2010) mostram pouca ou quase nenhuma contextualizagdo dos
assuntos estudados. A aplicagcdo de algoritmos pré-estabelecidos e o0 excesso das
férmulas evidenciam essa caracteristica. Com essa abordagem, ndo se exige do
aluno a criacdo de mecanismos para a resolugao de um problema.

Diante de todo esse conjunto de questdes, como definir um problema?

Segundo Polya (1962),

a palavra “problema” sera considerada num significado bastante
abrangente(...) Ter fome ndo é usualmente um problema na vida moderna.
Tem-se fome em casa, pego alguma coisa na geladeira, ou vou a uma
lanchonete, ou a algum outro lugar se estou na cidade. E uma quest&o
diferente, entretanto, quando a geladeira esta vazia ou acontece de eu estar
na cidade sem dinheiro; nesse caso, ter fome torna-se um problema. Se o
desejo traz a minha mente imediatamente, sem qualquer dificuldade,
alguma acdo Obvia que seja provavelmente a de alcangar o objeto
desejado, ndao ha problema. Assim, ter um problema significa: procurar
conscienciosamente alguma agao apropriada para atingir um fim claramente
concebido, mas né&o imediatamente atingivel. Resolver um problema
significa achar tal acdo. (p.117).

Paralelamente as ideias de Polya, Vale e Pimentel (2004) afirmam:

Definir um problema é um propésito dificil, ja que uma determinada
situacdo pode ser um problema para um dado individuo, num dado
momento, e para o mesmo individuo, num outro momento, ser apenas um
exercicio ou um fato especifico. Podemos assim concluir que existe um
conjunto de fatores inerentes ao individuo e a prépria tarefa, além de outros,
que vao condicionar quer a sua caracterizagdo quer ao seu desempenho.
Das varias definicdbes de problemas podemos retirar que um problema é
uma situagao para a qual nao se dispde, a partida, de um procedimento que
nos permita determinar a solugdo, sendo a resolugdo de problemas o
conjunto de a¢des tomadas para resolver essa situacao.(p.12).
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Marincek (2001), em uma forma mais sucinta, conclue que:

Problema é toda situagdo em que alunos necessitam por em jogo tudo o
que sabem, mas que contém também algo novo, para o qual ainda ndo tem
resposta e que exige a busca de solugdes. E nesse movimento de busca de
solugbes que se estabelecem novas relagbes e se constroem
conhecimentos que modificam os anteriores. (p.15).
Os primeiros estudos sobre o ensino de matematica por meio da
Resolucdo de Problemas teve uma forte influéncia de George Polya. Polya,
matematico e educador matematico hungaro, apresentou em seu livro A Arte de
Resolver Problemas (1945) um lineamento de quatro etapas para a resolugao de
problemas: 1) compreender o problema; 2) estabelecer um plano; 3) executar esse
plano e 4) examinar a solugao obtida (Onuchic et al, 2014).
Onuchic et al (2014) na obra Resolu¢&o de Problemas: Teoria e Pratica
apresentam uma importante contribuicdo de Polya em um curso ministrado em 1967

em relagdo aos procedimentos estratégicos na resolugédo de um problema:

Comece com algo que é familiar, ou util, ou desafiador. Que possua alguma
conexao com o mundo ao nosso redor, a partir da perspectiva de alguma
aplicagdo, a partir de uma ideia intuitiva. Nao tenha medo de usar uma
linguagem coloquial quando é mais sugestiva do que a terminologia
convencional e precisa. Na verdade, ndo apresente termos técnicos antes
que o estudante possa ver necessidade para eles. Nao entre muito cedo ou
muito em detalhes pesados de uma prova [demonstragao]. D& primeiro uma
ideia geral ou apenas o germe intuitivo da prova. De modo mais geral,
perceber que a forma natural de aprender é aprender por etapas: Primeiro,
nés queremos ver um esbogo do assunto, para perceber alguma fonte de
concreto ou algum possivel uso. Entao, gradualmente, tdo cedo quanto nés
pudermos ver mais 0 uso e conexdes e interesse, ganhamos maior vontade
de trabalhar com os dados (p.23-24).

A Resolugdo de Problemas ganhou espago nos curriculos a partir da
publicagdo do documento “Uma Agenda para Acdo-Recomendagbes para a
Matematica Escolar para a década de 1980”. O documento indicava que a
Resolugdao de Problemas deveria ser uma estratégia principal nos curriculos
escolares. Esse espaco foi conquistado pela RP diante do insucesso de outras
metodologias de ensino que se baseavam na formalidade e no rigor (Onuchic et
al,2014).
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O periodo que veio apds a publicacdo desse documento foi marcado por
uma agitagdo muito grande, pois as recomendac¢des ndo eram claras em relacédo a
forma como a Resolugao de Problemas deveria ser compreendida em sala de aula.
A Resolugao de Problemas passou a ser uma estratégia bastante divulgada, porém
com pouca aplicabilidade. Um exemplo disso foi as edigbes de alguns livros
didaticos que se auto declaravam com essa nova metodologia, porém mantiveram
0s mesmos conteudos e com as mesmas abordagens. (Schoenfeld, 2008).

Levando em consideracdo essas divergéncias, Schroeder e Lester
(1989) citados por Onuchic (1999) apresentam trés modos diferentes sobre a

Resolugcao de Problemas:

Ensinar sobre Resolugdo de Problemas: o professor que ensina sobre a
resolugao de problema procura ressaltar o modelo de Polya ou alguma
variagao dele.

Ensinar a resolver o problema: concentra-se na maneira como a Matematica
€ ensinada e o0 que dela pode ser aplicada na solugdo de problemas
rotineiros e nao rotineiros. Embora a aquisigdo de conhecimento
matematico seja importante, a proposta essencial para aprender
matematica é ser capaz de usa-la.

Ensinar matematica através da Resolugdo de Problemas: Tem-se
Resolucdo de Problemas como uma metodologia de ensino, como um ponto
de partida e um meio de se ensinar matematica. O problema é olhado como
um elemento que pode disparar um processo de construgdo do
conhecimento. O ensino esta centrado no aluno, que constréi os conceitos
matematicos durante a resolugdo de um problema, sendo depois
formalizados pelo professor. (p.206-207).

Ao ensinar sobre a resolucdo de problemas, a énfase é em torno do
modelo proposto por Polya, dividido nas seguintes etapas: compreender o problema,
criar um plano, executar o plano e examinar a solugéo obtida (Souza, 2010).

Em relagdo ao ensino de matematica para resolver problemas, o foco é
nas técnicas com o objetivo de resolver o problema. A matematica € ensinada para
resolver problemas. Os conteudos matematicos sdo dados anteriormente ao
problema proposto (Souza, 2010).

Ja o trabalho de ensinar através da Resolugcao de Problemas enfatiza
os problemas como parte de todo o processo. A Matematica e a resolucdo de

problemas sao construidas ao mesmo tempo (Allevato et al,2014).
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A metodologia adotada para este trabalho em sala de aula é a
Metodologia de Ensino-Aprendizagem-Avaliacdo de Matematica através da

Resolucao de Problemas. Conforme Souza (2010),

A palavra composta ensino-aprendizagem-avaliagado significa que o ensino
e a aprendizagem devem ocorrer simultaneamente, durante o processo de
construgéo de um determinado conceito. E a avaliagao, integrada ao ensino,
contribui para a melhoria da aprendizagem (p.122).

Nesta metodologia, a concepg¢ao de problema matematico é algo que

nao sabemos resolver, porém existe um interesse em resolvé-lo. A proposta é

auxiliar os alunos a se tornarem investigadores diante de situagdes de desequilibrio.

Fazendo com que existam questionamentos e escolha de decisbes no decorrer do

processo. O professor, personagem relevante, passa a ser mediador. O problema é
o ponto de partida. (Onuchic, 1999).

Discutindo sobre a importancia do problema inicial, Onuchic e Allevato

(2011) afirmam que,

nesta metodologia, os problemas sdo propostos aos alunos antes de lhes
ter sido apresentado formalmente o conteddo matematico necessario ou
mais apropriado a sua resolugdo que, de acordo com o programa da
disciplina para a série atendida, é pretendido pelo professor. Dessa forma, o
ensino-aprendizagem de um tépico matematico comega com um problema [
o problema gerador ] que expressa aspectos-chave desse tépico e técnicas
matematicas devem ser desenvolvidas na busca de respostas razoaveis ao
problema dado. (pag.85).

Walle (2001) acredita que a Resolugdo de Problema deve ser o
principal instrumento para a construgdo do ensino de Matematica na sala de aula.
Uma das justificativas de defesa feita pelo autor vem do fato de que o trabalho parte
do aluno, ou seja, os estudantes fazem parte do processo levando em consideragao
suas experiéncias.

Para tornar pratica a aplicabilidade da Metodologia Ensino-
Aprendizagem-Avaliagdo em Matematica através da Resolug¢do de Problemas,
Allevato e Onuchic (2014), apds uma série e experimentos e atualizagdes, criaram

um roteiro contendo uma sequéncia de atividades:

1. Proposicdao do problema - Seleciona ou elabora um problema e
denomina-se de problema gerador.
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2. Leitura individual - Distribuir uma cépia impressa do problema para cada
aluno e solicitar a leitura do mesmo.

3. Leitura em conjunto — Distribuir a turma em pequenos grupos e, solicitar
uma nova leitura do problema.

4. Resolugdo do problema — A partir do momento em que o aluno
entendeu o problema tenta a resolver, em grupo, permitindo assim a
construgdo do conhecimento sobre o conteiudo que o professor planejou
para aquela aula.

5. Observar e incentivar — Nesse momento, o professor muda de
comunicador do conhecimento para o de observador, organizador,
consultor, mediador, interventor, controlador, incentivador da aprendizagem.
6. Registro das resolugées na lousa — Anotar os resultados obtidos pelos
grupos quer sejam certo ou errado e aqueles feitos por diferentes caminhos.
7. Plendria — Assembleia com todos os alunos. Como todos trabalham
sobre o problema dado, estdo ansiosos quanto a seus resultados, dessa
forma, participam.

8. Busca do consenso — Apos as discussbes, e sanadas as duvidas, o
professor juntamente com os alunos tentam chegar a um consenso.
9.Formalizagcdo do conteudo — Faz-se uma sintese daquilo que se
objetivava “aprender” a partir do problema gerador. Sado colocadas as
devidas definigbes, identificando propriedades, fazendo demonstragdes,etc.
10. Proposigao e resolugdao de novos problemas — Nesta etapa, apds a
formalizagdo do conteudo, propéem-se novos problemas para a fixagdo de
aprendizagem. (pag.44-46)

Pode-se notar que nao é tarefa muito simples aplicar os passos dessa
metodologia. Estas etapas exigem professores comprometidos e bem preparados
quanto ao dominio das ag¢des e da construgao de um bom problema gerador.

Van de Walle (2001) citado por Souza (2010) faz uma apresentagdo em
relagdo ao modo de encaminhar as aulas pelo professor através da resolucédo de
problemas. A sugestdo é trabalhar em trés fases, incluindo a importancia de

diagnosticar os conhecimentos prévios dos alunos.

Antes — Nessa fase, o professor deve levar em consideragdo os
conhecimentos prévios dos alunos, necessario a constru¢do de novo
conhecimento matematico.

Durante — Nessa fase, o professor é observador e avaliador do trabalho dos
alunos. Inicialmente, entrega a cada aluno, uma copia da atividade que
deve ser lida por ele. Em seguida, formam-se os grupos, € nesse ambiente,
ha a socializagdo do trabalho onde, seus participantes passam a trabalhar
cooperativamente na busca de possiveis estratégias que poderéo levar o
grupo a busca de solugao, num trabalho colaborativo.

Depois — Para esta fase, o professor considera as solugdes apresentadas
pelos grupos, sem avalia-las, e dirige uma discusséo exploratéria enquanto
os alunos defendem suas resolugbes e déao justificativas. Professor e
alunos, socialmente analisam as resolugdes colocadas na lousa: as
estratégias escolhidas, o resultado correto ou ndo, e, com as duvidas
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esclarecidas, chega-se a um consenso acerca da solugdo obtida. O
professor termina com a formalizagéo, totalmente de responsabilidade do
professor, escrevendo na lousa os novos conceitos e conteidos construidos
e com os alunos anotando em seus cadernos toda a teoria construida.
(pag.125-126)

1.3 - Andlise Didatica.

O ambiente escolar € composto por diferentes setores que servem como
pontes importantes para a construgdo do conhecimento. Esses ambitos devem
trabalhar em harmonia e colaboragdo. O livro didatico, sem duvidas, € um dos
componentes mais importantes neste processo, pois € um instrumento que auxilia os
professores e alunos ha décadas.

O livro didatico é, em um quantitativo consideravel de casos, o unico
mecanismo que o professor usa para o auxilio na transmissdo do conhecimento. A
construcao das aulas, os exemplos de exercicios e a elaboracdo de provas acabam
vindos sempre dessa fonte. Em determinados momentos, ele também € usado para
firmar conhecimento pela parte do docente. Com base nisso, podemos afirmar que o
livro ndo pode ser apenas um instrumento de simples consulta, mas que traga uma
sustentacao confiavel ao docente e uma linguagem acessivel ao aluno.

O livro didatico de matematica deveria funcionar como uma fonte de
atividades ligadas ao contexto sociocultural dos estudantes, ou seja, proporcionar ao
discente capacidade para se apropriar conhecimentos que possam ser utilizados em
situacbes atuais/reais. Grande quantidade das obras didaticas trata o Ensino da
Matematica exclusivamente com a demonstracdo de formulas e reproducao
exaustiva de algoritmos de resolucao de questbes. Sabemos que o0s conceitos
matematicos devem ser destacados, porém eles precisam apresentar significado.

Fazendo uso da critica em relagcdo a forma de apresentacao dos textos
matematicos em obras didaticas, Julianelli et al (2009) na publicagdo Curso de
Analise Combinatéria e Probabilidade: Aprendendo com a Resolucdo de Problemas

afirmam que:

A metodologia que costuma ser utilizada na maioria dos livros didaticos
acaba privilegiando a aplicagdo de formulas, tentando “enquadrar” os
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problemas, de modo que os alunos acabam decorando alguns formatos e,
na maioria dos casos, ndo conseguem entender o uso daquelas formulas e
nem mesmo o porqué de as estarem utilizando. (p.01).

Souza (2010), tratando sobre essa questao das obras didaticas, realizou
um estudo das observacbes dos livros didaticos em relagdo ao tema Analise
Combinatéria. Em resumo, a pesquisadora colheu dados de materiais de décadas
distintas para verificar os modelos e as diferentes formas de abordagem. Tendo
como base seus resultados, percebeu-se que houve uma evolugao nas concepgdes
de ensino desde a década de 40 até o ano 2000. As etapas descritas para o
desenvolvimento das analises seguiram as referéncias propostas por Lima et al

(2001). E possivel identificarmos essa relacéo neste trecho:

Com base neste livro, estabelecemos alguns critérios para analisar livros
didaticos com o objetivo de saber como a Analise Combinatéria é neles
abordada. Os critérios, por nos selecionados para andlise, foram: 1) Se ao
trabalhar Analise Combinatéria os autores partem ou néo de problemas; 2)
Se o livro didatico motiva e sugere um trabalho colaborativo com o aluno; 3)
Se a formalizagdo dos conceitos de Analise Combinatéria é feita antes do
problema dado, durante a resolugdo do problema ou depois do problema
resolvido; 4) Se o livro € um dos recursos didaticos que pode contribuir para
o professor em sala de aula. (p.78).

No Brasil, as escolas publicas de Educacdo Basica recebem o livro
didatico através do Programa Nacional do Livro Didatico (PNLD). Professores e
equipe pedagogica aprovam 2 (duas) dentre uma quantidade significativa de
propostas pré-aprovadas pelo MEC. Em seguida, o 6érgao competente fica livre para
enviar a primeira ou a segunda proposta. Essa distribuicdo nao é feita anualmente,
ou seja, o mesmo livro didatico pode ser usado por mais de um ano e por mais de
um aluno. Podemos destacar que a escolha de qualquer uma das duas
possibilidades deve ser bem criteriosa e clara.

Os livros utilizados neste estudo sdo os adotados pelas escolas publicas
estaduais do estado de Alagoas. Os parametros usados para este processo serao
guiados pelas referéncias de Souza (2010), ou seja, abordaremos uma viséo inicial
da estrutura do livro e, em seguida, sera dada uma breve discussao acerca dos
quatro elementos: 1) Se ao trabalhar Anédlise Combinatéria os autores partem ou néo

de problemas; 2) Se o livro didatico motiva e sugere um trabalho colaborativo com o
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aluno; 3) Se a formalizagdo dos conceitos de Analise Combinatoria é feita antes do
problema dado, durante a resolucdo do problema ou depois do problema resolvido;
4) Se o livro € um dos recursos didaticos que pode contribuir para o professor em

sala de aula.

1° Livro:

Matematica Completa

José Ruy Giovanni; José Roberto Bonjorno; José Ruy Giovanni Jr.
FTD, Sao Paulo, 2002.

Figura 1 - Primeiro livro investigado.
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Fonte: Pagina da editora FTD'

Visao geral:

O livro é volume unico, ou seja, aborda os conteudos do Ensino Médio
em um exemplar. O capitulo 15, destinado ao tema Anélise Combinatéria, &
composto por um texto resumido e que foca bastante na exibicdo de definicdes e
algumas demonstragdes. Nao ha, pelo menos inicialmente, uma tentativa de resgate
de qualquer conhecimento prévio do aluno. Também nao ha uso da historia ou de
matematicos importantes que auxiliaram neste processo. Em resumo, podemos
afirmar que seu texto é formal e com pouca aplicagdo em situagoes reais.

1) Nao. Os autores nao partem de problemas. Os problemas apresentados no
decorrer do capitulo estdo dispostos no final de cada tépico com o objetivo de
memorizar as definicbes e testar o uso de féormulas. No final, sdo propostos 40

exercicios das mais variadas instituigcdes distribuidos da seguinte maneira:

! Disponivel em: <https://ftd.com.br/didaticos/>. Acesso em ago.2016.
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a) 15 exercicios de revisdo. Nesta proposta, os autores apresentam

problemas abertos, porém com uma inclinagdo maior para exercitar os algoritmos.
b) 25 questbes de multipla escolha de vestibulares diversos.

2) Nao. O livro motiva muito pouco o trabalho colaborativo entre professores
e alunos. A proposta de apresentar os conceitos logo no inicio do conteudo, como foi
diagnosticado na analise, pode causar um prejuizo na aprendizagem. Neste caso, o
modelo segue uma linha tradicional de ensino.

3) Quanto a ordem da construgcédo dos conceitos de Analise Combinatoria, o
livro comega por uma definicdo bem geral. Em seguida, é apresentado o conceito de
Fatorial e um quantitativo significativo de exercicios para fixagdo. Uma parte
importante € a construgdo do entendimento do Principio Fundamental da Contagem
com o auxilio da Arvore de Possibilidades. O livro, neste ponto, faz uma
demonstracdo clara e convidativa mostrando todos os passos nos agrupamentos
feitos manualmente. Acreditamos que seja um momento importante na proposta dos
autores, pois estabelece uma reflexdo no aluno da necessidade de se criar um
padrao para contar possibilidades.

Posteriormente, sdo apresentados os conceitos de Arranjo Simples,
Permutacdo Simples e Combinacdo Simples. Nao ha nenhum destaque aos casos
de agrupamentos com elementos repetidos. E importante destacar que os tdpicos
sao trabalhados de forma independente, ou seja, o texto ndo faz relagdo alguma
entre o Principio Multiplicativo e os diferentes tipos de agrupamentos trabalhados
posteriormente. Acreditamos que essa metodologia acaba fazendo com que os
estudantes busquem exclusivamente nas férmulas seus caminhos para a resolugao
dos desafios.

Os exercicios sdo sempre propostos no final do processo, ou seja, séo
exibidos os conhecimentos matematicos isolados para depois serem aplicados em
problemas.

4) O docente, seguindo a sequéncia didatica apresentada neste livro, acaba
adotando modelos tradicionais de ensino. Porém, podemos assumir que a
linguagem clara € um fator positivo em seu texto. A estratégia em apresentar os
conteudos antes dos exercicios propostos acaba eliminando ou reduzindo muito a
participagdo do aluno no processo. Em linhas gerais, podemos destacar que a

proposta apresentada na obra fortalece as aulas prioritariamente expositivas.
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2° Livro:

Matematica: Contexto & Aplicacdes.
Luiz Roberto Dante

Atica, Sao Paulo, 2015.

Figura 2 - Segundo livro investigado.

Fonte: Pagina da editora Atica®

Visao Geral:

O livro vem apenas com os conteudos referentes ao segundo ano do
Ensino Médio, diferentemente da obra anterior. O tema Analise Combinatéria é
apresentado no capitulo 13. Sua linguagem é clara. Faz uso de um resgate histérico
e dos matematicos que exerceram influéncia. Os exercicios apresentados, em sua
maioria, apresentam problemas que despertam o interesse pelo tema.

1) O capitulo de Analise Combinatéria tem seu inicio com um problema da
quantidade de placas de automoével que podem ser formadas diante de uma
determinada regra. Em regra geral todos os tépicos relacionados ao processo
Combinatério sao introduzidos por exercicios.

2) O livro ndo tem excesso de formalizagdo em seus topicos. As definigdes e
as demonstracdes das formulas sao apresentadas de forma que nao atropelem o
processo, 0 que, para o aluno, se torna menos complexo quanto a compreensao dos
conteudos expostos.

3) Durante todo o capitulo, o autor busca formalizar os conceitos no final de
cada problema proposto. Inicialmente, o conceito de Principio Fundamental da
Contagem ou Principio Multiplicativo é apresentado com base em um problema de

diversos roteiros entre duas cidades. Neste ponto, o uso de Arvore de Possibilidade

? Disponivel em: < http://www.aticascipione.com.br/didaticos>. Acesso em ago.2016.
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€ bem explorado. Em seguida, a ideia de Permutagéo e Fatorial de um numero s&o
apresentados apds o problema de agrupamentos entre 3 numeros distintos. E
relevante destacar o uso das palavras “trocar’, “embaralhar’ como recurso didatico
pertinente.

Ao apresentar a ideia de Arranjo e Combinagdo, o autor trata desses
tépicos como uma extensao do Principio Multiplicativo. Neste caso, os problemas
sdo apresentados como um recurso para que o aluno identifique essa diferenca.
Segundo Dante (2015),

Vocé pode usar tanto o conceito de arranjo como principio fundamental da
contagem para resolver problemas como vera nos exemplos a seguir. Mais
importante do que decorar uma féormula e aplica-la € compreender o que
esta sendo feito. (p.282)

4) O livro pode contribuir para a aprendizagem do aluno, mesmo que o
trabalho esteja focado no professor. Durante o desenvolvimento do capitulo,
algumas passagens sao bastante pertinentes para que os alunos compreendam o

porqué de importantes procedimentos matematicos.

3° Livro:

Matematica-Paiva

Manoel Paiva
Moderna, Sdo Paulo, 2014.

Figura 3 - Terceiro livro investigado.

Mnmoel Pahs

Fonte: Pagina da editora Moderna®

? Disponivel em: < http://www.moderna.com.br/livros-didaticos/>. Acesso em ago.2016.
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Visao Geral:

A obra analisada vem com uma linguagem simples e que desperta o
interesse pelo tema logo em seus primeiros problemas, pois sao colocagdes que
associam alguns conceitos de Combinatéria a situagdes reais. Alguns exemplos,
como a quantidade de placas de automoével que podem ser montadas, o numero de
jogos de loteria formados e os diversos numeros de telefones construidos
evidenciam essa observacdo. Nao ha referéncia a histéria da Analise Combinatéria.
O autor utiliza-se de dois capitulos. Nao ha excesso nas formalizagbes. Os
exercicios sao propostos sempre no final de cada topico, além dos “exercicios
complementares” que funcionam como uma revisao do capitulo.

1) Sim. O livro comecga resolvendo problemas e, apds sua resolugao por
passos ele estabelece os padrbes. Por outro lado, alguns problemas propostos no
inicio do topico ndo sao resolvidos durante o processo de formalizacdo. Estes sao
colocados como exercicios. Como € o caso do problema das placas de automével e
dos jogos da Mega-Sena.

2) Sim. O texto, em sua maioria, explora problemas que fazem uma analogia
ao cotidiano. Isso pode despertar no aluno um interesse maior pelas discussdes das
resolucdes.

3) A formalizagao dos conteudos € sempre apds a resolugao do problema. Em
algumas passagens, € notério que existe certo direcionamento para tentar fazer
essa formalizacdo durante o processo, mesmo que seja de uma forma discreta. O
tema Analise Combinatdria é trabalhado em dois capitulos: 10 e 11.

O capitulo 10 aborda as consideragdes iniciais quanto a importancia em
trabalhar com Contagem. O autor classifica esse capitulo como “Os Principios de
Anadlise Combinatéria” (p.154). E apresentado o conceito de Principio Fundamental
da Contagem através de um recurso usado pelo autor definido como matriz de
possibilidades. Esse recurso é semelhante a Arvore de Possibilidades verificada em
outros livros, porém fazendo uso de matrizes. Em seguida, sdo apresentados o
Principio Aditivo da Contagem, topico ainda nao explorado em outras obras
analisadas, e o conceito de Fatorial. Os problemas relacionados a ideia de Fatorial
fazem uma relagdo ao Principio Fundamental da Contagem.

No capitulo 11, o autor aborda questdes mais detalhadas em relagcéo aos
diversos tipos de agrupamentos. Ele define o titulo como “Agrupamentos e Métodos

de Contagem” (p.166). Neste topico, ha uma inversao em relagdo ao modo como o0s
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problemas s&o usados. Os conceitos de Arranjo, Permutagcdo e Combinagdo séo
tratados antes de qualquer problematizagao, ou seja, ha certo rigor na formalizagao
e pouca interagao entre o professor e o aluno. Além disso, quase nao existe relagao
entre os agrupamentos estudados e o Principio Fundamental da Contagem
abordado no capitulo anterior. Porém, o texto tenta construir uma ponte entre esses
modelos de Contagem quando afirma que “na Analise Combinatéria, as
permutagcdes dos elementos de uma sequéncia nada mais sdo do que um tipo
particular de arranjo” (p.171).

4) Entendemos que os modelos usados neste livro para abordar os tépicos
importantes no ensino de Analise Combinatéria sdo pertinentes e podem ser
instrumentos didaticos relevantes para o professor. Essa caracteristica é verificada
principalmente no destaque ao Principio Multiplicativo e na utilizagdo de problemas
do cotidiano usados tanto na formalizacdo dos conceitos quanto nas atividades

propostas.

4° Livro:

Matematica: Ciéncia e Aplicacdes

Gelson Lezzi, Osvaldo Dolce, David Degenszajn, Roberto Périgo e Nilze de

Almeida.
Atual, S0 Paulo, 2006.

Figura 4 - Quarto livro investigado.

' MATEMATICA

Fonte: Pagina da editora Atual*

Visao geral:

* Disponivel em: < http://www.editorasaraiva.com.br/didaticos/>.Acesso em ago.2016.
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Ha muita formalidade e pouca aplicagcdo em situacdes reais. Nao faz
relacdo ou aborda alguma informagdo que contenha carater histérico. Todo o
conteudo é trabalhado em um unico capitulo. Os problemas propostos sao feitos
sempre no final do processo. Em relagdo ao quantitativo, esta obra foi a que mais
apresentou exercicios das pesquisadas neste trabalho. No total, foram 122 questdes
que abordam conceitos, demonstracdes e aplicagdes das diferentes formulas. Além
de 42 testes de vestibulares.

1) Podemos afirmar que, em uma situagao geral, o autor usa 0 mecanismo de
utilizacado de problemas em poucas situagdes vistas. Em alguns momentos, como a
definigdo de Fatorial, nenhum problema é utilizado.

2) Nao consideramos que o livro sugira um trabalho colaborativo, pois o
excesso de férmulas e a proposta imediata de questdes acabam dificultando as
discussdes em grupos. Percebe-se que, em algumas passagens, as informagdes
sao dadas de forma pronta e acabadas.

3) Nos casos em que o livro usa problemas, percebe-se que a formalizagao
acontece sempre no final. Essa caracteristica € encontrada para tornar mais claro a
definigdo do Principio Fundamental da Contagem.

Em relagdo aos diversos tipos de agrupamentos como Arranjo,
Permutacdo e Combinacgao, a formalizagdo acontece sempre antes dos problemas
propostos, ou seja, € apresentada a férmula, seguida de demonstracdo, exemplos
de exercicios e atividades propostas. Neste ponto, o processo de ensino acaba
sendo mecanico onde o professor é o centro do processo.

Por outro lado, percebe-se que existe uma inclinagdo por parte da
proposta do texto em tentar relacionar os agrupamentos ao Principio Fundamental
da Contagem. Segundo Lezzi et al (2006),

O principio fundamental da contagem (PFC) é a principal técnica para a
resolucdo de problemas de contagem. Muitas vezes, porém, se so6
utilizamos o PFC, a resolugao desses problemas pode se tornar trabalhosa.
Vamos, entdo, desenvolver métodos de contagem de determinados
agrupamentos, baseados no PFC, os quais simplificardo a resolugdo de
muitos problemas.

4) O professor, ao utilizar este livro, esta alterando pouco a metodologia de

ensino tradicional. Apesar de trazer elementos importantes como a relagdo entre os
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agrupamentos e um quantitativo significativo de exercicios, o livro favorece pouca

participagédo dos alunos na construgao dos conceitos.

5° Livro:

Matematica: Aula por Aula

Claudio Xavier da Silva e Benigno Barreto Filho
FTD, Sao Paulo, 2005.

Figura 5 - Quinto livro investigado.
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Fonte: Pagina da editora FTD®

Visao geral:

Faz uso da historia da Analise Combinatéria com a contribuigdo de Pascal
na introdu¢cdo do capitulo. A linguagem é clara, porém com poucos problemas
contextualizados e muitos exercicios que visam reproduzir algoritmos de resolugao
de questdes.

1) O autor usa problemas apenas para definir o Principio Fundamental da
Contagem. Os outros problemas identificados aparecem no final do capitulo.

2) Nao. O fato de apresentar os conceitos logo no inicio e pelo excesso de
algoritmos pode prejudicar a participacdo dos alunos durante o processo. Os
estudantes acabam sendo sujeitos passivos.

3) A formalizagédo dos conceitos de Analise Combinatéria acontece antes dos
problemas resolvidos.

4) Apesar de iniciar com uma abordagem histérica, o livro apresenta um

modelo tradicional, pois visa a aplicagao de formulas.

> Disponivel em: <https://ftd.com.br/didaticos/>. Acesso em ago.2016.
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Com base nas analises feitas seguindo a alguns critérios, percebemos
que os livros investigados possuem caracteristicas proprias. O recurso historico nem
sempre € cogitado como um elemento importante no processo.

E notério observar que, em quase todos os exemplares, a construcdo
dos principais conceitos de Analise Combinatéria € feita antes ou depois dos
problemas propostos. Percebemos que ha uma caréncia nos livros didaticos no que
se diz respeito ao ensino de Analise Combinatéria através da Resolugao de

Problemas.

1.4 - Levantamento Bibliografico.

Neste item, faremos um resumo qualitativo e quantitativo de como andam
as pesquisas em relagao ao tema ensino de Analise Combinatéria no Ensino Médio.
Essa abordagem é importante, pois é necessario que se tenha dados/informacdes
do que ja se tem feito sobre determinado tema. Com base nisso, é possivel evitar
investigacdes desnecessarias ou repetidas. Esse tipo de pesquisa permite a
melhoria de trabalhos e a abertura de novos conhecimentos, pois identifica quais os
espacos que ainda devem ser explorados ou melhorados.

Esse tipo de pesquisa é classificada pelos estudiosos como “Estado da

Arte” ou “Estado do Conhecimento”.

Ferreira (2002) define o Estado da Arte como:

[...] como de caréter bibliografico, elas parecem trazer em comum o desafio
de mapear e de discutir certa produgao académica em diferentes campos
do conhecimento, tentando responder que aspectos e dimensdes vém
sendo destacados e privilegiados em diferentes épocas e lugares, de que
formas e em que condi¢cbes tém sido produzidas certas dissertagbes de
mestrado, teses de doutorado, publicagdes em peridédicos e comunicagdes
em anais de congressos e seminarios. (p.258).

Discutindo sobre sua relevancia, Silva e Pessoa (2014) evidenciam:

O Estado da Arte em pesquisa cientifica se faz importante pra que se tenha
referéncia do que ja se tem descoberto sobre determinado assunto,
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evitando que desta forma sejam feitas investigagdes desnecessarias e
avance-se no que ainda se faz necessario investigar. Este tipo de pesquisa
possibilita a melhoria e amplitude de novos conhecimentos, fundamentais
para uma compreensao consistente sobre a area pesquisada. E desta forma
que, identifica-se o que ainda existe de lacuna nas pesquisas e também,
mostra-se o que tem sido trabalhado na area, quais os campos mais
pesquisados, qual a abordagem metodoldgica utilizadada, dentre outros
aspectos. (p.677).

Inicialmente foi realizado um levantamento de estudos publicados no
periodo de 2003 a 2016 em anais do Encontro Nacional de Educacdo Matematica
(ENEM) que trataram do conteudo.

O ENEM é promovido a cada trés anos e tem como objetivo principal a
troca de experiéncias cientificas dentro do campo da Educacdo Matematica. Sua
classificacdo € nivel A pela CAPES- Coordenacédo de Aperfeicoamento de Pessoal
de Nivel Superior- o que o torna um evento relevante para a busca de trabalhos. Sua
primeira edigdo ocorreu em 1987 na PUC/SP e, a cada edigdo, a adesdo de
pesquisas apresenta um crescimento exponencial.

E importante destacar que existem outros encontros pertinentes que
abordam tematicas no ambito da Educacdo Matematica. Destacando alguns eventos
nacionais, temos: O EBRAPEM (Encontro Brasileiro de Estudantes de PO&s-
Graduacdo em Educagdao Matematica), Congresso Nacional de Avaliagdo em
Educacdo, ENAPHEM (Encontro Nacional de Pesquisa em Histéria da Educacéao
Matematica) e EPMEM (Encontro Paranaense de Modelagem na Educacéo
Matematica). Em relacdo aos eventos regionais, destacam-se: Jornada de Estudos
em Matematica (PA), Encontro Paraibano de Educagdo Matematica (PB) e Encontro
Alagoano de Ensino de Ciéncias e Matematica (AL). Além dos congressos e
simposios (locais e regionais) promovidos pelas universidades que possuem cursos
de Licenciatura em Matematica e areas afins.

Para realizar este levantamento, foram coletados os trabalhos nas
edicbes do ENEM compactados nas seguintes caracteristicas: Comunicagdes
Cientificas, Relatos de Experiéncias. Minicursos e Mesas Redondas. O periodo
escolhido justifica-se pelo quantitativo maior de trabalhos dispostos para consulta
pela organizag¢ao do evento.

O quadro, a seguir, mostra o quantitativo dos trabalhos identificados.

Quadro 1. Quantitativo de estudos sobre o raciocinio combinatério.
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Evento

Ano

Local

Tipo\Quantidade

Total

VII ENEM

2004

Recife

Comunicacgdes Cientificas
Relatos de Experiéncia
Mesas Redondas

Minicursos

IX ENEM

2007

Belo Horizonte

Comunicagoes Cientificas
Relatos de Experiéncia
Mesas Redondas

Minicursos

X ENEM

2010

Salvador

Comunicacoes Cientificas
Relatos de Experiéncia
Mesas Redondas

Minicursos

XI ENEM

2013

Curitiba

Comunicagodes Cientificas
Relatos de Experiéncia
Mesas Redondas

Minicursos

XIl ENEM

2016

Sao0 Paulo

Comunicacoes Cientificas
Relatos de Experiéncia
Mesas Redondas

Minicursos

- O W O © O O NI N = =2 O O O =~ W o O N =

10

Total de

Trabalhos

33

Podemos perceber que a relagao de trabalhos publicados vem crescendo

Fonte: o autor.

consideravelmente. Essa caracteristica esta bem clara a partir do X ENEM, onde é

possivel perceber um aumento superior a 100% em relacdo ao evento anterior. A

diferenga ainda é maior quando comparamos o primeiro com o ultimo encontro. Isso

€ consequéncia de um interesse maior dos pesquisadores em torno do tema. Desse

modo, existe uma tendéncia no crescimento dos trabalhos.

Souza (2013), dissertando sobre o aumento no numero de pesquisas,

afirma que:

Investigando os estudos recentes sobre o raciocinio combinatério e assim
montando o Estado da Arte nesta area, pode-se concluir que existe uma
producao que vem crescendo nao sé quantitativamente como de forma
qualitativa, trazendo grandes contribuigdes para o ensino-aprendizagem da
Combinatdria (p.20).
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Apos este levantamento, foram feitas leituras atentas com o objetivo de
identificar o que vem sendo trabalhado em cada pesquisa.

Ferraz (2003) em seu trabalho Problemas de Contagem no Ensino
Fundamental: “Novas” indagacgbes didaticas traz uma importante reflexdo acerca da
necessidade de incluir elementos da Combinatdria desde o inicio do Ensino
Fundamental. Essa relevancia teve por base um experimento realizado em turmas
do Ensino Fundamental, Ensino Médio e com alunos do 3° periodo de um curso de
Licenciatura em Matematica.

Para a analise, a autora coletou 8 exercicios de diferentes livros didaticos
adotados pelas escolas publicas e os aplicou aos estudantes dos diferentes niveis. E
importante destacar que as questbes foram escolhidas de forma heterogénea. Em
algumas delas, a resolugéo é feita com a aplicagao direta do Principio Multiplicativo.
Em outras, para a correta resolugdo, € necessario a ajuda de graficos, diagramas,
desenhos, tabelas, etc.

Os dados coletados na pesquisa mostraram que os alunos da 82 série e do
curso de Licenciatura em Matematica apresentaram dificuldades semelhantes. Além
disso, o desempenho dos estudantes do ensino médio é aproximado aos da 52 série.
Segundo Ferraz (2003), esse resultado apresenta uma preocupacéao relevante, pois
“‘estes alunos, hoje no Normal Médio e Licenciatura em Matematica, possivelmente
serao professores do amanha” (p.5).

Apresentando uma analise geral dos resultados de sua investigagao,

Ferraz (2003) afirma que:

No ambito da educacdo matematica, € essencial que o educador oportunize
o exercicio da criatividade, a adocdo de estratégias diversificadas na
resolucdo de problemas, incentivando o uso de esquemas gréaficos de
organizacdo (aqui entendidos como desenho, diagrama, tabelas, arvores
etc.), proprios de cada situacédo e de acordo com o entendimento de cada
individuo. Tal instrumento, por ndo ser um “algoritmo rigido”, oportuniza o
surgimento de caminhos diversos na solugdo dos problemas, o
desenvolvimento do pensamento e do raciocinio independente, autdnomo.
Assim, os esquemas graficos de organizagéo, passam a ser um instrumento
de ajuda na percepcdo das relagbes matematicas, oportunizando a
explicitagdo da légica dessas relagbes. Além disso, vao ajudar o aluno a
representar o seu pensamento, pois, ho momento em que o aprendiz
consegue representar melhor a sua logica, pode examinar essa sua ldgica,
e até discuti-la com o outro. Portanto, é fungdo da escola ensejar o
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conhecimento desses esquemas que tem o poder de ampliar o raciocinio.
(p.11).

Pinheiro e Sa (2007) em O Ensino de Analise Combinatoéria: A Pratica
Pedagdgica Predominante Segundo os Docentes abordam a maneira como 0s
professores de matematica tratam do tema em suas aulas. Para a realizagdo das
analises, os pesquisadores coletaram dados de 20 professores que exercem suas
fungdes em escolas publicas e privadas na cidade de Belém-PA.

A pesquisa teve uma abordagem quantitativa.

A metodologia usada foi a aplicagdo de alguns questionarios de multipla
escolha onde os professores responderiam a proposi¢cdes referentes a dois temas
importantes no campo de atuacdo docente. O primeiro tema trata das duvidas
percebidas nos alunos em relagéo a tépicos da Analise Combinatéria. O outro tema,
nao menos importante, € a forma como as aulas sao construidas.

Levando em consideracdo o primeiro bloco, ou seja, a percepgdao dos
professores em relagao aos tdépicos que os alunos sentiam mais dificuldade, foram
dadas as seguintes alternativas: a) Construir a arvore de possibilidades, b)
Diferenciar os problemas de arranjo dos problemas de combinagao, c) diferenciar os
problemas que envolvem apenas o produto de combinacdes, dos problemas que
envolvem a soma das combinagdes, d) memorizar a férmula de: Arranjo,
Combinacao e Permutacéao, e) identificar um problema de permutacao, f) resolver
questdes de analise combinatéria que sejam puras aplicagdes de formulas, Q)
compreender os textos dos problemas ou das questdes, h) calcular do Fatorial, i)
diferenciar o uso de Arranjo em agrupamentos e o uso do Principio Fundamental da
Contagem em eventos, j) resolver equagdes com Fatorial.

No tocante ao segundo tema, acerca do modo de organizagao de suas
aulas, foram destacados os seguintes pontos: a) partindo da definicdo, seguindo de
exemplo, propriedades e exercicios, b) partindo de uma situagao-problema para em
seguida propriedades e exercicios, ¢) Modelando situagdes reais para a aplicagao
dos conteudos sobre Analise Combinatéria.

Os dados dessa pesquisa mostraram que o item F (1° questionario), ou
seja, o item que trata da resolugcao de problemas que sejam puras aplicagdes das
féormulas é apresentado como uma das principais dificuldades dos alunos. Em
relacdo a pratica dos professores, o item que apresentou maior regularidade foi o
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que caracteriza o modelo tradicional, ou seja, apresentacao da definicdo, seguida de
exemplos, propriedades e exercicios.

Pinheiro e Sa (2007) langam a discussao que, pelo resultado da pesquisa,
os professores ainda usam a estratégia do livro didatico como seu principal

instrumento de trabalho. Segundo os autores,

Devemos levar em consideracdo que a predominancia do livro € um
importante sinalizador que nossos colegas, independentemente do tempo
de atuacgdo, ainda se sentem inseguros para desenvolver um ensino de
combinatéria que proporcione aos alunos uma forma de utilizar as
habilidades do raciocinio combinatério na resolugdo de problemas reais.

(p-6).

Lima e Rocha (2016), em O que diz o curriculo prescrito para
combinatoria no Brasil? Reflexées sobre o desenvolvimento do conhecimento do
horizonte e conhecimento curricular de professores apresentam um estudo para
compreender o modo como a Combinatéria € apresentada nos documentos oficiais
da Educacgao Basica.

Conforme Lima e Rocha (2016), os curriculos internacionais apresentam
diferentes propostas quando orientam o estudo da Combinatéria em relagdo ao
Brasil. Na Espanha e nos Estados Unidos, por exemplo, a Combinatdria é parte
integrante do calculo de Probabilidades. Neste caso, pode-se afirmar que, nestas
propostas, a presenca da Combinatéria ndo se encontra de forma delimitada. Além
disso, o curriculo estadunidense insere o tema apenas no Ensino Médio.

Os documentos verificados na pesquisa de Lima e Rocha (2016) foram:

a) A proposta para a Base Nacional Comum Curricular — BNCC
(BRASIL, 2016);

b) Os Parametros Curriculares Nacionais — PCN (BRASIL, 1998),
para os anos finais do Ensino Fundamental;

c) Os Parametros Curriculares Nacionais (BRASIL, 2000), para o
Ensino Médio;

d) As orientacbes Educacionais Complementares aos Parametros
Curriculares Nacionais para o Ensino Médio (BRASIL, 2002);

e) As orientagdes Curriculares para o Ensino Médio (BRASIL,
2006);
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f) Os Parametros na Sala de Aula de Matematica
(PERNAMBUCO, 2013).

As autoras concluem que os documentos abordam diferentes
metodologias para o ensino de Analise Combinatéria na Educacédo Basica. Isso
significa que as estratégias usadas nos anos iniciais do Ensino Fundamental, anos
finais do Ensino Fundamental e o Ensino Médio apresentam caracteristicas
diversificadas.

Discutindo sobre a forma como os documentos tratam do ensino da
Combinatoria nos anos iniciais do Ensino Fundamental, Rocha e Lima (2016)

evidenciam que:

Verificou-se nessa sugestdo a indicacdo de praticas utilizando recursos
ludicos, a valorizagdo das estratégias dos alunos e, ainda, a diferenca de
natureza entre problemas combinatérios. Essas indicagdes, a depender da
valorizacdo atribuida pelo professor a esses documentos, podem servir de
fundamento ou de reflexdo para o planejamento do trabalho docente. (p.7)

Para os anos finais do Ensino Fundamental, Rocha e Lima (2016) orientam.

O trabalho com a Combinatéria ndo se desenvolva com a definicdo de
termos e nem com o uso de formulas. Dessa forma, o estudo da
Combinatéria no Ensino Fundamental ajuda o aluno a desenvolver o
raciocinio combinatério de maneira que 0 mesmo possa enfrentar com mais
seguranga situagdes-problema mais complexas que dependem de uma
contagem sistematica.(p.7)

Em relagdo ao Ensino Médio, as pesquisadoras destacam que.

Nesta etapa da escolarizagdo, o estudo da analise combinatéria deve
possibilitar que o estudante amplie, aprofunde e formalize seus
conhecimentos sobre o raciocinio combinatério adquirido ao longo do
Ensino Fundamental. O professor deve retomar o assunto, sempre
explorando as situagdes de contexto realistico e por meio de diferentes
representagdes. Por exemplo, diagramas de arvores, tabelas, n-uplas de
elementos etc. De maneira bastante intuitiva, as ideias multiplicativas,
abordadas ao longo do Ensino Fundamental, devem servir de ponto de
partida para que o estudante resolva problemas de contagem, envolvendo
as nogobes de permutagdo, combinagao e arranjo simples. (p.9).

Com base nos dados fornecidos por Rocha e Lima (2016), pode-se

afirmar que os documentos oficiais orientam que o ensino de Analise Combinatoria
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deve ser realizado de forma crescente, ou seja, os problemas de contagem devem
ser preferencialmente, tratados com dados pequenos que auxiliem os alunos a
compreenderem bem o conceito e aplicagdo do Principio Multiplicativo nos
problemas para que possam, posteriormente, fazer as generalizagdes dos conceitos
empregados.

Uma quantidade relevante de trabalhos que usaram a Resolugdo de
Problemas como ponto de partida para a aprendizagem em Combinatéria foi
diagnosticada. Em sua maioria, essas pesquisas realizaram intervengdes com
alunos em diferentes niveis de ensino, inclusive no Ensino Médio. Como
consequéncia, o0s resultados apresentaram informagdes importantes que
contribuiram para a pratica pedagoégica do professor de Matematica e o incentivo a
novas pesquisas.

Apresentando em sua totalidade os trabalhos identificados, exibimos o

quadro 2 a seguir:

Quadro 2. Quantitativo de estudos sobre o raciocinio combinatério com base na

Resolugcao de Problemas.

Autores Tema Ano Nivel

Barreto e Borba | Como o raciocinio combinatério tem | 2011 EJA
sido apresentado em livros didaticos

dos anos iniciais.

Pessoa e Santos | Conceitos-em-acdo mobilizados por | 2012 | Fundamental
alunos do 5° ano de Escolarizagao
Basica diante de situacdes

combinatorias.

Pessoa e Silva | Invariantes, generalizagdo, | 2012 | Fundamental
sistematizacdo e estratégias bem
sucedidas: o ensino da combinatoria

no 9° ano do Ensino Fundamental.

Pinheiro, Abar e | Aprendizagem de analise | 2012 Médio
Sa combinatoria por meio da resolugao
de problemas como ponto de partida.
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Rosa e Neves | Analise combinatoria: uma proposta | 2013 Médio
de ensino wusando o principio

fundamental da contagem.

Tolio e Bisogin | Explorando os principios aditivo e | 2016 Médio
multiplicativo por meio da
metodologia Resolugao de
Problemas

Fonte: o autor

Pessoa e Silva (2012) e Pessoa e Santos (2012) trabalharam a estratégia
de listagem como um fator importante na compreensdo dos invariantes de cada
significado do problema, ou seja, os alunos foram incentivados a descobrir a
natureza dos diferentes tipos de agrupamentos (Produto Cartesiano, Arranjo,
Combinacao e Permutacao). Apds a intervergcao e a comparagao dos resultados do
pré-teste e do pos-teste, observaram-se diversos avancos em todos os tipos de
problemas propostos.

Pinheiro, Abar e Sa (2012) construiram uma sequéncia didatica com base
na Resolugdo de Problemas. Na sequéncia, os autores buscaram compreender se a
aplicacao desse método traria resultados satisfatérios quanto aos conhecimentos
basicos de Analise Combinatdria a uma turma do Ensino Médio. Uma das principais
caracteristicas dos resultados encontrados foi a importéancia do uso do Principio
Fundamental da Contagem como um instrumento para superar o modelo tradicional.

Dornelas (2004) no titulo Resolucdo de Problemas em Analise
Combinatoéria: Um Enfoque Voltado para Alunos e Professores do Ensino Médio,

afirma que:

O Principio Multiplicativo, como elemento fundamental do pensamento
combinatério e das atividades que envolvem contagem, é a “pedra
fundamental” de todas as construgbes cognitivas posteriores, como as
Permutacodes, os Arranjos e as Combinagdes. O seu desconhecimento ou a
sua abordagem superficial trara dificuldades cognitivas importantes na sua
aplicabilidade, no processo de resolugdo de problemas, como também na
sua ndo mobilizagdo em situagbes possiveis e necessarias. Sua utilizagdo
de forma errbnea ou incompleta ou o seu desconhecimento trardo ou
reforcardo obstaculos no discernimento cognitivo dos demais temas — como
Arranjos e Combinagdes — causando, no aluno — incapacidades que
refletirdo na impossibilidade de, por exemplo, identificar quando a ordem em
que os elementos estdo dispostos num agrupamento ira (caso dos arranjos)
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ou ndo (caso das combinagbes) influr no total de agrupamentos
(subconjuntos) possiveis de um dado conjunto. (p.10)

Os trabalhos analisados mostram que uma frequéncia maior no uso do
Principio Fundamental da Contagem ou Principio Multiplicativo por parte dos
professores e dos livros didaticos reduz bastante as duvidas e possibilita uma

melhor generalizagao dos alunos dos diferentes tipos de agrupamentos.
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CAPITULO 2: SEQUENCIA DIDATICA

Podem-se encontrar, em diversos trabalhos publicados, modos distintos
de interpretar as diferentes ideias em torno da palavra pesquisa. Cada autor a situa

em diferentes campos de estudo.

Conforme Gil (2007, p.17), pesquisa é definida como o

procedimento racional e sistematico quem tem como objetivo proporcionar
respostas aos problemas que s&o propostos. A pesquisa desenvolve-se por
um processo constituido de varias fases, desde a formulagdo do problema
até a apresentacéo e discussao dos resultados.

Ja para D’Ambrésio (1996),

O elo entre passado e futuro € o que conceituamos como presente. Se as
teorias vém do conhecimento acumulado ao longo do passado e os efeitos
da pratica vao se manifestar no futuro, o elo entre teoria e pratica deve se
dar no presente, na agéo, na propria pratica. E isso nos permite conceituar
pesquisa como elo entre teoria e pratica. (p.80)

Em relacdo a abordagem, D’Ambrésio (2006) afirma que existem duas

tendéncias para a pesquisa: a pesquisa qualitativa e a pesquisa quantitativa.

A pesquisa quantitativa, segundo o autor, utiliza-se de grande numero
de individuos e, para a analise de dados, recorre a muitos recursos estatisticos. Ha
pouca ou quase nenhuma preocupagcdo em correlatar dados coletados com o
pesquisador ou com 0 ambiente. A pesquisa quantitativa € comumente chamada de
pesquisa estatistica. A pesquisa qualitativa, também chamada de pesquisa
naturalistica, tem seu foco na interacdo do pesquisador com a analise e
interpretacdo dos dados.

De acordo com Engel e Silveira (2009),

Os pesquisadores que utilizam os métodos qualitativos buscam explicar o
porqué das coisas, exprimindo o que convém ser feito, mas nao quantificam
os valores e as trocas simbdlicas nem se submetem a prova de fatos, pois
os dados analisados sdo nao-métricos (suscitados e de interagdo) e se
valem de diferentes abordagens. Na pesquisa qualitativa, o cientista é ao
mesmo tempo o sujeito e o objeto de suas pesquisas. (p.32).

A presente pesquisa foi realizada por meio da elaboracéo, aplicagao e
analise de uma sequéncia didatica cujo objetivo é a aquisi¢ao, por parte dos alunos
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envolvidos, do conceito de Analise Combinatéria. Foi utilizada como metodologia a
Resolugao de Problemas. Apesar de usar dados quantitativos, o foco do trabalho
prevaleceu na complexidade do processo de ensino e aprendizagem, portanto, esta
pesquisa caracterizou-se como sendo de cunho qualitativo.

Para a elaboracdo da sequéncia didatica, fez-se necessario um estudo
diagnostico a respeito dos conhecimentos prévios dos alunos em relagdo ao tema.
Essa concepcao tem como referéncia os estudos de Vygotsky acerca da Zona de

Desenvolvimento Proximal (Z.D.P.). Barra (2003) afirma que

A Zona de Desenvolvimento Proximal (Z.D.P.) é caracterizada por Vygotsky
(2000, p. 112) como: “a distancia entre o nivel de desenvolvimento real, que
se costuma determinar através da solugéo independente de problemas, € o
nivel de desenvolvimento potencial, determinado através da solugao de
problemas sob a orientagdo de um adulto [...]". Ao fazer esta afirmacgao
Vygotsky entende que o desenvolvimento real é aquilo que a crianga ja
aprendeu. O nivel de desenvolvimento potencial é equivale aquilo que ela
atingiu a partir da interagdo com o Outro, como por exemplo, o professor
(p.765-766).

Para esta etapa, convencionou-se definir como Teste prévio ou Analise
Diagnéstica.

A pesquisa foi desenvolvida no segundo semestre de 2016 em uma turma
do segundo ano do ensino médio de uma escola publica, localizada na parte alta da
cidade de Maceid, especificamente no bairro do Dubeaux Ledo. O seu
funcionamento esta subordinado a 132 Coordenadoria Regional de Ensino da
Secretaria Estadual de Educagao de Alagoas - SEDUC.

A Andlise Combinatdria, segundo a Secretaria de Educacgéo do Estado de
Alagoas, € um conteudo matematico da segunda série do ensino médio.

A escola possui uma estrutura antiga e sofre com salas muitos quentes e
com pouca ventilagdo. Seus banheiros apresentam necessidade de reparos com
urgéncia. A quadra de esportes € coberta e o refeitério € pequeno para o quantitativo
de alunos.

O corpo docente é bastante diversificado. Em seu quadro geral, apresenta
professores efetivos e contratados através de processo seletivos simples realizados
pela Secretaria de Educacdo. Isso € um dos inumeros problemas, pois os
professores contratados por tempo determinado apresentam carga horaria

especifica que impossibilita a realizagdo de reunides e planejamentos, por exemplo.
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Em alguns casos, devido a este problema, ha uma rotatividade entre professores no
mesmo ano letivo.

No ultimo IBED, a escola n&o conseguiu atingir sua meta.

Figura 6 - indice de Desenvolvimento da Educacéo Basica (IDEB) da escola da qual
a turma pesquisada esta inserida.
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Fonte: Pagina do IDEB®

A turma investigada apresenta um total de 50 alunos matriculados. Porém,
segundo as informacdes dos professores, apenas 37 alunos estdo indo assistir as
aulas. Como estamos tratando de uma pesquisa com alunos que, em sua maioria,
sdo menores de idade e usaremos recursos tecnolégicos como camera fotografica e
materiais disponibilizados pela escola precisaram solicitar a autorizacdo dos
responsaveis. Sendo assim, apresentamos em anexo o0s documentos
compartilhados com a diregao da escola e com os pais ou responsaveis dos alunos.

Durante o periodo de realizacdo desta pesquisa, a escola estava
promovendo a semana de avaliagdes bimestrais e um projeto interdisciplinar. Por
conta disso, os horarios das aulas foram modificados para atender a demanda. Para
nao interferir na programacgao escolar e nos estudos especificos de cada disciplina,
foram propostos aos alunos encontros em horarios e dias contrarios as aulas. Do
total de 50 alunos matriculados, 30 concordaram com a sugestao.

A turma investigada possui suas aulas regulares no turno matutino.

Quadro 3. Distribuicdo dos encontros.

ENCONTRO DATA ATIVIDADE HORARIO
Primeiro Inicio: 08h00mMin
08\08\2016 | Didlogo com a turma acerca das etapas
Encontro Término: 09h00min
da pesquisa.

® Disponivel em: < http://ideb.inep.gov.br/>. Acesso em set.2016.
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Segundo Inicio: 13h00min
22\08\2016

Encontro Aplicagédo do Teste Analise Diagnéstica. | Término: 15h00min

Terceiro P.F.C. e Fatorial Inicio: 13h00min
29\08\2016 ) . ) )

Encontro Proposicao e resolucao de exercicios Término: 17h00min

Arranjo Simples, Combinacéo Simples e
Quarto

Encontro

30\08\2016 Permutagdo Simples. Inicio: 13h00min

Proposicao e resolugao de exercicios. | Término: 17h00min

Fonte: o autor

2.1 - Teste-Analise Diagnostica.

Com o propdsito de identificar os saberes ou as informacgdes prévias que os
alunos possuiam acerca do tema, uma lista de exercicios foi aplicada na turma. E
importante destacar que, antes desta atividade, nenhuma referéncia especifica

sobre o contetlido foi realizado.

Quadro 4 - Questdes usadas no teste diagnodstico.

UNIVERSIDADE FEDERAL DE ALAGOAS )
PROGRAMA DE POS-GRADUAGCAO EM ENSINO DE CIENCIAS E MATEMATICA
MESTRANDO: DIOGO PINHEIRO DA SILVA

Perguntas:

1) O que vocé entende por Analise Combinatéria?

2) Que palavras ou calculos te fazem lembrar do termo Anédlise Combinatoria?

3) De quantas maneiras diferentes os amigos Marcos, Marcela, Mario e Maria
podem se sentar em um banco com quatro lugares?

4) De quantas maneiras diferentes os amigos Ana, Diego, Fabio, Luiz e Carla
podem se sentar em uma banco com cinco lugares ?

5) Com os algarismos 4,5 e 6, quantos numeros de dois algarismos distintos
podemos formar?
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6) De quantas maneiras diferentes podemos sortear trés passagens aéreas para
Maceio entre os seis funcionarios de uma empresa?

Fonte: teste diagndstico, 2016.

Figura 7 - Realizag&o do teste diagndstico.

Fonte: teste diagndstico, 2016.

Apresentaremos um comentario geral em relagdo as questdes usadas

no teste diagndstico.

Questao 01: O que vocé entende por Analise Combinatéria?
Questao 02: Que palavras ou calculos te fazem lembrar o termo Analise

Combinatéria?

As questdes 01 e 02 foram construidas com o objetivo de verificar se os
alunos conseguiriam conceituar termos ou expressar situagdes e calculos que

estivessem de alguma forma relacionada com Analise Combinatéria.

Questdo 03: De quantas maneiras diferentes os amigos Marcos, Marcela,

Mario e Maria podem se sentar em um banco com quatro lugares?

O objetivo da questao 03 foi identificar se os alunos possuiam habilidades
em resolver problemas envolvendo pelo menos uma das trés situagdes: Contagem

Direta, Principio Multiplicativo (P.F.C.) ou Permutagao Simples.




Possiveis respostas:

58

Contagem Direta: Chamemos Marcos = x, Marcela =y, Mario = z e Maria = w.

Xyzw YXZW
Xywz YXWZ
XZWy yzxy
XZyw yzyx
Xwzy yWxz
XWyz ywzx

Principio Multiplicativo (P.F.C.):

4 possibilidades 3 possibilidades 2 possibilidades 1 possibilidade _

Zywx
ZYXW
ZWYX
ZWXy
ZXWYy

ZXYyW

WyXxz
wyzx
wxyz  Total =24
WXzy
\744Y%

wzyx

X
12 lugar 2% lugar

Permutagéo Simples:

P,=41=4321=24

32]ugar

24

42 lugar

Questao 04: De quantas maneiras diferentes os amigos Ana, Diego, Fabio,

Luiz e Carla podem se sentar em um banco com cinco lugares?

O foco da questao 04 foi investigar se os alunos compreendem diante da

grande quantidade de agrupamentos, que o processo de Contagem Direta nem

sempre € a melhor alternativa.

Possiveis respostas:
Principio Multiplicativo (P.F.C.):
5 possib. 4 possib. 3 possib. 2 possib

X X
12lugar 22lugar  32lugar  4%lugar

Permutagao Simples:

Ps=51=54.32.1=120.

. 1possib. _
52 lugar

120.

Questédo 05: Com os algarismos 4,5 e 6, quantos numeros de dois algarismos

distintos podemos formar?
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O objetivo da questdo 05 foi averiguar se os estudantes conseguem
resolver situagbes onde o modelo dos agrupamentos é composto por parte de um
todo (subconjuntos) em que a ordem e a escolha dos elementos geram novas

possibilidades.

Possiveis respostas:

Contagem direta:
45 46 56 Total =6
54 64 65

Principio Multiplicativo:
3 possibilidades. 2 possibilidades.

- X - =3x2=6.
12 nimero 22 namero
Arranjo Simples:
Chamemosn=3ep=2.
_ nl  _ 31 _3_31_321_6
np_ - ________=6-
' (n-p)!  (3-2) 11 1 1 1

Questao 06: De quantas maneiras diferentes podemos sortear trés passagens

aéreas para Macei6 entre os seis funcionarios de uma empresa?

O objetivo da questdao 06 foi averiguar se os estudantes conseguem
resolver situagcdes onde o modelo dos agrupamentos € composto por parte de um
todo (subconjuntos) em que a ordem e a escolha dos elementos NAO geram novas

possibilidades.

Possiveis respostas:

Principio Multiplicativo (P.F.C.):

Chamemos cada funcionario por um numero. Por exemplo, funcionario 1 = 1.
Funcionarios = 1, 2, 3, 4, 5, 6.

6 possibilidades 5 possibilidades 4 possibilidades
P x 22 X —2 =6.5.4=120.

12 passagem 22 passagem 32 passagem
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Os agrupamentos 123, 132, 213, 231, 312 e 321, por exemplo, representam o
mesmo grupo. Logo, cada agrupamento esta repetido 6 (seis) vezes. Sendo assim,

temos:

Combinagao Simples:

Chamemosn=6ep=3

n! 6! _ 6! _ 6543 _ 654 _ 654 _ 120

Cop = (n-p)'p!  (6-=3)!3! 313! 313! 3 sz1 s 20

2.2 - Resultados do Teste.

Apos a aplicagao do teste diagnodstico, foram levantados os resultados
para fazer uma avaliagdo acerca dos conhecimentos prévios dos alunos. Os
exercicios foram recolhidos e levados para que houvesse uma correcido minuciosa e
destacar os pontos relevantes. Como as questdes envolvidas apresentaram ideias
de conceitos gerais e mais especificos sobre a Analise Combinatoria,

apresentaremos os dados em 2 ( dois ) graficos distintos.

Grafico 1 - Desempenho dos alunos nas questdes 01 e 02 do teste diagndstico.

25

20 A

15
Quantidade

de alunos M respondeu

M em branco

Q1 Q2
Questoes

Fonte: teste diagndstico, 2016.
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Em relacdo aos dados do grafico 1, pode-se notar que a maioria dos
sujeitos identificados demonstraram interesse em resolver as questdes. Esse fato
fica evidente quando comparamos o numero de participantes que tentaram resolver
em relacdo aos que deixaram em branco. Porém, analisando os registros das
respostas, ndo foi possivel confirmar categoricamente se os discentes estavam se
relacionando ao tema especifico (analise combinatéria) ou a ciéncia Matematica
como um todo. Nao foram apresentadas definicbes, apenas palavras soltas como

” o« tE 11 tE 11 ” o«

“vezes”, “combinar”, “contar”, “mais”, “colocar”, “dividir”.

Grafico 2 - Desempenho dos alunos nas questdes 03,04,05 e 06 do teste

diagnostico.
30
25
20
Quantidade 15 M Acertos
de alunos
10 M Erros
N3o fez
5
0 - T T T
Q3 Q4 Q5 Q6
Questao

Fonte: teste diagnostico, 2016.

Levando em consideracdo as informagbdes do grafico 2, é notoério o
numero elevado de respostas erradas em relagdo as outras variaveis observadas. E
importante destacar que o elevado numero de erros esta presente em praticamente
todas as competéncias basicas em relagdo a Analise Combinatéria presente em
cada questdo. Nas questdes 5 e 6 , esse numero de erros atinge uma marca
superior a 25 alunos de um total de 30.
Os erros encontrados foram classificados da seguinte forma: (a)
incompreensao do enunciado da questao, (b) conhecimento superficial do P. F. C,
(c) desconhecimento do P.F.C. e (d) ndo atentar para o fato de que a ordem dos

elementos podera ou ndo produzir agrupamentos distintos.
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Figura 8 - Incompreenséo do enunciado da questao.

Fonte: Teste Diagndstico, 2016.

Figura 9 - Conhecimento superficial do P.F.C.

Fonte: Teste Diagnéstico, 2016.

Figura 10 - Desconhecimento do P.F.C.

Fonte: Teste Diagndstico, 2016.

Figura 11 - Nao atentar para o fato de que a ordem dos elementos podera ou néao

produzir agrupamentos distintos.

Fonte: Teste Diagnéstico, 2016.
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2.3 - Proposta de uma Sequéncia Didatica.

A concepgao central estruturada nesta sequéncia didatica €
proporcionar situacdes favoraveis para que os estudantes assimilem os conceitos
basicos de analise combinatoria no segundo ano do ensino meédio, possibilitando
também a identificagdo de caracteristicas ou obstaculos no processo que possam
surgir.

Para isso, optou-se por dividi-la em duas partes tendo como ponto
de partida a exploragédo do Principio Fundamental da Contagem e guiada pela
metodologia do ensino-aprendizagem-avaliacdo da matematica através da resolugao
de problemas. Essas escolhas tiveram como base de sustentagao,
preferencialmente, os estudos feitos por Walle (2001), Pinheiro e Sa (2007) e
Dornelas (2004) discutidos no levantamento bibliografico.

Walle (2001) defende a utilizagdo da resolugdo de problemas
como o principal instrumento para o ensino da matematica. Conforme seu estudo,
essa metodologia torna-se relevante, pois o processo € centrado no aluno, levando
em consideragao suas linguagens e experiéncias proprias.

Pinheiro e Sa (2007) e Dornelas (2004) recomendam que métodos
de ensino de analise combinatéria tenham como foco o Principio Fundamental da
Contagem. Segundo os autores, ele funciona como elemento fundamental para o
desenvolvimento do pensamento combinatoério e construgdes cognitivas posteriores,
como a compreensao melhor dos tipos de agrupamentos.

ApoOs essa breve justificativa, apresentaremos a sequéncia dividida em
duas etapas.

Primeira etapa — Apropriagdo do conceito de Principio Fundamental da

Contagem.

e Proposig¢ao do primeiro Problema Gerador.

Todos os sujeitos dessa pesquisa estavam participando de um processo

seletivo para contratagcdo temporaria de aprendizes para a area administrativa de

uma empresa na regido onde estudam. Um dos ciclos finais deste processo era a
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contratagdo de uma conta bancaria para receber os vencimentos. Diante disso, o
primeiro Problema Gerador buscou a utilizagdo deste link como forma de aproximar
os estudantes ao objeto matematico estudado. Sendo assim, tentou-se incorporar,
inicialmente, um desafio que possuia uma familiaridade com o mundo pratico dos
discentes, ou seja, uma conexdao com o0 mundo ao seu redor, conforme modelo

exibido no quadro 5.

Quadro 5 - Primeiro problema gerador

Joana € uma garota de 18 anos. No inicio do ano de 2016, ela foi aprovada
em uma importante universidade de sua cidade através do ENEM. Nesse
mesmo periodo, Joana acabou sendo convocada para um emprego que havia
feito uma entrevista recentemente. Joana decidiu aceitar o emprego e fazer
seu curso superior ao mesmo tempo. Para isso, foi necessario abrir 1 conta

corrente em um banco publico para poder receber seu salario. A estudante

visitou o banco “Juros Baixos” e foi conversar com o gerente.

BANCO

Fonte: http://creditoedebito.com.br/bancos/como-abrir-uma-conta-corrente/

Para abrir uma conta neste banco, o gerente afirmou que Joana teria que
montar uma senha com 4 digitos sem nenhum numero se repetir tendo como
base os seguintes numeros: 1,2, 3 e 4.

Joana deveria ter apenas uma senha, mas sabia que poderia escolher entre
varias determinadas pelo gerente. Sabendo disso, qual a quantidade total de

senhas possiveis?

Fonte: sequéncia didatica, 2016.

e Leitura e resolugao do problema gerador pelos grupos;
o Apresentacgao dos registros de cada grupo no quadro;
e Discussao acerca das respostas de cada grupo;

e Compreensao de uma resposta definitiva para o Problema Gerador;



e Apresentacao formal do conceito do P.F.C,;
e Apresentacao formal do conceito de Fatorial;

e Proposta e resolugéo de novos problemas.

Quadro 6 - Primeira lista de exercicios.
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Problemas Propostos

1) Thiago possui 3 blusas diferentes e 2 calcas diferentes. De quantas
maneiras ele podera escolher uma blusa e uma calca para se vestir?

2) ) Um estudante possui um livro de Matematica, um de Biologia, um de
Fisica, um de Quimica, um de historia e um de Geografia. Desejando
organiza-los lado a lado em uma estante, de quantos modos podera fazé-lo?
a) O primeiro livro seja de Matematica.

b) O primeiro livro seja de Matematica e o segundo de Fisica.

c) Os dois primeiros livros sejam os de Matematica e Fisica.

d) Os livros de Matematica e Fisica fiquem juntos.

3) No Brasil, os carros sdo emplacados assim que saem da loja. O modelo
brasileiro compreende 3 letras seguidas de 4 numeros, conforme o exemplo

abaixo:

Fonte: https://www.google.com.br/search?q=placas+de+automovel+no+brasil

Com base nessas informacgoes, resolva:

a) Quantas placas podem ser formadas neste modelo?

b) Quantas placas podem ser formadas neste modelo, desde que nao tenha
repeticao de numeros e letras?

c) Mantendo as letras NQC, determine a quantidade de placas formadas.

d) Mantendo os numeros 0876, determine a quantidade de placas formadas

com letras distintas.



https://www.google.com.br/search?q=placas+de+automovel+no+brasil
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4) Calcule:
a) 5!
b) 6! + 4!

10!
)5y

9!+8l!
5!

d)

Fonte: sequéncia didatica, 2016.

Segunda etapa — Apropriagcdao do conceito de Arranjo Simples, Combinagao

Simples e Permutagao Simples.
e Proposi¢ao do segundo Problema Gerador.
Partindo do pressuposto de que, na etapa anterior, os alunos tenham
compreendido a ideia do Principio Multiplicativo, o segundo problema gerador

trata da percepcéo acerca da natureza dos agrupamentos, representado pelo
quadro 7.

Quadro 7 - Segundo problema gerador.

André, Bruna, Carla e Danilo sdo amigos de infancia. Eles se encontram
todos os meses para colocar o assunto em dia e conversar sobre projetos
profissionais. Bruna, com uma visdo empreendedora, langou a proposta dos
amigos abrirem uma empresa e virarem socios. Todos o0s amigos
concordaram com a ideia e comegaram a pensar no tipo de negoécio que

daria mais lucro. Os amigos precisariam criar um nome para a empresa e

buscar recursos para isso.




Fonte: http://www.mbsdigital.com.br/blog/vantagens-de-abrir-uma-empresa-na-internet/

Danilo sugeriu que seria interessante que o nome da empresa tivesse
as iniciais de 3 (trés) dos quatro amigos sem repeticao, por exemplo:
ABC , ACB, ACD, ADC. Segundo Danilo, esse modelo ficaria mais facil
para os clientes assimilarem.
Por outro lado, Carla afirmou que seria necessario uma comissao com
3 pessoas para ir ao contador conversar sobre as finangas da empresa.
Essas comissdes também seriam com as iniciais dos nomes dos
amigos.
Sabendo disso, determine:

1) Quantos nomes diferentes esses amigos poderiam criar para seu

Nnovo negocio?
2) Quantas comissdes poderiam ser montadas para tratar dos assuntos

financeiros?

Fonte: sequéncia didatica, 2016.

e Leitura e resolugao do problema gerador pelos grupos;
e Apresentagao dos registros de cada grupo no quadro;
e Discussao acerca das respostas de cada grupo;

e Compreensao de uma resposta definitiva para o problema gerador;

e Apresentacéo formal do conceito de Arranjo Simples associando ao conceito

de P.F.C;

e Apresentacdo formal do conceito de Combinagdo Simples associando ao

conceito de P.F.C.;

67
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e Apresentacdo formal do conceito de Permutagdo Simples associando ao

conceito de P.F.C;

e Proposta e resolugcédo de novos problemas.

Quadro 8 - Segunda lista de exercicios.

Questdes Propostas

1) De quantas maneiras 5 pessoas podem sentar-se num banco que tem
apenas 3 lugares?

2) Um grupo é formado por 8 alunos. Considerando esses alunos, quantas
duplas distintas podem ser formadas?

3) Em uma competicdo de atletismo, 8 velocistas disputam a prova final dos
100m rasos, na qual os 4 primeiros colocados irdo ao pddio. De quantas
maneiras distintas o podio podera ser composto?

4) Dispondo-se de abacaxi, acerola, goiaba, laranja, maga, maméao e melao,
calcule de quantos sabores diferentes pode-se preparar um suco usando-se
trés frutas distintas?

5) Na palavra NORTE, quantos anagramas podem ser formados? Quantos

comegam com vogal?

Fonte: sequéncia didatica, 2016.
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CAPITULO 3: EXPERIMENTAGAO.

Neste capitulo, descreveremos o processo de aplicagdo de uma
sequéncia didatica para o ensino de analise combinatéria utilizando a metodologia
do ensino-aprendizagem-avaliagdo de matematica através da resolugédo de
problemas. Convencionou-se a divisdo desta sequéncia em duas partes, conforme
mencionado no capitulo anterior deste trabalho. Portanto, iremos descrever os
passos seguindo essa sugestao.

Para a descricdo das etapas desta sequéncia, foram utilizados fotos,
audios e videos da turma como fonte de ajuda para detectar os detalhes relevantes
ao processo de aplicagao e reproduzi-los nesta etapa da pesquisa.

Na turma em evidéncia, 37 alunos estavam matriculados regularmente e,
dentre eles, 30 retornaram com a autorizagdo dos pais e/ou responsaveis. Porém,
20 alunos em média compareceram aos dois encontros finais. Portanto, iremos
utilizar esse quantitativo (20) para a construgdo dos grupos e discussao dos

resultados.

3.1. Principio Fundamental da Contagem (P.F.C.)

Inicialmente, os alunos foram recebidos pontualmente no horario
combinado. Em seguida, foi solicitado que eles se acomodassem na sala de aula
conforme sua preferéncia e afinidades. Por conta da estrutura antiga das salas de
aulas que possuiam pouca ventilagdo, os estudantes acomodaram-se nas regides
préximas aos ventiladores e janelas proximas.

Posteriormente, foi solicitada a constituicdo de grupos entre os presentes.
Por conta do quantitativo de 20 pessoas, ficou pertinente a formagao de cinco (5)
grupos com quatro (4) participantes cada um.

Neste momento, houve certo desconforto dos alunos na formacgao dos
grupos, pois alguns alegaram que tinham preferéncia em relagdo a colegas mais
proximos e outros ndo apresentaram nenhuma rejeicdo em relacdo a essa
problematica. Diante disso, ficou acordado que o levantamento dos nomes seria feito
por ordem alfabética.
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Foi feita a opgdo em nao citar nominalmente os componentes das equipes,
mas sim o tipo de grupo, a saber: grupo1, grupo2, grupo3, grupo4 e grupo>.

Os grupos foram formados e localizados no espacgo geral da sala de aula.
Neste momento, foi oferecida aos alunos uma folha impressa contendo o primeiro
problema gerador.

Apos o recebimento da folha impressa por cada aluno do primeiro problema
gerador, foi feita a indicagcdo de uma leitura pausada e atenta de forma individual.
Para isso, houve o comprometimento de 10 minutos dados para que todos
pudessem realizar a apreciagdo. O ambiente refletido pelos participantes era de um
siléncio absoluto associado as expressdes de curiosidades e de duvidas a medida
que a leitura evoluia. Notou-se que, em determinados instantes, alguns
demonstraram interesse em verbalizar indagagao sobre parte do problema proposto,
mas 0s mesmos acabaram inibindo essa acgao.

Assim sendo, houve a necessidade de intervir no processo para deixar
claro que ali era um momento de troca de informagdes e discussdes e que a
atividade proposta nao tinha como objetivo pontuar ou quantificar o conhecimento
com a finalidade de aprovacdo ou reprovagado, segundo as praticas pedagdgicas
vigentes na maioria das instituicbes de ensino. Os estudantes entendiam que as
atividades propostas apresentariam como finalidade a promocdo para séries
seguintes e que o erro era entendido como algo negativo e punitivo.

A interagao, apos essa intervencao, melhorou e uma mudanga comecgou a
ser percebida, mesmo que de forma pontual e modesta. Por exemplo, alguns
comegaram a inquirir sobre o sinbnimo de algumas palavras presentes no texto
como “concomitantemente” e “geradas”.

Posteriormente a esta etapa, os participantes foram convidados a ler o
problema em conjunto com os integrantes do grupo. As cadeiras acabaram sendo
organizadas em forma de um circulo limitado a cada ajuntamento. Neste momento,
percebemos que os discentes sentiram-se mais a vontade em realizar qualquer
questionamento, pois estavam juntos a seus pares. A leitura fluiu mais facilmente e
as tentativas discretas de resolucdo do enunciado comegaram a ser apontadas em
algumas equipes.

O periodo entre a leitura individual e a leitura em grupo mostrou um

avanco qualitativo em relacdo aos posicionamentos sobre a forma como o
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enunciado seria respondido. Essa forma colaborativa acarretou avangos importantes
nas interagoes.

Apos esse momento, os grupos reduziram bastante as discussdes e, em
alguns deles, os integrantes estavam inquietos. Diante disso, o pesquisador,
mediador do processo, precisou intervir novamente com a finalidade de diagnosticar
a causa.

Pode-se concluir que os membros das equipes estavam esperando a
apresentacao do assunto. Os alunos, quase em sua totalidade, apresentaram forte
rejeicdo na leitura do primeiro problema gerador. Segundo um dos componentes,
“nao tinha como resolver uma lista sem sabe do assunto primeiro”

E neste momento que fica evidente como o modelo da escola tradicional
ainda é presente e dificil de ser superado, pois os docentes e discentes entram em
sala de aula com fung¢des determinadas e pouco variaveis, pois o padrao normativo
de ensino e aprendizagem ou o contrato didatico no qual o professor € o centro do
processo ainda € predominante.

Com o intuito de motiva-los a resolver o problema, o pesquisador iniciou
uma leitura centrada e em voz alta do problema gerador, discutindo grupo a grupo
as duvidas e abrindo caminhos para despertar uma tentativa de resolugdo com base
em impressoes iniciais sem que houvesse, necessariamente, a apresentagao formal
do conteudo matematico. Este ponto foi importante, pois ativou o desejo de resolver
a atividade proposta e possibilitou um pouco a desconstrucédo do contrato didatico
tradicional.

Essa estratégia de intervencdo foi adotada sempre que houvesse a
necessidade de adequagdo a nova metodologia, ou seja, ir de equipe em equipe
tomando controle da discussdo e lancando questionamentos com o objetivo de
convencé-los a continuar resolvendo os problemas propostos.

O periodo imediato a esta fase foi a exibicdo no quadro das resolucdes de
cada equipe do problema colocado. Assim sendo, cada equipe foi desafiada a eleger
um membro para ser o representante. N3o teve exigéncia no critério de escolha. E
importante destacar que diversas variaveis foram consideradas por eles para essas
escolhas, como: melhor dicgao, letra mais legivel, mais comunicativo, mais alto, etc.

Os representantes foram convocados um a um a exibirem suas
respectivas respostas na lousa. O quadro foi dividido em cinco partes iguais

numeradas de 1 a 5. Cada espaco foi ocupado pela solugcdo das equipes. Os
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primeiros minutos foram penosos, pois os estudantes estavam receosos com a
possibilidade de um grupo perceber o erro do outro e ensaiaram um recuo. Em
resumo, o espirito competitivo, presente fortemente na referéncia tecnicista, poderia
estar influenciando neste instante, pois era a primeira vez que eles eram sujeitos
ativos no processo de aprendizagem. Porém, com o desenvolvimento das respostas,
eles colocaram este problema de lado e passaram a encarar a situagdo com maior
naturalidade. Enquanto o representante apresentava as respostas, cada grupo
correspondente também participava acrescentando, retirando ou mantendo
elementos. Assim, alguns resultados acabaram sendo refeitos ali mesmo. O que
possibilitou um flagrante rico na troca de informacgoes.

Abaixo, seguem as solugdes exibidas e as primeiras impressoes:

Figura 12 - Solugao na lousa do grupo 1 na primeira etapa.

Fonte: o autor

A equipe 1 apresentou a resolugdo do problema através de contagem
direta. E possivel perceber que houve uma tentativa em descobrir todas as
combinagdes possiveis. Percebe-se, por outro lado, que os participantes tentaram
construir combinagdes fixando o primeiro numero, ou seja, determinaram as
combinagdes comegando por 1 — (1, 2, 3,4), por2 —(2,1,4,3),por3-(3,4,1,2) e

por 4 - (4, 3, 1, 2). Porém, ndo atentaram para as diversas possibilidades que
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existem para cada numero. Por exemplo, para as combinag¢des que iniciam por 1,
teriamos a seguinte relagao: 1234,1243,1324,1342,1423 e 1432

Figura 13 - Solugao na lousa do grupo 2 na primeira etapa.

Fonte: o autor

E factivel identificar, inicialmente, que turma 2 usou uma linha de
raciocinio similar a primeira turma, ou seja, o quantitativo final de possibilidades foi
encontrado com base na busca de todas as alternativas possiveis uma a uma.
Porém, ndo existiu uma regularidade na construgdo das senhas, por exemplo,
existiram 3 possibilidades para senhas com inicio 1 - (1,2,3,4), (1,3,4,2) e (1,2,4,3),
4 para as senhas com inicio 2 — (2,3,1,4) , (2,1,3,4), (2,4,3,2) e (2,1,4,3), 3 para as
senhas com inicio 3 — (3,1,2,4) , (3,1,4,2), (3,2,2,1) e 3 para as senhas com inicio 4 —
(4,3,2,1), (4,21,3), (4,3,1,2). Além disso, percebe-se o desalinho na apresentagao
dos resultados em relagédo ao grupo anterior. A alternativa (3,2,2,1) mostra certa
fragilidade da equipe na compreensao das informa¢des do problema, pois as senhas
nao poderiam apresentar digitos repetidos. Um fator relevante discernido é a
exibicdo das escolhas de forma quantitativa, ou seja, 13 opgdes de senhas. Essa
conclusao, apesar de nao ser o valor correto, mostra a compreensao por parte dos

integrantes em estimar numericamente o resultado.
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Figura 14 - Solugao na lousa do grupo 3 na primeira etapa.

Fonte: o autor

Em conformidade com os dados verificados, o grupo 3 apresentou as
informagdes em blocos onde cada um tem o primeiro digito fixo. Essa caracteristica
fica nitida quando percebemos que ha uma separagao (por linhas) entre esses
elementos. Por exemplo, o primeiro bloco da esquerda apresenta todas as senhas
que podem ser construidas tornando o numero 1 como prioridade: (1,2,4,3) ,
(1,2,3,4), (1,4,2,3), (1,4,3,2), (1,3,4,2) e (1,3,2,4).

E importante destacar que o grupo chegou a um modelo ou padrdo que
permitiu o levantamento das diversas alternativas. Essa passagem pode ser
verificada quando se observa o fato de que “cada numero pode variar 6x”. O valor

numeérico total de possibilidades nao foi mostrado.
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Figura 15 - Solugéo na lousa do grupo 4 na primeira etapa.

Fonte: o autor

O penultimo grupo mostrou uma maturidade maior acerca da percepgao
de um padrao capaz de servir como referéncia pertinente para a obtengdao dos
outros resultados. Fica visivel que um projeto piloto foi desenhado pelos alunos.
Esse projeto € apontado na primeira relagdo quando todas as possibilidades de
senhas iniciadas pelo digito 1 s&o montadas - (1,2,3,4) , (1,2,4,3), (1,3,2,4),
(1,34,2), (1,4,23) e (1,4,3,2) e, em seguida, uma generalizagdo das outras
possibilidades € exposta através da multiplicagdo entre dois numeros inteiros, quer
dizer, 6 x 4.

O numero 6 representa a quantidade de senhas diferentes que podem ser
formadas tendo como primeiro elemento sempre o mesmo numero € 4 representa a
quantidade desses elementos. Essa passagem fica notdria quando, para cada um

desses valores (6 e 4), sao atribuidos tragos fazendo insinuagéo a ideia imaginada.
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Figura 16 - Solugao na lousa do grupo 5 na primeira etapa.

Fonte: o autor

E possivel aferir que o grupo 5, Ultimo a registrar as solugdes na lousa,
apresentou dados confusos e com pouca analise inicial. Porém, é importante
destacar, que em algum momento o grupo compreende que existem senhas com
elementos repetidos e senhas sem elementos repetidos. Essa identificacdo € clara
quando eles determinam a quantidade de combinagbes gerais (576) e a quantidade
de combinagdes repetidas (64) e, no final, subtraem esse valor (576 — 64) para
encontrar a quantidade de senhas com numeros distintos.

Finalizando a etapa de registrar no quadro as primeiras ideias, 0s grupos
foram convidados a participar do momento da plenaria. Este ciclo foi muito
desafiador, pois os estudantes ainda apresentavam medo de que os outros
julgassem seus resultados. Neste sentido, houve uma escolha em iniciar a plenaria
com 0s grupos em seus respectivos lugares. Desse modo, evitou-se a convocagao
de apenas uma ou duas pessoas de cada grupo. O interesse foi pela participagéo de
todos, com o objetivo de tentar quebrar o medo inicial de falar e ser corrigido em
publico sozinho.

Para retomar a proposta inicial, o exercicio foi lido novamente dessa vez
pelo pesquisador em voz alta e pausadamente. Alguns alunos comegaram a ficar

ansiosos, pois uma releitura mais aprofundada despertou detalhes no raciocinio que
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antes nao fora percebido, causando novos debates e solicitagdes de modificagdes
nas respostas apresentadas na lousa.

Os alunos comecgaram a intervir nas solugbes dos seus grupos e dos
grupos vizinhos e, em seguida, esse quantitativo de participagao foi apresentando
uma taxa de crescimento positiva. As contribuigdes foram significativas, pois as
duvidas comecaram a ser sanadas com o acréscimo ou a retirada de elementos
exibidos no quadro. Neste ponto, os integrantes passaram a encarar a situagdo com
maior naturalidade, pois todas as solugdes tiveram intervencao.

E importante destacar que houve a preocupagdo em fazer com que a
plenaria ndo virasse uma mera disputa entre as equipes. Foi costurada uma ideia de
apontar os pontos positivos e negativos de cada solugdo visando sua
complementacgao. O conceito de “certo” e “errado” foi suprimido do vocabulario para
esse momento. A fronteira entre as equipes comecgou a ser demolida abrindo espaco
para um dialogo na forma de cooperagao entre os envolvidos.

O grupo 1 afirmou que, apdés uma nova leitura da proposta do exercicio e
comparagao com outros resultados , percebeu que sua resposta estava incompleta e
que, nas palavras de um dos integrantes, “pensamos nas senhas, mas nao
pensamos em todas. Faltou a grande maioria”.

O grupo 2, apesar de construir mais senhas que o grupo 1, também
concordou que ainda faltavam alguns dados e que a desorganizagao foi fruto do
choque que houve de opinides entre os integrantes da equipe. Questionados sobre
essa discordancia, os membros relataram que uma dessas causas poderia ter sido
pelo fato de que eles fizeram subgrupos e que cada um ficou responsavel para
montar as senhas de acordo com o numero inicial. No final, apenas juntaram as
solugdes.

O grupo 5 nao conseguiu verbalizar partes de sua solugdo, porém
reafirmaram que era importante a preocupagao em distinguir senhas com elementos
repetidos e senhas com elementos nao repetidos. Essa passagem foi importante,
pois algumas equipes (como a equipe 1 e a equipe 2) ainda n&o tinham percebido
claramente essa distingao.

As solugdes dos grupos 3 e 4 passaram a ser aceitas como a “solugao
mais completa” entre as presentes. Diversas observagdes e inferéncias passaram a
ser feitas a medida que os resultados dessas duas equipes eram explorados. Por

exemplo, os grupos 1 ( apresentou 4 possibilidades ) e o 2 ( apresentou 12
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possibilidades) perceberam que havia ainda uma quantidade expressiva de
situagdes que nao foram consideradas.

Apos um periodo consideravel para a discussdo dos resultados e
eliminagdo das principais duvidas, usando como estratégia importante a
comparagao, foi necessario chegar a um consenso sobre a solugdo correta do
problema proposto.

Todos os grupos compreenderam que as solugdes 3 ( grupo 3) e 4 (grupo
4) apresentaram a conclusao adequada ao exercicio, ou seja, 24 senhas. Alguns
alunos, inclusive, refizeram a atividade para confirmar o valor.

Tendo superado esta etapa importante, que envolveu a participacdo de
todos, foi necessario entrar na formalizagdo do conteudo. Para atingir esse obijetivo,
o problema gerador foi novamente considerado. Desta vez, o pesquisador langou um
novo desafio com base em informagdes ja conhecidas.

Outro material foi impresso e entregue aos estudantes.

Imagine a seguinte situacao:

Joana n&o gostou das condigdes financeiras propostas pelo gerente. Para ela,
as tarifas do cartdo de crédito e da manutengao da conta eram muito altas.
Como era seu primeiro emprego, a garota nao queria gastar mais que o
necessario com tarifas bancarias. Entao, foi decidido que ela voltaria em outra

oportunidade, pois iria pesquisar as condi¢des em outras agéncias.

O banco “Master” concorrente direto do banco “Juros Baixos” ofereceu a
Joana taxas bem mais acessiveis. A estudante decidiu fechar parceria e abrir
sua conta. O novo gerente afirmou que o processo para a escolha da senha
seria um pouco diferente do banco anterior. Joana deveria montar uma senha
com 5 digitos sem repeticdo, mas agora tendo 5 opgdes de escolha (1,2,3,4,5).

Quantas opgdes de senha Joana teria para escolha?

Fonte: o autor

Esse desafio foi posto para resolugdo. Nenhum grupo conseguiu chegar ao
resultado correto, pois eles assimilaram a ideia da contagem direta, mas nem

sempre esse método é o mais adequado. Em alguns casos, por exemplo, 0s
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estudantes acabaram se perdendo diante do numero alto de possibilidades. Dessa
forma, foi apresentado o conceito do Principio Fundamental da Contagem (P.F.C.)

ou Principio Multiplicativo, o conceito de Fatorial e a resolugéo de exemplos.

APRESENTANDO O CONCEITO DO P.F.C.:

Se uma decisdo D1 pode ser tomada de p modos e, qualquer que seja
essa escolha, a decisdo D2 pode ser tomada de q modos, entdo o numero de
maneiras de se tomarem consecutivamente as decisdes D1 e D2 é igual a pq.

Observacéao: Esse principio pode ser estendido quando forem realizadas n
escolhas sucessivas.

EXEMPLO BANCO “Juros Baixos”.

Contagem Direta:
1234 2314 3214 4132
1243 2341 3241 4123
1423 2143 3124 4213
1432 2134 3142 4231
1324 2413 3412 4312
1342 2431 3421 4321

Total: 24 senhas distintas

P.F.C.:
As senhas serédo formadas por 4 digitos escolhidos entre os numeros:

1,2,3 e 4. Logo, elas terdo o seguinte modelo:

1°nimero 2°nimero 3°ndmero  4° nidmero

Decisao (D1) de escolha do 1° numero: 4 modos. Logo, p = 4;
Decisao (D2) de escolha do 2° numero: 3 modos, pois 1 nimero foi usado em

D1. Logo, q = 3;
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Decis&o (D3) de escolha do 3° numero: 2 modos, pois 1 numero foi usado em
D2 e 1 numero foi usado em D2. Logo, r = 2;

Decisao (D4) de escolha do 4° numero: 1 modo, pois 1 numero foi usado em
D1, 1 numero foi usado em D2 e 1 numero foi usado em D3. Logo, s = 1.

Assim, pelo P.F.C., podemos afirmar que o total de senhas formadas com

digitos diferentes € pqrs = 4.3.2.1 = 24 senhas.

EXEMPLO DO BANCO “Master”.

Contagem Direta:

Torna-se inviavel pelo quantitativo muito alto de possibilidades.

P.F.C.:
As senhas serédo formadas por 5 digitos escolhidos entre os numeros:

1,2,3, e 5. Logo, elas terao o seguinte modelo:

1°nimero 2°numero 3°numero 4° nimero 5° numero

Decisao (D1) de escolha do 1° numero: 5 modos. Logo, p = 5;

Decisao (D2) de escolha do 2° numero: 4 modos, pois 1 numero foi usado em
D1. Logo, q = 4;

Deciséo (D3) de escolha do 3° numero: 3 modos, pois 1 numero foi usado em
D2 e 1 numero foi usado em D2. Logo, r = 3;

Decisao (D4) de escolha do 4° numero: 2 modos, pois 1 numero foi usado em
D1, 1 numero foi usado em D2 e 1 numero foi usado em D3. Logo, s = 2.

Deciséo (D5) de escolha do 5° numero: 1 modo, pois 1 numero foi usado em
D1, 1 numero foi usado em D2, 1 numero foi usado em D3 e 1 numero oi usado em
D4. Logo,t=1

Assim, pelo P.F.C, podemos afirmar que o total de senhas formadas com

digitos diferentes € pqgrst = 5.4.3.2.1 = 120 senhas.

APRESENTANDO O CONCEITO DE FATORIAL
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Dado um numero natural n22, chama-se fatorial de n, ao nUmero indicado

por n! tal que
n! = n. (n-1). (n-2)... 3.2.1
. a leitura do simbolo n! é: “n fatorial”;
. n! é o produto de todos os numeros naturais de 1 até n;
0l=1 el =1.
EXEMPLOS:
21=21=2
5!=54.321=120
31=321=6
6!=6.5.4.3.2.1=720
EXEMPLO DO BANCO “Juros Simples”
Quantidade de senhas: 4.3.2.1 = 24 = 4!
EXEMPLO DO BANCO “Master”
Quantidade de senhas: 5.4.3.2.1 =120 = 5!
Com base na formalizacao do conteudo, novos problemas foram propostos

como atividade de apropriagdo do conceito. As questbes tiveram como base a

exploracao do conceito e aplicacdo do P.F.C. e do Fatorial de um numero.

3.2. COMBINAGAO SIMPLES, ARRANJO SIMPLES E PERMUTAGCAO SIMPLES.

O quarto encontro, caracterizado pela exploracdo dos conceitos de

Combinagao Simples, Arranjo Simples e Permutagao Simples, seguiu procedimentos
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similares, inclusive em relacdo a horarios, do encontro anterior, ou seja, 4 horas
(13h00min as 17h00min).

Neste novo momento, os alunos ja ndo demonstravam aquela rigidez e
dificuldade de comunicagao observada anteriormente e os diadlogos passaram a fluir
com maior naturalidade. Diante disso, as resolu¢des do segundo problema gerador e
da plenaria passaram a ser mais naturais quando comparadas com a primeira etapa.
A mesma fracdo de estudantes compareceu, ou seja, total de 20. Ficou mantido a
mesma quantidade de grupos (5 no total ) e a mesma quantidade de integrantes ( 4
por cada grupo).

Ficou decidido, em conjunto, que as formagbes permaneceriam as
mesmas. A partir dai, o0 segundo problema gerador foi entregue.

O segundo Problema Gerador teve como principal objetivo explorar a ideia
da importancia de se investigar a natureza dos agrupamentos. E possivel identificar
que o problema proposto trata da quantidade de nomes possiveis a uma empresa e
da quantidade de comissdes que podem ser formadas. E pertinente identificar que,
apesar de apresentarem situagdes similares, as alternativas analisam conceitos
diferentes.

Por exemplo, os nomes ABC e CBA, possiveis respostas para a
alternativa 1, figuram duas opcdes diferentes de nomes para a empresa (negocio). A
empresa ABC tem denominacgao distinta da empresa CBA. Porém, a fusao entre
ABC e CBA, no segundo caso, nao reproduz a mesma linha de raciocinio, ou seja, a
comissao ABC (André, Bruna e Carla) é exatamente a mesma comissdo CBA (Carla,
Bruna e André).

O Problema Gerador foi entregue e a leitura individual comegou a ser
feita. Foi possivel identificar alguns alunos buscando solugdo para o problema,
mesmo que de forma individual. Mas a movimentagao de fato ocorreu na leitura em
conjunto. Esse periodo foi mais dindmico que o primeiro encontro, pois ja havia uma
maior familiaridade com o processo.

O pesquisador, mediador do encontro, tentou acalmar a ansiedade
presente no momento trazendo a reflexdo acerca da possibilidade de se analisar
com mais atencdo o enunciado do problema. Praticamente todos os grupos, de
maneira incisiva, questionaram que as duas alternativas apresentariam as mesmas
respostas. Neste sentido, os grupos foram convidados, novamente, a fazer uma

nova reflexdo a respeito dessa dificuldade e exibir suas respectivas solugdes na
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lousa seguindo o mesmo padrdo do encontro anterior, ou seja, um representante
seria escolhido e um a um iria ao quadro. Desta vez, o processo foi mais dinamico e
muito participativo, pois os alunos passaram a ter maior interesse em exibir suas
ideias. O fator timidez, identificado fortemente em momentos anteriores, passou a

ser irrelevante diante da nova situagao vivenciada.

Seguem os primeiros resultados dessa segunda etapa:

Figura 17 - Solugao na lousa do grupo 1 na segunda etapa.

Fonte: o autor

O grupo 1 mostrou sua solugao utilizando a ideia de descoberta de todos
0s possiveis nomes do negdcio escrevendo um a um, conforme identificam-se nos
cédigos (ADB, CAB, BDA, DAB, ACD, CBA, ABD e CAD) separados por barras.
Nao é possivel identificar, inicialmente, o raciocinio usado na relagdo 11 x 4 para
determinar o numero final de comissées. Nao houve separagao entre as respostas

da alternativa 1 e da alternativa 2.

Figura 18 - Solugao na lousa do grupo 2 na segunda etapa.
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Fonte: o autor

Percebe-se, no grupo 2, que existiu uma separagéo entre as duas
propostas do problema. No primeiro caso, construiram-se todas as possibilidades de
nomes fixando a primeira letra. Por exemplo, para a letra A associaram aos
elementos: ABC, ACD, ADC, ABD, ACB e ADB. No segundo, o numero de
comissdes foi exatamente igual ao resultado do tépico 1. Em relagdo ao primeiro

caso, € possivel identificar uma seguranga maior no uso da Contagem Direta.

Figura 19 - Solugéo na lousa do grupo 3 na segunda etapa.

Fonte: o autor
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Figura 20 - Solugao na lousa do grupo 4 na segunda etapa.

Fonte: o autor

Perante apreciagao, a terceira e a quarta equipes usaram a ideia do
Principio Fundamental da Contagem ou Principio Multiplicativo para chegar ao
resultado das proposig¢des. No entanto, ndo mostraram percepcao na diferenga entre

a ordem dos agrupamentos.

Figura 21 - Solugéo na lousa do grupo 5 na segunda etapa.

Fonte: o autor
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E possivel comparar que o ultimo grupo foi o Unico a apontar uma
inclinacdo maior em relagdo a percepcao (disparidade) existente entre a proposta
dos 2 exercicios. Essa passagem fica evidente quando a equipe, além de descrever
as opgdes (ABC, ACD, ABD e BCD), ainda quantifica o resultado, ou seja, 4
possibilidades em detrimento ao exposto no primeiro item.

A plenaria foi bem aguardada, pois era o instante de maior movimentagao
dentro da sala de aula e onde ja se sentiam familiarizados. Ficou evidente o
crescimento do sentimento desafiador e competidor que esse momento despertava
nos estudantes. Analogamente ao processo anterior, 0 mediador leu o problema e
iniciou o processo de discussdo e resolugdo com 0s grupos em seus lugares
evitando, mais uma vez, a eleicdo de um ou dois integrantes para representar o
grupo nesta etapa. Para isso, escreveu na lousa todas as possibilidades de

resolucao para o problema proposto e, em seguida, com o uso do P.F.C.

Nomes diferentes para o negécio:

ABC BCD CAD DAB
ABD BDC CDA DBA
ACD BAC CBA DCA
ACB BCA CAB DAC
ADB BAD CBD DBC
ADC BDA CDB DCB

Total: 24 possibilidades
Nomes diferentes para o negécio — P.F.C.

4 possibilidades 3 possibilidades 2 possibilidades

12 letra 22 letra 32 letra

P.F.C.: 4 X3 X 2 = 24 Possibilidades.

Os grupos 2,3,4 e 5 concordaram com a resolu¢ao do primeiro ponto do

problema. Apenas o grupo 1 teve uma leve dificuldade, mas depois acabou
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concordando e assimilando o erro, inclusive propés uma corregao (complementagao)
no seu espaco reservado na lousa.

Em seguida, deram-se inicio as discussdes acerca do exercicio 2. Para
isso, uma nova tabela de possibilidades foi construida e exibida. Os dados
construidos foram reorganizados com a finalidade de deixar os grupos semelhantes

na mesma coluna, conforme o exemplo:

Quantidade de comissoes formadas:

ABC ABD CDB ADC
ACB ADB CBD ACD
CAB BDA DCB CDA
CBA BAD DBC CAD
BAC DAB BCD DCA
BCA DBA BDC DAC

v \ ¥ ¥

(André, Bruna e Carla) (André, Bruna e Danilo) ( Carla, Danilo e Bruna) (André, Danilo e Carla)

Neste instante, a turma foi convidada a fazer uma reflexdo sobre o
conceito de comissdo presente neste exercicio. Trés alunos foram escolhidos
aleatoriamente e convidados a irem para frente. Chegando |a, cada um segurou uma
placa com uma letra representando cada nome, ou seja, um aluno segurou a placa
escrita “A” para representar André, outra pessoa segurou a placa “B” para
representar Bruna e, por ultimo, um terceiro com a placa “C” para representar Carla.

A primeira coluna foi usada como destaque, ou seja, a coluna composta
pelas comissdes envolvendo André, Bruna e Carla. Os 3 alunos foram convidados a
se posicionarem de acordo com cada possibilidade. Sendo assim, foram feitas 6
modificagdes de posicionamentos enquanto a turma assistia. No final, foi
questionada a quantidade de comissdes formadas. O grupo 4, com um raciocinio
mais rapido, afirmou que foi feita apenas uma comissao. Segundo os integrantes, “a
unica coisa que mudou foi a posi¢ao, porque sempre vai ser André, Bruna e Carla”.

Os outros grupos presentes passaram a perceber essa diferenga na
medida em que os outros exemplos foram feitos (referentes as demais colunas).

Portanto, completou-se a tabela da seguinte forma:



ABC
ACB
CAB
CBA
BAC
BCA

¥

(André, Bruna e Carla) (André, Bruna e Danilo)

y

1 comissao

Total: 4 comissoes.

ABD
ADB
BDA
BAD
DAB
DBA

\’
V

1 comissao

CcbhB
CBD
DCB
DBC
BCD
BDC

¥

ADC
ACD
CDA
CAD
DCA
DAC

¥

( Carla, Danilo e Bruna) (André, Danilo e Carla)

J

1 comissao

Quantidade de comissoes formadas - P.F.C.:

P.F.C.: 4X3X2 = 24 Comissoes.

4 possibilidades

12 letra

3 possibilidades

22 letra

2 possibilidades

V

1 comissao

. ~ , . ~ 24 . ~
Como cada comissao é repetida 6 vezes, entao: - = 4 Comissoes.
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Apds esse momento que levantou uma reflexao acerca da natureza dos

agrupamentos, ficou acordado que a solugdo da equipe 5 apresentou maior

conformidade com a nova situagdo discutida. Os grupos restantes (1,2,3 e 4)

iniciaram um processo de proposicao de alteragdes em suas solugdes. O grupo 1,

por exemplo, repensou toda sua ideia e alterou as alternativas 1 e 2. Diante disso, o

processo de formalizagdo pode ser iniciado. Neste sentido, o conceito de Arranjo

Simples, Combinagdo Simples e Permutagcédo simples foram exibidos seguidos de

exemplos. E importante destacar a utilizagdo do Principio Multiplicativo como fonte

alternativa de resolucgao.
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EXPOSICAO DA NOCAO DE ARRANJO SIMPLES

Dado um conjunto com n elementos, e sendo p um numero inteiro e positivo,
tal que psn, chama-se arranjo simples dos n elementos dados, agrupados p a p,
qualquer sequéncia de p elementos distintos formada com os elementos do

conjunto.

Nota: a ordem dos elementos gera novas possibilidades.

n!

Formula: Ay, , = sy

EXPOSICAO DA NOCAO DE COMBINACAO SIMPLES.

Dado um conjunto qualquer de n elementos e sendo p um numero inteiro e
positivo tal que psn, chama-se combinacdo simples dos n elementos dados,
agrupados p a p, qualquer subconjunto de p elementos distintos, formados com
elementos do conjunto.

Nota: a ordem dos elementos nao gera novas possibilidades.

n!

Férmula: Cn,p = m
EXPOSICAO DA NOCAO DE PERMUTACAO SIMPLES.

Quando um agrupamento € composto por m elementos dispostos em m
posi¢cdes, dizemos que ha uma permutacado de n elementos.

Para determinar o numero de permutacdes, usa-se a expressao P = m!

EXEMPLOS (ARRANJO SIMPLES):

Em uma locadora de veiculos, 12 funcionarios se candidataram para as

vagas de diretor e vice-diretor. Eles serdo escolhidos através do voto individual dos
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componentes do conselho da empresa. De quantas maneiras distintas essa escolha

pode ser feita?

Nota: Suponha que Marcos e Marcelo sdo possiveis candidatos a essas
vagas. Sabe-se que Marcos (diretor) e Marcelo (vice-diretor) é diferente de Marcelo
(diretor) e Marcos (vice-diretor). Logo, trata-se de um caso onde a ordem dos
elementos gera novas possibilidades. Neste caso, estamos diante de um Arranjo

Simples de 12 elementos (n) tomados 2 a 2 (p a p). Logo,

12! 12! _ 12.11.10!
Formula: A{y., = ——— = — = ——— = 12.11 = 132 maneiras distintas.
' (12-2)! 10! 10!

. 12 possibilidades 11 possibilidades

P.F.C.: =12.11 = 132 maneiras distintas.

Diretor Vice—Diretor

EXEMPLO (COMBINAGAO SIMPLES):

Joana consultou um nutricionista esportivo. A recomendagado do
profissional foi a ingestdo de vitaminas de frutas todos os dias no horario matutino.
Joana teve cinco opbes de frutas (macga, banana, abacate, mamao e meldo). As
vitaminas precisariam ser feitas com apenas 3 frutas de um total de 5. Dessa forma,

quantas vitaminas diferentes Joana poderia formar?

Nota: Suponha que Joana decida fazer sua primeira vitamina usando as frutas
maga, banana e abacate nesta ordem. No dia seguinte, para mudar o cardapio,
Joana altera a ordem das frutas montando a “nova” vitamina nessa ordem: abacate,
banana e maca. E fato concluir que a troca de posicionamentos das frutas gerou o
mesmo tipo de vitamina. Logo, trata-se de um caso onde a ordem dos elementos
nao gera novas possibilidades. Sendo assim, estamos diante de uma Combinagao

Simples de 5 elementos (n) tomados 3 a 3 (p a p).Logo,

Formula: Ce . = 51 _ 5! _ 54.3.2! _ 543 _ 543 _ 120
ormula: Ug 3 = 31(5-3)! 3121 3121 31 321 6

= 20 vitaminas

diferentes.
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PFC. - 5 possibilidades 4 possibilidades 3 possibilidades
T 12 fruta 22 fruta 32 fruta

= 5x4x3 = 120.

J )

E importante destacar que, neste caso, cada agrupamento tem 6
repeticbes. Por exemplo, a vitamina (maca, banana e abacate) € igual as seguintes
opgdes: (macga, abacate e banana) , (abacate, maca e banana) , (abacate, banana e
maca) , (banana, abacate e maca) e (banana, macéa e abacate). Portanto, o numero

de vitaminas diferentes que Joana pode formar é:

% = 20 vitaminas diferentes.

EXEMPLO (PERMUTAGAO SIMPLES):

Anagrama é uma espécie de jogo de palavras. E o resultado de uma
reorganizagao das letras de uma palavra para produzir outras palavras (com ou sem
sentido). Por exemplo, podemos construir alguns anagramas da palavra “ELO”: ELO,
EOL, LEO, LOE, OEL, OLE. Sabendo disso, na palavra PONTE, quantos anagramas

podem ser formados?

Nota: Todas as 5 letras da palavra PONTE serédo reorganizadas. Logo, os
agrupamentos serao formados por todos os 5 elementos (m) onde a ordem gera

novas possibilidades. Neste caso,

Formula: P = m! = 5! = 5x4x3x2x1 = 120 anagramas.

5 possibilidades 4 possibilidades 3 possibilidades 2 possibilidades
42 letra

P.F.C.:

12 letra 22 letra 32 letra

1 possibilidade
52 letra

P.F.C.: 5X4X3X2X1 = 120 anagramas.

Com base na formalizacdo do conteudo, novos problemas foram
propostos como atividade de apropriacdo do conceito. As questdes tiveram como
base a exploragdo do conceito e aplicagdo de Arranjo Simples, Combinagao Simples
e Permutacdo Simples.
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CAPIiTULO 4: RESULTADOS

Esta seg¢do foi dividida em duas fases: na primeira fase, buscou-se
analisar os resultados referentes a primeira parte da sequéncia didatica, ou seja,
investigar a evolugdo dos alunos acerca do conceito e aplicagdo do Principio
Fundamental da Contagem. Na segunda fase, de forma analoga, o foco foi na
apreciacdo dos dados relacionados a percepg¢ao de Arranjo Simples, Combinagao
Simples e Permutacédo Simples pelos alunos.

Essa estratégia de analise foi atribuida a cada grupo participante da
pesquisa verificando as copias de resolugdes, a qual foi definida como diagnéstico
dos protocolos.

Para a construgdo dessas explicagdes, foram também levados em
consideragao todos os passos descritos na Sequéncia Didatica. Essas informacdes
passam do processo inicial (leitura do Problema Gerador) até a formalizagdo do
conteudo e proposicao de novos exercicios. Estes exercicios serviram como fonte

inicial para as analises. Justificando essa escolha, Onuchic et al (2014) afirmam,

apos a etapa de formalizagdo novos problemas relacionados ao problema
gerador sdo propostos aos alunos. Eles possibilitam analisar se foram
compreendidos o0s elementos essenciais do conteudo matematico
introduzido naquela aula e consolidar as aprendizagens construidas nas
etapas anteriores, bem como aprofundar e ampliar as compreensdes acerca
daquele conteudo ou topico matematico, gerando um circulo que se
configura pela construcdo de novos conhecimentos e pela resolucéo de
novos problemas, e assim por diante (p.46).

Para a devolugdo dos exercicios, foi sugerido que os alunos
registrassem nomenclaturas para nao associar diretamente a seus nomes, seguindo
o0 modelo: Grupo 1 — Nomes: A, B, D ou F; Grupo 2 — Nomes: G, H, | ou J; Grupo 3 —
Nomes: K, L, M ou O; Grupo 4 — Nomes: P, Q, Rou S e Grupo 5 - Nomes: T, U, V
ou X.

As respostas foram classificadas de acordo com os seguintes simbolos:
C, E e N. O primeiro representa as respostas corretas. O segundo, as respostas

erradas e o ultimo representa as respostas deixadas em branco. Para as alternativas



93

com mais de um item, atribuimos C para aquelas em que todos os itens estiverem
respondidos corretamente.

A orientagdo dada foi que cada aluno respondesse aos exercicios propostos
individualmente. Foi permitida a discusséo entre os integrantes dos grupos nesta
etapa também, pois entendemos a importancia da nocédo colaborativa presente na
metodologia de ensino de matematica através da resolugdo de problemas.

Os exercicios tomados como base de referéncia para esta analise foram
expostos no final de cada etapa da sequéncia didatica construida no capitulo 2.
Iremos reproduzi-los novamente e compara-los com as respostas, conforme é
possivel verificar nos quadros 13 e 14.

Questdes usadas no exercicio 1 (Principio Fundamental da Contagem):

Questao 1: Thiago possui 3 blusas diferentes e 2 calgas diferentes.
De quantas maneiras ele podera escolher uma blusa e uma calga para se vestir?

Questao 2: No Brasil, os carros sdo emplacados assim que saem da
loja. O modelo brasileiro compreende 3 letras seguidas de 4 numeros, conforme o

exemplo abaixo:

Fonte: https://www.google.com.br/search?g=placas+de+automovel+no+brasil

Com base nessas informacgoes, resolva:
a) Quantas placas podem ser formadas neste modelo?

b) Quantas placas podem ser formadas neste modelo, desde que nao tenha

repeticdo de numeros e letras?
c) Mantendo as letras NQC, determine a quantidade de placas formadas.

d) Mantendo os numeros 0876, determine a quantidade de placas formadas

com letras distintas.


https://www.google.com.br/search?q=placas+de+automovel+no+brasil
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Questao 3: Um estudante possui um livro de Matematica, um de

Biologia, um de Fisica, um de Quimica, um de histéria e um de Geografia.

Desejando organiza-los lado a lado em uma estante, de quantos modos podera

fazé-lo?

a) O primeiro livro seja de Matematica.

b) O primeiro livro seja de Matematica e o segundo de Fisica.

c) Os dois primeiros livros sejam os de Matematica e Fisica.

d) Os livros de Matematica e Fisica fiquem juntos.

Questao 4: Calcule:

a) 5!
b) 6! + 4!

10!
)Ty

Quadro 9 - Classificacdo das respostas sobre questdes referentes a aplicagcao do
P.F.C. no exercicio 1: C (resposta correta); E (resposta errada); N (resposta em

branco).

Nome | Grupo Questéo 1 Questao 2 Questéo 3 Questéo 4 Questdo em branco
A 1 E E 0
B 1 C E E C 0
D 1 C E E C 0
F 1 C E E C 0
G 2 C C E E 0
H 2 C C E E 0
I 2 C C E E 0
J 2 C C E E 0
K 3 C C Cc C 0
L 3 C C C C 0
M 3 C C Cc C 0
O 3 C C Cc C 0
P 4 C C C C 0




95

Q 4 C C C C 0
R 4 C C Cc C 0
S 4 C C C C 0
T 5 C C C C 0
u 5 C C Cc C 0
\ 5 C C C C 0
X 5 C C Cc C 0

Fonte: o autor

Questoes usadas no exercicio 2 (Arranjo Simples, Combinagado Simples
e Permutacgao Simples):

Questdo 1: De quantas maneiras 5 pessoas podem sentar-se num
banco que tem apenas 3 lugares?

Questao 2: Um grupo é formado por 8 alunos. Considerando esses
alunos, quantas duplas distintas podem ser formadas?

Questao 3: Em uma competicao de atletismo, 8 velocistas disputam a
prova final dos 100m rasos, na qual os 4 primeiros colocados irdo ao podio. De
quantas maneiras distintas o pddio podera ser composto?

Questao 4: Dispondo-se de abacaxi, acerola, goiaba, laranja, maca,
mamao e meldo, calcule de quantos sabores diferentes pode-se preparar um suco
usando-se trés frutas distintas?

Questao 5: Na palavra NORTE, quantos anagramas podem ser

formados? Quantos comegam com vogal?

Quadro 10 - Classificacdo das respostas sobre questbes referentes a aplicacado do
Arranjo Simples, Combinagao Simples e Permutagao Simples no exercicio 2: C
(resposta correta); E (resposta errada); N (resposta em branco).

Nome | Grupo | Questdo 1 | Questdo 2 | Questdo 3 | Questédo 4 | Questao 5 | Questdo em branco
A 1 C C C C C 0
1 C C E E E 0
D 1 C E C E E 0
F 1 C C E E E 0
G 2 C E C C E 0
H 2 C E C C E 0
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Fonte: o autor

Observando os primeiros dados exibidos, podemos perceber que todos
os alunos responderam as questdes propostas, independente se foram corretas ou
erradas E relevante levantar essa reflexdo, pois houve interesse crescente pela
participacdo no processo, entrando em contraste com os primeiros momentos da
sequéncia onde alguns foram resistentes, inclusive, em ler o problema gerador.

Para uma melhor visualizacdo dos dados apresentados nos quadros
acima, apresentamos os graficos 03 e 04. Conforme n&o houve registros de

questdes em branco, consideramos apenas as duas variaveis: C e E.

Grafico 03 - Comparativo entre respostas corretas (C) e erradas (E) por cada
questao no exercicio 1.

25

20 -

. 15
Numero de

alunos ., H Correta-C

M Errada-E

1 2 3 4
Questoes

Fonte: o autor
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Grafico 04 - Comparativo entre respostas corretas (C) e erradas (E) por cada
questao no exercicio 2.

20

15 -

Numero de
alunos M Correta-C

5 4 M Errada-E

1 2 3 4 5

Questoes

Fonte: o autor

E acertado afirmarmos que os resultados gréaficos iniciais também trazem
informacgdes significativas em relagdo ao quantitativo de “acertos” e “erros”. O
numero de acertos foi superior ao numero de erros em todas as questdes
investigadas (exercicio 1 e exercicio 2). Isso mostra, inicialmente, uma evolugdo por
parte dos estudantes no desenvolvimento do pensamento combinatério. Em alguns
casos mais especificos, como na questao 1 do exercicio 1 (grafico 03) e na questao
1 do exercicio 2 (grafico 04), o indice de acerto foi superior a 90%.

Apesar da proposicao de resolucdo individual das listas, é possivel
verificar resultados semelhantes entre os componentes de uma mesma equipe. Para
exemplificarmos, vejamos o caso no grupo 1 (quadro 13). Todos o0s quatro
componentes apresentaram a mesma por¢cao de acertos e erros € nas mesmas
alternativas. Essa agao pode ser consequéncia do processo de discussdo aberto e
incentivado nas equipes desde o inicio do processo. Os alunos passaram a construir
suas ideias com base no acordo coletivo.

Por outro lado, em especial nas respostas do exercicio 2 (quadro 14), os
estudantes apresentaram resultados mais heterogéneos. Utilizando o mesmo grupo
1 como destaque, verificam-se repercussdes diferentes entre 0os mesmos
integrantes. Entendemos que o uso de diferentes métodos para a resolugdao de
problemas combinatorios onde a ordem dos elementos gera novas possibilidades ou
nao discutidos na sequéncia didatica, pode ser um dos motivos para essa leve

divergéncia.
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A seguir, procedemos a uma analise da evolugdo por cada grupo
participante na sequéncia didatica. Para isso, reorganizamos a classificagao das
respostas dos exercicios 1 e 2 apresentadas nos quadros 13 e 14 limitados a
cada grupo. Em seguida, julgamos o numero de questdes corretas (C) e erradas (E)
com base em trés condigbes: Satisfatorio (considerado quando o numero de acertos
for 3 ou 4), Intermediario (considerado quando o numero de erros for igual ao
numero de acertos) e Insatisfatorio (considerado quando o numero de acertos for
menor que o numero de erros.

Por ultimo, é feito um breve comentario acerca da evolugédo de cada grupo
comparando os dados obtidos nos exercicios 1 e 2 com as estratégias usadas na
socializacdo dos problemas geradores na lousa. Esses problemas geradores
configuram como o ponto de partida para a aprendizagem, conforme a metodologia

de ensino de matematica através da resolugdo de problemas.

Quadro 11 - Classificagdo das respostas dos integrantes do grupo 1 no exercicio 1
(Principio Fundamental da Contagem) e no exercicio 2 (Arranjo Simples,
Combinacao Simples e Permutagao Simples) propostos na sequéncia.

Nomes Exercicio 1 (questdes) Exercicio 2 (questbes)
12 22 Kh 42 12 22 32 42 52
A C E E C C C C Cc Cc
B C E E C C C E E E
D C E E C C E C E E
F C E E C C C E E E

Fonte: o autor

Resultados:
Satisfatério: 12 e 42 questdes (exercicio 1);
12 e 22 questdes (exercicio 2);
Intermediario: 32 questao (exercicio 2);
Insatisfatorio: 22 e 32 questdes (exercicio 1);

42 e 52 questdes (exercicio 2).

Diagnastico dos protocolos:
Estratégia(s) usada(s) no primeiro problema gerador: contagem direta
incompleta;
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Estratégia(s) usada(s) no segundo problema gerador: contagem direta
incompleta;
Esperavamos o uso do P.F.C. no segundo problema gerador.

Desse modo, compreendemos que a equipe 1 apresentou evolugéo baixa

em relagao aos conceitos basicos de analise combinatoria.

Quadro 12 - Classificagéo das respostas dos integrantes do grupo 2 no exercicio 1
(Principio Fundamental da Contagem) e no exercicio 2 (Arranjo Simples,

Combinacao Simples e Permutagdo Simples) propostos na sequéncia.

Nomes Exercicio 1 (questdes) Exercicio 2 (questbes)
12 2@ 3 42 12 22 32 42 52
G C E C C C E C C E
H C E C C C E C C E
[ C E C E C E C E E
J C E C E C C C E E

Fonte: o autor

Resultados:
Satisfatorio: 12 e 3% questdes (exercicio 1);
12 e 32 questdes (exercicio 2);
Intermediario: 42 questao (exercicio 1);
42 questéao (exercicio 2);
Insatisfatorio: 22 questao (exercicio 1);

22 e 52 questdes (exercicio 2).

Diagnéstico dos protocolos:
Estratégia(s) usada(s) no primeiro problema gerador: contagem direta
incompleta;
Estratégia(s) usada(s) no segundo problema gerador: contagem direta
(apresentou dominio).
Esperavamos o uso do P.F.C. no segundo problema gerador.

Sendo assim, o grupo 2 apresentou evolucdo mediana em relagao aos
conceitos basicos de analise combinatéria.
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Quadro 13 - Classificagdo das respostas dos integrantes do grupo 3 no exercicio 1
(Principio Fundamental da Contagem) e no exercicio 2 (Arranjo Simples,

Combinagao Simples e Permutagao Simples) propostos na sequéncia

Nomes Exercicio 1 (questdes) Exercicio 2 (questbes)
12 2@ 32 42 12 22 32 42 52
K C C C C C C C E E
L C C C C C C C E E
M C C C C C C C E C
@) C C C C C C C E C

Fonte: o autor

Resultados:
Satisfatério: 12, 22, 32 e 42 questdes (exercicio 1);
18, 28, 32 questdes (exercicio 2);
Intermediario: 52 questao (exercicio 2);

Insatisfatorio: 42 questdes (exercicio 2).

Diagnéstico dos protocolos:
Estratégia(s) usada(s) no primeiro problema gerador: contagem direta e
identificacdo de um padrao;
Estratégia(s) usada(s) no segundo problema gerador: P.F.C., mas néo
atentaram para a importancia da ordem dos elementos;
Com base nisso, o terceiro grupo apresentou evolugao boa em relagao aos
conceitos basicos de analise combinatoria.

Quadro 14 - Classificagéo das respostas dos integrantes do grupo 4 no exercicio 1
(Principio Fundamental da Contagem) e no exercicio 2 (Arranjo Simples,
Combinagao Simples e Permutagao Simples) propostos na sequéncia.

Nomes Lista 1 Lista 2
128 28 32 42 18 28 32 42 5@
P C C C C C E C C C
Q C C C C E C C C C
R C C C C C C C C C
S C C C C C C C C C

Fonte: o autor
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Resultados:
Satisfatério: 12, 22, 32 e 42 questdes (exercicio 1);
18, 28, 32, 4% e 52 questdes (exercicio 2);
Intermediario: ndo houve;

Insatisfatorio: ndo houve.

Diagnéstico dos protocolos:
Estratégia(s) usada(s) no primeiro problema gerador: P.F.C. (intuitivo);
Estratégia(s) usada(s) no segundo problema gerador: P.F.C., mas né&o
atentaram para a importancia da ordem dos elementos;
Dessa maneira, o grupo 4 apresentou evolugiao muito boa em relagéo aos
conceitos basicos de analise combinatoria.

Quadro 15 - Classificagdo das respostas dos integrantes do grupo 5 no exercicio 1
(Principio Fundamental da Contagem) e no exercicio 2 (Arranjo Simples,

Combinacao Simples e Permutagao Simples) propostos na sequéncia.

Nomes Lista 1 Lista 2
12 2@ 3 42 12 22 32 42 52
T C C C C C C C C C
u C C C C C C C C C
\Y C C C C C C C C C
X C C C C C C C C C

Fonte: o autor

Resultados:
Satisfatério: 12, 22, 32 e 42 questdes (exercicio 1);
18, 23, 32, 4% e 52 questdes (exercicio 2);
Intermediario: ndo houve;

Insatisfatorio: ndo houve.

Diagnastico dos protocolos:

Estratégia(s) usada(s) no primeiro problema gerador: tentativa de
construgao de um padrao;
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Estratégia(s) usada(s) no segundo problema gerador: P.F.C. e 0 uso da
contagem direta para destacar a importancia da ordem dos elementos;

Por conseguinte, o quinto grupo apresentou evolugao excelente em
relagdo aos conceitos basicos de analise combinatoria.

No que se refere ao uso de féormulas, alguns alunos, de mesma equipe ou
nao, usaram apenas o P.F.C. como instrumento de resolugdo. Outros se sentiram

mais seguros com o uso das férmulas especificas a cada tipo de agrupamento.

Quadro 16 - Respostas dos alunos usando a férmula especifica ou o P.F.C.

Nome | Grupo Arranjo Simples/ Féormula
Q 4

Nome | Grupo Arranjo Simples/ P.F.C.

Nome | Grupo Combinagao Simples/ Formula

Nome | Grupo Combinacgao Simples/ P.F.C.

Nome | Grupo Permutacao Simples/ Férmula
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Nome | Grupo

Permutagéo Simples/ P.F.C.

Fonte: o autor

Podemos observar no quadro 15 que os grupos apresentaram modos

diferentes na resolugdo de problemas onde a ordem dos elementos gera novas

possibilidades ou ndo. Esses modos foram diagnosticados em relagdo ao uso formal

das férmulas ou aplicacdo direta do Principio Multiplicativo. E importante destacar

que essa caracteristica foi observada em praticamente todos os grupos participantes

da pesquisa.

A seguir, mostraremos no grafico 05, um balango geral sobre o método

optado pelos discentes na execugao dos exercicios. Para levantar esses dados,

investigamos as alternativas respondidas corretamente.

Grafico 05 - Comparacéao entre os métodos de resolugao
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Fonte: o autor

As informagdes no grafico 05 permitem averiguar que a formula ainda é

um mecanismo no qual os alunos possuem maior seguranga. Das trés variaveis

investigadas (Arranjo, Combinagédo e Permutagao), o uso da férmula foi superior em

duas delas.
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No primeiro caso, o uso do P.F.C. foi mais presente nos protocolos
encontrados nos exercicios referentes ao conceito de Arranjo Simples. No segundo
e no terceiro casos, essa incidéncia foi menor, porém ndo menos importante.
Compreendemos que a forma como a sequéncia didatica foi executada, em que nao
se fixava um modelo unico de solucdo, péde ter contribuido positivamente para essa

diversidade.
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CONSIDERAGOES FINAIS

Para construir as conclusdes relevantes, iremos fazer uma retrospectiva de
nosso estudo.

O processo de ensino e aprendizagem em Analise Combinatoria na maioria
das escolas de nivel médio atualmente seguem roteiros semelhantes e bem
definidos. O professor, centro do processo, inicia sua aula expondo férmulas e
aplicagcoes em exercicios. Os alunos, geralmente, sujeitos passivos, precisam repetir
exaustivamente os procedimentos apresentados pelo professor na resolugdo de
problemas-modelo. No final, considera-se que o estudante aprendeu quando ele é
capaz de repetir os tipos de procedimentos a ele apresentados pelo professor em
questdes analogas as apresentadas em sala de aula.

Em diversos casos, temas importantes referentes ao pensamento
combinatério sdo apresentados na forma de blocos isolados e sem relagcéo alguma.
Essa estratégia também esta presente em diversos livros didaticos, conforme Paiva
(1999).

E comum, por exemplo, trabalhar com Arranjo Simples e ndo fazer relagéo
alguma com o Principio Fundamental da Contagem.

Esta pesquisa teve por combustivel principal o desconforto do autor perante
a necessidade de descobrir novas fontes para auxiliar o ensino de Analise
Combinatdria nos diversos niveis de escolaridade, principalmente no Ensino Médio.

A importéncia do estudo da Analise Combinatéria ficou evidente no
levantamento bibliografico. Esse destaque é verificado no crescente aumento e
ansiedade dos pesquisadores em determinar quais sao as principais dificuldades no
ensino e aprendizagem desse objeto de estudo e na proposicdo de novas
investigacoes.

Segundo Dornelas (2004), Pinheiro (2008) e Pinheiro, Abar e Sa (2012), o
Principio Fundamental da Contagem deve ser o principal instrumento na construgcao
das ideias basicas da Analise Combinatdria para o Ensino Médio.

Muitos estudos dentro do campo da Educacdo Matematica foram
realizados, aonde se chegou a percepgdao de que a metodologia de ensino-
aprendizagem-avaliagdo de matematica através da resolugdo de problemas
apresentaria condi¢des favoraveis a redugcdo dessa preocupagao. Segundo Onuchic
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(2008), a proposicdo do problema antes da apresentagcdo formal do conteudo
desperta a curiosidade e o interesse em resolvé-lo, tornando os alunos
investigadores e questionadores de caminhos diferentes para a resolugao.

Levando em consideragao os estudos relatados acima, tentou-se responder
ao seguinte problema de pesquisa: Quais dificuldades podem emergir no
processo de ensino e aprendizagem de conceitos basicos de analise
combinatéria por meio de aplicagao de uma sequéncia didatica concebida a
partir do Principio Fundamental da Contagem e tendo como metodologia o
ensino-aprendizagem-avaliagdo de matematica através da resolugao de
problemas?

O objetivo geral desse trabalho foi a construgao, aplicagcdo e validagao de
uma sequéncia didatica para introduzir os conceitos basicos de Analise
Combinatdria, no segundo ano do Ensino Médio, baseada no Principio Fundamental
da Contagem e norteada pela metodologia do ensino-aprendizagem-avaliagdo da
matematica através da resolugao de problemas. Além disso:

(1) identificar as possiveis reagdes comportamentais e atitudinais dos
estudantes, acostumados ao modo de ensino expositivo, a mudanca de contrato
didatico;

(2) observar como os estudantes interagem nas resolu¢des dos problemas
propostos;

(3) examinar as dificuldades dos estudantes na compreensdao dos
enunciados dos problemas;

(4) analisar a preferéncia dos estudantes no tocante a resolugédo dos
problemas pela utilizagdo do P.F.C. ou das formulas.

Para a construcdo dessa sequéncia, foi realizado um estudo definido como
fundamentagéo tedrico-metodoldgica, com a finalidade de investigar as pesquisas
acerca do objeto matematico e da metodologia empregada. Ademais, foi necessario
realizar uma avaliagao diagndstica na turma antes da aplicacdo, com sustentagao na
Zona de Desenvolvimento Proximal de Vygotsky.

A aplicacdo ou experimentacdo ocorreu em duas etapas. Na primeira, os
alunos tiveram contato inicial com o primeiro problema gerador, onde a finalidade foi
0 despertar para a ideia de padrdo e, dessa forma, chegar ao conhecimento do
Principio Fundamental da Contagem. Na segunda fase, tendo posse da ideia do

P.F.C., o segundo problema gerador teve como destaque a necessidade de
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observar a origem dos agrupamentos. O objetivo foi discutir a importancia da ordem
dos elementos e, assim, introduzir os conceitos de Arranjo Simples, Combinacao
Simples e Permutacdo Simples relacionando-os com o Principio Multiplicativo. No
final de cada etapa, foram propostos exercicios.

A validagao da sequéncia foi possibilitada pela analise das respostas dos
exercicios aplicados no final de cada etapa em comparagdo com os conhecimentos
prévios e pelas observagoes feitas durante sua execugéo.

Essa construgdo se deu para confirmar ou negar a hipétese pensada no
principio dessa pesquisa, onde se verifica que: a sequéncia didatica aplicada
neste trabalho, elaborada a partir do Principio Fundamental da Contagem e
usando como metodologia o ensino-aprendizagem-avaliagao da matematica
através da resolugao de problemas, sera capaz de proporcionar aos alunos a
apropriacao dos conceitos basicos de Analise Combinatéria e possibilitar a
identificagao de possiveis adversidades que possam surgir durante sua
execugao.

Durante a aplicagdo da sequéncia, foi possivel identificar certa rejeicdo dos
alunos em relagdo a nova abordagem. Essa percepgao fica evidente na dificuldade
de socializagao principalmente do primeiro Problema Gerador. Para muitos, a
tentativa de resolucéo de um problema sé seria possivel apds a exposi¢cao formal do
conteudo e, além disso, houve receio em participar das discussdes por medo de
erros e por possiveis punigdes em decorréncia disso. Essas caracteristicas ainda
evidenciam uma forte ligagdo com o modelo tradicional de ensino percebido nesta
turma. Para tentar supera-lo, foram realizadas diversas intervengdes, onde se
verificou uma importante reducdo nesta barreira, mas nao sua eliminagdo por
completo.

A interagcédo entre os sujeitos da pesquisa foi positiva, apesar das variaveis
discutidas no inciso anterior. As trocas de informacgdes entre os integrantes de um
mesmo grupo e entre os integrantes de grupos diferentes possibilitaram a superagao
de dificuldades ou a uma percepgdao melhor no tocante a comparagcdo entre as
respostas, principalmente nos momentos da resolugao do problema em grupo e da
plenaria. Esta ultima, instante posterior a exibicdo das resolugdes na lousa, abriu
espago maior para o envolvimento nas discussdes e, com o auxilio da mediagao,

possibilitou a constru¢do do conhecimento colaborativo entre os envolvidos.



108

Os Problemas Geradores desempenharam funcido relevante no processo,
pois serviram como base para a verificacdo da compreensdo dos estudantes.
Inicialmente, na aplicagdo do primeiro problema gerador, fase onde tinha por
objetivo a construgdo do conceito do P.F.C., foi possivel identificar que todos os
grupos tentaram apresentar uma solugdo montando caso a caso. Apenas 0s grupos
3 e 4 mostraram a resposta completa. O grupo 4 demonstrou a tentativa de
encontrar um padrao e os grupos 1 e 2 mostraram uma solugéo parcial, ou seja, nao
levaram em conta que seria necessario considerar todas as possibilidades.

Na aplicagcdo do segundo Problema Gerador, fase onde tinha por objetivo a
construcéo dos conceitos de Arranjo Simples, Combinagdo Simples e Permutagéo
Simples, foi diagnosticado que os grupos 3,4 e 5 ja apresentavam dominio acerca do
uso do P.F.C. trabalhado na etapa anterior. Os grupos 1 e 2 ndo atingiram essa
meta, porém o grupo 2 apresentou uma melhora significativa acerca da correta
aplicacado da contagem direta.

Compreendemos que uma nova aplicacdo da metodologia do ensino-
aprendizagem-avaliagdo de matematica através da resolugdo de problemas poderia
reduzir as deficiéncias de aprendizagem verificadas nos grupos 1 e 2.

Ainda sobre a relevancia dos Problemas Geradores, entendemos que eles
desempenharam uma base interessante para a construcdo dos conceitos
pretendidos. Isso significa que os professores, ao adotarem essa metodologia,
precisam ser cautelosos e identificar peculiaridades de cada turma para a
elaboracao do problema.

Os grupos investigados, em sua maioria, utilizaram-se das férmulas
especificas de Arranjo Simples, Combinacao Simples e Permutagao Simples para a
resolucao das questdes referentes a esses tipos de agrupamentos. Por outro lado,
um quantitativo significativo de estudantes usou apenas o P.F.C. como principal
estratégia de resolugdo nestas mesmas questdes. Entendemos que esse fato
caracteriza uma reducdo consideravel no numero excessivo de formulas,
estabelecendo relagbes entre os agrupamentos e o Principio Multiplicativo e
possibilitando uma liberdade maior acerca da escolha das estratégias de resolugao
pelos discentes.

Comparando os dados dos conhecimentos prévios e a leitura das respostas
dos exercicios, conforme verificado no capitulo 4, é possivel concluir que todos os

grupos apresentaram evolugdo nos conceitos basicos de analise combinatéria para
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0 ensino médio, apesar de apresentar resultados diferenciados em relacdo as
equipes.

Com base nas informagdes exploradas nos paragrafos anteriores, podemos
afirmar que a hipétese apresentada no inicio dessa pesquisa nao pode ser refutada
mediante os resultados obtidos e os desempenhos observados, ou seja, a
sequéncia didatica aplicada neste trabalho, elaborada a partir do Principio
Fundamental da Contagem e usando como metodologia o ensino-
aprendizagem-avaliagao da matematica através da resolugao de problemas, foi
capaz de proporcionar aos alunos a apropriagcao dos conceitos basicos de
Analise Combinatéria e possibilitou a identificacao de possiveis adversidades
surgidas durante sua execucgao.

No periodo inicial deste trabalho, discutido com mais propriedade na
introducéo, relatei o meu desejo pelo objeto matematico Analise Combinatéria como
fruto de uma inquietude de minha pratica nas salas de aula na Educacéo Basica. O
excesso de formulas e a reprodugdo exaustiva de algoritmos presentes nos livros
didaticos foram o combustivel para a busca de melhores estratégias de ensino. Com
a construgao e aplicagcado dos ciclos discutidos e com os resultados analisados nesta
pesquisa, sinto-me confortavel em destacar a percepcdo acerca de uma
aprendizagem mais significativa por parte dos sujeitos deste conteudo matematico,
reduzindo consideravelmente a minha preocupagado presente la no inicio. Além
disso, a metodologia de ensino-aprendizagem-avaliacdo de matematica através da
resolucdo de problemas passou a ser uma fonte constante em meu exercicio diario
como professor.

Sendo assim, esperamos que essa pesquisa venha a contribuir com as
futuras investigacdes no que se refere ao ensino e aprendizagem de Analise
Combinatéria e que a sequéncia didatica aqui proposta sirva de inspiragao para os
professores de matematica do Ensino Médio ao apresentarem esse conteudo em

sala de aula.
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ANEXOS

AUTORIZAGAO

Eu , abaixo assinado,

responsavel pela , autorizo a realizagao do estudo

, a ser conduzido pelos pesquisadores abaixo

relacionados. Fui informado pelo responsavel do estudo sobre as caracteristicas e
objetivos da pesquisa, bem como das atividades que serdo realizadas na instituicao

a qual represento.

Esta instituicdo esta ciente de suas corresponsabilidades como instituicao
coparticipante do presente projeto de pesquisa e de seu compromisso no resguardo
da seguranga e bem-estar dos sujeitos de pesquisa nela recrutados, dispondo de

infraestrutura necessaria para a garantia de tal seguranca e bem-estar.

Maceid, _\__\2016.

Assinatura e carimbo do responsavel institucional
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