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Resumo

Neste trabalho, desenvolvemos uma nova técnica para determinar a carga topoldgica de
um feixe de luz com momento angular orbital. Nossa técnica é baseada na difracao por
uma abertura triangular. Através da realizacao de simulagoes numéricas, para feixes
Laguerre-Gauss e feixes Bessel com diferentes valores de [, descobrimos que o padrao
de difragao contém a assinatura da carga topoldgica do feixe. Nossas previsoes tedricas
para uma abertura triangular foram verificadas experimentalmente, demonstrando que o
padrao de difracao revela a carga topolégica do feixe de luz. Esta técnica torna possivel a
determinacao do médulo e do sinal da carga topolégica de um feixe de luz de uma maneira

simples e direta.

Palavras-chave: Difragao. Feixes Laguerre-Gauss. Feixes Bessel. Momento angular

orbital.



Abstract

In this work, we develop a new technique to determine the topological charge of a light
beam with orbital angular momentum. Our technique is based on the diffraction by a
triangular aperture. By performing numerical simulations, for Laguerre-Gauss beams and
Bessel beams with different values of [, we found that the diffraction pattern contains the
signature of the topological charge of the beam. Our theoretical predictions for a trian-
gular aperture were experimentally verified, demonstrating that the diffraction pattern

reveals the topological charge of the light beam.

Key-words: Diffraction. Laguerre-Gauss beams. Bessel beams. Orbital angular

momentum.
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1. Introducao Geral

O estudo da luz desempenhou um papel fundamental durante o século X X no desenvolvi-
mento de novas teorias fisicas. Seja tedrica ou experimentalmente, o estudo das ondas
eletromagnéticas sempre contribuiu para a expansao das fronteiras da ciéncia. Com a
teoria eletromagnética de Maxwell foi possivel explicar muitos fen6menos, em particu-
lar demonstrou-se que uma onda eletromagnética transporta energia, momento linear e
momento angular [1].

O momento angular da luz tem duas componentes. A primeira estd associada ao es-
tado de polarizacao do campo elétrico, correspondendo ao momento angular intrinseco.
Os estados do momento angular intrinseco correspondem & polarizacao circular no sen-
tido horario e a polarizacao circular no sentido anti-horédrio. Estes estados podem ser
decompostos em estados de polarizagao linear. A segunda componente estd associada a
distribuicao transversal do campo elétrico e corresponde ao momento angular orbital.

Quando a luz interage com a matéria, podemos observar efeitos da transferéncia de
momento angular da luz para matéria. Em 1909, Poynting [2] descreveu um equivalente
mecanico para o momento angular intrinseco. Um feixe de luz circularmente polarizado
deveria exercer um torque ao atravessar uma placa birrefringente e que a razao entre o
momento angular e o momento linear era igual a A/27, onde A é o comprimento de onda
da radiacao. Baseado nessa idéia, em 1936, Beth [3] observou pela primeira vez a presenga
do momento angular intrinseco de um feixe de luz. Em seu experimento, um feixe de luz

circularmente polarizado no sentido horario passa por uma placa birrefringente de \/2,
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1. Introdugao Geral 13

suspensa por uma fibra de quartzo. A placa muda a polarizacao do feixe para circular no
sentido anti-hordrio, e como conseqiiéncia, a placa birrefringente sofre um torque, devido
a transferéncia do momento angular intrinseco.

Em 1992, Allen e colaboradores, demonstraram que o momento angular orbital é uma
conseqiiéncia de feixes com uma distribuicao de amplitude que possui uma fase azimutal
da forma exp(il¢), onde ¢ é a coordenada azimutal e [ é um nimero inteiro, conhecido
como carga topoldgica. Este resultado é independente dos estados de polarizagao e é
tipico para feixes com uma frente de onda helicoidal [4]. A presenca deste tipo de fase
faz com que o feixe apresente uma singularidade na fase, ou seja, a fase é indeterminada,
portanto, a intensidade do feixe deve ser nula no centro. Na éptica tais singularidades sao
conhecidas como wvdrtices dpticos [5,6]. Desde entao, este assunto vem despertanto grande
interesse, tendo aplicagoes desde a comunicagao 6ptica [7] até a biologia, onde o uso desta
propriedade da luz é usada para conseguir um grau de liberdade a mais na operagao de
pingas Opticas [8].

Para feixes com uma frente de onda helicoidal, o vetor de Poynting tem uma com-
ponente azimutal, que produz um momento angular orbital na direcao de propagacao do
feixe [9,10]. Usualmente, feixes de luz possuindo momento angular orbital sdo descritos
em termos de modos Laguerre-Gauss. Estes modos sao solugoes da equacao paraxial em
coordenadas cilindricas. E possivel decompor modos Laguerre-Gauss em termos de modos
Hermite-Gauss [4].

Tradicionalmente, define-se um feixe de luz como um cone de luz estreito composto
de raios quase paralelos. O tipo mais comum de feixe de luz é o feixe gaussiano, cujo
perfil transversal de intensidade é dado por uma funcao gaussiana. Em geral, qualquer
feixe estd sujeito ao efeito de difracao, que modifica o perfil transversal do feixe ao longo
da propagacao livre. Para feixes gaussianos, a difracao alarga o perfil transversal de

intensidade do feixe [11]. A difragdo pode ser um fator limitante para aplicagoes onde
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se requer que um feixe mantenha o seu perfil transversal, como por exemplo, imagens
6pticas [12], pingas 6pticas [13], etc.. Devido as limitagoes impostas pela difragao, existe
um grande interesse no desenvolvimento de técnicas que possibilitem a geracao de feixes
que nao sofram os efeitos da difracao.

Em 1987, Durnin [14] impressionou a comunidade cientifica da drea, obtendo uma
solucao para a equacao de onda, cujo perfil transversal do feixe era dado por uma funcao de
Bessel. Tal solucao, hoje conhecida como feixe Bessel, nao sofre modificacoes transversais
devido a difracao, mantendo seu perfil transversal ao longo da propagacao.

Um feixe Bessel é gerado por uma superposicao de ondas planas cujos vetores de onda
se localizam na superficie de um cone, onde o dngulo de abertura desse cone é igual a 6.
Durnin et al. [15] mostraram que é possivel gerar um feixe Bessel utilizando aberturas
finitas. Neste caso, foi mostrado que os feixes Bessel sao capazes de se propagar por longas
distdncias mantendo o perfil transversal aproximadamente inalterado. Estas distancias
dependem dos parametros de preparacao do feixe.

Além de possuirem propriedades nao difratantes, os feixes Bessel de alta ordem trans-
portam momento angular orbital [16]. Entre as aplicages dos feixes Bessel, uma que vem
causando grande impacto é o uso dos feixes Bessel como pingas 6pticas [17-19], onde é
possivel aprisionar e mover pequenas particulas. O uso de feixes gaussianos para essa
finalidade ¢é limitado pelo efeito da difragao.

O estudo da difracao da luz possuindo momento angular orbital através de aberturas
se deu pela primeira vez com a fenda dupla de Young [20], onde demostrou-se que a carga
topoldgica do feixe influenciava o padrao de interferéncia da fenda dupla. Desde entao, a
teoria de difracao tem sido utilizada para caracterizar a carga topoldgica de um feixe de
luz possuindo momento angular orbital [21-23].

E possivel caracterizar a carga topoldgica de um feixe através de seu padrao de difragio

por uma abertura triangular [24]. Com o designio de compreender a teoria envolvida e
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os resultados desse trabalho, apresentaremos esta tese em quatro capitulos. No capitulo
1, faremos uma decricao do momento angular transportado pela luz. Neste capitulo
descrevemos os feixes Laguerre-Gauss e os feixes Bessel, que podem carregar momento
angular orbital.

No capitulo 2, faremos um estudo de alguns métodos para obtencao experimental de
feixes que possuem momento angular orbital. Discutiremos o método holografico, onde
construimos hologramas capazes de gerar feixes Laguerre-Gauss e feixes Bessel. Tam-
bém apresentamos o método que utiliza conversores astigmaticos, construidos a partir de
lentes cilindricas. Por fim, mostraremos algumas técnicas de caracterizacao do estado de
momento angular orbital desses feixes.

O resultado principal desta tese é apresentado no capitulo 3. Inicialmente, estudare-
mos a difracao na aproximacgao do campo distante de feixes Laguerre-Gauss e feixes Bessel
de alta ordem por uma abertura formada por um tridngulo equildtero. Mostraremos que a
distribuicao de intensidade do campo forma uma rede triangular truncada. Discutiremos
uma técnica simples para determinar o estado do momento angular orbital de feixes com
uma frente de onda helicoidal. Por fim, demonstraremos experimentalmente nossos resul-
tados tedricos, mostrando que a técnica que desenvolvemos, determina sem ambigiiidade
a magnitude e o sinal da carga topolégica de um feixe que transporta momento angular
orbital.

No capitulo 4, concluimos, destacando os principais resultados dos estudos realizados

durante a tese.



2. Momento Angular Orbital da Luz

2.1 Introducao

Neste capitulo, discutiremos a teoria do momento angular transportado por um feixe de
luz. O momento angular da luz tem duas componentes: o momento angular intrinseco
devido aos estados de polarizacdo; e o momento angular orbital (extrinseco) que estd
relacionado com a distribuicao espacial do campo eletromagnético. A componente orbital
é equivalente a [h por féton (I ¢ um nmimero inteiro). Qualquer feixe com a distribuigao
de fase azimutal de exp(il¢) transporta momento angular orbital. Exemplos de feixes
fisicamente realizdveis com esta distribuicao de fase sao os feixes Laguerre-Gauss e os
feixes Bessel. O primeiro é solucao de ordem superior da equacao de onda na aproximagao
paraxial, em coordenadas cilindricas e o segundo ¢ solucao da equagao de Helmholtz em
coordenadas cilindrica.

Iniciaremos o estudo partindo das equacoes de Maxwell, as quais descrevem os campos
eletromagnéticos. Nosso objetivo serd o de deduzir as expressoes para o momento angular
intrinseco e orbital. Mostraremos que um feixe de luz, com uma dependéncia na fase
azimutal do tipo exp(il¢), com [ inteiro, possui momento angular orbital de [ por féton.
Utilizando a aproximacao paraxial, veremos que modos Laguerre-Gauss possuem momento
angular orbital bem definido. Por fim, apresentaremos a descricao de uma familia de feixes
que tem caracterfsticas nao difratantes e que sao solugoes da equacao de Helmholtz. Esta

familia de feixes é conhecida como feixes Bessel [14,15].

16



2.2 Equagoes de Maxwell e Potenciais do campo eletromagnético 17

2.2 Equacoes de Maxwell e Potenciais do campo eletro-
magnético

Na eletrodindmica clédssica, o comportamento do campo eletromagnético é descrito pelas
equagoes de Maxwell [1]. Essas equagoes formam um conjunto de equagoes diferenciais de
primeira ordem acopladas para os vetores campo elétrico e campo magnético. No Sistema

Internacional de Unidades as equacoes de Maxwell no vacuo podem ser escritas como:

0B
E = —— 2.1
V x T (2.1)
OE
VxB = ,U/OJ+€0/L0§ (22)
vV.E =2 (2.3)
€0
V-B = 0, (2.4)

onde E e B sao os vetores campo elétrico e magnético, respectivamente. J é o vetor
densidade de corrente, p a densidade de cargas, € e y, sao a permissividade elétrica e a
permeabilidade magnética do vacuo.

Para evitar as complicagoes inerentes ao uso das equagoes de Maxwell para os vetores
campo elétrico e campo magnético, é conveniente introduzirmos os conceitos de potenciais
escalar e vetorial, para obtermos um conjunto de equagoes mais simples. Usaremos ¢
para denominar o potencial escalar e A para o potencial vetor. Sabendo que o divergente
do rotacional de qualquer campo vetorial é nulo, neste caso podemos definir a indugao

magnética em funcao do potencial vetor como:

B=V xA. (2.5)

Usando esta expressao para B, a equagao (2.1) pode ser escrita como:
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V x (E+%—?> =0. (2.6)

O termo dentro dos parénteses da equacao (2.6) pode ser escrito como o gradiente de uma

funcao escalar, o potencial escalar ¢, logo:

OA
E:—qu—g. (2.7)

Substituindo as equagoes (2.5) e (2.7) na equagao (2.2), teremos:

1 0 0A
M_OV x V x A—H’:'o% <V¢+E) =J. (28)

Usando a identidade V x V x A = V(V - A) — V?A, obtemos:

2

0°A 0
—V2A+Eoﬂoﬁ + V(V . A)—Fﬁoﬂova—qtb = ILLOJ (29)

A substituigdo da equacdo (2.7) na equagao (2.3) fornece a expressao:

0A
L= —_ | = 2.1
g0V { Vo 5 } 0, (2.10)
Portanto, temos que:
2 P
2p+— (V-A) = -1, 2.11
\Y% ¢+5’t (V-A) - ( )

Assim, reduzimos as quatro equagoes de Maxwell as equagoes (2.9) e (2.11), que no en-
tanto, ainda permanecem acopladas. Podemos desacoplar estas duas equacgoes usando o

calibre de Lorentz, que pode ser escrito como:

10¢

. —— = 2.12

1

VE€oko

onde, ¢ = ¢ a velocidade da luz no vdcuo. Com isso as equagoes (2.9) e (2.11) podem
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ser escritas como:

19¢ p
V-G T . (2.13)
1 0?A

As equagdes (2.13) e (2.14) juntamente com a equagao (2.12) formam um conjunto

completo de equacgoes equivalentes as equagoes de Maxwell no vécuo.

2.3 Momento angular intrinseco e orbital da luz

Nesta seccao, estudaremos o momento angular total do campo eletromagnético. Mostrare-
mos que o momento angular pode ser escrito como uma soma das contribuigoes intrinseca
e orbital.

No vécuo, a densidade de momento linear p é dada pelo produto vetorial entre o campo

elétrico e a indugao magnética [1], ou seja:
p =5E x B. (2.15)

A densidade de momento angular j,, estd associada com a densidade de momento linear
através da relacao:
jmn=rxp=corx (ExB). (2.16)
O momento angular total é obtido integrando & densidade de momento angular em todo
espago. Utilizando a definicao do potencial vetor A, podemos escrever:
3
ExB=Ex(VxA)=) (EVA4) - (E-V)A, (2.17)

J=1

onde usamos a identidade a x b x c =(a-c)b — (a-b)c e j representa as componentes



2.3 Momento angular intrinseco e orbital da luz 20

x, y e z dos vetores. Substituindo a equagao (2.17) na equagao (2.16), obtemos:

Jm = eorx

3
> (E;VA) - (E- V)A]
J=1

= & {23: [B;(r x V)A;] — rx(E - V)A}. (2.18)

=1

Utilizando as seguintes identidades vetoriais:
3
x(E-V)A=>"[V,(EirxA)]—rxA(V-E)+A x (E- V)r (2.19)
j=1

(E-V)r=E. (2.20)

Das equagoes de Maxwell na auséncia de cargas livres, temos que V -E = 0, logo o
segundo termo do lado direito da equagao (2.19) ¢ nulo.

Assim, podemos expressar a densidade de momento angular como:

jm:so{Z[E (rx V)A;] =DV ErxA)]+E><A} (2.21)

j=1 j=1

Esta equacao foi obtida substituindo as equagdes (2.19) e (2.20) na equagao (2.18). O
momento angular total é obtido integrando a densidade de momento angular em todo

espaco, ou seja:

{Z/ (rx V)A dv—Z/ ErxA)]dzH—/(ExA)dv}. (2.22)

Aplicando o teorema da divergéncia a segunda integral desta equagao, obtemos:

/ [V, (Ejir x A)]dv = 7{Ej(r x A)ds;. (2.23)

Se supormos que o campo elétrico se anula quando r — oo, a integral de superficie na
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equacao anterior é nula. Finalmente o momento angular total do campo eletromagnético

é dado por:

3, - 80/(13 . A)dv+sozg:/ (Ey(r x V) A, du

J. = S+L, (2.24)

onde o termo S = ¢ / (E x A)dv pode ser associado ao momento angular intrinseco

e o termo L = ¢ ij1 / [Ej(r x V)Aj]dv pode ser associado ao momento angular
orbital. A justificativa para tal distingdo entre o momento angular intrinseco e orbital
na equagao (2.24), é devida simplesmente ao fato de que S é independente da posigao
r, esta componente estd associada ao estado de polarizacao do campo eletromagnético
e serd diferente de zero caso esta seja circularmente polarizada, enquanto L depende da
escolha do sistema de referéncia e principalmente pela presenca do operador r x V, que
na Mecéanica Quantica estd associado ao momento angular orbital de uma particula, isto
nos induz a interpretarmos a componente L como sendo associada ao momento angular

orbital do campo eletromagnético.

2.3.1 Momento angular orbital

Em 1992, Allen e colaboradores [4], demonstraram teoricamente que feixes de luz com uma
estrutura de fase azimutal exp(il¢) possuem momento angular orbital de (i por féton ao
longo da direcao de propagacao, onde [ é o indice azimutal.

Admitindo que um feixe de luz monocromatica tenha polarizacao linear e seja definido

pelo seguinte potencial vetor:

A(r,t) = u(r)exp [i(kz — wt)] T, (2.25)

onde X ¢ o vetor unitdrio na direcao do eixo z, k = 27” ¢ o médulo do vetor de onda, A é o
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comprimento de onda do feixe, w é a freqiiéncia angular e u(r) é uma fungdo complexa que

descreve a distribuicao de amplitude do feixe, esta fungao é solugcao da equacao paraxial.

9%y

A aproximagao paraxial ¢ feita ignorando o termo Jz% comparado com k%, e ignorando o

u

termo 5% comparado com ku na equagao de onda escalar. A equagao paraxial é descrita

por:
ou

Viu+ 2ik== =0, (2.26)

onde V7 = 88—; + aa_;z ¢ o Laplaciano transverso.

Adotando a representacao do campo eletromagnético pelos potenciais escalar e veto-
rial, apresentada na seccao 1.2 e admitindo a auséncia de cargas e correntes elétrica no
vécuo, podemos assim, usar calibre de Coulomb (o calibre de Coulomb ¢é freqiientemente

usado quando nao existem fontes) que é dado por:

B Ju(r)
V-A=0 = T =0, (2.27)

onde A satisfaz a equagdo de onda homogénea e a equagao (2.7) para o campo elétrico

fica reduzida a expressao
0A

(2.28)

Vamos agora calcular a densidade do momento angular total, dada pela equagao (2.16).
Visto que os campos sao complexos, vamos calcular primeiro a parte real de E x B, ou
seja:

Re (E x B*) = % (E*xB +E x B*). (2.29)

Para um vetor potencial dado pela equagao (2.25) as expressoes para os campos elétrico
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e magnético sao:

O0A

E = 5 = iwuexp [i (kz —wt)]| T (2.30)
B = VxA= du +iku| exp [i (kz — wt)]y — Ou exp[i (kz —wt)]Z.  (2.31)
0z Jy
Portanto,
E* x B = —iwu* {g—;ﬂjL %3} + wk |u* 2, (2.32)
como % = 0, entao:
E* x B = —iwu*Vu + wk |u* Z, (2.33)
equivalentemente
E x B* = iwuVu* + wk |u|’ 2. (2.34)

Consequentemente, a média temporal da densidade de momento linear do campo eletro-

magnético é dada por:

(p) = Re[sE x B*] = % [E*x B +E x B*] = % (WVu* — u*Vu) + cowk [uf? 5.

(2.35)
Note que este resultado é independente do sistema de coordenadas. Admitindo que a

funcao complexa que descreve a distribuicao de amplitude do feixe u seja escrita como:

u(r, ¢, z) = up(r, z) exp(ilg), (2.36)

sendo solucao da equagao paraxial em coordenadas cilindricas, onde [ é o indice azimutal.
Note que, embora a equacao (2.36) viole (2.27), isso nao é preocupante dentro da faixa
de validade da aproximagcao paraxial como foi notado por Lax et al. [26]. A aproximagao
paraxial é a solugao de ordem zero das equacoes de Maxwell obtida pela expansao dos

campos em series de poténcia.
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Utilizando a aproximacao paraxial podemos desprezar os termos com % comparados

com ku na média temporal da densidade de momento linear. Por conseguinte, a densidade

de momento linear é expressa como:

(p) = i“;go @%ﬁ - ugaaw Pt l%“’ fuol® & + eowh Juol” 2, (2.37)
onde 7, 5 e Z sdo vetores unitdrios em coordenadas cilindricas. Na equacao acima podemos
notar que a média temporal do vetor de Poynting que é dado por ¢ (p), descreve uma tra-
jetéria na forma de um helicéide ao longo da direcao de propagacao, onde a componente 7
estd relacionada com a dispersao do feixe, a componente a é responsdvel pelo surgimento
do momento angular orbital na direcao de propagacao e a componente 2 relaciona-se com
o momento linear na direcao z.
Calculando a média temporal da densidade de momento angular, temos:

l i oug 0 : 2 >
0= B () ier] S s

Integrando (1) e (p) no perfil do feixe, constatamos que restard apenas a componente
paralela ao sentido de propagacao, pois as outras componentes sao simétricas em relagao
ao eixo z. Consequentemente, 0 mesmo acontecerd integrando no volume do feixe.
Sabendo que a densidade de energia do feixe ¢ u = cp, = gow? |ug |2, isto é, a velocidade
da luz multiplicada pela densidade de momento linear [27], entdo o momento angular

orbital por unidade de energia do feixe, é dado por:

L. /1 dv - /laow|u0|2dv o 29
o = : :

/u dv /60w2 |u0\2dv
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A relacao entre o momento angular orbital e o momento linear é:

2
1 dv legw |up|™ dv
L. / ow [to] I A
— = = =—=[]—. (2.40)
P, 2 k2w
p dv gowk |uo|” dv

Como o feixe é polarizado linearmente, entao o momento angular nao poder ser devido
ao spin. Se consideramos um feixe com N fétons, seu momento angular orbital é dado
por Nih, enquanto sua energia é Nhw. E esperado entdo que a razio entre o momento
angular orbital e a energia do feixe, ou mesmo entre o fluxo de momento angular orbital e
o fluxo de energia, seja dada por [ /w. A equagao (2.39) estd de acordo com este fato. A
analogia entre éptica paraxial e mecanica quantica sugere que feixes com variacao de fase
de exp(ilg) sejam auto-modos do operador momento angular orbital L,. Assim sendo,
um feixe com dependéncia azimutal de exp(il¢) possui momento angular orbital de I por
féton. A maior parte da literatura a respeito de feixes com momento angular orbital tem

sido dedicada aos modos Laguerre-Gauss (LG), que passaremos a descrever a seguir.

2.3.2 Feixes Laguerre-Gauss

Um conjunto completo de solugoes da equacao paraxial é formado pelos feixes conhecidos
como Laguerre-Gauss. Eles podem ser obtidos da resolu¢ao da equagao (2.26) em coor-
denadas cilindricas usando a técnica de separacao de varidveis em p e ¢ [28]. A descri¢ao

dos modos Laguerre-Gauss é dada por:

up(r, 6, 2) o (—1)p<r\/§>lexp {— - }eXp [—i fr” ]exp(z’lgb)

w(z) w?(2) 2R(2)

xI! <w2222z)) exp {—i(Zp +1+1)arctan (3)} , (2.41)

Zr

onde as funcoes
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1+ (5)1 (2.42)

R(z) = - {1 + (ﬁﬂ (2.43)

z

sao respectivamente, o raio do feixe e o raio de curvatura da frente de onda no plano z, wy
¢ a cintura minima do feixe e 2, = kw3 /2 é o comprimento Rayleigh, Lé ¢ o polindbmio
generalizado de Laguerre e o termo (2p + [ 4+ 1) arctan (i) é a fase de Gouy do modo. Os
indices p e [ sdo inteiros que definem a ordem dos modos que é dada por N =2p+|l|. [ &
o nimero de 27 ciclos da fase na dire¢ao azimutal ao redor do modo e (p + 1) d4 o nimero
de anéis através da distribuigao radial do campo, como é mostrado na Fig. (2.1). Para um
modo Laguerre-Gauss com p = 0 e qualquer valor de [ # 0, o feixe Laguerre-Gauss possui
o perfil espacial com a forma de um anel luminoso que aumenta de tamanho & medida
que se propaga ao longo do eixo que determina o seu centro. Para um dado valor de z, o

raio do anel aumenta conforme cresce o valor de [, como vemos na Fig. (2.2).
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Figura 2.1: Perﬁs de intensidade para o modo Laguerre—Gauss em z = 0 para [ =
variando p. a) p=0,b)p=1,¢c)p=2ed) p

°|0

Fonte: Autor (2011)

®

Figura 2.2: Perfis de intensidade para o modo Laguerre-Gauss em z = 0 com p = 0. a)

I=1,b)1=2c)l=3ed) =4

Fonte: Autor (2011)
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Os modos Laguerre-Gaus com [ # 0 sao interessantes porque possuem uma fase az-
imutal que causa o surgimento de uma frente de onda helicoidal, a presenca de tal fase
faz com que o feixe apresente uma singularidade, ou seja, a fase nao é bem definida na
origem do plano, essa singularidade dard origem ao momento angular orbital do feixe. O
indice inteiro [ é conhecido como a carga topoldgica do feixe, ele é que dard o médulo e o
sentido do momento angular orbital. Levando em conta a quantizagao do campo, dizemos
que um féton possuird um momento angular orbital bem definido de (A [4].

Os modos Laguerre-Gauss LG;, podem ser decompostos em termos dos modos Hermite-
Gauss HGpy, [29]. Os indices (m, n) sao relacionados com os indices (p, ) por [ = |m — n|
e p = min(m,n), a ordem do modo HG,,, é definida por N = m + n. Os modos HG,,,
sao solugoes da equacgao de onda na aproximacao paraxial, mas diferentes dos modos LG;,
esses modos sao deduzidos em coordenadas Cartesianas e nao possuem momento angular

orbital. Os modos Hermite-Gauss sao descritos por:

Epn(,y,2) expl xw;Zﬂ (\f . Z)) (\f —)) exp(ik2)

e
k(z? + ] exp { i(m + n + 1) arctan <er)} , (2.44)

X exp {—z’ ¥

onde H,(§) é o polinomio de Hermite de ordem n. Os Perfis de intensidade para alguns

modos Hermite-Gauss sdo mostrados na Fig. (2.3).
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Figura 2.3: Perfis de intensidade dos modos Hermite-Gauss: a) HG1o, b) HGo1, ¢) HG1,
d) HGgl, 6) HG12 € f) HGQQ.

a) )

00
Q0

Fonte: Autor (2011)

Os modos Hermite-Gauss e os modos Laguerre-Gauss formam um conjunto completo
de solugoes ortogonais da equacao paraxial, isto caracteriza duas bases distintas do espaco
de solucoes da equacao paraxial. De fato, existe uma combinacao linear de polinémios
de Hermite que gera um polindmio de Laguerre, e vice-versa. Para os modos de primeira

ordem esta combinacao é bastante simples

1
LGT' = 7 (HG1o+ HGo,) . (2.45)

De forma geral, pode-se usar esta decomposicao para obter ordens mais altas dos
modos Laguerre-Gauss, bastanto uma combinacao de ordens transversais mais altas para
os modos Hermite-Gauss [29].

Qualquer feixe de luz, cuja energia estd confinada a uma regiao finita em torno de seu

eixo de propagacao é sujeito a difracao quando se propaga no espago livre. Para distancias
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de propagacao maiores que comprimento Rayleigh, o padrao de difracao do feixe se torna
cada vez mais perceptivel. Este é o caso dos feixes Hermite-Gauss e Laguerre-Gauss que se
propagam com um angulo de divergéncia 0, = %wo [30]. No entanto, existe uma familia de
feixes que mantém um perfil de intensidade constante ao longo da direcao de propagacao,

os chamados feixes nao-difratantes, que veremos a seguir.

2.3.3 Feixes Bessel

Os fendmenos de difracao sao conhecidos hd muito tempo, sendo muitas vezes um fator
limitante nas aplicacoes que usam feixes 6pticos. A equacao de Helmholtz descreve a
propagacao da luz levando em conta a difracao, que é um efeito intrinseco da propagacao
espacial. Porém, em 1987 J. Durnin, publicou um importante trabalho que mostra que a
equacao de Helmholtz possui uma familia de solucoes que se propagam livres de difracao
[14]. Ele obteve essas solugdes para a equacao de Helmholtz utilizando o sistema de
coordenadas cilindricas, hoje conhecidas como feixes Bessel. A expressao geral de um

feixe Bessel de ordem [ é dada por:

E(p, ¢, 2) = EoJi(ap) exp(il¢) exp(iBz), (2.46)

onde Fy é uma constante, J; é a funcao de Bessel de ordem [, a e S sao as compo-
nentes transversal e longitudinal do vetor de onda, com k£ = \/Wﬁ2 e p, ¢ ez sao as
componentes radial, azimutal e longitudinal do feixe, respectivamente.

O resultado interessante é que esta solucao para a equagao de Helmholtz tem sua
distribuicao de intensidade constante ao longo da propagacao. A intensidade do feixe

obedece a seguinte igualdade:

I(p, ¢,z > 0) = I(p, 9). (2.47)
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Isto significa que nao existe variacao no perfil transversal do feixe durante a propagacao
no vacuo.

No entanto, um feixe Bessel perfeito possui energia infinita, pois se estende por todo
o plano transversal. Este fato impossibilita a realizacao experimental dos feixes Bessel.
Por outro lado, podemos considerar feixes Bessel truncados, que podem ser gerados por
aberturas finitas. Nestes casos, é possivel mostrar que os feixes Bessel se propagam por
uma distancia que depende dos parametros de preparacao, mantendo o padrao transversal
aproximadamente inalterado [15, 38].

Os feixes Bessel sao caracterizados por sua estrutura de anéis concéntricos. No caso
do feixe Bessel da ordem zero, o centro do feixe é a regiao onde a intensidade é méaxima,
veja Fig. (3.1), enquanto que nos feixes de ordem superior (I # 0), o centro do feixe é

ocupado por uma regiao cuja intensidade é nula, como é mostrado na Fig. (2.5).

Figura 2.4: Perfil de intensidade para o feixe Bessel de ordem zero.

Fonte: Autor (2011)

Os feixes Bessel de alta ordem possuem singularidades na fase e uma frente de onda
helicoidal, desta forma, além de possuirem propriedades nao difratantes, transportam
momento angular orbital de (A por féton [16]. Os perfis de intensidade para os feixes

Bessel de alta ordem sado mostrados na Fig. (2.5).
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Figura 2.5: Perfil de intensidade para um feixe Bessel de alta ordem. a) [ =1, b) [ = 2,
c)l=3ed)l=4.

Fonte: Autor (2011)

2.4 Conclusao

Utilizando a teoria eletromagnética, vimos que o momento angular total de um feixe
de luz pode ter duas componentes bem definidas: o momento angular intrinseco que
depende apenas do estado de polarizacao do feixe; e o momento angular orbital, que
depende da estrutura de fase azimutal. Dentro da aproximacgao paraxial mostramos que
um feixe de luz linearmente polarizado com uma fase azimutal exp(il¢) possui momento
angular orbital bem definido na direcao de propagacao. Diferentemente do momento
angular intrinseco, que tem exclusivamente trés estados independentes, correspondendo
as polarizagoes circular no sentido hordrio e anti-horario e a polarizacao linear, o momento
angular orbital tem um nimero ilimitado de estados, correspondendo a todos os valores

inteiros de [.
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Neste capitulo, estudando os feixes Laguerre-Gauss e os feixes Bessel, vimos que tais
feixes possuem momento angular orbital bem definido de (A por féton. No préximo
capitulo estudaremos como gerar esses tipos de feixes e como caracterizar o seu estado de

momento angular orbital.



3. (Geracao e caracterizacao de feixes

possuindo momento angular orbital

3.1 Introducao

A producao de feixes de luz possuindo momento angular orbital nao é uma das tarefas
mais faceis. A maioria dos lasers comerciais produzem feixes com frentes de ondas aproxi-
madamente planas e perfil de intensidade gaussiano, pois esse é o modo de excitagao
de menor energia da cavidade. Entretanto, existem varios métodos para gerar feixes com
momento angular orbital de maneira estavel. Devido a ter aplicagoes em campos da ciéncia
e tecnologia, como processamento de informagoes em 6ptica quéntica [31], comunicagao
no espago livre [7] e micromanipulages épticas [13,32], o interesse na geracao de feixes
com momento angular orgital tem aumentado muito. A carga topolégica é um parametro
importante para a caracterizacao do momento angular orbital de um feixe. Medir a carga
topoldgica de feixes tem se tornado um campo de pesquisa interessante atraindo mais e
mais atencao. A seguir, descreveremos alguns métodos para obtencao experimental de
feixes com momento angular orbital, assim como, algumas técnicas de identificacao da

carga topoldgica desses feixes.

34
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3.2 (Geracao de Feixes Laguerre-(Gauss

Um método simples para a obtencao dos modos Laguerre-Gauss é usando um holograma
gerado por computador. Essencialmente um holograma é a gravagao do padrao de inter-
feréncia entre o feixe de interesse com um feixe de referéncia, em geral uma onda plana.
Ao iluminarmos o holograma com o feixe de referéncia, reconstruimos o feixe de interesse
pela difracao da luz.

Obtemos os hologramas a partir do padrao de interferéncia de um feixe Gaussiano
e um modo Laguerre-Gauss com carga topolégica [. O padrao resultante é apresentado
na Fig.(3.1), neste caso, o padrao tem a forma de uma grade de difracao, cujas ordens
possuirao modos Laguerre-Gauss de diferentes cargas topoldgicas [33]. Podemos observar
franjas de interferéncia com [ bifurcagoes em seu centro, sendo [, a carga topolégica do
modo a ser gerado em primeira ordem de difracao. Estes padroes sao impressos com uma
impressora de alta resolugao, fotografados e entao revelados. A Fig.(3.2) mostra o padrao
de difracao de primeira e segunda ordem de uma onda plana apds passar pelo holograma
da Fig.(3.1)(a), gerando feixes Laguerre-Gaus com [ = 1 e | = 2.

Figura 3.1: Padrao de interferéncia gravado para produzir em primeira ordem de difragao
feixes Laguerre-Gauss com a) [ = £1, b) [ =42 ec) [ = £3.

(a) (b) (¢)

Fonte: Autor (2011).
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Figura 3.2: Perfil de intensidade para feixes Laguerre-Gauss com a) [ =1 e b) [ = 2.

Fonte: Autor (2011).

O método holografico nos permite obter modos Laguerre-Gauss de diferentes cargas
topoldgicas, este método é bastante vantajoso devido a sua praticidade e ao baixo custo.
Um fator limitante neste método é a utilizacao dos hologramas em experimentos onde o
regime de intensidade é baixo, o uso de alta intensidade ird derreter o plastico do filme
fotografico. Portanto, este método se torna inadequado em experimentos onde precisamos
de alta poténcia do feixe.

Podemos contornar as desvantagens do método hologrifico de producao de modos
Laguerre-Gauss num regime de alta poténcia utilizando lentes cilindricas para transformar
um modo Hermite-Gauss em um modo Laguerre-Gaus [37]. Se um par de lentes cilindricas
identicas com comprimento focal f estiverem separadas por v/2f, entdo um modo Hermite-
Gauss passando por esse conjunto de lentes serd convertido no modo Laguerre-Gauss, esse
dispositivo é chamado de conversor 7/2. Esse sistema de lentes cilindricas é equivalente
a uma placa de A/4 que transforma luz linearmente polarizada em luz circularmente
polarizada. Quando a separacao entre as lentes é aumentada para 2f, um modo LG com
indice azimutal [ é convertido em um modo LG com indice azimutal —[, esse sistema de
lentes é chamado de conversor 7. Esse conversor é andlogo a uma placa de A/2 que inverte

o sentido da luz circularmente polarizada transmitida. A Fig.(3.3) mostra esse sistema
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de lentes cilindricas. Embora este processo de conversao seja altamente eficiente, cada
modo Laguerre-Gauss requer um modo Hermite-Gauss particular. O pré-requisito de um
determinado modo Hermite-Gauss limita a gama de modos Laguerre-Gauss que podem

ser produzidos.

Figura 3.3: Convensor de modos
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Fonte: Padgett (2008).

3.3 Geracao de Feixes Bessel

Matematicamente, um feixe Bessel perfeito contém um niimero infinito de anéis, e assim,
sobre uma drea infinita transportaria uma energia infinita. Portanto, nao é possivel criar
um feixe Bessel perfeito. Na prdtica, consegue-se uma boa aproximacao para os feixes
Bessel, mesmo eles sendo produzidos em regioes finitas.

A geragao experimental de feixes Bessel pode ser feita iluminando uma fenda circular
colocada no plano focal de uma lente [15], usando holograma gerado por computador [38]

ou utilizando um dxicon (lente conica) [39]. Aqui descreveremos apenas a técnica de
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geracao de feixes Bessel através de holograma gerado por computador. No caso dos feixes
Bessel com a onda plana como o feixe de referéncia o padrao de interferéncia formado
possui bifurcagoes no centro do holograma, com nimero destas bifurcacoes sendo igual
ao ndice azimutal do feixe Bessel formado pela difracao de primeira ordem. A fungao

transmissao de um holograma circular de raio R ¢ dada por [38]:

t(p, ) = exp l@ (27wp cos(¢) +1¢ — Q—Wp)] (3.1)

Po

onde p e ¢ sao as coordenadas radial e azimutal no plano do holograma, respectivamente.
O termo exp [i (2mvpcos(¢))] define o parametro que especifica o angulo de difracao pela
projecao no plano do holograma da onda plana de referéncia, incidindo com um angulo

v em relagao a normal ao plano do holograma, sendo v = == a freqiiéncia que separa

as ordens de difracao produzida pelo holograma e A é o comprimento de onda. O fator

exp (—z’i—”p) corresponde a uma onda conica, que é caracteristica dos feixe Bessel [15],
0

onde p, é uma constante e o termo i—” é a freqiiéncia espacial transversal do feixe Bessel.
0

A Fig. (3.4) mostra hologramas que geram feixes Bessel de ordem, [ = 1 el = 4. Um

feixe Bessel gerado por esse tipo de holograma se propaga sem sofrer difracao por uma

e R
distancia dada por zp., = ﬂi\—.



3.3 Geracao de Feixes Bessel 39

Figura 3.4: Hologramas gerados no computador para preparacao de feixes Bessel; Feixes
Bessel coma) l=1eb) [ =4.

Fonte: Autor (2011).

Para v = 0, a onda plana tem o vetor de propagacao perpendicular ao holograma,
desta forma, a estrutura do holograma gerado no computador terd um padrao de espiral,

como indica a Fig. (3.5), onde o nimero de espirais é igual ao indice [ do feixe Bessel.
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Figura 3.5: Hologramas gerados quando v = 0. a) Paral =1 e b) para | = 4.

Fonte: Autor (2011).

A Fig.(3.6) mostra o perfil de intensidade de um feixe Bessel com [ = 1, produzido em
primeira ordem de difracao, gerado por um holograma com parametros: v = 6000m !,
po = Ilmm e R = 10mm. Podemos ver uma estrutura de anéis de intensidade concéntricos,

esse feixe se propaga sem sofrer difragao por aproximadamente 19, 4m.
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Figura 3.6: Perfil de intensidade um feixe Bessel de primeira ordem.

Fonte: Autor (2011).

3.4 Caracterizacao de Feixes Possuindo Momento An-

gular Orbital

Vimos que uma caracteristica de feixes com momento angular orbital é uma regiao no
centro do feixe onde a intensidade é nula. No entanto, para identificar a carga topoldgica
do feixe nao é suficiente identificar os pontos de intensidade zero. Em vez disso, deve-
se obter informacoes sobre a fase, verificando se a fase é harmonica, satisfazendo esta
condicao, também serd satisfeita a exigéncia de que a intensidade no centro do feixe serd
nula.

Um dos métodos mais comuns de caracterizagao de cargas topolégicas em feixes é a
interferéncia com uma onda de referéncia. Em uma interferéncia de ondas colineares,
ocorre um padrao de franjas em espiral, como mostra a Fig.(3.7), o nimero de espirais
corresponde ao valor da carga topdlogica. Quando feixes sao nao-colineares, a localiza-
cao e a carga topoldgica do feixe pode ser identificado por um padrao caracteristico de

bifurcagoes no padrao de interferéncia, como é mostrado na Fig.(3.8).
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Figura 3.7: Padrao de interferéncia de um feixe Laguerre-Gauss colinear com uma onda
plana. Os valores da carga topoldgia sao: a) [ =1,b) [ =2ec)l=3.

Fonte: Autor (2011).

Figura 3.8: Padrao de interferéncia de um feixe Bessel e uma onda plana, no regime
nao-colinear. Os valores da carga topoldgia sdo: a) [ =1,b) [ =2ec) [ =3.

Fonte: Autor (2011).

No entanto, a identificacao da carga topoldgica fica mais e mais dificil com o aumento
do valor do fndice azimutal, isso limita o uso de técnicas interferométricas para caracterizar
o momento angular orbital de um feixe.

Recentimente, H. 1. Sztul e R. R. Alfano [20] propuseram um método para investigar
o momento angular orbital de feixes 6pticos. Neste método, é possivel identificar a de-

pendéncia de fase azimutal de um feixe através da interferéncia em um tipico experimento
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de fenda dupla de Young. A intensidade do padrao de difragao do campo distante de um
feixe Laguerre-Gauss incidente em uma fenda dupla, é dado por

(3.2)

I(x,7) o cos® (% + Ang(y)) :

onde, A é o comprimento de onda do feixe incidente, a é largura das fendas, d é distancia
das fendas ao plano de observacao e A¢(y) é a variagao de fase adicional entre as duas
fendas. O padrao de interferéncia de um feixe Laguerre-Gauss incidente nas duas fendas,

¢ mostado na Fig.(3.9), calculado da relagao (3.2).

Figura 3.9: Padrao de interferéncia de um feixe Laguerre-Gauss por uma fenda dupla com
JI=1,b)l=0ec)l=—1.

(AL

Fonte: Autor (2011).

Quando a carga topoldgica é | # 0 ha um descolamento das franjas de interferéncia,
observando o topo da Fig.(3.9) (a), temos um deslocamento da esquerda para a direita das
franjas de interferéncia, e na Fig.(3.9) (c) o deslocamento das franjas de interferéncia é da
direita para esquerda. A variacao da fase na direcao y ao longo das fendas é o que afeta
o padrao de interferéncia. Com esses resultados, H. I. Sztul e R. R. Alfano concluiram
que este método de fenda dupla é um bom candidato para medir o estado de momento

angular orbital de feixes Laguerre-Gauss.
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Analisando a eq.(3.2) para valores de [ > 1, encontramos os padroes de interferéncia

que sdo mostrados na Fig.(3.10).

Figura 3.10: Padrao de interferéncia de um feixe Laguerre-Gauss por uma fenda dupla
coma)l=2b)l=3ec)l=4.

T

Fonte: Autor (2011).

Pode ser visto que o padrao de interferéncia muda com o aumento da carga topolégica,
o deslocamento se torna maior e mais perceptivel. No entanto, é dificil identificar o valor
da carga topolégica observando apenas a imagem de interféncia, esta configuracao parece
mais adequada para determinar o sinal da carga topolégica.

Em outro trabalho recente, Berkhout e Beijersbergen [21] descreveram um sistema de
dois ou mais pontos, abrangendo a singularidade de um feixe 6ptico, que eles chamaram
de interferémetro de multiponto (MPI), e mostraram que pode ser usado para medir o
estado de momento angular orbital de feixes com frente de onda helicoidal. Neste método,
a carga topolégica do feixe pode ser reconhecida de acordo com o fato de que diferentes
valores para carga topoldgica correspondem a diferentes padroes de difragao do campo
distante, apos o feixe passar através do MPI. Os autores mostram que a intensidade

do padrao de difracao de um feixe Laguerre-Gauss ao passar por um MPI no limite de
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Fraunhofer é dada por

2

N-1
k
IN o E exp (—iloy,) exp i—a(xcosan+ysinan)] (3.3)
z

n=0

onde k = 27w /X é o médulo do vetor de onda, a,, = 27n/N ¢é a coordenada azimutal do
enésimo ponto, a é a coordenada radial do ponto e N é o nimero de pontos. A Fig.(3.11)
reproduz alguns padroes de intensidade do campo distante de um MPI de N pontos
iluminado por um feixe Laguerre-Gauss com indice azimutal [ calculado da eq.(3.3). Na
Fig.(3.11) (a), (b) e (c) temos N = 5 e para Fig.(3.11) (d), (e) e (f) temos N = 6 com
carga topoldgica | = 0, 1, 2, respectivamente. Com esses resultados, os autores concluem
que observando o padrao de difracao do campo distante de um MPI iluminado por um
feixe com frente de onde helicoidal, é possivel determinamos o estado do momento angular

orbital desse feixe.

Figura 3.11: Distribuicao de intensidade de um MPI.

Fonte: Autor (2011).

Agora, calculemos o padrao de intensidade do campo distante de um MPI, repassando
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[ por [ + pN, onde p é um nimero inteiro e N é o nimero de pontos do MPI, temos

N-1 2
k
IﬁpN x exp [—i(l + pN)a,| exp {i—a(xcosozn + ysz’nan)]
z
n=0
= ka ’
IﬁpN x exp (—ilay,) exp(—ipNa,,) exp {z’—(xcosan + ysz’nan)] (3.4)
2
n=0

Note que o termo exp(—ipNa,,) = 1 na eq.(3.4), fazendo com que tenhamos I}¥ = I z{vpra
ou seja, a distribuicao de intensidade de um feixe Laguerre-Gauss com carga topolégica
[ difratado pelo MPI tem a mesma distribuicao de intensidade de um feixe Laguerre-
Gauss com carga topoldgica [ = [ + pN. Por exemplo, um feixe com carga topolégica
[ = 1 difratado por um MPI com seis pontos, N = 6, possui a mesma distribuicao de
intensidade de feixes com carga topoldgica I'= ... — 11, —5,7,13,.... A Fig.(3.12) ilustra
esses resultados para um MPI com N = 5. Na Fig.(3.13), mostramos os padrdes de
intensidade do campo distante de um MPI com N = 6, iluminado por um feixe Laguerre-
Gauss com [ = —5, 1, 7, respectivamente.

Figura 3.12: Padrao de difracao do campo distante depois de um MPI com N = 5 pontos

iluminado com um feixe Laguerre-Gauss com modo azimutal: a) [ = —1, b) [ = 4 e ¢)
[ —

Fonte: Autor (2011).
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Figura 3.13: Padrao de difragao do campo distante depois de um MPI com N = 6 pontos
iluminado com um feixe Laguerre-Gauss com modo azimutal: a) [ = =5, b) [ = 1 e ¢)
l=T.

Fonte: Autor (2011).

E fécil observarmos que analisando os padroes de difracdo do campo distante de um
MPI, iluminado por um feixe Laguerre-Gaus de alta ordem, nao é possivel caracterizar a
carga topoldgica do feixe difratado devido a ambigiiidade dos resultados. Dessa forma, a
técnica desenvolvida pelo autores do artigo [21] ndo pode ser utilizada para determinar o

estado de momento angular orbital de um feixe.

3.5 Conclusao

Neste capitulo, Apresentamos algumas técnicas de obtencao de feixes com simétria cilin-
drica, os feixes Laguerre-Gauss e feixes Bessel, portadores de momento angular orbital.
Discutimos o método hologréfico, onde o holograma é uma grade de difracao bifurcada,
que nos permite obter virias ordens dos modos desejados simultaneamente. Também foi
discutido o método astigmético, onde um par de lentes cilindricas é utilizado para trans-
formar um modo Hermite-Gauss em um modo Laguerre-Gauss. Descrevemos o método
interferométrico de vericacao da carga topoldgica de um feixe. Finalizamos esse capitulo

descrevendo outros dois métodos de caracterizagao da carga topoldgica de um feixe, a
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fenda dupla de Young e o interferdbmetro de multiponto MPI, mostramos que ambos os
métodos produzem resultados ambigiios. Com a fenda dupla de Young é possivel apenas
determinar o sinal da carga topoldgica, enquanto que o MPI nao é possivel distinguir os
estados de momento angular orbital do feixe. No préximo capitulo, mostraremos uma
técnica onde somos capazes de caracterizar o sinal e o médulo da carga topoldgica de

forma simples e sem ambigiiidades.



4. Determinacao da carga topolégica

de feixes com momento angular

orbital.

4.1 Introducao

No capitulo anterior, discutimos alguns métodos para obtengao experimental de feixes
com momento angular orbital, assim como, algumas técnicas de identificacao da carga
topoldgica desses feixes. Neste capitulo, estudaremos o padrao de difracao na aproximacao
de Fraunhofer de um feixe com frente de onda helicoidail por uma abertura triangular.
No6s mostraremos que o padrao de distribuicao de intensidade do campo devido a difracao
apresenta uma rede 6ptica de vortices triangular truncada, associada a abertura iluminada
e a carga topoldgica do feixe. Com base nessas propriedades, proporemos um método
simples e vidvel para determinar a magnitude e o sinal da carga topoldgica de um feixe

possuindo momento angular orbital .

49
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4.2 Difracao por uma abertura triangular

Consideremos um feixe Laguerre-Gauss com fndice p = 0 no plano z = 0, cuja amplitude

complexa é dada por:

it =0)= (22) e [-5] oot m

onde wy ¢ a cintura minima do feixe, r = /23 + y2 ¢ a coordenada radial, ¢ = tan™! (g—g)
é a coordenada azimutal e [ é a carga topoldgica do feixe. Admitindo que uma abertura
triangular tem uma fungdo transmissao 7(z,yo), dessa forma, o padrao de difracdo na

aproximacgao de Fraunhofer (campo distante) do feixe Laguerre-Gaus ao incidir perpen-

dicularmente nesta abertura ¢ dado pela integral [30]:

E(v,y,z) = ~—exp|ik|z+ Y //Uo(iﬁo,yo,z = 0)7 (20, o)
Az 2z
ik
Xexp | —— (zz0 + yyo) | dzodyo (4.2)
fazendo as seguintes substitui¢oes na integral da eq.(4.2) k, = %x ek, = fy, onde k, e
k, sdo as componentes transversais do vetor de onda no plano de observacao, a eq.(4.2)

pode ser escrita como

E(ky, ky) = //Ug(:vg, Yo, 2 = 0)7 (0, o) exp [—i (kzxo + kyyo)] dzodyo. (4.3)

Na eq.(4.3) desconcideramos o termo de fase ja que estamos interessados apenas nas in-
tensidades em um plano fixo colocado na posicao z, dessa forma, a distribuicao do campo
é obtida da transformada de Fourier do produto da funcao que descreve a abertura trian-
gular 7(xg,yo) e o campo incidente Uy (z,y, 2 = 0). Note que as componentes transversais
do vetor onda podem ser associadas com o sistema de coordenadas na regiao do campo

distante, elas formam as coordenadas do espaco reciproco. Quando o feixe incidente é
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uma onda plana, a eq.(4.3) geralmente pode ser resolvida, sendo uma transformada de
Fourier bidimensional da fungao da abertura [34]. A Fig.(4.1), mostra o padrao de difragao
no campo distante para uma onda plana passando por uma abertura, formada por um
tridngulo equildtero.

Figura 4.1: Padrao de difracao de Fraunhofer para uma onda plana através de uma
abertura triangular. O padrao foi saturado para podemos observar o aspecto do padrao.

: s L i L
0 0.01 002 003 004 005 008 007 008 009 0.1

Fonte: Autor (2011).

Entretanto, a integral nao tem sido resolvida analiticamente para aberturas poligonais,
quando o campo incidente tem uma estrutura de frente de onda helicoidal.

Resolvendo numericamente a eq.(4.3), podemos obter os padroes de difracao de Fraun-
hofer para uma abertura triangular (tridngulo equildtero), usando como condigao inicial
do campo a eq.(4.1). As distribuigoes de intensidade do padrao de difracao de Fraunhofer

para diferentes valores da carga topoldgica [ do campo incidente, é mostrado na Fig(4.2).
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Figura 4.2: Padroes de difracao de Fraunhofer de feixes Laguerre-Gauss passando por
uma abertura triangular, mostrada na Fig4.3. Nos resultados numéricos a intensidade da
luz aumenta do preto para o vermelho. Os padroes de difragao foram calculados para a)
[=1,b)l=2¢)l=3ed)l=4. Observamos que cada lado da rede tem [ + 1 pontos
brilhantes.

a) b)

Fonte: Autor (2011).

Note que as distribuicoes de intensidade do campo distante exibe um padrao de rede
Optica triangular. Observe que o tamanho da rede éptica aumenta com a carga topolégica
[, aumentando também o nimero de méximos de intensidade. Além disso, observe que a

rede é girada em 30° no sentido hordrio em relagao a abertura triangular, mostrada na
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Fig.(4.2)(a).

Os padroes mostrados na Fig.(4.2), podem ser explicados a partir da teoria de interfer-
éncia. E bem conhecido que o padrao de difracio de um feixe de luz por uma abertura é
o resultado da interferéncia dos campos difratados pela bordas da abertura. Utilizaremos
um argumento qualitativo simples para analisar o efeito da fase azimutal ao longo da
borda do tridngulo, anlisando cada borda separadamente.

Figura 4.3: a) Esbogo para a abertura triangular e b) Linhas de contorno para a dis-

tribuicao de intensidade de campo distante apéds o feixe sofrer difracao nas trés bordas do
tridngulo.

Fonte: Autor (2011).

Supondo que o eixo de propagacao do feixe incidente coincide com o centro da abertura
triangular, a fase correspondente a cada uma das bordas do tridngulo terd a mesma
distribui¢ao. Tomando o sistema de coordenadas com origem O no centro do tridngulo,

mostrado a Fig.(4.3)(a), a fase ao longo de uma das bordas pode ser escrita como

P(y) =sin™" | —=—=—=—= |, (4.4)

a2
1ty
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onde a é o tamanho de cada lado do triangulo. Expandindo a func¢do ¢(y) em séries de

Taylor e utilizando apenas o termo de primeira ordem temos

21/3y

a

P(y) =

(4.5)

Aproximando as bordas do tridngulo por fendas com larguras infinitesimais, de modo
que possamos tratd-las como uma delta de Dirac e ignorando a variacao da amplitude do

campo por simplicidade, o campo na fenda horizontal pode ser expresso aproximadamente

Uy~ <x0 — ?a) exp (@) (4.6)

onde x e Yy sao as coordeandas Cartesianas no plano da abertura. Substituindo a eq.(4.6)

Ccomo

na eq.(4.3) temos

E(ky, ky) // (xo — —a) exp (foly0> p [—i (kyxo + kyyo)| drodye.  (4.7)

A integral pode ser resolvida facilmente utilizando as propriedades da transformada de

Fourier, assim, a distribuicao do campo no plano de Fourier é escrito como

Blka, k) =0 (k; - 2—\”> exp ( Via, ) , (4.8)

onde k, e k, sdo as coordenadas transversas no plano de Fourier. Podemos ver das eq.(4.6)
e (4.8) que o campo na fenda é rotacionado de 90° no plano de Fourier. Como esperado,
podemos ver que uma fenda infinitesimal ao longo de y produz um padrao que é deslocado
na direcdo k, (ou seja, o centro do padrao é deslocado) por um montante proporcional & {.
O efeito da fase azimutal sobre este padrao de difracao é produzir um deslocamento pro-
porcional & carga topoldgica, podemos ver também uma dependéncia desse deslocamento

proporcional ao inverso do tamanho do lado do tridngulo. Podemos chegar a resulta-
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dos semelhantes para as outras duas bordas do tridngulo seguindo o mesmo raciocinio.
Desta forma, a amplitude do campo no plano de Fourier, resulta da interferéncia entre os
padroes de difracao das bordas do tridngulo, e a interferéncia resultante apresenta uma
distribuicao triangular, cujo tamanho da rede no espaco de Fourier é propocional ao valor
da carga topoldgica [ e inversamente proporcional ao tamanho do lado do tridngulo equi-
latero. A Fig.(4.4) mostra os padrdes de difracao, associados com as fendas simples do
triangulo, observamos que todos os padroes sao deslocados como esperado [35]. O padrao
de difracao resultante da fenda triangular é igual a interféncia das fendas simples, como
mostra a Fig.(4.5)

Figura 4.4: Padrao de difracao produzido pelas fendas simples de uma fenda triangular,

a) fenda horizontal, b) fenda da direita, e c¢) fenda da esquerda do tridngulo. Os padroes
foram obtidos para [ = 3.

a) |

Fonte: Autor (2011).
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Figura 4.5: Padrao de difracao de um feixe Laguerre-Gauss com [ = 3 por uma fenda
triangular.

Fonte: Autor (2011).

Note que tanto uma abertura triangular e uma fenda triangular tém padroes de
difracao muito semelhantes. Se a carga topolégica do feixe incidente for negativa, a

distribuicao do campo no plano de Fourier sera

E(ky, ky) =0 (ky + 27\/@) exp (—igk‘ﬂt) : (4.9)

podemos ver que o deslocamento acontece no sentido inverso do eixo k,, assim, a dis-

tribuicdo do padrao de difracdo serd girada em 180" em relacdo ao primeiro padrao de

difragao. A Fig.(4.6) mosta esse efeito produzido pela carga topolégica negativa.
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Figura 4.6: Efeito da mudanca do sinal da carga topoldgica no padrao de difracao de
Fraunhofer de feixes Laguerre-Gauss passando por uma abertura triangular. A escala de
intensidade é a mesma que na Fig4.2. A abertura triangular estd na mesma posi¢ao que
na Fig.4.3. Os padroes de difracao foram calculados paraa)l = —1,b) [ = —2,¢) | = -3
ed)l=—4.

a) b)

Fonte: Autor (2011).

Consideremos agora um feixe Bessel de alta ordem incidindo na abertura triangular

no plano z = 0, cuja amplitude complexa é dada por:

Uo(p, ¢,z = 0) = EgJi(ap) exp(ilg) (4.10)

onde Ej é uma constante, .J; é a funcao de Bessel de ordem [, o é a componente transversal
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do vetor de onda e p, ¢ sao as componentes radial e azimutal do feixe, respectivamente.
Substituindo a eq.(4.10) na eq.(4.3) e depois resolvendo a integral numericamente, encon-
tramos que as distribuicoes de intensidade dos padroes de difragao de um feixe Bessel ao
ser difratado por uma abertura triangular sao iguais as distribuicoes de intensidade para
os feixes Laguerre-Gauss. Este resultado é mostrado na Fig.(4.7), em vista disso, nossos
resultados mostram que o padrao de difracao de feixes com simetria cilindrica, possuindo

uma frente de onda helicoidal depende apenas da carga topoldgica dos feixes.

Figura 4.7: Padroes de difragao de Fraunhofer de feixes Bessel passando por uma abertura
triangular mostrado. A escala de intensidade é a mesma que na Figd.2. A abertura

triangular estd na mesma posicao que na Fig.4.3. Os padroes de difracao foram calculados
paraa)l=1,b)l=2¢c)l=3ed) ] =4.

a) b)

Fonte: Autor (2011).
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Um resultado importante emerge de nossas observagoes, existe uma relagao simples
entre o nimero de méximos de intensidade e a magnitude da carga topolégica, assim
como, a orientacao da rede e o sinal da carga topoldgica. Assim, desenvolvemos uma
maneira simples e elegante para determinar a magnitude e o sinal da carga topolégica
de um feixe com frente de onda helicoidal. Da Fig.(4.7), podemos observar que o valor
de [ estd diretamente relacionado com o nimero de maximos de intensidade em um dos
lados da rede triangular. A carga topoldgica é dada por [ = N — 1, onde N é o ntimero
de médximos de intesidade em um dos lados da rede. Por exemplo, no caso em que nos
preparamos um feixe Bessel com [ = 2, podemos observar o padrao de difracao mostrado
na Fig.(4.7)(b) que o nimero de méximos de intensidade nos lados do triangulo é N = 3,
portanto, a carga topolégica do feixe é igual al =3 — 1 = 2.

Estd técnica foi avaliada para diversos valores da carga topoldgica, verificamos que
para valores da carga topoldgica [ > 11, comecamos a ter dificuldade em identificar o
limite da rede. Desta forma, nao podemos deternimar o médulo da carga topoldgica,

podemos apenas identificar o seu sinal, a Fig(4.8) mostra esses resultados.
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Figura 4.8: Padroes de difracao de Fraunhofer de feixes Laguerre-Gauss passando por
uma abertura triangular. Os padroes de difragdo foram calculados para a) [ = 10, b)
[=11,¢c)l=12ed) [ = 13. Os Tridngulos em branco servem para mostrar os limites da
rede.

Fonte: Autor (2011).

4.3 Experimento

Nesta secao, vamos demonstrar experimentalmente nossos resultados numéricos usando
uma configuracao experimental bastante simples. O aparato experimental é mostrado na

Fig. (4.9).
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Figura 4.9: Arranjo experimental, M; e M, sao espelhos.

ARGON
LASER

J@514.5nm

HOLOGRAMA

-1l

= (RIS

ABERTURA
TRIANGULAR

LENTE

Fonte: Autor (2011).

Um laser de argonio, operando no comprimento de onda A = 514.5nm e poténcia
de 10mW, passa por um filtro espacial, de forma a gerarmos um feixe bem préximo de
uma onda plana. Os feixes de luz possuindo momento angular orbital foram preparadas
iluminando um holograma gerador por computador [36]. O holograma difrata diferentes
ordens produzindo feixes Laguerre-Gauss de alta ordem com diferentes cargas topoldg-
icas, que foram selecionados através de uma fris. Uma abertura com formato de um
triAngulo equildtero com um comprimento lateral de 1,75mm foi colocado no caminho
de propagacao. Usando uma lente imediatamente apds a abertura, com comprimento
focal de f = 30cm, obtivemos o padrao de difracao do campo distante no plano focal da
lente. As distribuicoes de intensidade dos padroes de difracao foram gravadas por uma
camera CC'D (Charge-Coupled Device) modelo 4910 Series da Cohu Eletronics Division,
conectada a um computador através de uma placa de aquisicao de imagens modelo IMAQ

PCI/PXI-1408 da National Instruments, o software de aquisi¢do de dados foi o LabVIEW
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6.1. Afim de mostramos o quanto esse experimento é simples, nés construimos nossa aber-
tura triangular com fita isolante, a Fig.(4.10)(a) mostra essa abertura triangular. Note
que abertura triangular possui alguns defeitos nas bordas, além de nao ser exatamente

um tridngulo equildtero. Apesar disso, conseguimos obter 6timos resultados.

Figura 4.10: Distribuicao de intensidade na abertura triangular de feixes Laguerre-Gauss
coma)l=0,b)l=1ec)l=2.

Fonte: Autor (2011).

Os resultados experimentais sdo mostrados nas Fig.(4.11) e Fig.(4.12), onde obser-
vamos uma total concondancia entre nossos resultados numéricos e experimentais. Na
Fig.(4.11)(d), observamos problemas na formagcao da rede. Isso se deve a baixa qualidade
do feixe produzindo pela difracao de 4° ordem no holograma, além dos defeitos nas bordas

do tridngulo.
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Figura 4.11: Resultados experimentais para a distribui¢ao de intensidade do padrao de
difracao de feixes Laguerre-Gauss coma) [ =1,b) [ =2,¢c)[=3ed) [ =4.

Fonte: Autor (2011).

Figura 4.12: Resultados experimentais para a distribui¢ao de intensidade do padrao de
difragao de feixes Laguerre-Gauss com a) [ = —2 e b) [ = —3.

Fonte: Autor (2011).



4.4 Conclusao 64

Um ponto importante sobre a configuragao experimental é que a singularidade de fase
deve ficar no centro da abertura e as bordas da abertura deve ser iluminada pela parte
interna do feixe incidente. No entanto, é fdcil colocar o feixe no centro da abertura, basta
apenas verificar a imagem da CCD obtida durante o alinhamento, a Fig.(4.10)(b) e (c)
mostra esse alinhamento para feixes Laguerre-Gauss com cargas iguais [ = 1 e [ = 2,

respectivamente.

4.4 Conclusao

Neste capitulo, demonstramos numericamente e experimentalmente a geragao de uma rede
Optica truncada apenas pela difracao de feixes com momento angular orbital, através de
uma abertura triangular. O efeito causado pela mudanca da carga topolégica revela uma
rede oculta, que nao é observada para feixes sem momento angular orbital. Além disso,
as rede épticas obtidas sao limitadas pela carga topolégica do feixe incidente. Com isso,
desenvolvemos uma técnica difrativa que nos permite encontrar tanto sinal e magnitude
da carga topoldgica de uma forma inequivoca, mesmo para altos valores de [. Esta técnica
nao-interferométrica requer apenas uma tnica exposicao. A carga topolégica é facilmente
determinada pela contagem do nimero de méaximos de intensidade do lado externo de um
triAngulo que aparece no padrao de difracao, através da orientacao da rede fomada em

relacao a abertura conseguimos identificar o sinal da carga tololégica.



5. Conclusao geral

Inicialmente, nesta tese, revisamos o conceito do momento angular transportado pela luz.
Vimos que um feixe com polarizacao circular transporta momento angular intrinseco na
direcao de propagacao, e que feixes possuindo uma fase azimutal possuem momento angu-
lar orbital. Descrevemos duas familias de feixes de luz que transportam momento angular
orbital, os feixes Laguerre-Gauss e os feixes Bessel, que sao solugoes da equacao de onda
na aproximagao paraxial e da equacao de Helmholtz, respectivamente, em coordenadas
cilindricas. Diferentemente dos feixes Laguerre-Gauss, os feixes Bessel nao sofrem difragao
durante a propaga¢ao no vacuo.

Em seguida, estudamos alguns métodos de geracao experimental dos feixes Laguerre-
Gauss e dos feixes Bessel, em particular, discutimos os hologramas gerados por computa-
dor, que foram utilizados no decorrer desta tese. Descrevemos o método interferométrico
para determinar a carga topoldgica de um feixe. Mostramos que os métodos desenvolvi-
dos por Sztul [20] e Berkhout [21], ndo podem ser usados para caracterizar os estados
de momento angular orbital, devido a ambigiiidade dos padraos de difracao. Enquanto o
método proposto por Sztul determina apenas o sinal da carga topolégica, o método de-
senvovildo por Berkhout nao consegue distinguir os estados de momento angular orbital
do feixe, devido ao fato que o padrao de difracao de um feixe com carga topoldgica [ é
idéntico ao padrao de difracao de um feixe com carga topoldgica [ + pN.

No intuito de encontrar uma forma simples para determinar o estado de momento

angular orbital, apresentamos um estudo da difracao por um tridngulo equildtero de feixes
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possuindo momento angular orbital. Observamos que a presenca da carga topolégica
produz uma rede éptica truncada no padrao de difragao, com tamanho da rede éptica
dependendo valor de [, aumentando [ aumentamos o nimero de méximos de intensidade.
Além disso, a rede triangular é girada em 30° no sentido hordrio em relacao a abertura
triangular quando [ for positivo, e 30° no sentido anti-hordrio quando ! for negativo.
Observamos ainda que o valor de [ estd diretamente relacionado com o niimero de méximos
de intensidade em um dos lados da rede triangular através da relagao [ = N — 1, onde N
é o nimero de méximos de intesidade em um dos lados da rede. Com esses resultados,
conseguimos desenvolver um método que nos permite determinar o sinal e a magnitude
da carga topolégica, mesmo para altos estados do momento angular orbital. O estado do
momento angular orbital é facilmente determinado pela contagem do niimero de méximos
de intensidade do lado externo do tridngulo que aparece no padrao de difracao. Através
da orientacao da rede triangular fomada em relacao a abertura conseguimos identificar
o sinal da carga tololdgica. Finalmente, demonstramos nossos resultados experimentais,
onde obtivemos a validade do nosso método.

Entre as diversas perspectivas, pretendemos desenvolver novas técnicas para caracteri-
zar a carga topolégica de outras familias de feixes possuindo momento angular orbital,

como por exemplo, os feixes de Mathieu [41].
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