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RESUMO

Considerando a não-linearidade não-instantânea do tipo Kerr, a propagação de um pulso par-

cialmente coerente é estudado teoricamente através do uso de extensões na equação não linear de

Schrödinger. Para isso, levamos em conta um modelo de difusão de fase no pulso parcialmente

coerente. Para incorporar o tempo de resposta finito no meio Kerr, utilizamos uma dependência

temporal na resposta não linear do meio introduzida na equação não linear de Schrödinger através

do modelo de relaxação de Debye. Deduzimos analiticamente também a relação de dispersão e

computamos numericamente o espectro de ganho e algumas quantidades estatı́sticas de segunda

ordem relevantes. Neste trabalho realizamos também um estudo detalhado de como estas pro-

priedades estatı́sticas são influenciadas pelos regimes de dispersão da velocidade de grupo, tanto

quanto pelo atraso na resposta não linear do meio em questão. Por fim, enfatizamos as diferentes

caracterı́sticas para as respostas não lineares rápidase lentas.

Em outra vertente deste trabalho, realizamos estudos teóricos acerca de tais caracterı́sticas es-

tatı́sticas para o regime de dispersão zero.

Palavras-chave:́Optica não linear estatı́stica, instabilidade modulacional, efeito Raman.
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ABSTRACT

Considering noninstantaneous Kerr nonlinearity, the propagation of a partially coherent opti-

cal beam are theoretically investigated by using extensions of the nonlinear Schrödinger equation

(NLSE). In order to account for the partial coherence of the beam, a phase-diffusion model is

used for the laser beam. To introduce the finite response timeof the medium, a time dependent

nonlinear response is incorporated in the system of NLSE using the Debye relaxation model. We

analytically deduce the dispersion relation and numerically compute the gain spectra along with

relevant second-order statistical quantities. A detailedstudy of how these statistical properties are

influenced by the group velocity dispersion regime as well asby the delayed nonlinear response

of the material is presented. The distinct features for slowand fast delayed nonlinear response are

also emphasized.

In another aspect of this work, we also conducted theoretical studies on such statistical charac-

teristics near zero-dispersion regime.

Keywords: Nonlinear statistical optics, modulational instability, Raman effect.
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PREFÁCIO

Neste trabalho, analisamos pulsos ópticos parcialmente coerentes levando em consideração o

caráter estatı́stico incluı́do na propagação de tais pulsos. Investigamos também como o fenômeno

da instabilidade modulacional - induzido pela automodulac¸ão de fase - pode ser evidenciado através

da análise das propriedades estatı́sticas do pulso óptico, utilizando um modelo de difusão de fase.

Durante a propagação dos pulsos ópticos, levamos em conta um meio não linear dispersivo genérico

cuja resposta é não instantânea. Estudamos os diferentes comportamentos dos espectros de ganho

devido aos regimes de tempo de resposta lenta e rápida. Com oobjetivo de complementar o nosso

trabalho, realizamos os mesmos estudos não apenas para os regimes dispersivos anômalo e normal,

também estendemos nossos resultados para o caso do regime de dispersão mı́nima.

Para isso, dividimos essa tese em 4 capı́tulos conforme descrevemos a seguir.

No primeiro capı́tulo fazemos um relato teórico sobre a teoria de propagação de pulsos ópticos.

Após um breve histórico sobre comunicações utilizandofeixes luminosos, consideramos as quatros

equações de Maxwell, e as desenvolvemos até obtermos a equação não linear de Schrödinger para

propagação de ondas eletromagnéticas. Citamos tambémalguns efeitos não-lineares que podemos

encontrar na propagação destes pulsos importantes para este trabalho.

No capı́tulo 2, nos concentramos em definir alguns resultados já existentes na literatura sobre a

propagação de pulsos parcialmente coerentes em meios comresposta não linear instantânea [14].

No capı́tulo 3, apresentamos alguns resultados que originaram esta tese [20] complementares

aos estudos de pulsos coerentes propagantes em meios com resposta não linear não instantânea

[13], onde o caráter estocástico de pulsos parcialmente coerentes é levado em conta. Neste capı́tulo

nos concentraremos nos regimes de dispersão da velocidadede grupo anômalo (β2 < 0) e normal

(β2 > 0).

No capı́tulo 4, investigamos o caso da amplificação do ruı́do descrito no capı́tulo anterior.

Porém, motivado por alguns trabalhos [44, 45], estudamos a ENLS no regime de dispersão zero

(λ ≈ λD ⇒ β2 = 0), dando origem a um outro trabalho inédito que está em fasede conclusão para

publicação em breve.
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Encerramos no capı́tulo 5, com as perspectivas futuras paraeste trabalho. Tais como, a análise

dos efeitos descritos nesta tese devido a saturação da resposta não linear para pulsos parcialmente

coerentes, e nas circunstâncias em que a instabilidade modulacional é induzida devido a modulação

de fase cruzada, onde há dois pulsos parcialmente coerentes se propagando em um mesmo meio

com resposta não linear não instantânea.
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1.13 Efeito Raman. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

1.14 Automodulação de fase. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

1.15 Modulação de fase cruzada. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

1.16 Instabilidade Modulacional. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
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Caṕıtulo 1

Propagaç̃ao de ondas eletromagńeticas

1.1 Introdução

Os estudos iniciais sobre a luz surgiram desde os tempos maisantigos em um campo da filosofia

conhecido comoatomismo. Os estudiosos desta área baseavam suas teorias pressupondo que a

natureza estaria dividida em apenas duas partes: o átomo e ovazio (vácuo). Como um dos prin-

cipais atomistas gregos e teóricos precussores no campo daóptica podemos citarLucr écio (Titus

Lucretius Carus -99 a.C. -55 a.C.) que defendia a hipótese que tudo, inclusive a luz solar era

composto por átomos.

No inı́cio do século XVII, esta teoria corpuscular da luz com as contribuições deIsaac Newton

(1642 − 1727) pôde se firmar. Em suas obras, Newton afirmava que a luz se propagava como

pequenos corpos através do espaço obedecendo a três princı́pios básicos:

• Prinćıpio da propagaç̃ao ret́ılinea da luz: Dois ou mais raios de luz se propagam em trajetória

retilı́nea em meios homogêneos e transparentes.

• Prinćıpio da independ̂encia dos raios de luz: Se dois ou mais raios de luz se cruzam du-

rante sua propagação em algum ponto do espaço, cada um deles continuam sua trajetória

independente dos demais.
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6 Propagação de ondas eletromagnéticas

• Prinćıpio da reversibilidade da luz: Um raio de luz ao propagar-se em um meio, percorre o

mesmo caminho óptico independente do sentido da propagação.

Entretanto, Newton acreditava também que as partı́culas que compunham luz possuı́am massa

diferente de zero, e portanto, deveriam possuir peso quandosujeitas a um campo gravitacional.

Assim, um raio de luz poderia sofrer um pequeno desvio ao se propagar próximo a um campo

gravitacional.

Figura 1.1: Da esquerda para direita:Lucrécioe Isaac Newton

Fonte: Disponı́vel em:<http://www.materialismo.net/> e<http://www.academiadeciencia.org.br/site/2012/10/29/isaac-newton/> Acesso em
31/10/2014 às 11:12h, respectivamente.

Um outro cientista,Christiaan Huygens(1629−1695), discordava das idéias de Newton sobre

a teoria corpuscular da luz. Huygens descrevia a luz como sendo uma “onda em movimento ou um

pulso periódico”se espalhando em todas as direções peloéter. Através de sua teoria ondulatória da

luz descreveu os fenômenos de refração e reflexão utilizando uma onda primária e pequenas on-

das secundárias. Também poderia explicar outros fatos ópticos utilizando argumentos envolvendo

fenômenos de interferência de ondas.

Os campos eletromagnéticos foram descobertos no inı́cio de 1800 através de estudos envol-

vendo correntes alternadas. Percebeu-se que alguns efeitos ocorriam a uma certa distância através

do espaço, mesmo quando não havia nenhum meio condutor.James Clerk Maxwell(1831−1879)

notou que existia uma simetria entre as equações do campo elétrico e do campo magnético. Desta

maneira, previu teoricamente a natureza das ondas eletromagnéticas e que a luz era uma onda deste

tipo, com velocidade de propagação igual ac = (µ0ǫ0)
− 1

2 . Em seus trabalhos publicados em 1864,
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1.1 Introdução 7

em um dos papers mais famosos em fı́sica intituladoA Dynamical Theory of the Electromagnetic

Field, Maxwell escreveu:

“A velocidade das ondas transversais em nosso meio hipotético, calculada a partir dos

experimentos electromagnéticos dos Srs. Kohrausch e Weber, concorda tão exatamente

com a velocidade da luz, calculada pelos experimentosópticos do Sr. Fizeau, quée

difı́cil evitar a infer̂encia de que a luz consiste nas ondulações transversais do mesmo

meio quée a causa dos fenômenos eĺetricos e magńeticos.[1] ”

Mais posteriormente, a teoria quântica da luz foi desenvolvida, com nomes como:Planck

(1858 − 1947), Einstein (1879 − 1955), Bohr (1885 − 1962) partindo do fato da energia eletro-

magnética ser quantizada, ou seja, que o campo eletromagn´etico só pode ser propagado em “pa-

cotes”de quantidades discretas de energia, chamados defótons.

Nas teorias modernas sobre a luz, leva-se em conta sua dualidade onda-partı́cula que envolve

conceitos das teorias corpuscular de Newton e ondulatóriade Huygens. Podemos explicar o que é a

luz utilizando a teoria eletromagnética de Maxwell para descrever a propagação da mesma e a teoria

quântica da luz para descrever a interação da luz com a matéria. Neste raciocı́ocinio, deduziremos

nas seções seguintes a equação de propagação de uma onda eletromagnética.

Figura 1.2: Da esquerda para direita:Christiaan Huygens, Albert Einstein, Neils Bohre Max
Planck

Fonte: Disponı́vel em:<http://summer-astronomy-pc.wikispaces.com/Christiaan+Huygens>, <http://en.wikipedia.org/wiki/AlbertsEinstein>,
<http://en.wikipedia.org/wiki/NielsBohr> e<http://www.infoescola.com/biografias/max-planck/> Acesso em 31/10/2014 às 11:12h,

respectivamente.
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8 Propagação de ondas eletromagnéticas

1.2 Histórico das comunicaç̃oes

Vamos entender um pouco do histórico de alguns métodos de transmissão que utilizam a luz

como meio de comunicação para envio de informações desde os tempos mais antigos.

Desde os tempos mais antigos, o ser humano utilizava-se da luz solar para se comunicarem en-

tre si por grandes distâncias. Uma das maneiras encontradas para tal era através do uso de espelhos

refletindo sinais luminosos direcionando-os para um receptor, que por sua vez reemitia os sinais

recebidos para outro receptor ainda mais distante, e assim sucessivamente. Durante a noite, devido

a falta de luz solar era utilizado grandes fogueiras como fonte de luz. Este processo de transmissão

de sinais, em princı́pio é utilizado até hoje, porém sem ouso de fogueiras, e os receptores hu-

manos foram substituı́dos por dispositivos chamados derepetidores. Como curiosidade histórica,

é possı́vel que este método de comunicação tenha sido utilizado na transmissão de informações

levadas dáAsia Menor até Argos pelos gregos na ocasião da queda de Tr´oia no século VI A.C.

Em 1791, o francêsClaude Chappecriou um aparelho chamado deSemaphore, constituı́do

basicamente como um dispositivo de braços mecânicos que desempenhavam o papel de repetidores.

Estes repetidores utilizavam sinais semelhantes aos usados em pistas de pousos de aeroportos.

Com o uso desta técnica era possı́vel transmitir informações a distâncias de 800Km em 1 hora

aproximadamente.

Figura 1.3: Da esquerda para a direita:Claude Chappee um exemplar de umsemaphore

Fonte: Disponı́vel em:<http://infnetmidiasdigitais.files.wordpress.com/2011/01/portraitchappe.jpg> e
<http://en.wikipedia.org/wiki/File:OptischerTelegraf.jpg> Acesso em 31/10/2014 às 11:12h, respectivamente.

Alguns anos depois,Samuel Morseconstruiu em 1835 seu primeiro protótipo de telégrafo,

e juntamente com ele, criou um importante sistema de sinais de comunicação conhecido como

Código Morse. Já em 1870, John Tyndall demonstrou que era possı́vel a luzpercorrer um “feixe”de
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água em decorrência do fenômeno da reflexão interna total (RIT).

Figura 1.4: Da esquerda para a direita:Samuel Morse, um telegráfo e o experimento Tyndall

Fonte: Disponı́vel em:<http://infnetmidiasdigitais.files.wordpress.com/2011/01/samuelmorses.jpg>,
<https://historiadastransmissoes.wordpress.com/tag/telegrafo/> e

<http://www.ciop.unlp.edu.ar/Espanhol/Actividades/eventos/laser/fotosSeleccionadas.html> Acesso em 31/10/2014 às 11:12h, respectivamente.

Esse processo pode ser comparado ao que ocorre no interior das fibras ópticas. Esse experi-

mento simples e muito importante, marca o inı́cio da pesquisa no campo dos guias de onda. Em

1876, Graham Bell, após ter obtido a patente do telefone, criou um dispositivo chamado deFoto-

fone.

Este dispositivo consistia em um sistema de comunicação utilizando-se da luz solar trans-

mitindo a voz através de espelhos e de um sistema elétrico como mostra a fig. (1.6) - As ondas

sonoras da voz do emissor modulavam as ondas luminosas através de um espelho refletor. No

processo receptor, uma célula de selênio convertia esse feixe luminoso modulado em intensidade

de corrente elétrica. E consequentemente, através de um receptor telefônico essa intensidade de

corrente elétrica poderia ser convertida novamente em som[2].

Figura 1.5: Da esquerda para direita: Da esquerda para a direita: John TyndalleGraham Bell

Fonte: Disponı́vel em:<http://www.irishexaminer.com/media/images/e/exam041213JohnTyndalllarge.jpg> e
<http://www.uh.edu/engines/epi587.htm> Acesso em 31/10/2014 às 11:12h, respectivamente.
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10 Propagação de ondas eletromagnéticas

A partir da experiência de Tyndall e do Fotofone de Bell surgiram alguns guias de ondas fabri-

cadas de materiais dielétricos que possuı́am a capacidadede transmitir a luz devido ao fenômeno

de reflexão interna total (RIT), conhecidos como fibras. Entre estas fibras, existe a fibra óptica que

basicamente é um guia de onda produzido por materiais que possuem a capacidade de transportar

luz através de qualquer caminho.

Figura 1.6: Desenho ilustrativo de um fotofone sendo utilizado

Fonte: Disponı́vel em:<http://www.fazano.pro.br/port132.html> Acesso em 31/10/2014 às 11:12h.

Como inventor das fibras ópticas podemos mencionar, o cientista indianoNarinder Singh Ka-

pany. Em 1952, com base nos estudos realizados anteriormente, Kapany pode concluir suas

pesquisas que o levaram à invenção da fibra óptica.

Figura 1.7:Narinder Singh Kapany

Fonte: Disponı́vel em:<http://www.parrikar.com/blog/2012/06/20/legends-of-silicon-valley-narinder-singh-kapany/> Acesso em 31/10/2014 às
11:12h.
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1.2 Histórico das comunicações 11

Para que o fenômeno da RIT seja possı́vel, as fibras ópticassão compostas por dois cilindros

concêntricos, onde os ı́ndices das camadas mais externas são sempre menores que os das camadas

mais internas permitindo assim o propagação dentro do guia, semelhante ao experimento de Tyn-

dall.

Figura 1.8: Esquema ilustrativa e simplificado de uma fibra

Fonte: Disponı́vel em:<http://www.oficinadanet.com.br/imagens/post/2649/estrutura-fibra-otica.jpg> Acesso em 31/10/2014 às 11:12h.

O ı́ndice de refração do núcleo (nnúcleo) e o ı́ndice de refração da interface ou casca (ninterface),

obedeçam relação:

nnúcleo> ninterface

Conjuntamente com a escolha dos ı́ndices, é necessário também que a luz incida na fibra com um

ângulo de incidência abaixo de um valor crı́tico. Estes s˜ao os prı́ncipios básicos que permite a

propagação da luz em uma fibra óptica.

Quando estamos tratando de transmissão de informação podemos relacionar, a largura da banda

do sinal com a quantidade de informação que pode ser transmitida por unidade de tempo. As fibras

ópticas são excelentes transmissores quando estamos operando sistemas que exijam altas larguras

de banda. Relaciona-se a largura da banda em questão e a quantidade de informação transmitida

através da seguinte equação:

Taxa de transmissão= (Largura da banda(Hz))× Bit/s
Hz
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12 Propagação de ondas eletromagnéticas

1.2.1 Tipos de fibrasópticas

Podemos dividir os tipos de fibras existentes entre: fibrasmonomodo e fibrasmultimodo,

onde esta última se subdivide em:fibras multimodo com ı́ndice degrauefibras multimodo com

ı́ndice gradual. Estes diferentes tipos de fibras estão relacionados de acordo com os modos de

propagação dentro do guia de onda.

Fibras Monomodo

As fibras que possuem um único modo de propagação são chamadas defibras monomodo.

Devido a essa caracterı́stica, a luz se propaga com baixa dispersão. Entretando, este tipo de fibra

é de difı́cil manuseio e por isso, a dificuldade de sua produc¸ão é maior comparada às demais.

Podemos salientar ainda que a principal caracterı́stica dafibra monomodo é a maior capacidade de

transmissão quando em relação às fibras multimodos, devido a quantidade de modos propagantes

permitidos nesse tipo de fibra.

Podemos mencionar como método de produção de uma fibra monomodo:

1. Reduzindo a diferença entre os ı́ndices de refração;

2. Aumentando o comprimento de onda;

3. Diminuindo o diamêtro do núcleo da fibra óptica.

Figura 1.9: Esquema ilustrativo de uma fibra monomodo

Fonte: Disponı́vel em:<http://www.gta.ufrj.br/grad/081/wdm1/Atenuaoelimitaesdasfibraspticasclip image008.jpg> Acesso em 31/10/2014 às
11:12h. (Adaptado)
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Fibras Multimodo com Indice Degrau

Com raciocı́nio semelhante a seção anterior, quando as fibras possuem vários modos de propagação

são chamadas defibras multimodoe por sua vez, são relativamente mais facéis de se produzir.

Como já foi mencionado, as fibras são compostas por dois cilı́ndros concêntricos com diferentes

ı́ndices de refração, escolhidos de maneira que o fenômeno da reflexão interna total seja observado.

Podemos escolher estes ı́ndices de refração sem uma mudança gradual ao longo da fibra, neste

caso, diremos que estamos trabalhando com umafibra multimodo coḿındice degrau

Nas fibras multimodo de uma maneira geral, vários modos de propagação são excitados quando

um pulso incide, implicando em que parte da luz propagante trafegue em diferentes caminhos,

causando assim um grande alargamento do pulso devido à diferença de caminhos.

Figura 1.10: Esquema ilustrativo de uma fibra multimodo com ´ındice degrau

Fonte: Disponı́vel em:<http://www.gta.ufrj.br/grad/081/wdm1/Atenuaoelimitaesdasfibraspticasclip image008.jpg> Acesso em 31/10/2014 às
11:12h. (Adaptado)

Fibras Multimodo com Indice Gradual

A diferença básica entre as fibras de ı́ndice gradual para as de ı́ndice degrau está na formação

de sua estrutura interna. Estas fibras possuem um tipo de produção mais complexo do que as

demais. Nestas fibras, o ı́ndice de refração deve diminuirgradualmentedo núcleo para a casca,

fazendo com que parte da luz trafegante se propague em diferentes caminhos, porém, chegando à

outra extremidade praticamente no mesmo momento. Isso resulta em um aumento efetivo da banda

passante, aumentando a capacidade de transmissão.

No processo de produção de tais fibras, é possı́vel construir as diferenças graduais do núcleo

para a casca, a partir de dopagens diferenciadas de elementos na região entre o núcleo e a casca.
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14 Propagação de ondas eletromagnéticas

Figura 1.11: Esquema ilustrativo de uma fibra multimodo com ´ındice gradual

Fonte: Disponı́vel em:<http://www.gta.ufrj.br/grad/081/wdm1/Atenuaoelimitaesdasfibraspticasclip image008.jpg> Acesso em 31/10/2014 às
11:12h. (Adaptado)

1.3 Deduç̃ao da equaç̃ao de propagaç̃ao de uma onda eletro-

magnética

Considere o vácuo. Podemos estabelecer o estado eletromagnético em um ponto do espaço

através da especificação de dois campos vetoriais:E e B, que representam os campos elétrico e

indução magnética macroscópicos em questão. Campos estes, que por sua vez regem a dinâmica

da propagação de ondas eletromagnéticas. Relacionaremos este campos entre si, utilizando as

equações de Maxwell. São elas, em sua forma diferencial:

∇× E = −∂B
∂t

(1.1)

∇×B = µ0J+ µ0ǫ0
∂E

∂t
(1.2)

∇ · E =
ρ

ǫ0
(1.3)

∇ ·B = 0 (1.4)

Podemos também associar a estes dois campos, outros dois campos derivados correspondentes,

D eH (também conhecidos como: campo deslocamento elétrico e campo magnético, respectiva-

mente) através da polarização e magnetização do meio,P eM.

Porém, tais campos, só serão levados em conta, quando o ponto ou meio em questão seja um

meio dielétrico, ou quando fenômenos de polarização forem necessários considerar. Para isso,

devemos utilizar uma forma um pouco mais geral das equações de Maxwell.

Demonstraç̃ao 1:
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1.3 Dedução da equação de propagação de uma onda eletromagnética 15

Pela lei de Gauss, sabemos que o campo elétrico obedece a seguinte relação com a densidade

total de cargas no meio:

∇ · E =
ρ

ǫ0
∴ ρ = ρf + ρb (1.5)

E, ρf e ρb representam as densidades de cargas: livres (densidade de cargas externa) e ligadas

(densidade de cargas polarizada) do meio, respectivamente. Chamamos densidades de cargas livres,

àquelas referentes as cargas que possuem a capacidade de semovimentar dentro do meio estudado.

Analogamente, a densidade de cargas ligadas são caracterizadas pelas cargas que estão “presas”as

moléculas ou átomos do meio dielétrico.

Considere um objeto cuja polarização em função da posic¸ãor seja definida pela funçãoP(r).

A partir da definição de potencial elétrico, sabemos que opotencialV(r) pelo elemento de volume

∆V situado no pontor pode ser calculado através da soma de dois termos, o primeiro referente à

carga que existe dentro do volume∆V do dielétrico, dado por:ρf(r′)∆V , e o segundo termo ref-

erente a contribuição do dipolo total induzido dado por:P∆V . Assim, o potencial deste dielétrico

pode ser dado por:

V(r) =

∫

V

dV(r) =
1

4πǫ0

∫

V

ρf(r
′)

|r− r′|dV +
1

4πǫ0

∫

V

P · |r− r′|
|r− r′|3 dV, (1.6)

Podemos utilizar a seguinte identidade matemática, mudando apenas as coordenadas de atuação

do operador∇:

∇
(

1

|r− r′|

)

= − r− r′

|r− r′|3 ⇒ ∇
(

1

|r− r′|

)

= −∇′
(

1

|r− r′|

)

(1.7)

E assim,

∇′
(

1

|r− r′|

)

=
r− r′

|r− r′|3 (1.8)
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16 Propagação de ondas eletromagnéticas

Substituindo essa identidade em (1.6), obtemos:

V(r) =
1

4πǫ0

∫

V

[

ρf(r
′)

|r− r′| +P(r′) · ∇′
(

1

|r− r′|

)]

dV (1.9)

Podemos utilizar o seguinte procedimento,

∇′ ·
(

P(r′)

|r− r′|

)

= P(r′) · ∇′
(

1

|r− r′|

)

+
1

|r− r′|∇
′ ·P(r′) (1.10)

Substituindo (1.10) em (1.9),

V(r) =
1

4πǫ0

∫

V

[

ρf (r
′)

|r− r′| +∇′ ·
(

P(r′)

|r− r′|

)

− 1

|r− r′|∇
′ ·P(r′)

]

dV (1.11)

Pelo teorema do divergente1, o potencialV(r) é dado por:

V(r) =
1

4πǫ0

[
∫

V

ρf(r
′)

|r− r′|dV +
1

4πǫ0

∮

S

P(r′) · n̂
|r− r′| dS − 1

4πǫ0

∫

V

∇′ ·P(r′)

|r− r′|

]

dV (1.13)

Analisando os termos acima, podemos perceber que os termosP(r′) · n̂ e∇′ · P(r′) possuem

unidades de carga por unidade de área e carga por unidade de volume, respectivamente. Sendo

assim, é conveniente definirmos as densidades volumétricas e superficiais de carga de polarização,

uma vez que estas grandezas estão associadas a polarizaç˜ao. Logo,

1

Teorema 1(Teorema do Divergente). Dado um campo vetorial W de classeC1(D), que contem uma superfı́cie fechada
S delimitando um volume V em D aberto, orientada pela normal unitária n̂ exteriorà fronteira de V, ent̃ao:

∫

V

∇ ·WdV =

∮

S

W · n̂dS (1.12)
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1.3 Dedução da equação de propagação de uma onda eletromagnética 17

ρb = −∇ ·P (1.14)

σb = P · n̂ (1.15)

Desta forma, a eq. (1.13) se reescreve da seguinte forma:

V(r) =
1

4πǫ0

[
∫

V

ρf(r
′)

|r− r′|dV +
1

4πǫ0

∮

S

σb(r
′)

|r− r′|dS +
1

4πǫ0

∫

V

ρb(r
′)

|r− r′|

]

dV (1.16)

Em um dielétrico que preenche todo o espaço, vamos definir asuperfı́cieS de integração in-

finita. Assim, o potencialV(r) é calculado a partir das contribuições das densidades decargas no

dielétrico representadas pelas integrais volumétricasa seguir. Desta forma,

V(r) =
1

4πǫ0

[
∫

V

ρf(r
′)

|r− r′|dV +
1

4πǫ0

∫

V

ρb(r
′)

|r− r′|

]

dV (1.17)

Logo, o potencial pode ser calculado a partir das contribuic¸ões das densidades volumétricas de

cargas livres e ligadas.

V(r) =
1

4πǫ0

∫

V

ρf(r
′) + ρb(r

′)

|r− r′| dV (1.18)

Comparando a eq. (1.18) com o potencial elétrico no vácuo,

V(r) =
1

4πǫ0

∫

V

ρ(r′)

|r− r′|dV (1.19)

Vemos que as equações são iguais, uma vez que a grandezaρf (r
′) + ρb(r

′) denota uma densi-

dade “lı́quida”. Comparando com a primeira lei de Maxwell, em sua forma diferencial, podemos

perceber que,
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18 Propagação de ondas eletromagnéticas

∇ · E =
ρf + ρb
ǫ0

(1.20)

que pela eq. (1.14), podemos escrever:

ǫ0∇ · E+∇ ·P = ρf ⇒ ∇ · (ǫ0E+P) = ρf (1.21)

Aqui utilizamos a aproximação até o termo de dipolo, desprezando os termos de quadrupolo.

Assim, definimos, o deslocamento elétricoD, como

D = ǫ0E+P (1.22)

temos que,

∇ ·D = ρf (1.23)

Afim de estabelecer uma relação constitutiva para o campo magnético,B, partindo de um

racı́ocinio semelhante, iremos calcular a contribuiçãopara campo magnético devido a um mate-

rial magnético.

Em princı́pio, consideremos um meio magnético que ocupe todo o volume do espaço em

questão. Onde, existe uma densidade de corrente e uma magnetização representados respectiva-

mente por,Jf(r
′) e M(r′). Se levarmos em conta um elemento de volume∆V desse meio, o

mesmo gera um potencial vetor magnético2 total dado por duas contribuições: a primeira delas está

associada a densidade de corrente, e a segunda está associada a magnetização através de pequenos

momentos de dipolos magnéticosm = M∆V . Desta maneira, podemos escrever o potencial vetor

magnético como:

2Por definição:B = ∇×A
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∆A =
µ0

4π

[

Jf(r
′)∆V

|r− r′| +
M∆V × |r− r′|

|r− r′|3
]

(1.24)

Sendo assim, o potencial total pode ser escrito como:

A(r) =
µ0

4π

∫

V

[

Jf (r
′)

|r− r′| +
M× |r− r′|
|r− r′|3

]

dV (1.25)

Através das identidades (1.7) e (1.8), podemos reescrever (1.25),

A(r) =
µ0

4π

∫

V

[

Jf(r
′)

|r− r′| +M×∇′
(

1

|r− r′|

)]

dV (1.26)

Considerando agoraψ uma função escalar, utilizaremos a seguinte identidade:

∇× (ψA) = (∇ψ)×A+ ψ(∇×A) (1.27)

Aplicando para o nosso caso, a identidade pode ser reescritacomo:

∇′ ×
[

M

|r− r′|

]

= ∇′
[

1

|r− r′|

]

×M+
1

|r− r′|(∇
′ ×M) (1.28)

e portanto,

M×∇′
[

1

|r− r′|

]

=
∇′ ×M

|r− r′| − ∇′ ×
(

M

|r− r′|

)

(1.29)

Integrando ambos os lados da eq. (1.29) em todo volumeV , temos:
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20 Propagação de ondas eletromagnéticas

∫

V

M×∇′
[

1

|r− r′|

]

dV =

∫

V

∇′ ×M

|r− r′| dV −
∫

V

∇′ ×
(

M

|r− r′|

)

dV (1.30)

Utilizaremos o teorema1, transformaremos a eq. (1.30) da seguinte maneira:

∫

V

M×∇′
[

1

|r− r′|

]

dV =

∫

V

∇′ ×M

|r− r′| dV +

∮

S

M× n̂

|r− r′|dA (1.31)

onde: S denota a superfı́cie envoltória do volumeV descrito anteriormente. Assim sendo,

utilizaremos a eq. (1.31) e obtemos para o potencialA(r),

A(r) =
µ0

4π

[
∫

V

Jf(r)

|r− r′|dV +

∫

V

∇′ ×M

|r− r′| dV +

∮

S

M× n̂

|r− r′|dA
]

(1.32)

e consequentemente,

A(r) =
µ0

4π

∫

V

Jf(r) +∇′ ×M

|r− r′| dV +
µ0

4π
+

∮

S

M× n̂

|r− r′|dA (1.33)

Analisando a equação acima chamaremos os termos envolvendo as densidades de magnetização

ligadas explicitamente de:

JV = ∇′ ×M (1.34)

JS = M× n̂ (1.35)

Desta maneira,JV eJS representam uma densidade de magnetização volumétricae superficial,

respectivamente. Definindo assim, podemos perceber que os três termos das integrais representam

a corrente real que existe no material, a uma densidade de magnetização volumétrica e a uma

densidade superficial de magnetização na superfı́cie quecobre o volumeV . Para o caso em que o

meio em questão está sendo compreendido infinito, a integral de superfı́cie é nula, se esse não for o
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1.3 Dedução da equação de propagação de uma onda eletromagnética 21

caso, podemos considerar um volume grande o suficiente para que na superfı́cieS, a magnetização

M seja zero e consequentemente anuleJS. Em qualquer um desses casos, as parcelas importantes

das densidade de magnetização sãoJf eJV . Assim, podemos escrever o potencial vetor magnético

total como:

A(r) =
µ0

4π

∫

V

(

Jf + JV

|r− r′|

)

dV ≡ µ0

4π

∫

V

(

J

|r− r′|

)

dV (1.36)

e portanto, pela segunda equação de Maxwell, vemos que:

∇×B = µ0J (1.37)

Como o potencial vetor magnético está relacionado comB, quando o meio que produz esse

campo se comporta como magnético, temos que a equação (1.37) é alterada para

∇×B = µ0J = µ0(J+∇×M) (1.38)

e portanto,

∇×
(

B

µ0
−M

)

= J (1.39)

e assim, definimos o campo magnéticoH:

H =
B

µ0
−M (1.40)

Neste trabalho, iremos destacar nossa atenção ao estudo teórico de um fenômeno importante na

propagação de pulsos parcialmente coerentes em fibras ópticas. Sabemos que as fibras são meios

que não possuem cargas livres, matematicamente,J = 0 e ρf . Pelo fato de serem materiais não-
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22 Propagação de ondas eletromagnéticas

magnéticos, temos também queM = 0. Desta maneira, as equações de Maxwell serão reescritas

como:

Agora, podemos reescrever as equações de Maxwell macroscópicas:

∇× E = −µ0
∂H

∂t
(1.41)

∇×H =
∂D

∂t
(1.42)

∇ ·B = 0 (1.43)

∇ ·D = 0 (1.44)

Agora nosso objetivo será estabelecer a equação de propagação de onda em fibras ópticas. Para

isso faremos algumas manipulações algébricas com o objetivo de encontrar esta equação. Apli-

cando o operador rotacional em ambos os lados da eq. (1.41) e utilizando a seguinte propriedade:

∇×∇×E = ∇ (∇ · E)−∇2E (1.45)

Obtemos,

∇×∇× E = −µ0
∂(∇×H)

∂t
= −µ0ǫ0

∂2E

∂t2
− µ0

∂2P

∂t2
(1.46)

porém, através das equações de Maxwell, sabemos que∇ · D = 0 ⇒ ∇ · E = 0, em con-

sequência, a eq. (1.6) pode ser reescrita como:

∇2E = µ0ǫ0
∂2E

∂t2
+ µ0

∂2P

∂t2
(1.47)

Matematicamente, para uma onda eletromagnética, as caracterı́sticas da resposta não linear

do meio podem ser descritas através do termo de polarizaç˜ao, P, na equação (1.47). Isto será

desenvolvido e discutido com mais detalhes em breve, nos pr´oximos capı́tulos.
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1.4 Velocidade da luz éındice de refraç̃ao em um meio

Ao propagarmos luz em um meio dielétrico e isotrópico as equações de Maxwell são as mes-

mas quando essa mesma luz estiver se propagando no vácuo, contanto que as constantes da per-

missividade e permeabilidadeǫ0 eµ0 sejam substı́tuidas porǫ eµ. Desta maneira, a velocidade de

propagação da luz nesse meio será dada por:

v =
√
µǫ (1.48)

Uma relação entre as velocidades de propagação da luz novácuo e no meio, podem ser esta-

belicidas e definimos desta maneira, a quantidaden:

n =
c

v
∴ n =

√

µǫ

µ0ǫ0
(1.49)

Conhecida comóındice de refraç̃ao e usualmente depende da frequência. Essa variação do

ı́ndice de refração com a frequência da radiação é chamada dedispers̃ao. A dispersão da luz

desempenha um papel fundamental na óptica não-linear em diversos fenômenos.

1.5 Representaç̃oes de ondas harm̂onicas

Se não levarmos em conta a polarização, a equação de propagação de uma onda em um meio

genérico pode ser escrita da seguinte maneira:

∇2E =
1

v2
∂2E

∂t2
(1.50)

Assim em coordenadas cartesianas,
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∂2E

∂x2
+
∂2E

∂y2
+
∂2E

∂z2
=

1

v2
∂2E

∂t2
(1.51)

No estudo de ondas eletromagnéticas, se fazem necessárias a introdução de algumas grandezas

importantes, para isso, vamos analisar o caso cujo a onda propagante é unidimensional.

1.5.1 Ondas unidimensionais

No caso 1-D a eq. (1.51) será reduzida a:

∂2E

∂z2
=

1

v2
∂2E

∂t2
(1.52)

Por substituição, percebemos que a função

E(z, t) = E0cos(kz − ωt) (1.53)

Corresponde a uma solução possı́vel da equação de onda.Desde que a relação,

v =
ω

k
(1.54)

seja satisfeita. Esta solução é conhecida no estudo da óptica comoonda harm̂onica plana.

Analisando a propagação desta onda num tempo∆t percebemos o deslocamento dez a z +∆z da

onda, do tempot ao tempot + ∆t está relacionada através de sua velocidade de propagaç˜aov da

seguinte maneira:

∆z = v∆t (1.55)
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Como a distância∆z representa uma diferença de fase,v é chamada develocidade de fase.

As constantes que surgiram na solução geralω e k representam respectivamente, afreqûencia

angulare número de onda. Fisicamente, a distância medida no sentido de propagaç˜ao da onda na

realização de um ciclo completo é chamadaλ. O tempo necessário para a realização deste ciclo é

chamado depeŕıodoT . O número de ciclos realizado por unidade de tempo é chamada freqûencia,

denotada porν. Quando a unidade de tempo encontra-se no S.I. (segundos) a unidade deν é dada

em Hz (Hertz). Matematicamente,

λ = vT =
2π

k
(1.56)

ν =
v

λ
=

ω

2π
(1.57)

1.5.2 Ondas tridimensionais

Para o caso em que as ondas se apresentam em três dimensões,a função de onda análoga a

(1.53) é dada por:

E(x, y, z, t) = E0cos(k · r− ωt) (1.58)

onde:

r = ix+ jy + kz

e o vetor de ondak é dado em termos dos números de onda:

k = ikx + jky + kkz

Assim, o módulo do vetor de onda é dado por:

|k| =
√

k2x + k2y + k2z (1.59)
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Se considerarmos valores constantes para o argumento do cosseno em (1.58), percebemos que

eles formam um conjunto de planos no espaço, chamados deplanos de fase constante.

k · r− ωt = kxx+ kyy + kzz − ωt = constante (1.60)

Figura 1.12: Equação do plano:ax+ by + cz + d = 0

Fonte: Extraı́do de: “Seminário de grupo: Knots and Lights(Paulo Brandão Filho).”(jan/2014)

Desta forma, percebemos que estes planos de fase constante são ortogonais ao vetor de ondak,

e devido ao fator temporal na fase, estes planos se movem na direção do vetork com a velocidade

de fase:

v =
ω

√

k2x + k2y + k2z
(1.61)

A radiação eletromagnética é gerada devido a oscilaç˜ao de cargas elétricas. Se em uma fonte es-

pecı́fica todas as cargas oscilam em fase, a fonte é ditacoerente, se elas oscilam independentemente

umas das outras, a fonte é ditaincoerente.
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1.6 Velocidade de grupo

Na descrição de uma onda harmônica, podemos utilizar a f´ormula de Euler:

eiθ = cos θ + i sin θ

Note que quantidade fı́sica que estudamos comumente está representa pela parte real da expressão

acima.É preferı́vel utilizar esta notação complexa apenas por conveniência matemática. E portanto,

E = E0e
i(kz−ωt) (1.62)

Iremos analisar agora a superposição entre duas ondas harmônicas com diferentes frequências

angulares ambas na mesma direção de propagação. Vamos considerar que as duas frequênciasω1 e

ω2 são dadas porω +∆ω eω −∆ω, respectivamente. Assim,

E = E0e
i[(k+∆k)z−(ω+∆ω)t] + E0e

i[(k−∆k)z−(ω−∆ω)t] (1.63)

Que pode ser reescrita, após algumas manipulações algébricas por como:

E = 2E0e
i(kz−ωt) cos(z∆k − t∆ω) (1.64)

Se analisarmos o produto das duas funções em (1.64), podemos intepretar como sendo uma

onda cuja descrita por2E0e
i(kz−ωt) com um envelope de modulaçãocos(z∆k − t∆ω).

Perceba que o envelope de modulação possui uma “velocidade de fase”diferente das ondas

individuais. Esse envelope não trafega a uma taxa de

ω

k
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mas, sim com uma velocidade de propagação chamada develocidade de grupo. Denotaremos pelo

sı́mbolovg. Então,

vg =
∆ω

∆k
→ vg =

dω

dk
(1.65)

Desta forma, podemos associar com o ı́ndice de refração domeio através da definição (1.49),

como

ω =
kc

n
(1.66)

temos,

vg =
dω

dk
=

d

dk

(

kc

n

)

= v

(

1− k

n

dn

dk

)

(1.67)

Quando propagamos luz em diversos meios ópticos percebe-se que o ı́ndice de refração cresce

com o crescimento da frequência, ou com o número de onda, nesses casosdn
dk

> 0. Através de

(1.66) é fácil observar que nessas circunstâncias a velocidade de grupo é menor que a velocidade

de fase. Em medidas da velocidade da luz deve-se levar em conta a correção devido a diferença

entre a velocidade de grupo e velocidade de fase.

1.7 Polarizaç̃ao da luz e susceptibilidade elétrica

Para entendermos a polarização da luz, iremos considerarum pulso de luz interagindo com um

determinado meio. Como sabemos, o campo elétrico associado a este pulso irá modificar algumas

propriedades deste meio em questão devido a resposta que ocorrerá devido ao campo incidente. O

meio possui dois tipos de carga: positivas e negativas. Sendo assim, o campo incidente causará uma

reorganização das moléculas dentro do meio. Cargas positivas se posicionarão a favor da direção do
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campo e negativas na direção inversa. Nessas condições, as cargas se moverão em pares resultando

em diversos pequenos dipolos elétricos induzidos causando um efeito de polarização no meio em

que o campo elétrico é aplicado.

Uma onda eletromagnética é compostas por campos elétricos e magnéticos que variam em

frequências ópticas (≈ 1013-1017). Para descrever o movimento oscilatório dos elétrons dentro do

nosso meio devido a uma onda eletromagnética, iremos considerar o caso em que os dipolos in-

duzidos estão todos orientados na direção do campo. Paraisso, utilizaremos a equação do oscilador

harmônico em 1-D:

m

[

∂2x

∂t2
+ 2κ

∂x

∂t
− Ω2x− (ξ(2)x2 + ξ(3)x3 + · · · )

]

= −eE(t) (1.68)

Onde:x é o deslocamento da posição média,Ω é a frequência de ressonância (ou natural), eκ

é uma constante de amortecimento. O termo−eE(t) representa a força exercida no elétron pelo

campo elétrico externo.

Nesse momento, podemos perceber a existência de termos não lineares na eq. (1.68). Quando a

intensidade do campo externo é suficientemente grande, isto é, quando o deslocamento dos dipolos

em relação a posição média é grande e o movimento desencadeado é não harmônico, alguns efeitos

interessantes podem surgir. Em óptica essa linha de estudos é conhecida comóoptica ñao linear.

Se desprezarmos esses termos, considerando que o campo é daforma (1.53), podemos encontrar

que:

x =
−eE0

2m

e−iωt

Ω2 − 2iκ− ω2
+ c.c. (1.69)

onde: c.c. representa o termo conjugado complexo.

Se existiremN dipolos elétricos por unidade de volume, sabemos que a polarização induzida é

dada por:P = −Nex, assim podemos escrever que a polarizaçãolinear em termos da susceptibil-

idadeχ é:
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P =
1

2
ǫ0χE0e

−iωt + c.c. (1.70)

e consequentemente, por definição:

χ =
Ne2

ǫ0m

1

Ω2 − 2iκω − ω2
(1.71)

Quando os termos não lineares são levados em conta, surgemo que chamamos desusceptibili-

dades ñao linearesdo meio. Nesse caso, a polarização será dada por:

P = ǫ0

(

χ(1) · E+ χ(2) : EE+ χ(3)...EEE

)

(1.72)

.

Onde: ǫ0 representa a permissividade no vácuo, eχ(i) é um tensor de ordem (i+1) represen-

tando a susceptibilidade elétrica de i-ésima ordem. Visualizando a eq. (1.72) é importante que em

analogia a fı́sica molecular, o primeiro termo do lado direito da equação está relacionada com a

aproximação de um fóton, o segundo termo a aproximaçãode dois fótons e assim por diante.

No que se diz respeito ao termo da polarização não linear induzida, iremos considerar ape-

nas o termo de terceira ordem. De fato, nas fibras ópticas percebemos que devido a sua simetria

em relação ao centro, em outras palavras, devido a simetria de inversão espacial molecular [3], e

portantoP (2)
NL = 0. De fato,

P
(2)
NL = ǫ0χ

(2) : (E)(E)

−P
(2)
NL = ǫ0χ

(2) : (−E)(−E)

P
(2)
NL = −P

(2)
NL

P
(2)
NL = 0 (1.73)
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Pela mesma razão, todos os termos pares da polarização n˜ao exercem contribuição no cálculo

total (P (2n)
NL = 0). Desta forma, o termo não linear da polarização de ordemmais baixa que nos

resta, é o de terceiro ordem. Quando a frequência óptica ´e próxima a frequência de ressonância

do meio, podemos utilizar a eq. (1.72). Quando isto não acontecer, como as componentes linear

e não linear da polarização estão relacionadas com o campo elétrico, assumindo que a resposta do

meio é local, ou seja, a polarização de um determinado ponto depende apenas do campo elétrico

atuante naquele determinado ponto, podemos escrever as contribuições da polarização da seguinte

maneira:

PL(r, t) = ǫ0

∫ +∞

−∞
χ(1)(t− t′) ·E(r, t′)dt′

PNL(r, t) = ǫ0

∫ ∫ ∫ +∞

−∞
χ(3)(t− t1, t− t2, t− t3)

× E(r, t1)E(r, t2)E(r, t3)dt1dt2dt3 (1.74)

É conveniente classificar os fenômenos não lineares de acordo com o grau da susceptibili-

dade. De agora em diante, vamos considerar os termosPNL como uma pequena perturbação na

polarização total induzida, visto que em fibras de sı́lica, estas contribuições são relativamente fra-

cas.

1.8 Dispers̃ao Cromática

A resposta de um meio dielétrico referente a uma onda eletromagnética incidente, em geral

depende da frequênciaω. Essa caracterı́stica mencionada nas seções anteriores, é conhecida como

dispers̃ao croḿatica, e pode ser analisada a partir da dependência do ı́ndice comω, isto é,n(ω).

Analisando a estrutura da matéria, a dispersão cromática está relacionada com as frequências resso-

nantes caracterı́sticas que o meio absorve da luz através das oscilações dos elétrons ligados. Se as

frequências em questão estiverem muito distantes das frequências resonantesω, o ı́ndice de refração

pode ser calculado utilizando a expressão de Sellmeier [4]:

Instituto de F́ısica - UFAL



32 Propagação de ondas eletromagnéticas

n2(ω) = 1 +
m
∑

j=1

Bjω
2
j

ω2
j − ω2

(1.75)

onde,ωj é a frequência resonante do meio eBj representa o peso da j-ésima frequência resso-

nante. A soma nos “m”ı́ndices abrange todas as frequências ressonantes do meio dentro das faixas

de frequências levadas em conta. Os parâmetrosBj e ωj são obtidos experimentalmente através

das curvas da medida de dispersão, para fibras ópticas utiliza-se em geralm = 3.

Nas fibras ópticas, a dispersão possui uma função fundamental devido às diferentes compo-

nentes espectrais do pulso propagante. Uma vez que para diferentes frequências o pulso viaja a

velocidades diferentes, de acordo com (1.49).

No regime não linear, a coexistência dos efeitos de dispersão e da não-linearidade do meio po-

dem ocasionar em alguns fenômenos interessantes. Para levarmos em conta os efeitos da dipersão

numa fibra, devemos expandir o número de onda,k, em séries de Taylor em torno da frequência

ω0, (1.66):

k(ω) = β(ω) = n(ω)
ω

c
= β0 + β1(ω − ω0) +

β2
2
(ω − ω0)

2 + · · · (1.76)

onde:

βm =

(

dmβ

dωm

)

ω=ω0

(m = 0, 1, 2, · · · )

Note que mudamos a notação dek paraβ, pois, nos capı́tulos posteriores quando deduzirmos a

equação não-linear de Schrödinger utilizaremos esta notação.

Assim, consideraremos a expansão (1.76) até segunda ordem. Calculando os coeficientesβ1 e

β2:

β1 =
1

c

(

n + ω
dn

dω

)

(1.77)

β2 =
1

c

(

2
dn

dω
+ ω

d2n

dω2

)

(1.78)
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Por outro lado de (1.66),

β1 =
1

vg
=
ng

c
(1.79)

onde:ng e vg representam respectivamente, o ı́ndice de refração de grupo evg e a velocidade

de grupo. Fisicamente, podemos dizer que o pulso trafega comuma velocidade de grupovg e esta

velocidade de grupo sofre dispersão (caracterizado porβ2 = dβ1

dω
) e portanto é responsável pelo

alargamento do pulso. Essa alteração na forma do pulso durante a propagação dentro de uma fibra

óptica é conhecido comodispers̃ao da velocidade de grupo. Para fibras de silica, verifica-se ex-

perimentalmente que, paraλD = 1.31 µm, o parâmetroβ2 ≈ 0 e portanto esse comprimento de

ondaλD é conhecido comocomprimento de onda de dispersão zero. Para estudarmos os efeitos

não lineares em pulso propagantes no regimeλ = λD é necessário que termos de mais alta or-

dem na expressão (1.76) sejam considerados. Neste trabalho, além do regime de dispersão zero,

levaremos em consideração também, dois regimes conhecidos. O regime de dispersão normal, em

queβ2 > 0 → λ < λD, onde as frequências mais altas se propagam com velocidademais alta

do que as outras componentes, e o regime de dispersão anômala, β2 < 0 → λ > λD, em que a

situação inversa ocorre. Apenas nesse último caso, paraum pulso propagante em meios respon-

dendo instantaneamente, é possı́vel a formação de sólitons devido a coexistência da dispersão com

os efeitos não lineares. Se considerarmos dois pulsos com comprimentos de onda diferentes, ou

seja,β11 6= β12, o parâmetroδ é dado por:

δ = |β11(ω1)− β12(ω2)| = |v−1
g (ω1)− v−1

g (ω2)| (1.80)

ondeω1 eω2 correspondem as frequências centrais de cada pulso. Paraδ 6= 0 desempenha um

papel importante nos efeitos não lineares relacionados com modulação de fase cruzada.
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1.9 Equaç̃ao não linear de Schr̈odinger

Para estudarmos a dinâmica de propagação de pulsos ópticos em uma fibra, utilizamos a equação

não linear de Schrödinger (ENLS). Essa equação pode serobtida a partir da manipulação das

equações (1.47) e (1.72). Porém, antes de deduzirmos uma equação não-linear para o tratamento

desses pulsos, precisamos realizar algumas aproximações. Primeiramente, o termo não linear da

polarizaçãoPNL é muito pequeno em relação aPL. Na prática, as mudanças no ı́ndice de refração

devido aos efeitos não lineares se apresentam da ordem de10−6 [5]. Como no tratamento de

propagação de pulsos em fibras trabalhamos com grandes distâncias, essa contribuição não linear

aparentemente pequena se torna significante devido aos efeitos cumulativos durante a propagação.

Vamos considerar que o campo óptico é quasi monocromático com frequência centralω0, o

que significa que a largura espectral∆ω obedece a relação∆ω
ω0

≪ 1. Utilizando a aproximação do

envelope lentamente variável, podemos escrever o campo como:

E(r, t) =
1

2
x̂
[

E(r, t)e−iω0t + c.c.
]

(1.81)

onde: x̂ é um vetor unitário representando a direção da polarização,E(r, t) representa a am-

plitude do campo óptico lentamente variável (em relação ao perı́odo óptico) e c.c. o complexo

conjugado.

Extendendo esta aproximação para as componentes da polarização,

PL(r, t) =
1

2
x̂
[

PL(r, t)e
−iω0t + c.c.

]

(1.82)

PNL(r, t) =
1

2
x̂
[

PNL(r, t)e
−iω0t + c.c.

]

. (1.83)

A princı́pio, consideraremos que não há atraso na resposta do sistema. Desta maneira, estare-

mos desprezando as contribuições vibracionais da rede àsusceptibilidade não linear (entretanto,

tanto os elétrons quanto o núcleo sofrem um pequeno atrasopara responder a ação do campo). Para

fibras de sı́lica, a resposta Raman (utilizando valores tı́picos de origem vibracional), ocorre em uma
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escala de tempo de 60-70 fs [5]. Para levarmos em conta os efeitos de uma resposta instantˆanea,

basta incluirmos em (1.74) o termoδ(t − t1)δ(t− t2)δ(t − t3), retirando assim a dependência em

t1, t2 e t3 da susceptibilidade não linear. Para a resposta local no espaço e no tempo:

PNL(r, t) = ǫ0

∫ ∫ ∫ +∞

−∞
χ(3)(t− t1, t− t2, t− t3)

× E(r, t1)E(r, t2)E(r, t3)δ(t− t1)δ(t− t2)δ(t− t3)dt1dt2dt3 (1.84)

e portanto,

PNL(r, t) = ǫ0χ
(3)(t)

...E(r, t)E(r, t)E(r, t) (1.85)

Calculando os produtos dos campos elétricos, podemos encontrar que:

E(r, t) =
1

2
x̂
[

E(r, t)e−iω0t + E∗(r, t)eiω0t
]

(1.86)

E(r, t)E(r, t) =
1

4
x̂x̂
[

E2e−i(2ω0)t + E∗2ei(2ω0)t + 2|E|2
]

(1.87)

E(r, t)E(r, t)E(r, t) =
1

4

(

1

2
x̂x̂x̂

)

[

E3e−i(3ω0)t + E∗3ei(3ω0)t + 3|E|2(Ee−iω0t + E∗eiω0t)
]

(1.88)

Facilmente percebemos que os termosei(3ω0)t correspondem ao fenômeno da geração do ter-

ceiro harmônico. Esses termos são desprezı́veis no cálculo da polarização induzida, devido a

diferença de fase entre as frequênciasω0 e 3ω0. Isto é, para considerarmos esses termos no es-

tudo de fibras ópticas é necessário que haja casamento entre as fases. Logo, a polarização será dada

por:

PNL ≈ 3ǫ0χ
(3)
xxxx|E|2
4

(

1

2

)

[

Ee−iωt + E∗eiωt
]

(1.89)
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ou ainda,

PNL ≈ ǫ0ǫNLE(r, t) (1.90)

onde:

ǫNL =
3ǫ0χ

(3)
xxxx

4
|E(r, t)|2

representa a contribuição não linear da permissividadeelétrica.

Para obtermos a equação de onda paraE(r, t) no regime da aproximação do envelope lenta-

mente variável é mais usual trabalharmos no domı́nio das frequências. Para isso, consideraremos

que o termoǫNL que é não linear, seja tratado como uma constante durante odesenvolvimento da

equação em questão. Sendo assim, vamos substituir (1.90) em (1.47):

∇2E(r, t)− 1

c2
∂2E(r, t)

∂t2
= µ0ǫ0χ

(1)∂
2E(r, t)

∂t2
+ µ0ǫ0ǫNL

∂2E(r, t)

∂t2
(1.91)

Ainda no domı́nio do tempo. Por definição:

Ẽ(r, ω − ω0) =

∫ +∞

−∞
E(r, t)ei(ω−ω0)tdt (1.92)

Desta maneira, através de substituição direta de (1.92) em (1.91), podemos obter a conhecida

equaç̃ao de Helmholtz:

∇2Ẽ(r, ω) +
ω2

c2
ǫ(ω)Ẽ(r, ω) = 0 ∴ ǫ(ω) ≡ 1 + χ̃(1)(ω) + ǫNL (1.93)

∇2Ẽ(r, ω) + ǫ(ω)k20Ẽ(r, ω) = 0 ∴ k0 =
ω

c
(1.94)

onde:

χ̃(1)(ω) =

∫ +∞

−∞
χ(1)(r, t)ei(ω−ω0)tdt
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Em geral, a susceptibilidade de primeira ordemχ̃(1)(ω) é complexa, e consequentemente,ǫ(ω)

geralmente, também é. Assim, podemos separá-lo em duas partes, a real e a imaginária. Vamos

definir, o ı́ndice de refraçãõn e o coeficiente de absorçãoα̃:

ñ = n+ n2|E|2 (1.95)

α̃ = α + α2|E|2 (1.96)

Para determinar o ı́ndice de refração não linear e o coeficiente de absorção não linear, utilizare-

mos a seguinte relação:

ǫ(ω) =

(

ñ+ i
α̃c

ω

)2

(1.97)

E portanto, temos as seguintes relações para os ı́ndices de refração e coeficientes de absorção

linear e não linear:

n(ω) = 1 +
1

2
ℜe
(

˜
χ
(1)
xx (ω)

)

(1.98)

n2 =
3

8n
ℜe
(

χ(3)
xxxx

)

(1.99)

α(ω) =
ω

nc
ℑm

(

χ(1)
xx (ω)

)

(1.100)

α2 =
ω0

nc
ℑm

(

χ(3)
xxxx

)

(1.101)

Note que, os parâmetros não lineares descritos aciman2 eα2 devem ser enfatizados aqui. Em

fibras ópticas de sı́lica,α2 é relativamente pequeno, e portanto deve ser ignorado, e quanto a o

ı́ndice de refração não linearn2 é uma medida da não linearidade do meio em questão, no nosso

caso, a fibra óptica.

Para resolvermos a eq. (1.93) podemos utilizar o método de separação de variáveis. Admita

que a solução pode ser escrita da seguinte forma:

Instituto de F́ısica - UFAL



38 Propagação de ondas eletromagnéticas

Ẽ(r, ω − ω0) = F (x, y)Ã(z, ω − ω0)e
iβ0z (1.102)

onde,F (x, y) é uma função de distribuição modal,Ã(z, ω) é uma função que varia lentamente

em função dez eβ0 representa o número de onda. ComoÃ(z, ω) varia lentamente em relação az,

assumimos que∂
2Ã
∂z2

≪ ∂Ã
∂z

. Substituindo (1.102) em (1.93), temos:

(

∇2 + ǫ(ω)k20
)

F (x, y)Ã(z, ω − ω0)e
iβ0z = 0,

Ã(z, ω − ω0)e
iβ0z

[

∂2F

∂x2
+
∂2F

∂y2

]

+

F (x, y)eiβ0z

[

∂2Ã(z, ω − ω0)

∂z2
+ 2iβ0

∂Ã(z, ω − ω0)

∂z
− β2

0Ã(z, ω − ω0)

]

+ǫ(ω)k20F (x, y)Ã(z, ω − ω0)e
iβ0z = 0 (1.103)

portanto,

1

F

(

∂2F (x, y)

∂x2
+
∂2F (x, y)

∂y2

)

+
2iβ0

Ã

∂Ã

∂z
+ ǫ(ω)k20 − β2

0 = 0 (1.104)

e assim,

∂2F

∂x2
+
∂2F

∂y2
+
[

ǫ(ω)k20 − β̃2
]

F = 0, (1.105)

2iβ0
∂Ã

∂z
+ (β̃2 − β2

0)Ã = 0 (1.106)

A função dielétricaǫ(ω) pode ser aproximada por:

ǫ(ω) = (n+∆n)2 ≈ n2 + 2n∆n (1.107)
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De modo que,∆n é uma pequena perturbação onde, a não linearidade da fibra está inserida,

∆n = n2|E|2 +
iα̃

2k0
(1.108)

Através da teoria de perturbação de primeira ordem [6], podemos resolver a eq. (1.105). Como

a distribuição modal (para teoria de perturbação de primeira ordem) não se modifica por∆n, pode-

mos aproximarǫ(ω) ≈ n2, portanto, o autovalor̃β é calculado por:

β̃(ω) = β(ω) + ∆β (1.109)

Normalizado por,

∆β =
k0
∫ ∫ +∞

−∞ ∆n|F (x, y)|2dxdy
∫ ∫ +∞

−∞ |F (x, y)|2dxdy
(1.110)

A partir da aproximação,̃β2 − β2
0 por (β̃ + β0)(β̃ − β0) ≈ 2β0(β̃ − β0), A transformada de

Fourier deA(z, t), satisfaz a eq. (1.105), e pode ser escrita como:

∂Ã

∂z
= i [β(ω) + ∆β − β0] Ã (1.111)

Analisando a equação acima fisicamente, podemos perceberque cada componente espectral

no domı́nio de Fourier da onda propagante no interior da fibraadquire uma diferença de fase

cujo sua magnitude depende da intensidade e da frequência,simultaneamente. Mais uma vez,

iremos expandirβ(ω) em séries de Taylor, como em (1.76). Considerando ainda que o campo é

quasi monocromático, desconsideraremos os termos de ordem mais alta. Substituindo até ordem 2,

temos:
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∂Ã

∂z
= i

[

(ω − ω0)β1 +
(ω − ω0)

2β2
2!

+ ∆β

]

Ã(ω) (1.112)

E podemos também extrair a transformada de Fourier inversa, como os campos são harmônicos

por hipótese, ou seja,∂
∂t

⇒ −i(ω − ω0), obtemos:

∂A

∂z
= −β1

∂A

∂t
− iβ2

∂A

∂t2
+ i∆βA (1.113)

A partir da definição de∆n (1.108) e |E|2 = |F (x, y)|2|A|2 podemos substituir em (1.110),

obtendo

∆β =
k0
∫ ∫ +∞

−∞ ∆n|F (x, y)|2dxdy
∫ ∫ +∞

−∞ |F (x, y)|2dxdy
(1.114)

∆β =
k0n2

∫ ∫ +∞
−∞ |E|2|F (x, y)|2dxdy

∫ ∫ +∞
−∞ |F (x, y)|2dxdy

+
iα

2

∫ ∫ +∞
−∞ |F (x, y)|2dxdy

∫ ∫ +∞
−∞ |F (x, y)|2dxdy

(1.115)

∆β =
n2ω0

c

∫ ∫ +∞
−∞ |A|2|F (x, y)|4dxdy
∫ ∫ +∞

−∞ |F (x, y)|2dxdy
+
iα

2
(1.116)

∆β = γ|A|2 + iα

2
(1.117)

onde, definimos o parâmetro não linearγ como:

γ ≡ n2ω0

cAefetiva
∴ Aefetiva =

(

∫ ∫ +∞
−∞ |F (x, y)|2dxdy

)2

∫ ∫ +∞
−∞ |F (x, y)|4dxdy

(1.118)

Substituindo os resultados encontrados (1.114) em (1.113), obtemos:

∂A

∂z
+ β1

∂A

∂t
+
iβ2
2

∂2A

∂t2
+
α

2
A = iγ|A|2A (1.119)
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Fisicamente, esta é a equação não linear de Schrödinger (ENLS) para pulsos ultra curtos que

descreve a dinâmica da propagação de um pulso dentro de uma fibra óptica. Porém, percebe-se

que a existência dos termosβ1(vg), β2, α corresponde aos efeitos de perdas, e dispersão cromática,

da velocidade de grupo e efeitos não lineares incorporadospelo parâmetroγ. Podemos ainda,

manipular essa equação um pouco mais. Para isso, definiremos uma nova variável para o tempo

T , sugerindo que o sistema referencial retardado em um referencial que se move com o pulso na

velocidade de grupo. A substituição realizada será:

Z = az + bt

T = cz + dt (1.120)

onde:a = 1, b = 0, c = −β1 ed = 1.

Desta maneira, calculamos as seguintes quantidades:

∂A

∂z
=

∂A

∂Z

∂Z

∂z
+
∂A

∂T

∂T

∂z
(1.121)

∂A

∂t
=

∂A

∂Z

∂Z

∂t
+
∂A

∂T

∂T

∂t
(1.122)

Logo,

∂A

∂Z
=

∂A

∂z
+ β1

∂A

∂t
(1.123)

∂A

∂t
=
∂A

∂T
⇒ ∂2A

∂t2
=
∂2A

∂T 2
(1.124)

desta forma,

i
∂A

∂Z
= −iα

2
A +

β2
2

∂2A

∂T 2
− γ|A|2A (1.125)

No caso em que o comprimento de onda do pulsoλ ≈ λD, na equação que descreve sua
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dinâmica da propagação numa fibra, devemos considerar a expansão de Taylor paraβ (1.76) até a

quarta ordem. Nestas condições, a eq. (1.125), pode ser escrita utilizando os termos atéβ4 obtendo

assim, a eq. não linearextendidade Schrödinger:

i
∂A

∂Z
= −iα

2
A +

β2
2

∂2A

∂T 2
+ i

β3
6

∂3A

∂t3
− β4

24

∂4A

∂t4
− γ|A|2A (1.126)

Em ambas equações estão incorporadas os efeitos não lineares, dispersivos e de perdas em

fibras. Para realizarmos nossos estudos, algumas aproximac¸ões serão necessárias. Nos capı́tulos

posteriores, explanaremos sobre tais aproximações e sobre os resultados obtidos.

1.10 Óptica não linear

Sabemos que um campo elétrico externo induz uma polarização no meio em que ele incide.

Sabemos também que esta polarização é decorrente de pequenos dipolos elétricos induzidos pelos

átomos que constituem o meio, e que estes dipolos vibram em pequenas oscilações, definindo assim

a polarização linear induzida por um campo elétrico externo em um meio dielétrico.

Porém, quando o campo incidente é muito intenso, estas oscilações não se apresentam de forma

harmônica e os termos não lineares que surgem na eq. (1.68) não podem ser desconsiderados.

Rapidamente, nós podemos realizar uma breve explanaçãoacerca de alguns fenômenos não

lineares que podem ocorrer. Primeiramente, consideremos quão grande um campo óptico incidente

deve ser para permitir que os átomos e moléculas manifestem suas propriedades não lineares. Para

que tais propriedades possam se manifestar é necessário que o campo óptico incidente não possa

ser desprezado em relação ao campo interno de tais átomos, esse campo usualmente é da ordem de

Einterno ∼ 3 · 1010 V/m. Para obter-se um campo óptico de tal magnitude é necessário um campo in-

cidente da ordem de∼ 1014 W/cm2 [7]. Tais campos podem ser produzidos através da focalizaç˜ao

de pulsos de picosegundos obtidos com lasers especı́ficos. Ainda, existe uma outra maneira de

permitir a manifestação de fenômenos não lineares, sema necessidade da produção de campos in-

cidentes de tais potências elevadas. Quando os dipolos induzidos oscilam coerentemente dizemos
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que existe o casamento de fase. Quando a radiação emitida por cada dipolo individualmente se

adicionam e interagem construtivamente, eles produzem a intensidade necessária para tal. Contin-

uando com o nosso formalismo para apresentação de fenômenos ópticos não lineares, vemos que a

polarização induzida no meio será dada por uma parte linear e outra parte não linear. De fato,

P = PLINEAR +PNÃO LINEAR

P = ǫ0χ
(1)E+ ǫ0

(

χ(2)EE+ χ(3)EEE+ · · ·
)

(1.127)

Como já foi mostrado, no caso das fibras ópticas de sı́lica,o primeiro termo não linear con-

tribuinte no surgimento dos fenômenos não lineares é o termo de terceira ordem, devido a simetria

de inversão espacial a nı́vel molecular.

1.11 Geraç̃ao de novas freqûencias devido aχ(3)

A partir de (1.127) podemos calcular a contribuição não linear de terceiraordem,P (3)
NL , fazendo

o produto triplo deE. Desta maneira, podemos explicitar quais novas frequências podem surgir

de um campo elétrico interagindo com ele mesmo, devido ao termo não linear de terceira ordem.

Conforme mostrado na eq. (1.86), percebe-se que é encontrado algumas frequências extras e a

frequência associada ao terceiro harmônico3ω.

1.12 Efeito Kerr óptico

Por definição, o efeito Kerr consiste basicamente na mudança do ı́ndice de refração de um

material em resposta à intensidade do campo elétrico. Em algumas ocasiões este campo elétrico

possui origem eletromagnética, e nesses casos o efeito Kerr é dito óptico. Nestas circunstâncias,

o ı́ndice de refração adquire uma variação com a intensidade do campo, de acordo com a seguinte

equação:
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∆n ∝ |E|2 (1.128)

∆n = n2|E|2 (1.129)

onde:n2 representa o ı́ndice de refração não-linear e|E|2, representa a intensidade do pulso.

Em efeito, o termo de polarização cúbicaP (3)
NL = ǫ0χ

(3)E|E|2. Comparando com o termo linear,

matematicamente, equivale a substituiçãoχ(1) ⇒ χ(1) + χ(3)|E|2, mostrando assim explicitamente

a sua dependência com a intensidade|E|2.
A origem fı́sica do efeito Kerr é uma polarização não-linear gerada no meio que modifica as pro-

priedades de propagação da luz quando esta é emitida em altas potências. O efeito Kerr eletrônico

decorrente de uma resposta não-linear rápida é usualmente descrito por uma correção instântanea

do ı́ndice de refração, de acordo com a equação (1.128).

1.13 Efeito Raman

Quando um campo elétrico incide em um meio óptico, sua resposta não linear nuclear é mais

lenta do que no caso eletrônico. Assim, podemos dizer que a resposta é “atrasada”e este retardo

está associado aos aspectos vibracionais da rede. Este tipo de fenômeno de espalhamento inelástico

da luz é conhecido comoefeito Raman.

Em suma, podemos classificar este fenômeno em dois tipos. Emum caso A, em que o fóton

incidente possui energiamaior do que a energia natural das vibrações das moléculas da rede. Ou

em um caso B, que o fóton possui energiamenor do que as das moléculas da rede devido suas

oscilações.

No espalhamento Raman, a energia do fóton obedece a seguinte relação,

Efóton ≫ E1

De modo que a molécula atinge um estado com energia mais elevada do queE1. Porém, tais es-

tados são instáveis e a molécula retorna rapidamente a umde seus estados de energia mais baixa.
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Considere o caso em que a molécula retorna ao estado com energiaE1. Para que isso aconteça, a

molécula emite um fóton com energia (Efóton−E1). A direção do fóton re-emitido não é necessari-

amente a mesma direção inicial, e o fóton foi então espalhado.

Imagine a situação inversa. Seja uma molécula vibrando com energiaE1 e um fóton incide

sobre ela. Essa molécula irá adquirir uma energia mais alta, dada por:

Efóton+ E1

Como já mencionamos, esse é um estado instável da molécula. E como esta molécula retorna ao

estado fundamental com energiaE0, o fóton emitido pela molécula possui energiaEfóton+E1 que é

maior que sua energia inicial (Efóton). Este processo espalhou desta maneira, um fóton com energia

maior do que a sua energia inicial. Concluı́mos então que o processo Raman é capaz de produzir

fótons com maior ou menor energia que o fóton incidente, dependendo de quais casos estivermos

lidando. Quando o fóton incidente fornecer energia para a molécula gerando vibrações, temos o

Processo Stokes. Quando a molécula ceder energia ao fóton, temos oProcesso Anti-Stokes.

No processo de espalhamento Raman espontâneo é praticamente impossı́vel visualizarmos a

ocorrência do Processo Stokes. Diferentemente do espalhamento Raman estimulado que é possı́vel,

sem maiores problemas, a verificação de ambos os processos.

1.14 Automodulaç̃ao de fase

Como vimos, a susceptibilidade de terceira ordem,χ(3), é responsável por diversos fenômenos

não-lineares. Porém, em pulsos de alta intensidade a ocorrência do efeito Kerr e sua mudança no

ı́ndice de refração são levadas em conta. Esta mudança ´e responsável por um “shift”na fase. Este

efeito é conhecido comoautomodulaç̃ao de fase. Chamando (1.95),

ñ = n + n2|E(t)|2 (1.130)

onde,n representa o termo linear do ı́ndice de refração en2 representa o termo não-linear do
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ı́ndice de refração. Além do mais, lembrando que:

n2 =
3

8n
ℜe
(

χ(3)
xxxx

)

Utilizando algumas definições básicas, podemos visualizar matematicamente a influência do

efeito Kerr óptico e portanto, o surgimento da automodulac¸ão de fase:

k =
2π

λ
onde: λ =

c

ñf

k =
2πñf

c

k =
ωñ

c

k =
ω
(

n+ n2|E(t)|2
)

c
(1.131)

Analisando a eq. (1.131), percebemos a influência do ı́ndice de refraçãoñ na fase do pulso,

uma vez que a mesma obedece a relação:

φ(t) = ωt− kz ⇒ φ(t) = ωt−
ω
(

n+ n2|E(t)|2
)

c
z (1.132)

Devido a dependênciaφ(z, t), ocorrerá para pulsos curtos de alta intensidade, uma variação

na fase da ondaφ(z, t) devido ao efeito Kerr óptico. Podemos verificar, que a variação temporal

instantânea da fase do pulso,δ̃φ, pode ser calculada atavés da equação:

δ̃φ(z, t) =
∂φ

∂t

Temos então,

δ̃φ(z, t) = ω − ωz

c
n2
∂(|E(t)|2)

∂t
(1.133)
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Fisicamente a eq. (1.133), nos informa que devido a existência do efeito Kerr, uma mudança de

fase devido a variação do campo incidente|E(t)|2 pode ocorrer. Esse fenômeno é conhecido como

auto-modulação de fase.

1.15 Modulaç̃ao de fase cruzada

Embora nesta tese só consideremos um campo óptico dentro de um meio, vamos assumir o caso

em que dois campos ópticos com diferentes comprimentos de onda sejam copropagantes em um

determinado meio.́E possı́vel que não haja transferência de energia entre ospulsos, e os campos

possam acoplar-se entre si. Vale salientar também que os dois campos ópticos, podem diferir não

apenas em seus comprimentos de onda, mas também no seu estado de polarização. Este fenômeno

é conhecido comomodulaç̃ao de fase cruzada.

A modulação cruzada ocorre devido ao fato que o ı́ndice de refração não linear efetivo do pulso

se dá não só devido a intensidade do campo em questão, mas, também devido a intensidade do

outro pulso copropagante.

Este fenômeno não será explanado neste trabalho, mas, faz parte das nossas propostas e per-

spectivas de trabalhos futuros.

1.16 Instabilidade Modulacional

Neste trabalho iremos estudar as caracterı́sticas da amplificação de um ruı́do durante a propagação

de um pulso em uma fibra óptica. Em determinadas condições, ao adicionarmos uma pequena

perturbação na amplitude do campo, ou em sua fase é possı́vel que esta perturbação/ruı́do se am-

plifique prejudicando a performance do sistema. Tal efeito conhecido como Instabilidade Modu-

lacional foi proposto teoricamente por Hasegawaet al (1973) [8] e [9], e verificada experimental-

mente pelo mesmo em (1986) [10].

Quando tratamos com os efeitos da automodulação de fase éimportante salientar que só são

válidos para pulsos relativamente longos (T0 > 100ps), onde o comprimento de dispersão obedeça
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as relações:LD ≫ L eLD ≫ LNL

Quando tratamos com pulsos um pouco mais curtos os efeitos dadispersão da velocidade

de grupo e da automodulação de fase coexistem. Nesse regime, a interação dos efeitos não lin-

eares com os efeitos dispersivos aumentam as possibilidades de fenômenos ópticos. Entre eles,

um fenômeno muito importante que é o surgimento desólitons ópticosno regime de dispersão

anômala,β2 < 0 como veremos em breve. Já no caso em queβ2 > 0, pode ocorrer a compressão

do pulso propagante [5].

Assim, em alguns sistemas ópticos não lineares surgem bandas de instabilidade que resultam

na modulação de uma solução estacionária como consequência da coexistência dos efeitos não

lineares e dispersivos. Este fenômeno é conhecida comoinstabilidade modulacionalatualmente

bastante estudado devido a sua enorme gama de aplicações [11]-[39].

Como sabemos, a amplitude do ruı́do cresce exponencialmente quando o pulso se propaga no

meio, até ocorrer a saturação no sistema. Neste momento,a radiação contı́nua se “quebra”em um

trem de pulsos de sólitons ultracurtos. Como a instabilidade inicia-se da perturbação superposta

na radiação CW3, o procedimento teórico utilizado consiste na análise daestabilidade linear da

solução estacionária da equação não-linear de Schr¨odinger.

A partir de agora, analisaremos em detalhes o problema da instabilidade modulacional (IM).

Estudaremos inicialmente o caso mais geral, considerando aequação não-linear generalizada de

Schrödinger, e calcularemos o espectro de ganho da IM. Após isso, iremos inserir na natureza do

pulso incidente o caráter estocástico no campo, modelando nosso problema com maior coerência

ao que acontece na natureza. Após a inserção da estatı́stica no campo óptico, iremos analisar como

o atraso na resposta do meio devido ao efeito Raman de origem vibracional atua nas propriedades

estatı́stica de segunda ordem em diferentes regimes de dispersão (normal, anômalo e zero).

1.16.1 Soluç̃ao estaciońaria

Para obtermos o espectro de ganho da instabilidade modulacional realizaremos o estudo da

solução do estado estacionário da eq. (1.125), e apenas por motivos de notação, iremos substituir o

3Alguns lasers emitem a potência de uma determinada onda comuma determinada taxa constante com picos de
mesma altura e potência média. Mais especificamente, estas ondas se propagam em uma única direção e com apenas
uma frequência estabelecida. Ondas emitidas com essas caracterı́sticas são chamadas deondas cont́ınuas (CW).
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a funçãoA(z, t) porE(z, t):

i
∂E(z, t)

∂z
= −iα

2
E(z, t) +

β2
2

∂2E(z, t)

∂T 2
− γ|E(z, t)|2E(z, t) (1.134)

Na propagação de pulsos em fibras ópticas, desconsideraremos as perdas das fibras, matemati-

camente fazendoα ≈ 0, assim, a eq. (1.134) se reescreve como:

i
∂E(z, t)

∂z
=
β2
2

∂2E(z, t)

∂T 2
− γ|E(z, t)|2E(z, t) (1.135)

Esta equação é conhecida na literatura comoequaç̃ao de Schr̈odinger em um śoliton4.

Devemos analisar a estabilidade linear da solução CW da equação acima e, com isso, encontrar

analiticamente uma expressão para a relação de dispers˜ao para as perturbações harmônicas. A

partir desta relação de dispersão, iremos obter informações relevantes sobre o espectro de ganho

devido à instabilidade modulacional.

No estado estacionário, isto é,
∂E(z, t)

∂t
= 0,

vemos que esta solução é da forma:

E(z) = E0e
iB0z ⇒ ∂E(z, t)

∂z
= iB0E0e

iB0z (1.136)

substituindo na eq. (1.135), temos:

− B0E0e
iB0z = −γ|E0|2E0e

iB0z ⇒ B0 = γ|E0|2 (1.137)

E portanto, podemos reescrever a solução da seguinte forma:

4Geralmente devido a alguns efeitos e algumas propriedades dispersivas, a forma espectral de um pulso não se
mantém inalterada. Conforme discutido anteriormente, a coexistência do efeito Kerr e da dispersão podem ser tais que
se anulam contribuindo assim, para a propagação do pulso sem alteração em sua forma por longas distâncias.[8]-[21]
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E(z) = E0e
iγ|E0|2z

E(z) = E0e
iφ̄NLz ∴ φ̄NL = γ|E0|2 (1.138)

onde |E0|2 é a potência incidente ēφNLz é o shift da fase não-linear induzida pela auto-

modulação de fase.

Agora, iremos adicionar na amplitude uma pequena perturbac¸ão de origem determinı́sticae(z, t)

a fim de encontrar uma solução geral para eq. (1.135). Dessa forma, a equação (1.138) se torna:

E(z, t) = (E0 + e(z, t)) eiφ̄NLz, onde:|e(z, t)| ≪ E0 (1.139)

Basta substituirmos (1.139) na eq. (1.135), e a partir deste ponto calcular as quantidades con-

venientes. Antes disso, para facilitare(z, t) = e:

∂E

∂z
=

[

iφ̄NL (E0 + e) +
∂e

∂z

]

eiφ̄NLz (1.140)

∂2E

∂T 2
=

∂2e

∂T 2
eiφ̄NLz (1.141)

A · A∗ = |A|2 = |E0|2 + E0(e+ e∗) (1.142)

Por substituição direta, obtemos a seguinte expressão,

i
∂e

∂z
=
β2
2

∂2e

∂T 2
− γ|E0|2(e + e∗) (1.143)

O surgimento dos termose e e∗ sugere o acoplamento entre as componentes de Fourier+Ω e

−Ω. Essa equação pode ser facilmente resolvida no domı́nio das frequências através das transfor-

madas de Fourier das perturbações. Por definição:
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e(z, t) =
1√
2π

∫ ∫ +∞

−∞
e(K,Ω)e−iKzeiΩtdKdΩ (1.144)

e∗(z, t) =
1√
2π

∫ ∫ +∞

−∞
e∗(−K,−Ω)e−iKzeiΩtdKdΩ (1.145)

onde:K e Ω correspondem, respectivamente, ao número de onda e frequˆencia da modulação

dee(z, t). Considerando o complexo conjugado de ambos os lados de (1.143) e extraindo as trans-

formadas de Fourier definidas acima, podemos obter o seguinte conjunto de equações:

Ke(K,Ω) = −β2Ω
2

2
e(K,Ω)− γ [e(K,Ω) + e∗(−K,−Ω)] |E0|2 (1.146)

−Ke∗(−K,−Ω) = −β2Ω
2

2
e∗(−K,−Ω)− γ [e(K,Ω) + e∗(−K,−Ω)] |E0|2 (1.147)

Rearrumando temos o seguinte sistema:

(

K +
β2Ω

2

2
+ γ|E0|2

)

e(K,Ω) = −γe∗(−K,−Ω)|E0|2 (1.148)

(

−K +
β2Ω

2

2
+ γ|E0|2

)

e∗(−K,−Ω) = −γe(K,Ω)|E0|2 (1.149)

Multiplicando entre si, os membros de cada equacão, obtemos a condição para que o sistema

admita solução não trivial:

(

K +
β2Ω

2

2
+ γ|E0|2

)

×
(

−K +
β2Ω

2

2
+ γ|E0|2

)

= γ2|E0|4 (1.150)

E portanto, deduzimos analiticamente a relação de dispersão:
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K2 =
β2Ω

2

4

(

Ω2 +
4γ|E0|2
β2

)

, (1.151)

Definindo, a frequência crı́tica como

Ω2
c =

4γ|E0|2
|β2|

=
4

β2LNL
,

podemos reescrever (1.151),

K = ±1

2
|β2Ω|

√

Ω2 + sgn(β2)Ω2
c (1.152)

A onda propagante possui número de onda e frequência iguais a β0 e ω0, respectivamente.

De tal forma que, quando inserimos a perturbação esse número de onda e frequência se tornam,

respectivamente,β0±K eω0±Ω. Deste modo, vemos que duas bandas laterais no espectro do sinal

irão surgir, quando a IM se faz presente, com componentes defrequências iguais aω0 + Ω eω0 −
Ω. A relação de dispersão obtida (1.152) mostra que a instabilidade possui dois comportamentos

diferentes em regimes distintos. Paraβ2 > 0, no regime de dispersão normal,K ∈ ℜe, e por

este motivo, corresponde a uma solução estável do estadoestacionário. Porém, quando estivermos

lidando no regime de dispersão anômalaβ2 < 0, K ∈ ℑm se |Ωc| < Ω, e consequentemente

e(z, t) cresce exponencialmente ao longo da fibra. Como veremos no decorrer desta tese, alguns

efeitos tais como retardo na resposta não linear ou saturac¸ão influenciam a relação de dispersão,

permitindo, em alguns casos, que haja a IM tanto no regime de dispersão normal quanto no de

dispersão anômala.

1.16.2 Espectro de Ganho

Quando tratamos de IM é importante definir o ganho da IM. Comosabemos, em uma fibra

óptica podemos estar operando em dois regimes: o regime dispersivo normal ou o regime dispersivo

anômalo. Como vimos, a perturbação devido ao acoplamento entre as frequências+Ω e−Ω pode
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ser escrita como,

e(z, t) = e1e
i(Kz−Ωt) + e2e

−i(Kz−Ωt) (1.153)

Através da análise dos expoentes complexos de (1.153) percebemos que a parte real deK

informa sobre a periodicidade da propagação da onda2π
ℜe{K} , enquanto a parte imaginária dek, nos

informa que durante a propagação a amplitude das perturbação cresce com a distância em que a

onda se propaga dentro da fibra, de modo que,

|e(z)|
|e0|

= eg(Ω)z

|e(z)|
|e0|

=
e1e

iKz + e2e
−iKz

e1 + e2
≈ eℑm{K}z (1.154)

Analisando do ponto de vista da intensidade das amplitudes das perturbações, temos que:

|e(z)|2
|e0|2

=
(

eg(Ω)z
)2 ⇒ g(Ω) = 2ℑm(K) (1.155)

Calculando o ganho de (1.152),

g(Ω) = |β2Ω|
√

Ω2
c − Ω para:|Ω| < Ωc. (1.156)

Para valores usuais em fibras de sı́lica com comprimentos de onda em torno deλ = 1, 55µm

tem-se o espectro de ganho abaixo:

E, o ganho máximo é dado por:

gmax ≡ g(Ωmax) = 2γ|E0|2 ∴ Ωmax = ± Ωc√
2
= ±

(

2γ|E0|2
|β2|

)2

(1.157)
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Figura 1.13: Ganho da IM para diferentes valores de|E0|2 em uma fibra comβ2 = −20ps2/km,
γ = 2W−1/km

Fonte: Reproduzido pelo autor. Extraı́do de [5].

De acordo com a eq. (1.157), o ganho máximo da IM é independente deβ2 e cresce linearmente

com a potência incidente|E0|2.
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Caṕıtulo 2

Amplificação de rúıdo em um meio ñao

linear dispersivo

2.1 Introdução

Podemos iniciar nossas discussões neste capı́tulo com a seguinte pergunta: Por quê estudar a

aleatoriedade da luz?

Para responder esta pergunta, vamos salientar que a luz se propaga com flutuações impre-

visı́veis. Essas flutuações tem origem a partir da emissão de radiação dos inúmeros átomos que

vibram independentemente superpondo estas emissões. Este caráter aleatório pode ser compreen-

dido também como resultado do espalhamento da luz em superfı́cies irregulares, por exemplo, que

causariam flutuações na radiação da frente de onda. A natureza estatı́stica das interações da luz

com a matéria implica que todas fontes ópticas possuem aspectos estocásticos intrı́nsecos [40]. Os

estudos destas flutuações dão origem ao campo da fı́sica conhecido comoTeoria da Coer̂encia

Óptica.

Podemos mencionar dois casos extremos em fenômenos ópticos para salientar a importância da

inserção de aspectos estatı́sticos: De um lado, temos umafonte térmica de radiação, por exemplo,

uma lampada incandescente que emite luz caoticamente [41]. Por outro lado, podemos mencionar
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um laser de um gás especı́fico emitindo ordenadamente uma onda de radiação. Embora aparente-

mente sejam diferentes, ambas situações levam consigo aspectos estatı́sticos, uma vez que nenhum

laser real emite luz sem propriedades estatı́sticas na sua amplitude e na sua fase.

Se considerarmos a propagação da luz, por exemplo, no vácuo, não levaremos em conta as

caracterı́sticas estatı́sticas da luz na interação com ovácuo. Porém, se considerarmos um meio

diferente do vácuo, o caminho óptico sofrerá alterações. É baseada nessas alterações que as pro-

priedades estatı́sticas são estudadas.

Neste capı́tulo desta tese iremos descrever alguns processos aleaórios desde cálculos envol-

vendo fasores aleatórios (descrevendo o modelo de difusão de fase), a descrição da coerência óptica

de pulsos propagantes até a análise do espectro de frequências através do Teorema de Wiener-

Khinchine.

2.2 Variáveis aleat́orias com valores complexos

Como os aspectos fundamentais desta tese se concentram nas propriedades estocásticas da luz

se faz necessária uma pequena atenção ao estudo das vari´aveis aleatórias complexas. Assim sendo,

consideraremos nesta seção alguns aspectos importantesnesse contexto.

2.2.1 Fasores aleatórios

Considere um número grande de fasores1 complexos, onde o j-ésimo fasor possui magnitude
αj√
N

e uma fase aleatóriaφj. De modo que o fasor resultante é dado por

a = aeiθ =
1√
N

N
∑

j=1

αje
iφj (2.1)

ou ainda,

1Podemos entender como fasor em um modo simplificado, como um vetor que “gira”
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r , ℜe(aeiθ) =
1√
N

N
∑

j=1

αj cos(φj) (2.2)

i , ℑm(aeiθ) =
1√
N

N
∑

j=1

αj sin(φj) (2.3)

onder e i representam as partes real e imaginária do fasor aleatório a.

Figura 2.1: Desenho esquemático da soma de fasores aleatórios. Extraı́do de [42]

Fonte: Reproduzido pelo autor. Extraı́do de [42].

Nas nossas análises condicionaremos 3 suposições aos fasores elementares:

1. A amplitude αj√
N

e a fase aleatóriaφj são grandezas estatisticamente independentes entre si;

2. As variáveis aleatóriasαj são distribuı́das igualmentes para todoj, com média e variância

ᾱj e ᾱ2
j , respectivamente;

3. As fases aleatóriasφj são uniformemente distribuı́das no intervalo(−π < φj < π).
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2.2.2 Um fasor constante mais um fasor aleatório

Em alguns campos da óptica, no estudo dos campos elétricospodemos associar o caráter es-

tocástico do campo em sua fase. Para isso, basta que ao invés de considerarmos um fasor aleatório

composto por somas de fasores elementares, consideramos que existe uma parte fixa (fasor con-

stante) e então somamos os fasores aleatórios á esta parte do fasor. Matematicamente, podemos

reescrever a equação (2.2):

r = s+
1√
N

N
∑

j=1

αj cos φj (2.4)

i =
1√
N

N
∑

j=1

αj sin φj (2.5)

Ondes representa um fasor constante, conhecido, real e positivo.Sem perda de generalidade,

uma vez que podemos adotar o sistema de referência que seja mais conveniente.

Figura 2.2: Desenho esquemático para soma de um fasor constante e vários outros fasores
aleatórios. Extraı́do de [42]

Fonte: Reproduzido pelo autor. Extraı́do de [42].
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2.2.3 Fasor constante forte e soma de pequenos fasores aleatórios

Para descrição da aleatoriedade do campo óptico, introduziremos o caráter estocástico do campo

na fase e na amplitude do campo elétrico incidente. O modeloque utilizaremos é conhecido como

modelo de difus̃ao de fase aleatória. Neste modelo, consideraremos que a faseφ do campo é

descrita pela soma de duas componentes de fase - uma delas constante e determı́nistica e a outra

aleatória e pequena em relação ao termo constante. Como ofasor conhecido (no nosso caso, o

determinı́stico) é muito maior que o fasor aleatório podemos perceber que o fasora resultante se

encontra inserido numa “nuvem”de ruı́do centrada na extremidade do fasors.

Figura 2.3: Desenho esquemático para soma de um fasor “forte”constante e vários outros fasores
aleatórios.

Fonte: Reproduzido pelo autor. Extraı́do de [42].

2.3 Funç̃oes de autocorrelaç̃ao e correlaç̃ao cruzada

Quando trabalhamos com processos aleatórios, os momentosestatı́sticos fornecem informações

relevantes para os processos levados em conta. Dentre eles,a média e a função de autocorrelação.

Para um processo aleatóriox(t) definimos como médiam(t):
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m(t) = 〈x(t)〉 (2.6)

e aautocorrelaç̃ao dex(t), também conhecida comofunç̃ao de coer̂encia ḿutua,

Γ(t1, t2) ≡ 〈x(t1)x(t2)〉. (2.7)

Vamos assumir que o processo é estatisticamente estacion´ario. Consequentemente, a média

será independente do tempot e a função de autocorrelação depende apenas da diferenc¸a entret1 e

t2, τ = t2 − t1. Portanto, podemos escrever a funçãoΓ(t1, t2) como:

Γ(t1, t2) ≡ Γ(τ) = 〈x(t)x(t + τ)〉. (2.8)

Quando a variável aleatória é complexa (em geral, quandolidamos com óptica estatı́stica dev-

ido a dependência dos campos harmônicoseiω0t), escreveremosz(t) ao invés dex(t) e definimos

a função de autocorrelação de uma maneira semelhante a definida em (2.8). Para o processo es-

tocástico complexo estacionário e de média zero, temos:

Γ(τ) = 〈z∗(t)z(t + τ)〉. (2.9)

Motivados pelo problema da motivação de fase cruzada parapulsos parcialmente coerentes,

podemos generalizar essa definição e considerarmos quando dois processos aleatórios complexos

estão envolvidos. Considere agora, ao invés dez(t), os processos envolvidos sãoz1(t) e z2(t).

Esses processos podem representar, por exemplo, a variaç˜ao de um determinado campo em dois

pontos distintos do espaçoP1 eP2. Assumindo que os processos são conjuntamente estacionários,

ou seja, a probabilidade conjunta dez1(t) e z2(t) é invariante no que se diz respeito a origem

temporal, e então definimos comofunç̃ao correlaç̃ao cruzadacomo:
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2.4 Teorema de Wiener-Khintchine 61

Γ12(τ) = 〈z∗1(t)z2(t + τ)〉 (2.10)

Nossas contribuições na área de óptica estatı́stica foram concentradas na inserção do caráter

estocástico no estudo da IM em apenas UM pulso propagante emuma fibra.

2.4 Teorema de Wiener-Khintchine

Analisando dimensionalmente a eq. (2.8) é razoável inferir que a função de autocorrelação de

um processoz(t) representando um campo elétrico estocástico, nos fornec¸a informação acerca da

intensidade desse campo devido o produto entre os campos em um tempot1 e num tempot2.

Considere um processo óptico estocástico com média zero, ou seja,

〈z(t)〉 = 0 (2.11)

Nesse caso é interessante e muito útil trabalharmos no domı́nio das frequências. Assim, iremos

definir a transformada de Fourier dez(t) da seguinte maneira:

ξp(ω) =
1

2π

∫ +∞

−∞
zp(t)e

iΩtdt (2.12)

E consequentemente, com duas frequênciasΩ eΩ′,

ξ∗p(Ω)ξp(Ω
′) =

1

(2π)2

∫ ∫ +∞

−∞
z∗p(t)zp(t

′)e−iΩteiΩ
′t′dtdt′ (2.13)

Podemos utilizar a substituiçãot′ = t + τ , e extrair a média no ensemble de ambos os lados e

então:
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〈ξ∗(Ω)ξ(Ω′)〉 = 1

(2π)2

∫ ∫ +∞

−∞
〈z∗(t)z(t + τ)〉eiΩ′τei(Ω

′−Ω)tdtdτ (2.14)

Substituindo (2.9) em (2.14),

〈ξ∗(Ω)ξ(Ω′)〉 = 1

(2π)2

∫ ∫ +∞

−∞
Γ(τ)eiΩ

′τei(Ω
′−Ω)tdtdτ (2.15)

Como,

1

2π

∫ +∞

−∞
ei(Ω

′−Ω)tdt = δ(Ω′ − Ω) (2.16)

Então,

〈ξ∗(Ω)ξ(Ω′)〉 = S(Ω)δ(Ω′ − Ω) (2.17)

onde:

S(Ω) =

∫ +∞

−∞
Γ(τ)eiΩτdτ (2.18)

Ou extraindo a transformada de Fourier inversa, temos:

Γ(τ) =
1

2π

∫ +∞

−∞
S(Ω)e−iΩτdΩ (2.19)

S(Ω) é formalmente definido por (2.17) é conhecido como densidade espectral, ou espectro

de Wiener do processo estacionárioz(t). Podemos calcular este espectro de potências a partir do

cálculo da transformada de Fourier da autocorrelação doprocessoz(t). Essa relação (2.18) é con-
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hecida comoTeorema de Wiener-Khintchine. Na aplicação a fenômenos ópticos, a autocorrelação

fornece uma medida da intensidade do pulso caracterizado pelo processo estocástico. Quando ex-

trairmos a transformada de Fourier desta função, podemosinterpretar como se estivessemos anal-

isando o espectro de potências no domı́nio das frequências do pulso.

Quando estivermos lidando com dois processos distintos, nocaso análogo à correlação cruzada,

o teorema de Wiener-Khintchine pode ser generalizado e consequentemente para fenômenos ópticos

dessa natureza é possı́vel calcular o espectro de potências do pulso devido a interação de dois cam-

pos (processos), como o caso, por exemplo, da modulação cruzada de fase.

S12(Ω) =

∫ +∞

−∞
Γ12(τ)e

iΩτdτ (2.20)

2.5 Propagaç̃ao de um pulso parcialmente coerente em um meio

dispersivo não linear

Nesta seção, iremos apresentar os estudos acerca do efeito da instabilidade modulacional de

um pulso óptico parcialmente coerente em um meio dispersivo não linear com resposta instantânea

publicado em (1995) porCavalcantiet al [14]. Para isso, iremos introduzir o caráter estocástico do

pulso através de modelo de difusão de fase [24] no campo em questão. Assim, o campo incidente

E(z, t) na aproximação do envelope lentamente variável obedecea seguinte ENLS:

i
∂E(z, t)

∂z
=
β2
2

∂2E(z, t)

∂t2
− γ|E(z, t)|2E(z, t) (2.21)

Onde,β2 representa o parâmetro de dispersão da velocidade de grupo e γ = n2k|E0|2 o

parâmetro da não linearidade da fibra. Admitimos que o campo incidente possui natureza es-

tocástica constituı́do por uma parte determinı́stica representado porE0, e o ruı́do que iremos asso-

ciar ao campo, pode ser representado por pequenas flutuações no estado estacionário, representado

por∆E(z, t). Devido a existência de um termo determinı́stico e outro termo estocástico, o pulso in-
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64 Amplificação de ruı́do em um meio não linear dispersivo

cidente é ditoparcialmente coerente. Como qualquer laser real emite luz com flutuações aleatórias

na amplitude e na fase devido as oscilações moleculares independentes, escreveremos o campo

estocástico como sendo:

E(z, t) = (E0 + δE(z, t)) ei(Φ0+δΦ(z,t)), (2.22)

onde:E0 é o campo incidente emz = 0 e t = 0 eΦ0 = γ|E0|2z. Note que,δE(z, t) e δΦ(z, t)

representam pequenas flutuações em torno dos valores médios 〈E〉 e 〈Φ〉, e obedecem as relações:

δE(z, t) ≪ E0(z, t) (2.23)

δΦ(z, t) ≪ Φ0(z, t) (2.24)

No modelo utilizado, o campo óptico complexo é representado por uma soma de um fasor

constante com um fasor gaussiano fraco que varia aleatoriamente entre[0, 2π]. Não obstante, as

flutuaçõesδE(z, t) eδΦ(z, t) representam um processo aleatório Gaussiano [14, 25, 26] com média

zero〈δE(z, t)〉 = 〈δΦ(z, t)〉 = 0 No modelo de difusão de fase, o processo∆Φ é considerado não

apenas Gaussiano [25, 26] com as frequências das flutuações rapresentando ruı́dos brancos, mas,

também Markoviano, isto é, com a variância de fase crescendo linearmente com o tempo. Como

estamos lidando com pulsos parcialmente coerentes, devemos definir a função de autocorrelação:

Γ(z, t) = 〈E∗(z, 0)E(z, t)〉 (2.25)

E consequentemente, sua transformada de Fourier,

S(z, ω) =

∫ +∞

−∞
Γ(z, t)eiωtdt (2.26)

Que pelo teorema de Wiener-Khintchine nos fornece o espectro de potência. Neste caso, sub-
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stituindo (2.22) em (2.25), temos:

Γ(z, t) = 〈E∗(z, 0)E(z, t)〉 = 〈(E0 + δE(z, 0)) (E0 + δE(z, t)) ei(δΦ(z,t)−δΦ(z,0))〉

Γ(z, t) = |E0|2〈ei∆Φ〉+ E0〈[δE(z, 0) + δE(z, t)] ei∆Φ〉 (2.27)

onde:

∆Φ = δΦ(z, t)− δΦ(z, 0)

O primeiro termo da equação (2.27) é a contribuição predominante e fornece a informaçãosobre

a autocorrelação referente a fase do campo propagante. Osdemais termos representam o acopla-

mento entre o ruı́do na amplitude e na fase do campoE. Consideraremos apenas a contribuição

predominante, o primeiro termo, e admitindo que∆Φ possua caráter Gaussiano na propagação, a

relação

Γ(z, t) ≈ |E0|2e−
〈∆Φ〉2

2 (2.28)

é válida. Agora, vamos calcular o conjunto de equações que regem a dinâmica dos ruı́dos do

campo. Para isso, calcularemos algumas quantidades importantes, desconsiderando os termos não

lineares emδE e δΦ:

∂E

∂z
=

[

∂δE

∂z
+ i(E0 + δE)

(

n2k|E0|2 +
∂δΦ

∂z

)]

ei(Φ+δΦ) (2.29)

∂2E

∂t2
=

[

∂2δE

∂t2
+ i(E0 + δE)

∂2δΦ

∂t2

]

ei(Φ+δΦ) (2.30)

|E|2 = E∗E ≈ |E0|2 + 2E0δE (2.31)

Substituindo essas quantidades na ENLS (2.21), obtém-se:

i
∂δE

∂z
−E0

∂δΦ

∂z
− β2

2

∂2δE

∂t2
− i

β2
2
E0
∂2δΦ

∂t2
+ 2n2k|E0|2δE = 0 (2.32)
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Podemos separar a eq. (2.32) em duas partes, uma real e uma complexa. De modo que obtemos

o seguinte sistema de equações:

β2
2

∂2δE

∂t2
+ E0

∂δΦ

∂z
− 2n2k|E0|2δE = 0 (2.33)

β2
2
E0
∂2δΦ

∂t2
− ∂δE

∂z
= 0 (2.34)

O conjunto de equações acima é resolvida pelo método de Fourier. Introduzindo as transfor-

madasδe(z,Ω) e δφ(z,Ω):

δE(z, t) =
1

2π

∫ +∞

−∞
δe(z,Ω)e−iΩtdΩ (2.35)

δΦ(z, t) =
1

2π

∫ +∞

−∞
δφ(z,Ω)e−iΩtdΩ (2.36)

Para campos harmônicos:

β2
2
(−iΩ)2δe+ E0

∂δφ

∂z
− 2n2k|E0|2δe = 0 (2.37)

β2
2
E0(−iΩ)2δφ− ∂δe

∂z
= 0 (2.38)

Após algumas manipulações algébricas, obtemos o seguinte grupo de equações:

∂2δe

∂z2
+K2δe = 0 (2.39)

∂2δφ

∂z2
+K2δφ = 0 (2.40)

onde:

K2 =
β2Ω

2

4

(

β2Ω
2 + 4n2k|E0|2

)

Note que apenas paraβ2 < 0 (Dispersão anômala),K ∈ ℑm. No regime de dispersão normal,
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não há ganho para a IM. Assim, analisaremos apenas esete regime de dispersão. Desta maneira, a

relação de dispersão é dada pela expressão:

K2 =
β2
2Ω

2

4

(

Ω2 − Ω2
c

)

−→ Ω2
c ≡

4

|β2|LNL
(2.41)

LNL ≡ (n2k|E0|2)−1 representa o comprimento não-linear do meio. Fisicamente, fornece o

comprimento do caminho óptico a partir do qualquer os efeitos não-lineares se tornam significa-

tivos. Porém, devido as linearizações, este modelo é restrito ao intervalo em queL é pequeno,

isto é,L ≈ 2LNL, sendo possı́vel a estimativa dos efeitos para distância acima desta através de

simulações computacionais [14] ou experimentos em laboratório.

Comog(Ω) = 2ℑm(K), define-se o ganho:

g(Ω) = |β2Ω|(Ω2
c − Ω2) para, |Ω| < Ωc (2.42)

g(Ω) = 0 se, |Ω| > Ωc (2.43)

Devido a esta análise, as componentes de ruı́do na frequência Ω dentro do intervalo−Ωc <

Ω < Ωc, crescem exponencialmente de acordo, com:

δe(z,Ω) = δe(0,Ω)e
g(Ω)z

2 (2.44)

δφ(z,Ω) = δφ(0,Ω)e
g(Ω)z

2 (2.45)

Estamos interessados não apenas no espectro de ganho, mas principalmente, na variância de

fase (2.28). Pois, podemos obter a a partir dela as funções de autocorrelação e o espectro de

potências, consequentemente. Assim, vamos calcular a diferença de fase∆Φ(z, t) usando as eqs.

(2.35) e (2.44):

Instituto de F́ısica - UFAL



68 Amplificação de ruı́do em um meio não linear dispersivo

∆Φ = δΦt(z, t)− δΦ0(z, 0) (2.46)

=
1√
2π

[
∫ +∞

−∞
δφ(0,Ω)ei(Kz−Ωt)dΩ−

∫ +∞

−∞
δφ(0,Ω)eiKzdΩ

]

(2.47)

∆Φ =
1√
2π

∫ +∞

−∞
δφ(0,Ω)eiKz(e−iΩt − 1)dΩ+ c.c. (2.48)

Utilizando a seguinte propriedade para o processo estocástico [43, 14]:

〈δφ∗(0,Ω)δφ(0,Ω′)〉 = SΦ(0,Ω)δ(Ω− Ω′) (2.49)

onde:SΦ(0,Ω) representa o espectro de potência de entrada do processoδΦ(0, t). Assim, após

algumas manipulações algébricas, encontramos a expressão:

〈(∆Φ)2(z, t)〉 = 〈(∆Φ)2(0, t)〉+ 2

π

∫ Ωc

0

SΦ(0,Ω)(1− cosΩt)
[

eg(Ω)z − 1
]

dΩ (2.50)

A forma da linha espectral de diversos lasers possuem o perfilLorentziano [24, 60], matemati-

camente,SΦ(0,Ω) =
2π∆ν
Ω2 e〈(∆Φ)2(0, t)〉 = 2π∆νt. Fazendo as seguintes mudançãs de variáveis:

Ω = xΩc

t′ = νct (2.51)

Ωc = 2πνc

A variância de fase a uma distância L, pode ser calculada através da equação:

〈(∆Φ2)(L, t′)〉 = 2π
∆ν

νc

(

t′ +
1

π2

∫ 1

0

[1− cos(2πxt′)](eg(x)L − 1)
dx

x2

)

(2.52)

A equação acima (2.52) mostra que a razão∆ν
νc

desempenha um importante papel no processo
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Figura 2.4: Gráfico da variância de fase em função do tempo t′. Para valores distintos deL e∆ν/νc

Fonte: Reproduzido pelo autor. Extraı́do de [14].

de amplificação do ruı́do. Verificamos que se∆ν representa o grau de coerência do pulso incidente

inicial, νc deve estar associada com a frequência caracterı́stica do meio não linear dispersivo.

Figura 2.5: Gráfico da autocorrelação em função do tempo t′. Para valores distintos deL e∆ν/νc

Fonte: Reproduzido pelo autor. Extraı́do de [14].

Tanto nos gráficos da autocorrelação quanto no da variância de fase, notamos a existência de

estruturas oscilatórias dependentes do comprimento de propagaçãoL observado. Tais estruturas são

responsáveis pelo surgimento das bandas de instabilidadeno espectro de potências. Na fig. (2.4) é

possı́vel observar que a largura de linha não prejudica a existência das oscilações na variância de

fase. Já na fig. (2.5) é possı́vel observar a degradação da correlação devido o aumento da largura
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de linha do pulso, note que este mesmo aumento é responsável pelo desaparecimento gradual das

estruturas oscilatórias na autocorrelação.

Figura 2.6: Gráfico do espectro de potências em função dafrequência normalizada. Para valores
distintos deL e∆ν/νc

Fonte: Reproduzido pelo autor. Extraı́do de [14].

Note que na figura (2.6), há o surgimento das bandas de instabilidades laterais. Percebe-se

também que o aumento da razão∆ν/νc do pulso induz uma degradação destas duas bandas laterais

de instabilidade. Ainda na figura (2.6), há um alargamento espectral que faz com que as bandas se

distanciem da frequência central normalizada. Entretando, é possı́vel observar que paraL = 2LNL

não é possı́vel notar as bandas dentro do intervalo de frequências mostrado. No caso em que a

resposta não linear é não instantânea o comportamento ´e um pouco diferente, principalmente pela

existência da IM no regime de dispersão normal.
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2.6 Amplificação de rúıdo em um meio ñao linear dispersivo no

regime de dispers̃ao zero

Continuando com nossas discussões, podemos estudar as mesmas propriedades da seção ante-

rior para o regime de dispersão zero [44]-[46]. Como o regime de dispersão da velocidade de grupo

é mı́nimo, implica queβ2 ≈ 0. Desta maneira, se torna necessário que o campo incidenteE(z, t)

na aproximação do envelope lentamente variável obedeça a seguinte ENLS:

i
∂E(z, t)

∂z
=
β2
2

∂2E(z, t)

∂t2
+ i

β3
6

∂3E(z, t)

∂t3
− β4

24

∂4E(z, t)

∂t4
− γ|E(z, t)|2E(z, t) (2.53)

De maneira análoga a seção anterior, teremos que encontrar a expressão para a relação de

dispersão para o nosso pulso estocástico

E(z, t) = (E0 + δE(z, t))ei(Φ0+δΦ(z,t)) ∴ Φ0 = γ|E0|2z

neste regime de dispersão. Segue algumas quantidades importantes:

∂E

∂z
=

[

∂δE

∂z
+ i(E0 + δE)

(

∂Φ0

∂z
+
δΦ

∂z

)]

ei(Φ0+δΦ) (2.54)

∂2E

∂t2
=

(

∂2δE

∂t2
+ iE0

∂2δΦ

∂t2

)

ei(Φ0+δΦ) (2.55)

∂3E

∂t3
=

(

∂3δE

∂t3
+ iE0

∂3δΦ

∂t3

)

ei(Φ0+δΦ) (2.56)

∂4E

∂t4
=

(

∂4δE

∂t4
+ iE0

∂4δΦ

∂t4

)

ei(Φ0+δΦ) (2.57)

|E|2E =
(

|E0|2 + 2E0δE + |δE|2
)

(E0 + δE) ei(Φ0+δΦ) (2.58)

Substituindo as relações (3.1) em (2.53) e considerando os termos lineares emδE e δΦ, após

algumas manipulações algébricas simples, podemos dividir o resultado nas partes real e imaginária

da seguinte forma:
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∂E

∂z
=

β2E0

2

∂2δΦ

∂t2
+
β3
6

∂3δE

∂t3
− β4E0

24

∂4δΦ

∂t4
(2.59)

−E0
∂δΦ

∂z
=

β2
2

∂2δE

∂t2
− β3E0

6

∂3δΦ

∂t3
− β4

24

∂4δE

∂t4
− 2γ|E0|2δE (2.60)

Como queremos encontrar a relação de dispersão, podemosresolver esse problema através

do método de Fourier (2.35) trabalhando no domı́nio das frequências. Assim, (3.6) podem ser

reescritas como:

δe

(

−ik + i
β3Ω

3

6

)

+ δφ

(

β2E0Ω
2

2
+
β4E0Ω

4

24

)

= 0 (2.61)

δe

(

2γ|E0|2 +
β2Ω

2

2
+
β4Ω

4

24

)

+ δφ

(

−ikE0 + i
β3E0Ω

3

6

)

= 0 (2.62)

Ou então,





−ik + iβ3Ω3

6
β2E0Ω2

2
+ β4E0Ω4

24

2γ|E0|2 + β2Ω2

2
+ β4Ω4

24
−ikE0 + iβ3E0Ω3

6









δe

δφ



 =





0

0



 (2.63)

Que admite solução não trivial, quando o determinante damatriz dos coeficientes é nula. Desta

maneira,

K =
β3Ω

3

6
± |Ω|

√

β2|E0|2γ +
Ω2

4

(

β2
2 +

β4γ|E0|2
3

)

+
β2β4Ω4

24
+
β4

2Ω6

(24)2
(2.64)

Podemos notar que a relação de dispersão para pulsos parcialmente coerentes encontrada aqui, é

idêntica a relação de dispersão obtida para pulsos coerentes [44]. A inserção do modelo de difusão

de fase, não possui influência no espectro de ganho da IM para este regime de dispersão utilizando

a ENLS extendida até quarta ordem.

Podemos agora, como estamos lidando com o regime de dispers˜ao mı́nima,β2 → 0. Portanto,

a eq. (3.18) se torna:
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K =
β3Ω

3

6
± |Ω|

√

Ω2

4

(

β4γ|E0|2
3

)

+
β4

2Ω6

(24)2
(2.65)

Para plotarmos o ganho, desconsideraremosβ3. Veja que na equação acima, o termo que contém

β3 não interfere na geração do ganho. Assim, podemos escrever o ganho como:

g(Ω) =

(

Ω2|β4|
12

)

√

Ωc
4 − Ω4 ∴ Ωc

4 =
48γ|E0|2

|β4|
(2.66)

Figura 2.7: Espectro de ganho. Parâmetros da fibra:β2 = 0, β4 = 7.10−4 ps4/Km e γ =
3.05 Km−1W−1

Fonte: Reproduzido pelo autor. Extraı́do de [44].

As funções estatı́sticas não mudam suas equações devido a mudança na ENLS. Como o modelo

utilizado de difusão de fase é o mesmo, a função de autocorrelação é obtida através de (2.28):

Γ(z, t) ≈ |E0|2e−
〈∆Φ〉2

2

E o espectro de potências é dado por (2.26):
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74 Amplificação de ruı́do em um meio não linear dispersivo

S(z, ω) =

∫ +∞

−∞
Γ(z, t)eiωtdt

Nesta seção, não entraremos em detalhes sobre as funções de autocorrelação e do espectro de

potências. O objetivo principal da mesma, é apresentar o existência do espectro de ganho para a

instabilidade modulacional no regime de dispersão zero. Oestudo da influência das propriedades

estatı́sticas na IM será comparada para as respostas instantâneas e atrasadas na apresentação dos

trabalhos publicados no capı́tulo posterior desta tese.
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Caṕıtulo 3

Amplificação de rúıdo em um meio com

resposta ñao linear atrasada

3.1 Propagaç̃ao de um pulso parcialmente coerente em um meio

dispersivo não linear com resposta ñao linear atrasada

Como já discutimos anteriormente, a IM é um fenômeno bastante peculiar ocorrente durante

a propagação de ondas eletromagnéticas em meios não lineares dispersivos, e se caracteriza pela

manifestação de um crescimento exponencial de pequenas perturbações na amplitude e na fase

(nesse caso) enquanto a onda se propaga dentro do meio/fibra devido a coexistência dos efeitos não

lineares e dispersivos. No campo da óptica não linear, a IMpode ser utilizada na determinação de

parâmetros de fibras [27], na produção de lasers baseados na IM [28], na geração de chaveadores

ópticos [29], promovendo formação de sólitons em redes ópticas de condensados de Bose-Einstein

[15], [30], no controle da não linearidade de meios ópticos, [31] entre outros. Além das aplicações

mencionadas, pode ser o mecanismo fı́sico responsável pelo desencadeamento de processos natu-

rais tais como sólitons e formação derogue waves[17],[33]-[34].

No contexto das fibras ópticas, a IM é induzida tanto pela automodulação de fase quanto pela
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76 Amplificação de ruı́do em um meio com resposta não linear atrasada

modulação de fase cruzada. Em geral, as análises acerca do fenômeno da IM são feitas através

da resoluções de extensões da ENLS obtendo a relação dedispersão através da linearização das

equações que regem a dinâmica das perturbações. Nesteponto de vista, além da dispersão de baixa

ordem usual e não linearidade Kerr, muitos outros aspectosfı́sicos já são considerados tais como,

não linearidade saturável, não linearidade de quinta ordem, dispersão de ordens mais altas, resposta

não linear não instantânea, e assim por diante.

Nos últimos anos, o crescente número de pesquisas nessa área tem contribuindo para o en-

tendimento da resposta não linear retardada devido ao efeito Raman tanto experimentalmente [35]

quanto teoricamente [18, 22],[36]-[47]. Atualmente, a suposição da resposta não linear instantânea

falha para pulsos ultracurtos ou em meios com alta dispersão, por esta razão é necessária a inserção

do retardo na resposta não linear do meio. No nosso trabalho, o artifı́cio utilizado para resolver

este problema se dá através de um modelo de relaxação, conhecido como modelo de relaxação de

Debye. Porém, neste modelo essa correção é uma funçãopuramente exponencial. Recentemente,

Picozzi et al mostraram que uma pequena contribuição da resposta de um oscilador harmônico

pode mudar drasticamente no dinâmica de feixes incoerentes em um meio não linear instantâneo

[48].

Na maioria dos casos de estudos da IM, os pulsos incidentes possuem natureza determinı́stica

e as perturbações são produzidas dentro do meio propagante. No ponto de vista prático, todos os

campos ópticos são apenas parcialmente coerentes e se torna necessária considerar a análise da

óptica não linear de um novo ponto de vista. De sorte, este campo tem recebido uma atenção es-

pecial com o estudo da instabilidade modulacional incoerente e de sólitons incoerentes em cristais

fotorefrativos [49, 50]. Há pouco tempo, foi demonstrado que a IM pode ocorrer também para

ondas parcialmente coerentes, tanto teoricamente [14, 59, 52] quanto experimentalmente [53, 54].

Várias aproximações distintas tem sido propostas para investigar a função de um pulso parcial-

mente coerente, por exemplo, através da adição de um termo de ruı́do de Langenvin na ENLS, ou

ainda, analisando explicitamente a contribuição da média estatı́stica no ensemble da resposta Kerr,

〈|E|2〉 na ENLS [59]. Por outro lado, nossa aproximação baseia-se no modelo de difusão de fase e

investigamos a evolução das flutuações através da resolução da ENLS semelhante ao realizado na

Ref. [14]. Aqui, nós investigamos as propriedades estatı́sticas de um pulso parcialmente coerente

em conexão com a IM proveniente do efeito da automodulação de fase durante a propagação de
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uma onda eletromagnética em um meio não linear dispersivocom resposta não linear retardada a

partir do estudo da ENLS com um campo incidente estocástico.

Para isso, consideramos o caso em que uma onda contı́nua incidente dentro de uma fibra. A

equação que descreve a propagação dessa onda dentro da fibra com resposta não instantânea para

o campo elétrico obedecendo a aproximação do envelope lentamente variável e descrita no modelo

de relaxação de Debye é dada por:

i
∂E(z, t)

∂z
=

β2
2

∂2E(z, t)

∂t2
−N(z, t)E(z, t) (3.1)

∂N(z, t)

∂t
=

1

τ

(

−N(z, t) + γ|E(z, t)|2
)

(3.2)

Ondez e t representam as coordenadas longitudinal e temporal para o sistema referencial se

movimentando com o pulso, respectivamente,β2 é o parâmetro de dispersão da velocidade de

grupo,γ o parâmetro Kerr,τ representa o retardo na resposta não linear do meio eN(z, t) descreve

o ı́ndice não linear do meio. Perceba quandolimτ−→0 a eq. (3.1) recupera o caso descrito por

(2.21).

τ
∂N(z, t)

∂t
=
(

−N(z, t) + γ|E(z, t)|2
)

para, lim
τ−→0

⇒ N(z, t) −→ γ|E(z, t)|2 (3.3)

E portanto, (3.1) se reescreve como:

i
∂E(z, t)

∂z
=
β2
2

∂2E(z, t)

∂t2
− γ|E(z, t)|2E(z, t) (3.4)

(3.5)

Que é a ENLS que descreve a propagação de pulsos em um meio com resposta não linear

instantânea.

Prosseguindo com o nosso caso, escrevemos o campo estocástico como:
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78 Amplificação de ruı́do em um meio com resposta não linear atrasada

E(z, t) = (E0 + δE(z, t)) ei(Φ0+δΦ(z,t)) ∴ Φ0 = γ|E0|2z (3.6)

N(z, t) = N0 + δN(z, t) ∴ N0 = γ|E0|2 (3.7)

Onde,δE(z, t) e δΦ(z, t) representam, respectivamente, pequenas flutuações nos valores esta-

cionários da amplitude e da fase, que obedecem as relações: δE(z, 0) ≪ E0 e δΦ(z, 0) ≪ Φ0.

Onde, o pulso é descrito através da soma entre um fasor constante e um ruı́do Gaussiano, como de-

scrito na seção2.2.3, representado por um fasor fraco com média zero,〈δE(z, t)〉 = 〈δΦ(z, t)〉 = 0

e a fase varia aleatoriamente no intervalo[0, 2π]. Semelhantemente,δN(z, 0) ≪ N0 corresponde a

uma pequena flutuação da não linearidade e〈δN(z, t)〉 = 0.

Calculando a função de autocorrelação deδE eδΦ, que por sua vez possuem dependência com

as as propriedades estatı́sticas do campo incidente, iremos extrair algumas propriedades estatı́sticas

de interesse. Logo, por definição:

Γ(z, t) = 〈E∗(z, 0)E(z, t)〉, (3.8)

em conjunto com sua transformada de Fourier,

S(z,Ω) =

∫ ∞

−∞
Γ(z, t)eiΩtdt. (3.9)

substituindo (3.6) em (3.8), calculamos a funçãoΓ(z, t):

Γ(z, t) = 〈E∗(z, 0)E(z, t)〉 = 〈(E0 + δE(z, 0)) (E0 + δE(z, t)) ei(δΦ(z,t)−δΦ(z,0))〉

Γ(z, t) = |E0|2〈ei∆Φ〉+ E0〈[δE(z, 0) + δE(z, t)] ei∆Φ〉 (3.10)

onde:

∆Φ = δΦ(z, t)− δΦ(z, 0)

Tese de Doutorado



3.1 Propagação de um pulso parcialmente coerente em um meio dispersivo não linear com
resposta não linear atrasada 79

O primeiro termo da equação (3.10) é a contribuição predominante e fornece a informaçãosobre

a autocorrelação referente a fase do campo propagante. Osdemais termos representam o acopla-

mento entre o ruı́do na amplitude e na fase do campoE(z, t). Considerando apenas o primeiro

termo, admitindo que∆Φ possua carater Gaussiano na propagação,

Γ(z, t) ≈ |E0|2e−
〈∆Φ〉2

2 , (3.11)

Isso se mantém para dadas flutuações na amplitude e na fase, que são pequenas em comparação

com a intensidade média do pulso. Assim, o sistema não linear pode ser considerado com um

comportamento linear no que diz respeito as flutuações. Agora, o nosso problema é calcular a

quantidade〈(∆Φ)2(t)〉2. Na mesma linha de raciocı́nio utilizado por [14], vamos calcular o con-

junto de equações que regem a dinâmica dos ruı́dos do campo. Para isso, calcularemos algumas

quantidades importantes, desconsiderando os termos não lineares emδE e δΦ:

∂E

∂z
=

[

∂δE

∂z
+ i(E0 + δE)

(

N0 +
∂δΦ

∂z

)]

ei(Φ+δΦ) (3.12)

∂2E

∂t2
=

[

∂2δE

∂t2
+ i(E0 + δE)

∂2δΦ

∂t2

]

ei(Φ+δΦ) (3.13)

|E|2 = E∗E ≈ |E0|2 + 2E0δE (3.14)
∂δN

∂t
=

1

τ
(2γE0δE − δN) (3.15)

Substituindo essas quantidades na ENLS (3.1), obtém-se:

i
∂δE

∂z
−E0

∂δΦ

∂z
=

β2
2

(

∂2δE

∂t2
+ iE0

∂2δΦ

∂t2

)

− δNE0 (3.16)

∂δN

∂t
=

1

τ
(2γE0δE − δN) (3.17)

definindo as transformadas de Fourier:
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80 Amplificação de ruı́do em um meio com resposta não linear atrasada

δE(z, t) =
1

2π

∫ ∫ +∞

−∞
δe(z,Ω)e−iΩtdΩ (3.18)

δΦ(z, t) =
1

2π

∫ ∫ +∞

−∞
δφ(z,Ω)e−iΩtdΩ (3.19)

δN(z, t) =
1

2π

∫ ∫ +∞

−∞
δn(z,Ω)e−iΩtdΩ (3.20)

Logo temos o conjuntos de equações:

i
∂δe

∂z
− E0

∂δφ

∂z
=

β2
2

(

∂2δe

∂t2
+ iE0

∂2δφ

∂t2

)

− δnE0 (3.21)

∂δn

∂t
=

1

τ
(2γE0δe− δn) (3.22)

Para campos harmônicos:

i
∂δe

∂z
−E0

∂δφ

∂z
=

β2
2

(

(−iΩ)2δe+ iE0(−iΩ)2δφ
)

− δnE0 (3.23)

(−iΩ)δn =
1

τ
(2γE0δe− δn) (3.24)

Após algumas manipulações algébricas, obtemos o seguinte grupo de equações:

Separando as partes imaginária e real, respectivamente:

∂δe

∂z
= −β2Ω

2E0

2
δφ− 2Ωτγ|E0|2

1 + Ω2τ 2
δe (3.25)

E0
∂δφ

∂z
=

β2Ω
2

2
δe+

2γ|E0|2
1 + Ω2τ 2

δe (3.26)

E portanto,
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∂2δe

∂z2
−
(

−2γ|E0|2Ωτ
1 + Ω2τ 2

)

∂δe

∂z
+

[

(

β2Ω
2

2

)2

+
β2Ω

2γ|E0|2
1 + Ω2τ 2

]

δe = 0 (3.27)

∂2δφ

∂z2
−
(

−2γ|E0|2Ωτ
1 + Ω2τ 2

)

∂δφ

∂z
+

[

(

β2Ω
2

2

)2

+
β2Ω

2γ|E0|2
1 + Ω2τ 2

]

δφ = 0 (3.28)

Ambas podem ser escritas como:

∂2δe

∂z2
− α1

∂δe

∂z
+ α2δe = 0,

∂2δφ

∂z2
− α1

∂δφ

∂z
+ α2δφ = 0, (3.29)

E, consequentemente a relação de dispersão é dada por:

K2 + iKα1 − α2 = 0, (3.30)

Desta maneira, podemos perceber após cálculos simples, que podemos escrever a relação de

dispersão como:

[

K − i

(

−α1 +
√

α2
1 − 4α2

2

)]

×
[

K − i

(

−α1 −
√

α2
1 − 4α2

2

)]

= 0, (3.31)

onde,

α1 =
−2γ|E0|2Ωτ
1 + Ω2τ 2

,

α2 =
β2Ω

2

2

(

β2Ω
2

2
+

2γ|E0|2
1 + Ω2τ 2

)

, (3.32)

Partindo de (3.29), o ganho definido porg(Ω) = 2|ℑm(k)| é
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82 Amplificação de ruı́do em um meio com resposta não linear atrasada

g(Ω) = α1 ±
√

α2
1 − 4α2. (3.33)

Como a eq. (3.30) é um polinômio de ordem 2 com coeficientes complexos, as soluções podem

ser complexas e distintas. Então, os espectros podem apresentar dois espectros de ganho distintos.

Se a frequênciaΩ, g(Ω) 6= 0, as componentes do ruı́do crescem exponencialmente de acordo com

a expressão:

δe(z,Ω) = δe(0,Ω)eg(Ω)z/2,

δφ(z,Ω) = δφ(0,Ω)eg(Ω)z/2, (3.34)

A partir da transformada de Fourier de∆Φ(z, t) utilizando as eqs. (3.18) e (3.34), obtemos

∆Φ =
1√
2π

∫ ∞

0

δφ(0,Ω)eikz[e(−ıΩt) − 1]dΩ+ c.c. ,

(3.35)

Onde c.c. representa o conjugado complexo. Como sabemos, para um processo estocástico é

conhecido que

〈δφ∗(0,Ω)δφ(0,Ω
′

)〉 = SΦ(0,Ω)δ(Ω− Ω
′

), (3.36)

Onde, a densidade espectral das flutuações da fase incidente δΦ(0, t) são dadas porSΦ(0,Ω).

Assim, a variância de fase pode ser calculada através da equação:

〈(∆Φ)2(z, t)〉 = 2

π

∫ ∞

0

SΦ(0,Ω)[1− cos(Ωt)][eg(Ω)z − 1]dΩ. (3.37)
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Assumindo que a forma da linha espectral do laser possui um perfil Lorentziano, nós temos

queSΦ(0,Ω) = 2π∆ν
Ω2 e 〈(∆Φ)2(0, t)〉 = 2π∆νt, onde∆ν é a largura de meia altura (FWHM -

full width at half maximum). Ao propagar-se por uma distância L dentro da fibra, utilizando as

mudanças de variáveis (2.51), nós finalmente encontramos que a variância de fase é dada por:

〈(∆Φ)2(L, t′)〉 = 2π∆ν

{

t+
2

π

∫ Ωc

0

[1− cos(Ωt′)][eg(Ω)L − 1]
dΩ

Ω2

}

,

(3.38)

OndeΩc denota a frequência crı́tica em que o ganhog(Ω) ≈ 0 paraΩ > Ωc, e pode ser

estimado numericamente através da análise do espectro deganho fornecido por (3.33). Para esta

situação dois espectros de ganhos irão surgir, porém como o ganho representa uma amplificação

nas perturbações baseado na caracterı́stica natural do sistema sempre convergir para a situação

de maior desordem é razoável que levemos em conta apenas o maior deles. Nossos resultados

analı́ticos apenas são válidos paraL ∼ LNL = (γ|E0|2)−1. Para o caso em que,L >> LNL, as

flutuações nas amplitudes podem ser comparáveis com a intensidade média da onda incidente, e

consequentemente nossas considerações não são razoáveis.

3.2 Discuss̃ao dos resultados

Para o desenvolvimento deste trabalho foram utilizados os seguintes parâmetros:β2 = ±0.06 ps/m,

γ = 0.015 W−1/m, |E0|2 = 1 W, dois valores representativos para a largura à meia altura (∆ν =

0.008 THz e∆ν = 0.08 THz), eτ = 0− 10 ps.

3.2.1 Regime de dispers̃ao normal

Para ilustrar o papel do tempo de resposta finita na IM devido aautomodulação de fase e das

propriedades estatı́sticas, vamos considerar o caso da resposta não linear instantânea(τ = 0), isto

é, α1 = 0 e portanto (3.30) se torna uma equação polinomial com coeficientes reais e,havendo

alguma solução complexa, o seu conjugado complexo também deve ser considerado. E então,

apenas um espectro pode aparecer. Analisando as eqs. (3.32) e (3.33) percebemos que paraτ = 0,
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84 Amplificação de ruı́do em um meio com resposta não linear atrasada

não há nenhum espectro esperado para o regime de dispersão normalβ2 > 0. Basicamente, neste

caso a componente de frequênciaΩ experimenta um shift de faseKz e sua amplitude permanece

inalterada. De modo que, as propriedades estatı́sticas também permanecem inalteradas, com a

variância de fase crescendo linearmente com o tempo.

Figura 3.1: Espectro de ganho para di-
versos valores para o atrasoτ para re-
spostas rápidas.

Fonte: Produzido pelo autor.

Figura 3.2: Espectro de ganho para di-
versos valores para o atrasoτ para re-
spostas lentas.

Fonte: Produzido pelo autor.

Porém paraτ 6= 0 a situação muda radicalmente para o regime de dispersão normal. O retardo

na resposta não linear estimula o crescimento de uma banda de estabilidade.

Para pequenos valores deτ (regime de resposta rápida), devido ao tempo de resposta ser cres-

cente, a banda é deslocada em direção às frequências mais baixas com valor de ganho máximo

praticamente constante, conforme (3.1). Isso foi demonstrado por [13], através da análise da es-

tabilidade de um campo determinı́stico cujo ganho máximo decai com1
τ
. Entretanto, no regime

de resposta lenta (para grandes valores deτ ), notasse que o ganho máximo cresce comτ , como

podemos ver na figura (3.2)

O papel desempenhado pelo tempo de respostaτ no espectro da IM pode ser melhor investigado

através da variação contı́nua deτ como mostra a fig. (3.3). Podemos visualizar que a banda

de instabilidade é deslocado em direção às frequências mais baixas quandoτ cresce. Notamos

também que, para um determinado valor fixo deτ há uma banda induzida de instabilidade e quando

esse parâmetro for crescente ocorre o deslocamento da banda instável, adquirindo o fator de ganho

relevante, como podemos ver na parte escura da figura.
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Figura 3.3: Ganho máximo como função da frequênciaΩ e o tempo de respostaτ para o regime
normalβ2 > 0.

Fonte: Produzido pelo autor.

Figura 3.4: Variância de fase como
função do tempo para alguns valores es-
pecı́ficos da resposta não linear retar-
dada: (a)∆ν = 8 · 10−3 THz.

Fonte: Produzido pelo autor.

Figura 3.5: Variância de fase como
função do tempo para alguns valores es-
pecı́ficos da resposta não linear retar-
dada: (b)∆ν = 8 · 10−2 THz.

Fonte: Produzido pelo autor.

A partir de (3.38) e dos aspectos gerais supracitados, podemos perceber que,como τ induz

uma banda de instabilidade para esse regime de dispersão, aintegral não desaparece durante o

crescimento da variância de fase. A principal contribuição para o espectro óptico é fornecido a

partir das flutuações de fase. Podemos extrair as outras propriedades estatı́sticas.

Após analisarmos os efeitos do tempo de resposta na IM, demonstraremos como esta amplificação

no ruı́do modifica as propriedades de coerência e espectralde um pulso parcialmente coerente pelo

cálculo numérico da variância de fase dado por (3.38). Como discutido anteriormente, depois
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86 Amplificação de ruı́do em um meio com resposta não linear atrasada

Figura 3.6: Função de correlação ou
coerência em função do tempo para val-
ores distintos deτ : (a) ∆ν = 8 ·
10−3 THz.

Fonte: Produzido pelo autor.

Figura 3.7: Função de correlação ou
coerência em função do tempo para val-
ores distintos deτ : (b) ∆ν = 8 ·
10−2 THz.

Fonte: Produzido pelo autor.

de computar a variância iremos determinar a forma das linhas espectrais a partir do teorema de

Wiener-Khintchine.

Comoτ é crescente, as flutuações na fase são os causadores da degradação da luz transmitida.

Esses efeitos são mostrados nas figuras (1.4) e (1.5). De qualquer maneira, nenhumas mudanças são

observadas independente do valor grande ou pequeno para a largura de banda do pulso incidente.

Em [14], foi mostrado que as distorções no espectro de potências ou surgimento de bandas explici-

tamente estão associados a estrutura oscilatória na variância de fase e na função de autocorrelação.

Para investigar o espectro de potência, nós extrairmos numericamente a transformada de Fourier

da função de autocorrelação, para os valores de referência adotados para a resposta rápida e lenta

do sistema.

Como esperado, o resultado é mostrado em (1.6). Embora a banda de instabilidade seja induzida

no espectro de ganho, a forma da linha espectral não se alterará, uma vez que não foi verificado a

existência de estruturas oscilatórias nas propriedadesestatı́sticas calculadas anteriormente.

Na próxima seção, consideraremos o caso em queβ2 < 0, o regime de dispersão anômala.

Neste regime as bandas laterais convencionais estão relacionados além do aumento da variância

de fase e correlação, também estão conectados com o comportamento oscilatório que surgirá nas

grandezas estatı́sticas consideradas.
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Figura 3.8: Espectro de potências
correspondentes para as funções de
autocorrelação na figura (1.5): (a)
∆ν = 8 · 10−3 THz.

Fonte: Produzido pelo autor.

Figura 3.9: Espectro de potências
correspondentes para as funções de
autocorrelação na figura (1.5): (b)
∆ν = 8 · 10−2 THz.

Fonte: Produzido pelo autor.

3.2.2 Regime de dispers̃ao an̂omala

Mais uma vez, vamos analisar como o espectro de ganho é influenciado pelo para de retardoτ .

Mostraremos que, para o regime de dispersão anômala, tanto o espectro quanto as propriedades

estatı́sticas apresentam um comportamento mais rico que o da dispersão normal. Isso ocorre devido

às bandas induzidas de instabilidade receberem influência da ambos mecânismos: tanto o regime

de dispersão anômalo por si só, quanto do tempo de resposta [13]. Para a resposta instantânea

τ = 0, observa-se apenas a banda convencional no lugar das frequˆencias mais baixas. Neste caso,

o ganho e o intervalo de frequências para existência dessabanda são determinados por (3.29) e

(3.30). Entretanto, quando as duas contribuições coexistem uma nova banda de instabilidade é

induzida para frequências mais altas, e por isso, uma bandaRaman.

Neste regime de dispersão, para sistemas com pouco retardo, como podemos visualizar, duas

bandas estão presentes. A banda convencional está relacionada com as energias mais baixas e

a banda de altas energias relacionada com a banda Raman em queτ é responsável pelo surgi-

mento desta última. Note que o ganho máximo da banda Raman ´e praticamente independente de

τ , mas suaΩmax decai com o parâmetro obedecendo a relação1
τ

[13]. Por outro lado, a frequência

otimizada da banda convencional é praticamente a mesma para os diversos valores deτ utilizado
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Figura 3.10: Espectro de ganho para diferentes valores deτ , β2 = −0.06 ps2/m. Meios com
resposta rápida.

Fonte: Produzido pelo autor.

em (3.10).

Figura 3.11: Espectro de ganho para diferentes valores deτ paraβ2 = −0.06 ps2/m. Meios com
resposta lenta.

Fonte: Produzido pelo autor.

Para meios ópticos não lineares que a resposta é lenta, a relaxação da não linearidade apresenta

apenas um “deslize”da banda convencional. Entretanto, a banda Raman induzida se extende au-

mentando o intervalo das frequências instáveis. Comoτ é crescente, as duas bandas se fundem

uma com a outra para baixas frequências e o ganho máximo é reduzido razoavelmente e conse-

quentemente, as duas bandas não são bem distintas. Essa coalescência entre as bandas é mostrada

na fig. (3.11). Quando as bandas são emergidas e o ganho máximo é reduzida, a frequência cor-
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respondente dogmax decrescem proporcionalmente a1
τ1/3

e a redução do máximo obedece a lei de

potência 1
τ2/3

conforme [13].

Esses aspectos gerais da influência do tempo de resposta podem ser visualizados no fig.(3.12)

onde o degradê de cores mostra o ganho máximo como funçãoda frequência e do tempo de resposta

finito τ . A banda de frequências mais baixas corresponde à instabilidade inerente do meio respon-

dendo instantaneamente. Essa figura demonstra claramente arapidez do aumento do deslocamento

da banda Raman para a coalescência final destas bandas de instabilidade.

Figura 3.12: Ganho máximo como função da frequênciaΩ e do tempo de resposta não linearτ para
o regime anômalo.

Fonte: Produzido pelo autor.

Novamente, a partir de (3.38) eτ 6= 0, não apenas alarga o intervalo de frequências da instabili-

dade modulacional, como também cria uma nova banda espectral, que por sua vez, aumenta o limite

superior da integral nesta equação e aumentando também avariância de fase e outras propriedades

estatı́sticas significativas como mencionamos anteriormente.

Na fig. (1.10) plotamos a variância de fase como função do tempo para alguns valores repre-

sentativos para o tempo de resposta finitoτ para dois valores diferentes da largura de banda∆ν do

campo. Como mostrado em [14] nos casos em que a variância de fase é crescente e possuem uma

estrutura oscilatória essas caracterı́sticas estão associadas à bandas laterais espectrais da IM. Para

ambos valores de∆ν, a propagação não linear relaxada é responsável não apenas pela crescimento

da variância de fase mas também pela criação da estrutraoscilatória.

Espera-se que o crescimento das flutuações de fase degradea coereência de pulsos ópticos

propagantes. Na fig. (1.11), mostramos a função de autocorrelação ou de coerência,Γ(z, t), dada

por (3.11) correspondente a variância de fase mostrada na fig. (1.10).
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90 Amplificação de ruı́do em um meio com resposta não linear atrasada

Figura 3.13: Variância de fase em
função do tempo para valores distintos
de τ no regime anômalo: (a)∆ν =
8 · 10−3 THz.

Fonte: Produzido pelo autor.

Figura 3.14: Variância de fase em
função do tempo para valores distintos
de τ no regime anômalo: (b)∆ν =
8 · 10−2 THz.

Fonte: Produzido pelo autor.

Figura 3.15: Função de autocorrelação
em função do tempo para valores distin-
tos deτ no regime anômalo: (a)∆ν =
8 · 10−3 THz.

Fonte: Produzido pelo autor.

Figura 3.16: Função de autocorrelação
em função do tempo para valores distin-
tos deτ no regime anômalo: (b)∆ν =
8 · 10−2 THz.

Fonte: Produzido pelo autor.

Essas figuras mostram claramente que o nı́vel de degradação de coerência depende da largura

de banda∆ν do pulso inicial e do tempo de resposta finita do meio em quest˜ao. Vemos também

que apenas para a largura de banda menor o caráter oscilatório está presente tanto na variância de

fase quanto na função de autocorrelação.
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Figura 3.17: Linhas espectrais corre-
pondendo as funções de autocorrelação
mostradas na fig. (3.15): (a) ∆ν =
8 · 10−3 THz e paraβ2 = −0.06 ps2/m.

Fonte: Produzido pelo autor.

Figura 3.18: Linhas espectrais corre-
pondendo as funções de autocorrelação
mostradas na fig. (3.16): (b) ∆ν =
8 · 10−2 THz paraβ2 = −0.06ps2/m.

Fonte: Produzido pelo autor.

Investigamos numericamente a forma das linhas espectrais através do teorema de Wiener-

Khintchine, a partir da função de autocorrelação encontrada para dois valores representativas da

resposta atrasada, um deles no regime de resposta lenta e outro no regime de resposta rápida. Na

mesma figura com objetivo comparativo, plotamos também o caso convencional para (τ = 0) na

fig. (1.12).

Este aumento das flutuações de fase induzida pelo retardo no tempo de resposta, do pulso inicial

são a fonto para o surgimento das instabilidades modulacionais identificados pelas bandas laterais

na [1.12(a)] para os valores deτ explicitados. Entretanto, para um pulso de luz com largura de

banda grande, esses efeitos podem não podem ser facilmentevisualizados, como mostrado na fig.

[1.12(b)]. Esse resultado é esperado desde que a linha central pode se alargar a ponto de se fundir

com as bandas laterais.

Essas caracterı́sticas podem ser utilizadas para entendero papel que as oscilações das flutuações

desempenham como fonte da instabilidade modulacional. Quando um comportamento oscilatório

está presente na variância de fase e na função de correlação, bandas laterais semelhantes serão

visualizadas, causando distorção nas linhas espectrais, como mostrado em [14]. Não obstante, a

interação entre o tempo de resposta finito e a largura de onda do pulso inicial são também cruciais

para alterações abruptas na forma das linhas espectrais.
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92 Amplificação de ruı́do em um meio com resposta não linear atrasada

Os resultados, para os regimes normal e anômalos, exibem uma importante diferença com a

dinâmcia de ondas incoerentes com resposta não linear relaxada, que exibe apenas IM para um

regime em queτ >> τMI = 2π
√

β2LNL/2, ondeτMI representa o perı́odo temporal da IM

[38]. Nós, consideramos em nosso trabalho que a relaçãoτ ∼ τMI ∼ 10 ps é obedecida. Onde

a dinâmica de ondas incoerentes é conhecida por ser descrita através de uma equação cinética

(turbulência de Langmuir fraca) que não retrata a IM para meios respondendo rapidamente [55, 56,

57].

Em suma, neste capı́tuo estão apresentados as nossas investigações acerca da propagação de

pulsos parcialmente coerentes em um meio não linear dispersivo com resposta do tipo Kerr não

instantânea através de um modelo e difusão de fase, assumindo ser um campo médio intenso in-

dependente do tempo cujos ruı́dos estocásticos aparecem como pequenas flutuações nos valores

médios da amplitude e da fase. Para isso, utilizamos um conjunto de ENLS acopladas com o

modelo de relaxação de Debye incorporado.

Demonstramos como o tempo de resposta finita muda o espectro de ganho e algumas pro-

priedades estatı́sticas de segunda ordem durante a propagação do pulso para o meio exibindo

dipersão da velocidade de grupo normal e anômala, nos regimes de resposta rápida e lenta. Mostramos

também que se o meio apresentar um atraso considerável, a resposta usual Kerr deve ser sub-

stituı́do por um comportamento não usual, especialmente apartir de algumas pesquisas recentes na

produção de fibras de cristais fotônicos dopados com materiais mostrando respostas muito atrasadas

[58], complementando o entendimento total do fenômeno.

Para dispersão normal, a banda de instabilidade é induzida pela resposta não linear do material,

porém as linhas espectrais não mudam consideravelmente.No caso da dispersão anômala, a banda

Raman emerge e sob certas condições as flutuações na fasemostraram um estrutura oscilatória

temporal, que é responsável pela bandas laterais caracterı́sticas relacionadas pela IM. Aqui, preve-

mos a existência da IM em um regime que a IM não ocorre para ondas genuinamente incoerentes.

Por fim, tais resultados acerca da relaxação da não linearidade estão aqui propostas para testes

experimentais em todos sistemas fı́sicos em que a IM podem ocorrer.
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Caṕıtulo 4

Amplificação de rúıdo em um meio com

resposta ñao linear atrasada no regime de

dispers̃ao zero

4.1 Introdução

Neste capı́tulo iremos apresentar os últimos resultados inéditos deste trabalho ainda não publi-

cados. Aqui, nossa atenção está concentrada em analisarteoricamente as propriedades estatı́sticas

influenciadas pela IM em um pulso parcialmente coerente se propagando dentro de um meio não

linear dispersivo, com resposta não linear atrasada em um regime de dispersão mı́nima. Os estu-

dos apresentados aqui complementam o trabalho desenvolvido em [20], para pulsos parcialmente

coerentes. Na região de dispersão mı́nima, apenas pulsosultracurtos são considerados, e em vir-

tude disto, os sistemas que sofrerão influência da IM serão aqueles em que o tempo de resposta é

relativamente curto.

Para esta análise, utilizamos uma ENLS extendida e modificada, em que o tempo de resposta

do sistema é descrito através do modelo de relaxação de Debye e o caráter estocástico dos campos

é incorporado através de um modelo de difusão de fase.
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94 Amplif. de ruı́do em um meio com resposta não linear atrasada no regime de dispersão zero

4.2 Propagaç̃ao de pulsos luminosos em meios não lineares com

resposta ñao linear atrasada para (λ ≈ λD)

Considere um pulso incidente em uma fibra. A equação que descreve a propagação dessa onda

dentro da fibra com resposta não instantânea para o campo elétrico obedecendo a aproximação do

envelope lentamente variável é dada por:

i
∂E(z, t)

∂z
=

β2
2

∂2E(z, t)

∂t2
− γN(z, t)E(z, t) (4.1)

∂N(z, t)

∂t
=

1

τ
(−N(z, t) + γ|E(z, t)|2) (4.2)

Para o comprimento de onda do pulso propagante próximo aλD, ou seja, no regime de dispersão

zero, iremos utilizar a ENLS extendida em conjunto com o modelo de relaxação de Debye. Desta

forma, a eq. (4.1) deve ser reescrita incorporando estas condições supracitadas. Assim,

i
∂E(z, t)

∂z
=

β2
2

∂2E(z, t)

∂t2
+ i

β3
6

∂3E(z, t)

∂t3
− β4

24

∂4E(z, t)

∂t4
−N(z, t)E(z, t) (4.3)

∂N(z, t)

∂t
=

1

τ
(−N(z, t) + γ|E(z, t)|2) (4.4)

Mais uma vez, note que no limite deτ −→ 0, recupera-se a eq. (2.53). O objetivo na utilização

deste modelo é estudar como as propriedades estatı́sticasinfluenciam a IM neste regime de dis-

persão para um meio com resposta atrasada. No capı́tulo anterior, verificamos como tais pro-

priedades influenciavam nas bandas de instabilidades em regimes de resposta lenta e rápida do

meio. A existência do atraso enriquece o sistema no surgimento da IM, uma vez que quandoτ = 0,

o único regime que sustenta a IM é o regime dispersivo anômalo ondeK ∈ ℑm. Os estudos ap-

resentados neste capı́tulo complementam os trabalhos realizados para pulsos determinı́sticos em

meios não lineares com resposta instantânea [44]-[46]. Para pulsos ultracurtos na ordem de fs, na

região de dispersão mı́nima, verifica-se que o efeito da IMsó se torna significativo para sistemas

que possuam resposta não linear rápida. De agora em diante, iremos deduzir analiticamente o es-
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pectro de ganho a partir de (4.3) introduzindo o modelo de difusão de fase utilizado neste trabalho.

Sendo assim, escrevendo o campo estocástico propagante como:

E(z, t) = (E0 + δE(z, t)) ei(Φ0+δΦ) (4.5)

N(z, t) = N0 + δN(z, t) ∴ Φ0 = γ|E0|2z (4.6)

Substituindo (4.5) em (4.3), e considerando apenas os termos lineares emδE eδΦ conseguimos

obter a seguinte equação:

i
∂δE

∂z
− (E0 + δE)

(

∂Φ0

∂z
+
∂δΦ

∂z

)

=
β2
2

(

∂2δE

∂t2
+ iE0

∂2δΦ

∂t2

)

+ i
β3
6

(

∂3δE

∂t3
+ iE0

∂3δΦ

∂t3

)

− β4
24

(

∂4δE

∂t4
+ iE0

∂4δΦ

∂t4

)

− (N0 + δN)(E0 + δE)

∂δN

∂t
=

1

τ

(

−N0 − δN + γ|E|2
)

(4.7)

ou ainda,

i
∂δE

∂z
− (E0 + δE)

(

∂Φ0

∂z
+
∂δΦ

∂z

)

= −
4
∑

n=2

in
βn
n!

(

∂nδE

∂tn
+ iE0

∂nδΦ

∂tn

)

− (N0 + δN)(E0 + δE)

∂δN

∂t
=

1

τ

(

−N0 − δN + γ|E|2
)

(4.8)

reorganizando as equações:

i
∂δE

∂z
− E0

∂δΦ

∂z
=

β2
2

(

∂2δE

∂t2
+ iE0

∂2δΦ

∂t2

)

+ i
β3
6

(

∂3δE

∂t3
+ iE0

∂3δΦ

∂t3

)

− β4
24

(

∂4δE

∂t4
+ iE0

∂4δΦ

∂t4

)

− δNE0

∂δN

∂t
=

1

τ
(2γE0δE − δN) (4.9)

Para encontrarmos o espectro de ganho, iremos transferir o nosso problema para o domı́nio das
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frequências através do método de Fourier. Para isso, definiremos as transformadas de Fourier:

δE(z, t) =
1

2π

∫ ∫ +∞

−∞
δe(K,Ω)eiKze−iΩtdΩdK,

δΦ(z, t) =
1

2π

∫ ∫ +∞

−∞
δφ(K,Ω)eiKze−iΩtdΩdK,

δN(z, t) =
1

2π

∫ ∫ +∞

−∞
δn(K,Ω)eiKze−iΩtdΩdK,

Dessa maneira, podemos extrair a seguinte relação:

δn =
2γE0

1 + Ω2τ 2
(1− iΩτ)δe (4.10)

Separando as partes imaginária e real de (4.9) e extraindo as transformadas de Fourier:

− iKδe +
β2E0

2
Ω2δφ+ i

β3
6
Ω3δe+

β4E0

24
Ω4δφ− 2γ|E0|2Ωτ

1 + Ω2τ 2
δe = 0 (4.11)

iKE0δφ+
β2
2
Ω2δe− i

β3E0

6
Ω3δφ+

β4
24

Ω4δe +
2γ|E0|2
1 + Ω2τ 2

δe = 0 (4.12)

Agora, podemos reescrever da forma matricial:





−iA− CΩτ E0B

B + C iE0A









δe

δφ



 =





0

0



 (4.13)

onde:

A = K − β3Ω
3

6
(4.14)

B =
β2Ω

2

2
+
β4Ω

4

24
(4.15)

C =
2γ|E0|2
1 + Ωτ

(4.16)
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Para que a equação (4.13) admita solução não-trivial é necessário que o determinante da matriz

dos coeficientes seja nulo, ou seja,K obedeça a seguinte relação de dispersão:

K2 + iK

(−2γ|E0|2Ωτ
1 + Ω2τ 2

+ i
β3Ω

3

6

)

+

(

(

β3Ω
3

6

)2

+ i
β3Ω

3

6

(

2γ|E0|2Ωτ
1 + Ω2τ 2

)

−
(

β2Ω
2

2
+
β4Ω

4

24

)(

β2Ω
2

2
+
β4Ω

4

24
+

2γ|E0|2
1 + Ωτ

)

)

= 0

reescrevendo,

α1 ≡
(−2γ|E0|2Ωτ

1 + Ω2τ 2
+ i

β3Ω
3

6

)

α2 ≡ −
(

(

β3Ω
3

6

)2

+ i
β3Ω

3

6

(

2γ|E0|2Ωτ
1 + Ω2τ 2

)

−
(

β2Ω
2

2
+
β4Ω

4

24

)(

β2Ω
2

2
+
β4Ω

4

24
+

2γ|E0|2
1 + Ωτ

)

)

e com a relação de dispersão:

K2 + iKα2 − α2 = 0 (4.17)

Podemos calcular o ganho de maneira análoga a [20],

[

K − i

(

−α1 +
√

α2
1 − 4α2

2

)]

×
[

K − i

(

−α1 −
√

α2
1 − 4α2

2

)]

= 0, (4.18)

como, o ganho é definido porg(Ω) = 2|ℑm(K)|, sabemos que o mesmo é dado por:

g(Ω) = α1 ±
√

α2
1 − 4α2. (4.19)

Analisando a eq. (4.19) matematicamente, percebemos que o espectro de ganho pode se ap-

resentar em dois espectros distintos. O ganho da IM representa uma “medida de desordem”no
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98 Amplif. de ruı́do em um meio com resposta não linear atrasada no regime de dispersão zero

sistema, e naturalmente verificam-se que os sistemas fı́sicos tendem a selecionar o estado de maior

desordem. Assim, o espectro de ganho fisicamente mais aceit´avel se dá para o qualg(Ω) pos-

sui o maior valor. Não obstante, a eq. (4.19) nos sugere que as componentes do ruı́do cresçam

exponencialmente, de acordo com:

δe(z,Ω) = δe(0,Ω)eg(Ω)z/2,

δφ(z,Ω) = δφ(0,Ω)eg(Ω)z/2, (4.20)

E assim, extrair as propriedades estatı́sticas de nosso interesse. Como estamos considerando

apenas uma onda propagante no meio, calcularemos a funçãode autocorrelação do pulso, por

definição:

Γ(z, t) = 〈E∗(z, 0)E(z, t)〉, (4.21)

Em conjunto com sua transformada de Fourier,

S(z,Ω) =

∫ ∞

−∞
Γ(z, t)eiΩtdt. (4.22)

substituindo (4.5) em (4.21), temos:

Γ(z, t) = 〈E∗(z, 0)E(z, t)〉 = 〈(E0 + δE(z, 0)) (E0 + δE(z, t)) ei(δΦ(z,t)−δΦ(z,0))〉

Γ(z, t) = |E0|2〈ei∆Φ〉+ E0〈[δE(z, 0) + δE(z, t)] ei∆Φ〉 (4.23)

onde:

∆Φ = δΦ(z, t)− δΦ(z, 0)

A contribuição predominante como já vimos anteriormente, é o primeiro termo. Os demais

termos representam respectivamente, as contribuições do acoplamento entre o ruı́do na amplitude
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e na fase do campo E. Desta maneira, considerando apenas o primeiro termo, e devido ao grande

número de átomos envolvidos na geração da aleatoriedade na fasse do pulso, admitiremos que∆Φ

possua carater Gaussiano na propagação,

Γ(z, t) ≈ |E0|2e−
〈∆Φ〉2

2 , (4.24)

Mais uma vez, o sistema não linear pode ser considerado com um comportamento linear no que

diz respeito as flutuações.

A partir da transformada de Fourier de∆Φ(z, t) utilizando as eqs. (4.10) e (4.20), obtemos

∆Φ =
1√
2π

∫ ∞

0

δφ(0,Ω)eikz[e(−ıΩt) − 1]dΩ+ c.c. ,

(4.25)

onde c.c. representa o conjugado complexo. De acordo com a eq. (2.17), temos:

〈δφ∗(0,Ω)δφ(0,Ω
′

)〉 = SΦ(0,Ω)δ(Ω− Ω
′

), (4.26)

onde, a densidade espectral das flutuações da fase incidente δΦ(0, t) pode ser fornecida por

SΦ(0,Ω). Assim, a variância de fase pode ser calculada por,

〈(∆Φ)2(z, t)〉 = 2

π

∫ ∞

0

SΦ(0,Ω)[1− cos(Ωt)][eg(Ω)z − 1]dΩ. (4.27)

Levamos em conta também, que a linha espectral do laser possui um perfil Lorentziano. Con-

sequentemente,SΦ(0,Ω) =
2π∆ν
Ω2 e 〈(∆Φ)2(0, t)〉 = 2π∆νt, onde∆ν é a largura de meia altura.

Na propagação no meio por uma distânciaL, utilizando os artifı́cios (2.51), a variância de fase é

dada por:

Instituto de F́ısica - UFAL



100 Amplif. de ruı́do em um meio com resposta não linear atrasada no regime de dispersão zero

〈(∆Φ)2(L, t′)〉 = 2π∆ν

{

t +
2

π

∫ Ωc

0

[1− cos(Ωt′)][eg(Ω)L − 1]
dΩ

Ω2

}

,

(4.28)

onde,Ωc denota a frequência crı́tica em que o ganhog(Ω) ≈ 0 paraΩ > Ωc, e deve ser estimado

numericamente através da análise de (4.19). Repetidamente nesse caso, nossos resultados analı́ticos

apenas são válidos paraL ∼ LNL = (γ|E0|2)−1. Para o caso em que,L >> LNL, as flutuações nas

amplitudes podem ser comparáveis com a intensidadde média da onda incidente e nossos resultados

apresentados aqui não correspondem a uma aproximação adequada e suficiente.

4.3 Discuss̃ao dos resultados

No caso em queβ2 ≈ 0, utilizamos os seguintes parâmetros para o meio e pulso:

λ ≈ λD ⇒ β2 = 0, β3 = 6 · 10−3 ps3/Km, β4 = −7 · 10−Q4 ps4/Km, γ = 3.05 W−1/Km,

|E0|2 = 4.0 W, ∆ν = 5 · 10−4

Neste regime de dispersão, o efeito do tempo de resposta finita na IM devido a automodulação

de fase será considerado apenas para meios em que o tempo de resposta é rápida. Através de (4.19),

nota-se o surgimento de uma nova banda de instabilidade no espectro de ganho neste regime de

dispersão.

A medida queτ cresce, a nova banda de instabilidade emergente é deslocada para baixas

frequências como mostrado em (4.1). Quando o tempo de resposta é tal que existe a coalescência

das bandas, o ganho máximo da banda convencional é reduzido e a banda deslocada apresenta um

novo máximo aproximadamente fixo evidenciado em (4.2), porém, mantendo o aumento deτ , a

banda Raman deslocada continua com o movimento de “deslize”para frequências cada vez mais

baixas. Nesse faixa de frequências, quanto mais rapidamente o sistema responder, mais curto de-

verão ser os pulsos para que a IM seja percebida. O deslocamento da nova banda pode ser melhor

visualizado na fig. (4.3) através do ganho máximo em relação a frequência e tempo de respostaτ .

Para a identificação das bandas de instabilidade é necessária a existência de uma estrutura os-

cilatória nas propriedades estatı́sticas do pulso. Como podemos verificar, plotamos a variância de
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Figura 4.1: Espectro de ganho como
função da frequênciaΩ e do tempo de
resposta não linearτ (pequeno) para o
regime de dispersão mı́nima.

Fonte: Produzido pelo autor.

Figura 4.2: Espectro de ganho como
função da frequênciaΩ e do tempo de
resposta não linearτ (grande) para o
regime de dispersão mı́nima.

Fonte: Produzido pelo autor.

fase afim de observar tal estrutura.

Veja que a partir dos valores em queτ cujas as bandas são coalescentes, notamos o desapareci-

mento da estrutura oscilatória na variância de fase devido a largura de linha do pulso utilizado em

nossas simulações. Para as faixas de frequências muito baixas, é necessário que∆ν seja muito es-

treito para que o fenômeno da IM possa ser notado. Mesmo parao comprimento de fibraL = 2LNL

que corresponde ao limite da nossa modelagem, as oscilações não são significativas, e não podere-

mos simular nossos resultados para sistemas com alto retardo.

É possı́vel notar que o perı́odo das oscilações é muito baixo durante pouco tempo. Essas bruscas

oscilações são responsáveis pela degradação da luz durante a propagação no meio não linear con-

siderado. Mostramos na fig. (4.7) e na fig. (4.8) a influência do atraso durante a transmissão de luz

dentro desse meio. Devido a diferença no comportamento oscilatório entre os pontosLNL e 2LNL

na função de autocorrelação, espera-se que as bandas deinstabilidade no espectro de potência se-

jam visualizadas mais nitidamente, onde as oscilaç oes estiverem mais presentes figs. (4.7) - (4.8).

Como estas estruturas estão presentes em ambas situações, independentemente dessas diferenças

de comportamento, é esperado o surgimento de bandas no espectro durante a propagação do pulso

em ambos pontos do meio.

Para investigarmos os espectros de potências, extraı́mosa transformada de Fourier da função
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102 Amplif. de ruı́do em um meio com resposta não linear atrasada no regime de dispersão zero

Figura 4.3: Ganho máximo em função do tempo de respostaτ e frequênciaΩ.

Fonte: Produzido pelo autor.

Figura 4.4: Variância de fase em função
do tempo para valores distintos deτ :
(a)L = LNL.

Fonte: Produzido pelo autor.

Figura 4.5: Variância de fase em função
do tempo para valores distintos deτ :
(b)L = 2LNL.

Fonte: Produzido pelo autor.

de autocorrelação via Teorema de Wiener-Khintchine. Plotamos as figs. (4.9) e (4.10) e percebe-

mos que os valores de máximos e mı́nimos que surgem no decorrer da propagação, permanecem

inalterados em relação as suas frequências correspondentes. Devido a amplificação das flutuações,

quando a comprimento de propagação éL = 2LNL há o surgimento de novas bandas de intabil-

idades originários do acentuamento das oscilações na função de coerência. Como nosso modelo

não se extende a propagação durante toda a fibra, não é possı́vel estimar com exatidão satisfatória

o perı́odo do surgimento destas novas bandas, embora este perı́odo no eixo da frequência, empiri-

camente, siga a mesma razão do comprimento não linear da fibra. Com o aumento do tempo de
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Figura 4.6: Variância de fase em função do tempo para valores distintos deτ (grande):L = 2LNL.

Fonte: Produzido pelo autor.

Figura 4.7: Função de coerência em
função do tempo para valores distintos
deτ : (a)L = LNL.

Fonte: Produzido pelo autor.

Figura 4.8: Função de coerência em
função do tempo para valores distintos
deτ : (b)L = 2LNL.

Fonte: Produzido pelo autor.

resposta, notamos que há um aumento sutil no valor máximo da intensidade normalizada, até que

haja a coalescência das bandas provocado pelo aumento deτ . Deste ponto em diante, é notado a

supressão gradativa das bandas de IM para ambos comprimentos de propagação.

Mais uma vez investigamos teoricamente a propagação de umpulso parcialmente coerente em

um meio não linear dispersivo com as caracterı́sticas do capı́tulo anterior. Porem, aqui levamos

em conta pulsos com comprimentos de onda próximos aλD correspondentes a região de dispersão

mı́nima. Nós apresentamos as mudanças no espectro de ganho e nas funções estatı́sticas de segunda

ordem causadas pelo atraso no tempo de resposta, para diferentes larguras de linha do campo inci-
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104 Amplif. de ruı́do em um meio com resposta não linear atrasada no regime de dispersão zero

Figura 4.9: Espectro de potências em
função da frequência normalizada para
valores distintos deτ : (a)L = LNL.

Fonte: Produzido pelo autor.

Figura 4.10: Espectro de potências em
função da frequência normalizada para
valores distintos deτ : (b)L = 2LNL.

Fonte: Produzido pelo autor.

dente. Para dispersão normal, a banda de instabilidade é induzida pelo atraso no tempo de resposta,

mas a linhas espectrais não mudam consideravelmente, apenas há um alargamento em tais linhas.

Verificamos por fim, a supressão gradativa das bandas de IM devido o aumento deτ , e investigamos

a diferença de comportamento nas funções apresentadas quando há coelescimento de tais bandas.
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Caṕıtulo 5

Consideraç̃oes finais e perspectivas futuras

Neste trabalho, investigamos a influência do fenômeno da instabilidade modulacional nas pro-

priedades estatı́sticas de pulsos luminosos parcialmentecoerentes, se propagando em um meio

dispersivo não linear com resposta não linear atrasada (de origem Raman). Para isso, apresentamos

um modelo já conhecido, com os parâmetros de dispersão e de atraso na ENLS. Encontramos a

relação de dispersão para cada um dos casos apresentados, linearizando as equações que regem a

dinâmica dos ruı́dos inseridos através de um modelo de difusão na amplitude e na fase. Resolve-

mos cada caso utlizando o método de Fourier e assim, calculamos a variância de fase e a função de

autocorrelação de cada pulso estudado. Apresentamos o espectro de ganho da IM, a variância de

fase, função de autocorrelação e o espectro de potências no domı́nio das frequências em diferentes

regimes: normal, anômalo e de dispersão mı́nima.

Mostramos que a existência do atraso na IM nos distintos regimes, possui influência direta

nas propriedades estatı́sticas. Para o caso em que a resposta é instantânea,τ = 0, a IM só se

apresenta no caso em que o regime de dispersão é anômalo,β2 < 0. Neste regime, as funções

variância de fase e de autocorrelação apresentam um comportamento oscilatório. A existência

de tais estruturas na funções estatı́sticias de segunda ordem provocam o surgimento de bandas

de instabilidade no espectro de potências. Para o caso em que a resposta possui atraso,τ > 0,

a IM se apresenta tanto no caso de regime de dispersão normal, quanto anômalo. No caso do

regime de dispersão normal, as funções estatı́sticas desegunda ordem não apresentam uma estrutura

oscilatória acentuada. Mesmo verificando a existência dainstabilidade modulacional através do
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espectro de ganho, não foi possı́vel observar as bandas de instabilidade surgindo no espectro de

potências. Para respostas atrasadas, as bandas de instabilidades são suprimidas pela aumento na

resposta do meio. Não obstante, o aumento no tempo de resposta do meio além de suprimir as

estruturas oscilatórias nas funções estatı́sticas, degrada a função autocorrelação de cada pulso.

Também estudamos o regime de dispersão mı́nima caracterizada porβ2 = 0. Para isso, uti-

lizamos um modelo com a relaxação de Debye incorporado na ENLS extendida, onde consider-

amos a expansão do parâmetroβ, até a quarta ordem,β4. Nesta situação, as estruturas oscilatórias

das funções estatı́sticas possuem perı́dos muito curtos, responsáveis pelo surgimento de bandas de

IM, geradas no decorrer da propagação do pulso no meio apresentado nesse regime de dispersão.

Com a influência do atraso, verificou-se que as bandas possuem um aumento em seus máximos até

o atraso atingir um nı́vel inicial de degradação do efeito. Neste regime, apenas visualiza-se o efeito

para tempos de respostas extremamente curtos, uma vez que ospulsos considerados neste regime

são da ordem de fs. Quando o atraso aumenta, verificamos a degradação na estrutura oscilatória

tanto da variância de fase, quanto da autocorrelação do pulso propagante.

Como o fenômeno da IM indica a possibilidade na formação de sólitons, os resultados inéditos

mostrados nesta tese possibilitam a existência de regimesdistintos de resposta e de dispersão na

propagação de sólitons devido a propagação de pulsos luminosos parcialmente coerentes. No

âmbito das perspectivas, podemos sugerir alguns trabalhos na produção de pulsos parcialmente

coerentes, em meios com as caracterı́sticas apresentadas,para verificação experimental dos nossos

resultados. A utilização deste cenário é comumente observado em dispositivos ópticos utilizados

para teleomunicações. Portanto, o estudo detalhado realizado acerca da influência do tempo de

resposta em pulsos parcialmente coerentes se tornaram necessário.

Como trabalhos futuros, podemos citar a influência da IM em pulsos parcialmente coerentes

devido a modulação de fase cruzada. Este trabalho está emprocesso de desenvolvimento. Também

estamos interessados em utilizar os resultados aqui apresentados para eventuais parcerias com out-

ras universidades que possuam grupos de pesquisa na área detelecomunicações.

Por fim, esta tese deu origem ao artigo [20] aceito para o evento Latin America Optics &

Photonics Conference (LAOP) (14-19 de Novembro de 2014), Cancun - Mexico. E outro paper

submetido cujos resultados estão apresentados no cap.4.
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[23] A. A. Canabarro, Tese de Doutorado: “Da interação entre a modulação de fase cruzada e o

tempo de atraso da resposta não-linear e seus efeitos na instabilidade modulacional de feixes

co-propagantes”, (UFAL, Maceió-AL, 2010)
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