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Resumo

Nosso trabalho estd dedicado ao estudo de uma classe de conjuntos que do ponto de
vista da medida de Lebesgue sdo despreziveis, isto é, possuem medida de Lebesgue
zero. Vamos mostrar que esses conjuntos mesmo tendo medida de Lebesgue zero, ainda
sdo conjuntos grandes no sentido da teoria da dimens&@o. Para cumprir nossos objetivos
vamos fazer uso de resultados e defini¢cdes da teoria da medida e teoria ergddica, além
do conceito e resultados de nossa principal ferramenta que é a dimenséo de Hausdorff.

Palavras Chaves: Dimensdo Fractal; Dimensdo de uma Medida; Pontos Regulares.



Introducao

Seja m > 1 um inteiro positivo. Dado w € [0,1] denotamos por
0, wywaws... sua representagao na base m.
Para cadan € N, k€ {0,1,....m — 1} e w € [0, 1] seja

Ny (w,n) =#{ie{l,...,n};w;, =k}

Quando o limite existir

1
Ni(w) = lim —N, (w, n)

n—oo N,

ele serd chamado de freqiiéncia do niimero k na representacao de w na base
m.
Um importante resultado mostrado por Borel em 1909, diz que para
1
Lebesgue quase todo w € [0,1] tem Ni(w) = — para todo k, um pouco
m
tarde em 1949, Eggleston provou que

m—1

dimpg{w : N;(w) =p;,i =0,....m — 1} = — Zpilogpi,
logm —

onde dimy M denota a dimensao de Hausdorff do conjunto M e recentimente
em 2002 Barreira, Saussol e Schmeling provaram o seguinte resultado: Para
cada k € {0,1,...,m — 1} o conjunto M}, contém um conjunto Gs denso em
[0,1] e

m—1
dimp () My =1,
k=0
onde
N, N,
M, = {x € [0,1]; lim infM < lim SupM}.
n—o00 n n—oo n

Tanto o resultado de Eggleston quanto o resultado de Barreira, Saussol e
Schmeling mostram a importancia da teoria da dimensao de Hausdorff. De
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fato, observe que pelo Teorema Ergodigo de Birkhoff o conjunto
{w e [0,1] : Nj(w) =p;,i =0,...,m — 1}

tem medida de Lebesgue zero quando os p;s forem diferentes de 1/m e mesmo
assim possui dimensao de Hausdorff diferente de zero, mais ainda faz uma
selecao desses conjuntos.

Por outro lado o resultado de Barreira, Saussol e Schmeling além de
mostrar que os conjuntos My (que possuem medida de Lebesgue zero, pelo
resultado de Borel) possuem dimensao de Hausdorff positiva, também mostra
que suas intersecoes tem dimensao de Hausdorff total.



Sumario

1 Teoremas Basicos da Teoria Ergodica
1.1 Teorema Ergodico de Birkhoff . . . . . . ... ... ... ...

2 Entropia
2.1 Defini¢oes e Resultados Basicos . . . . . ... ... ... ...
2.2 Medidas de Bernoulli . . . . . ... ... ... L.

3 Dimensao de Hausdorff de Conjuntos Regulares
3.1 Imtroducao . . . . . . . . . ..
3.2 Dimensao de Hausdorff . . . . . . ... .. ... ... ...
3.3 Dimensao no Intervalo Unitario . . .. . ... ... ... ...
3.4 A prova do resultado de Eggleston . . . . . . . ... ... ...

4 Dimensao de Hausdorff de Conjuntos Irregulares
4.1 Introdugdo . . . . . . . . ..
4.2 Conjuntos Irregulares . . . . . . ... ... ... ...

Referéncias Bibliograficas

23
23
30

35
35
36
39
43

48
48
49

56



Capitulo 1

Teoremas Basicos da Teoria
Ergodica

Neste primeiro capitulo apresentamos alguns resultados e defini¢oes
que serao utilizados nos capitulos seguintes deste trabalho. Comecamos
esclarecendo que neste trabalho, uma medida designara uma medida positiva

e o-aditiva.

Definicao 1.1. Seja f : M — M wuma transformagao. Dizemos que f
preserva medida (ou que uma medida p € invariante pela transformagao f)

Se

p(B)=pu(f(E)

para todo conjunto mensurdvel EE C M.

Definimos o pull-back da medida p em M pela transformagao mensuravel

f: M — N como sendo a medida definida em N dada por:

E facil de verificar que f,(u) definida deste modo ¢ uma medida. A partir
da definicao de medida invariante, temos que p € invariante se, e somente se,
fulp) = p.

A seguir daremos um exemplo bem 1util de uma medida invariante para

uma transformacao do intervalo:



Exemplo 1.1. Seja f :[0,1] — [0,1] definida por f(x) = 10z — [10z], onde
[10x] representa o maior inteiro menor ou igual a 10x. Em outras palavras,

f associa a cada x € [0, 1] a parte fracionaria de 10z.

Afirmamos que a medida de Lebesgue A no intervalo é invariante pela
transformacao f. Comecemos supondo que E é um intervalo. Entao, como
ilustra a figura (1), a pré-imagem f~'(E) consiste de dez intervalos, cada
um deles dez vezes menor do que E, logo A(E) = A(f'(E)). Isto mostra
o resultado no caso de E ser um intervalo. Por outro lado, a familia dos
intervalos gera a o-édlgebra de Borel de [0,1]. Quando E nao é um intervalo

temos o seguinte resultado:

Lema 1.1. Seja f : M — M uma transformag¢ao mensurdvel e p uma medida
finita em M. Suponha que existe uma sub-dlgebra geradora T da o-dlgebra
A de M tal que u(E) = u(f~*(E)) para todo E € I. Entao o mesmo vale

para todo conjunto mensurdvel E, isto €, a medida p € invariante por f.

0 2/5 4/5 6/5 8/5 1

Figura 1
Observe que se escrevemos x = 0, ajasaz ... na base 10, a transformacao
f aplicada a x simplesmente é f(z) = 0,asa3qy.... Estudaremos mais
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adiante este tipo de transformacgao que possui conexao com os shifts em
espagos de simbolos.
O préximo exemplo mostra que dada uma transformacao mensuréavel f

pode nao existir uma medida de probabilidade invariante por f.
Exemplo 1.2. Seja f:[0,1] — [0, 1] definida por

1/2z, sex #0
f(:v):{ /1, sexi()

Afirmamos que nao existe medida de probabilidade invariante por f.
De fato, vamos supor que existe e chamé-la de u. Considere a particao
do intervalo (0,1] dada por subintervalos dois a dois disjuntos F, =
(1/2"* 1/2"] para todo n € N. Logo f~'(E,) = E,_; para todo n > 1.
Como p é f-invariante deduzimos que p(A,) = u(Ap) para todo n > 0. Dai

temos

p((0.1) = plAn) = pl(Ag) < 1.

n>0 n>0
Logo 11(Ap) = 0. Donde p((0,1]) = 0 e u({0}) = 1. Portanto, u(f~({0})) =
1, que é um absurdo, pois f~1({0}) =0

Seja U um aberto do espago euclidiano R, p > 1 eseja f : U — U um
difeomorfismo de classe C''. Representaremos por vol a medida de Lebesgue,
ou volume, em RP.

A formula de mudanga de variaveis afirma que, para qualquer conjunto

mensuravel B C U,

vol(f(B)) = /B | det D f | dwol (1)

Exemplo 1.3. Um difeomorfismo f : M — M de classe C* deiza invariante
o volume se, e somente se, o valor absoluto | det Df | do seu jacobiano é

constante igual a 1.

De fato, suponha primeiro que o valor absoluto do jacobiano é igual 1

em todo ponto. Considere um conjunto mensuréavel E e seja B = f~1(E). A
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formula (1) da que

vol(E) = /B 1 dwvol = vol(B) = vol(f*(E)).

Isto mostra a primeira parte do exemplo. Para mostrar a segunda parte
suponha que | det D f | fosse maior que 1 em algum ponto z. Entao como o
jacobiano é continuo, existiria uma vizinhanca U de x e algum ntimero o > 1
tais que | det Df(y) |> « para todo y € U. Entao a formula (1) aplicada a
B = U daria

vol(f(U)) z/B&dvol:cwol(U).

Denotando E = f(U), temos vol(E) > vol(f~'(U)) e, portanto, f nao deixa
invariante o volume. De modo analogo se mostra que f nao deixa invariante

o volume no caso em que o valor absoluto do jacobiano é menor que 1.

Exemplo 1.4. O fluro f! associado a um campo de vetores F de classe C!
deixza tnvariante o volume se, e somente se, o divergente de F' € identicamente

nulo.

De fato, considere o fluxo f! : U — U, t € R, de classe C'. Como f*
¢ invertivel e seu jacobiano é sempre positivo, segue do exemplo (1.3) que o

fluxo deixa invariante o volume se, e somente se,
det Df'(x) = 1 para todo x € U e todo t € R. (2)

Por outro lado, a formula de Liouville exprime o jacobiano de f! em termos

do divergente divF' do campo de vetores de F' por

¢
det Df*(x) = exp </ divF(fs(x))ds) : (3)
0
Portanto, combinando (2) e (3), segue o resultado.

Definicao 1.2. Dada uma transformacao [ dizemos que um conjunto A €

f-invariante se

FHA) = A
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Definicao 1.3. Dizemos que uma medida de probabilidade invariante j €

ergodica se para qualquer conjunto A, f-invariante, tivermos
w(A) =0 ou pu(A) =1.

Proposicao 1.1. Seja f : M — M wma transformac¢ao que preserva

medida e p uma medida. FEntao para toda funcao integrdvel ¢ : M — R,

/wdﬂz/wfdu-

Demonstra¢ao. Suponha primeiro que ¢ é uma funcao caracteristica de

vale

algum conjunto, digamos ¢ = x¢. Entao por um lado

/sodu = /XQ = p(Q). (4)

Por outro lado, como ¢ o f = xg o f = xj-1(g), temos

[eotin=[xoorin= [ xsidn=ntr (@) (5)

Por (1) e (2) temos

/ oy = 1(Q) = u(f(Q) = / oo fdu.

Suponha agora que ¢ é uma fungao simples. Neste caso temos ¢ = Z aiXQ;-
i=1
Assim,

[eetin= [ (S ana)efdn= [ > ana o fdn-
i=1 i=1
ZZ%’/X@ Ofdﬂzz%/midﬂz /ZCWXQMMZ/WM
=1 =1 =1

Vamos supor agora que ¢ é uma funcao integravel, com ¢ > 0. Neste

caso existe uma sequéncia {y,} com @, < ¢, e lim @, = ¢ tal que
n—oo

/gpd,u: lim /gpndu.

13



Como {p, o f} é uma sequéncia de fungoes simples tal que lim @, o f = po f

temos

[eotin=tim [0 fan

Sendo as fungoes ,, fungoes simples também vale:

/sonduz /sonofdu-

/gpdu: lim /apndy: lim /apnofd,u:/goofd,u.

Finalmente suponha que ¢ é uma funcao integravel qualquer. Neste caso

Dai,

¢ =pT—p ,onde pT(x) = max{p(z),0} e o~ () = max {—p(z),0}. Como

T >0e o >0 temos pelo caso anterior

/80+d,u= /s@+0fdu-
/SO_dMZ /@‘Ofdu-

pof=¢ of—p of.

Por outro lado, temos

Logo,

/sOOfdu:/90+Ofdu—/<p‘0fdu=/w*du—/w‘duz/wdu'

1.1 Teorema Ergédico de Birkhoff

Nesta secao ndés vamos enunciar e provar um resultado de grande

importancia na Teoria Ergodica.

Teorema 1.1 (Teorema Ergodico de Birkhoff). Sejam (M, u) um
espaco de probabilidade e f : M — M wuma transformac¢ao que preserva

medida. Dado qualquer funcao integravel ¢ : M — R o limite existe
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lim &S (7))

n—oo N, <

para ji-quase todo ponto x € M. Além disso, também vale,

[t 2 o edute) = [ elopdnta)

n—oo N, 4
i

Para demonstracao deste Teorema precisamos de alguns resultados

auxiliares.

Lema 1.2. Seja ¢ : M — R integrdvel. Defina

n>0 n>0 i—0

E(p) = {xe M;sup o, >O} = {xé M;sungo(fi(x)) >O}.

/ wdp > 0.
E(p)

Demonstragao. Seja E, = {x € M;¢p,(z) >0}. Note que E, C E,; e
E(p) = | J En. Logo,

n>1
/ pdp =/ w*du—/ P~ dp =
E(p) E(p) E(y)

= lim oTdp — lim
n—oo En n—oo

@ dp = lim wdpu.

En En

Portanto, basta demonstrar que

/ edp > 0,
En

para todo n > 0. Seja

I= / @dp = / pdp+- / edp (6)
n {pn>0}N{pnof<0} {pn>0}"{pnof>0}

Temos

wn(r) = max{p(x), o(z) + ¢(f(2)), - p(2) + o(f(2)) + . +o(f"(2)} -

15



on(f(z)) = max{o(f(z)), ..., o(f(2)) + ... + o(f"(2)),
L o(f(@) + .+ o(f" (x))}

Se pn(f"(z)) <0, entdo as igualdades acima mostram que ¢, (z) = ¢(z).
Se pn(f™(z)) > 0, entao

(@) + enlf(2)) = max{p(z) + @(f(2)), ..., p(x) + o (f(2)) + ... + o (f"(2)),

o) +o(f(x) + o+ (" (x)} >
> max{o(r) + ¢(f(2)), ..., o(x) + p(f(2)) + ... + o(f"(2))}.

Logo, se ¢, (f(x)) > 0 temos
() + enlf(2)) > ¢(2).
Juntando ambas as desigualdades quando @, (f(x)) > 0 obtemos
o(@) + ¢a(f(2)) 2 max{p(z) + (f(2)), ... o(x)+

+o(f(2) + -+ o(f"(2)} = pn(z).
Em suma:
pn(x) = p(z) se en(f(r)) <0,
p(r) = en(x) — on(f(z)) se pn(f(z)) >0.

Substituindo em (3) temos

IZ/ ¢ndu+/ n — pn o fdp =
{pn>0}N{pnof<0} {pn>0}N{pnof>0}

{en>0} {en>0}N{pnof>0}

Observamos que

(7)

f71<{90n>0}):{90nof>0}D{Wn>0}m{90nof>0}'

Segue pela Proposi¢ao (1.1) e da observagao acima que

/ Qpndlfl = /X{tpn>0}()0nd,u = /(X{g0n>0}-gpn) o fd,LL =
{‘Pn>0}
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= /(X{@n>0} o f)(pno fldu = /Xf—1<{¢n>0})- (¢no f)dp =

= /(X{sonof>0})(90n o f)du = / ©n o fdpu.

{pnof>0}
Substituindo este ultimo resultado em (4) temos
IZ/ sonOfdu—/ ¢n o fdu >0 (8)
{onof>0} {pn>0}N{pnof>0}

Corolario 1.1.1. Se X C E(p) € S e X € tal que ¢~ (X) = X, entdo

/ wdp > 0.
X

Demonstra¢ao. Seja xx a fungao caracteristica do conjunto X. Agora

usando o fato que

temos
E(fx)=X.

Logo, pelo Lema, vale
0< / Ixdp = / fxdp = / fdp.
E(fx) X X
"
Demonstragao do Teorema de Birkhoff. Para cada ¢ € L'(u) definamos

> elfi(@)

Ef(p) =<z e M;li = >
(p) =4z Jim sup =——— o

> e(fi(x))

E,(p) = M; lim inf = <
a(p) =& €M; lim inf =~ a

17



Notemos que

n

Y (e—a)(f(@)

; i=0
Ef(p—a)= xEM;T}Lrgosup o >0) =
(9)
> elfi(@)
={zeM; limsup=—— —a>0p =El(p)
e nt1

n

> (=) (fi(x)

E*, () = { @ € M; lim sup = — >l =
(10)
> o(fi(x))
. 1=0 _
x € M; Jirrolosup e > —a ~(p)
Afirmacao: Para cada ¢ € L'(u) e a € R tem-se
[ ez aplEg () (1)
Ed ()
De fato,
/ pdp = / (o — @)du+ ap(Ey (¢)) =
E{(¢) EZ ()

(12)

[ (o-adu+anEe)
Ef (p—a)
Como também vale
FHES (p— ) CEf (¢ —a)

18



Ey (¢ —a) C E(p—a)

segue do Corolério 1.1.1 que

/ (p— a)du >0 (13)
Ef (p—a)

As desigualdades (12) e (13) juntas provam (11)
Se A € S esta contido em ET(p) e f71(A) = A, tem-se

/A pdp > ap(A) (14)
pois
/ pdp = / pxadp = / pxadp > ap(E]) = au(A).
A A E& (pxa)

[

Finalmente usando (10) segue de (14) que se ¢ € L'(u), A € J esta
contido em Ej (p) e satisfaz f~'(A) = A entao vale

/A i < B(A) (15)
pois nas condi¢oes acima temos
[ oz o) = [ e < ()
Por (14) e (15) tem-se para a > [ que
WES (9) N E5(9) =0 (16)
visto que aplicando (14) com A = E; (¢) N Ej5 (¢) temos
[ iz anlEL o) 0 B3 o)
e aplicando a (15) resulta
| i < BB 0 B3 )
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Entao tomando uma sequéncia «,,, n > 1 densa em R resulta que

> elfi(2)) > elfi(2))

x € M; lim supi:O— > lim inf &2 — % =
n—00 n+1 n—00 n+1

= U EL(nE, ().

A >Qm
e por (16) este tdltimo conjunto tem medida 0. Isto prova a primeira
afirmacao.
Provaremos agora a segunda afirmacao. Comecamos observando que

sendo ¢ integravel temos ¢ € L(p). Definimos

[y

n—

on() = = S (f(@) © hla) = lim pu(2).

n—oo

I
o

7

Afirmacao 1: ¢,, h € L'(n). De fato, seja I, = [,, |¢n|du, entéo
1 n—1 1 n—1
InZ/ =D pofldp<— / o fldp =
T

n—1 n—1
1 i 1 i
— =X o fl <~ llvo il =1l
1=0 =0
Portanto,

lenll < il (17)

Seja I = [,, |h|dp, entéo pelo Lema de Fatou temos

I :/ | lim <pn|du:/ lim |p,|dp < lim inf/ |onldp = lim inf I,, < ||¢]|1.

Portanto,

Rl < llell (18)
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Afirmagao 2:lim ||¢, — hly = 0 De fato, suponha que ¢ € L'(u) é
limitada, isto ¢, |¢(x)| < K para todo z € M. Entao |, (z)| < K para todo
x € M. Dai, |h| = lim |¢,| < K. para q.t.p x € M. Logo, |p, — h| < 2K.

Pelo Teorema da convergéncia dominada temos

lim |SDn — hldp = / lim |¢,, — h|dp = 0.
MTL"OO

n—oo

Assim a afirmacdo fica demonstrada quando f ¢ limitada. Seja ¢ € L'(u)
qualquer. Como as fun¢oes simples sdo limitadas e densas em L'(u), temos

que dado € > 0 existe ¢ simples tal que

lo =6l < < (19)

Pela desigualdade triangular temos

len = hllx < llen = @nlls + l[én — 0l + [|¢ — hllx (20)

onde ¢, (z Zgb fi(z)) e lim On = 1.

Como ¢ é hmltada temos pelo caso anterior, para todo n suficientemente

grande que

6 — vl < 5 (21)
Por (17) e (18) resulta

lon = Gally = e = D)alls < lle = olla < = (22)

1= 8l = || lim (o — )l = | im (¢ — @)alls =

=l =)l < lle = ¢lls < =

Substituindo (21), (22) e (23) em (20) temos
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lon = Al <&

para todo n suficientemente grande. Isto prova a afirmacao 2.

Como para ¢ € L*(u) temos lim ||¢, — hll; = 0, entdo

[ wdi= [ nau] < [ Jeu = bldn=llgn =l — 0
M M M

quando n — o0

Logo,

lim On dp = / hdpu.

Por outro lado,

n—1 n—1
1 , 1
ndp = — /sOOdeu:— /wdu:/wdu
/M n; M n; M M

Portanto,
/(pd,u: lim/ gondu:/ hdpu.
M n=ee M M

Isto encerra a demonstracao do Teorema.
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Capitulo 2

Entropia

2.1 Definicoes e Resultados Basicos

Neste capitulo nos dedicaremos ao estudo da entropia. Nele apresentamos
a definicao de entropia e demonstramos algumas de suas propriedades.
Comegamos observando que em todo este capitulo (M, U, ) denota um

espaco de probabilidade.

Definicao 2.1. Uma particao P de M € uma familia de conjuntos em O

(denominados os dtomos da parti¢ao) tal que
1. u(A) >0, para todo A € P.

2. AABeP=u(ANB)=0.

3. u(M— | A)=o.
AcP

Definicao 2.2. Dadas duas particoes P e F podemos definir uma nova

particao PNV F de M do sequinte modo:
PVF={ANB,AcP e BeF}

Dadas uma particao P e uma transformacao f : M — M que preserva

medida, denotamos por P" a particao
n—1

Pr=\/ f7(P).
=0
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Definicao 2.3. Sejam P e F particoes enumerdveis de um espag¢o de

probabilidade. Definimos a entropia H,(P) da particio P com respeito a

== p(A)log u(A

AeP

medida [ por:

e a entropia relativa H,(P/F) de P com respeito a F e a medida j1 por:

H,(P/F)= ZZuAﬂBlog (AQB)

A€eP BeF (B)

onde se convenciona que 0log0 = 0 = log(0/0)

Exemplo 2.1. Seja f :[0,1] — [0,1] definida por f(x) = 10z — [10z]. Se P
¢ a partigio de [0,1] dada por intervalos P, = (&, 5] k=0,1,..,9 e pu ¢

100 10
a medida de Lebesgue, entao H,(P) = log 10.

De fato, temos

Hu<7)) == Z p(Py)log u(Py) = Hu(P) =

PLeP

9 9

k k—l—l E kE+1 1
1 — —) = — log 10 = log 10.

Antes de passarmos as propriedades de entropla, vamos a dois
resultados auxiliares que serao de grande utilidade na demonstracao dessas

propriedades.

Proposicao 2.1. Seja ¢ : [0,1] — R uma fun¢io continua, derivdvel até a

seqgunda ordem em (0,1) e com derivada sequnda negativa. Sejam X\; uma

sequéncia de niumeros reais > 0, tais que E A =1, e x; uma sequéncia de
i=1
pontos em [0, 1]. Nestas condigoes temos

¢ (Z Aﬂi) > Z Aip(z;). (1)
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Demonstracao. Comecamos observando que as séries do enunciado sao
absolutamente convergentes porque seus -ésimos termos sao menores ou
iguais, em valor absoluto, que uma constante multiplicada por A; e, a série
dos \; convergem por hipotese.

n

Afirmagao. Se Zpi = 1 para todon > 1 e p; > 0, entao
i=1

¢ (Z Pﬂi) > Zpiﬁb(ﬂz)‘ (2)

A prova da afirmacao sera feita por indugao.

Para n =1 é trivial, pois, neste caso, p; = 1.

Paran = 2, sejam z,y € [0,1]. Como a segunda derivada de ¢ é negativa,
temos que o segmento de reta cujos extremos sdao os pontos (z,d(z)) e
(y,¢(y)) esta abaixo do grafico de ¢ entre x e y. Isto significa que, para
todo 0 < p < 1, tem-se

d(pxr + (1= p)y) = pd(z) + (1 — p)d(y).

Suponha que a afirmacao é verdadeira para n. Vamos mostrar que
n+1

também vale para n + 1. Se Zpl =1, seja p = sz, logo ppi1 =1 —p.
=1 =1

Seja X = sz’fl'i/ﬂ- Assim

=1

n+1
> piwi = pX + (1= p)nia.

i=1

Pelo caso anterior tem-se

n+1
¢ (Z Pz‘%’) = ¢ (pX 4+ (1 = p)rpgr) = pp(X) + (1 = p)o(Tny1) =

=1 =1

Pil;
(Z pzxz/p> + pn+1¢(‘rn+1 > IOZ P + pn+1¢ $n+1 Z pz(b



Agora estamos em condigdes de obtermos (1).Usando (2) e a continuidade

da fungao ¢ temos

S| = lim S —— = Z Aip(;).

Z AiT; Z Aip(z;)
) = ILm 0]
> sa
=1 i=1

¢ (f: i

i=1

Proposicao 2.2. Se x,, n > 1 € uma sequéncia de nimeros reais positivos

tal que
inf( In

n n)>—oo

mn—i—m S Tn + Tm

para todo n, m entao existe
. Iy
lim —.
n—oo N

Demonstracao. Comegamos observando que para a > 1 e b > 1 temos

Tap < To+Tg+ ... + T = bx,.

b—vezes
Tn .
Seja k = inf(—). Dado € > 0 seja ng tal que
non
xn
— < k+e.
o
Entao, para n > ng, podemos escrever n = ngp + q, com p,q € 7Z e
ng>q>1,p>1. Assim temos
Tn _ Tnoptq < Tnop + Tg < PTpy +Zg _  Png + Lq <
n. nop+gq  ngp+gq nop +q nop+4q  nop+q
T, x T, €T €T 1
§u+—q:—0+—q§k+€+—q§k+€+— sup ;.
nop n o n n N 1<i<ng

Para n suficientemente grande tem-se

E< < kg2,
n
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Como ¢ é qualquer temos

n—oo 1 n n

Teorema 2.1. Sejam A, P e Q partigoes. Entao
1. H(P/Q) < Hu(P);
2. H,(PV Q) < H,(P)+ H,(Q/P);

3. H,(A/PV Q) < H,(A/Q)

Demonstracao. A afirmacao 1 é conseqiiéncia imediata da afirmacgao &
tomando Q = {M}.

Vamos para a afirmagao 2.

H,(PV Q)= ZZ (AN B)logu(ANB) =

A€eP BeQ

= -3 S wAnB)log M2 AﬂB =D > wANB)logu(A) =

AeP BeQ AeP BeQ
= H,(P/Q) - Zu )log u(A) = H,(P/Q) + H,(P).
AeP

provemos agora a afirmacao 3. Seja

0, sex =0

b(z) = { —xlogz, sewx € (0,1]

Note que ¢ é continua em [0, 1] e tem a segunda derivada negativa em

(0,1). Logo ¢ satisfaz as hipoteses da Proposigao (2.1)

o (AmBmC)_
H,(A/PV Q)= ;%;@ w(ANBNC)log B0
B uAﬂB w(AnBNC)
SO 2 T ( u(AN B) )
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- 1

Gréafico da funcao f(x) = —zloga em (0, 1]

Tomemos A € A e C € Q fixos. Enumeremos com subindice i > 0
todos os conjuntos B; € P tais que pu(B; N C) # 0. Definamos os
nameros \; = pu(B;NC)/u(C) e x; = W(BiNANC)/u(B; N C). Observe

que: z; € [0,1], \; >0 e Z Ai = 1. Aplicando a proposigao (2.1) temos
i=1

APV Q) = Y i)Y Y Aol < 3 ule) Y o (z A) |
ceQ AeA i>1 CceQ AeA i>1
Como » .o, Az = u(ANC)/p(B) temos

APV Q) < - 3 u0) 3 M o D) a0

CeQ AcA

Observamos que combinando os itens I e 2 da proposi¢ao (2.1) temos
H,(PV Q) < Hu(P) + Hu(Q)

Observamos também que se T preserva medida entdao H,(T'(P)) =
H,(P). De fato,

H T (P) =~ > u(T(A)log (T (A)) =
Ae(T~1(P))
- _ Z p(A)log p(A) = H,(P)
AeP
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Definicao 2.4. Dada uma transformacao f : M — M que preserva medida
e P uma particio de M, definimos a entropia H,(f, P) de f com respeito a
P e a medida p por:

ho(f,P) = lim ~H,(P").

n—oo N,

1
Mostraremos que a sequéncia —H,,(P") é convergente.
Pela proposicao (2.2) é suficiente mostrar que H,(P") é sub-aditiva. Seja
a, = H,(P") > 0.

n+m—1
i = (PP = H) ( V f‘W’)) -
- H, (\/ NG, f‘i(P)> <1, (\/ f‘i(P)> .
n+m—1 n+m—1
+H, < \/ fi(P)) :an+HH< \/ fl(P)) =

=H,(f"(P™)) = an + am.

Exemplo 2.2. Sejam Seja f : [0,1] — [0, 1] definida por f(x) = 10z — [10z],
p a medida de Lebesque em [0,1] e P a parti¢ao definida no exemplo (2.1).
Entao a entropia de H,(f,P) de f com respeito a particao P e a medida
tgual a log 10.

De fato, comecamos observando que se P é a particao definida no exemplo
(2.1), entdo existe exatamente 10™ elementos em P" sendo cada um deles um
intervalo de comprimento 10~". Assim dado P € P", temos u(P) = 107"
Dai,

1
Hy(p, f) = lim = > —pu(P)log u(P) = lim —(—10"10"log 10™") =

n—oo 1 n—oo N,
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2.2 Medidas de Bernoulli

Seja N = {1,2,...,k}, k > 1 um conjunto finito. O conjunto N é chamado

alfabeto e os elementos de N sao chamados de simbolos.

Definicao 2.5. Seja M o conjunto formado por todas as seqiiencias bi-

nfinitas o : Z — N, isto €,
M = {{an}nez; an € N para todo n € Z}.

Chama-se shift (para a esquerda) a aplicagio o : M — M definida por
o({antnez) = {Bntnez tal que B, = ani1. O shift € um deslocamento dos

termos de uma sequéncia uwma posi¢ao para a esquerda.

Definigao 2.6. Seja X o conjunto formado por todas as seqiiencias o : N —
N, isto €,

X = {{an}nen; o, € N para todo n € N}.

Chama-se shift unilateral a aplica¢ao o : X — X definida por o({an, }nen) =
{ﬁn}neN tal que ﬁn = Qpi1-

Definicao 2.7. Sejam o e X como na definicao anterior. Para cada
subcongunto compacto Y, C X tal que ), C >, chamaremos de subshift a

aplicagdo oly-.

Definicao 2.8. Seja A uma matriz p X p tal que todas as suas entradas
a;; sao 0 ou 1l e X e o como na definicao (2.6 ). Considere o subconjunto
compacto Y, C X composto das sequéncias (ig, i1, ...) tal que a;,,, = 1
para todo n > 0. A aplicagio oly>, ¢ chamada subshift do tipo finito com

matriz de transferencia A.

Definigao 2.9. Seja a = {a, }nen € M. Chama-se cilindro os subconjuntos
da forma

kL ag, ...,q)) ={a € M;ar = ag,...,c0. = a;}

onde k,l € N, com k <[ e cada a; € N.
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Definigao 2.10. Chama-se vetor de probabilidade um vetor p = (p1, ..., px) €
(0, 1)% tal que

k
i=1
O wvalor p; se chama probabilidade do simbolo 1 € N.

Dado um vetor de probabilidade p definimos uma medida de

probabilidade nos borelianos de M da seguinte forma:

Definigao 2.11. Seja C a colegao dos cilindros e Ay a dlgebra das unioes
finitas de cilindros disjuntos dois a dois. Dado um vetor de probabilidade

(p1, .y Pi) defina vy : Ag — [0, 1] por

p
o 1h(A) = ZVO(Ci), para todo A € Ay tal que A = UC“ onde C; sao
i=1 i=1
cilindros disjuntos.

k
o 1(C;) = Hpaj; onde C; = [l,k;ap = ay, i1 = G, ..o, -1 = Qi
j=1
Observe que vy é uma pré-medida. Logo existe uma tnica medida v que
é a extensao de vy a o-algebra A gerada pela algebra Ay. A medida v assim
definida é chamada medida de Bernoulli associada ao vetor p. Note que a
medida de Bernoulli nada mais ¢ que a medida-produto n", onde 1 é a medida,
de probabilidade definida no conjunto {0,...m — 1} por n({i}) = p;. Para

mais informagoes sobre estes tipos de medida, veja [1], [4], [10].

Proposicao 2.3. A medida de Bernoulli v é invariante pela transformagao

o: M — M (o shift).
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Demonstracao. Seja C' = [u,v; ay, ..., a,] um cilindro. Entao,
o MC)=[u+1,v+1ay, ..., a).
Logo,
v(C) = v(e™(C)).
Como a familia dos cilindros gera a o-dlgebra A de M, isto juntamente com
o Lema (1.1) prova que v é invariante para o.

Teorema 2.2. Seja P uma particao por cilindros de comprimento 1, entao
a entropia da particao P™ com respeito a medida de Bernoulli v associada

ao vetor de probabilidade p = (p1, ..., px) € dada por
k

H,(P")=—-n sz‘ log p;.
i=1

Demonstracao. Como os elementos de P sao cilindros de comprimento 1,
entao os elementos de P™ sdo cilindros de comprimento n. Seja C' € P",

entao v(C') = p;,.pi,..-pi,. Portanto,

H,(P") = = (pi, Pir--Pin) 108(piy -Dis---i) =

k k k

S Z Z Z(pil.piQ...pin) log(piy -Piy---pi,) =

i1=1149=1 in=1

n k k k

== > D> D piyepiy i logpi, =

Jj=1141=1 1;=1 in=1

n k k
H,(P") ==Y p;logp;, =-n) plogp:.
=1

j=1 ;=1
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Corolario 2.2.1. Sejam P a parti¢ao definida no Teorema (2.2) e 0 : M —
M o shift. Entao a entropia H,(o,P) de o com respeito a particio P e a

medida de Bernoulli v é dada por
k
hu(o-a P) - = sz logpz
i=1
Demonstracao. Pelo Teorema temos

k
H,(P") = —n) _ pilogp;.
=1

Por outro lado,

k k
1 1
hy(o,P) = lim —H(P") = lim — (—n Zpi logpi> = —Zpi log p;.
; i=1

n—oo M n—oo M, 1
1=

Definicao 2.12. A entropia de uma transformacao f com respeito a uma
medida |1 € dada por
hu(f) = Sup hu(f, P),

onde o supremo € tomado sobre todas as particoes finitas P de M.

Definicao 2.13. Seja f : M — M wuma transformagao invertivel

preservando uma medida de probabilidade p no espaco de probabiliodade
+oo

(M, 0, p). Uma particao P € dita geradora se \/ 7Y (P) gera a o-dlgebra
i=—00 . |
O. No caso de f ser nao-invertivel, entao P € geradora se \/ 74 (P) gera a
i=0

o-dlgebra.

Teorema 2.3 (Kolmogorov-Sinai). Seja P uma particao geradora para

f: M — M preservando uma probabilidade p no espago (M, U, ). Entao,

hy(f) = hu(f, P).
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Exemplo 2.3. A entropia de uma medida de Bernoulli v associada a um

vetor de probabilidade p = (p1, ..., pr) € dada por

k
hy(0) = — sz‘ log p;.
i=1

De fato, sejam P uma particao por cilindros de comprimento 1 e o : M —
M o shift. Entao, os elementos de P" sao cilindros de comprimento n. Como
a familia dos cilindros gera a o-algebra de Borel a particao P é geradora.

Logo, pelo Corolario (2.2.1) e Teorema (2.3) temos

k
hy(o) == pilogp:.
=1

Exemplo 2.4. Dentre as medidas que sao de Bernoulli, a de maior entropia

¢ a que possui vetor de probabilidade p = (1/k,...,1/k).

De fato, seja v a medida de Bernoulli com vetor de probabilidade

p=(1/k,...,1/k). Entéo, a entropia é dada por

k
1 1 1 1
— —log— = —k—-log — =logk.
; Kk KBk T8
Para qualquer outro vetor de probabilidade, usando a fungao ¢(z) = —zlogx

e a Proposi¢ao (2.1) temos que a entropia é dada por

k

=D opi) =~k o(p)/k < ko (Z d)(pi)/’f) =ko(1/k) = logk.

i=1
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Capitulo 3

Dimensao de Hausdorff de
Conjuntos Regulares

3.1 Introducao

Seja. m > 1 um inteiro positivo. Dado w € [0,1] denotamos por
0, wywaws... sua representacao na base m.
Para cadan € N, k€ {0,1,....,m — 1} e w € [0, 1] seja
Ny (w,n)=#{ie{l,..,n};w; =k}
Quando o limite existir
1
Ni(w) = lim —Ng (w,n)
n—oo N
ele serd chamado de freqiiéncia do niimero k na representacao de w na base
m.
Neste capitulo vamos determinar a dimensao de Hausdorff do conjunto
dos pontos w € [0, 1] para os quais o limite
o1
Ni(w) = lim —Ng(w,n)
n—oo M,
existe. No comeco do século passado em 1909, Borel mostrou que para
1
Lebesgue quase todo w € [0,1] tem Nj(w) = — para todo k. Um pouco
m
mais tarde, em 1934 Besicovitch mostrou que
Ni(w,n) aloga+ (1 —a)log(l — a)
n

< =
<o} log 2

Y

dimy{w € [0,1]; lim sup



onde m=2e¢ac (0,1/2). E em 1949, Eggleston provou que

m—1

> pilogp;,
logm P

dimg{w : Nj(w) =p;,i=0,....m—1} = —
onde dimyM denota a dimensao de Hausdorff do conjunto M.

3.2 Dimensao de Hausdorff

Sejam M um subconjunto do espaco euclidiano R" e o € R, o > 0.

Definicao 3.1. Uma p-cobertura de M é uma cobertura enumerdvel de M

por bolas fechadas S; de didmetro < p.

Seja

lo(M,p) = ian(diam S;)* (1)

onde o infimo é tomado sobre todas as p-coberturas de M. Observe que
quando p diminui a classe de coberturas de M admissiveis em (1) é reduzida,
conseqlientemente, o infimo, [, (M, p), aumenta e aproxima-se de um limite

quando p — 0.

Definicao 3.2. A medida de Hausdorff a-dimensional do conjunto M,
lo(M), é dada por
lo(M) = lirr(l)la(M, p).
p—

Proposicao 3.1. Sao vdlidas as propriedades de l,(M):

1. 1o(M) <I,(N), se M C N.

2. L (| M) <> 1a(0M,)
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Demonstracao. 1. Note que para M C N temos
la(M, p) <1o(N, p) = lim 1o (M, p) <lim 1o (N, p) = la(M) < la(N).
p— p—

Quanto a 2, dada uma sequéncia de conjuntos M, escolha p-coberturas
{Sn, } com

> (diam $,,)" < la(M,p) + o < la(M) + o

%

Todas as coberturas S, juntas formam uma p-cobertura de U M,, com

Zz(diam Sn)* <Y la(M) + &= 1o (M) <D la(M,).

Como [, (D) = 0 temos pela proposigao acima que [,(M) é como fungao

de M uma medida exterior.

Proposicao 3.2. Se (M) < oo, entdo lzg(M) = 0 para todo 3 > .

Demonstracao. Seja {S;} ¢ alguma p-cobertura de M para a qual

> (diam S)* < 1a(M,p) +1 < 1o(M)+1=K < o,

7

entao

)

= Z(diam S;)P(diam S;)* < pP~ Z(diam S < PP K.

)

Dai temos que

lg(M) — 0 quando p — 0= l3g(M) = 0.

Observacao: Se lg(M) > 0, entdo [, (M) = oo, para todo a < [
De fato, pela proposicao acima, se (M) < oo, entdo l3(M) = 0.
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Definicao 3.3. Segue da proposicio e da observacao que existe um valor
critico de «, no qual l,(M) "salta"de oo para 0. Este valor critico chamamos

de dimensao de Hausdorff de M, e denotamos por dimyM . Formalmente,
dimgM = sup{c; (M) = oo} = inf{a; (M) = 0}.
Observamos que

| oo, sedimygM > «
la(M) = { 0, sedimyM < «

Proposicao 3.3. Valem as sequintes afirmagoes:
(1) (M) > 0= dimyM > «.

(ii1) I1o(M) < 00 = dimgM < «.

Demonstragao. (i)Para § < a, temos [3(M) = oo. Logo,
dimpy M = sup{f;l3(M) = oo} >
(ii) Para 3 > «, temos lg(M) = 0. Logo,

dimy M = inf{f;13(M) = 0} < a.

Proposicao 3.4. Valem as propriedades:
(1) dimgM < dimgN se M C N.

(i) dimg | | M, = sup dimp M,
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Demonstragao. (1) Como lo(M) < N temos l,(N) =0 = [,(M) = 0.
Dali,

dimyM = inf{o; (M) = 0} <inf{a;l,(N) =0} = dimyN.

(i1) dimyM, < « para todo n implica que l,(M,) = 0 para todo n.

Sendo [, (*) sub-aditiva veja proposigao 3.1 temos

ZQ(UMn) =0= dimHUMn < a = supdimygM, > dimHUMn.

Por outro lado,

M, c | M, = dimyM, < dimy | M, = supdimy M, < dimp | J M,.

3.3 Dimensao no Intervalo Unitario

Em todo o restante deste capitulo, M denotarda um subconjunto do
intervalo unitario. Para cada conjunto M, [;(M) é uma medida exterior

de M, conseqiientemente (1 (M) < 1. Portanto,
0 < dimyM < 1.

Se M é um conjunto de Borel com medida de Lebesgue positiva, entao
[1(M) > 0. Conseqiientemente, dimyM > 1. Logo, dimy M = 1.

Dado um vetor de probabilidade definimos o conjunto M (py, ..., pm—1) por

M(po, ..., Pm-1) = {w: Nj(w) =p;,i =0,...,m— 1}

No final da primeira metade do século passado Eggleston mostrou um
importante resultado sobre dimensao de Hausdorff de conjuntos numéricos,
mais precisamente, ele demonstrou o seguinte Teorema:

m—1

1
Teorema 3.1. dimgM (pg, ..., Pm—1) = _logm Zpi log p;.
i=0
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De agora em diante nosso objetivo é provar o Teorema (3.1). Para
isto necessitamos de algumas ferramentas que nos darao suporte para o
cumprimento de nosso objetivo. Para isto comegamos definindo um cilindro
no intervalo [0, 1], visto que ¢ nesse intervalo que estd concentrado todo o

nosso trabalho.

Definigao 3.4. Um cilindro no intervalo [0,1] é um intervalo da forma

o)
V= |/, )
m" mn

para algumn =1,2,... e 5 € {0,1,...,m"™ — 1}.

Denotaremos por u,(w) o cilindro que contém o ponto w e esta contido
em [0, 1].
No intervalo unitario, bolas sao intervalos e didmetro é comprimento.

Portanto (1) reduz-se a
(M, p) = inf 3 us]" 2)
i
onde o infimo é tomado sobre todas as coberturas de M por intervalos v;
de comprimento |v;| < p.

Proposicao 3.5. Se definirmos
Aa(M) = inf Y " foq|®

onde o infimo € tomado agora sobre todas as coberturas de M por cilindros

de comprimento < p. Entao
la(M, p) < Xa(M, p) < 2mla(M, p).
Segue da proposigao que se,

Ao(M) = lim N\, (M, p),

p—0

entao .
0o, se dimgM > «

Aa(M) = { 0, sedimgM < «

Conseqiientemente podemos definir dimy M em termos de A\, (M) tdo bem

quanto em termos de [, (M).
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Demonstragao. A desigualdade do lado esquerdo de (3.5) é clara. Vamos
provar a segunda desigualdade para o caso em que m = 2(O caso geral ¢
feito de forma similar). Comegamos provando que dado qualquer intervalo
u, podemos cobri-lo com quatro cilindro de comprimento menor que o

comprimento de u. De fato, escolha dentro de w um cilindro v; de

comprimento maximo, digamos |v;| = (3
- . n—1 ~ .-

cilindro de comprimento [v1] = ()" . Se vy e v sdo cilindros de

comprimento (%) localizados respectivamente a esquerda e a direita de vy,

entao um dos intervalos vy U v; e vy U vy é um cilindro de comprimento

n . ~ 2
) , consequentemente v nao contém

n—1 . ~ , .
(%) . Suponha que seja vy U v;. Como vy U vy nao estd contido em u,

temos que vy extende-se além do ponto final de u. Se w3 é o cilindro de

. n L, . . . . ~ ,
comprimento (%) proximo de v, localizado na sua direita, entao vy U vg é

- . n—1 ~ , .
um cilindro de comprimento (%) e portanto nao pode esta contido em w.
Logo, v3 extende-se além do ponto final de u, donde vy, vy, v9, v3 cobrem u e

lv;| = (3)" < |u|. Dai temos

4 4
Aa(M, p) = infz lv;|* < Z (infz i) < Z (infz ug|*) =
i I=1 i i

=1

4

= 3 1a(M, p) = 4 1(M, p) = 2m 1 (M, p).

=1

Logo podemos redefinir dimy M como sendo
dimyg M = sup{a; A\ (M) = oo} = inf{a; A\, (M) = 0}.

Seja 1 uma medida de probabilidade em conjuntos de Borel no intervalo

unitario. Ponha
pa(M, p) = inf Y pu(v;)” (3)

onde o infimo é tomado sobre todas as coberturas por cilindros v; com

p(vi) < p.
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Se 1 ¢ a medida de Lebesgue que denotamos por A, entao (3) reduz-se a
(2). Quando
p—=0, pa(M,p)— pa(M)
monotonamente. Um célculo analogo ao que foi feito na se¢do (3.1) mostra
que po (M, p) ¢ uma medida exterior como fungao de M e que para M fixado

existe aq tal que

[ oo, sea <
MO‘(M)_{ 0, sea>a

Esse ag nos definimos como sendo a dimensao de M com respeito a medida

i e denotamos por dim, M. Formalmente,
dim, M = sup{a; pio(M) = oo} = inf{e; o (M) = 0}.
Proposicao 3.6. Valem as propriedades:
(¢) dim,M < dim,N se M C N.

(i1) dim,, U M,, = sup dim,, M,,.

Demonstracao.
(1) Como pio (M) < poN temos pio(N) = 0 = po(M) = 0. Dali,
dim, M = inf{o; po (M) = 0} < inf{a; po(N) = 0} = dim, V.

(¢7) dim,M, < a para todo n implica que [,(M,) = 0 para todo n. Sendo

o (*) sub-aditiva temos

,ua( UM") = 0 = dim, U M, < a = supdim, M, > dim, U M,,.
Por outro lado,
M, c | M, = dim, M, < dim, | | M, = sup dim, M, < dim,, | ] M,.
]

Observe que dim)M coincide com dimyg M para qualquer M no intervalo
unitario. Além disso temos 0 < dim, M < 1, mais ainda dim, M = 0 se M &

enumeravel e dim,M =1 se M é um conjunto de Borel com (M) > 0.
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3.4 A prova do resultado de Eggleston

Sejam g e v duas medidas de probabilidades no intervalo.

Teorema 3.2. Se

entao
dim, M =6 dim, M.

Antes de demonstrar o teorema, vamos fazer algumas convengoes. Se

0<&,n< 1, entao

((logé  logl  logl

log0  logn  log0 =0
log 0 log & log 0
= = = X0
logn log 1 log 1
log0  logl _ 1
[ log0  log1l N

Demonstracao. Fixado € > 0 definamos os conjuntos M) por

- log v(u,(w))

My ={we M;d—c¢ < § + ¢, para todo n > k}.

~ log pu(un(w))
Observe que
M=) M.
k>1

Seja {v;} uma cobertura qualquer de M, por cilindros os quais intersectam
M., com comprimento suficientimente pequeno. Entao qualquer v; possui a

forma v; = u,(w) para algum n > k e para algum w € Mj. Logo,
1(v;)’ 7 < wlvg) < plv;)° e

Donde,



para qualquer cobertura {v;} de M} por cilindros de tamanho maior que k.

De onde segue
Ha(—e)(My) < va(My) < fa(se) (Mg).

Logo, por um lado temos

dim, My, = sup{c; vo (M) = 00} < sup{a; pa(ste)(My) = 00} =

1
= sup{ma(5+€);ua(5+e)(Mk) =00} = PR

1

B i gdimuMk.

Por outro lado

dim, My, = sup{a; v (M) = 00} > sup{a; fias—ec)(My) = 00} =

1 1
= SUP{(S—_&TO&(5—€);Ma(5—e)(Mk) =00} = sup{a(0—¢); fta(s—e) (M) = oo}

d—¢
L.
= EdlmﬂMk.
Ou seja,
e

Como dim,, sup M, > dim, M, temos
k

pela desigualdade (4) que
dim,, SL;p M, > (0 + €) dim,, M.
Logo pelo item (i) da Proposi¢ao (3.6) temos
dim,M > (6 + ¢) dim, M.

Dai,
dim,M > (6 + ¢) sup dim, Mj.
k
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Aplicando outra vez o item (i¢) da Proposigao (3.6)
dim, M > (6 + ¢) dim, M.

tem-se

dim,M > (6 + ¢) dim, M. (6)

Por outo lado aplicando o item (i) da Proposicao (3.6) a desigualdade (5)

temos

dim, M}, < (6 — ¢) dim, M.

Dai,
sup dim, M}, < (0 — €) dim, M.
k

De novo pelo item (i7) da Proposic¢ao (3.6) tem-se

dim, M < (6 — &) dim, M (7)

Finalmente, fazendo ¢ — 0 nas desigualdades (6) e (7) temos

dim, M = 6 dim, M.

Agora vamos obter o Teorema (3.1) como aplicagdo do Teorema (3.2).
Para tanto, vamos construir uma medida v que se prestaré para as estimativas
que desejamos. O procedimento para construcao dessa medida sera o
seguinte:

Primeiramente consideraremos a medida de Bernoulli 7 definida no
conjunto M = {0,1,...,m — 1} das sequéncias associada ao vetor de
probabilidade p = (p1, ..., pm). Definamos ¢ : M — [0, 1] por:

oo .
(o )ken) = 2 i
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Observe que ¢ associa a sequéncia (o )ken 0 nimero cujo os digitos na escrita
em base m sao dados pelos oy “s.

E facil notar que a aplicacdo ¢ é sobrejetora, uma vez que dado = € [0, 1] se
x=0,a10003 ... entdo ¢((ay)ren) = x. Além disso, ¢ também é continua, ja
que se as sequéncias « e (3 estao proximas, temos que ay, = [ paral < k < n.
Logo, ¢(«) esta proximo de ¢(3).

Observagao 3.1. Seja V o conjunto V C {0,1,...,m — 1}V das sequéncias
de digitos o = (ag)ren tais que nao existe k com a propriedade de que
a, = m — 1 para todo n > k. Observe que U —V é enumerdvel e que isso
implica automaticamente que 7(V) = 1. Deste modo, restrita a V', é facil
notar que ¢ € injetora, logo uma bijecao mensurdvel e sua inversa também é

mensurdvel.

Seja v a medida definida como v = ¢,(7). Observe que da definigdo de
7 temos que se x = 0,ajaz2a3... ¢ uy(x) C [0,1] é o cilindro associado a x,

entao:

V(un(:r)) = Hpaj
j=1

Tomemos 0
=)\ed=
K ¢ logm
Como
Aun(w)) =m™",
temos

logo pelo Teorema (3.2)

dimgM = dim\M = dim, M. (9)
logm
Como
n m—1 m—1
V() =[] pa, = [ 07" = togv(u,) = Y Ni(w,n)logp; =
j=1 i=0 i=0
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3

1 N,
= ——logv(u,) = — Mlogpi.
n — n
temos que (8) vale quando
m—1
M (po, -;Pm-1) € 0 = — Zpi log p;.
i=0

Visto que v(M (po, ..., pm—1)) > 0 temos v(M (poy, ..., pm—1)) = 1, donde

m—1

. 1
dlmHM<p07 "'7pm71) = _logm Zpl logpz
1=0
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Capitulo 4

Dimensao de Hausdorff de
Conjuntos Irregulares

4.1 Introducao

No capitulo anterior determinamos a dimensao de Hausdorff do conjunto
dos pontos w € [0, 1] para os quais o limite
New) = lim —Ne(w,n) 1)
existe. Nosso trabalho agora é estudar algumas propriedades do conjunto
dos pontos w € [0, 1] para os quais o limite em (1) nao existe.

Para cada k € {0,1,...,m — 1} definimos o conjunto

Y

N,
M, = {x € [0,1]; lim infM < lim sup

Ny (w,n) }
n—o00 n n—o00 n
onde Ny (w,n) =#{i e {l,...,n};w;, =k}

Um classico resultado de Borel diz que para Lebesgue quase todo w €
[0,1], temos Ni(w) = % Dai segue que o conjunto M;, possui medida de
Lebesgue zero.

Nosso objetivo é provar a seguinte afirmacao:

Teorema 4.1. Para cada k € {0,1,...,m — 1} o conjunto My, contém um
conjunto G denso em [0,1] e

m—1
dimgy ﬂ M, = 1.

k=0
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4.2 Conjuntos Irregulares

Definicao 4.1. A dimensao de Hausdorff dimgpu de uma medida i e definida
por
dimgp = inf{dimy Z; u(Z) = 1}.

Observe que se = A é a medida de Lebesgue em [0, 1], entéo facilmente
temos que dimy A = 1, ja que se A(Z) > 0 temos que dimyZ = 1. Note que
o conceito definido acima é de certo modo global, nao levando em conta a
priori o que acontece numa vizinhanga de um ponto. Em [11], encontramos
a definicao de dimensao de uma medida em um ponto. Segue esta definicao

abaixo:
Definicao 4.2. A dimensao da medida p no ponto x € definida por:

0.(2) = 1im 28 (B ()

r—0 log r

(2)

toda vez que o limite acima fizer sentido.

Observacao 4.1. Quando o limite acima nao existe, definimos a dimensao
superior da medida p no ponto x como sendo:
. log (1(B()))

d,(x) = lir7rnl S(l)lp g7

Analogamente definimos a dimensao inferior, c_l#(a:).

Quando d,(z) existe e é constante para p-quase todo ponto x, dizemos
que p é dimensionalmente exata. Porém, nao existe razao para que o limite
acima exista em p-quase todo ponto ponto x. Foi mostrado por Barreira,
Pesin e Schmeling (veja [11]) que se f ¢ um difeomorfismo C'™* e p ¢ uma
medida ergodica com todos os expoentes de Lyapounov nao-nulos, entao p
¢ dimensionalmente exata e a dimensdo d,(xr) = d é constante em quase
todo ponto x. Isso contempla o caso onde f é um difeomorfismo hiperboélico,
j& que neste caso todos os expoentes de Lyapounov de todos os pontos sao
diferentes de zero. Neste trabalho, foi mostrado também que no caso de

p ser dimensionalmente exata, d = dimgp. Em [11], obtém-se uma uma
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estimativa sobre a dimensao de uma medida no intervalo unitario. Para isso,

procedemos do seguinte modo:

Fixe um inteiro positivo m e considere a aplicagdo ¢, : [0,1] —
[0,1] definida por g,(w) = mw (mod 1). Observe que se 0,w;wsws...
¢ a representagdo de w € [0,1] na base m, entdo g,(w) = 0,wsws...

Para qualquer medida de probabilidade ergédica em [0, 1] invariante pela

transformacao g,,, temos

hy (gm)
logm

dimpp =

Para cada o < @ considere o conjunto

_ N,
M>® = {x € [0,1]; lim infM =a e lim sup

n—oo n n—oo

Note que pelo Teorema ergddico de Birkhoff o conjunto M kg’a possui medida

zero com respeito a qualquer medida de probabilidade g,,-invariante.

Teorema 4.2. Para cada k € {0,1,...,m — 1} o conjunto M,?1 é residual,

isto €, contém um conjunto G5 denso em [0, 1].

Demonstragao. Escolha | € {0,1,...,m — 1} diferente de k. Seja w =

0, wywaws... € [0,1] e fixe n € N. Considere o conjunto U,(w) dos pontos
y = 0,91%2ys... € [0,1] tal que
w;, sel<i1<n

Yi = k, sen <i<n?
, sen?<i<nd

l
Observamos que se y € U, (w) entdo

N 2 1
Nk(y,nQ)an—njwzl——
n n
¢ N, 3 1
Nk(y,n3) < n? = k(y;)n ) < =
n n

Note que somente os n? primeiros digitos de y sao especificados.
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Afirmagao. O conjunto aberto

Vin = U U int Uy, (w)
]

n>m wel0,1

¢ denso em [0, 1].
De fato, seja z € [0,1] qualquer. Dado € > 0, escolha n > m tal que
m~" < ¢ e, seja B(z,¢) a bola de centro em z e raio €. Observe que para essa

escolha de n temos int U,(z) C B(z,¢). Logo,
int U,(2) N B(z,¢e) # 0.

Donde concluimos que

B(z,e) NV, #0

Isto mostra que V;,, ¢ denso em [0, 1].
Como N ) . N . .
Nely,n) o 1 Naly,n®) 1
n? n n3 n

oo
temos que o conjunto ﬂ Vin € um Gy , é denso em [0, 1] e esta contido em
m=1
M ,S 1. Isto completa a prova do Teorema.

Dadas fungoes ¢, : [0,1] — R tal que ¥ > 0 consideremos o conjunto

> e(gm(@)
Ky(.0) = { 2 €[0,1]; lim 20— =p o
> U(gn(@))

onde g, é definida por g, (r) = maz (mod 1). Por exemplo, se ¢ =

X[k/m, (k+1)/m) € Y = 1 para k =0,1,...,m — 1 entao

m—1

() Ko (01 9k) = M (o, ccc, Prar).

k=0
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De fato,

n

> olgh(x)) D X, (k1) /m) (G ()
=0 = lim =Y =
n—00 n+1

lim =

T g

1 A
= Jim (€ {1, g8 (0) € b/, (ko 1)/m)}} =
— lin (i € (Lo = B} = i Ni(an 1) = Nio)
Assim,
Ky, (or, ¥x) = {z € [0, 1]; Ni(x) = pre}-

Portanto,

m—1

ﬂ ka<90k7wk) = M<p07 "-7pm71)-

k=0

Definigao 4.3. Uma funcao ¢ : [0,1] — R € chamada m-Hélder continua se
€ Hélder continua por partes com um numero de descontinuidade finito, no
maximo em poténcias negativas de m, isto é, o conjunto de descontinuidades
estd contido em {1/m*;k > 1}.

Definicao 4.4. Uma familia de medidas de probabilidades invariantes
iy iy € uma  familia distinguida para as seqiéncias de fungoes
(fin)ny s (fan)n desde que para i = 1,...,d existam medidas v;; e v;5 em
{11, ..., pu} e constantes a;1 # a;2 tal que para cada j = 1,2 e v; j- quase
todo ponto x,

lim fz,n(x) = Q4.

n—oo

Definigao 4.5. Sejam > C {0,1,....m — 1} um sunconjunto compacto,
C(>) o espago das fungoes continuas em Y e o o shift. Dizemos que gy e

g2 $@o coomologas se g1 — g2 = ) — oo +c¢, para algum Py € C(D]) ec € R.

Os dois Lemas seguintes serao tteis na demostragao do proximo Teorema.
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Lema 4.1. Se as medidas de probabilidades g,,-invariantes iy, ..., j; forem

uma familia distinguida para as seqiiéncias de fungoes m-Hélder continuas

(fl,n)n7 (XS] (fd,?’L)n entao
dimg A > min{dimgp1, ..., dimgp},
onde

A ={x €[0,1]; lim inf f; ,(z) < lim sup f;,(x) : 1 =1,2,...,d}.

Demonstragao. Veja a demostra¢ao do Teorema 7.6 em |[3].
]

Lema 4.2. Sejam o] o subshift do tipo finito, 1,2, ..., om fungoes Holder
continuas em » ., g e u fungoes estritamente positivas e Hélder continuas em
> . Se para cada i = 1,...,m as fungées @; € nao-coomologa a g, onde oy €
o inico zero de P(a;g) = P(p;) (P denota a pressao topologica com rspeito
a o, para defini¢cao ver [11] ), entdo, para qualquer ¢ > 0 existe medidas

[, 2, ey i €TgOdIga o-invariante tal que:
(1) 1, pi2y -y i, SG0 medidas totais para o espectrum D,;

(2) 1y f12y ooy oy fow € uma  colegao de medidas destinguidas para a

sequéncia de fungoes {Sn©1/Sng}nen, - {0 Pm/Sng }nen;

(3) min{dimypi1, ..., dimyfiy, } > dim, > —¢.

Demonstracao. Veja a demostragao do Teorema 7.3 em |[3].
]

Teorema 4.3. Sejam p1, Y, ..., 04, V1, V3, ..., Vg funcoes m-Hdélder continuas

com ; > 0 para todo i. Nestas condicoes temos

dimpg ([0, 1]\ U U Kp(%,wk)> =1,

i=1peR

se Kp(gr, Yr) # [0,1] para todo k e para todo p.
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Demonstracao. Considere as seqiiéncias

> ¢ilg ()
finlw) = F———
> (g (@)

parai=1,...,d.

Como
Ky(or, ) = {z € [0, 1]; lim f; () = p}
temos
d
A =10,1]\ U U Ky (or, V)
i=1peR
Pelo Lema 4.2, para cada ¢ = 1,..,d e ¢ > 0 existem medidas de

probabilidade g,,-invariante v;; e v; 5 satisfazendo
min{dimyv;;,dimgy; o} > 1 —¢

para cada i, tal que a familia {v;1,;2;7 = 1, ..., d} é uma familia destinguida
de medidas para as seqiiéncias de fungoes (f1.,)ns -5 (fan)n- 1SS0 nOS permite

aplicar o Lema 4.1 e concluir que
dimyA > min{dimgv; ;,dimgy; 2} > 1 —e.
Como ¢ foi tomado arbitrariamente temos
dimyA =1,

isto é,
dim <[o, nUu Kp«ok,wm) -1

i=1peR

Agora podemos estabelecer o Teorema 4.1
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Demonstracao do Teorema 4.1. A primeira afirmagao segue do Teorema

4.2. Tomando @i = X[k/m, (k+1)/m) € Yr = 1 temos K,(¢x, ¢¥r) # [0,1] para
todo 7 e para todo p, pois

Kp(@r, o) = {2 € [0,1]; Np(z) = p}.
Além disso,
Zsok g (
Ni(z,n+1)

fzn( ): n = n )
AT

para k=0,...,m — 1.
Logo,

ﬂ My = {x € [0,1]; hm inf f; . (z) < lim sup f;.(z) : k=0,1,2,...,m—1},

ou seja,
m—1 d
ﬂ My = [0, 1]\ U U Ky (r: 1)
k=0 i=1peR

Portanto, pelo Teorema 4.3 temos

m—1

k=0

Isto encerra a demonstracao do Teorema 4.1.
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