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Resumo

Nesta tese, estudamos varios aspectos da transmissividade de uma onda ele-
tromagnética plana monocromatica incidindo sobre algumas configuracoes de filmes
de multicamadas. Aplicando o formalismo de matriz de transferéncia, inicialmente
tratamos o caso de uma seqiiéncia binaria de N camadas dielétricas distribuidas
aleatoriamente, cujas caracteristicas das camadas obedecem a condicao de Bragg
(nads = npdp). Vemos que o modo para o qual o caminho 6ptico das camadas
corresponde a meio comprimento de onda da luz incidente é insensivel a desordem
e completamente transparente. A média da transmissao na regiao de freqiiéncia ao
redor desta ressonancia cai com 1/N'/2 e o comprimento de localizacdo diverge qua-
draticamente a medida que a freqiiéncia da luz se aproxima desta ressonancia. Na
vizinhanca dos modos de quarto de onda, o comprimento de localizacao diverge lo-
garitmicamente e a média espectral da transmissao apresenta uma dependéncia com
N do tipo exponencial alongada. Ainda neste modo, o expoente de Lyapunov para
diferentes realizagoes de desordem apresenta uma distribuicao Gaussiana, levando a
leis de escala distintas para as médias geométrica e aritmética da transmissao. As leis
de escala para os modos de meio e quarto de onda apresentam-se analogas as obtidas
no modelo eletronico 1D de Anderson com dimeros aleatorios e com desordem nos
termos de hopping do hamiltoniano respectivamente. Estes sistemas sao conhecidos
por apresentarem uma violacao similar para a localizacao exponencial de Anderson
usual. Estes comportamentos de escala foram comparados ao caso de uma estrutura
desordenada onde uma das camadas é constituida por metamaterial. Vimos que
a média espectral da transmissao ao redor do modo completamente transmissivel
decai de maneira mais rdpida com o aumento do numero de camadas (1/N). A agao

conjunta da forte localizacao e do surgimento de modos ressonantes dentro da banda
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proibida leva a uma dependéncia nao-monotonica da transmissao com o grau de de-
sordem, que atinge um minimo para um grau de desordem intermediario. Utilizando
os mesmos parametros de construcao do primeiro caso, investigamos a influéncia de
uma distribuicao binaria de camadas aperiédica incomensuravel. A aperiodicidade
é introduzida baseando-se em uma lei senoidal cuja fase ¢ varia como uma lei de
poténcia do indice das camadas (¢ « j¥). Para v > 1, a seqiiéncia resultante é
efetivamente descorrelacionada, levando a localizagdo de Anderson usual da luz. A
transicao de uma estrutura uniforme em v = 0 para uma estrutura quasi-peridédica
em v = 1 é assinalada por um minino na média espectral da transmissao. Reali-
zamos uma analise espectral do sequéncia de indices de refracao para mostrar sua
intima relacao com o comportamento encontrado para a média da transmissao. O
ultimo caso de multicamada estudado trata-se da utilizacao de cristal liquido co-
lestérico (ChLC) na composigao do filme. Consideramos uma estrutura de ChLC
com angulos de defeito que obedecem uma seqiiéncia quasi-periédica de Fibonacci
assim como uma estrutura formada por camadas alternadas de ChLC e dielétrico
isotrépico. Utilizando o formalismo matricial de Berreman, obtivemos o espectro
de reflexdo e o diagrama cromaético destas estruturas. A cromaticidade associada
apresentou dependéncia com o angulo de incidéncia. No entanto, para o caso com
angulo de defeito Fibonnaciano, o deslocamento cromético pode ser controlado pelo
angulo de defeito . Para a geragao F; com o = /3, a cromaticidade da luz refle-
tida se mantém préxima a regiao do branco para um largo intervalo de angulos de
incidéncia, seguido por um deslocamento para o azul em incidéncias intermediarios.
Esta configuracao se aproxima de um refletor RGB omnidirecional. Por outro lado, a
estrutura com camadas alternadas exibe uma seqiiéncia complexa de deslocamentos

cromaticos com o aumento do angulo e incidéncia.
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Abstract

In this thesis, we study some aspects of the transmission of a monochromatic
electromagnectic plane wave inciding into some configurations of multilayered films.
Using a transfer matrix formalism, we firstly investigate the case of a binary sequence
of N dielectric layers distributed in a random way, where the layer parameters follow
the Bragg condition (nads = ngdg). We could observe that the mode for which the
optical thickness of the layers corresponds to half-wavelength is insensitive to disor-
der and fully transparent. The average transmission in a frequency range around
this resonance decays as 1/N'/2, and the localization length diverges quadratically
as this resonance mode is approached. In the vicinity of the quarter-wavelength,
the localization length diverges logarithmically and the frequency averaged trans-
mission exhibits an stretched exponential dependence on the total thickness. At
the quarter-wavelength resonance, the Lyapunov exponent for different realizati-
ons of disorder has a Gaussian distribution leading to distinct scaling laws for the
geometric and arithmetic averages of the transmission. The scaling laws for the
half- and quarter-wavelength modes are analogous to those found in electronic one-
dimensional Anderson models with random dimers and pure off-diagonal disorder,
respectively, which are known to display similar violations of the usual exponential
Anderson localization. These scale behavior were compared with the case of a di-
sordered structure where one kind of constituint material is a metamaterial. We
observe that the spectrally averaged transmission in a frequency range around the
fully transparent resonant mode is shown to decay faster as the number of layer
increases (1/N). The interplay of strong localization and the emergence of reso-
nant modes within the gap leads to a non-monotonous disorder dependence of the

transmission that reaches a minimum at an intermediate disorder strength. Using
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the same layer parameters of the first case, we investigate the influence of a binary
aperiodic incommensurated sequence of layers. The aperiodicity is introduced by
considering the sequence of refractive indices to follow a sinusoidal function whose
phase ¢ varies as a power-law of the layer index (¢ o< j”). For v > 1 the resulting
sequence is effectivelly uncorrelated leading to the usual Anderson localization of
light. The crossover from a uniform structure at ¥ = 0 to a quasi-periodic struc-
ture at ¥ = 1 is signaled by a minimum at the spectrally averaged transmission.
We perform a spectral analysis of the refractive index sequence to show its close
connection to the main features exhibited by the averaged optical transmittance.
The last case studied is about the inclusion of a cholesteric liquid crystal (ChLC)
in the film composition. We considered a single-pitched ChLC multilayered system
with quasiperiodic Fibonaccian phase defects as well as an alternate sequence of
single-pitched ChLC and isotropic dielectric layers. Using the Berreman 4 x 4 ma-
trix formalism, we numerically obtain the reflection spectrum and the chromaticity
diagram of these structures. The associated chromaticity is shown to depend on the
incidence angle. However, for the ChLC Fibonaccian phase defect system, the color
shift can be controlled by the defect angle a. For the Fy generation and ov = /3, the
chromaticity of the reflected light remains close to the white color region for a wide
range of incidence angles, followed by a blue-shift at intermediate incidence angles.
This is the setup that produces the nearest omnidirectional red-green-blue condition
for the reflection spectrum. On the other hand, the structure with alternate ChL.C
and isotropic layers exhibits a complex sequence of color shifts when the incidence

angle is increased.
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Capitulo 1

Introducao

Nas ultimos duas décadas vem crescendo o interesse da ciéncia pelo estudo da pro-
pagacao de ondas eletromagnéticas nas mais diferentes estruturas fotonicas. A pos-
sibilidade de controlar a transmissao, emissao e deteccao da luz tem aberto um
vasto leque de aplicacoes tecnoldgicas, como a confeccao de novos dispositivos opto-
eletronicos e a melhoria do sistema de telecomunicagoes. [1].

Por conta da simplicidade de construcao, uma das estruturas mais estudadas
neste contexto sao os filmes de multicamadas dielétricas. Originalmente propostos
por Yablonovitch [2], estes sistemas tratam-se da superposicao de finas camadas
de material dielétrico com espessura d; da ordem do comprimento de onda da luz
incidente e indice de refracao n;. Posicionando as camadas de maneira que a dis-
tribuicao de indices de refracao seja periddica, o espectro de transmissao apresenta
uma estrutura de bandas tal que para determinadas faixas de freqiiéncia existem
modos transmissiveis e para outras regioes do espectro nao existem modos propa-
gantes. Em analogia aos cristais atomicos, esta banda de modos proibidos recebe o

nome de band-gap fotonico (PBG) e a estrutura como um todo de Cristal Fotonico



Unidimensional (PhC-1D)[2]. As caracteristicas do PBG, como a largura e a posigao
no espectro, sao controladas pelos parametros de construcao das camadas, como as
espessuras e sua distribuicao ao longo do filme e o valor dos indices de refragao
utilizados. Se, por exemplo, tomarmos um filme com N camadas formado por uma
seqiiéncia alternada de dois tipos de materiais dielétricos A e B (seqiiéncia bindria),
cujos parametros de construcao obedecem a condicao de Bragg nads = npdg, o
modo central do primeiro PBG obtido para uma incidéncia normal de luz serd ca-
racterizado pelo comprimento de onda \g = 4nsds = 4npgdg. Para incidéncia
obliqua, a luz experimenta uma periodicidade diferente se comparada com o caso
de incidéncia normal, por conta disso, as propriedades do PGB também sofrem mo-
dificagoes, de forma que nem sempre é possivel obter um PBG comum a qualquer
angulo de incidéncia e a qualquer polarizagao utilizando uma estrutura dielétrica
unidimensional. Este tipo de PBG é chamado de omnidirecional total e sé pode ser
obtido em PC 1D sob determinadas condigoes especiais [3, 4].

Existem varias técnicas para fabricacao de uma estrutura de cristal fotonico
unidimensional, uma delas é a utilizacao de Silicio Poroso [5]. Este material propor-
ciona a obtencao de uma faixa de valores de indice de refracao que varia com o grau
de dopagem com Si. Para silicio poroso levemente dopado, é possivel uma faixa de
valores de indice de refracao entre 1.4 e 1.7. Para o caso fortemente dopado, esta
faixa cresce para valores entre 1.4 e 2.4.

A manipulacao na distribuicdo de camadas pode fazer surgir fenomenos no-
vos e relevantes. Estruturas que obedecem distribuicoes quasi-peridédicas podem
apresentar diferentes tipos de PBGs, como a formagao de uma estrutura fractal de
gaps em multicamadas do tipo Thue-Morse [6]. Para uma distribui¢ao de camadas

que obedece a seqiiéncia quasi-peridédica de Fibonacci, o espectro de energia é con-
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sistente com o conjunto de Cantor auto-similar [7, 8, 9], onde existem bandas de
modos nao transmissiveis similares aos PBGs do cristal fotonico[10] e fora destas
regioes os modos se apresentam criticamente localizados, ou seja, apresentam um
decaimento tipo lei de poténcia [11].

Devido a sua natureza ondulatoria, a propagacao de luz em filmes de multica-
madas aleatdrias representa uma analogia com o modelo de Anderson para elétrons
nao interagentes em sistemas desordenados. Segundo a lei de escala de Anderson
para um sistema eletronico unidimensional, todos os auto-estados de um elétron
nao interagente se apresentam exponencialmente localizado para qualquer grau de
desordem [12]. Este fenomeno também é observado para ondas eletromagnéticas e
recebe o nome de localizagcao de Anderson da luz [13, 14, 15]. Em filmes de multi-
camadas aleatorias, as multiplas interferéncias geradas pelas ondas espalhadas nas
interfaces sao responsaveis por um decaimento exponencial da onda resultante, de
forma que a média do logaritmo da transmissao sobre muitas realizagoes de de-
sordem decai linearmente com a largura da amostra L [16]. O efeito combinado
de reflexao de Bragg e localizacao da luz resulta em um alargamento do band gap
fotonico, de forma parte do espectro apresenta modos refletidos. Esta caracteristica
possibilita a construcao de dispositivos refletores para uma larga faixa de freqiiéncia
[19, 20]. Em recentes pesquisas foi observado que o espectro de transmissao de
uma estrutura binaria de multicamadas com desordem posicional, constituida de
camadas dielétricas de mesmo caminho éptico, apresenta picos associados a esta-
dos chamados necklace [43]. Tais estados estao relacionados com a hibridizagao de
modos degenerados e localizados em diferentes regioes da estrutura.

Nesta tese serao apresentados resultados de um estudo que visa analisar as

caracteristicas da transmissao de ondas eletromagnéticas em algumas estruturas de
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1.1 O Modelo de Anderson 7

multicamadas. Inicialmente sera apresentado um estudo de algumas leis de escala
para a transmissao, como a transmissao espectral média e o comprimento de loca-
lizacao, em um sistema desordenado composto por dois tipos de dielétricos ordinarios
que obedecem a condigao de Bragg. Utilizando o mesmo sistema fisico, analisamos a
influéncia de uma distribuicao quasi-periddica nestas leis de escala, o que sera apre-
sentado no capitulo 3. A influéncia dos metamateriais é apresentada no capitulo 4,
onde empregamos uma estrutura de multicamadas composta por material dielétrico
ordindrio e metamaterial distribuidas aleatoriamente. A tultima estrutura analisada,
mostrada no capitulo 5, é constituida por camadas anisotrépicas de cristal liquido co-
lestérico. Neste estudo introduzimos novas quantidades como o diagrama cromatico
CIE, onde investigamos a variagao cromatica do espectro de reflexao com a mudanga

do angulo de incidéncia.

1.1 O Modelo de Anderson

As predicoes para sistemas épticos desordenados se assemelham as obtidas no mo-
delo de Anderson para elétrons nao interagentes, por conta disso seus principais
resultados serviram como base para nossas pesquisas e serao constantemente cita-
dos ao logo desta tese.

Em 1958, P. W. Anderson [21] utilizou um modelo que permitiu estudar os
efeitos da desordem sobre a funcao de onda eletronica. Seu modelo considera os
elétrons movendo-se sobre a influéncia de um potencial aleatério. Na representacao

de Wannier (tight biding), o Hamiltoniano de Anderson pode ser escrito como:

H=> eli><il+> tli><j| (1.1)

]
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1.1 O Modelo de Anderson 8

O estado |i > representa o orbital atomico centrado no sitio 7. O termo ¢; é a energia

do sitio 7 e t;; é chamado de integral de transferéncia entre os sitios ¢ e j, também
conhecido como amplitude de hopping. A desordem é introduzida nas energias ¢;
que sdo numeros aleatérios distribuidos no intervalo [—W, W]. O parametro W, a
largura da distribuicao de desordem, controla o grau de desordem do sistema. A
interacao Coulombiana entre os elétrons é desprezada neste Hamiltoniano. Com este
modelo, Anderson mostrou a existéncia da chamada ”localizacao da funcao de onda
eletronica” pela desordem.

Vamos discutir de forma qualitativa o papel da desordem na localizacao dos
estados eletronicos. Considere o modelo de Block com potencial periédico nulo
(U(r) = 0), ou seja, um elétron livre. Se introduzirmos uma tnica barreira de
potencial, a funcao de onda serd parcialmente transmitida e parcialmente refletida
pela barreira. Se, ao invés de uma unica barreira, intruzirmos duas barreiras de
potencial, a funcao de onda sofrerd duas reflexdes. As duas barreiras geram ondas
refletidas e incidentes que podem sofrer interferéncias destrutivas ou construtivas a
depender da diferenca de fase existente. Estas interferéncias podem mudar bastante
o padrao da funcao de onda. Se um potencial aleatoério estiver presente, o que pode
ser representado por barreiras de potencial em posi¢oes aleatérias ou com inten-
sidades aleatorias, a funcao de onda sofrerd varias reflexdes as quais nao mantém
coeréncia de fase. Estas reflexoes causam interferéncias destrutivas que induzem
uma localizacao exponencial da funcao de onda. A funcao de onda se concentra
em uma pequena regiao e tem valor desprezivel em qualquer outra regiao do sélido.
Neste regime, o sistema estd na fase isolante. No caso de ondas estendidas, onde
o elétron fica itinerante na cadeia, temos a fase metdlica. O modelo de Anderson

tridimensional apresenta uma transigao metal-isolante para um valor critico da forca
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1.1 O Modelo de Anderson 9

da desordem (W).
Uma fungao de onda é dita exponencialmente localizada quando suas apli-
tudes de probabilidade decaem exponencialmente a medida que nos afastamos do

R/A onde A é o chamado com-

centro do pacote, de acordo com uma lei do tipo e~
primento de localizacao, e como o préprio nome sugere, estd relacionado com o grau
de localizacao do estado.

No final da década de 1970, Anderson, juntamente com Abrahams, Licciar-
dello e Ramakrishman [12], construiram uma teoria de escala para a condutancia
generalizada do modelo de Anderson e obtiveram a dependéncia da transicao Metal-
[solante com a dimensao. Estes resultados tiveram grande repercussao na comuni-
dade cientifica. O proprio Ramakrishnan, em entrevista para a APS News, atribuiu
todo este sucesso ao fato de o trabalho apresentar predig¢oes experimentalmente
testaveis e nao usuais, baseados em um novo processo de interferéncia com muitos-
corpos que explorava o processo de localizagao, um tema que atraia muito a atencao
dos cientistas no final da década de 70. Hoje, o artigo publicado por eles em 1979 é
um dos 10 mais citados da Physical Review Letter e Philip Warren Anderson chegou

a ganhar o Prémio Nobel de Fisica de 1977 por sua grande contribuicao no estudo

de sistemas desordenados.

1.1.1 Teoria de Escala para a Transicao de Anderson.

Vamos apresentar a teoria de escala que foi originalmente utilizada por Abrahams,
Anderson, Licciardello, e Ramakrishnan [12] para se obter a dependéncia da transigao
de Anderson com a dimensao. A hipdtese bésica desta teoria de escala é que uma
unica quantidade caracteristica, a condutancia generalizada g, controla a transicao

de estado estendido para localizado em T = 0. A teoria de escala foi aplicada
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1.1 O Modelo de Anderson 10

na reformulagdo do modelo de Anderson feita por Thouless [22]. Na abordagem
de Thouless as unidades bésicas sio agora caixas de volume ¢ que contém muitos
sitios. O solido é formado de varias caixas acopladas uma as outras.

As energias caracteristicas do modelo de Anderson W e t sdo mapeadas
respectivamente no espacamento médio entre os niveis AE e no deslocamento 0 F
causado por mudancas nas condigoes de contorno. Um elegante argumento euristico,
baseado no principio da incerteza, conecta 6F com a condutividade o no limite
macroscopico.

Através do principio da incerteza pode-se estabelecer:
OE = h/tp, (1.2)

onde tp = L?/D é o tempo necessdrio para um pacote de onda eletronico difun-
dir até os contornos de uma caixa de lado L, onde D é a constante de difusao.
Usando a relacao de Einstein entre a condutividade e as propriedades de difusao
(0 =¢* D n(E)) temos :

oh
SO

(1.3)
A densidade de estados média pode ser escrita como funcao do espacamento médio
entre os niveis n(E) = 1/(LYAE). Logo, a razdo AE/SE ¢é agora adotada como
sendo uma medida da forga da desordem no sistema, analoga a razao W/t no modelo
de Anderson tradicional. Estados estendidos sao sensiveis a mudancas nas condi¢oes

de contorno (0F > AFE), enquanto que estados localizados nao o sdo (0E < AE).

Portanto, utilizando estas equagoes, a condutancia generalizada definida por g(L) =
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1.1 O Modelo de Anderson 11

% tem o seguinte comportamento de escala:
g(L) = (h/e*) o L2 (1.4)

A teoria de escala examina a dependéncia de g(L) com o comprimento de escala
utilizado. Seja go = g(Lo) = dFE(Loy)/AE(Ly) a condutancia generalizada para um
sistema composto de caixas acopladas de volume Lg. A teoria de escala assume que,
dado gy em uma escala de comprimento Ly, podemos obter g numa escala maior
L = Lo b. Na nova escala Ly b a condutancia g é completamente determinada pelo
valor anterior gy e pelo fator de escala b. O comportamento de escala da funcao g
pode ser obtido a partir da funcao 3(g):

~ dlng(L)

B(g) = TP (1.5)

Para (3 positivo, g cresce com o crescimento de L; para [ negativo, g decresce com
o crescimento de L. O comportamento qualitativo de ((g) estd representado na
figura 1.1 para d = 1, 2 e 3. A curva mostrada na figura 1.1 foi proposta por
Abrahams et al [12].

O comportamento qualitativo da fungao (3(g) pode ser determinado a partir
dos seus limites assintéticos (9 — oo e ¢ — 0). Para g grande podemos usar a

Eq. (1.4) e mostrar que
limy_.0(g) = d — 2. (1.6)

Logo, f(0) é +1 emd = 3,0 em d = 2 e —1 em d = 1, como mostrado na
figura 1.1. Para g pequeno, ou seja, no limite de fraco acoplamento e forte desordem,

o teorema de Anderson prevé que os estados eletronicos sao localizados e decaem
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| P e ;

Condutancia Generalizada g——

Figura 1.1: O comportamento qualitativo de §(g) para d = 1, 2 e 3 na teoria de
escala apresentada por Abrahams, Anderson, Licciardello e Ramakrishnam.

exponencialmente com a distancia. Nos contornos de uma caixa de dimensao linear
L, a amplitude da funcao de onda de um elétron localizado dentro da caixa é da
ordem de e 7% onde v é o expoente de Lyapunov (inverso do comprimento de
localizagao ).

O acoplamento entre as caixas também decaem exponencialmente com L, de

forma que g(L) o< e™L. Usando a Eq. (1.5), temos,

limg_0B(g) =Ing. (1.7)

e portanto, (3(g) se aproxima de —oo quando g tende a zero, independente da
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dimensao. Assumindo que ((g) tenha variacao lenta e monotonica entre os limites
g — o0 e g — 0, nossa analise reproduz o comportamento qualitativo da figura 1.1.
As setas do diagrama de fluxo sobre as curvas representam a direcao em que g sofre
variagoes quando L cresce. Parad = 1 e d = 2 as setas indicam que g sempre diminue
quando L cresce. Em d = 3 temos dois comportamentos: Abaixo de um certo g.
(B(g) < 0) as setas do diagrama de fluxo indicam que a condutancia generalizada g
diminue quando L cresce; acima de g. (8(g) > 0) o comportamento é contrario, g
cresce quando L cresce. O ponto no diagrama de fluxo (g., £(g.) = 0) é chamado
ponto fixo instavel. Este diagrama mostra claramente a dependéncia da transigao
de Anderson com a dimensao: em 1d e 2d nao existe transicao metal-isolante, com
a condutividade indo sempre a zero quando [ — oo; em 3d existe uma transicao
metal-isolante. O comportamento critico perto desta transicao em 3d também foi
obtido apartir da teoria de escala [23]. O comprimento de localiza¢do A, préximos
da energia critica de transicao (mobility edge) tem um comportamento tipo lei de
poténcia A < (E — E.)™" com expoente v & 1.57 [24, 25, 26, 27].

As descobertas feitas por Anderson foram de fundamental importancia para
o entendimento das propriedades de conducao da matéria. Para um solido que se en-
contre a temperatura nula e desconsiderando ligagoes com outros graus de liberdade,
como fonos, ou interacoes mutuas, uma particula que se encontre exponencialmente
localizada nao apresenta participagao no processo de conducao, pois sé ha proba-
bilidade dela ser encontrada em uma regiao finita do sélido, enquanto que, em um
estado estendido, a particula se torna itinerante, pois apresenta probabilidade finita
de ser encontrada em qualquer sitio da rede. Como consequéncia disso, se s6 exis-
tirem estados localizados proximos a energia de Fermi, o sistema sera um isolante,

ou seja, no limite de T=0K, a condutividade DC (limite de baixa frequéncia para
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1.2 Multicamadas Dielétricas Periodicas: Cristal Fotonico 1D 14

a condutividade linear) serd nula. Por outro lado, caso estes estados se apresentem
estendidos, esta condutividade sera finita e o sistema se torna um condutor. Para
temperaturas acima de 0K, o fenémeno da condutividade é explicado por excitacoes
térmicas. Apesar das muitas simplificacdes, o modelo de Anderson é considerado
até hoje a estratégia mais eficiente para estudar os efeitos da desordem sobre as
propriedades de transporte eletronico.

Diversos outros fenomenos também foram explicados com base nas teorias de
sistemas desordenados, como exemplo, a existéncia de Efeito Hall quantizado, que
esta associado a presenca de elétrons em estados localizados quando o material é
submetido & um campo magnético externo [28]. Além disso, sistemas macroscopicos,
como ondas eletromagnéticas ou ondas mecanicas em meio liquido, assim como nos
sistemas quanticos, também apresentam diversas propriedades de localizacao quando
submetidos a algum tipo de desordem [29, 30, 31], o que mostra a vasta aplicabilidade

deste ramo teorico.

1.2 Multicamadas Dielétricas Periddicas: Cristal

Fotonico 1D

Para se ter um parametro de comparacao a cerca do papel das diferentes distribuicoes
de camadas utilizadas neste trabalho, faz-se necessario um entendimento inicial a
cerca do caso de multicamadas periddicas.

Cristais Fotonicos sao estruturas regulares de materiais 6pticos com diferentes
indices de refracao (fig. 1.2. Este arranjo assemelha-se ao de um cristal atomico,
com a diferenca de que a constante de rede (a) para cristais atomicos se encontra

na ordem de Angstrons de comprimento, enquanto que para os cristais fotonicos
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Figura 1.2: Diagrama representando uma estrutura binaria de multicamadas
periédicas.

estd na ordem do comprimento da onda eletromagnética incidente, que para a luz
visivel esta em torno de 1 nm. As semelhancas entre o cristal atomico e o fotonico
nao existem apenas em seus arranjos espaciais, na verdade muitas idéias bésicas
sao comuns em ambos os cristais e servirao como base para o entendimento dos
resultados apresentados nesta tese.

De acordo com a dimensionalidade do empilhamento das camadas, podemos
classificar os cristais fotonicos em unidimensional, bidimensional e tridimensional. A
fabricacao destes dispositivos para operar com microondas é relativamente simples,
ja na regiao do visivel, em especial para o caso 3D, sua fabricacao é mais dificil por
conta do pequeno valor de constante de rede. A maneira mais simples de se obter
um cristal fotonico 1D é através do empilhamento periddico de camadas dielétricas
com indice de refracao diferentes, cuja espessura é da ordem do comprimento da
onda eletromagnética considerada.

Para obter uma descricao quantitativa do cristal fotonico unidimensional,

tomemos o eixo x na direcao perpendicular a superficie das camadas dielétricas e
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o campo elétrico propagando-se na direcao deste eixo e linearmente polarizada ao
longo da diregao do eixo y. Desta forma, o campo elétrico E(x,t) serd descrito pela

equacao:
¢ OPE  O°F
e(x) 022 Of?

(1.8)

onde €(z) representa a dependéncia espacial da constante dielétrica relativa do cristal
fotonico 1D, chamada de fun¢ao dielétrica. Na (1.8), assumimos a permeabilidade
magnética do cristal fotonico como sendo igual & do espago livre (= o). Devido a
periodicidade de €(z) em relagao & x, temos que €(x +a) = ¢(x) e sua inversa e (x)

também serd periddica, podendo portanto ser expadida em série de Fourier:

() = i Kom €XP (2'27;”%;) (1.9)

m=—00

onde m é um nimero inteiro e k,, sao os coeficientes de Fourier. Assumindo €(x) real,
teremos que k_,, = k. Assim como ocorre para estruturas atomicos periddicas,
a propagagcao nesta estrutura ¢é regida pelo teorema de Bloch, onde qualquer auto-

modo no cristal 1D é caracterizado por um ntimero de onda k e dado pela expressao:
E(x,t) = Ex(x,t) = ug(z) exp {i(kx — wit)} (1.10)

onde wy representa as auto-freqiiéncias angulares e uy(x) sao fungoes periédicas tal
que ug(z + a) = ug(x), podendo ser portanto expandido em série de Fourier. Como

resultado, a eq. (1.10) assume a forma:

Ep(z,t)= > Epexp {z (k+27r7m) x—iwkt} (1.11)
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onde F,, sao os coeficientes de Fourier. Por medida de simplificagdo, assumiremos
que apenas as componentes com m = 0 e m = £1 sao predominantes na expansao
1.9:

e(x) ™t & Ko + Ky exp (z%x) + K_1exp (—i%r:p) (1.12)

substituindo (1.11) e (1.12) na equagao de onda (1.8), obtemos:

2(m — 1)) > 2 Dr)?
K1 {/{?"—W} Emfl‘i‘fifl {k—f-M} Em+1 (113)

a
2 2 2
C a

Para m = 0,

c? o 2 o 2
EFo~ ——— k—— ) E_ S k+—) F 1.14
0 wg_KOCQkQ{m( a) 1Tk 1( +a> 1} (1.14)

2 4 2
E*l =~ ¢ )2 {/‘il (k — _ﬂ-) E,Q + K,lszo} (115)
a

wi — koc?(k — 2m/a

Por esta razao, se k ~ |k — 27 /a| (ou seja, k =~ 7/a), e se wi ~ koc*k?, entao
Ey e E_; sao dominantes na expansao (1.11). Neste caso podemos ignorar todos os

outros termos e obter as seguintes equagoes acopladas:

97\ 2
(wp — Koc’k*) Eg — K1 C? <k - %) E ;=0 (1.16)
2,2 2 2 ZAN
—k_1°k*Ey + S wi, — ko™ | k — — E =0 (1.17)
a
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—2n/a -T/a 0 wa 2mn/a

Figura 1.3: Relacao de dispersao para um cristal fotonico 1D (linhas sélidas). O
limite da primeira zona de Brillouin é denotado pelas duas linhas verticais. As
linhas de dispersao para o material uniforme é representado pelas linhas pontilhadas.
Quando duas linhas de dispersao se cruzam, elas se repelem mutuamente e um band

gap fotonico surge.

estas equagoes lineares possuem uma solucao nao trivial quando o determinante dos

coeficientes é nulo:

2
wi — koc?’k? =k (k- 2)

, | =0
—k 1Pk wE— koc? (k— Z)

introduzindo a varidvel h = k — 7 /a, as solugbes sdo dadas por:

2
wizﬂ—c Ko  |k1| = ac Kg — i h?
a 7|k 2

com h < 7/a. Temos portanto que nao existem modos no intervalo

e e
— /Ko — k1| <w < —+/Ko + |K1]
a a

(1.18)

(1.19)
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e este gap desaparece quando k; = 0, ou seja, a Unica componente de Fourier
considerada nao é oscilatéria. A relagao de dispersao de um cristal fotonico unidi-
mensional para um caso geral é mostrado na fig. 1.3. Para um material uniforme, a
relacdo de dispersao é dada por w = vk (linhas descontinuas). Este comportamento
é observado no comeco da banda, onde o comprimento de onda é suficientemente
grande para perceber a periodicidade da funcao dielétrica. O cruzamento de duas

destas linhas de dispersao sinaliza a formacao de um band gap.
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Capitulo 2

Multicamadas Aleatorias

Uma das principais propriedades do cristal fotonico e sua alta capacidade de
reflexao. Nos primérdios da ciéncia, o principal dispositivo utilizado para reflexao de
luz era o espelho de metal, que apresenta capacidade de reflexao para uma vasta faixa
de freqiiéncia mas possui a desvantagem de apresentar absorcao, principalmente na
regiao do visivel. Um filme de multicamadas dielétricas pode apresentar baixissimo
grau de absor¢ao, sendo portanto vastamente utilizado em equipamentos Gpticos[32].
Neste contexto, torna-se interessante investigar as propriedades do PBG a fim de se
controlar, dentre outras coisas, sua largura e posi¢ao no espectro.

A largura de um PBG em uma estrutura bindaria peridédica de multicamadas
depende do contraste dos indices de refracao (diferenga entre os indices de refragao),
o que limita muito sua aplicacao a capacidade de se obter pares de materiais de alto
contraste. Uma maneira eficiente de alargar o PBG de uma estrutura de multica-
madas ¢é introduzindo desordem na sua distribuicao de camadas.

O fendomeno da localizagao de Anderson foi originalmente descrito para elétrons

nao interagentes em sistemas atomicos cujo potencial de ligacao apresentava uma

20
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distribuicao aleatoria. O efeito resultante da interferéncia entre multiplos espalha-
mentos do elétron pelos defeitos aleatérios nos potenciais modifica as auto-funcoes
de um estado estendido (onda de Bloch) para um estado exponencialmente locali-
zado [21]. Por ser um efeito tipicamente ondulatério, as predigoes feitas para o caso
eletronico sao aplicaveis a ondas eletromagnéticas.

Neste capitulo mostramos os resultados de um estudo tedérico sobre algumas
leis de escala para a transmissao através de um sistema bindrio de multicamadas
dielétricas aleatoriamente distribuidas. Este tipo de sistema fisico ja foi estudado
por outros pesquisadores [33, 34] e tem se mostrado muito versatil, além de ser de

facil fabricacao.
2.1 Método da Matriz de Transferéncia

Uma maneira simples de se obter numericamente a intensidade dos campos elétrico
e magnético nas interfaces de um filme estratificado é calculando a chamada Matriz
de Transferéncia [35].

Seja uma onda eletromagnética plana com dependéncia temporal harmonica.
Chamamos de modo TFE (transverse electric) o caso de uma polarizacao linear tal que
o campo elétrico seja perpendicular ao plano de incidéncia. Para o caso do campo
magnético perpendicular ao plano de incidéncia, chamamos este caso de modo TM
(transverse magnetic). Para qualquer polarizacao arbitraria podemos separar a onda
em duas, sendo uma delas do tipo TE e a outra do tipo TM e trata-las de maneira
independente, ja que as condigoes de contorno nas interfaces sao independentes
uma da outra. Além do mais, para um meio ausente de cargas livres e densidade
de corrente nula, as equagoes de Maxwell nao sofrem mudanca quando E e H, e

simultaneamente € e —p sao permutados. Assim, qualquer resultado relacionado ao
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Plano de
Incidéncia —
F
k _
A 2)‘ \\\\ AN .'f;
né_a\ N
\\ \\ A
"""""" z
Y

e(2)u(z)

Figura 2.1: Representacao esquematica da onda eletromagnética incidente.

modo TM pode ser imediatamente deduzido para o modo TE através desta permuta,
sendo suficiente portanto estudar em detalhes apenas o modo TE.

Tomamos o plano de incidéncia como sendo o plano yz e sendo z a diregao de
estratificacao (figura 2.1). Para uma onda em modo TE, E, = E, = 0 e as equagcdes
de Maxwell sdo reduzidas para o seguinte conjunto de equagoes escalares [assumindo

uma dependéncia temporal do tipo exp (—iwt)]:

OH, O0H, iew ., twp
0H, OH OE, iwpu
r_ g ——H,=0 2.2b
5 o 0 (2.1b) % 1y (2.2b)
0H, OH 0E, iwu
— r_ 21 4+ —H,=0 2.2
ax ay 0 ( C) ay c ( C)

Estas equagoes mostram que H,, H, e E, sao fungoes apenas de y e z.

Eliminando H, e H, entre (2.1a), (2.2b) e (2.2c) obtemos:

O*E, O°E,

N d(log p) OE,
oy? 022

dz 0z (2:3)

+ nQ/ngm =
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onde

(2.4)

2
n2:6:u7 /{70:%_ i

Y
Para resolver (2.3) utilizamos o método da separacao de varidveis, ou seja,
tomemos uma funcao que é o produto de duas outras, uma dependente apenas de y

e a outra dependente apenas de z:

Ex(y,2) =Y (y)U(2) (2.5)

substituindo na eq. (2.3) obtemos:

1 d’Y 1 d*U
LY 2y

1dY d(logp) 1 dU
Y dy? U dz?

d, Udz

(2.6)

Temos que o termo da esquerda é fungao apenas de y, enquanto que o da
direita depende apenas de z, de forma que podemos igualar cada lado de (2.6) a

uma constante (—K?).

1 d?Y ,

- —_K 2.
Y 4 (2.7)
d’U  d(log u) dU 2.2 2
— — kU = KU 2.8
dz? dz dz MR (28)
A solugao para (2.7) sera:
Y = Cettoy (2.9)
onde foi feita a substituicao
K? = kia® (2.10)
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Por consequéncia, E, é dado por:
E, = U(z)eitkooy=+1) (2.11)
Das eq. (2.2b) e (2.2¢) vemos que H, e H, sao dadas por:

H, = V(z)etkooy=h) (2.12)

H, = W (z)e!kooy=«1) (2.13)

De acordo com (2.1a), (2.2b), (2.2c), as amplitudes U, V e W sao relacionadas pelas

equacoes:

av

i ikolaW + €U (2.14a)

au :

i ikopV (2.14Db)
aU+puW = 0 (2.14c)

eliminando W da eq. (2.14a) através de (2.14c) obtemos, juntamente com (2.14b),

o sistema de equacoes diferenciais para U e V:

W — jkouV
TR (2.15)
Wik (e~ 2)U
desacoplando as equacoes obtemos finalmente para U e V:
U d(logp) U 2,2 2
— —+k —a ) U=0 2.16
dz? dz =z +hg(n” — o) ( )
2y d [log (5 — 7)] dV
— — +kj(n®* —a*)V =0 2.17
dz? dz dz +hy(n” —a) ( )
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Figura 2.2: Representacao de superficies co-fasais para uma onda plana.

As fungoes U(z), V(z) e W(z) em geral sdo complexas.
A superficie de amplitude constante de E, é dada por |U(z)| = cte., enquanto

que a superficie de fase constante (co-fasal) é obtida pela equagao:

©(2) + koary = cte.

onde ¢(z) é a fase de U. Os dois conjuntos de superficies em geral nao coincidem
(onda inomogénea). Para um pequeno deslocamento (dy, dz) ao longo da superficie
co-fasal temos ¢'(z)dz + koady = 0 (ver fig. 2.1). Se 0 representar o angulo entre a

normal a superficie co-fasal e a direcao OZ temos:

(2.18)

Se considerarmos que a onda é plana e homogénea, podemos adotar § como o angulo
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de incidéncia e teremos:

¢(z) = konz cos b, a =mnsinf (2.19)

onde temos o = cte. como uma conseqiiéncia da imposi¢ao de (2.10), o que re-
mete a Lei de Snell da refracdo para meios estratificados. Esta condigao também
serd aplicada ao caso apresentado no capitulo 5, onde a constante K representard a
componente do vetor de onda k ao londo do eixo perpendicular a direcao de estra-
tificacao.

Sendo as fungoes U(z) e V(z) solugbes de uma equagao diferencial linear
de segunda ordem, podemos expressa-las como uma combinac¢ao linear de duas
solugdes particulares (Uy, Uy e Vi, V;). Estas solugbes particulares sdo acopladas

pelas equagoes (2.15):

U = ikouV; Ul = ikouVs
LR 2o (2.20)
Vl’:iko(a—%>U1 VQ’:z'k;O(g—%)UQ
destas equagoes podemos escrever:
!/ ! ! ! d
ViU, — U Ve =0, U1V2—V1U2:0—>d—(U1V2—U2V1):0
z
esta relacao implica que o determinante
U W1
D= (2.21)
Uy Vo

associado com duas solugoes particulares quaisquer de (2.15) é constante, isto é, que

Instituto de Fisica - UFAL



2.1 Método da Matriz de Transferéncia 27
D é uma invariante de nosso sistema de equacoes.
Para nosso proposito, escolhemos como solucoes particulares:
U = f(z) Uy=F(z
= (2) T=F(2) o)
Vi=g(z) Va=G(z)
tal que
f(0)=G(0)=0e F(0)=g(0) = 1. (2.23)
Podemos entdo expressar U(0) = Uy e V(0) = Vj na forma
U=FUy+ fV,
o+ 1Yo (2.24)
V = GUO + g‘/o
que em notacgao matricial pode ser escrito como
Q= NQo (2.25)
onde
U(2) Uy F(z) f(2)
Q= Qo = N = (2.26)
V(z Vo G(2) g(2)

Por conta da relacao D = c.t.e., o determinante da matriz N é uma constante. O

valor desta constante pode ser imediatamente encontrado fazendo z = 0:

IN|=Fg - fG =1

(2.27)

Normalmente é mais conveniente expressar Uy e Vy como fungdes de U(z) e V(z).
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Resolvendo para Uy e V;; obtemos:

Qo = MQ (2.28)
onde
v — 9(z)  —f(z) (2.20)
—G(2) F(2)

Esta matriz também é unimodular (|M| = 1).

O significado de M é claro: ela relaciona as componentes = e y do campo
elétrico (ou magnético) no plano z = 0 com as componentes de um plano arbitrario
z = cte.. Vemos que o conhecimento de U e V' ¢é suficiente para descrever o campo
completamente. Assim, para determinar a propagacao de uma onda plana mono-
cromatica através em um meio estratificado, este meio precisa ser especificado por
uma matriz 2 X 2 unimodular M. Por esta razao, M é chamada matriz caracteristica
do meio estratificado.

Considerando o caso mais simples de um meio dielétrico homogéneo, onde ¢,
p e n = \/eu sao constantes. Para um onda TE, as equagdes (2.16) e (2.17) tomam
a forma:

‘227(2] + (k2n%cos? )U = 0
d2

(2.30)
T8+ (k3n? cos* )V =0

onde 0 é o angulo entre a direcdo de propagacao da onda e o eixo z. A solucao

destas equacoes, sujeita a relagao (2.15), sdo dadas por

U(z) = Acos(konz cos @) + Bsin(konz cosf)

) . (2.31)
Vi(z) =+ \/%cos 0B cos(konz cos ) — Asin(konz cosf)
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As solugoes particulares (2.22) que satisfazem as condigoes de contorno (2.23) sao:

Uy = f(2) = =5 /Esin(konz cos 0)
Vi = g(z) = cos(kgnz cos @
1= 9(2) (ko ) (2.32)

U2 = F(Z) =

Vo=G(z2) = i\/%cos 0 sin(konz cos )

cos(konz cos 6)

/

p= \/ECOSH (2.33)
0

a matrix caracteristica assume a forma

chamando

M(z) = cos(konz cos 6) —I—i) sin(konz cos 6) (2.34)

—ipsin(konzcos@)  cos(konz cosf)

Para uma onda TM, as equagoes sao mantidas, com a mudanca de p por:

q= \/gcos 0 (2.35)

Na interface de dois meios dielétricos, os campos apresentam componentes
continuas, de forma que para um filme formado por N camadas dielétricas ho-
mogéneas, a relacao entre os campos elétrico e magnético na primeira interface
com os da ultima interface pode ser escrita pelo produtério das matrizes de carac-
teristicas:

Qo = Ml My My My_q - M]\L'Q (2.36)

—~
M

onde M; representa a matriz caracteristica (2.34) da i-ésima camada.
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2.1.1 Coeficientes de transmissao e reflexao

Considerando uma onda plana incidindo sobre um meio estratificado que se estende
desde z = 0 para z = z; e que ¢é rodeado em cada lado por um meio semi-infinito
e homogeneo. Seja A, R e T as amplitudes (provavelmente complexas) do vetor
campo elétrico da onda incidente, refletida e transmitida. Seja ainda 1, puy e g, 1y
as constantes dielétrica e a permeabilidade magnética do primeiro e do ultimo meios
e 0, e 0, os angulos entre a direcao de propagacao das ondas incidente e transmitida
com a diregao z (dire¢ao de estratificagao).

Da condicao de contorno que exige a continuidade da componente tangencial

dos campos E e H na interface de dois meios de propagacao diferentes e da relagao:

i = \F « (2.37)
7

onde © é um versor que aponta para a direcao de propagacao da onda, obtemos a

seguinte relacao para uma onda TE.

Vo=pi(A—R) V(z)=pT

pu= \/ﬂ cos by (2.39)
Hu

As quatro quantidades dadas por (2.38) sao conectadas pela relacao (2.28), logo

(2.38)

onde

A+ R=(m), +m/ T
( 11 12271) (2.40)

pi(A = R) = (my +mibep)T
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onde m;j sao os elementos da matriz caracteristica do meio, computada para z = 2.

De (2.40) obtemos os coeficientes de reflexao e transmissao do filme:

_(mly +miyp)pr — (Ml 4+ mbyp)

R

r=— = , , - (2.41)
A (mhy + miep)pr + (may + mbypr)
T 2

.« — (2.42)
A (mhy + migp)pr + (M + mbapr)

Em termos de r e t, a refletividade e transmissividade sao
R=|r, T =Ly (2.43)
P1

As equacgoes correspondentes para uma onda TM sao imediatamente obtidas

de (2.41)-(2.43) substituindo as quantidades p; e p; por

qu = 4 [P cos 01 (2.44)
cu

neste caso, r e t passam a ser razoes da amplitude do campo magnético, e nao do

elétrico.

2.2 Resultados

Consideramos um filme bindrio aleatério composto por N camadas dielétricas ide-
ais, com indices de refracao ny = 1.45 e ng = 2.5, apesar de o carater qualitativo
que seré explorado permanecer o mesmo para outros pares (na,ng). A i-ésima
camada da seqiiéncia tem a mesma probabilidade de ser do tipo A ou B. A es-
trutura dielétrica resultante estd submersa pelo vacuo, e a espessura das camadas

é tomada de forma a satisfazer a condicao de Bragg, isto é, ambos os tipos de ca-
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d, dy, d, d, d, d, d, d,

Figura 2.3: Representagao de um sistema binario de multicamadas que apresenta
desordena na ordem posicional das camadas.

madas dielétricas apresentam o mesmo caminho 6ptico nads = ngdg = Ao, onde a
freqliéncia caracteristica vy = ¢/\g corresponde ao modo cujo comprimento de onda
no vacuo ¢ igual ao caminho 6ptico das camadas.

Uma visao geral da influéncia da desordem pode ser observada comparando
o espectro de transmissao de uma sequéncia de camadas A e B alternadas com o
de uma seqiiéncia de multicamadas aleatorias, como mostrado na Fig. 2.2 para
uma estrutura com N = 10? camadas. Para o caso periédico, o espectro de trans-
missao apresenta uma seqiiéncia de bandas de modos transmissiveis e modos proi-
bidos (band gap fotonico). As bandas de modos transmissiveis sao centradas em
freqiiéncias na qual o caminho éptico de cada camada é um multiplo inteiro de meio
comprimento de onda no vacuo, isto é, a mudanca de fase gerada em cada camada
¢ dada por 0 = mm, com m inteiro. A estrutura de multicamadas é completamente
transparente para estes modos. As bandas de modos proibidos sao centradas nas
freqiiéncias cujo caminho éptico das camadas apresenta-se com o quarto do compri-
mento de onda que a luz incidente possui quando propagando no vicuo (mudanga

de fase 6 = (m + 1/2)m). A largura do gap fotonico depende da diferenca entre os
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Figura 2.4: Espectro de transmissao de um filme bindrio periédico (a) e aleatério (b)
com N = 10? camadas. Para a estrutura aleatéria foram utilizadas 10? diferentes
realizacoes. A desordem na posicao das camadas apresenta influéncias distintas
para as regioes de freqiiéncia correspondente a banda de modos transmissiveis e a
de modos proibidos. O inset mostra em detalhes o pico de transmissao induzido
pela desordem no centro da regiao de freqiiéncia correspondente ao gap fotonico.

indices de refracao ng e np.

O espectro de transmissao média em uma estrutura desordenada, calculada
sobre 10% amostras de desordem, é mostrado na figura 2.2(b). A desordem apresenta
efeitos diferentes nas regioes de frequiéncia correspondente a banda de transmissao
e ao gap. Primeiramente nota-se que o pico central das bandas de transmissao nao
é afetado pela desordem, o que é esperado ja que a matriz de transferéncia de cada
camada transforma-se em uma matriz identidade I nestes modos (na verdade temos
+7). Além disso, a largura da banda de transmissao é reduzido. Na regiao de
gap fotonico, a desordem induz o surgimento de alguns poucos modos, relacionados

com estados de nacklace[17, 18], resultantes da hibridizagao de estados degenerados
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Figura 2.5: (a) Média espectral da transmissdo versus o numero de camadas N.
(b) Comprimento de localizagdo na vizinhanga do modo de meio comprimento de
onda. A transmissao média decai com 1/N 1/2 ¢ 0 comprimento de localizacao decai
quadraticamente a medida que se aproxima do modo ressonante. A estimativa
do comprimento de localizacao foi obtida considerando-se uma estrutura finita com
N = 10* camadas e a média foi calculada sobre 10? seqiiéncias aleatérias distintas. A
saturacao do comprimento de localizagao quando muito préximo do modo ressonante
é um efeito do tamanho finito do sistema.

localizados em regioes distintas do filme. Apesar destes modos se tornarem raros
com o aumento do nimero de camadas, eles dominam a transmissao média nesta
regiao de freqiiéncia, de forma que o espectro de transmissao média apresenta um
pequeno pico no centro do gap fotonico.

A insensibilidade do modo de total transmissividade com o arranjo das cama-
das remete a violacao da localizacao de Anderson que ocorre no modelo eletronico
de dimeros aleatérios[52, 53]. Este modelo também apresenta um modo ressonante
no qual o dimero se torna transparente. Uma assinatura tipica deste tipo de res-

sonancia é o fato de o comprimento de localizagao & divergir com |E — Ey| 2.
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Consequientimente a faixa de energias dos estados efetivamente estendidos com

/2 Verificamos estas leis de escala para os mo-

¢ > N deve decrescer com N~
dos na vizinhanca do modo de quarto comprimento de onda. Como uma medida
do comprimento de localizacao &, consideramos o inverso do expoente de Lyapu-
nov [ = 1/A = —limy_oo(N/InT)]. Calculamos também a média espectral da

transmissao < T >,= (1/Aw) fmeAw

Wo

< T(w) > dw para a regiao de freqiiéncia
correspondente a banda de transmissao para o caso periédico. Na fig. 2.5 temos os
nossos resultados para estas quantidades. Assim como o previsto acima, a média

da transmissao decai com N~1/2

e o comprimento de localizacao diverge quadrati-
camente a medida que se aproxima do modo ressonante.

No modo central da regiao de band gap nota-se que a matriz de transferéncia
de ambos os tipos de camadas apresenta elementos nao nulos fora da diagonal. En-
tretanto, estes elementos nao diagonais sao aleatoriamente distribuidos. Este cenario
¢é andlogo ao encontrado no hamiltoniano do modelo eletronico tight-binding unidi-
mensional de Anderson com termos de hopping aleatérios [54, 55]. O estado central a
banda de energias deste modelo tem um comprimento de localizacao infinito. Apesar
disto, a média na desordem da transmissao se aproxima de zero a medida que o com-
primento do sistema aumenta. Baseado no teorema do limite central, o logaritmo
da transmissao no modo ressonante deve apresentar uma distribuicao Gaussiana no
regime de N grande, cujo desvio quadratico médio cresce com N'/2, como mos-
trado na referéncia [54]. Seguindo esta distribuigao, o valor da média geométrica
[exp(< In(T) >)] e da harmonica (< 1/T >1) da transmissio deve comportar-se
como exp(—ay/L), enquanto que o valor da média aritmética (< T >) deve obe-
decer & uma lei de poténcia N'/2. A medida que se aproxima do centro da banda,

a localizacao diverge logaritmicamente [55], resultando que a faixa de energia dos
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Figura 2.6: Dependéncia espacial da média geométrica (exp < In7 >), harmonica
(< 1/T >71) e aritmética (< T >) da transmissiao na freqiiéncia da ressonancia
de 1/4 de comprimento de onda. Tanto a média geométrica quanto a harmonica
escalam como uma exponencial alongada, enquanto que a média aritmética exibe
decaimento mais lento tipo lei de poténcia. A média foi tomada sobre 10* seqiiéncias
aleatorias distintas.

estados efetivamente estendidos devem ser estreita, escalando com uma exponencial
alongada.

Verificamos o comportamento de escala acima citado no modo de 1/4 de com-
primento de onda. Na fig. 2.6 temos a dependéncia espacial da média geométrica,
harmonica e aritmética da transmissao. Tanto a média geométrica como a harmonica
apresentam uma escala do tipo exponencial alongada, enquanto que a média aritmética
exibe um decaimento mais lento tipo lei de poténcia. Na fig 2.7 mostramos a dis-
tribui¢ao de probabilidade do logaritmo da transmissao no modo de 1/4 de compri-
mento de onda sobre 10* diferentes seqiiéncias aleatérias com 10* camadas. A distri-

buicao numericamente obtida apresenta um bom ajuste com uma curva Gaussina,
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Figura 2.7: Funcao distribuicao de probabilidade do logaritmo da transmissao na
freqiiéncia de ressonancia de 1/4 de comprimento de onda. A distribuigdo obtida
numericamente tem bom ajuste com uma curva Gaussiana (linha tracejada), cor-
roborando portanto com a provisao do teorema do limite central. Os dados sao os
mesmos utilizados na fig 2.3 para N = 10* camadas.

corroborando com as previsoes do teorema do limite central. E importante men-
cionar que a configuracao de desordem que leva a uma transmissao elevada ocorre
com maior probabilidade que a distribuicao que leva a uma transmissao baixa. Isto
é de certa forma um aspecto contra-intuitivo, uma vez que se espera da desordem
um favorecimento da localizacao. Na verdade, neste valor de freqiiéncia, o sistema
tem uma ordem parcial escondida. Pares de camadas vizinhas do mesmo tipo sao
transparentes. Por conta disso, o tamanho efetivo do sistema pode ser renormali-
zado dizimando tais pares até um nivel no qual as camadas restantes formam uma
seqiiéncia periddica alternada [18]. A probabilidade de tal dizimagao proceder até
altas ordens ¢é alta, resultando portanto em um maximo na distribuicao de desordem
para alta transmissao.

A média espectral da transmissao na regiao de freqiiéncia préoximo ao modo
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Figura 2.8: (a) Média espectral da transmissao na regiao de freqiiéncia proxima do
modo de 1/4 de comprimento de onda como uma fun¢ado do nimero de camadas.
Vemos um decaimento assimptoético do tipo exponencial alongada com o aumento
do nimero de camadas. (b) A média na desordem do comprimento de localizagao
na vizinhanca da ressonancia de 1/4 de comprimento de onda apresenta divergéncia
logaritmica lenta. A média foi tomada sobre 10* seqiiéncias aleatérias. O compri-
mento de localizagao em (b) foi estimado para uma estrutura com 5 x 10 camadas.

de 1/4 de comprimento de onda é mostrado na fig. 2.8(a). Em contraste com a
lei de poténcia obtida na vizinhanga do modo de 1/2 de comprimento de onda, en-
contramos agora que a média espectral da transmissao exibe um decaimento mais
rapido com o aumento do nimero de camadas, do tipo exponencial alongada. Esta
tendencia é consistente com a lenta divergéncia logaritmica do comprimento de lo-
caliza¢do quando préximo deste modo ressonante, como mostra a fig. 2.8(b). Todos
os comportamentos de escala relatados na ressonancia de 1/4 de comprimento de
onda sao consistentes com os obtidos para o modelo eletronico tight-binding de hop-
ping aleatorio e deve se manter para modelos unidimensional gerais com desordem
apenas nos termos fora da diagonal.

A analise acima mostrou que a desordem exerce influéncia oposta no compor-
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Figura 2.9: Média espectral da transmissao no entorno das ressonancias de 1/2 (a)
e 1/4 (b) de comprimento de onda como fungao do grau de desordem. A desordem
exerce tendencias opostas no comportamento da transmissao préximo de cada res-
sonancia. Ao redor da ressonancia e 1/2 de comprimento de onda, a localizagao de
Anderson é o efeito predominante e a transmissao decai com o aumento da desor-
dem. Por outro lado, préximo da ressonancia de 1/4 de comprimento de onda, a
desordem induz o surgimento de estados dentro da banda de gap, o que promove
uma pequena transmissao nesta regiao de freqiiéncia. Dados obtidos de 5 x 103
seqiiéncias aleatérias distintas com 10% camadas cada.

tamento da transmissao préximo dos modos de 1/2 ¢ 1/4 de comprimento de onda.
Préximo da condigao de 1/2 comprimento de onda, isto é, na banda de transmissao
da seqiiéncia periédica, o principal efeito da desordem é promover a localizagao
exponencial dos modos, com excecao da ressonancia. Por conta disso, a média es-
pectral da transmissao é reduzida pela desordem. Por outro lado, dentro da banda
de gap fotonico, a desordem promove o surgimento de estados que apresentem uma
pequena mas finita transmissao em sistemas finitos.

A fim de mostrar explicitamente estas tendéncias opostas, computamos a
média espectral da transmissdo na regido em volta das ressonancias de 1/2 e 1/4

de comprimento de onda como uma fungao do grau de desordem. Iniciamos com
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uma seqiiéncia periddica de camadas alternadas A e B. Entao, o tipo de camada
de cada sitio desta seqiiéncia é trocado com uma probabilidade ¢q. Para ¢ = 0
obtemos uma seqiiéncia completamente periddica, enquanto que para o limite de
q = 1/2 teremos a seqiiéncia desordenada e descorrelacionada. Nossos resultados
sao mostrados na figura 2.6 para N = 10? camadas, com valores médios obtidos sobre
5 x 10% configuracoes de desordem e dentro da regiao de freqiiéncia correspondente
a banda de transmiss@o (a) e a de reflexao (b). Nota-se que a transmissao média no
entorno do modo de 1/2 de comprimento de onda decai com o aumento do grua de
desordem, uma vez que a localizacao de Anderson é o efeito predominante. A média
espetral da transmissdo em torno da ressonancia de 1/4 de comprimento de onda
descreve uma tendencia oposta, crescendo com o aumento do grau de desordem
devido a emersao de estados dentro do gap. A média na transmissao é pequena
devido a baixa probabilidade de ocorréncia de estados de necklace.

Temos portanto que o emprego de uma distribuicao desordenada em um filme
bindrio de N camadas que obedecem a condi¢ao de Bragg cria um alargamento da
regiao do gap fotonico, que aumenta com o nimero de camadas N e é centrada
pelo modo de quarto de onda. Apesar deste alargamento, a desordem faz surgir
alguns poucos modos de baixa transmissividade nesta regiao, de forma que a média
espectral da transmissao aumenta ligeiramente com o grau de desordem nesta regiao.

Calculando o logaritmo da transmissao do modo ressonante de quarto de
comprimento de onda para varias realizacoes de desordem, observamos que esta
quantidade apresenta uma distribuicao Gaussiana, o que reflete uma ordem parcial
escondida que pode ser revelada pela dizimacao dos pares de camadas vizinhas
similares. Nesta ressonancia, as médias geométrica e harmonica da transmissao

escalam como uma exponencial alongada de N, enquanto que a média aritmética
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apresenta um decaimento mais lento, tipo lei de poténcia, proporcional a N~1/2.

Além disso, a média espectral da transmissao no entorno desta ressonancia também
decai com o ntimero total de camadas como uma exponencial alongada, corroborando
com a lenta divergéncia logaritmica do comprimento de localizacao. As leis de
escala para esta ressonancia sao similares as obtidas para o modelo de Anderson
com hopping aleatorio.

A pequena regiao de modos transmissiveis é centrada pelo modo de meio
comprimento de onda. Este modo é completamente transparente e insensivel a de-
sordem. A largura desta banda decai com o grau de desordem e com o nimero de
camadas, de forma que a média espectral da transmissio escala com N'/2. Além
disto, o comprimento de localizacao diverge quadraticamente a medida que se apro-
xima da freqiiéncia de ressonancia. Estas leis de escala sao as mesmas encontradas no

modelo tight-binding de Anderson com dimeros aleatérios para estados eletronicos.
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Capitulo 3

Multicamadas com Modulacao

Aperiodica

Sequeéncias quasi-periddicas atraem o fascinio dos cientistas por apresentarem
caracteristicas intermediarias entre o caso peridédico e o desordenado. Como foi
discutido no capitulo introdutério, os auto-estados de um elétron em uma cadeia
atomica periddica se comportam como ondas de Bloch, enquanto que para uma
cadeia desordenada os elétrons se apresentam confinados a uma regiao finita da
cadeia. A utilizacao de uma distribuicdo quasi-periédica pode, a principio, cobrir
uma transi¢ao entre estes dois regimes, e por isso tem sido muito empregada nos
diversos problemas de localizagao.

Por nao apresentar simetria translacional, uma seqiiéncia quasi-periddica se
assemelha a uma sequéncioa desordenada. No entanto, a primeira é gerada por uma
regra deterministica, onde temos como exemplo as distribuicoes de Thue-Morse,
Fibonacci e as com modulacao aperiddica, esta tltima sendo escolhida como tema

de estudo a ser apresentado neste capitulo.
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No modelo de Anderson para elétrons nao interagentes, a utilizagao de po-
tenciais modulados aperiodicamente tem produzido resultados fascinantes. No final
dos anos 70, M. A. Azbel [36], utilizando o modelo de Kromig-Penney. mostrou que
o espectro de energias de uma particula em um potencial 1D periddico, cujo periodo
é incomensuravel, é do tipo dewvil’s stair. Utilizando trajetérias no espaco de fase,
mostrou-se que existem estados localizados e estendidos separados por um mobility
edge, resultado que viola a teoria de escala de Anderson. Baseado nos trabalhos de
Azbel[36] e Aubry[37], J. B. Sokoloff [38] estudou a localiza¢ao de elétrons no mo-
delo tight-binding contendo um potencial de modulagao periédica incomensuravel,

no qual a equagao de Schrodinger é dada por

fn+1+fn—1+%(cosqn)fn :Efn (31)

onde f, é o coeficiente de expansao para a funcao de onda na aproximacao tight-
binding [ (x) =, fud(z —na)] e ¢ representa um orbital atomico. A incomensu-
rabilidade é obtida ao assumirmos que g é um nimero irracional. Estudos numéricos
da convergéncia da fracao continua resultante para a auto-energia indicou que em
uma dimensao existe uma transicao em um valor critico de V[, de todos os estados
localizados para todos os estados estendidos. Estudos em duas e trés dimensoes
mostraram que existe uma faixa intermediaria de valores de V no qual pode existir
mobilidy edge separando estados estendidos e localizados. Um estudo posterior de
Soukoulis e Economou [39], utilizando a densidade de estados, mostrou que com a
inclusao de incomensurabilidade no potencial, até mesmo um sistema unidimensio-
nal pode apresentar mobilidy edge. Em 1988 M. Griniasty e S. Fishman estudaram o

comprimento de localizacao em um modelo tight-biding onde o potencial modulado
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periodicamente, cujo periodo obedece uma lei de poténcia, ou seja

en, = V cos(maln|”) (3.2)

onde o é um numero irracional. Foi mostrado que para v > 2 todos os estados
sao localizados e o sistema se comporta de maneira pseudo-aleatoria, enquanto que
para 0 < v < 1 existem estados estendidos. No regime intermedidrio de 1 < v < 2
foram encontradas discordancias entre os resultados previstos pelo método pertur-
bativo e os resultados numéricos, tendo o autor sugerido uma maior investigagao do
problema.

Outros estudos utilizando o potencial 3.2 [40, 41] mostraram a existéncia de
estados localizados e estendidos controlados pela largura da desordem e pelos valores

de v, resumidamente descrito abaixo:

Quando 0 < v < 1 eV < 2: Estados estendidos em —2+V < K <2 -V
Estados localizadosem 2 -V < E<24+Ve 2-V<E<-24V

Quando 0 < v <1eV > 2: Todos os estados sao localizados

Quando ¥ =1 e V < 2: Todos os estados sao estendidos

Quando v =1 e V > 2: Todos os estados sao localizados

Quando 1 < v < 2: Todos os estados sao localizados, mas o coeficiente de

Lyapunov se aproxima de zero no centro da banda

Quando v > 2: O sistema se comporta como no caso desordenado, sendo

portanto todos os estados exponencialmente localizados.

Neste capitulo apresentamos o resultado de uma andlise da influéncia de
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uma distribuicao binaria de camadas que obedece uma lei baseada na eq.3.2. Os
parametros de construcao das camadas seguem sendo os mesmos utilizados no
capitulo anterior, ou seja, vamos considerar a estrutura de multicamadas composta
por dois tipos de materiais dielétricos nao-absorventes e nao-dispersivos cujas espes-

suras satisfazem a condicao nad, = ngdp.

3.1 Distribuicao Binaria Aperidédica
A aperiodicidade foi aplicada baseando-se no procedimento descrito em [41]. A
sequiencia de indices de refragao é tomada de acordo com a regra:

na seV; <0

V; = cos(amj”) — n; = (3.3)

npg se V; >0

A regra acima utiliza uma funcao senoidal cuja fase ¢ varia como uma lei
de poténcia, ¢ o j7”, onde j representa o indice da camada no filme dielétrico. O
expoente v controla o grau de aperiodicidade da estrutura. Consideramos que a
estrutura dielétrica resultante é envolvida pelo vacuo. Para v = 1 e « racional,
teremos uma seqiiéncia de indices de refracao puramente periddica e o espectro de
transmissao apresenta bandas de transmissao alternadas por bandas de gap fotonico.
Para v = 1 e « racional, a seqiiéncia se torna quasi-periodica (incomensuravel) e
o espetro de modos propagantes se torna fractal [7, 8]. Para v < 1 a seqiiéncia
é aperiodica com o comprimento de onda da modulacao dos indices de refragao
aumentando como uma funcao do indice j da camada. Neste regime, o espectro
exibe modos localizados e estendidos. No regime oposto de v > 1, o comprimento

de onda da modulagao decresce com o indice j da camada e muitos estados se
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Figura 3.1: Espectro de transmissao de uma estrutura de multicamadas com diferen-
tes valores de v e 5 x 103 camadas como funcao de § = wnd/c (nd = nads = npdp).
Para v > 1, a estrutura é pseudo-aleatdria e o espectro possui picos estreitos de
transmissao na vizinhanca das ressonancias de Bragg. Para v < 1, a transmissao
pode ser largamente suprimida com o aumento de v. No caso periddico incomen-
surdavel (¥ = 1) o espectro apresenta uma estrutura auto-similar de gaps tipico de
uma seqiiéncia dielétrica de Fibonacci.

tornam localizados, com exce¢ao dos modos ressonantes, caracterizando um regime

pseudo-aleatorio.

3.2 Resultados

Em nossos célculos utilizamos o = (1/(5) — 1)/2 (a “média dourada”), ny = 1.5
e ng = 2.5. Fig 3.1 mostra o espectro de transmissao de uma estrutura de multi-
camadas com diferentes valores de v e N = 5 x 103. Como foi utilizado camadas

de mesmo caminho o6ptico, a freqiiéncia do modo é proporcional a mudanga de
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fase 6 dentro de cada camada. Para v = 0,5, o espectro é denso com um grande
numero de freqiiéncias transmissiveis. Esta caracteristica é devida ao fato de que
o numero de interfaces entre camadas dielétricas distintas é pequeno neste regime.
Para v = 1,0 temos a presenca de gaps que seguem um padrao auto-similar. Este
espectro é tipico de estruturas quasi-periédicas com seqiiéncias incomensuraveis.
Para v = 1,5, a seqliéncia apresenta um carater pseudo-aleatério e muitos dos mo-
dos passam a ser localizados, com excecao dos modos na vizinhanca das ressonancias
de Bragg. Um aspecto interessante é observado quando se incrementa o valor de v
de v = 0 (seqiiéncia uniforme) para v = 1 (seqiiéncia quasi-periédica). O nimero
de freqiiéncias transmissiveis muda de maneira nao-monotonica neste regime. Esta
caracteristica é representada pelo caso de v = 0, 7 que exibe poucos modos de trans-
missao.

O comportamento nao-monotonico do espectro de transmissao é descrito mais
quantitativamente na Fig. 3.2, onde temos a média espectral da transmissao ((7)s =
(1/m) [y T(6)dd) como uma fun¢ao do ntiimero de camadas N para diferentes valores
de v. A média espectral da transmissao decai a medida que o nimero de camadas
aumenta. Entretanto, a dependéncia espacial é mais fraca no regime quasi-periédico
de v = 1, especialmente no caso de N grande. Para v > 1, o decaimento da
transmissao média com o niimero de camadas se torna mais forte com o aumento de
v, uma caracteristica associada com o forte carater pseudo-aleatério da seqiiéncia
resultante. Por outro lado, no regime de v < 1, a dependencia com N da transmissao
média inicialmente é forte como o aumento de v, mas esta tendéncia é revertida a
medida que o regime quasi-periodico aproxima-se.

Uma analise complementar da influéncia do expoente de aperiodicidade v

na média espectral da transmissao pode ser obtida tracando o grafico de sua de-
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Figura 3.2: Média espectral da transmissao como fungao do niimero de camadas
N para diferentes valores de v. (a) v < 1.0; (b) v > 1.0. Para o caso periédico
incomensuravel v = 1, a transmissao apresenta uma dependéncia espacial muito
fraca. Para pequenos valores de v, a média espetral da transmissao em estruturas
finas pode se tornar tao pequena quanto a obtida para o caso pseudo-aleatério com
v>1.

pendéncia com v para um numero fixo de camadas, como mostrado na fig. 3.3
onde consideramos N = 10* camadas. A transmissao média apresenta um pico em
v =1 com forte flutuagao no entorno desta condicao. Para v grande, a transmissao
é pequena, apresentando uma pequena flutuagao ao redor de um valor constante.
No regime de fraca aperiodicidade, temos um minimo bem definido, sinalizando o
cruzamento entre o comportamento da estrutura uniforme e da quasi-periddica.
Uma visao geral da dependéncia da transmissao média com o expoente v
pode ser diretamente correlacionado com a decomposicao espectral da seqiiéncia de
camadas que forma a estrutura. Na fig. 3.4, plotamos uma seqiiéncia tipica de
indices de refracao juntamente com o sua densidade espectral de Fourier. Nota-se

que, para v pequeno o espectro de Fourier apresenta um pico estreito nas baixas
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Figura 3.3: Média espectral da transmissao como funcao de v para um amostra
com nimero fixo de camadas N = 10*. A média espectral da transmissdo mostra
um maximo para o caso periodico incomensuravel ¥ = 1.0 e um minimo local no
regime de v < 1. O plateau atingido para v > 1 é uma caracteristica do regime
pseudo-aleatorio.

freqiiéncias, o que reflete o longo comprimento de onda médio da modulacao dos
indices de refracao. Este pico se torna ligeiramente maior a medida que o nimero
de interfaces entre as camadas aumenta. No caso incomensuravel v = 1, a densi-
dade espectral da seqiiéncia assume um padrao auto-similar do tipo delta com uma
freqiiéncia predominante igual a f = «/2, tipico de uma seqiiéncia quasi-periddica
de Fibonacci. No regime de v > 1, o indice de refracao se assemelha a um ruido-rosa
descorrelacionado e a densidade espectral de Fourier nao apresenta freqiiéncia tipica.

O grau de correlagao na sequiéncia dos indices de refracao pode ser quanti-
ficado através do célculo do Espectro de Fourier Integrado (IFS). Uma seqiiéncia
ruidosa deve apresentar um IFS elevado, enquanto que seqiiéncias mais regulares
apresentam espectro de Fourier mais estreito e conseqiientemente um IFS menor. O

IFS da seqiiéncia de indices de refracao como uma funcao de v é reportada na fig.
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Figura 3.4: Painel esquerdo: Seqiiéncia tipica de indices de refragao gerados por
uma funcao de modulacao aperidédica. Painel direito: densidade espectral de Fourier
correspondente para cada seqiiéncia de indices de refracao. Para pequenos valores
de v, a densidade espectral apresenta um pico estreito ao redor da freqiiéncia média
da modulagao da seqiiéncia. Em v = 1 a estrutura obedece uma seqiiéncia de
Fibonacci, a qual apresenta uma densidade espectral auto-similar. Para v > 1 a
seqiiencia é pseudo-aleatoria com um espectro do tipo ruido-rosa.

3.5. Vemos um plateau para valor de v grande, apontando uma irrelevancia do valor
em questao com relagao ao expoente de aperiodicidade no regime fortemente pseudo-
aleatorio. O minimo em v = 1 esta associado com a estrutura quasi-peridédica da
seqiiéncia de Fibonacci para este caso particular. No regime fracamente aperiddico,
o IF'S passa por um maximo que é resultado das contribuicoes opostas gerada pe-
las prépria inclusao de interfaces, o que produz espalhamentos, e a proximidade
da quasi-periodicidade, o que faz susgir modos ressonantes. Nota-se que o com-
portamento geral da média espectral da transmissao, apresentada na fig. 3.3, de
certa forma captura as caracteristicas essenciais mostradas pela IFS da estrutura

em questao. Uma seqiiéncia fortemente correlacionada apresenta um espetro de
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Figura 3.5: Espectro de Fourier Integrado (IFS) como fungao do expoente de aperi-
odicidade v. O minimo pronunciado em v = 1 aponta uma forte correlagao devido
a relacao da seqiiéncia de camadas em questao com a tipo Fibonacci. O plateau
para v > 1 reflete a natureza nao correlacionada da seqiiéncia de camadas neste
regime. O méaximo em v < 1 é uma conseqiiéncia do efeito oposto causado pelo
espalhamento em interfaces e o surgimento de modos ressonantes (ver texto).

Fourier estreito, levando a um pequeno IFS e uma transmissao média alta.

Em resumo, vimos que as propriedades de transmissao de uma estrutura
binaria de multicamadas dielétricas com modulacao aperiodica sobre a seqiiéncia
de indices de refracao apresenta diferentes comportamentos para cada grau de ape-
riodicidade. Para o caso v > 1 temos uma seqiiéncia resultante do tipo pseudo-
aleatéria, de forma que a localizacao de Anderson dos modos eletromagnéticos faz
surgir um largo gap no espectro de transmissao e estreitas bandas de transmissao
centradas pelos modos ressonantes de Bragg. No regime de v < 1, obtivemos uma
dependéncia nao monotonica da média espectral da transmissao com o expoente de
aperiodicidade v. Este comportamento nao convencional estd associado com a acao

de dois efeitos opostos que surgem neste tipo de distribuicao. Um efeito esta relaci-
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onado com o espalhamento nas interfaces entre camadas dielétricas distintas. Este
fenomeno leva a uma reducao da transmissao quando o niimero de interfaces comeca
a crescer. No entanto, quando este ntimero se torna grande o suficiente, a condigao
de quasi-periodicidade se aproxima, estabilizando modos transmissiveis ressonantes.
Como consequéncia, a média da transmissao passa por um minimo no intervalo de
0 < v <1 que é menor que o apresentado no regime de forte pseudo-aleatoriedade.
Uma analise do espectro de Fourier mosta que tendéncia é diretamente relacionada

com a correlacao exibida pela propria seqiiéncia de indices de refracao.
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Capitulo 4

Multicamadas com Metamateriais

Os metamateriais sao estruturas opticas construidas de tal maneira a apre-
sentarem permissividade e permeabilidade ambos negativos. Esta caracteristica leva
a fenomenos eletromagnéticos nao usuais, com por exemplo, o produto vetorial entre
0S campos ExH aponta para a direcao —k para onda plana propagante. Este tipo
de material foi inicialmente idealizado em meados do século passado pelo cientista
russo Victor Veselago [42], mas suas predigoes nao puderam ser verificadas experi-
mentalmente por que até entao nao se conhecia uma substancia que apresentasse
permeabilidade e permissividade negativas. No final dos anos 90, Pendry [43] et.
al. introduziram uma matriz peridédica de anéis condutores abertos nao-magnéticos
cujo comportamento dominante pode ser interpretado como havendo uma permea-
bilidade magnética efetiva. Fazendo a unidade constituinte da matriz de maneira
ressonante, a magnitude de y.sr(w) é consideravelmente incrementada, levando a um
valor de p.rs positivo grande préximo do lado de baixa freqiiéncia da ressonancia e,
mais notavelmente, um valor negativo de ¢y préoximo do lado de alta freqiiéncia

da ressonancia, esta estrutura recebeu o nome de Split Ring Ressonator (SRR).
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Baseado neste trabalho, Smith ef. al. propuseram um meio composto por uma
matriz periédica de SRRs inter-espagados por fios continuos(fig. 4.1) Esta estru-
tura apresenta simultaneamente um valor negativo para a permeabilidade magnética
efetiva p.rr(w) e para a permissividade efetiva e.rr(w) na regido de freqiiéncia do
micro-ondas. A matriz de fios metalicos finos é responsavel por criar um meio de

propagagao com permissividade efetiva dada por:

f2
€eff = 1— m (41)

A matriz de SRR’s, por outro lado, é responsavel pela forma ressonante da perme-

abilidade magnética efetiva. Sua férmula tedrica é dada por:

Ff?
2 — fgm+1’7mf

Herg =1 = 5 (4.2)

onde f. é a freqiiéncia do plasma eletronico, f,, é a freqiiéncia de ressonancia
magnética, v, (V) representa as perdas do sistema, e F' é um fator de preenchimento
dos SRR.

A partir dai, verificagbes experimentas das predigoes de Veselago puderam
ser realizadas. K. Guven, M. D. Caliskan e E. Ozbay [44] demonstraram experi-
mentalmente a banda de transmissao de um metamaterial unidimensional sob uma
propagacao normal ao plano no regime de microondas.

Novos e fascinantes fendmenos foram descobertos com a utilizagao de meta-
materiais. Pendry comprovou que uma lamina de material com indice de refragao
negativo tem o poder de focalizar todas as componentes de Fourier de uma imagem
2D. Ele nomeou este dispositivo de “superlente” [45]. Esta estrutura também mos-

trou promover um deslocamento lateral de um feixe Gaussiano de incidéncia obliqua
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Figura 4.1: Representacao da estrutura proposta por Smith. Os anéis abertos res-
sonantes proporcionam permeabilidade magnética negativa, enquanto que a matriz
periddica de fios é responsavel pela permissividade elétrica negativa na regiao de
micro-ondas

[46].

Para uma estrutura de multicamadas contendo metamaterial, novos fenomenos
também se manifestam, como o surgimento de pseudo-modos de freqiiéncia com-
plexa, modos discretos e modos de tunelamento fotonico na estrutura de bandas
[47]. A unido de camadas de metamaterial e dielétrico ordindrio ainda faz surgir
um novo tipo de PBG de natureza diferente do obtido em um PC ordinario. Este
PBG recebe o nome de zero-n gap [48, 49] e emerge naturalmente quando a média
volumétrica do indice de refracao efetivo se iguala a zero. Este PBG apresenta ca-
racteristicas especiais tais como a invariancia com a mudanca da constante de rede.
Verificagoes experimentais deste novo tipo de PBG foram realizadas utilizando me-
tamateriais do tipo double-S shaped[50].

O efeito da desordem em uma seqiiéncia unidimensional constituida de me-

tamaterial e dielétrico ordinario foi estudado teoricamente por Ara A. Asatryan et.
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al. [51]. Em seu artigo, a permeabilidade e a permissividade da j-ésima sao dados
por pj =+lee =+(1+0; & ic)? respectivamente. O sinal negativo diz respeito
as camadas de metamaterial e o positivo as camadas dielétricas ordindrias. A flu-
tuacao no indice de refracao J,; ¢ uma quantidade aleatéria independente distribuida
uniformemente no intervalo [—@Q, @]. No regime de comprimento de onda longo, o
comprimento de localizacao mostrou ser ordens de magnitude maior se comparado
com a estrutura puramente ordindria, proporcional a sexta poténcia do compri-
mento de onda, em contraste com a dependéncia quadratica usual para o sistema
puramente ordinario.

Nosso estudo, diferentemente do trabalho de Asatryan[51], considera que as
camadas apresentam valor de indice de refracao e espessura bem definidos, a desor-
dem sendo portanto introduzida no posicionamento de tais camadas. Analisamos
a influéncia da inclusao de metamateriais confrontando diretamente com resultados
obtidos para uma estrutura puramente ordinaria.

Apesar de os metamateriais serem essencialmente dispersivos, este fato nao
foi considerado em nossos estudos. Apostando em futuras descobertas de novas
estruturas de metamaterial, nos preocupamos em obter resultados que independam

da relagao de dispersao particular de cada estrutura.
4.1 Resultado

Para uma andlise numérica, assumimos camadas ideais (nao dispersivas e nao absor-
ventes). A estrutura de multicamadas sendo composta por uma seqiiéncia aleatéria
de camadas de dois tipos distintos, uma dielétrica isotrépica A e uma de metama-
terial B. O indice de refracao e a espessura foram calculadas de tal maneira que

o caminho dptico de ambas as camadas obedecem & condi¢ao |nada| = 2|npdp|.
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Figura 4.2: Espectro de transmissao de uma estrutura aleatéria de multicamadas
ordindria (a) (composta unicamente por camadas dielétricas ordindrias) e mista
(b) (composto por metamateriais e camadas dielétricas) para o caso particular de
Inadal = 3|nadal. Ambos os casos possuem um padrao de picos de transmissao
similar. Picos com transmissao finita ocorrem sempre que um multiplo do modo de
meio comprimento de onda iguala-se com o comprimento 6ptico de um dos tipos de
camadas constituinte. Na vizinhanca do modo completamente transparente wpg €
ws 3, a largura da banda de transmissao é muito menor para o caso misto, indicando
uma maior sensibilidade a desordem com a inclusao dos metamaterias.

Se este parametro obedecessem a condicao de Bragg |nada| = |npdp|, teriamos o
surgimento de um zero-n gap, onde uma das principais caracteristicas é a insensi-
bilidade a desordem. Esta condicao faz com que uma estrutura de multicamadas
nao-dispersivas apresente um largo band-gap que cobre todo o espectro, com exce¢ao
apenas dos modos onde a diferenga de fase § = wnd/c =im (i = 0,1,2,...). Este
cenério nao suportaria bandas de transmissao de largura finita.

A desordem foi implementada assumindo que a i-ésima camada da seqiiéncia
possui a mesma probabilidade de ser do tipo A ou do tipo B. A fim de se mostrar
explicitamente a influéncia direta das camadas de metamaterial, todas as quan-

tidades foram obtidas tanto para o caso misto (consistindo de metamateriais e
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dielétrico ordinario) como para uma estrutura ordindria (consistindo apenas de ca-
madas dielétricas ordindrias). Em ambos os casos, assumimos o mesmo valor abso-
luto para o indice de refracao e espessura.

Do ponto de vista matematico, a inica mudanca que deve ser feita no calculo
da matriz de transferéncia (eq. 2.34) é a inclusao do sinal negativo no argumento
das fungoes trigonométricas 6 = —k|n|d para matrizes relacionadas com camadas de
metamaterial.

A primeira quantidade analisada foi o espectro de transmissao. Figura 4.2
representa uma média sobre 103 realizacoes de desordem em uma estrutura com
N = 200 camadas. Os gréficos fazem referéncia a estrutura ordinaria Fig. 4.2(a) e
a estrutura mista Fig. 4.2(b). Observamos o mesmo padrao de picos de transmissao
independente da presenca ou nao das camadas de metamateriais. Estes modos res-
sonantes ocorrem quando um muiltiplo inteiro de meio comprimento de onda da luz
incidente iguala-se ao comprimento 6ptico de uma das camadas constituintes. Sob
esta condicao, a onda eletromagnética nao sofre espalhamento por tal camada, inde-
pendentemente do sinal do indice de refracao da camada. Rotulamos as freqiiéncias
de ressonancia como w; ;j, onde 7 e j estao relacionados com o nimero de meios com-
primentos de onda ajustaveis no tamanho do caminho 6ptico de cada camada. O
indice ¢ esta relacionado com a camada de maior caminho 6ptico enquanto que j esta
relacionado com a camada de menor caminho 6ptico. Se i e j sao ambos inteiros, o
modo se torna completamente transparente. Formalmente, isto reflete o fato de que
todas as matrizes no produtério (2.36) assumirem o tipo unitério (£7). Outros mo-
dos ressonantes ocorrem quando apenas um dos indices assume valor inteiro. Neste
caso, apenas as matrizes associadas com as camadas cujo caminho éptico comporta

um nuimero inteiro de meios comprimentos de onda assumem um tipo unitario +1.
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Figura 4.3: (a) Média espectral da transmissao versus o nimero de camadas N em
uma regiao de freqiiéncia em volta do modo ressonante da estrutura ordinaria. A
transmissdo decai com 1/N'/2. (b) O mesmo que o anterior para uma estrutura
composta por camadas ordinarias e metamaterial. Neste caso, a dependéncia de
tamanho finito é mais forte, com o decaimento assimptético da transmissao dado
por 1/N. (c) Comprimento de localiza¢ao préximo ao modo ressonante ws 3 de uma
estrutura mista de N = 10* camadas. A divergéncia quadritica reproduz a mesma
lei de escala encontrada na estrutura puramente ordinaria.

Neste caso, o sistema comporta-se como uma unica camada composto pelo material
do tipo oposto.

Uma caracteristica importante é observada no espetro de transmissao ao re-
dor dos modos completamente transparentes wg g € ws 3. Nestas regioes de freqiiéncia,
a largura da banda de transmissao é muito mais estreita para a estrutura mista
contendo metamateriais. A fim de investigar mais detalhadamente este fato, calcu-
lamos a média espectral da transmissao na regiao de freqiiéncia no entorno destes
picos, como mostrado na fig. 4.3(a-b). Os resultados representam uma média so-
bre 10? realizacoes de desordem. Comparamos o comportamento de escala de ta-
manho finito para as estruturas de multicamadas ordindria [Fig. 4.3(a)] e mista.
[Fig. 4.3(b)]. A média espectral da transmissdo para o caso ordinario decai com

1/N'2. O mesmo expoente obtido no capitulo 2, onde os parametros das cama-
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das satisfazem a condicao de Bragg. Encontramos uma nova lei de escala quando
uma das camadas é composta por um metamaterial. Neste caso, a média da trans-
missao possui uma forte dependéncia como o numero total de camadas, decaindo
assimptoticamente com 1/N. Uma outra quantidade importante que caracteriza
a localizacao de Anderson da luz em estruturas dielétricas desordenadas é o com-
primento de localizacao (§), considerado como o inverso do expoente de Lyapunov
[ =1/A = —limy_o(N/InT)]. Fig.4.3(c) mostra uma média sobre 10 realizacoes
de desordem, calculada na vizinhanc¢a do modo ws 3. Observamos uma divergéncia
quadratica do comprimento de localizagao com a aproximacao do modo ressonante.
Isto reproduz a mesma lei de escala relatada previamente para o caso puramente
ordinario.

A competicao entre um forte decaimento da transmissao com o numero de
camadas e o surgimento de modos ressonantes de necklace gerados pela desordem
sugerem que a influéncia da desordem nas propriedades de transmissao podem apre-
sentar uma nova caracteristica na presenca de metamateriais. Para explorar este
ponto, investigamos a média espectral da transmissao como funcao do grau de de-
sordem, conforme o estudo descrito no capitulo 2. Nossos resultados sao mostrados
na fig. 4.4 para N = 10% camadas, média calculada sobre 5 x 10? diferentes amostras
de desordem e dentro de uma regiao de freqiiéncia centrada no modo ws 3. A curva
“O” corresponde ao caso ordinario enquanto que o “M” corresponde ao caso misto.

O efeito predominante da desordem é a localizagdo de Anderson e, con-
seqiientemente, a reducao da banda de transmissao. Este fenomeno se da devido
as multiplas superposicoes incoerentes das ondas espalhadas pelas interfaces das ca-
madas. Esta caracteristica é claramente observada para uma estrutura puramente

ordindria (ver fig. 4.4) no qual a média espectral da transmissao decresce mono-
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Figura 4.4: Média espectral e na desordem da transmissao na visinhanca do modo
completamente transparente como funcao do grau de desordem ¢. A média foi com-
putada sobre 5x10? configuracoes de desordem em estruturas contendo 10? camadas.
O caso misto (M) mostra um minimo da transmissao para um grau intermediério
de desordem. Sendo a estrutura contendo metamaterial mais sensivel a desordem
do que a estrutura ordinaria, esta exibe uma média da transmissao menor que para
o caso ordinario (O).
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tonicamente a medida que o grau de desordem aumenta. Uma tendéncia similar
é observada para a estrutura mista no limite de fraca desordem. Entretanto, para
a estrutura mista, a média espectral da transmissao apresenta um minimo aproxi-
madamente em ¢ = 0.15. Este comportamento inesperado é relacionado com um
segundo efeito da desordem, que se torna mais proeminente na estrutura mista.
Desordem também promove o surgimento de alguns modos ressonantes do tipo nec-
klace que conduzem a uma pequena transmissao nas freqiiéncias de gap. Tal efeito
secundario ¢é ocultado pela lenta evolucao do gap na estrutura ordinéria, como mos-
trado na fig. 4.5(a). Na estrutura mista, o gap evolui de uma maneira mais répida
devido a forte dependéncia da média da transmissao com o ntumero de camadas,
levando a um forte decaimento da transmissdo no regime de fraca desordem (fig.
4.5(b)). Neste regime de desordem, onde a localizagao de Anderson é predominante,
a estrutura de bandas do caso periddico (¢ = 0) dé lugar a uma larga regiao de
freqiiéncia de baixa transmissdao. A contribuicao dos estados ressonantes de mec-
klace para a transmissao entao se torna mais evidente no regime de desordem forte.
Uma vez que estes modos se tornam mais freqiientes neste grau de desordem, o
aumento de ¢ promove um melhoramento da transmissao da luz na regiao espectral
ao redor do modo completamente transparente, como mostra fig. 4.2(c).
Finalmente, gostariamos de evidenciar que o pico estreito de transmissao na
vizinhanca préxima do modo completamente transparente é relativamente insensivel
a desordem na estrutura mista, como pode ser visto na fig. 4.5(b-c). De fato, estes
picos relembram pontos de freqiiéncia singular das estruturas mistas com zero — n
[48]. Em estruturas finitas, a singularidade é trocada por um pico estreito cuja
largura é inversamente proporcional ao niimero total de camadas, o que é consistente

com nossas previsoes anteriores de uma lei de escala de 1/n para a média espectral
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Figura 4.5: Espectro de transmissao na visinhanc¢a do modo ws 3 para diferentes
graus de desordem. Consideramos estruturas com N = 10? camadas e média so-
bre 10° realizagoes de desordem. Figura (a) mostra o espectro de uma estrutura
ordindria. Neste caso, a transmissao decresce monotonicamente como o aumento do
grau de desordem. Figura (b) mostra o regime de fraca desordem de uma estrutura
mista, onde o efeito predominante é a forte localizacao de Anderson, que leva a um
rapido decaimento da transmissao a medida que o grau de desordem aumenta. No
regime de forte desordem (c), a transmissao de uma estrutura mista é reforgada
pela aumento do grau de desordem a medida que o niimero de modos de necklace

também aumenta.
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de transmissao.

Com estes resultados podemos constatar que a inclusao de metamaterial na
composi¢cao de uma estrutura binaria de multicamadas aleatoria modifica as leis de
escala para a transmissao na regiao de freqiiéncia ao redor do modo completamente
transparente. A média espectral da transmissdo decai com 1/N, sendo portanto
mais rapido que o obtido para uma estrutura puramente ordindria. Apesar deste
fato, o comprimento de localizacao obedece a mesma lei quadratica do caso ordinario
a medida que a freqiiéncia se aproxima do modo ressonante. O rapido decaimento e
o surgimento de alguns poucos modos de necklace dentro da regiao de gap para o re-
gime de forte desordem promovem uma dependéncia nao monotonica da transmissao
com o grau de desordem para a regiao espetral préoxima do modo completamente
transparente. KEsta nova caracteristica estda em contraste com o fenomeno usual
de localizacao de Anderson, que resulta em um decaimento da transmissao como
funcao do grau de desordem. Nas estruturas contendo metamaterial existe um grau
de desordem caracteristico no qual o sistema apresenta um minimo da média espec-
tral da transmissao. Esta caracteristica precisa ser levada em conta ao se projetar

dispositivos 6pticos com esta estrutura de multicamadas.
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Capitulo 5

Multicamadas com Cristal Liquido

Colestérico

Recentemente, varios trabalhos investigaram estruturas de multicamadas uti-
lizando cristal liquido colestérico (ChLC)[56, 57, 58]. Os cristias liquidos na sua fase
colestérica apresentam como principal caracteristica o vetor diretor da orientagao
preferencial das moléculas girante ao redor de um eixo fixo. Devido a esta orientagao
helicoidal, uma estrutura de ChLCs constitue um cristais fotonicos unidimensionais
naturais auto-consistente. De fato, estes sistemas apresentam uma tnica banda de
reflexao para ondas eletromagnéticas com polarizacao circular cuja orientacao coin-
cide com o sinal da hélice do meio quiral (reflexdo seletiva)[59]. Além disso, ChLCs
exibem um band gap bem definido, cujas caracteristicas dependem da birrefringéncia
e do comprimento do pitch da estrutura helicoidal do material. Por conta disso, as
propriedades tnicas do ChLCs tém motivado aplicagoes em dispositivos opticos de
difragao seletiva[60, 61] e displays sem o uso de luz traseira [57, 58]. Estudos tedricos

e experimentais recentes sobre as propriedades de reflexao em sistemas de multica-
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madas com ChLC que apresentam uma descontinuidade na orientacao do vetor dire-
tor (angulo de defeito) demonstraram que miltiplos PBGs emergem no espectro de
transmissao de um sistema ChLC. As caracteristicas destes multiplos PBGs podem
ser ajustadas pela orientacao do angulo de defeito na estrutura helicoidal [57]. Em
particular, uma reflexdo no vermelho-verde-azul (RGB) foi observada quando um
angulo de defeito de 7/3 foi introduzido na estrutura de multicamadas com ChLC.
Multiplos PBGs também foram obtidos em filmes formados por uma seqiiéncia alter-
nada de ChLC polimérico e camadas dielétricas isotrépicas [58]. Em ambos os casos,
as caracteristicas espectrais dos multiplos PBGs podem ser convenientemente con-
troladas, tal como a reflectancia, posicao espectral, largura, e o niimero de bandas.
Apesar das propriedades espectrais dos multiplos PBGs em multicamadas de ChL.C
terem sido extensivamente investigadas sob incidéncia normal, poucos trabalhos se
propuseram a estudar a robustez de suas propriedades de reflexao para incidéncia
obliqua.

Neste capitulo, apresentamos os resultados de um estudo das propriedades
fotonicas de um sistema de multicamadas com ChLC para defeito de fase Fibonac-
ciano assim como para uma seqiiéncia alternada de camadas de ChLC e camadas
dielétricas isotrépicas. Utilizando o método da matriz 4 x 4 de Berreman [62, 63],
determinamos o espectro de reflexao e o diagrama croméatico CIE 1931 para estas

estruturas.
5.1 Cristal Liquido Colestérico

Determinados materiais podem apresentar uma série de transicoes envolvendo no-
vas fases quando passam do estado sélido para estado liquido. As propriedades

mecanicas, estruturais e Opticas destas novas fases sao intermediarias entre aquelas
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(a) (b) (©)

Figura 5.1: Esquema grafico do alinhamento médio das moléculas para a fase sélida
(a), cristal liquida (b) e liquida isotrépica (c)

de um solido e de um liquido isotropico. Por conta disto, chamamos tais materiais
de Cristais Liquidos.

As primeiras observacoes de um comportamento liquido-cristalino ou me-
somorfico foram feitas em 1888 pelo fisico alemao O. Lehmann e pelo botanico
austriaco Friedrich Reintzer [64, 65], o qual notou que um determinado composto,
o benzoato de colesterila, apresentava dois pontos de fusao distintos. Seu artigo,
originalmente publicado em Alemao [64], foi traduzido para o Inglés e publicado no
periédico Liquid Crystal [65], para celebrar o centendrio do primeiro artigo na érea.

Em 1907, Vorldander [66] descobriu que para uma determinada substancia
apresentar dois pontos de fusao era necessario que suas moléculas apresentassem
um formato alongado tipo bastao. Com esta descoberta foi possivel modelar mate-
maticamente a estrutura molecular de muitas fases de cristal liquido, dando origem
ao estudo tedrico desta area.

Segundo de Gennes e Prost [59], podemos definir o cristal liquido como uma
fase intermediaria que tem uma ordem semelhante a de um liquido em pelo menos

uma direcao e possui um grau de anisotropia que é caracteristico de um certo tipo
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Figura 5.2: Esquema representativo da fase colestérica. O vetor diretor sofre uma
distorcao, rotacionando em torno de um eixo perpendicular a ele, descrevendo uma
hélice circular. O esquema da figura representa uma estrutura com largura igual a
metade do comprimento do pitch P.

de ordem que pode ser satisfeita se as moléculas que o formam sao anisotropicas, em
formato de bastao (calamiticas) ou disco (discéides) por exemplo. Apesar de todas
as fases liquido-cristalinas serem formadas por moléculas de estrutura anisotrépica,
nem todos os materiais formados por este tipo de moléculas formam um cristal
liquido.

No estado liquido-cristalino, as moléculas apresentam uma tendéncia de alinharem-
se ao longo de um eixo comum chamado diretor. Esta tendéncia é intermediaria a
auseéncia de orientacao preferencial da fase liquida isotréprica e ao forte ordenamento
da fase sélida (ver fig. 5.1).

Podemos classificar as fases dos cristais liquidos de acordo com a orientagao
posicional das suas moléculas. Neste sentido temos trés grandes categorias: fase
nematica, fase colestérica e fase esmética.

A fase colestérica apresenta uma orientacdo molecular em forma de hélice,
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ou seja, o vetor diretor sofre uma distor¢ao, rotacionando em torno de um eixo
perpendicular a ele, descrevendo uma hélice circular, conforme figura 5.2.

Vérias moléculas que formam a fase colestérica sao derivadas do colesterol,
dai a origem do nome, apesar de existirem casos que nao estao relacionados com
o colesterol. O comportamento helicoidal do vetor diretor pode tomar um sentido
rotacional tanto esquerdo (left-handed) quando direito (right-handed).

Assim como acontece na fase nemaética, os centros de massa de cada molécula
nao apresentam ordem de longo alcance e a orientacao molecular segue a diregao
de um eixo preferencial n, sendo que para a fase colestérica, este eixo preferencial
rotaciona progressivamente em torno do eixo da hélice (ou eixo colestérico). Esta
mudanca do vetor diretor ocorre naturalmente, sem a presenca de qualquer campo
externo.

Se assumirmos o eixo da hélice paralelo a direcao z, as componentes de n sao

dadas por:

A escolha do sinal determina o sentido de rotacao da polarizagao. A variacao
do vetor diretor é periédica em z, cujo periodo é dado por P, esta quantidade
varia como a temperatura e recebe o nome de pitch. O valor do pitch depende do
material e da temperatura, podendo variar por varias ordens de grandeza, sendo
valores tipicos na ordem de 200nm em diante. A funcdo tensor dielétrico £(z) é

dada por €;; = €,6;; + Aen;n;, onde (i,j) € w,y,z, d;; é o delta de Kronecker e
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Ae = (EH — 5J_).

A estrutura helicoidal do cristal liquido colestérico é responsavel pela carac-
teristica peculiar de reflexao seletiva para luz circularmente polarizada, de forma
que o espetro de transmissao para uma luz incidente cuja orientacao rotacional da
polarizacao tem o mesmo sentido da orientacao rotacional da hélice apresenta uma
regiao de modos proibidos centrada pelo modo de comprimento de onda igual ao
pitch 6tico Ap = nP do cristal liquido, onde n é indice de refragao médio entre os
indices ordinario e extraordinario, enquanto que luz circularmente polarizada com
sentido rotacional de polarizagao contrario ao da hélice é completamente transmi-
tida. A largura do PBG do cristal liquido colestérico é proporcional a anisotropia
dos indices de refragdo An = n.—n,, onde, em coordenadas gaussianas e para y = 1,

ne = /2| € o indice de refracao extraordindrio e n, = /2 o ordindrio.

5.2 Matriz de Berreman 4 x 4

Diferentemente dos casos estudados até aqui, neste capitulo tratamos de cama-
das birrefringentes. Por conta disso, o formalismo matricial que relaciona os cam-
pos elétrico e magnético nas interfaces se torna um pouco mais elaborado. Seja
uma onda plana monocromatica de freqiiéncia angular w, circularmente polari-
zada e propagando-se em um meio que apresenta propriedades dielétricas unifor-
mes no plano xy. Tomando o plano de incidéncia como sendo zz podemos assumir
E(z,y,z,t) = E(z) exp|—i(wt —nkz)] e H(z,y,z,t) = H(z) exp[—i(wt — nkz)], onde
n = n;sin(¢) é proporcional a componente z do vetor de onda k. Substituindo nas
equagoes de Maxwell em coordenadas Gaussianas, obtemos o conjunto de equagoes

escalares:
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0E, 0H,

—Z Y — kB 1 — =4kD 2

o ik B, (5.1a) 5 ikD,  (5.2a)

oE, . , oH, ,

5, inkE, = ikB, (5.1b) 5 inkH, = —ikD,  (5.2b)
nk, =B, (5.1c) nH,=-D, (5.2c)

Assumindo um meio nao magnético (u = I, onde I é a matriz unitdria) com

uma tensor dielétrico constante dado por:

€11 €12 €13
€= €21 €22 €93 (5.3)

€31 £32 €33

podemos reescrever as equagoes (5.1) e (5.2) utilizando as equagoes constitutivas da

matéria (D =eE e B = pH).

OE, OH

——— =ikH, (b4 Y

0z ikHo (5.42) 0z
E H

88 T ’lT]kEZ = ZkHy<54b) 0 T ZT]kHz = —’ik<€21Em -+ EQQEy -+ 823EZ)(5.5b)
z z

= ’ik(&"nEm -+ 812Ey -+ 813EZ)(5.5a)

T]Ey = Hz (54C) T]Hy = —<€31Em + 832Ey + 533EZ)(5.5C)

De (5.4c) podemos escrever H, a partir de £,. Podemos eliminar E, utilizando
(5.5¢):

1
Ez = _E_ (T}Hy + 831E$ + 832Ey) (56)
33

substituindo H, e F, obtemos:
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OE, 2
= ik {—ngﬂEm 2R, + (1 - )} (5.72)

0z £33 £33 833Hy
OFE,
—= = —ikH, 5.7b
o i (5.7b)
oH, . €93€ €93€ €
=1k |:( 23731 — 821) Em -+ ( 23732 — £99 -+ 772) Ey —+ ET]Hy:| (57C)
0z €33 €33 €33
OH
e R |:<811 — 813831) E, + (812 - 813832) B, - @nHy} (5.7d)
0z £33 €33 €33
Escrevendo em notacao matricial temos:
oY(z ,
VE) _ ik u) (58)

onde ¢(z2) = [E.(2), Ey(2), Hy(2), Hy(2)]" e D é a chamada Matriz 4x4 de Berreman

€31 €32 n
—— = 0 1-—
€33 €33 €33

0 0 —1 0
D= €31 9 €32 €923 (5.9)

€33—— — €21 N  —€ExpteEn— 0 —n—

€33 €33 €33

€31 €32 €13
€11 — 13— €12 —€13— 0 —nN—

€33 €33 €33

A solugao da equagao (5.8) rege a propagagao dos campos elétrico e magnético em
um meio anisotropico e pode ser expresso como a superposicao de quatro ondas

planas distintas

4
U(z) =Y CwW exp(ikz) (5.10)
=1

onde ¥V sdo os autovetores e \; os autovalores da matriz de Berreman. Para uma

camada de ChLC de espessura a, a helicidade do vetor diretor implica em uma
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dependéncia em z da matriz de Berreman, o que invalidaria a solucao exata (5.10).
Uma solugao numérica aproximada pode ser obtida subdividindo virtualmente a
camada de ChLC em um grande niimero M de finas laminas, de tal maneira que D
possa ser tratada de maneira constante em cada lamina. Baseado na solucao (5.10)

escrevemos as componentes dos campos para um plano Z = Z1 por:

E;z: _ C«lwgl)eik)\lzl + C2w§2)€ik)\221 + C3w§3)€ik)\3z1 + C4w§4)€ik)\4z1
Ey — Cl’ll)él)eikAIZl + CQ¢§2)eikA2Z1 + 03¢é3)6ik>\321 + 04?/154)6“6)\421
Hx — Cl’gbél)eikAlZl + CQ¢§2)€ikA2zl + 03¢§3)6ik>\321 + C4Q/J§4)6ik>\4zl

Hy — Clwil)eik)\lzl + C2wi2)€ik)\gzl + C3wi3)€ik)\3z1 + C4w£4)€ik)\4z1

As equagoes acima podem ser expressas de uma maneira mais compacta através do

formalismo matricial:

onde as matrizes sao definidas por:

@ @3 4)

1 1 1 1

M @ 6 @

V= ?1) ?2) ?3) ?4)
?/)3 3 3 3

M @ 6 M@
4 4 4 4
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eik:)xlzl O 0 0 Cl
0 eik)\gzl 0 0 C _ CQ
I'i(z1) = 4
O O 62k>\221 O 03
0 0 0 eikA4z1 04

Para o plano z = z; 4+ 6z, onde dz = a/M temos:

Sendo ¥ uma matriz inversivel, podemos escrever a relagao entre os campos

elétrico e magnético nas interfaces das laminas por:

D(z +02) = Uy T1(02) - W7 4(21) (5.13)

T

Finalmente podemos relacionar os campos nas interfaces da camada completa de

ChLC através do produto das matrizes T; de cada lamina criada virtualmente

’QZ)(2’1+(1,) :TMTM_1 T1 ?/}(21) (514)

Em uma estrutura de multicamadas, as condigoes de contorno exigem a con-
tinuidade das componentes paralelas dos campos elétrico e magnético nas interfaces.
Por conta disso, a relacao entre os campos nas duas interfaces do filme que o separam
do meio de entrada e do meio de saida pode ser escrita como uma fun¢ao do produto
de todas as matrizes de transferéncia. Para a camada dielétrica isotrépica, o calculo

é feito sem a necessidade de fatiamento virtual da camada em finas laminas.
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5.3 Coeficiente de Transmissao

Assumindo uma onda plana monocromatica incidindo no filme estratificado sob um
angulo 0. Podemos decompor o campo elétrico nos meios de entrada (EZ) e de saida
(EO) nas bases O' e O” respectivamente, cujos versores % f’ e i jA” formam planos
paralelos as frentes de onda (ver fig. 5.3a). Sendo A, R e T as amplitudes (geral-

mente complexas) do vetor campo elétrico da onda incidente, refletida e transmitida

temos:

E; = Eyi' + Eiyj’ = (As + R + (A, + Ry)j' (5.15)

E, = Epi" + Eoyj" = Tyi" +T,j" (5.16)
Fazendo a mudanga para a base O (fig. 5.3b):

E; = (A, + Ry) cos(6;)i + (A, + R,)j + (A + R,) sin(6;)k (5.17)

E, = T, cos(8,)i + T,j + T, sin(6, )k (5.18)

Por apresentar a mesma simetria no plano zz, podemos empregar os mesmos ar-
gumentos utilizados no cap. 2 que demonstram que a componente x do vetor de
onda k deve ser constante ao longo do filme. Sendo os meios de entrada e saida
iguais e opticamente isotrépicos, com indice de refracao n,, podemos afirmar que
0; = 0, = 0. Para ondas planas monocromaticas em meios isotrépicos, o campo

magnético pode ser escrito em funcao do campo elétrico pela expressao:

—

H(z) = vt x [Eyre” ™ — Ey_e*?] (5.19)
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Figura 5.3: Representagao dos sistemas de referéncia para a frente de onda (O’ e
O") e para a interface da camada (O). Devido a simetria do problema, a constancia
da componente k, impoe que os angulos de incidéncia e refracao sao iguais.

onde v = \/% e Fy, e Ey_ representam respectivamente os vetores amplitude da
onda progressiva e da onda retrograda ao longo da dire¢ao de propagacao @. Temos

portanto como campos de entrada:

By = (As + Ry)cos(0)i + (A, + Ry)j + (As + R)sin(@)k  (5.20)
i, = —0(Ay — Ry) cos(0)i +70(As — R.)j — 20(Ay — R,)sin(@)k  (5.21)

e para os campos de saida

E, = T, cos(8)i + T,j + T, sin(0)k (5.22)

H, = =T, cos(0)i + Tsj — T, sin(0)k (5.23)

A relagio entre as componentes i e j dos campos E (z) e H (z) na primeira e ultima
interfaces do filme é obtida através da matriz de transferéncia (5.14) obtida na se¢ao

anterior. Por questao de conveniéncia, utilizaremos a inversa da matriz 7', de forma
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que:
(Ax + Rx) COS(@) Tn T12 T13 T14 Tx COS(@)
(Ay + Ry) _ T21 T22 T23 T24 ) Ty (524)
—"}/0(143/ — By) COS(@) T31 T32 T33 T34 —’}/()Ty COS(G)
Yo(Ae — Rz) ] i Ty Ty Ty Ty 1 L Yol ]
Resolvendo o sistema acima para as componentes das ondas A e R temos:
Ay D1 +vDy 0 Dz +7Dsg 0 T
R, _ : Dy =Dy 0 Dig —Ds 0 0 (5.25)
A, Dy — D31 0 Dy — D3 0 T,
| Ry | | Doy +70Ds1 0 Daa+7Ds 0] | 0

onde D, sao os elementos da matriz 4 x 2:

T11 + ’70T14/ COS(@) Tm/COS(@) — ’70T13

b To1cos(0) + voToy  Tooe — YoTo3/ cos(6) (5.26)

T31 + 0T34/ cos(0) Tsa/ cos(0) — voT33
T41 COS(@) + ’)/0T44 T42 — ’70T43/ COS(@)

Definimos como coeficiente de transmissao complexo a razao entre as ampli-
tudes complexas de T' e A. Das equacgoes acima, podemos calcular o coeficiente de

transmissao para cada componente:

T, A

P Y13 {_y - @} (5.27)
A, U31V13 — Ug3v11 | Ay V13
T, A,

t, =L = kel {1 . @—] (5.28)
Ay U33V11 — U31V13 V11 Ay
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Onde v;; sao os elementos da matriz da equacao 5.25. A quantidade de interesse
aqui é a razao entre o quadrado do moédulo da amplitude da onda transmitida sobre

o quadrado do médulo da amplitude da onda incidente (transmissividade):

2

Az
TP _ LR mP PR I (5.29)
AR A + 14,1 e+ 1

Como era esperado, o coeficiente de transmissao e a transmissividade de-
pendem das componentes i’ e j' da onda incidente. Para nosso estudo, estamos
interessados em ondas circularmente polarizadas, tomando portanto A = C'(¢/ £1i5")

onde |A|? =1 e o sinal determina o sentido de rotagao da polarizagao.

5.4 Espaco de Cores CIE 1931

Neste capitulo introduzimos uma nova ferramento para andlise de espectro, o cha-
mado Diagrama Cromatico CIE 1931, criado pela Comissao Internacional em Ilu-
minagao (CIE) em 1931 [67, 68].

Em linhas gerais trata-se de uma representacao da sensacao cromatica do
olho humano a um determinado espectro, ou seja, ao observar a reflexao de uma
luz policromatica sobre uma determinada estrutura optica, os modos refletidos for-
marao uma determinada cor ao atingir os olhos do observador, que esta diretamente
relacionada com as caracteristicas do espectro. Utilizando o diagrama cromatico,
podemos representar um determinado espectro por um par ordenado que se localiza
sobre uma cromaticidade do diagrama, desta maneira podemos ter uma nocao da cor
observada quando se incide uma luz policromatica sobre um filme de multicamadas,

conforme seré descrito abaixo.
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Figura 5.4: Fungoes de associagao cromética que caracterizam um observador padrao
no espaco de cores CIE 1931.

O olho humano possui receptores (chamados de células cone) para compri-
mento de onda pequeno (S), médio (M), e grande. Por conta disso, em principio,
trés parametros descrevem a sensacao de cores. Os valores de tristimulus de uma
cor sao a quantidade de trés cores primarias em um modelo cromatico aditivo de 3-
componentes necessario para representar uma determinada cor-teste. Os valores de
tristimulus sao muito freqilentemente expressados no espaco de cores CIE 1931, no
qual sao denotados por X, Y e Z e representam aproximadamente as cores vermelho
(R), verde (G) e azul (b).

Qualquer método especifico para associar valores de tristimulus com cores é
chamado de espaco de cores. O CIE XYZ, um de muitos de tais espacos, é especial
por que é baseado na medida direta da percepcao visual humana, e serve como base
para definir outros espagos de cores.

Devido a natureza da distribuicao de células cone no olho, os valores de

tristimulus dependem do campo de visao do observador. Para eliminar esta variavel,
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o CIE definiu um observador padrao como sendo a resposta cromatica média do olho
humano sob um angulo de visao de 2 graus, devido a crenca de que as células cone
sensiveis a cores residem dentro de um arco de 2 graus da févea. Por conta disso, o
Observador Padrao CIE 1931 também é conhecido como Observador Padrao CIE
1931 2°.

O observador padrao é caracterizado por trés funcoes de associagao cromdtica
(ver fig. 5.4), que sao descrigoes numéricas da resposta cromatica de um observador.
O CIE tem definido um conjunto de trés funcoes de associagao cromética, chamadas
z(A),y(N), e Z(N), que podem ser interpretadas como curvas de sensibilidade espectral
de trés detectores lineares de luz que levam aos valores de tristimulus X, Y e Z. Os
valores numéricos tabelados destas fungoes sao conhecidos como Observador Padrao
CIE.

Os valores de tristimulus para uma determinada cor com distribuicao espec-

tral () sdo dados em termos do observador padrao por:

X = [ 1000 (5.30)
Yy - / T I (5.31)
Z- / S ERD) (5.32)

onde A é o comprimento de onda da luz monocromética equivalente (medida em
nanometros). Outros observadores, tal como o espaco CIERGB ou outros espagos
de cores RGB, sao definidos por outros conjuntos de fungoes de associagao cromatica,

e levam a valores de tristimulus para estes espacos.
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Figura 5.5: Diagrama cromatico utilizado para representar todas as cores visiveis
em média pelo sistema visual humano, baseado no valor dos tristimulos obtidos das
funcoes de associacao cromatica do sistema CIE 1931.

5.4.1 Diagrama Cromatico

Devido ao fato de o olho humano apresentar trés tipos de sensores cromaticos para
responder as diferentes faixas de comprimento de onda, a plotagem completa de
todas as cores visiveis é uma figura tridimensional. Entretanto, o conceito de cores
pode ser dividido em duas partes: brilho e cromaticidade. Por exemplo, a cor branca
é uma cor clara, enquanto que a cor cinza ¢é considerada uma versao menos clara
do mesmo branco. Em outras palavras, a cromaticidade do branco e do cinza é a
mesma, enquanto que o brilho é diferente.

O espacgo de cores CIE XYZ é designado de tal forma que o parametro Y

representa a medida de brilho ou luminescéncia de uma cor. A cromaticidade é
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portanto especificada por dois parametros derivados z e y:

X (5.33)
x_X+Y+Z ’
Y
- 34
Y= XIv+z (5.34)
I (5.35)

O espaco de cores derivado especificado por z,y e Y é conhecido por espago de cores
CIExyY e ¢ largamente utilizado para especificar cores na pratica, sendo portanto
o espaco de cores utilizado no trabalho descrito nesta tese.

O diagrama (fig. 5.5) representa todas as cromaticidades visiveis em média
por uma pessoa. FHEstas sao mostradas em cores e a regiao é chamada de gamut
da visao humana. O gamut de todas as cromaticidades visiveis no diagrama CIE
tem o formato de uma lingua, cuja curva que a delineia é chamada locus spectral
e representa a cromaticidade de luzes monocromaticas, com comprimentos de onda
dados em nanometros. A linha reta na fronteira inferior do gamut é chamada line
of purples. As cores contidas nela, apesar de estarem na fronteira do gamut, nao

apresentam correspondente monocromatico de luz.

5.5 Resultados

Primeiramente, analisamos a estrutura composta por camadas de ChLC destrogeno,
com indices de refracdo do plano birrefringente n, = 1.56 e n. = 1.78 e pitch
optico de A\p = nP = 532nm, onde n é o indice de refracao médio dado por
n = [(n? + n?)]"/2. Na interface entre camadas adjacentes, a orientacio do vetor

diretor do cristal liquido exibe uma descontinuidade a. As camadas de ChLC sao
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Figura 5.6: Representagao grafica da estrutura de multicamadas formada por (a)
ChLCs de pitch tnico com angulo de defeito o e (b) por camadas alternadas de
ChLCs e dielétricos isotrépicos. P representa o comprimento do pitch e d a largura
das camadas isotrépicas. Para o primeiro caso temos a representacao da geragao
F3 = [BAB] de Fibonacci e para o outro caso a geragao S3 = [ABABA].

distribuidas seguindo a seqiiéncia quasi-periddica de Fibonacci, que é baseada na
relagao recursiva Fy = A, Iy = B, e F; = F;_»F;_, para j > 2. As seqiiéncias de
menor ordem sao Fy, = AB, I3 = BAB, F, = ABBAB, etc. Figura 5.7 mostra o
Diagrama Cromatico CIE 1931 para uma estrutura obedecendo a geracao I} de Fi-
bonacci com angulo de incidéncia entre 0 < ¢ < 90° e diferentes angulos de defeito.
O procedimento numérico fatia virtualmente cada camada em 500 laminas finas.
Para desenvolver um estudo comparativo, calculamos o caso de o = 0° no qual
o sistema consiste de uma camada tnica de ChLC. Neste regime, o sistema apresenta
uma tunica banda de reflexao, localizada na regiao do verde para incidéncia normal.
Com o aumento do angulo de incidéncia, a cor associada de reflexao se desloca
para a regiao do azul, mostrando um largo deslocamento cromaético. A medida que
aumentamos o angulo de defeito, a cor associada de reflexao para incidéncia normal
se aproxima da regiao do branco e o deslocamento cromético é reduzido. Para a =
7/3, temos o caso com um menor deslocamento cromatico, concentrado na regiao do

branco para angulos de incidéncia menores que 30°, sinalizando uma reflexao RGB
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Figura 5.7: Diagrama cromatico CIE 1931 de uma estrutura Fy. A linha continua
representa a trajetéria da cromaticidade da luz refletida com a mudanca do angulo
de incidéncia a partir de incidéncia normal até uma tangencial. O diagrama para
quatro estruturas com angulos de defeito diferentes é mostrado. O deslocamento
cromético é minimo para um angulo de defeito o = 7/3, para o qual a cor associada
de reflexao se mantém préximo a regiao do branco para angulos de incidéncia ¢ < 30°
(ver inset). Para angulos de incidéncia intermediarios, a cromaticidade exibe um
deslocamento pronunciado para o azul.

omnidirecional. No entanto, um desvio consideravel em direcao a regiao do azul
permanece presente para angulos de incidéncia intermediarios 30° < a < 60°. Para
angulos de defeito maiores, o deslocamento cromatico aumenta novamente e desvia
da regiao do branco para incidéncia normal. O resultado acima esta relacionado
com o que foi reportado em [57] no qual um sistema Fj de Fibonacci com angulo de
defeito o = 7/3 apresentou miltiplos PBG nas cores associadas vermelho (R), verde

(G) e azul (B) para incidéncia normal. Aqui, mostramos que esta reflexao RGB é
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Figura 5.8: Diagrama cromatico CIE 1931 de um sistema S;. As linhas continuas
representam a trajetéria da cromaticidade da luz refletida a medida que se varia
o angulo de incidéncia. Apesar da cromaticidade da luz refletida sob incidéncia
normal ser similar a obtida para uma estrutura Fj; de Fibonacci com angulo de
defeito o = 30°, a estrutura S; exibe uma seqiiéncia complexa de deslocamentos
cromaticos para incidéncia obliqua.

sustentada para uma larga regiao de angulos de incidéncia (ver inset da Fig. 5.7),
com um desvio em dire¢cao ao azul para incidéncia obliqua intermediaria.

No segundo caso, estudamos uma estrutura formada por uma sequéncia al-
ternada de camadas de ChLC de pitch tinico, com os mesmos parametros utilizados
acima, e camadas isotropicas dielétricas, com indice de refracao n = 1.5 e lar-
gura d = 0.5pum. Foi imposto que a primeira e a ultima camadas sejam tomadas
como ChLC, tal que as seqiiéncias de menor ordem sao S; = {A}, Sy = {ABA}.,
Sy = {ABABA}, S, = {ABABABA} onde A é a camada de ChLC porimérico e
B ¢é a camada dielétrica isotrépica. O diagrama cromatico CIE 1931 de um sistema

S, é mostrado na figura 5.8.
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Figura 5.9: Espectro de reflexao de uma estrutura F; com angulo de defeito v = 30°

para diferentes angulos de incidéncia (¢). As fungoes (color matching functions)
utilizadas para obter o diagrama cromatico também sao mostrados. Para ¢ < 30°
os espectros de reflexao sao relativamente similares com um ligeiro desvio da banda
de reflexao em direcao a regiao de baixos comprimentos de onda. Para angulos de
incidéncia maiores, os espectros de reflexao mostram apenas uma pequena super-
posi¢ao com as color matching functions do vermelho e do azul, o que gera um des-
locamento para azul da cromaticidade resultante. Para incidéncia se aproximando
da tangente, a banda de reflexao se torna mais larga e a luz refletida converge para
uma cromaticidade branca, independente do angulo de defeito.
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Figura 5.10: Espectro de reflexao do sistema S4 para diferentes angulos de incidéncia
(¢). Em comparagao com os espectros de Fy, a banda de reflexdo para incidéncia
normal sao mais estreitas, o que resulta em uma forte sensibilidade da cromaticidade
com o angulo de incidéncia. Apesar de haver uma tendéncia geral de deslocamento
para a regiao do azul, a cromaticidade apresenta uma dependéncia complexa com
o angulo de incidéncia a medida que a banda de reflexao cruza as color matching
functions.

Para incidéncia normal, esta estrutura exibe um espectro de reflexao com uma
cromaticidade similar a presente na estrutura F apresentada acima com angulo de
defeito o = 30° [58]. Apesar desta semelhanga, obtivemos uma trajetéria cromética
diferente no diagrama CIE 1931 como uma funcao do angulo de incidéncia. Neste
caso, um descolamento cromético bem maior é observado com o aumento do angulo
de incidéncia, com uma dependéncia complexa da cromaticidade com o angulo de
incidéncia. Um sensivel desvio em direcao ao vermelho ja é observado para um
angulo de incidéncia de 15°, seguido por uma seqiiéncia complexa de mudangas

cromaticas a medida que se aumenta o angulo de incidéncia.
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Para se obter uma melhor compreensao a cerca das diferencas encontradas no
diagrama cromatico CIE 1931 para as estruturas Fjy e Sy, tracamos o espectro de re-
flexao para cada estrutura para angulos de incidéncia tipicos, como mostrado na fig.
5.9 e fig. 5.10. Nestas figuras também mostramos as color matching functions para
as cores azul, verde e vermelho, utilizadas para obter o diagrama cromatico. Note
que ambas as estruturas apresentam um espectro de reflexao similar para pequenos
angulos de incidéncia, com um espectro de reflexao da estrutura Fj apresentando
uma semelhanga ligeiramente melhor com as bandas RBG. Até um angulo de in-
cidéncia ¢ ~ 30°, estes espectros sao aproximadamente independentes do angulo de
incidéncia, apresentando apenas um pequeno deslocamento de todo o espectro da
regiao do visivel para a regiao de comprimentos de onda menores. Este processo é o
responsavel pelo deslocamento principal em direcao ao azul da cromaticidade da luz
refletida em ambas as estruturas Fj e S;. Uma diferenca substancial ja é observada
para ¢ > 45° onde a banda cromatica RGB inicial se torna mais estreita e deslo-
cada na direcao da regiao do azul e do ultravioleta, com uma pequena superporsi¢cao
com as color matching functions das cores vermelha e azul. Bandas de reflexao que
eram originalmente centradas na regiao espectral do infravermelho a incidéncia nor-
mal, sao deslocadas para a regiao espectral do visivel. Entretanto, o deslocamento
das bandas, assim como suas distorcoes, apresentam um impacto na expressao da
cromaticidade. Este impacto é mais pronunciado para o caso onde as bandas de
reflexao originais sao mais estreitas, como acontece com a estrutura alternada .S,.
A medida que se aproxima de uma incidéncia tangencial, o espectro de reflexao se
torna mais largo e a luz refletida naturalmente retorna a cromaticidade branca.

Os resultados mostraram portanto que, para uma estrutura de multicama-

das dielétricas contendo ChLC com defeito nos angulos de fase que obedecem uma
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série de Fibonacci, assim como uma estrutura alternada de camadas dielétricas
isotrépricas e ChLCs, a cromaticidade associada aos seus espectros de reflexao apre-
sentam um desvio com o angulo de incidéncia. No entando, a cromaticidade da
estrutura Fibonacciana é menos sensivel a mudanca no angulo de incidéncia quando
comparada com a estrutura alternada. O caso mais préximo de um refletor RGB
omnidirecional é encontrado portanto para um angulo de defeito o = 30°, cuja
cromaticidade se apresenta proximo a regiao do branco para angulos de incidéncia
p < 30°. Esta caracteristica é fundamental para o desenvolvimentos de displays

coloridos por luz refletida.
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Capitulo 6

Sumario e Conclusoes

O estudo das propriedades dos filmes de multicamadas tem sido um objeto
de muito interesse nos ultimos anos devido a capacidade de controlar a transmissao,
emissao e absorsao da luz de uma maneira relativamente simples. O dominio des-
tas propriedades pode trazer para a humanidade diversas facilidades tecnoldgicas,
principalmente no campo da opto-eletronica e das comunicagoes.

Neste contexto, os resultados apresentados nesta tese mostram alguns as-
pectos da transmissao de ondas eletromagnéticas planas e monocromaticas que se
propagam em filmes bindrios de multicamadas de diferentes configuracoes, seja com
a distribuicao dos indices de refracao seguindo a determinadas sequéncias numéricas
particulares ou seja utilizando diferentes tipos de materiais 6pticos na composi¢ao
das camadas. Podemos verificar com isso a forte dependéncia das caracteristicas
do espectro com tais parametros, de forma que é possivel obter as mais diferentes
propriedades com a escolha adequada da ordem posicional das camadas e do tipo
de material 6ptico utilizado.

Utilizando o método de matriz de tranferéncia, verificamos numericamente
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que a aplicacao da desordem na posicao das camadas de um filme binario de N
camadas dielétricas, cujas caracteristicas de construcao obedecem a condicao de
Bragg (nada = npdp), provoca a localizacao exponencial da maioria dos modos,
de forma que o espectro de transmissao apresenta um largo gap fotonico e a banda
de modos transmissiveis ¢ centrada em um modo completamente transparente e in-
sensivel a desordem, caracterizado pelo fato de que o caminho 6ptico das camadas
¢ a metade do seu comprimento de onda (modo de meia-onda). Com o aumento
do ntmero de camadas, a quantidade de modos localizados aumenta, juntamente
com a largura do gap fotonico, de forma que a transmissao média para uma regiao
de freqiiéncias préximas da ressonancia de meia-onda cai com 1/N'/2 e o compri-
mento de localizacao diverge quadraticamente a medida que a freqiiéncia se apro-
xima desta ressonancia. O largo gap fotonico obtido neste sistema é centrado no
modo cujo caminho 6ptico das camadas corresponde a 1/4 do seu comprimento de
onda (modo quarto-de-onda). Na vizinhanca deste modo, o comprimento de loca-
lizacao diverge quadraticamente e a média espectral da transmissao apresenta uma
dependéncia com N do tipo exponencial alongada. Calculando o expoente de Lya-
punov para este modo em diferentes realizacoes de desordem, pudemos verificar que
este apresenta uma distribuicao Gaussiana, levando a leis de escala distintas para as
médias geométrica e aritmética da transmissao. As leis de escala encontradas para
estes dois modos ressonantes sao analogas as encontradas nos modelo eletronicos
unidimensionais de Anderon com dimeros aleatérios e com desordem off-diagonal
respectivamente.

Nao apenas a mudanca na ordem posicional das camadas como também a
inclusao de outros tipos de materiais Opticos é capaz de gerar fortes mudancas das

caracteristicas de transmissao de um filme de multicamadas. Com a inclusdo de
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metamateriais como parte da constituicao de um filme binario desordenado, verifi-
camos que a média espectral da transmissao para uma regiao do espectro préximo
da ressonancia de meia-onda decai com 1/N, ou seja, de maneira mais rapida se
comparada ao caso puramente ordinario. Esta nova caracteristica se torna impor-
tante quando se deseja um filtragem mais eficiente com uma quantidade menor de
camadas. Em decorrencia desta forte localizacao, o surgimento de modos ressonan-
tes dentro da banda de modos proibidos para um grau de desordem intermediario
faz modificar a dependéncia da média espectral da transmissao com o grau de desor-
dem, de maneira que este apresenta um comportamento nao-monotonico, atingindo
um valor de minimo para um grau de desordem intermediario.

Novas caracterisicas foram encontradas com o emprego de uma distribuicao
de camadas moduladas aperiodicamente em um filme binario. A aperiodicidade
é introduzida baseando-se em uma lei senoidal cuja fase ¢ varia como uma lei de
poténcia do indice das camadas ¢ o j“, onde o expoente v controla o grau de
aperiodicidade. Para v > 1 a funcgao oscila de tal maneira que a seqiiéncia re-
sultante é efetivamente desordenada e descorrelacionada, levando a localizacao de
Anderson usual. Diferentemente dos resultados obtidos para o modelo eletronico de
Anderson com potencial aperiédico, a média espectral da transmissao apresentou
também um comportamento nao-monotonico quando o sistema varia entre o caso
uniforme em v = 0 e o caso quasi-periédico em v = 1, atingindo um minimo para
um grau intermedidario de aperiodicidade. Uma anélise espectral da distribui¢ao dos
indices de refracao mostrou haver uma analogia entre o comportamento do espectro
da seqiiéncia de indices e da transmissao média, comprovando portanto uma forte
relacao entre as caracteristicas da distribuicao de camadas com as propriedades de

transporte.
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Por fim, investigamos as caracteristicas de reflexao de um filme com camadas
birrefringentes. O espectro de reflexao depende fortemente do tipo de polarizacao da
luz incidente. O material escolhido para tal finalidade foi o cristal liquido colestérico
(ChLC), caracterizado pelo seu arranjo molecular em forma de hélice. Este arranjo
transforma uma simples camada de ChLC em uma cristal fotonico unidimensional,
de forma que uma luz circularmente polarizada com a orientacao rotacional da pola-
rizacao igual a orientacao rotacional da hélice do ChLC apresentara no seu espectro
de transmissao uma regiao de modos proibidos. A composi¢ao de um filme binario
com este material pode fazer surgir outras regides de gap no espectro. Estes novos
gaps sao controlados pelos parametros de construcao das camadas, de tal maneira
que podemos obter um espectro de reflexao na regiao do RGB, caracteristica impor-
tante para a criacao de displays de LCD por reflexao. Neste trabalho investigamos a
relacao entre a mudanga de cromaticidade e o angulo de incidéncia de uma luz circu-
larmente polarizada que se propaga através de uma estrutura de ChLC com angulos
de defeito que obedecem a uma seqiiéncia quasi-peridédica de Fibonacci assim como
uma estrutura formada por camadas alternadas de ChLC e dielétrico isotrépico. O
diagrama cromatico para cada tipo de filme apresentou uma dependéncia bem par-
ticular, onde a menor variacao foi obtida para a geragao Fy do caso Fibonacciano
com angulo de defeito & = m/3. Neste caso a luz refletida se manteve préxima a
regiao do branco para um largo intervalo de angulos de incidéncia, aproximando-se
assim de um refletor RGB omnidirecional. A forte sensibilidade entre a maneira
com que o correspondente cromatico da reflexdao varia com o angulo de incidéncia
e as caracteristicas de construgao do filme abriu precedentes para que novas distri-
buicoes de camadas birrefringentes possam ser investigadas a fim de ser obter uma

melhor aproximacao de um refletor RGB omnidirecional, caracteristica fundamental
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na aplicacao de displays LCD por luz refletida.

O estudo das multicamadas, como foi mostrado nesta tese, pode trazer para
o campo da éptica e da ciéncia dos materiais, uma vasta gama de novos fenomenos
simplesmente modificando as distribuicoes de camadas e utilizando os materiais
adequados. Esta versatilidade foi o motor primario durante todo o nosso estudo e

nos motiva a continuar investigando cada vez mais este rico tema.
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Scaling laws for the transmission of random binary dielectric multilayered structures
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We investigate several scaling aspects of the transmission spectrum of disordered one-dimensional dielectric
structures. We consider a binary stratified medium composed of a random sequence of N slabs with refraction
indices satisfying the Bragg condition. The mode for which the optical thickness corresponds to half wave-
length is insensitive to disorder and fully transparent. The average transmission in a frequency range around
this resonance decays as 1/N'2, and the localization length diverges quadratically as this resonance mode is
approached. In the vicinity of the quarter-wavelength mode, the localization length diverges logarithmically
and the frequency averaged transmission exhibits an stretched exponential dependence on the total thickness.
At the quarter-wavelength resonance, the Lyapunov exponent for different realizations of disorder has a
Gaussian distribution leading to distinct scaling laws for the geometric and arithmetic averages of the trans-
mission. The scaling laws for the half- and quarter-wavelength modes are analogous to those found in elec-
tronic one-dimensional Anderson models with random dimers and pure off-diagonal disorder, respectively,

which are known to display similar violations of the usual exponential Anderson localization.

DOI: 10.1103/PhysRevB.76.115120

L INTRODUCTION

The study of wave transport in random media has been a
subject of renewable interest during the last decades, moti-
vated by its inherent importance to the understanding of elec-
tric, magnetic, mechanic, and optical properties of matter
with potential applications to the development of new de-
vices. Within this scenario, the Anderson theory for nonin-
teracting electrons in random media plays a central role.'*
Although initially intended to study electronic transport in
random media, the predictions of the Anderson theory have a
quite broad range of applications which extend to general
wave transport phenomena.

According to scaling arguments,? three-dimensional sys-
tems with weak disorder may sustain extended modes over
the whole sample, although with a finite coherence length. In
this regime, wave propagation can occur, thus leading to
most of the transport properties of condensed matter. For
strong disorder, the incoherent interference of waves scat-
tered by impurities leads to an exponential localization and,
consequently, to the absence of long distance transport. The
exponential localization is predominant in low-dimensional
systems. In particular, the scaling theory of Anderson local-
ization predicts that all wave modes shall be exponentially
localized for any amount of disorder in one dimension.>*

Violations of the exponential localization in one-
dimensional (1D) disordered systems have been reported in a
series of model systems. The random-dimer model,>® which
consists of a random binary chain with one of the species
always appearing in pairs, has a resonant mode with no back-
scattering due to dimers that remain extended. In the Ander-
son chain with diluted disorder, i.e., with disorder present
just in a given sublattice, there is a Bloch state with vanish-
ing amplitudes at the disordered sublattice that also remains
delocalized.”'? The presence of resonant delocalized modes
promotes a diffusivelike spread of initially localized wave
packets, thus being relevant for electronic transport. Models
that include long-range correlated disorder have also been

1098-0121/2007/76(11)/115120(6) 115120-1
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shown to display a band of extended states for strong enough
correlations which can sustain coherent Bloch oscillations in
the presence of a static electric field.''"'> Another class of
models that exhibit nonexponentially localized modes is that
with chiral symmetry, such as the tight-binding 1D model
with pure off-diagonal disorder and only first-neighbor
couplings.'®!> This model has a special mode at the band
center whose wave-function envelope has an asymptotic
stretched exponential tail. Another mechanism for the emer-
gence of nonexponentially localized states in 1D random
systems is through the hybridization of spatially separated
degenerate modes. Recently, the existence of these so-called
necklace states'® has been reported by transmission measure-
ments in random dielectric multilayers.'”

Actually, the propagation of electromagnetic waves in
random media corresponds to the ideal physical scenario to
apply the concepts of Anderson localization, since photons
are truly noninteracting particles.'® Anderson localization of
light waves has indeed been observed in disordered
materials.'®2! In 1D disordered system, the localized modes
decay exponentially and, as a consequence, the ensemble av-
erage of the transmission logarithm over many realizations
of the disorder usually decays linearly with the sample thick-
ness L.'® The simplest 1D optical disordered system corre-
sponds to a sequence of thin dielectric layers with no trans-
lational order. A multilayer system has the advantage of
being simple to fabricate using different procedures,”>>* thus
having potential applications in optoelectronics and optical
communication.?

In the absence of disorder, the transmission spectra of
periodic multilayered structures exhibit a characteristic range
of frequencies with no propagating modes. Materials with
such property are called photonic crystals,*® in analogy with
atomic crystals. The region of forbidden frequencies is called
photonic band gap and, as in the electronic case, arises as a
result of multiple interference of Bragg scatterings. However,
due to the vectorial character of the electromagnetic field, in
contrast to the scalar nature of the electronic wave function,

©2007 The American Physical Society
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photonic crystals exhibit new features related to polarization
and incidence angle dependent effects.?’-3!

The band gap in multilayered systems can be controlled
by changing the physical characteristics and the positional
distribution of the layers. Several interesting results have
been reported for structures following quasiperiodic (pseudo-
random) sequences such as the raising of non-Bragg gaps in
a Thue-Morse multilayer’? and the self-similarity of the en-
ergy spectrum of Fibonacci structures.®*** Scale invariant
gaps have also been obtained with the utilization of metama-
terials in the multilayer composition.’>3 For truly random
sequences, the combined effect of Bragg reflection and light
localization has been explored to demonstrate a band-gap
extension effect with possible applications in the design of
broadband high reflectors composed of a periodic layer se-
quence with fluctuating optical lengths.?”*® Recently, the
transmission spectrum of binary multilayer structure with po-
sitional disorder, composed of dielectric slabs with the same
optical length, has been reported'”-*#? and shown to display
peaks associated with necklace states.'® Numerical results on
finite-size samples showed a transmission peak when the op-
tical length corresponds to a quarter wavelength as a signa-
ture of hidden partial order.*’

In this paper, we will report the scaling behavior associ-
ated with several aspects of the transmission spectrum of a
binary multilayer structure with positional disorder. We will
particularly address the case on which the dielectric layers
have distinct refractive indices but their thicknesses are cho-
sen to give them the same optical length. By employing a
transfer matrix calculation in finite-size samples, we will
compute the transmission coefficient as a function of the
mode frequency. We will drive special attention to the spec-
tral ranges at the vicinity of the half- and quarter-wavelength
modes. The transmission peaks at these frequencies originate
from distinct mechanisms reflected on different scaling laws
for the size dependence of the average transmission and for
the localization length singularities. These scaling laws will
be shown to be analogous to the ones observed in the tight-
binding models for electronic states in random-dimer and
random-hopping chains.

II. TRANSFER MATRIX FORMALISM

The transfer matrix formalism is particularly suited to
compute the transmission spectrum of electromagnetic
waves in stratified dielectric media.*'*2 Here, we will sketch
the main lines of the transfer matrix technique for the par-
ticular case of normal incidence. We will assume a plane
wave of frequency w propagating along the z axis direction,
which is normal to the interfaces of a dielectric slab of thick-
ness d and linearly polarized in such a way that the electric

field amplitude can be written as E(z) =E(z)x. The extension
for the case of oblique incidence of transverse electric and
transverse magnetic waves is straightforward. The relation
between the electric and magnetic fields at the interface lo-
cated at z=z; and the fields at the interface at z=z,+d can be
expressed in transfer matrix form as

PHYSICAL REVIEW B 76, 115120 (2007)

(o) -s(5:)-
B, B,
where the phase change d=wnd/c, n is the refractive index
of the medium, and p= \i where € and u are the dielectric
constant and magnetic permeability, respectively. The bound-
ary conditions across an interface requires the continuity of
the parallel components of the fields. As a consequence, for a
stratified medium consisting of a sequence of N dielectric
layers, the fields at the first and last interfaces can be related
through a product of individual transfer matrices as

E, Ey Ey
(BO) =M1M2“'MN<BN) =M<BN)’ @

cos 8 L sin 8 | E,
p 5 ) 1)
ipsind cosd 2

where M; is the transfer matrix of the ith layer, E, and B are
the electric and magnetic field amplitudes at the first inter-
face, and Ey and B, the field amplitudes at the last interface.
The complex transmission coefficient of such stratified me-
dium can be obtained by assuming that the incident beam is
coming from the left and that one has just the outgoing trans-
mitted wave at the right of the multilayer structure. It can be
expressed as

2p;
(myy +myap,)pi+ (myy + myp,)”

(o) = ()
where m;;’s represent the elements of the total transfer matrix
M. p; and p, are related to the input and output media. The
complex transmission coefficient brings information regard-
ing both the phase and amplitude of the transmitted wave.
From the phase, one can have access to the dispersion prop-
erties of the wave propagating through the multilayered
structure such as its group velocity. In what follows, we will
be particularly interested in analyzing the ratio between the
intensities of the outgoing and incoming waves, which is
Po

given by the transmission T(w)= [Hw)]?

III. TRANSMISSION SPECTRUM OF BINARY RANDOM
SEQUENCES

‘We will consider a random stratified binary medium com-
posed of N nonabsorbing dispersionless dielectric layers. As
representative refraction indices, we will consider n,=1.45
and ng=2.5, although the qualitative aspects we are going to
explore remains the same for any pair (n,,n,). The layers can
be considered as consisting of porous silicon, whose refrac-
tive index can be made to vary in a wide range by controlling
the porosity.*> The ith layer of the sequence has the same
probability of being type A or B. The resulting dielectric
structure is surrounded by vacuum, and the layer thicknesses
will be taken in such a way as to satisfy the Bragg condition,
i.e., both kinds of dielectric layers will have the same optical
length nydy=ngdg=X\q. In what follows, the characteristic
frequency vy=c/\, corresponds to the mode whose wave-
length in vacuum equals the layer’s optical length.

In order to have an overall picture of the role played by
disorder, we compared the transmission spectrum of a peri-

115120-2
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FIG. 1. Transmission spectra of (a) periodic and (b) random

stratified binary media with N=10? layers. For the random struc-
3 - R

ture, we performed an average over 10~ distinct realizations of dis-
order, which plays quite distinct roles in the range of frequencies
corresponding to transmitting and nontransmitting bands. The inset
shows in detail the disorder induced transmission peak at the center
of the stop band.

odic sequence of alternating A and B layers with that of a
random multilayer sequence, as shown in Fig. 1 for struc-
tures with N=10? layers. The periodic sequence constitutes
the so-called distributed Bragg reflector. The transmission
spectrum displays a sequence of transmitting and nontrans-
mitting bands. The transmitting bands are centered at fre-
quencies for which the optical length of each layer is an
integer multiple of the half wavelength in vacuum, i.e., the
phase change in each layer is d=m, with m integer. The
multilayer structure is fully transparent to these modes. The
nontransmitting photonic band gaps are centered at frequen-
cies that match the optical length to be a quarter wavelength
displaced from the multiples of half wavelengths [phase
change 8=(m+1/2)m]. The width of the photonic band gap
depends on the relation between the refraction indices n, and
ny.

The transmission spectrum of random sequences, aver-
aged over 10? realizations of the disorder, is depicted in Fig.
1(b). Disorder has quite distinct effects in the range of fre-
quencies corresponding to transmitting and nontransmitting
bands. Firstly, one notices that the high transmission at the
center of the transmitting bands is not affected by disorder,
as expected once the transfer matrix of each layer becomes
an identity matrix / for these modes (actually +/). However,
the width of the transmission band is much narrower. Within
the nontransmitting band, disorder induces the emergence of
a few modes. These are related to necklace states which re-
sult from hybridization of degenerate states localized in dis-

PHYSICAL REVIEW B 76, 115120 (2007)
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FIG. 2. (a) Spectral average of the transmission versus the num-
ber of layers N. (b) Localization length in the vicinity of the half-
wavelength mode. The average transmission decays with 1/N'2,
and the localization length diverges quadratically as one approaches
the resonance mode. The estimate of the localization length was
performed considering a finite structure with N=10* layers, and the
averages were taken over 107 distinct random sequences. The satu-
ration of the localization length very close to the resonance fre-
quency is a finite-size effect.

tinct regions of the structure.!’** Although these modes be-
come rare as the number of layers increases, they dominate
the average transmission in this frequency range. Further, the
average transmission spectrum develops a narrow peak at the
center of the photonic band gap.

The insensitivity of the fully transmitting mode on the
spatial arrangement of the layers resembles the violation of
the Anderson localization in the random-dimer model.>° This
model also has a resonant mode for which the dimers be-
come transparent. A typical signature of this kind of reso-
nance is that the localization length & shall diverge as |E
—Ey|™2. Consequently, the energy range of effectively ex-
tended states with £€> N shall decrease as N~'/2. We test for
the above scalings on the vicinity of the half-wavelength
mode. As a measure of the localization length & we consid-
ered the inverse of the Lyapunov exponent [é=1/A=
—limy_..(N/In T)]. We also computed the spectral average of
the transmission for the frequency range corresponding to
the transmission band of the periodic sequence. Its size de-
pendence shall reflect the narrowing of the transmission
peak. In Fig. 2, we report our results for these quantities. As
anticipated above, the average transmission decays as N~'/2,
and the localization length diverges quadratically as one ap-
proaches this resonance mode.
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Transmission Averages

FIG. 3. Size dependence of the geometric (exp(In 7)), harmonic
((1/7)7"), and arithmetic ((T)) average values of the transmission at
the quarter-wavelength resonance frequency. Both the geometric
and harmonic averages display an stretched exponential scaling,
while the arithmetic average exhibits a slower power-law decay.
Here, we averaged over 10* distinct random sequences.

At the center of the photonic band gap of the periodic
sequence, disorder promotes a narrow peak of the transmis-
sion. At this frequency, one can notice that the transfer ma-
trices of both kinds of layer become off diagonal, i.e., have
null diagonal elements. However, the off-diagonal elements
will be randomly distributed. This scenario resembles the
one achieved for one-dimensional electronic tight-binding
Hamiltonians with only random hoppings.'*!> The state at
the middle of the energy band of this model has an infinite
localization length. In spite of this, the disorder averaged
transmission approaches zero as the size of the system in-
creases. On the basis of the central limit theorem, it has been
argued that the logarithm of the transmission at this reso-
nance shall have a Gaussian distribution in the regime of
large N, whose mean square deviation grows as N'? as
shown in Ref. 14. Following this distribution, the geometric
[exp({In(7)))] and harmonic ((l/T)’i) mean values of the
transmission shall behave as exp(—av“L), while the arithmetic
mean value ({7)) shall follow a power law N~"2. As one
approaches the band center, the localization diverges
logarithmically,'> which implies that the energy range of ef-
fectively extended states shall be very narrow, scaling as a
stretched exponential.

We have verified the above scaling behavior at the
quarter-wavelength mode. In Fig. 3, we report the size de-
pendence of the geometric, harmonic, and arithmetic average
values of the transmittance. Both the geometric and har-
monic averages indeed display a stretched exponential scal-
ing, while the arithmetic average exhibits a slower power-
law decay. In Fig. 4, we display the probability distribution
function of the transmittance logarithm at the quarter-
wavelength condition as obtained from 10* distinct realiza-
tions of the disorder in structures with 10* layers. The nu-
merically obtained distribution is well fitted by a Gaussian,
thus corroborating the central limit theorem prediction. It is
worth mentioning that disorder configurations that lead to
high transmittance occur with larger probability than those
leading to low transmittance. This is a somewhat counterin-
tuitive aspect once disorder is expected to favor localization.

PHYSICAL REVIEW B 76, 115120 (2007)
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FIG. 4. Probability distribution function of the transmission
logarithm at the quarter-wavelength resonance frequency. The nu-
merically obtained distribution is well fitted by a Gaussian (dashed
line), thus corroborating the central limit theorem prediction. Data
were the same as those used in Fig. 3 for N=10* layers.

Actually, at this frequency, the system has a hidden partial
order. Pairs of neighboring layers of the same kind are trans-
parent. Therefore, the effective size of the system can be
renormalized by decimating such pairs until a level at which
the remaining layers form a periodic alternate sequence.*’
The probability that such decimation proceeds up to a high
order is large, thus resulting in a maximum of the probability
distribution function for high transmissions.

The spectral average of the transmittance in a frequency
range around the quarter-wavelength mode is shown in Fig.
5(a). In contrast with the power-law scaling obtained at the
vicinity of the half-wavelength mode, we now find that the
transmission spectral average exhibits a faster stretched ex-
ponential decay as the number of layers is increased. This
trend is consistent with the slow logarithmic divergence of
the localization length when approaching this resonant mode,
as shown in Fig. 5(b). All the reported scaling behaviors at
the quarter-wavelength resonance are consistent with those
of the electronic tight-binding random-hopping model and
shall hold for general one-dimensional models with pure off-
diagonal disorder.

The above analysis showed that disorder plays opposite
trends in the transmission behavior near half- and quarter-
wavelength modes. Near the half-wavelength condition, i.e.,
at the transmission band of the periodic sequence, the main
effect of disorder is to promote the exponential localization
of the modes, except at the resonance. Therefore, the trans-
mission spectral average is reduced by disorder. On the other
hand, within the photonic band gap, disorder promotes the
emergence of states that support a small but finite transmis-
sion in finite systems.

In order to explicitly show these opposite trends, we com-
puted the spectral average of the transmission around the
half- and quarter-wavelength resonances as a function of the
disorder strength. We started with a periodic sequence of
alternate A and B layers. Then, each layer of this sequence is
replaced by a layer of the other species with probability g.
For ¢=0, one retains the fully periodic sequence, while the
g=1/2 limit recovers the uncorrelated fully disordered se-
quence. Our results are shown in Fig. 6 for N=107 layers,
averaged over 5X10° disorder configurations and within
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FIG. 5. (a) Spectral average of the transmittance in a frequency
range around the quarter-wavelength mode as a function of the
number of layers. It exhibits an asymptotic stretched exponential
decay as the number of layers is increased. (b) The disorder aver-
aged localization length in the vicinity of the quarter-wavelength
resonance showing its slow logarithmic divergence. Here, we aver-
aged over 10* random sequences. The localization length in (b) was
estimated from structures having 5 X 103 layers.

spectral ranges corresponding to the transmission (a) and re-
flecting (b) bands. Notice that the average transmission
around the half-wavelength mode decays with increasing dis-
order strengths once Anderson localization is the predomi-
nant effect. The spectrally averaged transmission around the
quarter-wavelength resonance depicts the opposite trend,
growing as the disorder strength is increased due to the emer-
gence of states within the gap. The average transmission is
small due to the low probability of occurrence of extended
necklace states.

IV. SUMMARY AND CONCLUSIONS

In summary, we investigated the scaling behavior of the
transmission spectrum in stratified dielectric media com-
posed of binary random sequences of N layers satisfying the
Bragg reflection condition. We paid special attention to the
resonance states for which the optical length of the layers
corresponds to half and quarter of the mode wavelength.

The half-wavelength resonance is at the center of the
transmission band of the corresponding periodic sequence of
alternating layers. It is fully transparent irrespective to disor-
der. We numerically demonstrated that the transmission
bandwidth is a decreasing function of the total number of
layers and disorder strength, with the spectrally averaged
transmission scaling as N~"2. Further, the localization length
diverges quadratically as one approaches the resonance fre-

PHYSICAL REVIEW B 76, 115120 (2007)

FIG. 6. Spectral average of the transmission around (a) the half-
and (b) the quarter-wavelength resonances as a function of the dis-
order strength. Disorder plays opposite trends in the transmission
behavior near each resonance. Around the half-wavelength reso-
nance, Anderson localization is predominant and the transmission
decreases with increasing disorder. On the other hand, near the
quarter-wavelength resonance, disorder induces the emergence of
states within the stop band and thus promotes a small transmittance
in this frequency range. Data were obtained from 5 10° random
sequences with 107 layers each.

quency. These scaling laws are the same ones appearing in
the random-dimer tight-binding Hamiltonian model for one-
electron states.

At the quarter-wavelength mode, the logarithm of the
transmission has a Gaussian distribution when considering
distinct disorder configurations whose width scales as N'/? in
the limit of large N. This Gaussian distribution reflects a
hidden partial order which can be revealed by decimating the
pairs of neighboring similar layers. At this resonance, the
geometric and harmonic averages of the transmission scale
as stretched exponentials of the total number of layers, while
the arithmetic average displays a slower power-law decay
proportional to N~'2. Further, the spectral average of the
transmission around the quarter-wavelength resonance also
decays with the total thickness as an stretched exponential,
which is consistent with a slow logarithmic divergence of the
localization length. However, the transmission within this
frequency range increases with the disorder strength. The
scaling laws at this resonance are similar to the ones present
in the Hamiltonian model for one-electron states in chains
with random hoppings and might hold for general 1D sys-
tems with pure off-diagonal disorder.

In summary, a random binary dielectric multilayer satis-
fying the Bragg reflection condition exhibits two of the
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known scenarios that lead to violations of the Anderson ex-
ponential localization due to disorder. Once the propagation
of electromagnetic waves in random media represents the
ideal setup for testing the predictions associated with the
Anderson theory of localization, it would be interesting to
have experimental observations of the herein reported scal-
ing laws. However, fluctuations in the layer thicknesses of
real systems shall be be finely controlled to allow the Bragg
condition to be closely satisfied. These fluctuations may sup-
press the resonance transmission peaks of thick multilayer

PHYSICAL REVIEW B 76, 115120 (2007)

structures, especially the narrow peak corresponding to the
quarter-wavelength condition.
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Abstract

We investigate the transmission of electromagnetic plane waves through 1D binary dielectric multilayered structures that exhibit
aperiodic incommensurated sequences of refractive indices. The aperiodicity is introduced by considering the sequence of refractive
indices to follow a sinusoidal function whose phase ¢ varies as a power-law of the layer index, ¢ oci”. For v> 1, the resulting
sequence is effectively uncorrelated leading to the Anderson localization of most of the electromagnetic modes, except at the Bragg
resonances. The crossover from a uniform structure at v = 0 to a quasi-periodic structure at v = 1 is signaled by a minimum at the
spectrally averaged transmission. We perform a spectral analysis of the refractive index sequence to show its close connection to the
main features exhibited by the averaged optical transmittance. Our results suggest that aperiodically modulated dielectric structures
can potentially be used in the development of wide-band filters.

(© 2008 Published by Elsevier B.V.

PACS : 78.67.Pt; 42.25.Dd; 78.20.Bh
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1. Introduction

The pioneer Anderson’s theory concerning the
localization of non-interacting electrons in disordered
systems [1] led to a deeper understanding of several
important condensed matter phenomena. According to
the Anderson theory, the interference between multiply
scattered Schroedinger waves leads to exponentially
localized electron eigenfunctions in one-dimensional
disordered systems. Along the last two decades, such
exponential localization has been shown to be violated in
a series of model systems. The random-dimer model
[2,3], which consists of a random binary chain with one of

* Corresponding author.
E-mail address: marcelo@if.ufal.br (M.L. Lyra).

1569-4410/$ — see front matter © 2008 Published by Elsevier B.V.
doi:10.1016/j.photonics.2008.12.004

the species always appearing in pairs, has a resonant
mode with no back-scattering due to dimers that remain
extended. Models that include long-range correlated
disorders have also been shown to display a band of
extended states for strongly enough correlations with can
sustain coherent Bloch oscillation in the presence of a
static electric field [4—6]. Another class of 1D models that
can exhibit an Anderson-like localization-delocalization
transition, involves non-random deterministic potentials
which are incommensurate with the underlying lattice
[7]. This class of models depicts features that are in
between those of the Anderson model and the periodic
Bloch model. The localized or extended nature of the
energy eigenstates presented by this class of models has
been extensively investigated in the physics literature
[8,9] and has been related tothe general characteristics of
the aperiodic on-site energy distribution.

Please cite this article in press as: E.M. Nascimento, et al., Suppressed transmission in aperiodically modulated multilayered
dielectric structures, Photon Nanostruct: Fundam Appl (2009), doi:10.1016/j.photonics.2008.12.004
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As a purely interference phenomenon, Anderson
localization is also observed to occur with vibrational
[10-14], magnetic [15-19] and electromagnetic [20—
23] waves. In fact, it has been observed in random
dielectric multilayer system, where the localized modes
decay exponentially and, as a consequence, the
ensemble average of the transmission logarithm over
many realizations of the disorder usually decays
linearly with the sample thickness L.

As it occurs for the electron localization problem,
violations of the exponential localization of electro-
magnet waves propagating in random media have been
reported in several physical situations. In one-dimen-
sional random n-mer dielectric systems, where seg-
ments with n atoms are randomly inserted in a host
chain, a localization—delocalization transition of elec-
tromagnetic modes takes place at some resonance
frequencies due the positional correlations in the
structure [24]. Microwave-guides with spatially corre-
lated random scatters have also been shown to support
transmitting bands due to non-localized modes [25].
Metamaterials have also been extensively studied as an
active component in random dielectric multilayered
systems [26-28]. This kind of structure exhibits scale
invariant bandgaps [26]. For a 1D disordered stacks of
alternating right- and left-handed layers, the introduc-
tion of metamaterials substantially suppresses Ander-
son localization [27]. Structures following quasi-
periodic sequences can present different kinds of
bandgaps as non-Bragg gaps for Thue-Morse multilayer
[29] and self-similar energy spectrum in Fibonacci-like
structures [30-32]. Another mechanism for the emer-
gence of non-exponentially localized states in 1D
random systems is through the hybridization of spatially
separated degenerate modes [33]. Recently, the exis-
tence of these so-called necklace states has been
reported by transmission measurements in random
dielectric multilayers [34,35]. Necklace states are in the
origin of well-defined oscillations on the fluctuations of
the transmittance in one-dimensional random photonic
system with resonant layers [36].

In this work, we investigate the transmission
properties of electromagnetic waves propagating
through 1D binary dielectric multilayered structures
that follow an aperiodic and incommensurate modula-
tion over the refractive index sequence. In order to
produce an aperiodic multilayered structure, the
formalism used in Ref. [7] was considered. It consists
in using a sinusoidal modulation of the refractive index
sequence whose phase ¢ varies as a power-law, ¢ oci”,
where i is the layer index. The exponent v controls the
degree of aperiodicity in the structure. Using a transfer

matrix formalism, we compute the transmission
spectrum of electromagnetic waves with frequency o
propagating along the stratified dielectric media. We
will report a non-trivial transmission spectrum that
strongly depends on the aperiodicity degree. In general,
the spectral transmission, averaged over the frequency
band, shows a maximum at v= 1.0 and a local
minimum between v = 0.5 and 1.0. By employing a
Fourier analysis of the refractive index distribution, we
will associate the main features of the spectrally
averaged transmission with the correlations present in
the underlying sequence of dielectric layers.

2. Transfer matrix formalism

The transfer matrix formalism is well suited to
compute the transmission spectrum of electromagnetic
waves in stratified dielectric media. We are going to
describe the main lines of this formalism to the
particular case of normally incident plane waves of
frequency w. The stacking direction is along the z axis
and the electric field linearly  polarized
E(z) = E(z)e %%, where k is the wavenumber. The
relation between the amplitudes of the electric and
magnetic fields at the interface located at z; and the
fields at the interface at z, = z; +d, where d is the
thickness of the dielectric slab, can be expressed in
transfer matrix form as

E, cosd  iZsiné E,
<1—1,>: ésina cos 8 (1—12> M

where the phase change § = wnd/c, n is the refractive
index of the medium and Z = \/(u/€) is the layer
impedance, with € and p are the dielectric constant
and magnetic permeability, respectively. The boundary
conditions across an interface require the continuity of
the parallel components of the electric and magnetic
fields. The generalization of the above procedure for a
stratified medium consisting of a sequence of N dielec-
tric layers is straightforward. The fields at the first and
last interfaces can be related through a product of
individual transfer matrices as:

(fIZ):MIMz...MN(g’:,):M(fI’]‘;> )

where M; is the transfer matrix of the ith layer, Ey and
H are the electric and magnetic field amplitudes at the
first interface, and Ey and Hyy are the field amplitudes at
the last interface. The complex transmission coefficient
of such stratified medium can be obtained by assuming
that the incident beam is coming from the left ant that
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one has just the outgoing transmitted wave at the right of
the multilayer structure. It can be expressed as
2/Z;

Hw) = (myy +mi2/Z,)]Zi + (my1 + man/Z,) @

where m;;’s represents the elements of the total transfer
matrix M. Z; and Z, are related to the impedances of the
input and output media. The complex transmission
coefficient brings information regarding both the phase
and amplitude of the transmitted wave. The phase is
related to dispersion properties such as the group velo-
city. In what follows, we will be particularly interested
in analyzing the ratio between the intensities of the
outgoing and incoming waves, which is given by the

transmission 7(w) = (Zi/Zo)lt(w)‘z'

3. Model and results

We will consider multilayer structures composed of
two kinds of non-absorbing dispersionless dielectric
layers with thicknesses taken in such a way that
nada = ngdg. In order to produce an aperiodic multi-
layered structure, we closely followed the procedure
described in ref. [7]. The sequence of refractive indices

v=0.5

Transmission

Transmission

0
0 0.25 0.5
d/m

Transmission

Transmission

is taken to obey the aperiodic rule:

v <
V/-:cos(omj‘”)ﬂnj:{n’\ ifv;<0 )

ng ifV;>0

The above rule actually uses a sinusoidal function
whose phase ¢ varies as a power-law, ¢  j*, where j
labels the layers of the stratified dielectric structure. The
exponent v controls the degree of aperiodicity in the
structure. The resulting dielectric structure is sur-
rounded by vacuum. For v =1 and rational « one
has a purely periodic refractive index sequence and
all electromagnetic modes shall become extended. For
v =1 and irrational o the sequence becomes quasi-
periodic (incommensurate) and the spectrum of propa-
gating modes becomes fractal [30,31]. For v<1 the
sequence is aperiodic with the typical wavelength of the
refractive index modulation increasing as a function of
the layer index. In this regime, the spectrum exhibits
localized and delocalized modes. In the opposite regime
of v> 1, the modulation wavelength decreases with the
layer index and most states become localized except at
specific resonances, characterizing a pseudo-random
regime.

0.6 [ —

04 |- §

. .JLOIZILMJMMJ L
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Fig. 1. Transmission spectra of multilayered structures with different values of v and N =5 x 10° layers as a function of & = wnd/c
(nd = nads = npdg). For v> 1, the structure is pseudo-random and the spectrum has narrow transmission peaks in the vicinity of the Bragg
resonances. For v < 1, the transmission can be widely suppressed as v increases. In the periodic incommensurate case (v = 1) the spectrum presents a

self-similar structure of gaps typical of Fibonacci dielectric sequences.
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Fig. 2. Spectrally averaged transmission as a function of the number
of layers N for different values of v. (a) v < 1.0; (b) v> 1.0. For the
periodic incommensurate case v = 1, the transmission displays a very
weak size dependence. Notice that for smaller values of v (roughly in
the range 0.6 < v <0.8), the spectral average transmission of thick
structures can become as small as that presented by pseudo-random
structures with v> 1.

In our calculations we used o = (v/5 — 1)/2 (the
golden mean), na = 1.5 and ng = 2.5. Fig. 1 shows the
transmission spectra of multilayered structures with
different v values and N = 5 x 10°. As we used layers
with the same optical length, the mode frequency is
proportional to the phase change § within each layer.
For v = 0.5, the spectrum is dense with a large number
of transmissing frequencies. This feature is due to the
fact that the number of interfaces between distinct
dielectric slabs is small in this regime. For v = 1.0,
well-defined bandgaps are present that follow a self-

10 ————

<T>;

Fig. 3. Spectrally averaged transmission as a function of v for a fixed
sample thickness N = 10*. The spectrally averaged transmission
shows a local maximum at periodic incommensurate case v = 1.0
and a local minimum in the regime of v < 1. The plateau reached for
v>1is a characteristic of the pseudo-random regime.

similar pattern. This spectrum is typical of quasi-
periodic structures with incommensurate sequences.
For v = 1.5, the sequence presents a pseudo-random
character and most of the modes become localized,
except in the vicinity of the Bragg resonances. An
interesting aspect is observed when we increase v from
v =0 (uniform sequence) to v =1 (quasi-periodic
sequence). The number of transmitting modes changes
non-monotonically in this region. This feature is
represented by the case of v = 0.7 which exhibits just
very few transmitting modes.

The above non-monotonic behavior of the transmis-
sion spectrum is described more quantitatively in Fig. 2,
which shows the spectrally averaged transmission
((T)s = (1/m) f; T(8)ds) as a function of sample
thickness N for different values of v. The spectrally
averaged transmission typically decreases as the
number of layers increases. However, the size
dependence is rather weak for the quasi-periodic case
of v =1, specially in the regime of large N. For v> 1,
the decrease in the average transmission with the system
size becomes faster, a feature associated with the
pseudo-random character of the resulting sequence. The
average transmission becomes readily v-independent
when v further deviates from unit. On the other hand, in
the regime of v<1, the size dependence of the
spectrally averaged transmission initially becomes
stronger as v increases, but reverses this trend as the
quasi-periodic regime is approached.
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Fig. 4. Left panel: Typical sequences of refractive indices generated by the aperiodic modulated function. Right panel: the corresponding Fourier
spectral densities of each refractive index sequence. For small values of v, the spectral density displays a narrow peak around the average frequency
of the sequence modulation. At v = 1 the structure follows a Fibonacci sequence which has a self-similar spectral density. For v = 1.5 the sequence

is pseudo-random with a white-noise spectrum.

A complimentary analysis of the influence of the
aperiodicity exponent v on the spectrally averaged
transmission can be performed by plotting it as a
function of v for a fixed sample thickness, as shown in
Fig. 3 where we considered N = 10* layers. The
averaged transmission depicts a peak at v =1 with
strong fluctuations in the vicinity of this quasi-
periodicity condition. For large values of v, the
transmission is small, presenting weak fluctuations
around a constant value. In the weakly aperiodic regime,
it displays a well-defined minimum, signaling the
crossover from the behavior of a uniform and a quasi-
periodic structure.

The overall dependence of the averaged transmission
on the aperiodicity exponent v can be directly correlated
to the spectral decomposition of the underlying
sequence of layers. In Fig. 4, we plot typical sequences
of refractive indices together with their Fourier spectral
densities. Notice that, for small v the Fourier spectrum
displays a narrow peak at small frequencies, which
reflects the long average wavelength of the refractive
indices modulation. This peak becomes slightly broader
as the number of layer interfaces increases. In the
incommensurate case v = 1, the spectral density of the
sequence assumes a self-similar pattern of delta-like
peaks with a predominant frequency equals to f = /2,

1.0

0.8

0.6

IFS

0.4

ol o
05 075 L0 125 15 175 20

Fig. 5. Integrated Fourier spectrum (IFS) as a function of the aper-
iodicity exponent v. The pronounced minimum at v = 1 signals the
strong correlations presented by the underlying Fibonacci sequence of
layers. The plateau for v>> 1 reflects the uncorrelated nature of the
dielectric layers sequence in this regime. The maximum at v<1is a
consequence of opposite effects played by backscattering at interfaces
and the emergence of resonant modes (see text).
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typical of a quasi-periodic Fibonacci sequence. In the
regime of v>1, the refractive index sequence
resembles a fairly uncorrelated white-noise and the
Fourier spectral density has no typical frequency.

The degree of correlation in the refractive index
sequence can be quantified by computing the Integrated
Fourier Spectrum (IFS). A noisy-like sequence shall
have a large IFS while more regular structures will
display a narrower Fourier spectrum and consequently
asmaller IFS. The IFS of the refractive index sequences
as a function of the aperiodic exponent v is reported in
Fig. 5. It exhibits a plateau at large values of v pointing
the irrelevance of the actual value of the aperiodicity
exponent in the strongly pseudo-random regime. The
deep minimum at v =1 is associated with the quasi-
periodic structure of the Fibonacci sequence for this
particular case. In the weakly aperiodic regime, the IFS
passes through a maximum as a result of the opposite
roles played by the own inclusion of interfaces, which
produces backscattering, and the approach to quasi-
periodicity, which promotes the emergence of resonant
modes. Notice that the overall behavior of the
spectrally averaged transmission, presented in Fig. 3,
indeed captures the essential features displayed by the
IFS of the underlying structure. A strongly correlated
sequence displays a narrow Fourier spectrum, thus
leading to a small IFS and to a large averaged
transmission.

4. Summary and conclusions

In this work, we investigated the transmission
properties of 1D binary dielectric multilayered
structures presenting an aperiodic modulation over
the refractive index sequence. The aperiodicity degree
was governed by a power-law exponent v which
controls the phase of a sinusoidal modulation. We
considered the particular case for which the periodic
case v = 1 corresponds to an incommensurate structure
that resembles a Fibonacci sequence of refractive
indices. Using a transfer matrix formalism, we
computed the transmission spectrum along such
stratified dielectric media. For v>1, the resulting
sequence becomes pseudo-random. In this regime, the
Anderson localization of the electromagnetic modes
leads to a wide gap in the transmission spectrum with
narrow transmission bands centered at the Bragg
resonances. In the regime of v < 1, we reported a non-
monotonic dependence of the spectrally averaged
transmission on the aperiodicity exponent «. Such
unconventional behavior was associated with two
opposite effects that take place in the presently

investigated aperiodic structure. One effect is related
to the backscattering on the interfaces between distinct
dielectric slabs. This phenomenon leads to a reduction
in the transmission when the number of interfaces starts
to increase. However, when the number of interfaces
becomes large enough, the quasi-periodic condition is
approached which stabilizes resonant transmitting
modes. As a consequence, the averaged transmission
passes through a minimum which is smaller than the
transmission in the strongly pseudo-random regime. A
Fourier analysis showed that the trends presented by the
transmission spectrum are directly associated with the
correlations exhibited by the own refractive index
sequence. Our results suggest that aperiodically
modulated dielectric structures can be explored in
the development of wide-band filters which can display
an spectrally averaged transmission even smaller than
the one presented by random structures.
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Finite-size scaling and disorder effect on
the transmissivity of multilayered
structureswith metamaterials
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Abstract:  We investigate the influence of metamaterials on the scaling
laws of the transmission on multilayered structures composed of random
sequences of ordinary dielectric and metamaterial layers. The spectrally
averaged transmission in a frequency range around the fully transparent
resonant mode is shown to decay with the total number of layers as 1/N.
Such thickness dependenceis faster than the 1/N /2 decay recently reported
to take place in random sequences of ordinary dielectric slabs. Theinterplay
of strong localization and the emergence of resonant modes within the gap
leads to a non-monotonous disorder dependence of the transmission that
reaches aminimum at an intermediate disorder strength.

© 2008 Optical Society of America
OCIS codes: (230.4170) Multilayers; (160.3918) Metamaterials; (120.7000) Transmission
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1. Introduction

Metamaterials are optical structures designed to present both negative permissivity and nega-
tive permeability. This characteristic leads to unusual electromagnetic phenomena, for instance,
E x H lies along the direction of —k for propagating plane waves. A theoretical study of meta-
materials was firstly suggested a half-century ago by Veselago [1]. However, the more recent
proposal of Pendry [2] for the devel opment of such materials stimulated awealthy of theoretical
and experimental researches on this subject [3, 4, 5, 6, 7].

Novel and fascinating phenomenahave been shown to emergein structuresthat include meta-
materials. Pendry comproved that a slab of negative refractive index material has the power to
focus all Fourier components of a 2D image. He named this device “ superlens’[8]. This struc-
ture also provides a negative lateral displacement of an obliquely incident Gaussian beam[9].

Multilayer structures have been attracting a widespread interest because of their deep im-
plications on both fundamental and technological aspects. A periodically modulated dielectric
function is the simplest way to construct a one-dimensional photonic crystal (PC) [10]. For a
PC containing metamaterials, some unusua phenomenasuch as spurious modes with complex
frequencies, discrete modes and photon tunneling modes are observed in the band structure
[11]. The mixing of metamaterial and ordinary dielectric slabs creates new features such asthe
rising of a non-Bragg band-gap called zero-n gap [12, 13], which emerges naturally when the
volume average of the effective refractive index equals to zero. Such gap has a specia char-
acteristic: it remains unchanged when the lattice constant varies. Experimental verifications of
zero-n gap were made using double-S shaped metamaterials[14].

In 1D disordered multilayered structures, multiple incoherent superposition of waves re-
flected by the layers interfaces give rises to the exponential localization of most of the
electromagnetic modes within the structure. A few resonant necklace modes may remain
extended[15, 16, 19]. This phenomenon is similar to the electronic eigenfunction localization
in disordered atomic chains and is usually termed as the Anderson localization of light. In a
recent paper [18], we investigated a 1D multilayered structure composed of arrandom sequence
of N ordinary dielectric slabs with refraction indices satisfying the Bragg condition. An exper-
imental observation of resonant transport in similar structures was reported by Bertolotti et al
[19]. We showed that the half-wavelength mode is insensitive to disorder and fully transparent.
The spectrally averaged transmission in a frequency range around this mode decays as 1/N /2
and the localization length diverges quadratically as this resonant mode is approached. In the
vicinity of the quarter-wavelength mode, the localization length diverges logarithmically and
the frequency averaged transmission exhibits an stretched exponential dependence on the to-
tal thickness. These scaling laws were discussed in the context of the Anderson localization of
electronsin chainswith off-diagonal and correlated disorder. It was recently demonstrated theo-
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retically that correlations may indeed strongly modify the transmission properties of electronic
wires and waveguidesin small energy windows [20].

New features have been also reported when metamaterials are introduced in disordered op-
tical system. Asatryan et. al. [21] studied wave propagation in mixed 1D disordered stacks
of alternating right- and left-handed layers and revealed that the introduction of metamaterias
substantially suppresses the Anderson |ocalization. At long wavelengths, thelocalization length
in mixed stacksis several orders of magnitude larger than in normal structures.

In this work, we study the influence of metamaterials on the scaling laws for the transmis-
sion of an electromagnetic plane wave inciding normally on a multilayer random structure. We
will show that, for layers do not satisfying the Bragg condition, the transmission peak around
the fully transmitting mode is quite sensitive to disorder. The spectrally averaged transmission
develops afaster decay as afunction of the total number of layers when compared with random
structures composed just of ordinary dielectric slabs. The scaling behavior of the localization
length remains unchanged. The interplay between the faster finite-size scaling and the emer-
gence of resonance necklace modes within the gap leads to a non-monotonous dependence of
the transmission as a function of the disorder strength.

2. Model and formalism

For a monochromatic plane wave of angular frequency @ propagating along the z axis direc-
tion, the electric and magnetic fields at the interfaces of a dielectric slab of thickness d can
be numerically obtained by a transfer matrix formalism. Assuming a normally incident wave,
linearly polarized in such away that the electric field amplitude can be written as E(z) =E(2)X,
the relation between the electric and magnetic field at the interface placed at z = z; and the
fields at the interface placed at z = z; + d can be expressed in transfer matrix form as

E1 )\ E» \ [ cosé ,l)siné E,

( By >7M2< B> >7< ipsind  coss By @
where the phase change 6 = =|n|wd /c [the choice of sign corresponding to right-handed (RH)
and |eft-handed (LH) slabs, respectively], n| isthe absolute refractiveindex of the medium, and
p= \/g where & and u are the dielectric constant and magnetic permesability, respectively.
For astratified medium consisting of asequence of N dielectric layers, the boundary conditions

across the interface require the continuity of the parallel components of the fields. Thisrelation
can be written as a product of individual transfer matrices as

(Eg):Mle...MN<Ez>:M(g:> @

where M; is the transfer matrix of the ith layer, Eg and By are the electric and magnetic field
amplitudes at the first interface, and Ey and By the field amplitudes at the last interface. As-
suming that the incident wave is coming from the left with electric field amplitude normalized
to aunitary value and also that one has only the outgoing transmitted wave at the right of the
sample, the complex transmission coefficient of such sample can be written as

2pi

3
(M11 4 Mi12pPo) Pi 4 (M21 4+ M22po) @

t(w) =

wheremj;’sare the elements of thetotal transfer matrix M. p; and p, arerelated to theinput and
output media. All quantities computed here are related with the ratio between the amplitudes of
the outgoing and incoming waves, which given the transmission T (@) = 5;—"’ [t(w)[?.
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Fig. 1. Transmission spectrum of (&) an ordinary multilayered structure (composed
uniquely of ordinary dielectric layers) and (b) a mixed one (composed of metamaterial
and ordinary dielectric layers) for the particular case of |nada| = g\nbd,ﬂ. Both cases have
asimilar transmission peaks pattern. Peaks with finite transmission occur whenever amul-
tiple of the mode half-wavelength equal's the optical length of just one constituent layer. At
the vicinity of the fully transparent resonant modes @y and ws 3, the transmission band
width is much narrower for the mixed case indicating a stronger finite-size scaling of these
transmission peaks.

3. Results

For the numerical analysis, we assume non-absorbing dispersionless layers. The multilayer
structureis composed of arandom sequence of two distinct dielectric slabs, namely, an ordinary
dielectric A and aleft-handed dielectric B. The refraction indices and thicknesses were taken in
such away that the optical lengths on the slabs A and B were |n ada| = g\nbdb\. If the slabswere
chosen to satisfy the Bragg condition [nada| = |npdp|, we would have the emergence of a zero-
n gap. Thiskind of gap is insensitive to disorder [?]. This condition taken on a dispersionless
multilayered structure creates alarge photonic bang-gap that covers the whole spectrum, except
for singular modes where the phase change 6 = wnd /c = in (i=0,1,2...). This scenario does
not support transmitting bandsin finite-size structures. The disorder was implemented assuming
that the i-th layer of the sequence has the same probability of being type A or B. In order to
be able to explicitly show the direct influence of the metamaterial slabs, all quantities were
obtained both for a mixed structure (consisting of matematerials and ordinary dielectric layers)
aswell asfor an ordinary structure (consisting of only ordinary dielectric layers). In both cases,
we assumed the same absolute values of refraction indices and thicknesses.

Thefirst quantity analyzed was the transmission spectrum. Fig. 1 represents an average over
10 realizations of disorder in astructurewith N = 200 layers. The plots are related to the ordi-
nary structure Fig.1(a) and the mixed structure containing a metamaterial Fig.1(b). We observe
the same pattern of transmission peaks irrespective to the presence or not of the metamaterial.
These resonant modes occur when multiple integers of the half-wavelength equal the optical
length of one of the constituent layers. Under this condition, the electromagnetic wave is not
scattered by such layer, independently of the refraction index sign. We labeled the resonance
frequencies as wj j, wherei and j are associated with the number of half-wavelength fitting in
the optical length of each layer. Theindex i is related to the larger optical length layer and j
isrelated to the smaller one. If i and j are both integers, the mode becomes fully transparent.
Formally, it reflects the fact that all matricesin the product (2) turn out to be +1, where | isthe
identity operator. Other resonant modes occur when just one of the indices is integer. In this
case, only the matrices associated with the layers that fit integer numbers of half-wavelength
become 1. In this case, the system behaves like a single slab composed of the other material.

An important feature is observed in the transmission spectrum around the fully transparent
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Fig. 2. (a) Spectral average of the transmission versus the number of layersN in afrequency
range around the fully resonant mode of an ordinary structure. The transmission decays as
1/N1/ 2_(b) Same as before for a structure composed of ordinary and metamaterial layers.
In this case, the finite-size dependence is stronger, with the transmission decaying asymp-
totically as 1/N. (c) Localization length near the resonant mode ax 3 of a mixed structure
containing N = 10* layers. The quadratic divergence reproduces the same scaling law found
in purely ordinary structures.

modes wp o and ws 3. In these frequency regions, the transmission band width is much narrower
for the mixed structure containing the metamaterial. In order to investigate more accurately this
fact, we compute the spectral average of the transmission in the frequency range around these
peaks, asshownin Fig. 2(a-b). Theresult represents an average over 102 realizations of disorder.
We compare the finite-size scaling behavior for the ordinary [Fig. 2(a)] and mixed [Fig. 2(b)]
multilayer structures. The spectrally averaged transmission for the purely ordinary case decays
as 1/N%/2, The same exponent was found in Ref. [18] where the layer parameters satisfied the
Bragg condition. We found a new scaling law when one of the layersis composed of ametama-
terial. In this case, the averaged transmission has a stronger dependence on the total number of
layers, decaying asymptotically as 1/N. Another important quantity to characterize the Ander-
son localization of light in disordered dielectric structuresis the localization length (£), consid-
ered astheinverse of the Lyapunov exponent [§ = 1/A = —limy_...(N/InT)]. Fig. 2(c) shows
an average over 10 realizations of disorder, computed in the vicinity of @53 mode. We observe
the localization length diverging quadratically as one approaches the resonance. It reproduces
the same scaling law previously reported for the ordinary case [18].

Theinterplay of the strong finite-size decay of the transmission and the stabilization of res-
onance necklace modes by disorder[15, 16, 19] suggests that the influence of disorder on the
transmission properties may show new features in the presence of metamaterials. In order to
explore this point, we investigate the spectral average of the transmission as a function of the
disorder strength. Starting with an initial periodic structure of alternating A and B layers, the
disorder strength was controlled by introducing the probability q of the ith layer to be replaced
by the other species. For q = 0, one retains the periodic sequence, while the g = 1/2 limit re-
covers the uncorrelated fully disordered sequence. Our results are shown in Fig. 3for N = 102
layers, averaged over 5 x 10° disorder configurations and within a spectral range around the
ws 3 mode. “O” labels the ordinary case and “M” corresponds to the mixed case.

The most prominent disorder effect is to promote the Anderson localization and, conse-
quently, to reduce the transmission band. This phenomenon is due to the multiple incoherent
superposition of waves scattered at the layers interfaces. This feature is clearly observed for
the purely ordinary structure (see Fig. 3) on which the spectral average of the transmission
decreases monotonically as the disorder strength increases. A similar trend is observed for the
mixed structure in the weak disorder limit. However, for such mixed structure, the spectrally
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Fig. 3. Spectral and disorder averaged transmission in the vicinity of the fully transparent
mode as afunction of the disorder strength q. Average was performed over 5 x 1C° disorder
configurations in structures containing 102 layers. The mixed case (M) shows a minimum
transmission at a finite disorder strength. Since the structure containing a metamaterial is
more sensitive to disorder than the ordinary structure, it exhibits a smaller average trans-
mission than the purely ordinary (O) structure
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Fig. 4. Transmission spectra in the vicinity of the ws 3 mode for different values of the
disorder strength. We considered structures with N = 107 layers and averaged over 10°
realizations of disorder. Figure (a) shows the spectra of ordinary structures. In this case, the
transmission monotonously decreases with the disorder strength. Figure (b) shows the weak
disorder region of amixed structure, where the predominant effect is the strong Anderson
localization which leads to a faster decrease of the transmission as the disorder strength
is increased. In the strong disorder region (c), the transmission of a mixed structure is
enhanced by increasing disorder strengths as the number of resonant necklace modes also
increases.

averaged transmission presents aminimum value around g = 0.15. This unexpected behavior is
related to a secondary disorder effect, which becomes more prominent in the mixed structure.
Disorder also promotes the emergence of a few resonance necklace modes that may lead to a
small transmission in frequency gaps. Such secondary effect is hidden by the slow develop-
ment of the gap in ordinary structures, as shown in Fig. 4(a). In the mixed structure containing
a metamaterial, the gap develops rather quickly due to the stronger finite-size scaling depen-
dence of the averagetransmission. Thisleadsto the strong decay of the transmissionin theweak
disorder regimereported in Fig. 4(b). At weak disorder, where the Anderson localizationis pre-
dominant, the band structure of the periodic case (q = 0) gives place to awide low-transmission
frequency range. The contribution of the resonant necklace states to the transmission thus be-
comes predominant in the high-disorder regime. Once these modes become more frequent at
strong disorder, increasing disorder promotes an enhancement of the light transmission in the
spectral range around the fully transparent mode, as seen in Fig. 4(c).
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Finally, we would like to stress that the narrow transmission peak in the close vicinity of the
fully transparent mode is quite insensitive to disorder in the mixed structure, as can be seen
in Fig.4(b-c). Actualy, this peak resembles the singular frequency points of mixed structures
with zero-n [12]. In finite structures, the singularity is replaced by a narrow peak whose width
is inversely proportional to the total number of layers, which is consistent with our previous
finding of a1/N scaling law for the spectrally averaged transmission.

4. Summary and conclusions

In this work, we reported that the inclusion of metamaterials on the composition of a random
binary multilayered structure changes the finite-size scaling law for the transmission in the fre-
quency range around the fully transparent mode. The spectrally averaged transmission decays
as 1/N which is faster than the scaling-law obtained for ordinary structures. In spite of this,
the localization length obeys the ordinary quadratic scaling-law as the frequency approaches
the resonance mode. The faster finite-size scaling and the emergence of a few transmission
necklace modes inside the band-gap at the strong disorder regime promote a non-monotonous
disorder dependence of the transmission in the frequency range around the fully transparent
mode. This new feature is in contrast with the usual Anderson localization phenomenon that
implies in a decreasing transmission as a function of the disorder strength. In structures con-
taining metamaterials there is a characteristic disorder strength for which the system shows a
minimum on the spectrally averaged transmission. Although we limited our investigation to
non-absorbing structures, the main role played by absorption shall be to promote an overall
reduction of the transmission in the vicinity of the resonant modes, with no direct impact on
the finite-size scaling law or on the non-monotonicity of the spectrally averaged transmission.
Our findings indicate that the strength of disorder shall be carefully chosen in the develop-
ment of devices, such as band filters, that exploit the joint properties of binary structures, light
localization and |eft-handed materials.
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We investigate the chromaticity of the light reflected by multilayered structures containing
cholesteric liquid crystals (ChLCs). We considered a single-pitched ChLC multilayered system with
quasiperiodic Fibonaccian phase defects as well as an alternate sequence of single-pitched ChLC
and isotropic dielectric layers. Using the Berreman 4 X 4 matrix formalism, we numerically obtain
the reflection spectrum and the chromaticity diagram of these structures. The associated
chromaticity is shown to depend on the incidence angle. However, for the ChLC Fibonaccian phase
defect system, the color shift can be controlled by the defect angle «. For the F, generation and
a=1/3, the chromaticity of the reflected light remains close to the white color region for a wide
range of incidence angles, followed by a blueshift at intermediate incidence angles. This is the setup
that produces the nearest omnidirectional red-green-blue condition for the reflection spectrum. On
the other hand, the structure with alternate ChLC and isotropic layers exhibits a complex sequence
of color shifts when the incidence angle is increased. © 2008 American Institute of Physics.

[DOI: 10.1063/1.3021143]

I. INTRODUCTION

During the past decade, one-dimensional periodic photo-
nic structures have been extensively investigated due to their
potential applications in the development of ultrafast optical
switches,l'2 tunable ﬁlters,}5 waveguides,6 and other optical
devices.”® In particular, these systems consist of a stack of
dielectric layers that exhibit a frequency range of reflected
modes, denominated as photonic band gap (PBG).” A suit-
able manipulation of the layer parameters allows to finely
tune the PBG characteristics. Further, the typical properties
of the conventional photonic crystals may be modified when
the periodicity is broken. More specifically, localized modes
appear inside the band gap when a defect is introduced in the
periodic structure. Such behavior has been explored in opti-
cal microcir(:uils,g’]0 optical limiter,Il and lasers with low
thresholds.'>!"* Moreover, the optical transmittance of photo-
nic systems was recently shown to present distinct scaling
behaviors at quarter and a half-wavelength resonances on
multilayered structures.'*'

Recently, several works have investigated multilayered
structures using single-pitched cholesteric liquid crystals
(ChLCs).'*" Due to its helical orientational order, ChLCs
constitute a natural one-dimensional self-assembled photonic
crystal. In fact, these systems present one-color reflection
band for electromagnetic waves with a circular polarization
that coincides with the chiral medium helix sign (selective
reflection).”’ Also, ChLCs exhibit a well defined band gap
for a range of wavelengths, which depends on the birefrin-
gence and the pitch of the helical structure of the material ?'
Indeed, the unique optical properties of ChLCs have moti-
vated their applications in switchable diffractive optical
devices®* and reflective color displays without the use of a
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0021-8979/2008/104(10)/103511/5/$23.00
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back light.”‘18 By investigating ChLC multilayered struc-
tures with quasiperiodic Fibonaccian phase defects, recent
theoretical and experimental studies have demonstrated that
a multiple PBG emerges in the transmittance spectra of
single-pitched ChLC systems, which may be suitably ad-
justed by the orientational defect angle in the helical
structure.'” In particular, a red-green-blue (RGB) reflection
was observed when a 77/3 defect angle was inserted in the
ChLC multilayered structure. Multiple PBGs have been also
obtained in films composed by an alternated sequence of
single-pitch polymeric ChLC and isotropic dielectric slabs.'®
In both cases, the spectral characteristics of the multiple
PBGs can be conveniently controlled, such as the total re-
flectance, spectral position, width, and the number of bands.
Although the spectral properties of multiple PBGs in ChLC
multilayered structures have been extensively investigated
under normal incidence, only a few works have been devoted
to study the robustness of their reflection properties under
oblique incidence 2%

In this work, we investigate the photonic properties of
ChLC multilayered systems with a quasiperiodic Fibonac-
cian phase defect as well as an alternate sequence of single-
pitched ChLC and isotropic dielectric slabs. By using the
Berreman 4 X 4 matrix method, % we compute the reflec-
tion spectra as well as the chromaticity diagram according to
the International Commission on Illumination (CIE) for these
structures.”” Our results show that the photonic properties of
these systems are strongly dependent on the incidence angle.
In particular, we observe a pronounced and irregular color
shift in the associated reflection chromaticity for alternate
sequences of single-pitched ChLC and isotropic dielectric
layers. On the other hand, we show that the color shift can be
minimized by adjusting the defect angle for ChLC Fibonac-
cian phase defect multilayers and RGB reflection can be ob-
tained for a wide range of incidence angles.

© 2008 American Institute of Physics
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Il. BERREMAN 4 X4 MATRIX FORMALISM

‘We will consider a monochromatic plane wave of angu-
lar frequency w, circularly polarized and propagating in a
medium that is uniform in its dielectric properties in one
plane (stratified media), which is taken to be the xy plane.
The x-y components of the electric field E and the magnetic
field H can be written as

E(x.y,2,1)
E\(x,,2,1)
H,(x,y,2,1)
Hy(x,y,2,1)

— l,b(z)e_iw(r_m/c), (1)

where, for the sake of convenience, the light wave is as-
sumed to propagate in the xz plane, i.e., the xz is the plane of
incidence. (z) is a column vector and 7 is proportional to
the x component of the wave vector k. From the Maxwell
equations in Gaussian units, one can derive the following set
of four differential equations:

Y _ipe) - wo), @

dz

where D is the so-called Berreman 4 X 4 matrix.>® Assum-
ing the medium to be nonmagnetic (u=1, where [ is the unit
matrix) with a constant dielectric tensor &, the Berreman ma-
trix does not depend on z and can be written as

£u ey 7

-7 -7 0 I-—
EZZ SZZ alx
0 0 -1 0
D= £,
0 =
SZZ
0 - 7]812
E..

©)

The solution of Eq. (2) can be expressed as a superposition
of four distinct plane waves

4
W2) = D ez, @)
=1

where ! are the eigenvectors and \; are the eigenvalues of
the Berreman matrix. For a ChLC layer of thickness a, the
helicity of the director implies in a z-dependence of the Ber-
reman matrix, which invalidates the above exact solution.
However, an approximate numerical solution can be obtained
by virtually slicing the ChLC layer into a large number M of
thin slabs. In such a way, D can be treated as fairly constant
within each slab. The relation between the electric and mag-
netic fields at the interfaces at z=z; and z=z,+a can be
written in transfer matrix form as

Wy +a)=Ty-Tyy- ... Ty~ lz)). (5)
T=w,I v, (6)

where T; is the transfer matrix associated with the virtual ith
slice of the ChLC layer. Here, W; is a 4 X4 unitary matrix
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FIG. 1. (Color online) Schematic of a multilayered structure composed of
single-pitched ChLCs with helicity mismatch. P represents the pitch length
and a is the defect angle in the nematic orientation at the interface between
A and B cholesteric layers. The three layer structure shown corresponds to
the F3={BAB} Fibonaccian sequence.

whose columns are formed by the eigenvectors of D ()
and I'; is a diagonal matrix with elements F,J:e“k)"ﬁz (Az
=alM).

In a multilayered structure, the boundary conditions re-
quire the parallel components of the electric and magnetic
fields to be continuous at the interfaces. Therefore, the rela-
tion between the in-plane components of the fields at the two
external interfaces that separate the film from the surround
medium can be written as a function of the product of all
transfer matrices, with no virtual slicing being needed for
uniform layers. In every Berreman matrix, one can write 7
=ny sin(¢), where ny is the refractive index of the input me-
dium and ¢ is the incidence angle. In what follows, we con-
sidered ng=1.5, typical of glass cells.”’

The multilayered structures incorporating ChLC layers
were assumed to have the z direction as the twist axis and
right handiness. In these layers, the liquid crystal director is
represented by 7i=[cos(gyz),sin(goz),0], where go=2/P.
Its dielectric tensor function &(z) is given by &;;=¢,5;;
+Aenn;. Here, (i,j) € x,y,z, ;; is the Kronecker delta, and
Ae=(g)-&,). "

Ill. RESULTS

First, we analyzed a structure composed of right-handed
ChLC slabs with refractive indices of the birefringent planes
n,=1.56 and n,=1.78 and optical pitch N\p=i1P=532 nm,
where 77 is the average refractive index given by ii=[(n?
+n%)/2]"2. At the interface between adjacent layers, the ori-
entation of the liquid crystal director vector exhibits a dis-
continuity @. The ChLC layers are distributed following a
quasiperiodic Fibonacci sequence, which is based on the re-
cursive relation Fo={A}, Fi={B}, and F;=F;,F,_, for j=2.
The lower order sequences are F,={AB}, F3={BAB}, F,
={ABBAB}, etc. Figure 1 shows a schematic view of the F;
Fibonaccian structure. In Fig. 2, we present the CIE 1931
chromaticity diagram of the F,; Fibonacci generation system
with incidence angles in the range 0= ¢=90° and different
defect angles. The numerical procedure virtually slices each
layer in 500 thin slabs.

In order to develop a comparative study, we compute the
a=0° case for which the system consists of a single ChLC
layer. In this case, the system exhibits only one associated
color reflection band located on the green region for normal
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FIG. 2. (Color online) CIE 1931 chromaticity diagram of the F structure.
The continuous lines represent the trajectory of the reflected light chroma-
ticity as the incidence angle is varied from normal to tangent incidence. The
diagrams of four structures with different defect angles are shown. The color
shift is minimum for a defect angle a=/3 for which the associated color
reflection remains close to the white region for incidence angles ¢<30°
(see inset). At intermediate incidence angles the chromaticity exhibits a
pronounced blueshift (the letters R-G-B stand for red-blue-green
chromaticities).

incidence. As the incidence angle increases, the associated
color reflection moves toward the blue region, showing a
large color shift. As the defect angle increases, the associated
color for normal incidence approaches the white region and
the color shift is reduced. At a=7/3, we have a scenario
with the smallest color shift concentrated in the white region
for incident angles up to 30°, signaling a nearly omnidirec-
tional RGB reflection. However, a considerable deviation to-
ward the blue is still present for intermediate incident angles
30° <a<60°. For larger defect angles, the color shift again
increases and deviates from the white region for normal in-
cidence. The above result extends the one reported in Ref. 17
at which an F, Fibonacci system with defect angle a=m/3
was shown to display a multiple PBG with RGB-color re-
flection for normal incidence. Here, we showed that such
RGB reflection is sustained in a wide range of incident
angles (see inset of Fig. 2) with a deviation toward the blue
for intermediate oblique incidence.

The second case we studied corresponds to an alternate
sequence of single-pitched ChLC, with the same parameters
as above, and an isotropic dielectric slab, with refractive in-
dex n=1.5 and thickness d=0.5 um. We imposed the first
and last layers to be a polymeric ChLC so that the lower
order sequences are S;={A}, S,={ABA}, S;={ABABA}, and
S,={ABABABA}, where A is the polymeric ChLC layer and
B is the isotropic dielectric one (see a schematic view of the
S5 alternate sequence in Fig. 3). The CIE 1931 chromaticity
diagram of the S, system is shown in Fig. 4.

For normal incidence, this structure exhibits a reflection
spectrum with white chromaticity similar to the one pre-
sented by the previous F, structure with defect angle «
=30°."8 Despite this fact, we obtained a quite different color
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ID

ChLC

FIG. 3. (Color online) Schematic of a multilayered structure composed of an
alternate sequence of a single-pitched ChLC and an isotropic dielectric layer
with helicity mismatch. P represents the pitch length and d is the thickness
of the isotropic dielectric layer. The five layer structure shown corresponds
to the S;={ABABA} alternate sequence.

trajectory in the CIE 1931 chromaticity diagram as a func-
tion of the incidence angle. In this case, a much larger color
shift is observed as the incidence angle is increased with a
complex dependence of the chromaticity on the incidence
angle. A sensible deviation toward the red is already obtained
for incidence angles of 15°, followed by a complex sequence
of chromaticity change as the incidence angle is further in-
creased.

In order to have a closer understanding of the observed
differences between the CIE 1931 chromaticity diagrams of
the F, and S, structures, we plot the reflection spectrum for
each structure at typical incidence angles, as shown in Figs.
5 and 6. In these figures, we also show the blue, green, and
red color matching functions used to obtain the chromaticity
diagrams. Notice that both structures display similar reflec-
tion spectra for small incidence angles, with the reflection
spectrum of the F, structure having a slightly closer match-
ing with the RGB bands. Up to ¢=30°, these spectra are
also nearly independent of the incidence angle with just a
slight displacement of the whole spectrum in the visible re-
gion toward smaller wavelengths. It is this process that pro-
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FIG. 4. (Color online) CIE 1931 chromaticity diagram of the S, system. The
continuous lines represent the trajectory of the reflected light chromaticity as
the incidence angle is varied. Although the chromaticity of the reflected light
for normal incidence is similar to that of the F, Fibonacci structure with
defect angle @=30°, the S, structure exhibits a complex sequence of color
shifts for oblique incidence.
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FIG. 5. (Color online) Reflection spectra of the F, structure with defect
angle a=30° for different incidence angles (¢). The color matching func-
tions used to obtain the chromaticity diagrams are also shown. For ¢
=30° the reflection spectra are quite similar with a slight deviation in the
reflection bands toward lower wavelengths. For larger incidence angles, the
reflection spectra display just a small superposition with the red and green
color matching functions, which result in the overall blueshift of the result-
ing chromaticity. Approaching nearly tangent incidence, the reflection bands
become wider and the reflected light converges to the white chromaticity
irrespective of the defect angle.

duces the main shift in the reflection chromaticity toward the
blue of both F, and S, structures. A substantial difference is
already observed for ¢=45°, where the initial RGB color
bands become narrower and displaced toward the blue and
ultraviolet regions with just a small superposition with the
red and green color matching functions. Reflection bands
that were originally centered in the infrared spectral region at
normal incidence are displaced to the visible spectrum.
Therefore, the displacement of the bands, as well as their
distortion, has an impact on the chromatic expression. This
impact is more pronounced for the case where the original

d
o

]
o

B 15

wn

°

Reflectance

Reflectance
[
G

=
|7

900 400 500 600 700 800 900 900 400 500 600 700 800 900

Wavelength (nm) ‘Wavelength (nm)
20 20
5 75’

§ 15 § 15
g R s ;
310 o 310 Gk
= =
o] o)
05 & 0.5

900 200 500 600 700 800 900 3
Wavelength (nm)

400 500 600 700 800 9
Wavelength (nm)

FIG. 6. (Color online) Reflection spectra of the S, system for different
incidence angles (¢). In comparison to F, spectra, the reflection bands for
normal incidence are narrower, which result in a stronger sensitivity of the
chromaticity on the incidence angle. Although there is an overall tendency
toward a blueshift, the chromaticity presents a complex dependence on the
incidence angle as the reflection bands cross over the color matching
functions.
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reflection bands are narrower, as it happens with the alternate
S, structure. As one approaches to nearly tangent incidences,
the reflection spectrum becomes broader and the reflected
light naturally returns to the white chromaticity.

IV. CONCLUSION

In conclusion, we studied the reflection spectrum of mul-
tilayered dielectric structures incorporating ChLCs by em-
ploying the Berreman matrix formalism. In particular, we
considered a single-pitched ChLC multilayered film with
quasiperiodic Fibonaccian phase defects as well as an alter-
nate sequence of single-pitched ChLC and isotropic dielec-
tric layers. These systems were recently shown to exhibit a
RGB reflection spectrum of circularly polarized light for nor-
mal incidence,'”'® especially the n=4 generation. Here, we
showed that the chromaticity of both structures deviates from
the white color as the incidence angle is increased. However,
the chromaticity of the Fibonaccian structure is less sensible
to the incidence angle when compared to the alternate se-
quence. The closer omnidirectional RGB reflectivity is ob-
tained for defect angle a=30° with some chromatic devia-
tion to the blue for incidence angles in the range 30<¢
<60°. This feature was associated to the fact that the Fi-
bonaccian structure sustains wider RGB reflection bands at
normal incidence. We would like to stress that to promote the
development of feasible reflective color displays, it is essen-
tial to achieve a nearly omnidirectional RGB reflection. Our
results indicate that multilayered structures, with wide reflec-
tion bands that can be tuned at the RGB frequencies by con-
trolling a few system parameters, are ideal candidates that
can sustain a reduced chromaticity shift in a wide range of
incidence angles.
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