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viResumoUm importante problema em Físia está relaionado ao estudo de proessosestoástios e �utuações de variáveis dinâmias. Em uma variedade de sistemas,algumas das variáveis obervadas têm uma qualidade marosópia, no sentido deque elas representam a média ou a soma sobre o espaço ou tempo de quantida-des mirosópias. Quando efeitos de mémoria de longo alane ou orrelação nãodesempenharem um papel signi�ativo, então as ondições neessárias e su�ientespara a validade do Teorema do Limite Central podem ser satisfeitas. Freqüentementeo segundo momento da variável em questão não diverge. Conseqüentemente em mui-tos exemplos importantes, as �utuações de muitos sistemas seguem uma estatístiaGaussiana. Em ontraste, sistemas omplexos geram �utuações que muitas vezesos desviam da estatístia Gaussiana. Aqui, nós foamos em duas propriedades re-laionadas à �utuações Gaussianas: (i) monofratalidade e (ii) homoedastiidade.Espei�amente, disutimos primeiro a questão geral sobre a natureza da relaçãoentre multifratalidade e heteroedastiidade. Apliamos a �multifratal detrended�utuations analysis� a uma série temporal �naneira não estaionária e de altafreqüênia referente à taxa ambial. Como um segundo teste, apliamos a mesmaténia de análise para a série de áudio da quinta sinfonia de Beethoven. Obtive-mos resultados que indiam que a heteroedastiidade pode ausar ou aumentar amultifratalidade. Também investigamos em detalhes a onvergênia para o regimehomoedástio e monofratal Gaussiano usando o método matemátio de seções deLévy, omo previamente apliado a séries temporais. Apresentamos onlusões re-laionadas a estes questionamentos e disutimos a generalidade destes resultados noontexto da Físia de sistemas omplexos.Instituto de Físia - UFAL



viiAbstratAn important problem in Physis onerns the study of stohasti proesses and �u-tuations away from the mean of dynamial variables. In a wide range of systems,some of the observed variables have a marosopi quality, in the sense that theyrepresent averages or sums over time or spae of "mirosopi"quantities. Whenlong-range memory or orrelation e�ets do not play a signi�ant role, then the ne-essary and su�ient onditions for the Central Limit Theorem to hold an beomesatis�ed. Quite often, the seond moments of the studied dynamial variable do notdiverge, hene in many important instanes, the �utuations of many systems followGaussian statistis. On the other hand, omplex systems generate some variabilitiesthat often deviate them from Gaussian statistis. Here, we fous on two propertiesrelated to Gaussian �utuations: (i) monofratality and (ii) homoskedastiity. Spe-i�ally, we �rst address the general question about the nature of the relationshipbetween multifratality and heterosedastiity. We applied multifratal detrended�utuation analysis to a nonstationary high frequeny �nanial time series obtainedfrom urreny markets. As a seond test, we applied the tehnique to the audio timeseries of Beethoven's �fth symphony. We obtained results suggesting that heterose-dastiity an ause or inrease multifratality. We also investigate in greater detailthe onvergene to the homoskedasti and monofratal Gaussian regime, using themathematial formalism of Lévy setions, as previously applied to time series. Wereport several onlusions related to these questions and disuss the generality ofthese results in the ontext of the physis of omplex systems.
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Capítulo 1
Introdução Geral
1.1 Físia Estatístia e Complexidade

Sistemas omplexos tais omo eossistemas e merados �naneiros, possuemalgo em omum om aqueles analisados por Físia Estatístia. A questão entral deFísia Estatístia é tratar de fen�menos marosópios que resultam de interaçõesmirosópias entre vários �indivíduos�. Considere o movimento de objetos inani-mados, tais omo pó de serra lançados num �uido turbulento. O omportamentode uma partíula sobre o �oeano� é in�ueniado por ada olisão que ela sofre aada piosegundo (10−12s) om aproximadamente 1010 moléulas mirosópias do�uido. Contudo, os avanços na área de turbulênia não surgem da resolução das
1010 olisões num omputador. O entendimento das observações é feito em termosde fen�menos oletivos que obedeem não as Leis de Newton, mas sim leis de esalaem turbulênia.Como exemplo ilustrativo, onsidere um sistema omplexo de interesse em1



1 Esala e Universalidade 2eonomia, tal omo o merado aionário. Neste aso, o valor de uma determinadaação é in�ueniada por todos os ompradores sob variados graus. Uma vez que adagrupo de ompradores deide se omportar de uma erta maneira, o valor da ação irámudar. Contudo, ada omprador está seguindo regras bem de�nidas e do mesmomodo que as partíulas de pó de serra seguem ertas regras. Não sabemos muitosobre a ompleta onexão entre a quantidade mirosópia e marosópia observada,o valor da ação e as regras individuais seguidas pelos ompradores. Similarmente,não sabemos muito a respeito da onexão entre a veloidade das partíulas de pó deserra e as leis mirosópias seguidas pelas 1010 moléulas de água que olidem omas partíulas a ada piosegundo.Uma vez que a Físia Estatístia busa expliar o omportamento maros-ópio que resulta de interações de muitos omponentes mirosópios, logo ela ébastante útil para o problema geral de tentar entender sistemas omplexos.1.2 Esala e Universalidade
Fen�menos omplexos têm pelo menos dois aspetos quanti�áveis em o-mum:( i ) Ausênia de uma esala bem de�nida, possuindo uma simetria de invariâniade esala.( ii ) Ausênia de segundo momento estaionário nos sinais gerados, ou seja, suavariânia não é onstante no tempo. Dizemos que os sinais possuem umaInstituto de Físia - UFAL



1 Esala e Universalidade 3dinâmia heteroedástia 1.Existe uma relação direta entre estes dois aspetos da dinâmia de sistemasomplexos? A resposta é a�rmativa e, uma das haves para o entendimento destarelação vem de observações obtidas de estudos anteriores, onde fen�menos heteroe-dástios seguem uma dinâmia multifratal [1℄ e não monofratal [2℄. Monofrataisreferem-se aos asos onde um únio expoente de esala ou dimensão fratal arate-riza inteiramente o sistema. Em ontraste, sistemas ujas dinâmias são multifra-tais neessitam de mais de um expoente para serem araterizados ompletamente.Esta questão será abordada em maior detalhe no Cap. (3).Simetria de invariânia de esala é freqüentemente observada em sistemasque se enontram longe do equilíbrio, nas proximidades de pontos rítios (veja ref.em [3℄), as vezes onheida omo Fen�meno Crítio. De forma ontra-intuitiva,em vez de a orrelação C(r) entre sub-unidades de um sistema omplexo separadaspor uma distânia r deair de forma exponenial om r: C(r) ∼ e−r/ξ, onde ξ é oomprimento de orrelação (omprimento de esala araterístio aima do qual afunção de orrelação se torna desprezível), os resultados de experiênias, bem omode diversos outros resultados teórios, mostram que o deaimento exponenial dafunção de orrelação (espaial ou temporal) é válido somente para sistemas distantesde seus pontos rítios. Nas proximidades de tais pontos a função de orrelação seomporta sob a forma de lei de potênia: C(r) ∼ rη−1, onde η é um exemplo deexpoente rítio.Expoentes rítios, tais omo η, possuem um aráter universal, sendo in-1 O termo Heteroedástio tem sua origem no Grego �hetero� (diferente) e �skedastios� (disper-são) � dispersão diferente. O termo heterosedástio também é orreto e freqüentemente utilizado.Instituto de Físia - UFAL



1 Eonofísia 4dependente da natureza do sistema. A desoberta desta universalidade implia aexistênia de meanismos mais profundos, geralmente simples, responsáveis peloomportamento dos sistemas rítios [4℄. Tais idéias têm guiado os físios em pro-blemas de investigação interdisiplinares e puseram em evidênia semelhanças entreproblemas e disiplinas aparentemente muito diferentes. Retomaremos a tais ques-tões posteriormente.Sem perda de generalidade e admitindo a importânia de fen�menos eon�mi-os, optamos por analisar as propriedades estatístias e de esala de séries temporais�naneiras. A riqueza e omplexidade dinâmia do merado �naneiro deu origem auma nova área denominada Eonofísia [1℄. O interesse pela Eonofísia aumentoubastante om a publiação dos trabalhos de Rosario Mantegna e de H. E. Stanley,que em 1995 analisaram as variações no índie Standard & Poor's 500 da bolsa deNova Yorque [5℄.1.3 Eonofísia
A Eonofísia é o estudo de meanismos eon�mios a partir de uma óptiaempíria e lógia visando uma orrelação om a Físia. As origens da Eonofísiapodem ser remetidas ao ano de 1960, om os trabalhos do matemátio Benoit Man-delbrot [1℄ ou mesmo ao ano de 1900, om a tese de doutorado de Louis Bahelier,sobre a espeulação �naneira, intitulada �Théorie de la spéulation� [6℄ (veja tam-bém ref. em [7℄).Mesmo antes da desoberta do movimento browniano (MB) em 1827 peloInstituto de Físia - UFAL



1 Eonofísia 5botânio Robert Brown [8℄, ao observar o movimento desordenado de grãos de pólen�dissolvidos� em água, uja expliação se deu somente om os trabalhos de Einsteinem 1905 2, Bahelier prop�s um modelo tipo MB para a dinâmia de preços deativos �naneiros. Do ponto de vista eon�mio, Bahelier investigou variações nopreço, enquanto eonomistas tratavam prinipalmente de variações no logarítmo dospreços; fato este que não diminui o valor do trabalho pioneiro de Bahelier [5℄.Retorno e Volatilidade FinaneiraMais importante que saber o valor de ativo �naneiro em um dado instantede tempo k, é saber o quanto de luro é obtido numa transação envolvendo a omprae a venda deste ativo, separadas por um dado intervalo de tempo. Tome o preço doativo em instantes onseutivos de tempo. A diferença dos preços entre estes doisinstantes é dada por ∆S(k) = S(k) − S(k − 1). De�ne-se a variação relativa depreços ou retorno líquido simples, entre os mesmos instantes de tempo, por:
R(k) =

S(k) − S(k − 1)

S(k − 1)
. (1.1)Note que, ao reesrever a eq. 1.1 na forma 1+R(k) = S(k)

S(k−1)
, apliando-se o logarítmona expressão anterior obtém-se:

ln
[ S(k)

S(k − 1)

]

= ln[1 +R(k)] (1.2)e, omo para pequenos valores de R(k) (omo geralmente é o aso), pode-se esrever2 O MB foi o tema da tese de doutoramento de Einstein e, apesar de ele ter ganhado o prêmioNobel pelo Efeito Fotoelétrio, sua teoria para o MB é onsiderada um dos trabalhos mais notáveisda sua arreira, sendo responsável por um grande avanço nos ampos da químia e da físia.Instituto de Físia - UFAL



1 Eonofísia 6
ln[1 +R(k)] ≈ R(k), �de�nimos� o log-retorno omo:

r(k) = ln
[ S(k)

S(k − 1)

]

. (1.3)Desta forma, analisar a série de log-retorno dos preços é equivalente a analisar aquelaontendo o retorno líquido simples. Esta possui a informação relevante que é o luro(ganho) e/ou perda, obtido em uma dada transação.Uma segunda quantidade de grande importânia em �nanças é a medidado riso de um investimento. Esta medida está relaionada a outra quantidade,denominada de volatilidade. A volatilidade é de�nida omo o desvio padrão (estasde�nições estatístias são abordadas no Cap. 2) do retorno para um dado intervalode tempo τ , matematiamente:
σ(rτ ) ≈ |rτ | . (1.4)Logo, neste trabalho a volatilidade é de�nida omo o valor absoluto do retorno�naneiro.Enquanto a série temporal de preços de um ativo �naneiro possui ambos �média (primeiro momento estatístio) e variânia (segundo momento estatístio) �dependentes do tempo, a série de retornos, obtida da série original de preços atravésda transformação dada pela eq. 1.3, possui o primeiro momento aproximadamenteonstante, mantendo apenas o aráter heteroedástio da variânia.Hipótese de Merado E�ienteA Hipótese do Merado E�iente foi formulada durante déada de 70 porEugene Fama [9℄, que em sua tese de doutorado demonstrou que em merados ondeInstituto de Físia - UFAL



1 Eonofísia 7há um grande número de investidores bem informados, o preço atual de um ativo�naneiro re�ete todas as informações e expetativas dos partiipantes do merado.Consequentemente, nenhum luro pode ser obtido a partir de negoiações baseadasem informações do merado, pois tais informações já foram inorporadas no preçodo ativo [5℄, em outras palavras, a hipótese de merado e�iente a�rma que a ota-ção de um ativo é ompletamente imprevisível. Um merado omo este possui umomportamento similar àquele das partíulas de pó de serra num �uido, ou seja, éum tipo de random walk unidimensional, onde a série dos preços é desorrelaionadano tempo.Existem duas maneiras distintas de abordagem em �nanças [10℄: AbordagemFundamentalista e Abordagem Ténia ou Gra�sta. A primeira abordagem se baseiana idéia da existênia de uma orrelação lógia entre o valor intrínseo de uma açãoe seu preço de merado. Este valor levaria em onta todo o patrim�nio da empresauja ação está assoiada, bem omo fatores externos: desempenho e posição norespetivo setor de atuação, grau de atualização tenológia dos empreendimentos daempresa, até mesmo fatores polítios relaionados à área de atuação da empresa. Jáa segunda abordagem se utiliza de dados do passado (séries temporais) omo fonte deprevisibilidade do omportamento dos preços num instante de tempo futuro, tendoomo objetivo identi�ar oportunidades de ompra e venda de ações, determinarlimites de osilação de preços, tornando, desta forma, possível o estabeleimento deestratégias de riso.Num merado que satisfaça ompletamente a Hipótese de Merado E�iente,não existiria forma dos fundamentalistas obterem luros aima da média e nem dosgra�stas teriam omo anteipar novas tendênias ou movimento dos preços. ObterInstituto de Físia - UFAL



1 Objetivos e Organização da Tese 8luro aima da média num merado omo este seria apenas uma questão de sorte.De fato, a Hipótese de Merado E�iente é apenas uma idealização, ela serveomo referênia para riação de modelos matemátios.Entre os problemas abertos Eonofísia estão os seguintes: (i) a origem dasaudas grossas nas distribuições de retornos �naneiros, (ii) a araterização daspropriedades multifratais destas séries, (iii) a importânia do papel de orrelaçõesde longo alane multifratais nos retornos absolutos e (iv) a onvergênia das sériespara o regime Gaussiano. Nesta última linha, o uso de um teorema denominadoSeções de Lévy tem se mostrado útil, voltaremos nesta questão no Cap. 41.4 Objetivos e Organização da Tese
Nesta tese investigamos o grau om que a multifratalidade e a heteroedas-tiidade estão relaionados. Um ausa o outro? Ou são ompletamente desorre-laionados? Também investigamos o proesso de onvergênia de séries temporaisao regime Gaussiano monofratal e homoedástio monofratal via Seções de Lévy.Esse regime representa um importante aspeto em Físia Estatístia de sistemas emequilíbrio. Analisamos também a �natureza� deste proesso, ou seja, o modo queas Seções de Lévy promovem a onvergênia. No Cap. 6 desta tese estes questiona-mentos são respondidos.Esta tese está dividida da seguinte forma: O Cap. 2 é dediado ao estudo deoneitos estatístios, no Cap. 3 mostramos os oneitos de fratalidade apliados aséries temporais, no Cap. 4 estudamos o proesso de onvergênia ao regime Gaus-Instituto de Físia - UFAL



1 Objetivos e Organização da Tese 9siano via Seções de Lévy, os resultados e suas disussões são apresentados no Cap. 6e no Cap. 7 apresentaremos as onlusões.
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Capítulo 2
Propriedades Estatístias em SériesTemporais

Como araterizar quantitativamente as propriedades estatístias de sériestemporais? Este apítulo é dediado a esta questão. Apresentamos aqui oneitosestatístios básios tais omo: o de variáveis aleatórias, funções densidade de proba-bilidade, momentos estatístios, teorema do limite entral (TLC), TLC generalizado,funções de orrelação e espetro de potênia.2.1 Variáveis Aleatórias
Na Meânia Clássia, uma vez onheida a posição e veloidade de umapartíula para um instante de tempo t qualquer, estas quantidades se tornam bemde�nidas para qualquer instante de tempo posterior ao apliar as Leis de Newton daMeânia. Imagine agora um sistema omposto por um número N de partíulas. Nasua desrição por intermédio das leis da Leis de Newton seria neessário a resolução10



2 Variáveis Aleatórias 11de um onjunto de 3N equações difereniais (uma para ada omponente de posição)no aso de o sistema não possuir vínulo, além de ser neessário onheer os valoresda posição e veloidade de ada uma das partíulas para um dado instante de tempo.Esse proedimento se torna inviável em oasiões onde as ondições iniiais não sãobem de�nidas e/ou o número N de partíulas for muito grande. Para estes asosum tratamento estatístio do sistema se torna essenial.No primeiro aso onde existe uma relação matemátia bem de�nida paraada omponente de posição e momento da partíula em função do tempo, dizemosque estas quantidades são determinístias. Já no segundo aso, onde não existe talrelação de�nida para as quantidades físias do sistema, dizemos que estas quantida-des são aleatórias ou estoástias, e é omum a utilização de letras maiúsulas pararepresentá-las. Digamos que alguém queira realizar um experimento, por exemplo,aquele onsistindo no lançamento de um total de 10 moedas. De�na uma variável
X omo a diferença entre o número de moedas que aem om a fae ara voltadapara ima e aquele número em que a fae oroa é a superior. O onjunto de reali-zações possíveis para variável X, omumente representados por letras minúsulas, éhamado de domínio da variável ou espaço amostral (é omum representar o espaçoamostral relaionado a uma variável aleatória X por S), que para este exemplo empartiular é omposto por

x = 0, 1, . . . , 10 .Antes de as moedas serem lançadas só faz sentido falar na probabilidade desta oudaquela realização x para a variável X oorrer. Uma vez realizado o experimento,falar de probabilidade perde o sentido pois sabemos o valor de x om erteza. Estaé a prinipal araterístia de uma dada variável aleatória: seu valor só se mostraInstituto de Físia - UFAL



2 Distribuições de Probabilidade 12através de uma medida.As variáveis aleátorias podem ser disretas ou ontínuas. Ela será disretaquando a menor diferença entre dois possíveis valores de suas realizações for �nita,omo é o aso do exemplo anterior. No aso de uma variável ontínua se, ao passarde um valor real a para um outro valor b, ela assumir todos os valores intermediáriosentre a e b. Como exemplo de uma variável aleatória ontínua temos a medida datemperatura T em um dado experimento. Em geral, medições dão origem a dadosontínuos e ontagens ou enumerações a dados disretos [11℄.2.2 Distribuições de Probabilidade
A probabilidade é a quantização das expetativas em relação ao resultadode um experimento. Seja a uma possível realização de um experimento e p(a) suarespetiva probabilidade (a pode representar as �utuações na taxa ambial entreduas moedas quaisquer; poderia ser o número referente à fae de um dado lançado,ou qualquer outra realização de uma variável aleatória); quando N experimentosidêntios forem realizados, espera-se que a oorra Np(a) vezes. No limite do númerode experimentos tendendo a in�nito (N → ∞), espera-se que a fração do número deexperimentos que resultam em a seja p(a). Um aso espeial e muito importante éaquele no qual um experimento possa resultar em n realizações igualmente prováveis.Se um número m destes resultados orresponde à realização de a, então, p(a) serádado por:

p(a) =
m

n
.Instituto de Físia - UFAL



2 Distribuições de Probabilidade 13Dada uma possível realização de uma variável disreta X e sua respetivaprobabilidade de oorrênia p(x), é possível �mapear� o espaço amostral S, de�nidopelo onjunto {xi} das realizações de X, no espaço de probabilidade de�nido peloonjunto {pi} sobre S. Aqui o índie i é para difereniar as possíveis realizações de
X de suas respetivas probabilidades de oorrênia. O onjunto de probabilidades{pi} de�nido sobre o espaço S deverá satisfazer as seguintes ondições:1. Condição de positividade:

pi ≥ 0 (2.1)e2. Condição de normalização:
n
∑

i=1

pi = 1 . (2.2)A probabilidade em um experimento de a variável aleatória se enontrar entreos valores a e b será dada por:
P (a ≤ x ≤ b) =

∑

a≤x≤b

p(xi) , (2.3)onde a soma perorre todos os valores das possíveis realizações entre a e b.A Função Densidade de Probabilidade (PDF em inglês), PX(x), é de�nidaomo:
PX(x) =

n
∑

i=1

piδ(x− xi) , (2.4)onde δ(x−xi) é a função Delta de Dira. Já a Função Distribuição de Probabilidade(DF em inglês), FX(x), é de�nida omo:
FX(x) =

∫ x

−∞

dy PX(y) =
n
∑

i=1

pi θ(x− xi) , (2.5)Instituto de Físia - UFAL



2 Distribuições de Probabilidade 14onde θ(x− a) é a função de passo Heaviside:
θ(x− a) =



























0 se x < a

1
2

se x = a

1 se x > a .

(2.6)A DF representa a probabilidade da variável X ter sua realização pertenenteao intervalo ] − ∞, x]. O fato da PDF ser positiva de�nida implia que a DFseja sempre uma função monot�nia resente de x, tendo omo valores limites
FX(−∞) = 0 e FX(∞) = 1. Note que a PDF pode ser obtida a partir da derivadada DF (PX(x) = dFX(x)/dx).A Fig. 2.1 mostra PDF e DF de uma varíavel aleatória disreta X referenteao lançamento de um dado om �faes desiguais�. O domínio de X onsiste dosvalores xi (i = 1, . . . , 6), referente à realização da i-ésima fae num lançamento.
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2 Distribuições de Probabilidade 15

Figura 2.1: (a) PDF referente ao lançamento de um dado de faes desiguais. Os valores xiom i = 1, 2, . . . e 6 são as possíveis realizações de X, já o tamanho das setas indiam suasrespetivas probabilidades de oorrênia: p1 = 1
8 , p2 = 1

4 , p3 = 1
8 , p4 = 1

6 , p5 = 1
12 , p6 = 3

12 .(b) Função Distribuição de Probabilidade assoiada a PX(x). Note o omportamentomonot�nio resente da função DF.
Instituto de Físia - UFAL



2 Distribuições de Probabilidade 16No aso de X ser uma variável aleatória ontínua, a eq. 2.3 deve ser repassadapor
P (a ≤ x ≤ b) =

∫ b

a

dx PX(x) , (2.7)onde PX(x) é a PDF ontínua (assumida existir) assoiada à variável aleatória
X e, PX(x)dx é a probabilidade da variável X ser obtida para os valores om-preendidos entre x e x + dx. A PDF deverá satisfazer as ondições PX(x) ≥ 0 e
∫ +∞

−∞
dyPX(y) = 1. Já a DF para uma variável aleatória ontínua X é dada por

FX(x) =

∫ x

−∞

dyPX(y) . (2.8)Momentos EstatístiosTodas as informações referentes a uma dada variável aleatória X estão on-tidas em sua PDF e na auto-orrelação presente em suas várias realizações. Entre-tanto, di�ilmente em situações reais a determinação da PX(x) é possível. Nestesasos, se faz neessária a obtenção de informações a partir dos momentos relaiona-dos a X (além da função de auto-orrelação desrita posteriormente).O primeiro momento, ou simplesmente valor médio 3, referente a um onjuntode realizações da variável aleatória X, é esrito omo:
〈X 〉 =

1

N

N
∑

i=1

xi , (2.9)onde xi é referente a i-ésima realização da variável X e N é o número de suas3 O valor médio da variável X é freqüentemente onfundido om outras duas quantidades: ovalor mais provável xp e a mediana xm. O valor mais provável xp é tal que PX(xp) é máximo e amediana é tal que ∫ xm

−∞
yPX(y) =

∫

∞

xm

yPX(y) = 1

2
.Instituto de Físia - UFAL



2 Distribuições de Probabilidade 17realizações. O valor médio 〈X 〉 é muitas vezes denotado por E[X] ou simplesmente
µ. O momento de p-ésima ordem em torno da origem é esrito na forma:

µp =
1

N

N
∑

i=1

xp
i . (2.10)No aso de uma variável aleatória ontínua X, o p-ésimo momento é de�nido omo:

〈X 〉 ≡
∫ ∞

−∞

dx xpPX(x) . (2.11)Um aso muito importante refere-se aos momentos de alta ordem em tornoda média, os quais são obtidos repassando xi por (xi−µ) na eq. 2.10 e x por (x−µ)na eq. 2.11 no aso de variáveis ontínuas:
µp ≡

∫ ∞

−∞

dx (x− µ)pPX(x) . (2.12)O segundo momento é onheido omo a variânia, a qual, para onjunto de reali-zações da variável aleatória X é esrita na forma:
σ2

X =
1

N

N
∑

i=1

[

xi − 〈Xi〉
]2

. (2.13)Já o desvio padrão é obtido tomando a raiz quadrada da variânia.Enquanto o primeiro momento é referente a uma medida de tendênia entral(tende a se loalizar em um ponto entral), a variânia é uma medida de dispersãodas realizações de X em torno da média. Atualmente tem se tornado omum o usode momentos de alta ordem normalizados no estudo das propriedades estatístiasde sistemas. Abordaremos esta questão na seção (4.3).
Instituto de Físia - UFAL



2 Distribuições de Probabilidade 18Funções geradora de momento e araterístiaA função geradora de momento,MX(k), referente à variável aleatória X ujaPDF é PX(x), é de�nida omo
MX(k) ≡ 〈 ekX 〉 =

∫ ∞

−∞

dx ekxPX(x) . (2.14)Expandindo em uma série de Taylor:
MX(k) =

∫ ∞

−∞

dx ekxPX(x)

=

∫ ∞

−∞

dx
∞
∑

n=0

(

kx

n!

)n

PX(x)

=

∫ ∞

−∞

dx

(

1 +
kx

1!
+

(kx)2

2!
+ O[k2]

)

PX(x)

=

∫ ∞

−∞

dx PX(x) +
k

1!

∫ ∞

−∞

dx xPX(x) +
k2

2!

∫ ∞

−∞

dx x2PX(x) + O[k2]

= 1 +
k

1!
〈X 〉 +

k2

2!
〈X2 〉 + O[k2]

=

∞
∑

n=0

kn 〈Xn 〉
n!

. (2.15)A expansão na eq. 2.15 só faz sentido quando os momentos de alta ordem em tornoda origem forem pequenos, garantindo a onvergênia da série [12, 13℄. Quando estefor o aso, vemos que o momento de p-ésima ordem em torno da origem pode serobtido a partir da mesma ordem de derivada da função geradora de momento:
µp = 〈Xp 〉 = lim

k→0

dp

dkp
MX(k) . (2.16)A função araterístia (FC) pode ser obtida a partir da eq. 2.14 pela trans-formação k → ik:

fX(k) ≡ 〈 eikX 〉 =

∫ ∞

−∞

dx eikxPX(x) . (2.17)Instituto de Físia - UFAL



2 Exemplos Ilustrativos de Distribuições 19Note que a FC é basiamente a transformada de Fourier da PDF, e é uma função on-tínua de k om seguintes propridades: fX(k = 0) = 1, |fX(k)| ≤ 1 e fX(−k) = f ∗
X(k).Logo, a PDF é dada pela transformada de Fourier inversa da FC

PX(x) =
1

2π

∫ ∞

−∞

dk e−ikxfX(k) . (2.18)Já a eq. 2.16 pode ser reesrita em termos da FC:
µp = 〈Xp 〉 = lim

k→0
(−i)p dp

dkp
MX(k) . (2.19)2.3 Exemplos Ilustrativos de Distribuições

Distribuição BinomialEventos araterizados por suessivas tentativas, independentes entre si, adaqual om apenas duas possibilidades, são desritos pela Distribuição Binomial. Umexemplo lássio em físia onde a Distribuição Binomial é apliada é a aminhadaaleatória.Imagine uma partíula on�nada a se mover em uma dimensão. Suponhaque a partíula possa efetuar desloamentos de tamanho �xo ℓ, om probabilidade
p do desloamento no sentido positivo (direita) e probabilidade q = 1−p no sentidonegativo (esquerda), de forma que a posição da partíula em relação à origem podeser esrita da forma x = mℓ, om m ∈ Z orrespondente à diferença entre o númerode passos para a direita (nr) e aquele para a esquerda (nl). É importante notar que,Instituto de Físia - UFAL



2 Exemplos Ilustrativos de Distribuições 20uma vez �xada as probabilidades p e q, os passos tornam-se estatistiamente inde-pendentes. Desta forma, a posição da partíula no n-ésimo desloamento dependeráde sua posição anterior. Já o fato de ela ter se desloado para a esquerda ou direitanão in�uenia no sentido do passo seguinte.Utilizando o fato dos passos serem estatistiamente independentes, a pro-babilidade da partíula ter realizado nr desloamentos para a direita e nl para aesquerda após n desloamentos (n = nr + nl) pode ser esrita na forma:
W (nr) =

n!

nr!nl!
pnrqnl

=
n!

nr!(n− nr)!
pnr(1 − p)n−nr , (2.20)onde o fator n!

nr!nl!
é referente ao número de ombinações possíveis de desloamentosresultando na mesma situação �nal [14℄.Utilizando as relações m = nr − nl e n = nr + nl na eq. 2.20 obtém-seexpressão para a probabilidade da partíula ser enontrada numa posição x = mℓ�qualquer� dados n passos:

Pn(m) =
n!

[1
2
(n+m)]! [1

2
(n−m)]!

p
1

2
(n+m)(1 − p)

1

2
(n−m) . (2.21)Um aso mais simples é aquele em que p = q = 1

2
. Note que as ondições denormalização (eq. 2.2) e positividade (eq. 2.1) são satisfeitas.A difusão de um gás e aquela das partíulas de açúar em água são exemplosde aminhadas aleatórias tridimensionais om probabilidades iguais de desloamentodas moléulas em todas as direções.
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2 Exemplos Ilustrativos de Distribuições 21Distribuição NormalA Distribuição Gaussiana ou Normal (Fig. 2.2) de uma variável ontínua Xé de�nida pela PDF
PX(x) =

1√
2π σX

exp

[

−(x− µ)2

2σ2
X

]

, (2.22)onde µ e σX são a média e variânia referentes à variável aleatória X.A Distribuição normal também é onheida omo urva em forma de sinodevido ao seu formato. A importânia da distribuição Gaussiana se mostra na suaenorme oorrênia na natureza, fato deorrente do Teorema do Limite Central (TLC)que será apresentado na seção (2.4).Distribuição de LévyO matemátio franês Paul Pierre Lévy [15℄ desenvolveu uma lasse �geral�de PDF uja FC é da forma
fX(k;α, β, γ, µ) = exp [−ikµ − γ|k|α (1 − iβsgn(k) tan(πα/2))] , (2.23)onde µ ∈ R é referente à média da variável aleatória X; γ é um fator de esala eassume valores positivos; α ∈ ]0 , 2] é um parâmetro referente ao ahatamento dadistribuição (urtose); já o parâmetro β ∈ [−1 , 1] refere-se a assimetria (skewness)da distribuição. A função sgn k é de�nida na forma

sgn k =



























−1 se k < 0

0 se k = 0

1 se k > 0 .

(2.24)
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2 Exemplos Ilustrativos de Distribuições 22As distribuições de Lévy provenientes da FC desrita na eq. 2.23 se enqua-dram numa lasse de distribuições do tipo auda grossa (�fat tailed�). As distribui-ções de Lévy (para o aso de α < 2) têm a propriedade de deair de forma lenta emfunção da variável aleatória. Este omportamento das audas permite que eventosextremos sejam mais fáeis de serem observados do que no aso de uma distribuiçãoom deaimento rápido, por exemplo a Gaussiana. Esta propriedade é deorrente dofato de que para valores grandes do módulo das realizações da variável aleatória X,as distribuições de Lévy se omportam em forma de lei de potênia om expoenteentre 1 e 3:
PX(|x|) ∼ 1

|x|1+α
. (2.25)Devido a esse omportamento da PDF, os momentos de p-ésima ordem (〈Xp 〉)divergem quando p > α e α < 2. Veremos no ap. 3 que sistemas regidos por lei depotênia possuem propriedades fratais.As distribuições de Lévy são amplamente apliadas em várias áreas, omoexemplo podemos itar a eonomia (veja ref. em [16℄) onde distribuições de Lévysão utilizadas para se ajustar a parte entral das distribuições de retorno �naneiro.Uma outra apliação muito interessante das distribuições de Lévy é referente aestratégias de busa de alimentos por parte de animais. Aredita-se que, satisfeitosalguns requisitos omo alto poder de deteção da presa e abundânia de alimento,alguns animais realizam os hamados v�os de Lévy (�Lévy Flight�) na busa dealimento. Ao ontrário do movimento aleatório omum (MB) onde os passos sãofrequentemente urtos � regido pela distribuição Gaussiana, em um v�o de Lévy épossível que passos arbitrariamente grandes seja efetuados. Desta forma, omo umamaneira de aumentar as hanes de sobrevivênia, alguns animais poderiam adotarInstituto de Físia - UFAL



2 Exemplos Ilustrativos de Distribuições 23os v�os de Lévy omo uma estratégia de otimização de suas busas.Em geral não existem formas analítias para as distribuições de Lévy e, so-mente para alguns asos espeiais, expressões analítias podem ser obtidas. Seguelistado abaixo tais asos:
• Distribuição Normal, α = 2:

PX(x) =
1√
4γπ

exp

[

−(x− µ)2

4γ

]

; (2.26)
• Distribuição de Cauhy ou Lorentziana, α = 1 , β = 0:

PX(x) =
γ

π

1

(x− µ)2 + γ2
; (2.27)

• Distribuição de Lévy-Smirnov, α = 1
2
, β = 1:

PX(x) =

√

γ

2π

exp
[

− γ
2(x−µ)

]

(x− µ)
3

2

. (2.28)
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2 Exemplos Ilustrativos de Distribuições 24
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Figura 2.2: Formas analítias para as distribuições de Lévy. (a) Distribuição Gaussianapara o aso de média nula e variânia unitária. (b) Distribuição de Cauhy ou Lorentzianaom média nula e variânia unitária. () Distribuição de Lévy-Smirnov.
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2 Exemplos Ilustrativos de Distribuições 25Estabilidade GaussianaUm oneito muito importante em estatístia é aquele de estabilidade de umadistribuição. Seja S2 a soma de 2 variáveis aleatórias: S2 = X1 +X2, a distribuiçãode S2 é dita estável se ela for idêntia àquela referente a X1 e X2, ou seja, se X1,
X2 e S2 forem governadas pela mesma PDF [17℄. A PDF de S2 para as variáveisindependentes (elas não neessitam possuir idêntias PDF) é dada pela onvoluçãoentre as PDF's de ada uma das variáveis:

PS2
(s2) =

∫ ∞

−∞

dx1 PX1
(x1)PS2

(s2 − x1) = PX1
(x1) ⊗ PX2

(x2) . (2.29)O teorema da onvolução [13℄ diz que a transformada de Fourier da onvolu-ção de duas funções é igual ao produto da transformada de Fourier de ada função.Simbolizando a transformada de Fourier por F tem-se que
F [PS2

(s2)] = F [PX1
(x1) ⊗ PX2

(x2)]

= F [PX1
(x1)]F [PX2

(x2)] . (2.30)Para o aso da soma de n variáveis aleatórias independentes tem-se que
F [PSn

(sn)] =

n
∏

i=1

F [PXi
(xi)] . (2.31)Logo, a partir da eq. 2.17 perebe-se que a eq. 2.31 é a própria FC referente à Sn.Supondo que as variáveis além de independentes possuem indêntias PDF (variáveisi.i.d.)

fSn
(k) = [fX(x)]n . (2.32)Para o aso de uma distribuição Gaussiana tem-se que

fX(k) = exp

[

−σ
2
X

2
k2

] (2.33)Instituto de Físia - UFAL



2 Teorema do Limite Central 26logo
fSn

(sn) = [fX(k)]n = exp

[

−
∼
σ

2

X

2
k2

] (2.34)onde ∼
σX= σX

√
n, onsequentemente, a PDF referente à Sn também manterá suaforma funional, fazendo da Gaussiana uma distribuição estável. A onvolução de

n Gaussianas é também Gaussiana. Isto é um exemplo de estabilidade.2.4 Teorema do Limite Central
Dado um onjunto {xi} (i = 1, 2, . . . , n) de realizações independentes deuma variável aleatória X (om média e variânia �nitas), seja yn o desvio da médiadas realizações de X

yn =
1

n
(x1 + x2 + . . . + xn) − 〈X〉

= z1 + z2 + . . . + zn , (2.35)om zi = 1
n

(xi − 〈X 〉), o TLC a�rma que a PDF PYn
(yn) se aproxima de umaGaussiana à medida que n tende a in�nito; matematiamente:

lim
n→∞

PYn
(yn) =

√

n

2πσ2
X

exp

[

− ny2
n

2σ2
X

]

. (2.36)A demonstração deste teorema pode ser feito via função araterístia. Faça
fZ(k, n) a FC relaionada a z = 1

n
(x− 〈X 〉):
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2 Teorema do Limite Central 27
fZ(k, n) =

∫ ∞

−∞

dx exp

[

i
k

n

(

x− 〈X〉
)

]

PX(x)

=

∞
∑

p=0

1

p!

(

ik

n

)p ∫ ∞

−∞

dx (x− 〈X〉)p PX(x)

= 1 − 1

2

(

k

n

)2

σ2
X +

∞
∑

p=3

1

p!

(

ik

n

)p

µp .Neste ponto podemos desprezar os momentos de alta ordem, o que é justi�áveltanto pelo fato de supor a onvergênia da série de momentos quanto pelo fato deonsiderar valores grandes de n, obtendo:
fZ(k, n) ≡ fZ

(

k√
n

)

≈ 1 − 1

2n

(

k√
n

)2

σ2
X , (2.37)onde σ2

X é variânia de X (segundo momento em torno da média) de�nida na seção(2.2). A FC, fYn
(yn), pode ser esrita na forma

fYn
(k) =

[

fZ

(

k√
n

)]n

≈
(

1 − 1

2n

(

k√
n

)2

σ2
X

)n

≈ exp

[

−1

2

k2σ2
X

n

]

. (2.38)Utilizando a eq. 2.18 temos que
PYn

(yn) =
1

2π

∫ ∞

−∞

dk exp [−ikyn] exp

[

−1

2

k2σ2
X

n

]

=
1

2π
exp

[

− ny2
n

2σ2
X

]
∫ ∞

−∞

dk exp

[

− 1

2n

(

kσX − inyn

σX

)2
]

.Fazendo a mudança de variável: ζ = kσX − inyn

σX
, logo dζ = σXdk

PYn
(yn) =

1

2πσX

exp

[

− ny2
n

2σ2
X

]
∫ ∞−

inyn
σX

−∞−
inyn
σX

dζ exp

[

− 1

2n
ζ2

]

, (2.39)Instituto de Físia - UFAL



2 Teorema do Limite Central 28
PYn

(yn) =
1

2πσX
exp

[

− ny2
n

2σ2
X

] √
2nπ ,o que nos leva à demonstração do TLC:

PYn
(yn) =

√

n

2πσ2
X

exp

[

− ny2
n

2σ2
X

]

. (2.40)Devemos notar que na demonstração do TLC foi utilizado a de�nição daPDF a partir da FC (eq. 2.18) e, as únias suposições feitas foram sobre o onjuntode realizações da variável aleatória X. Isto implia que qualquer distribuição quesatisfaça as ondições do TLC tem a propriedade de onvergir para a distribuiçãoGaussiana quando o número realizações tendem a in�nito. Por isso é muito omum sedizer que a PDF Gaussiana representa um atrator no espaço das PDF's. A aráterilustrativo mostraremos este resultado para a Distribuição Binomial apresentadaanteriormente.Para grandes valores de n e nr, a distribuição binomial W (nr) (eq. 2.20)exibirá um máximo pronuniado em algum valor nr =
∼
nr e sofrerá um deaimentorápido para valores próximos de ∼

nr [14℄. Próximo do máximo de W (nr) sua variaçãofraional quando nr varia por uma unidade é muito pequena:
|W (nr + 1) −W (nr)|

W (nr)
≪ 1 .Desta forma, embora nr só possa assumir valores inteiros, om boa aproximaçãopode-se tratar W (nr) omo uma função ontínua de nr. A loalização de nr =

∼
nr domáximo de W (nr) é dada pela ondição

d[W (nr)]

dnr

∣

∣

∣

nr=
∼

nr

= 0ou equivalemente
d [lnW (nr)]

dnr

∣

∣

∣

nr=
∼

nr

= 0 .Instituto de Físia - UFAL



2 Teorema do Limite Central 29Por razões de onveniênia podemos estudar o omportamento de W (nr) em tornode seu valor máximo fazendo a substituição: nr =
∼
nr +η e expandindo a função

ln[W (
∼
nr +η)] numa série de Taylor:

ln[W (nr)] = ln[W (
∼
nr)] +B1η +

1

2!
B2η

2 +
1

3!
B3η

3 + . . . , (2.41)onde
Bk =

dk
(

ln[W (
∼
nr +η)]

)

dnk
r

∣

∣

∣

∣

η=0

. (2.42)A partir da eq. 2.20 pode-se analisar a expansão 2.41:
ln [W (nr)] = ln n! − ln nr! − ln (n− nr)! + nr ln p+ (n− nr) ln q .Podemos usar os mesmos argumentos para ln n! para n ≫ 1 omo �zemos para adistribuição W (nr). Desta forma, temos que

d ln n!

dn
=

ln(n + 1)! − ln n!

(n+ 1) − n
= ln (n+ 1) ≈ ln n . (2.43)Consequentemente:

d [ln W (nr)]

dnr
= −ln nr + ln (n− nr) + ln p− ln q . (2.44)Como a expansão é em torno de ∼

nr o termo B1 é nulo:
ln
[n− ∼

nr
∼
nr

p

q

]

= 0 . (2.45)Utilizando o fato de que p+ q = 1, obtem-se que ∼
nr= np. Utilizando este resultado,o termo B2 pode ser esrito omo

B2 = − 1

npq
. (2.46)Instituto de Físia - UFAL



2 TLC Generalizado e α-estabilidade de Lévy 30Utilizando o mesmo proedimento é possível mostrar que Bk < ηk/(npq)k−1.Para valores grandes de |B2| pode-se ignorar termos de ordem superior a η2na eq 2.41 [14℄, o que nos gera:
W (nr) =

1

(2πnpq)1/2
exp

[

−(nr − np)2

2npq

]

, (2.47)onde foi utilizada a ondição de normalização: W (
∼
nr)

∫∞

−∞
dη exp

[

−1
2
|B2|η2

]

= 1.A PDF (disreta) para a aminhada aleatória é obtida repassando nr por xna eq. 2.47
PX(x) =

1

(2πnpq)1/2
exp

[

−(x− np)2

2npq

]

. (2.48)Deve-se ter em mente que a eq. 2.48 só é apliavel nos asos de x e n grandes.Isto mostra mais uma vez o motivo das distribuições Gaussianas serem muitofrequentes na natureza, uma vez que para grandes números, distribuições que satis-fazem o TLC têm a propriedade de onvergir para uma PDF Gaussiana.2.5 TLC Generalizado e α-estabilidade de Lévy
Vimos na seção anterior que o Teorema do limite entral a�rma basiamenteque a PDF referente à soma de n variáveis aleatórias i.i.d., om média e desviopadrão �nitos, onverge para uma Gaussiana no limite que n tende para in�nito,tendo omo uma onseqüênia a estabilidade da distribuição Gaussiana. Lévy eoutros generalizaram este teorema. O TLC Generalizado a�rma que a soma de nvariáveis i.i.d. ujas distribuições possuem variânia in�nita (distribuições do tipoauda grossa) tenderá para uma distribuição de Lévy à medida que n tende a in�nito.Instituto de Físia - UFAL



2 TLC Generalizado e α-estabilidade de Lévy 31Não faremos aqui a demonstração rigorosa deste teorema, no entanto ele podeser entendido a partir da onexão para o aso da estabilidade Gaussiana mostradaabaixo: Gaussiana Lévy
Yn =

1

n

n
∑

i=1

(xi − 〈X〉) → Yn =
1

an

n
∑

i=1

(xi − 〈X〉) (2.49)
fZ(k, n) ≡ fZ

(

k√
n

)

→ fZ(k, n) ≡ fZ

(

k

an

) (2.50)
fYn

(

k√
n

)

≡
[

fZ

(

k√
n

)]n

→ fYn

(

k

an

)

≡
[

fZ

(

k

an

)]n (2.51)
an = n1/2 → an ∼ n1/α (2.52)

fYn

(

k

an

)

=

[

fZ

(

k

n1/α

)]n (2.53)A questão que devemos responder é: �uma FC om a dependênia funionalompatível om a eq. 2.53 permite estabilidade no limite que n tende a in�nito?�Vamos de�nir uma nova função ψ(k) da forma:
ψ(k) ≡ log fYn

(

k

an

)

, (2.54)logo
ψ(k) = n ψ(k/n1/α) . (2.55)Por substituição direta, tem-se que uma possível solução para ψ(k) é da forma:

ψ(k) ∼ |k|α (2.56)o que gera:
fZ(k) = exp [−γ|k|α] . (2.57)Instituto de Físia - UFAL



2 Estaionaridade e Tempo de Correlação 32Como resposta ao nosso questionamento, a eq. 2.57 representa um FC es-tável para a soma de n variáveis. Uma generalização da α-estabilidade é obtidareesrevendo a eq. 2.57 na forma (eq. 2.23):
fX(k;α, β, γ, µ) = exp [−ikµ− γ|k|α(1 − iβsgn(k) tan(πα/2))] ,e a PDF é obtida por

PX(x) =
1

2π

∫ ∞

−∞

dk exp[−ikx]fX(k;α, β, γ, µ) (2.58)onde µ representa a média, β é responsável pela assimetria, γ pela esala de PX(x)e α ∈ ]0, 2].A onvolução de duas PDF's α-estáveis de Lévy é outra PDF α-estável deLévy. Este é o aso mais geral de estabilidade para variáveis i.i.d. .2.6 Estaionaridade e Tempo de Correlação
Dado um onjunto {x(t)} de realizações de uma erta variável aleatória X,de�ne-se a função de orrelação para o onjunto {x(t)} omo:

〈 x(t1)x(t2) 〉 = C(t1, t2) . (2.59)Num sentido não muito restritivo, o onjunto {x(t)} pode ser dito estaioná-rio [5℄ se ele satisfaz as seguintes ondições:(1) A média 〈 x(t) 〉 ≡ µ é independente do tempo .(2) A função de orrelação é da forma: C(t1, t2) ≡ C(τ) om τ = t2 − t1 .Instituto de Físia - UFAL



2 Estaionaridade e Tempo de Correlação 33(3) 〈 x2(t) 〉 ≡ C(0) . Logo, a variânia do proesso C(0) − µ2 é independente dotempo.Por onveniênia, mas sem perda de generalidade, onsideremos um proessoestaionário om média nula (µ = 0) e variânia unitária (σ2 = 1). Podemos agoraretomar algumas questões levantadas no Cap. 1, om respeito à esala típia de umproesso (tempo de memória).Para um proesso estaionário, a informação a respeito do tempo de memóriapode ser obtida por meio da integral da função de orrelação C(τ). A área abaixode C(τ) pode apresentar três valores:
∫ ∞

0

dτC(τ) =



























�nitoin�nitoindeterminado . (2.60)A ∫∞

0
dτC(τ) �nita implia a existênia de um tempo de memória τ0 hamado tempode orrelação do proesso.Como menionado no Cap. 1, o deaimento exponenial da função de orre-lação refere-se a um exemplo típio de um tempo de esala bem de�ndo:

∫ ∞

0

dτ e−τ/τ0 = τ0 . (2.61)Já uma dependênia do tipo lei de potênia implia a ausênia de uma esalabem de�nida:
∫ ∞

0

dτ τ η−1 = ∞ , (2.62)se 0 < η ≤ 1. Instituto de Físia - UFAL



2 Estaionaridade e Tempo de Correlação 34Mediante a disussão anterior é onveniente analisar o omportamento davariânia relaionada à variável Sn de�nida pela soma de n variáveis aleatórias Xi ,num proesso estaionário. Similar à eq. 2.13, σ2
Sn

é esrito omo:
σ2

Sn
=

1

N

N
∑

i=1

[

si
n − 〈Sn〉

]2

, (2.63)logo:
σ2

Sn
=

1

N

N
∑

i=1

[

n
∑

j=1

xi
j − 〈

n
∑

j′=1

X i
j′
〉
]2

,

=
1

N

N
∑

i=1

[

n
∑

j=1

xi
j − 〈

n
∑

j
′
=1

X i
j′
〉
] [

n
∑

k=1

xi
k − 〈

n
∑

k
′
=1

X i
k′ 〉
]

,

=
1

N

N
∑

i=1

[

n
∑

j,k=1

xi
jx

i
k −

n
∑

j,k′=1

xi
j〈X i

k′ 〉 −
n
∑

k,j′=1

xi
k〈X i

j′
〉 +

n
∑

k′ ,j′=1

〈X i
k′ 〉〈X i

j′
〉
]

=
1

N

[

N,n
∑

i,j,k=1

xi
jx

i
k −

N,n
∑

i,j,k′=1

xi
j〈X i

k
′ 〉 −

N,n
∑

i,k,j′=1

xi
k〈X i

j
′ 〉 +N

n
∑

k′ ,j′=1

〈X
k
′ 〉〈X

j
′ 〉
]

=
[

n
∑

j,k=1

〈XjXk〉 −
n
∑

j,k
′
=1

〈Xj〉〈Xk′〉 −
n
∑

k,j
′
=1

〈Xk〉〈Xj′
〉 +

n
∑

k
′
,j

′
=1

〈X
k′〉〈Xj′

〉
]

=
[

n
∑

j,k=1

〈XjXk〉 −
n
∑

j,k′=1

〈Xj〉〈Xk′〉 −
n
∑

k,j′=1

〈Xk〉〈Xj′
〉 +

n
∑

k′ ,j′=1

〈X
k′〉〈Xj′

〉
]

=
n
∑

i=1

(

〈X2
i 〉 − 〈Xi 〉2

)

+
n
∑

i=1
j 6=i

(

〈XiXj 〉 − 〈Xi 〉〈Xj 〉
)

=
n
∑

i=1

σ2
Xi

+
n
∑

i=1
j 6=i

(

〈XiXj 〉 − 〈Xi 〉〈Xj 〉
)

. (2.64)Como o proesso é estaionário, a eq. 2.64 pode ser reesrita omo:
σ2

Sn
= nσ2

Xi
+ 2

n
∑

i=1
j<i

Cov(Xi, Xj) , (2.65)onde Cov(Xi, Xj) é a ovariânia, a qual possui um omportamento idêntio àqueleda orrelação para proessos om média nula.Instituto de Físia - UFAL



2 Estaionaridade e Tempo de Correlação 35Se a soma na eq. 2.65 permanee �nita para grandes valores de n, então asvariáveis Xi (i = 1, 2, . . . , n) são ditas fraamente orrelaionadas. Entretanto, se asoma diverge, então as variáveis possuem orrelações de longo alane. Esse om-portamento é observado em proessos estoástios araterizados por uma funçãode orrelação do tipo lei de potênia (C(τ) ∼ τ η−1). Desta forma, estudando oomportamento da variânia de Sn, obtemos informações sobre o tipo de orrelaçãonum proesso.Se as variáveis são i.i.d., os termos no somatório da eq. 2.65 se anelam
(

〈XiXj 〉 = 〈Xi 〉〈Xj 〉
), restando:

σSn
= nH σX , (2.66)onde H é o expoente de Hurst, o qual, para o aso de variáveis do tipo i.i.d. possuio valor 1/2. O expoente H será abordado om maiores detalhes no Cap. 3.Estas mesmas propriedades podem ser vistas no domínio da frequênia. Paraisso basta expressar a função de orrelação da variável aleatóriaX omo uma integralde Fourier:

C(τ) =

∫ ∞

−∞

dω J(ω) exp [iωτ ] , (2.67)onde o oe�iente J(ω) é hamado de espetro de potênia ou densidade espetralde X. Da eq. 2.67 segue que J(ω) pode ser expressado em termos da função deorrelação C(τ):
J(ω) =

1

2π

∫ ∞

−∞

dτ C(τ) exp [−iωτ ] . (2.68)No aso da função de orrelação não possuir uma esala bem de�nida:
C(τ) ∼ τ η−1 (2.69)Instituto de Físia - UFAL



2 Estaionaridade e Tempo de Correlação 36om 0 < η ≤ 1, o espetro de potênia terá a dependênia da forma:
J(f) =

c

|f |η . (2.70)Pode ser mostrado também que J(ω) ∝ | ∼
x (ω)|2.A relação entre o expoente η e o expoente de Hurst é da forma: η = 2H + 1.Alguns valores de η reebem nomes espeiais: η = 0 é referente a um ruido brano erepresenta um sinal totalmente desorrelaionado; η = 2 é o aso do MB (tambémreebe o nome de proesso Wiener). Já o aso intermediário η = 1 reebe o nome deruido 1/f e é observado em uma ampla variedade de fen�menos (veja ref. em [5℄).As eqs. 2.67 e 2.68 são onheidas omo relações de Wiener-Khinthine e,omo vimos, são de grande importânia no estudo de orrelações em séries temporais.Não usaremos aqui o espetro de potênia e outros métodos espetrográ�os porqueeles funionam orretamente apenas para séries estaionárias.
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Capítulo 3
Multifratalidade versusmonofratalidade

Qual é o omprimento do litoral brasileiro? A resposta depende da esala deresolução utilizada na medida e está relaionada om o oneito de fratalidade queserá abordado neste apítulo.Muitos fen�menos e estruturas enontradas na natureza neessitam de umformalismo matemátio espeial para quanti�á-los. Alguns padrões tais omo oresimento e a disposição de galhos e folhas em uma árvore, a formação de nu-vens, podem ser reriados a partir de regras simples de onstrução geométria, quequando exeutadas são apazes de riar estruturas de alta omplexidade. Algumasdessas estruturas têm propriedades onheidas omo fratais [1, 18℄ e para de�ní-los são neessários dois oneitos: (i) dimensão fratal � araterístia marantede uma estrutura do tipo fratal devido ao fato de freqüentemente possuir valoresfraionários, o que foge dos oneitos da dimensão topológia assoiada à geometriaeulidiana e, (ii) auto-similaridade � invariânia por mudança de esala, ela é �si-37



3 Auto-similaridade e dimensão fratal 38amente araterizada pelo fato de poder observar a mesma estrutura independenteda esala de observação.Embora a idéia de objetos om dimensão fraionária date do iníio do séuloXIX, foi o franês Benoit Mandelbrot, onsiderado o pai da geometria fratal, quema introduziu em 1975 [1℄. A palavra fratal tem sua origem do latim �fratus�:fração, fragmentado, et. Atualmente, os oneitos de fratalidade são utilizadosamplamente em muitas áreas que se estendem desde a Eonomia, Físia, Mediina,até à própria Arte.3.1 Auto-similaridade e dimensão fratal
Para os objetos geométrios tradiionais existe uma relação simples entre asua dimensão d, o número de �aixas� N (não sobrepostas) neessárias para reobrirtodo o objeto e o omprimento das aixas. Esta é a idéia do método onheido omométodo �Box-Counting� (ontagem de aixas) [19℄. Essa relação é da forma

Nn =

[

1

Ln

]d

. (3.1)onde Ln é o omprimento da aresta na nova �esala�.A ritério de visualização, apliquemos o método de ontagem de aixas aoaso bidimensional. A Fig. 3.1(a) mostra um quadrado de aresta unitária preen-hendo ompletamente a parte entral de um quadrado de aresta 3. As Figs. 3.1(b)e 3.1() são obtidas a partir da divisão suessiva da primeira, ilustrando o proessoempregado no método de ontagem de aixas. Já a tabela 3.1 relaiona o número deélulas nas Figs. 3.1(a), 3.1(b) e 3.1() que ontém parte do quadrado om a arestade ada élula. Instituto de Físia - UFAL



3 Auto-similaridade e dimensão fratal 39

Figura 3.1: Ilustração do método de ontagem de aixas para o aso 2D. O objeto éseqüenialmente dividido. A dimensão assoiada ao objeto pode ser obtida a partir daeq. 3.1, que relaiona d om a quantidade de aixas não sobrepostas neessárias parareobrir todo o objeto e o tamanho da aresta destas aixas.
Figura Número de élulas Comprimento das élulasFig. 3.1(a) N = 1 L = 1Fig. 3.1(b) N = 4 L = 1

2Fig. 3.1() N = 16 L = 1
4Tabela 3.1: Relação para 3 proessos suessivos de divisão de um objeto, empregado nométodo de ontagens de aixas, entre o número de aixas N (ontendo parte do objeto) eo omprimento L da aresta das aixas.
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3 Auto-similaridade e dimensão fratal 40A partir da eq. 3.1 assoiamos o valor 2 para a dimensão do objeto naFig. (3.1). Os valores de 0, 1 ou 3 seriam obtidos se no lugar do quadrado hou-vesse um ponto, uma reta ou um ubo, respetivamente.Consideremos um segundo objeto mostrado na Fig. 3.2. A urva triádia deKoh, omo esse objeto é nomeado, que pode ser obtida de um segmento de linhaom tamanho unitário a partir do seguinte proedimento:1 - Divida o segmento unitário (Fig. 3.2(a)) em três novos segmentos ujos om-primentos são δ = 1
3
, retire a parte entral e aresente um quarto segmentoformando a parte superior de um triângulo equilátero (Fig. 3.2(b)) � o resul-tado é a primeira geração: a urva de Koh.2 - Repita o proedimento anterior para ada segmento da primeira geração.Como resultado, serão obtidos 16 novos segmentos de tamanho: δ =

(

1
3

)2(Fig. 3.2()) � o resultado é a segunda geração.A ada repetição desse proesso, uma nova geração da urva de Koh é obtida. Éfáil pereber que na n-ésima geração (Fig. 3.2(e)) a urva possuirá 4n segmentosujo tamanho será dado por δ =
(

1
3

)n.Qual é a dimensão da urva triádia de Koh? A Fig. 3.3 [19℄ mostra oproesso de divisão da urva triádia utilizado no método de ontagens de aixas.
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3 Auto-similaridade e dimensão fratal 41

Figura 3.2: Curva triádia Koh. Cada parte da �gura representa uma geração diferente.(a) Geração de ordem zero, (b) primeira geração, () segunda geração, (d) quarta geraçãoe (e) geração de n-ésima ordem.

Figura 3.3: Ilustração do proesso de divisão de um objeto empregado pelo método deontagens de aixas para a urva triádia de Koh.Instituto de Físia - UFAL



3 Auto-similaridade e dimensão fratal 42Pode-se alular a dimensão da urva de Koh tomando o omprimento deada aixa omo o tamanho mínimo de ada parte da mesma: Ln =
(

1
3

)n, o queorresponde a Nn = 4n aixas. Utilizando a eq. 3.1 obtém-se d = log 4
log 3

≈ 1.26.Uma interpretação para a dimensão fraionária da urva triádia é que sua�rugosidade� faz om que ela oupe mais espaço que uma simples reta (uja dimensãoé 1) e menos espaço que uma superfíie (que possui dimensão 2). Desta forma, adimensão fratal, de�nida pelo grau de �rugosidade� (irregularidade) de uma formafratal, torna-se uma medida de omparação entre tais estruturas [1, 18℄.A eq. 3.1 mostra que a relação entre o número de aixas utilizado no métodode ontagem e o omprimento de ada aixa obedee uma lei de potênia. Isto per-mite a obtenção da dimensão d om o uso de uma esala logarítmia(logNn = − d logLn). Logo, a fratalidade pode ser entendida a partir dos on-eitos de simetria de esala e dimensão fraionária.Uma desoberta importante e surpreendente na última déada foi que mui-tos sistemas físios [20, 21℄, biológios e até mesmo eon�mios não possuem esalasaraterístias, isto é, eles têm propriedades fratais e mostram invariânia por mu-dança de esala [3℄. Enquanto ertas lasses de distribuições de probabilidade parauma dada variável aleatória X, por exemplo
PX(x) ∼ e−x/x0 , (3.2)possui uma esala araterístia (neste aso, assoiada ao parâmetro x0), outra lassede distribuições expressas por leis de potênia, tais omo
PX(x) ∼ 1

x µ
, (3.3)Instituto de Físia - UFAL



3 Fratalidade em Series Temporais 43mostram invariânia por mudança de esala (auto-similaridade):
PX(λx) ∼ λ−µPX(x) . (3.4)A identi�ação de sistemas onde é observado um omportamento do tipo leide potênia tem resido de forma surpreendente nos últimos anos. Como exemplos,itamos o omportamento de retornos no merado �naneiro [22, 23℄, os v�os deLévy desritos na seção 2.3, o omportamento dos intervalos entre as batidas dooração [24℄ e até mesmo a estrutura do DNA que armazena toda a informaçãogenétia [25℄.3.2 Fratalidade em Series Temporais

Na seção anterior de�nimos um objeto fratal omo aquele que satisfaz doisritérios: auto-similaridade e dimensão fraionária. A auto-similaridade impliaque um objeto é omposto de sub-onjuntos (sub-unidades) em vários níveis deesala, os quais assemelham-se ao objeto omo um todo. Esta ausênia de esalaapesar de ilimitada em termos matemátios apresenta limites nos asos reais, tanto amenor quanto a maior esala em que a auto-similaridade pode ser observada. Comoexemplo pode-se pensar em uma ouve-�or, onde a menor esala de observação éde�nida pelo tamanho de sua menor �élula� marosópia e a maior esala é aquelada própria verdura. O segundo ritério para um objeto fratal é o mesmo possuiruma dimensão fratal fraionária. Para possuir propriedades fratais, não bastaapenas satisfazer ao ritério de auto-similaridade, o oneito de dimensão fraionáriatambém deferá ser satisfeito.Instituto de Físia - UFAL



3 Fratalidade em Series Temporais 44A ausênia de um omprimento de esala araterístio não se limita somentea objetos geométrios [1℄ (veja também ref. [3℄), podendo ser apliado a séries tem-porais omplexas. O problema de se �detetar� e quanti�ar ausênia de esala emséries temporais é que, embora uma série temporal seja representada em um espaçobidimensional, os eixos da absissa e ordenada possuem unidades físias diferentes.Como um exemplo pode-se pensar numa série temporal eon�mia para o preço ouretorno (de�nido na seção 1.3) relaionados a um dado ativo �naneiro. Enquantoo eixo das ordenadas está em unidades monetárias (no aso de representar os pre-ços) ou adimensionais (no aso dos retornos �naneiros), o eixo das absissas possuiunidades de tempo (intervalo entre as transações �naneiras: segundos, minutos,dias, et.). Este não é o aso para objetos geométrios onde ambos os eixos possuemdimensão de distânia. Enquanto que o estudo de auto-similaridade para o aso deobjetos geométrios pode ser feito apenas por reesalar uma sub-unidade do objetopara o tamanho do objeto original (por multipliar ambos eixos por um mesmofator) e, depois disso omparar suas propriedades om aquelas do objeto original,para o aso de uma série temporal o estudo não é tão simples pois são neessáriosdois fatores de magni�ação, uma vez que ada eixo representa uma unidade físiadiferente.Em termos matemátios tem-se que uma dada série temporal é auto-similarse:
y(t)

d≡ aα y

(

t

α

) (3.5)onde d≡ implia que as propriedades estatístias de ambos os lados da equação sãosimilares ou idêntias. Portanto, uma série temporal será auto-similar se, quandoo eixo das ordenadas for reesalado na forma: y → aα y, e o eixo temporal forInstituto de Físia - UFAL



3 Fratalidade em Series Temporais 45reesalado por um fator a (t → t
a
), a série resultante possuir as mesmas pro-priedades estatístias que a original. O expoente α é hamado de parâmetro deauto-similaridade.Vimos no Cap. 2 que todas as propriedades estatístias de um dado onjuntode dados pode ser dado por orrelações e sua PDF, sendo, esta última, desritapor todos momentos estatístios, o que torna impratiável o uso rigoroso da eq. 3.5.O que se é feito na maioria dos asos é onsiderar uma auto-similaridade em umnível mais frao. Isso é feito por onsiderar apenas os dois primeiros momentos dadistribuição estatístia da série e de seus sub-onjuntos.Portanto, o fator de magni�açãoMx do eixo temporal pode esrito na forma:
Mx =

∆t
∼

∆t
(3.6)onde ∆t é a esala de tempo da série original e ∼

∆t é a esala temporal do sub-onjunto. Já o fator de magni�ação My é de�nido omo:
My =

S
∼

S
(3.7)onde S é o desvio padrão relaionado à série original e, ∼

S é aquele relaionado aodado sub-onjunto da série.O parâmetro de auto-similaridade α pode ser esrito omo:
α =

My

Mx
. (3.8)O parâmetro α é obtido por onsiderar sub-onjuntos de diferentes tamanhos (paramaiores detalhes veja ref. [26℄).A Fig. 3.4(a) mostra a auto-similaridade na série de retornos �naneiros,obtida gratuitamente na internet, referente à taxa de âmbio da Libra EsterlinaInstituto de Físia - UFAL



3 Fratalidade em Series Temporais 46(GBP) frente ao Dólar Ameriano (USD) para um período de aproximadamente 8mil dias de negoiação. Pode-se pereber laramente a ausênia de esala, onde oshistogramas referentes aos retornos agregados para os períodos de τ = 2, 3, 5, 10, 20,40, 60, 120 e 240 dias pratiamente se sobrepõem (após a reesala dos eixos) àquelede retornos diários (τ = 1 d). A Fig. 3.4(b) mostra o grá�o P (τ, 0) versus τ , onde
P (τ, 0) (símbolos) é referente a quantidade de pontos na distribuição de frequênia(histograma) dos retornos referentes ao retorno �naneiro nulo e, τ é o período detempo (em dias) analisado.O parâmetro de auto-similaridade foi obtido a partir da regressão por leide potênia [5, 27℄ da forma P (τ, 0) = P (1, 0)τB (urva ontínua) para os dadosda Fig. 3.4(b), onde α = −B−1. Se os retornos na série temporal analisada seomportassem omo um random walk, α teria o valor de 1/2.
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3 Fratalidade em Series Temporais 47
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Figura 3.4: Auto-similaridade para série retornos �naneiros referente à taxa de âmbioda Libra Esterlina (GBP) frente ao Dólar Ameriano (USD) para um período de aproxi-madamente 8 mil dias de negoiação. (a) Sobreposição dos histogramas para os períodosde τ = 1, 2, 3, 5, 10, 20, 40, 60, 120 e 240 dias. (b) A urva ontínua é referente aoajuste do tipo lei de potênia da parte entral do histograma e, os írulos são os valoresexperimentais de P (τ, 0) para ada valor do período de tempo τ analisado. O oe�i-ente de auto-similaridade é dado pelo negativo do inverso do expoente da lei de potênia.Enontramos aqui um omportamento que foge do previsto pelo TLC para variáveis i.i.d. .
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3 Monofratais versus Multifratais 483.3 Monofratais versus Multifratais
Em muitos asos é neessário mais de um expoente para se araterizar om-pletamente um objeto omo aquele na eq. 3.1. Em termos geométrios pode-sepensar que dimensões diferentes são atribuidas a diferentes subonjuntos fratais deum objeto. Já no aso de uma série temporal, momentos de ordem superiores setornam importantes para a desrição de sua PDF. Se este for o aso, o objeto (ou asérie) é dito multifratal sendo simplesmente fratal ou monofratal em aso ontrá-rio [1, 18℄. Considere o momento de q-ésima ordem xq, relaionado a um onjuntode realizações {x(t)} de uma dada variável aleatória X, da seguinte forma:

〈 xq 〉 ∼ tqH(q) . (3.9)No aso deH não depender de q (ser uma função onstante) a série é dita monofratale momentos de ordem superiores podem ser esritos em termos do momento desegunda ordem; em aso ontrário, onde H(q) possui uma dependênia não linearem q, a série é dita multifratal. Neste aso, os dois primeiros momentos se tornaminsu�ientes para uma desrição satisfatória da PDF.Métodos Fratais Apliados a Séries FinaneirasÉ sabido da literatura que orrelações temporais in�ueniam as propriedadesfratais de séries, o que faz om que tais propriedades se tornem importantes noestudo e araterização de tais séries. Esta parte da tese é dediada à desrição dealguns formalismos utilizados na araterização fratal de séries temporais.Instituto de Físia - UFAL



3 Monofratais versus Multifratais 49Expoente de Hurst e análise R/SA análise da estatístia R/S tem sua origem no trabalho do Engenheiro Hi-drologista britânio Harold Edwin Hurst (1880-1978) em 1951 [28℄ ao investigar porvários anos o nível do rio Nilo. Logo, a primeira apliação da análise da estatístiaR/S foi relaionada a problemas de dimensionamento de represas. De posse dasvazões de água para vários períodos de tempo, a idéia onsistia em determinar quaiseram os volumes máximo e mínimo no reservatório, pois se pretendia evitar tanto otransbordamento quanto a seagem do mesmo.Hurst perebeu que a razão entre a diferença do valor máximo e mínimo dasérie integrada (R) dos dados e o desvio padrão (S) obedeia uma lei de potêniaem função do período de observação om o expoente H , atualmente onheido omexpoente de Hurst. Posteriormente Hurst veri�ou esta relação para vários outrosfen�menos naturais. Este novo método estatístio, onheido omo análise R/S foidesrito detalhadamente em [5, 18, 28, 29℄.Segue abaixo o proedimento empregado pela estatístia R/S a uma sérietemporal {ri} ontendo N termos.Divida a série em n bloos, sendo nτ = N , para ada bloo segue o seguinteproedimento [29℄:1. Calule o retorno médio para o j-ésimo bloo:
〈 r 〉j =

1

n

τ
∑

i=1

rj,i (3.10)
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3 Monofratais versus Multifratais 502. Calule o desvio padrão dentro de ada bloo:
Sj =

[ 1

n

τ
∑

i=1

(rj,i − 〈 r 〉j)2
]

1

2 (3.11)3. Calule para o j-ésimo bloo o valor da quantidade (R/S)j:
(R/S)j =

1

Sj

[

max
1≤t≤τ

t
∑

i=1

(rj,i − 〈 r 〉j) − min
1≤t≤τ

t
∑

i=1

(rj,i − 〈 r 〉j)
] (3.12)4. Calule a média para a quantidade (R/S)j para os n bloos (ada qual on-tendo τ termos):

〈R/S 〉 =
1

n

n
∑

j=1

(R/S)j (3.13)5. Repita o proedimento variando a quantidade τ de termos em ada bloo(variando a quantidade de bloos). A quantidade R/S poderá ser esrita omouma lei de potênia da forma:
〈R/S 〉 ∼ τH (3.14)Mandelbrot e Wallis veri�aram que a desoberta empíria de Hurst podiaser apliada ao estudo de orrelações em séries temporais (veja ref. em [1℄), ondepode-se interpretar o expoente H da seguinte forma: 0 < H < 1

2
representa uma an-tipersistênia na série, H = 1

2
implia numa série desorrelaionada do tipo �randomwalk� e 1

2
< H < 1 representa uma persistênia na série.O expoente de Hurst e a dimensão fratal da série estão relaionados [18℄ por

d = 2 −H . (3.15)
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3 Monofratais versus Multifratais 51Expoente de Hölder e o método MF-DFACom a �nalidade de quanti�ar as propriedades multifratais de séries tem-porais, estudamos seu espetro multifratal. Ele ontém informações sobre a orrela-ção de n pontos e, desta forma, fornee mais informações que a função de orrelaçãousual [30℄. Segue abaixo o proedimento empregado na análise �multifratal detren-ded �utuations analysis� (MF-DFA) [31, 32℄ � utilizado na obtenção do espetromultifratal para uma série temporal {rt} ontendo N pontos:1. Obtenha a série integrada (per�l):
y(t) ≡

t
∑

k=1

[rt − 〈r〉] ; (3.16)
t = 1, . . . , N .2. Divida o per�l y(t) em segmentos não sobrepostos de tamanho s, tal que
N ≡ s Ns;3. Por meio de uma regressão do ν-ésimo segmento (ν = 1, . . . , Ns), obtenha omelhor ajuste para a tendênia loal da série yν(i), i = 1, . . . , s.4. Determine o segundo momento para o ν-ésimo segmento através de 4:

F2(ν, s) ≡
1

s

s
∑

i=1

|y((ν − 1)s+ i) − yν(i)|2. (3.17)5. Calule a função de �utuação de q-ésima ordem:
Fq(s) ≡

1

Ns

Ns
∑

ν=1

F2(ν, s)
q/2. (3.18)4 A análise DFA (abreviação de �Detrended Flutuation Analysis� em inglês) [33℄ utilizada paraestimar o expoente H segue o proedimento desrito nos ítens 1 ao 4.Instituto de Físia - UFAL



3 Monofratais versus Multifratais 52A eq. 3.18 seguirá a lei de esala
Fq(s) ∼ sqh(q) , (3.19)onde h(q) representa um expoente de Hurst generalizado. Enquanto valores posi-tivos de q fazem om que grandes �utuações se sobressaiam, momentos negativosontribuem para pequenas �utuações. Uma série monofratal possui um �únio�expoente de Hurst h(q) = H , já para aquelas multifratais o valor de h(q) possuiuma dependênia não linear om q.A relação entre h(q) de�nido na eq. 3.19 no método MF-DFA om o ex-poente τ(q) usado onvenionalmente para quanti�ar a função partição em livrostextos [18, 23, 32, 34℄ é da forma: τ(q) = qh(q) − 1.O espetro multifratal f(α) pode ser obtido a partir de uma transformaçãode Legendre do expoente τ(q):
α = dτ(q)/dq (3.20)

f(α) = qα− τ(q) . (3.21)Aqui, f é a dimensão fratal do subonjunto da série araterizada peloomprimento de singularidade α. Na literatura α é referido omo expoente de Hölderou expoente Lipshitz-Hölder. Dada uma função S(x), de�ne-se α(x0), seu expoentede Hölder no ponto x0, omo o maior expoente de forma a existir um polin�mio
Pn(x) de grau n, tal que a relação |S(x) − Pn(x)| ≤ C|x− x0|α(x0) seja satisfeita navizinhança de x0 (C é uma onstante). Logo, a máxima derivada que a função Sirá possuir é de ordem n. O polin�mio Pn(x) orresponde à série de Taylor de S(x)no ponto x0 expandida até a ordem n. Assim, α(x0) mede a singularidade no ponto
x0. Quanto maior α(x0), mais regular (mais suave) é a função nesse ponto.Instituto de Físia - UFAL



3 Monofratais versus Multifratais 53Chamamos a atenção para o fato que na análise MF-DFA o expoente h(q)(e onseqüentemente o expoente α e o espetro f(α)) é de�nido a partir da lei deesala dada pela eq. 3.19, que por sua vez é onstruida a partir da �utuações desegunda ordem na série temporal (veja eqs. 3.17 e 3.18). Contudo, muitas vezes alei de esala é obtida a partir de quantidades que têm uma medida de probabilidadee, quando for este o aso, o espetro multifratal (f(α) vs α) possuirá a propriedadede ser tangeniado pela reta om oe�iente angular 1 [35℄. Logo, esta propriedadenão será satisfeita pelos espetros obtidos a partir da análise MF-DFA.A Fig. 3.5(a) mostra uma série temporal ontendo 1.103 de um total de 5. 104pontos, gerados arti�ialmente. O experimento onsiste na simulação do lançamentode 10 moedas; o eixo y representa a variável aleatória {yi} orrespondente à diferençaentre o número de aras e oroas resultante de ada lançamento, já o eixo dos xrepresenta ada evento (lançamento). A Fig. 3.5(b) mostra o expoente H estimadousando a análise DFA. Já na Fig. 3.5() temos o grá�o do expoente de Hurstgeneralizado H(q) versus q e o espetro multifratal na Fig. 3.5(d).
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3 Monofratais versus Multifratais 54
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Figura 3.5: (a) Série ontendo 1. 103 de um total de 5. 104 pontos, gerados arti�ialmente.(b) Expoente de Hurst estimado usando a análise DFA (q = 2). () Expoente de Hurstgeneralizado. (d) Espetro multifratal.
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3 Monofratais versus Multifratais 55O valor do expoente H ≃ 1/2 (Fig. 3.5(b)), o fato de H(q) não dependerde q (Fig. 3.5()) e, tanto o fato do espetro multifratal f(α) estar entrado em
α ≃ 1/2 (Fig. 3.5(d)) quanto o fato dele ser bastante estreito, mostram a ausêniade orrelação entre os pontos e o aráter monofratal da série da Fig. 3.5(a).Nesta tese, tanto a largura do espetro multifratal quanto o valor do ex-poente de Hölder em torno do qual o espetro está entralizado serão utilizadosomo meio de quanti�ar o grau de fratalidade das séries analisadas. Quanto maislargo o espetro mais o aráter multifratal da série é pronuniado. A presença deanti-orrelação será indiada quando o máximo de fmáx(α) oorrer para um valorde α < 1/2. A ausênia de orrelação � série do tipo �random walk� � se mos-tra quando o máximo oorrer em torno de α = 1/2. Já a presença de orrelaçõespositivas se mostra quando o máximo oorrer para α > 1/2 .É importante ressaltar o fato que fmáx(α) = 1 uma vez que nesta tese só estu-damos propriedades de séries temporais sem suporte fratal [18℄ em uma dimensão.
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Capítulo 4
Seções de Lévy

Um problema importante em físia diz respeito a origem de raros eventosna dinâmia de sistemas omplexos. Eventos omo terremotos, epidemias, extinçãode espéies e quebra de bolsas de valores podem ter sua origem devido a audasgrossas nas distribuições da espeí�a variável aleatória ou até mesmo num ompor-tamento não Gaussiano destas distribuições. Muitos trabalhos são voltados para oestudo da dinâmia das audas grossas da variável aleatória [22, 36℄, outros estãovoltados simplesmente para o estudo da onvergênia da variável aleatória para oregime Gaussiano [37, 38℄. Neste apítulo estudaremos uma �generalização� para oteorema do limite entral lássio para o aso de variáveis aleatórias ontínuas e suamodi�ação para o aso de séries temporais [37, 38, 39℄.4.1 Seções de Lévy e Generalização do TLC
Considere uma onjunto de variáveis estoástias Xn om n ∈ N. A pro-babilidade ondiional referente à realização xn+1, dado o onjunto de realizações56



4 Seções de Lévy e Generalização do TLC 57
x1, . . . , xn, pode ser esrita omo P (xn+1|x1, . . . , xn). Desta forma, a média e avariânia ondiional relaionadas a Xn+1 podem ser esritas omo:

µn = 〈Xn+1 〉x1,...,xn
(4.1)

µn =

∫

xn+1P (xn+1|x1, . . . , xn)dxn+1 , (4.2)e
m2

n = 〈X2
n+1 〉x1,...,xn

− 〈Xn+1 〉2x1,...,xn
(4.3)

m2
n =

∫

x2
n+1P (xn+1|x1, . . . , xn)dxn+1 − µ2

n . (4.4)Ambos µn e mn dependem tanto da seqüênia das realizações x1, . . . , xn quanto deseus valores espeí�os. Vamos de�nir a quantidade λn

λn =
n
∑

i=1

m2
i (4.5)onde mi é a variânia ondiional de�nida na eq. (4.4). Considere um número realpositivo t tal que a ondição

λn−1 ≤ t < λn (4.6)seja satisfeita. Dizemos que o onjunto das realizações x1, . . . , xn pertene à seção te a ondição de�nida pela eq. 4.6 é dita ondição da seção t. Podemos de�nir umasérie referente a realizações de uma variável St uja i-ésima �realização�, si
t, é dadapela soma das realizações de Xn pertenentes à seção t:

si
t =

n
∑

j=1

xi
j . (4.7)O teorema da seção de Lévy [39℄ a�rma o seguinte:
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4 Seções de Lévy e Generalização do TLC 58Teorema 1 Para a média ondiional µn = 0 (∀ n ∈ N) e variáveis estoástias Xn

(∀ n ∈ N) que satisfaçam a ondição de Lindeberg, a distribuição de probabilidadede St/
√
t é tal que

lim
t→∞

P

(

St√
t
< η

)

=
1√
2π

∫ η

−∞

dx e−
x2

2 .

Signi�ado Físio das Seções de LévyDesta forma, o teorema 1 pode ser visto omo uma extensão do teorema dolimite entral lássio. Aqui, a ondição de que as variáveis sejam i.i.d. não é exigida.A distribuição de probabilidade da variável St/
√
t onverge para uma Gaussiana demédia nula e desvio padrão unitário à medida que t tende para in�nito. Dadaa variânia de St, digamos Mt =

√

〈S2
t 〉 − 〈St 〉2, a distribuição de probabilidadepara a variável normalizada St/Mt também onvergirá para uma Gaussiana de médianula e desvio padrão unitário. Enquanto que o desvio padrão da variável St/Mtpermanee onstante e igual a unidade durante o proesso de onvergênia, aquelereferente à variável St/

√
t onvergirá gradualmente para a unidade.Tempo de Volatilidade e Seções de LévyDada a probabilidade ondiional referente à variável aleatória Xn, sua dis-tribuição de probabilidade é dada pela probabilidade marginal de�nida omo
Pn(xn) =

∑

x1...xn

P (xn|x1, . . . , xn−1) (4.8)Instituto de Físia - UFAL



4 Seções de Lévy e Generalização do TLC 59onde a soma onsidera todas as possíveis realizações das variáveisXi (i = 1, 2, . . . , n).Já a variânia marginal pode ser alulada através de
ν2

n = 〈X2
n 〉 − 〈Xn 〉2 =

∫

dxn x
2
nPn(xn) −

(
∫

dxn xnPn(xn)

)2

. (4.9)Convém neste ponto de�nir a quantidade
σ2

n =
1

n

n
∑

i=1

ν2
i (4.10)que hamaremos de variânia média aumulada de Xn. Lembrando que a variân-ia relaionada à variável aleatória Sn de�nida omo a soma usual de n variáveisaleatórias Xi é da forma

M2
Sn

=
n
∑

i=1

ν2
i +

n
∑

i=1
j 6=i

νiνj (Cov(Xi, Xj)) (4.11)onde Cov(Xi, Xj) é a ovariânia entre as variáveis Xi e Xj , podemos de�nir, apartir das eqs. 4.10 e 4.11, a seguinte unidade de tempo � que denominaremostempo de volatilidade:
τn =

M2
Sn

σ2
n

. (4.12)Para um melhor entendimento do tempo de volatilidade de�nido na eq. 4.12 onsidereo aso em que as variáveis Xi sejam desorrelaionadas, ou seja, Cov(Xi, Xj) = 0para todo i 6= j. Neste aso o tempo de volatilidade torna-se o tempo �usual�, dadopor: τn = n. Outro exemplo é aquele em que a variânia marginal é estaionária(νi = νj = ν), para esta situação a eq. 4.12 torna-se
τn = n+ Cov(Xi, Xj) , (4.13)onde �a laro que a presença da orrelação linear promove um atraso (no aso deorrelações positivas) ou um adiantamento (no aso de orrelações negativas) namedida do tempo de volatilidade omparada om a medida de tempo usual.Instituto de Físia - UFAL



4 Seções de Lévy em Séries Temporais 60Enquanto que para alguns asos a variânia relaionada a Sn segue uma leide potênia [1℄ da forma: MSn
∼ nH , onde H é o expoente de Hurst, o tempo devolatilidade esala omo τn ∼ n2H . O adiantamento oorrerá no aso em que H > 1

2e o atraso no aso em que H < 1
2
.Podemos agora estender o oneito do tempo de volatilidade para a sériedas realizações de St relaionada à seção t que, para o aso em que a volatilidadereferente as realizações das variáveis Xn é estaionária é:

τt =
M2

St

ν2
. (4.14)4.2 Seções de Lévy em Séries Temporais

Dada uma série temporal {xi} onde o índie i = 1, . . . , N é referente à reali-zação da variável aleatória Xi, para se alular a seção t primeiramente temos queonsiderar o álulo da variânia ondiional (eq. 4.4), o que se torna um problemadevido ao fato de não onheermos a probabilidade ondiional P (xn+1|x1, . . . , xn).Este problema pode ser ontornado pelo álulo de uma volatilidade loal [37, 38℄onstruída da seguinte maneira: onsidere um número qualquer q ∈ Z, de�na umanova série {yk} a partir da série {xi} onde yk = xk+q (k = 1, . . . , N − 2q), de modoque essa primeira série seja idêntia a segunda om a exeção do fato que ela possuirá
2q termos a menos (os q primeiros termos e os q últimos termos serão removidos). Avariânia ondiional m2

n , que de agora em diante hamaremos de variânia loal,será rede�nida para uma série temporal omo
mn

2 =
1

2q + 1

2q+1
∑

i=1

xn
i
2 −

(

1

2q + 1

2q+1
∑

i=1

xn
i

)2

, (4.15)Instituto de Físia - UFAL



4 Seções de Lévy em Séries Temporais 61onde a soma na eq. 4.15 pode assumir os valores n = 1, . . . , N − 2q. Desta forma,a ondição da seção t permanee a mesma om a variânia loal (eq. 4.15) no lugarda variânia ondiional (eq. 4.4).Dado um valor de t, o i-ésimo termo da seção será da forma 5
si

t = yi
1 + yi

2 + . . .+ yi
k−1 + yi

k (4.16)onde i+ k ≤ N − 2q e a ondição
m2

i +m2
i+1 + . . .+m2

i+k−1 < t < m2
i +m2

i+1 + . . .+m2
i+k−1 +m2

i+k (4.17)é satisfeita. Logo, a variânia loal, juntamente om a eqs. 4.5 e a ondição de seção
t limitam a quantidade de termos da série {yk} presentes em ada realização de St.Uma vez que o número de termos presentes na série {yk} impõe uma limitação aonúmero de termos presentes na série da seção t, esta última possuirá no máximo
N − 2q termos, que será o aso de se onsiderar um valor para t inferior a qualquerdas variânias loais.Vale a pena fazer uma omparação entre a série Sn e aquela relaionada aseção St. No primeiro aso, dado um valor de n, tanto a quantidade de termosquanto ada termo da série são bem de�nidos:

Sn =
(

s1
n, s

2
n, . . . , s

N−n
n , sN−n+1

n

) (4.18)
Sn =

(

n
∑

i=1

x1
i ,

n
∑

i=1

x2
i , . . . ,

n
∑

i=1

xN−n
i ,

n
∑

i=1

xN−n+1
i

)

. (4.19)O mesmo não será válido para o segundo aso. Uma vez que a i-ésima realizaçãoda variável estoástia St é dada pelo somatório das realizações das variáveis Ynpertenentes à seção t, ada realização de St será proveniente da soma de quantidades5 O termo yi
j refere-se aquele yj−1+i da série {yk}.Instituto de Físia - UFAL



4 Seções de Lévy em Séries Temporais 62de termos diferentes. Já a eq. 4.15 referente à variânia loal garante a existênia deum número inteiro j ∈ [0, N − 2q] tal que a ondição da seção t não será satisfeita,o que limita o número de termos presentes na série referente às realizaçãoes de St

St = (s1
t , s

2
t , . . . , s

j−1
t ) (4.20)

St =

(

n1
∑

i=1

y1
i ,

n2
∑

i=1

y2
i , . . . ,

nj−1
∑

i=1

yj−1
i

)

. (4.21)A forma em que a série referente à seção t é onstruida supõe a estaionari-dade da série de {yi}. Isto faz om que a extensão da seção de Lévy para o aso deséries temporais possa vir a falhar no aso de séries não estaionárias. Este problemapoderia ser ontornado por se tirar a tendênia da série {yk}, entretanto o fato deada realização de St possuir diferentes números de termos agregados (da série {yk})inviabiliza este proedimento, sendo o aso mais simples a subtração da média loalem ada termo da agregação.Uma questão intrigante surge aqui. O teorema 1 implia a onvergênia dadistribuição de probabilidade referente à série da seção t para a Gaussiana à medidaque t tende para in�nito. Isto nos leva intuitivamente a pensar num expoente deHurst tendendo para o valor 1/2 no proesso de onvergênia. Por outro lado, ofato de ada realização de St ser proveniente da soma de quantidades de termosdiferentes implia num aumento do grau de heteroedastiidade da série {si
t} om oaumento no valor de t.
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4 Signi�ado Físio dos Momentos de Altas Ordens 634.3 Signi�ado Físio dos Momentos deAltas Ordens
Historiamente é omum o uso da estatístia Gaussiana na desrição e mo-delagem de sistemas, sendo quantidades omo a média e o desvio padrão da médiamuito importantes. Reentemente isto tem mudado e ada vez mais o uso de mo-mentos de altas ordens (tereira e quarta ordens) têm se tornado omum no estudodas propriedades estatístias de séries om signi�ante número de pontos.Enquanto que os dois primeiros momentos possuem a mesma dimensão quea da variável aleátoria analisada, a assimetria (momento de tereira ordem) e aurtose (momento de quarta ordem) são de�nidas de forma adimensional. Aqui, aassimetria e a urtose serão utilizadas omo meio de veri�ação da onvergênia dasséries das seções para o regime Gaussiano.AssimetriaA assimetria de uma variavel aleatoria X é de�nida por:

SKX
=

1

N

N
∑

i=1

[

xi − 〈X〉
σX

]3

. (4.22)Seja agora um onjunto de N variáveis aleatórias {Xi} (i = 1, . . . , N) e a variávelsoma Sn = X1 + . . .+Xn.A sua assimetria será:
SkSn

=
1

N

N
∑

i=1

[

si
n − 〈Sn 〉
σSn

]3 (4.23)Instituto de Físia - UFAL



4 Signi�ado Físio dos Momentos de Altas Ordens 64onde si
n = xi

1 + xi
2 + . . . + xi

n india a i-ésima realização da variável aleatória Sn e
σSn

o desvio padrão referente às realizações de Sn.Um valor positivo da assimetria signi�a que a distribuição de freqüênia dasrealizações de Sn possui uma alda alongada na direção de valores positivos. Jáum valor de assimetria negativo implia que a alda é alongada na direção negativadestas realizações e um valor nulo de assimetria é referente a um aso de distribuiçãoaproximadamente simétria, onforme mostra a Fig. (4.1).
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4 Signi�ado Físio dos Momentos de Altas Ordens 65
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Figura 4.1: Distribuição de freqüênia das realizações de variáveis aleatórias: (a) distri-buição om assimetria nula, (b) assimetria positiva e () assimetria negativa.
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4 Signi�ado Físio dos Momentos de Altas Ordens 66Existe uma relação importante entre as eqs. 4.22 e 4.23 quando as variáveisaleatórias Xi forem i.i.d.. Esrevendo 〈Sn 〉 de forma explíita:
〈Sn 〉 =

1

N

N
∑

i=1

si
n (4.24)onde si

n é dado por
si

n =

n
∑

k=1

xi
k (4.25)logo

〈Sn 〉 =
n
∑

k=1

1

N

N
∑

i=1

xi
k (4.26)

〈Sn 〉 =
n
∑

k=1

〈Xk 〉 . (4.27)Podemos reesrever a eq. 4.23 omo:
σ3

Sn
SkSn

=
1

N

N
∑

i=1

(

si
n

3 − 3 si
n

2〈Sn〉 + 3si
n〈Sn〉2 − 〈Sn〉3

) (4.28)utilizando as eqs. 4.25 e 4.27 temos:
σ3

Sn
SkSn

=
1

N

N
∑

i=1

[ n
∑

j,k,l=1

xi
jx

i
kx

i
l − 3

n
∑

j,k,l=1

xi
jx

i
k〈Xl〉 +

+ 3

n
∑

j,k,l=1

xi
j〈Xk〉〈Xl〉 −

n
∑

j,k,l=1

〈Xj〉〈Xk〉〈Xl〉
]

=

[ n
∑

j,k,l=1

1

N

N
∑

i=1

xi
jx

i
kx

i
l − 3

n
∑

j,k,l=1

1

N

N
∑

i=1

xi
jx

i
k〈Xl〉 +

+ 3
n
∑

j,k,l=1

1

N

N
∑

i=1

xi
j〈Xk〉〈Xl〉 −

1

N

N
∑

i=1

n
∑

j,k,l=1

〈Xj〉〈Xk〉〈Xl〉
]

=

[ n
∑

j,k,l=1

〈XjXkXl〉 − 3
n
∑

j,k,l=1

〈XjXk〉〈Xl〉 +

+ 3

n
∑

j,k,l=1

〈Xj〉〈Xk〉〈Xl〉 −
n
∑

j,k,l=1

〈Xj〉〈Xk〉〈Xl〉
]
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σ3

Sn
SkSn

=
n
∑

j=1

[

〈X3
j 〉 − 3 〈X2

j 〉〈Xj〉 + 2 〈Xj〉3
]

+
n
∑

j,k,l=1
j 6=k

[

〈XjXkXl〉 +

− 3 〈XjXk〉〈Xl〉 + 3 〈Xj〉〈Xk〉〈Xl〉 − 〈Xj〉〈Xk〉〈Xl〉
]

. (4.29)No aso de variáveis i.i.d., as seguintes igualdades: 〈XjXk〉〈Xl〉 = 〈Xj〉〈Xk〉〈Xl〉 e
〈XjXkXl〉 = 〈Xj〉〈Xk〉〈Xl〉 são válidas e o segundo somatório se torna nulo. Utili-zando a relação σ3

Sn
= σ3

Xn
3

2 obtém-se:
SKSn

=
SKX√
n
. (4.30)CurtoseA urtose é uma medida de dispersão que arateriza o �ahatamento� de umadeterminada distribuição de freqüênia das realizações de um onjunto de variáveisaleatórias {Xi} (i = 1, . . . , N) quando omparada om a distribuição de freqüêniaGaussiana. Ela é de�nida omo:

KX =
1

N

N
∑

i=1

[

xi − 〈Xi〉
σX

]4

− 3 , (4.31)onde σX é o desvio padrão referente às variáveis aleatórias Xi. A subtração do valor
3 na eq. 4.31 é devido ao fato de a urtose referente a uma distribuição Gassiana ter ovalor 3; logo, a eq. 4.31 é sempre referente a uma omparação om uma distribuiçãode freqüênia Gaussiana.Se o valor é positivo então a distribuição em questão é mais alta (afunilada)e onentrada que a distribuição normal. Diz-se desta função probabilidade queInstituto de Físia - UFAL



4 Signi�ado Físio dos Momentos de Altas Ordens 68é leptoúrtia, ou que a distribuição tem audas pesadas (o signi�ado é que érelativamente fáil obter valores que se afastam da média a vários múltiplos do desviopadrão). No aso de um valor negativo, a distribuição é denominada platiúrtia �mais ahatada que aquela Gaussiana e a denominação de mesoúrtia é dada paraaquelas distribuições om urtose nula, onforme mostra a Fig. (4.2).Similar à assimetria existe uma relação simples entre a eq. 4.31 e a urtosereferente a Sn para o aso das variáveis aleatórias Xi i.i.d.. Esta relação é da forma:
KSn

=
KX

n
. (4.32)
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Figura 4.2: Distribuição de freqüênia das realizações de variáveis aleatórias: (a) urtosenula (mesoúrtia), (b) urtose positiva (leptoúrtia) e () urtose negativa (platiúrtia).
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Capítulo 5
Metodologia

O estudo das propriedades fratais das séries temporais foi feito a partir dosmétodos DFA e MF-DFA, desritos no Cap. 3. Já a investigação da in�uênia daorganização temporal e da orrelação dos sinais sobre as propriedades multifrataisdas séries foi feita mediante o uso de ténias de embaralhamento de dados. Noprimeiro aso, a omparação das propriedades multifratais da série antes e depoisde ter seus dados embaralhados mostra o efeito da organização temporal sobre taispropriedades. Já no segundo aso, dada uma série temporal {xi} om i = 1, . . . , N ,tomemos ada termo da série omo: xi = si|xi|, onde si = ±1. A omparaçãoentre as propriedades multifratais da série original e aquelas referentes à série omos sinais si embaralhados revela a in�uênia da orrelação dos sinais. A Tab. 5.1ilustra as ténias de embaralhamento de dados utilizadas no nosso trabalho.A primeira oluna da Tab. 5.1 traz um onjunto de valores originais. A se-gunda oluna mostra o mesmo onjunto de valores após ter sua ordem embaralhada.A série de dados embaralhados �a livre de toda orrelação temporal e, uma vezintegrada (seção 3.3), ela se omporta omo um �random walk� ujo expoente H é70



71série original série embaralhada sinal embaralhado
−1.0 −1.0 1.0

1.5 −2.0 −1.5

−0.5 3.0 0.5

3.0 −0.5 −3.0

−2.0 1.5 −2.0Tabela 5.1: Tabela ilustrativa das ténias de embaralhamento de dados.
1/2. A tereira oluna da Tab. 5.1 mostra o mesmo onjunto de dados da primeira,porém, om a ordem dos sinais embaralhados. É importante ressaltar que apesar dasérie om sinais embaralhados ser isenta de toda orrelação temporal, ela mantémas suas orrelações na volatilidade (em se tratando de séries �naneiras) uma vezque a modulação iniial é mantida.O estudo da onvergênia das seções de Lévy ao regime Gaussiano foi feitomediante a omparação entre os momentos normalizados da série Sn e aqueles dasérie das seções St, todos disutidos previamente. Neste ponto, hamamos a atençãopara o fato de que, tanto Sn, de�nida pela soma de n realizações da série original,quanto a série das seções St, são formadas por termos sobrepostos (veja eqs. 4.19e 4.21). Pode-se ompreender uma vantagem da de�nição das séries om termossobrepostos sobre aquela om termos não sobrepostos, a partir da análise da própriasérie Sn. Dada uma série temporal {xi} (i = 1, 2, . . . , N), a i-ésima �realização� dasérie Sn om termos não sobrepostos é dada por:

si
n =

n
∑

j=i−n+1

xj . (5.1)Isto faz om que o número de termos de Sn seja da ordem de N
n
. Já aquela sérieInstituto de Físia - UFAL



72de�nida na eq. 4.19 (si
n =

∑n
j=1 x

i
j ≡

∑n
j=1 xi+j−1) possuiráN−n termos, garantindomelhores análises estatístias.
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Capítulo 6
Resultados e Disussões

Primeiramente apresentamos os resultados da análise multifratal para a sé-rie ambial do Maro Alemão � German Deutshe Mark (DEM) frente ao DólarAmeriano (USD), em seguida apresentamos os resultados da apliação das seções deLévy à mesma série. Por último mostramos alguns resultados preliminares referentesao estudo das propriedades fratais das seções de Lévy.A série ambial DEM versus USD foi obtida de Reuters EFX (forneida porOlsen & Assoiates). Ela é referente a um período de 1 ano (1 de Outubro de 1992a 30 de Setembro de 1993) e orresponde a um total de 1 472 240 pontos, o queequivale aproximadamente a um ponto a ada 20 s (Fig. 6.1).6.1 Heteroedastiidade e Multifratalidade
A Fig. 6.1(a) é referente à série ambial de DEM versus USD. Já as Fig. 6.1(b)e () referem-se às séries de retorno e volatilidade obtidas a partir da série ambialmediante a apliação das eqs. 1.3 e 1.4, respetivamente.73



6 Heteroedastiidade e Multifratalidade 74

Figura 6.1: (a) Amostra de 6.0 104 de um total de 1 472 240 pontos ontidos na sérieambial do maro frente ao dólar. Os dados são referentes ao período de 1 de Outubro1992 a 30 de Setembro de 1993. (b) Série de retornos �naneiros e () Volatilidade. Otermo tik (em inglês) é freqüentemente utilizado para se referir a transações eletr�nias.Note o aráter heteroedástio em ambas Fig. 6.1(b) e ().
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6 Heteroedastiidade e Multifratalidade 75A Fig. 6.2 é referente a análise multifratal feita a partir do método MF-DFA para os retornos heteroedástios, retornos embaralhados não heteroedástiose para os retornos om apenas os sinais embaralhados. É importante frisar queapesar deste último ter suas auto-orrelações de retorno destruidas, ele mantémtanto seu aráter heteroedástio quanto suas orrelações de volatilidade uma vezque a modulação de sua volatilidade foi mantida. Os expoentes τ(q) e h(q) sãorelaionados pela eq. τ(q) = qh(q) − 1 (veja na seção 3.3).Podemos observar tanto o efeito da organização temporal quanto da orre-lação dos sinais sobre os retornos (losangos sem preenhimento), ao omparar oomportamento de seu expoente h em função de q, om aqueles dos retornos emba-ralhados (losangos preenhidos) e os retornos om sinais embaralhados (símbolos deadição). Enquanto h é aproximadamente onstante para os retornos embaralhados,mostrando uma forte dependênia om a organização temporal, seu omportamentonão sofre uma mudança muito drástia no aso dos retornos om sinais embaralha-dos.
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6 Heteroedastiidade e Multifratalidade 76

Figura 6.2: Análise Multifratal feita a partir do método MF-DFA. (a) Expoente de Hurstgeneralizado. (b) Expoente τ da função partição.
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6 Heteroedastiidade e Multifratalidade 77A Fig. 6.3 é referente ao ajuste quadrátio dos espetros multifratais paraos retornos heteroedástios, retornos embaralhados não heteroedástios e para osretornos om apenas os sinais embaralhados. O espetro multifratal é obtido apartir da transformação de Legendre do expoente τ (eq. 3.21 da seção 3.3).Aqui, o efeito da organização temporal se mostra no fato do espetro multi-fratal referente aos retornos embaralhados ser muito mais estreito que o espetroreferente aos retornos. O mesmo estreitamento do espetro para a série de retornosom sinais embaralhados não é observada.Observamos um desloamento no espetro dos retornos om sinais embara-lhados, onde o oe�iente de Hölder dominante (para f = 1) se desloa para valoresdistantes de α = 1/2. Provavelmente, isto oorra devido a orrelação negativa en-tre volatilidade-retorno onheido na literatura omo efeito de alavana (�leveragee�et� em inglês ). Se o retorno diminui, a volatilidade tende a aumentar e se oretorno aumenta, a volatilidade tende a diminuir; o mesmo raioínio não é válidoa partir da análise na volatilidade. Uma onseqüênia do efeito de alavana é umaassimetria negativa na PDF dos retornos [40℄, que por sua vez é eliminada medianteo embaralhamento dos sinais.As Figs. 6.4 e 6.5 são referentes a análise multifratal feita a partir do métodoMF-DFA e ao ajuste quadrátio dos espetros multifratais para a volatilidade evolatilidade embaralhada, respetivamente.
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Figura 6.3: Ajuste quadrátio dos espetros multifratais. Note que a série não heteroe-dástia (retorno embaralhado) possui o menor grau de multifratalidade.
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Figura 6.4: Análise Multifratal feita a partir do método MF-DFA para a volatilidade epara a volatilidade embaralhada. (a) Expoente de Hurst generalizado. (b) Expoente τ dafunção partição. Instituto de Físia - UFAL
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Figura 6.5: Ajuste quadrátio dos espetros multifratais. Note que a série não hetero-edástia, neste aso a volatilidade, tem seu aráter multifratal drastiamente reduzidomediante a eliminação de sua heteroedastiidade.
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6 Heteroedastiidade e Multifratalidade 81Similares observações podem ser feitas para a volatilidade. A Fig. 6.5 mostraque eliminar a heteroedastiidade dos retornos absolutos onduz a uma signi�ativaredução nas propriedades fratais. Parte da importânia das Fig. 6.4 e 6.5 situa-seno fato que, enquanto o espetro multifratal está bem próximo de α = 1/2 para osretornos, omo esperado da Hipótese de Merado E�iente, o espetro multifratalda volatilidade é entrado em um valor maior de α, onsistente om a existênia deorrelações de longo alane. Areditamos que a heteroedastiidade possivelmenteausa multifratalidade introduzindo orrelação de longo alane no valor absolutoda variável aleatória.Na tentativa de testar nossa hipótese de que multifratalidade e heteroe-dastiidade estão relaionadas, apliamos o método MF-DFA a uma diferente basede dados. Esolhemos estudar um sistema ompletamente diferente: a série tempo-ral de áudio [41℄ do primeiro movimento da quinta sinfonia em C menor, Op. 67(Fig. 6.6(a)) de Ludwig van Beethoven .Note o omportamento fortemente heteroedástio da série. As Figs. 6.6(b)e 6.6() mostram a série embaralhada e o espetros multifratais para a série originale a embaralhada. Como esperado, a multifratalidade reduz-se drastiamente oma eliminação da heteroedastiidade.
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6 Heteroedastiidade e Multifratalidade 82

Figura 6.6: Aproximadamente 20% do primeiro movimento da quinta sinfonia de Be-ethoven. (a) O sinal original Ui, (b) O sinal embaralhado Vi. () Ajuste de 4a ordem(quadrados) e interpolação (írulos) dos espetros multifratais. A multifratalidade de-saparee quando a heteroedastiidade do sinal é eliminada.
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6 Seções de Lévy e Convergênia à Gaussiana 836.2 Seções de Lévy e Convergênia à Gaussiana
O estudo da onvergênia à Gaussiana das seções de Lévy foi feito a partirda análise dos momentos normalizados de tereira e quarta ordem da série DEM-USD. O valor iniial no parâmetro t da seção foi da ordem de 10−15, de formaa garantir a oinidênia entre a série da seção iniial e aquela original. Já osinrementos utilizados no parâmetro t da seção foram da ordem de 10−6 garantindouma suavidade tanto nas urvas de urtose quanto naquelas referentes à assimetria.A Fig. 6.7 é referente ao omportamento da urtose para a série das seções te a série normal Sn. Já a Fig. 6.8 mostra o omportamento da série das seções emfunção do número de termos utilizados na estimativa da variânia loal (eq. 4.15 daseção 4.2).As Figs. 6.9 e 6.10 são similares às Figs. 6.7 e 6.8 e mostram o omportamentoda assimetria para a série das seções St e a série Sn, bem omo o omportamentoda assimetria em função do parâmetro q.
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Figura 6.7: Comportamento da urtose para as séries das seções St om parâmetro q = 2(linha traejada) e para a série normal Sn (linha ontínua), ambas provenientes da taxaambial DEM versus USD. Note a rápida onvergênia da série das seções.
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Figura 6.8: Comportamento da urtose para as séries das seções St para diferentes valoresdo parâmetro q. Note a pequena sensibilidade da urtose frente ao parâmetro q.
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Figura 6.9: Comportamento da assimetria para as séries das seções St om parâmetro
q = 2 (linha traejada) e para a série normal Sn (linha ontínua), ambas provenientes dataxa ambial DEM versus USD. Note a rápida onvergênia da série das seções.
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Figura 6.10: Comportamento da assimetria para as séries das seções St para diferentesvalores do parâmetro q. Note a pequena sensibilidade da assimetria frente ao parâmetro q.
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6 Estudo da Convergênia das Seções de Lévy 866.3 Estudo da Convergênia das Seções de Lévy
Na busa do entendimento do proesso de onvergênia das Seções de Lévy,estimamos o expoente de Hurst para várias séries, ada uma om um valor espeí�ode seção t. A estimativa do expoente H foi feito a partir do método DFA.A Fig. 6.11 mostra as séries da seções em ordem resente do valor da seção.Já a Fig. 6.12(a) mostra o omportamento de logF2(s) versus log(s) das séries dasseções para valores resentes de t. Já a Fig. 6.12(b) mostra o omportamento de

logF2(s) versus log(s) de algumas das séries das seções mostradas na Fig. 6.12(a)bem omo um ajuste linear para ada uma delas. O oe�iente angular obtido naregressão linear é referente ao expoente de Hurst da série.
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6 Estudo da Convergênia das Seções de Lévy 87

Figura 6.11: Séries das seções para diferentes valores de t. (a) t = 2.5 10−7,(b) t = 1.0 10−6, () t = 1.0 10−5, (d) t = 8.5 10−5, (e) t = 1.8 10−4 e (f) t = 5.2 10−4.Note a mudança no per�l da série om o aumento do valor da seção, quanto maior o valorda seção, mais suave é a série.
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Figura 6.12: (a) Comportamento de log F2(s) versus log(s) das séries das seções paravalores resentes de t. (b) Comportamento de log F2(s) versus log(s) das séries das seçõespara alguns valores de t (símbolos) mostrados em Fig. 6.12(a) juntamente om as regressõeslineares (linhas ontínuas). Note que podemos assoiar dois valores do expoente H a adaurva, isto india um joelho ou �rossover� na esala de F2(q). As séries na Fig. 6.12(b)foram desloadas para efeitos de visualização.Instituto de Físia - UFAL



6 Estudo da Convergênia das Seções de Lévy 89Podemos pereber a existênia de orrelações de urto alane na série deretornos DEM versus USD, onde o valor H assoiado a pequenos valores de s édiferente de 1/2, porém, para grandes valores de s a série se omporta omo ummovimento aleatório (ruído brano) om expoente H muito próximo de 1/2. Fialaro na Fig. 6.12(b) que a medida que aumentamos o valor da seção, a urva
logF2(s) versus log(s) passa a ter um joelho ou �rossover� onetando dois valoresde expoente H . Enquanto o expoente H para pequenos valores de s tende à 3/2(araterístio de um ruído browniano � integração de um ruído brano [5℄) àmedida que o valor da seção aumenta, ele H permanee em torno de 1/2 paragrandes valores de s. Notamos também que à medida que aumentamos o valorda seção, a faixa de s om predominânia do tipo ruido brano diminui, enquantoaquela referente ao ruido browniano aumenta. Portanto, a forma om que a seçãoagrega os termos da série se omporta omo uma segunda integração à medida queo valor da seção t aumenta.
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Capítulo 7
Conlusões
7.1 Flutuações Heteroedástias Multifratais

Mostramos neste trabalho que no aso de efeitos de orrelação em sinaise audas de lei de potênia não desempenharem um papel signi�ativo, então asondições neessárias e su�ientes para a validade do Teorema do Limite Centralpodem ser satisfeitas. Isto mostra que o regime Gaussiano é um aso espeial,sendo o regime multifratal-heteroedástio o aso geral. Nesta tese investigamosa relação entre natureza heteroedástia de sinais e suas propriedades multifrataise mostramos que a existênia da primeira é ondição su�iente mas não neessáriapara ausar a segunda. Investigamos também o proesso de onvergênia de sériesde retornos �naneiros heteroedástias multifratais para o regime homoedástiomonofratal usando o método matemátio das seções de Lévy.
90



7 Relevânia dos Resultados 917.2 Relevânia dos Resultados
Sabemos que oneitos importantes omo mono e multifratalidade vão alémdos asos geométrios, e surgem também em uma diversa gama de sistemas omple-xos. Mostramos a onexão de tais oneitos om séries temporais. Enquanto que noaso geométrio a fratalidade é mostrada por meio da auto-similaridade e dimensãofraionária, em séries temporais a auto-similaridade se apresenta omo uma sime-tria de invariânia de esala da função densidade de probabilidade dos sinais. Já amedida da dimensão fratal é feita de forma indireta, a partir do seu expoente deHurst H que orresponde à rugosidade da série. Portanto, o expoente H representauma medida global, sendo sua relação om a dimensão fratal da forma: d = 2−H .Por outro lado, o expoente de Hölder re�ete medidas loais da série, sendo muitoimportante no estudo de sistemas onde são neessários mais de um únio expoentepara serem araterizados.Mostramos uma relação direta entre heteroedastiidade e multifratalidade,onde vimos que o primeiro é ausa su�iente mas não neessária para o segundo [42℄.Vimos que a função de orrelação de um sistema está intimamente relaio-nada om a variânia de seus sinais, o que faz da variânia uma medida fundamentaldo sistema. Mostramos também que apesar de a série de retornos �naneiros pos-suir orrelação de urto alane, a série de volatilidade possui orrelações de longoalane, mas nos dois asos as orrelações têm sua origem diretamente relaionadaom a organização temporal dos sinais. Isto nos leva a areditar que a heteroedas-tiidade introduz orrelação na auto-orrelação do módulo dos sinais. Analisamostambém o proesso de onvergênia da PDF dos retornos �naneiros ao regime Gaus-Instituto de Físia - UFAL



7 Perspetivas Futuras 92siano via Seções de Lévy [38℄. Perebemos uma rápida onvergênia das séries dasseções para o regime Gaussiano. Mostramos que a rápida onvergenia das sériesdas seções pode ser entendida omo uma segunda integração da mesma, sendo aprimeira realizada pelo próprio método DFA, o qual foi utilizado na análise das sé-ries das seções e a segunda integração omo intrínseo do proesso de onvergêniarealizado pelo método das Seções de Lévy. Esta segunda integração se mostra apartir do surgimento de um joelho na esala da função logF2(s) versus log s. En-quanto que para grandes valores de s (à direta do joelho), o valor do expoente deesala da série da seção permanee o mesmo da série original, para pequenos valoresde s (à esquerda do joelho), observamos uma tendênia do expoente de esala para
3/2 (típio de um ruído browniano) à medida que aumentamos o valor da seção t,promovendo desta forma uma maior suavidade na série das seções. Areditamos queno limite assintótio de t→ ∞ o joelho deixa de ser observado, restando somente aaraterístia de ruído browniano. É provável que este omportamento seja indepen-dente do expoente de esala da série original. Se for este o aso, sinais provenientesdas seções de Lévy podem ser modelados por equações �simples�.7.3 Perspetivas Futuras

Estas mesmas análises multifratais podem ser realizadas para séries taisomo: sísmias, eletroardiogramas (ECG) e eletroenefalogramas (EEG). Sinaissísmios apresentam períodos de �utuações uniformes e também períodos de grandesvariações nos sinais provoados por terremotos: este omportamento re�ete o aráterInstituto de Físia - UFAL



7 Perspetivas Futuras 93heteroedástio de tais sinais. O mesmo oorre em sinais eletroardiográ�os oueletroenefalográ�os, onde a oorrênia de ataques epilétios podem ausar umadinâmia heteroedástia.Aredito que estas análises podem ser apliadas até mesmo em problemasde unho industrial, om reperursões muito abrangentes. Suponha um proesso deprodução em série de algum produto que possua um alto nível de aompanhamentopós-venda. Como exemplo pensemos na indústria de automóveis, onde um veíulopassa por revisões periódias. A análise de séries temporais ontendo a informa-ção de defeito ou perfeito funionamento de uma parte de um veíulo (tais sériespoderiam ser forneidas por o�inas autorizadas), poderia forneer informações so-bre a e�iênia dos proessos de amostragem realizados pelas indústrias. Um valorde expoente H = 1/2, indiaria aleatoriedade nos eventos (defeitos). Ainda nesteexemplo, suponha que uma vez que uma peça apresente um defeito, os dados ob-tidos daquele veíulo a partir de então passassem a ser admitidos em um segundogrupo. Os oe�ientes H obtidos para este segundo grupo poderiam inferir sobrea qualidade da assistênia ténia ofereida na o�ina autorizada ujos dados sãooriundos. A partir de tais informações, um onsumidor optaria por esta ou aquelamara de veíulo (não poderíamos omparar dados de veíulos luxuosos om os po-pulares) apenas pelo onforto ou valor omerial, no aso de as maras omparadasapresentarem o mesmo oe�iente referente ao proesso de montagem. Isso promo-veria uma maior ompetitividade de merado (os preços dos veíulos iriam baixar).Além disso, de posse de informações do valor de H para o grupo de veíulo queapresentou defeito, o onsumidor teria um melhor ritério na esolha de uma o�inaautorizada. Estes resultados poderiam ser utilizados por empresas (até mesmo porInstituto de Físia - UFAL



7 Perspetivas Futuras 94prefeituras de muniípios, governos de estados, et.) omo ritério adiional em pro-essos de liitações. Maras emergentes, em busa de �bons� valores dos expoentes,ofereeriam melhores ondições aos onsumidores. Uma vez obtido boas análises deseus produtos, tais empresas gastariam muito menos om propaganda.Nossa análise pode também ser apliada a problemas eológios omo extin-ção de espéies. Tais proessos são não estaionários e seus sinais são heteroedás-tios e a origem da heteroedastiidade pode estar assoiada a situações distintas.Por exemplo, esassez de alimentos, ompetição entre duas espéies ou variaçõeslimátias brusas. Não é óbvio que em todos estes asos a heteroedastiidadedesempenhe o mesmo papel.En�m, as perspetivas para o futuro nesta linha de pesquisa são diversas eamplas.
FIM
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