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Resumo

Um importante problema em Fisica esta relacionado ao estudo de processos
estocésticos e flutuacoes de variaveis dinamicas. Em uma variedade de sistemas,
algumas das variaveis obervadas tém uma qualidade macroscopica, no sentido de
que elas representam a média ou a soma sobre o espaco ou tempo de quantida-
des microscopicas. Quando efeitos de mémoria de longo alcance ou correlagao nao
desempenharem um papel significativo, entao as condi¢oes necessarias e suficientes
para a validade do Teorema do Limite Central podem ser satisfeitas. Freqiientemente
o segundo momento da variavel em questao nao diverge. Conseqiientemente em mui-
tos exemplos importantes, as flutuagoes de muitos sistemas seguem uma estatistica
Gaussiana. Em contraste, sistemas complexos geram flutuagoes que muitas vezes
os desviam da estatistica Gaussiana. Aqui, nés focamos em duas propriedades re-
lacionadas a flutuagoes Gaussianas: (i) monofractalidade e (i) homocedasticidade.
Especificamente, discutimos primeiro a questao geral sobre a natureza da relagao
entre multifractalidade e heterocedasticidade. Aplicamos a “multifractal detrended
fluctuations analysis” a uma série temporal financeira nao estacionaria e de alta
freqiiéncia referente a taxa cambial. Como um segundo teste, aplicamos a mesma
técnica de analise para a série de dudio da quinta sinfonia de Beethoven. Obtive-
mos resultados que indicam que a heterocedasticidade pode causar ou aumentar a
multifractalidade. Também investigamos em detalhes a convergéncia para o regime
homocedastico e monofratal Gaussiano usando o método matematico de secoes de
Lévy, como previamente aplicado a séries temporais. Apresentamos conclusoes re-
lacionadas a estes questionamentos e discutimos a generalidade destes resultados no

contexto da Fisica de sistemas complexos.
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Abstract

An important problem in Physics concerns the study of stochastic processes and fluc-
tuations away from the mean of dynamical variables. In a wide range of systems,
some of the observed variables have a macroscopic quality, in the sense that they
represent averages or sums over time or space of "microscopic"quantities. When
long-range memory or correlation effects do not play a significant role, then the ne-
cessary and sufficient conditions for the Central Limit Theorem to hold can become
satisfied. Quite often, the second moments of the studied dynamical variable do not
diverge, hence in many important instances, the fluctuations of many systems follow
Gaussian statistics. On the other hand, complex systems generate some variabilities
that often deviate them from Gaussian statistics. Here, we focus on two properties
related to Gaussian fluctuations: (i) monofractality and (i) homoskedasticity. Spe-
cifically, we first address the general question about the nature of the relationship
between multifractality and heteroscedasticity. We applied multifractal detrended
fluctuation analysis to a nonstationary high frequency financial time series obtained
from currency markets. As a second test, we applied the technique to the audio time
series of Beethoven'’s fifth symphony. We obtained results suggesting that heterosce-
dasticity can cause or increase multifractality. We also investigate in greater detail
the convergence to the homoskedastic and monofractal Gaussian regime, using the
mathematical formalism of Lévy sections, as previously applied to time series. We
report several conclusions related to these questions and discuss the generality of

these results in the context of the physics of complex systems.
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Capitulo 1

Introducao Geral

1.1 Fisica Estatistica e Complexidade

Sistemas complexos tais como ecossistemas e mercados financeiros, possuem
algo em comum com aqueles analisados por Fisica Estatistica. A questao central de
Fisica Estatistica é tratar de fendmenos macroscopicos que resultam de interagoes
microscopicas entre véarios “individuos”. Considere o movimento de objetos inani-
mados, tais como po6 de serra lancados num fluido turbulento. O comportamento
de uma particula sobre o “oceano” é influenciado por cada colisao que ela sofre a
cada picosegundo (10712s) com aproximadamente 10'° moléculas microscopicas do
fluido. Contudo, os avancos na area de turbuléncia nao surgem da resolucao das
109 colisdes num computador. O entendimento das observacoes ¢ feito em termos
de fené6menos coletivos que obedecem nao as Leis de Newton, mas sim leis de escala
em turbuléncia.

Como exemplo ilustrativo, considere um sistema complexo de interesse em



1 Escala e Universalidade 2

economia, tal como o mercado acionario. Neste caso, o valor de uma determinada
acao é influenciada por todos os compradores sob variados graus. Uma vez que cada
grupo de compradores decide se comportar de uma certa maneira, o valor da acao ira
mudar. Contudo, cada comprador esta seguindo regras bem definidas e do mesmo
modo que as particulas de p6 de serra seguem certas regras. Nao sabemos muito
sobre a completa conexao entre a quantidade microscopica e macroscopica observada,
o valor da acao e as regras individuais seguidas pelos compradores. Similarmente,
nao sabemos muito a respeito da conexao entre a velocidade das particulas de po6 de
serra e as leis microscopicas seguidas pelas 101 moléculas de 4gua que colidem com
as particulas a cada picosegundo.

Uma vez que a Fisica Estatistica busca explicar o comportamento macros-
copico que resulta de interacoes de muitos componentes microscopicos, logo ela é

bastante 1til para o problema geral de tentar entender sistemas complexos.

1.2 Escala e Universalidade

Fenomenos complexos tém pelo menos dois aspectos quantificaveis em co-

muin:

(i) Auséncia de uma escala bem definida, possuindo uma simetria de invariancia

de escala.

(4 ) Auséncia de segundo momento estacionério nos sinais gerados, ou seja, sua

variancia nao é constante no tempo. Dizemos que os sinais possuem uma

Instituto de Fisica - UFAL



1 Escala e Universalidade 3

dinamica heterocedastica '.

Existe uma relacao direta entre estes dois ascpectos da dinamica de sistemas
complexos? A resposta é afirmativa e, uma das chaves para o entendimento desta
relacao vem de observacoes obtidas de estudos anteriores, onde fen6menos heteroce-
dasticos seguem uma dinamica multifractal [1] e ndo monofractal [2]. Monofractais
referem-se aos casos onde um unico expoente de escala ou dimensao fractal caracte-
riza inteiramente o sistema. Em contraste, sistemas cujas dinamicas sao multifrac-
tais necessitam de mais de um expoente para serem caracterizados completamente.
Esta questao serd abordada em maior detalhe no Cap. (3).

Simetria de invariancia de escala é freqiientemente observada em sistemas
que se encontram longe do equilibrio, nas proximidades de pontos criticos (veja ref.
em |[3|), as vezes conhecida como Fendmeno Critico. De forma contra-intuitiva,
em vez de a correlagdo C(r) entre sub-unidades de um sistema complexo separadas
por uma distancia 7 decair de forma exponencial com r: C(r) ~ e™™/¢ onde £ é o
comprimento de correlacdo (comprimento de escala caracteristico acima do qual a
fungao de correlagao se torna desprezivel), os resultados de experiéncias, bem como
de diversos outros resultados tedricos, mostram que o decaimento exponencial da
fungao de correlagao (espacial ou temporal) é valido somente para sistemas distantes
de seus pontos criticos. Nas proximidades de tais pontos a funcao de correlagao se
comporta sob a forma de lei de poténcia: C(r) ~ 77!, onde 1 ¢ um exemplo de
expoente critico.

Expoentes criticos, tais como 7, possuem um carater universal, sendo in-

1O termo Heterocedéstico tem sua origem no Grego “hetero” (diferente) e “skedastios” (disper-

sdo) — dispersao diferente. O termo heteroscedéstico também é correto e freqiientemente utilizado.

Instituto de Fisica - UFAL



1 Econofisica 4

dependente da natureza do sistema. A descoberta desta universalidade implica a
existéncia de mecanismos mais profundos, geralmente simples, responsaveis pelo
comportamento dos sistemas criticos [4|. Tais idéias tém guiado os fisicos em pro-
blemas de investigagao interdisciplinares e puseram em evidéncia semelhancas entre
problemas e disciplinas aparentemente muito diferentes. Retomaremos a tais ques-
toes posteriormente.

Sem perda de generalidade e admitindo a importancia de fendmenos econémi-
cos, optamos por analisar as propriedades estatisticas e de escala de séries temporais
financeiras. A riqueza e complexidade dinamica do mercado financeiro deu origem a
uma nova area denominada Fconofisica [1]. O interesse pela Econofisica aumentou
bastante com a publicacao dos trabalhos de Rosario Mantegna e de H. E. Stanley,
que em 1995 analisaram as variacoes no indice Standard & Poor’s 500 da bolsa de

Nova Yorque [5].

1.3 Econofisica

A Econofisica é o estudo de mecanismos econdmicos a partir de uma optica
empirica e logica visando uma correlacao com a Fisica. As origens da Econofisica
podem ser remetidas ao ano de 1960, com os trabalhos do matematico Benoit Man-
delbrot |1] ou mesmo ao ano de 1900, com a tese de doutorado de Louis Bachelier,
sobre a especulagao financeira, intitulada “Théorie de la spéculation” [6] (veja tam-
bém ref. em |7]).

Mesmo antes da descoberta do movimento browniano (MB) em 1827 pelo

Instituto de Fisica - UFAL



1 Econofisica 5)

botanico Robert Brown [8], ao observar o movimento desordenado de graos de polen
“dissolvidos” em agua, cuja explicacao se deu somente com os trabalhos de Einstein
em 1905 2, Bachelier propés um modelo tipo MB para a dinamica de precos de
ativos financeiros. Do ponto de vista econémico, Bachelier investigou variagoes no
preco, enquanto economistas tratavam principalmente de variacoes no logaritmo dos

pregos; fato este que nao diminui o valor do trabalho pioneiro de Bachelier [5].

Retorno e Volatilidade Financeira

Mais importante que saber o valor de ativo financeiro em um dado instante
de tempo k, é saber o quanto de lucro é obtido numa transacao envolvendo a compra
e a venda deste ativo, separadas por um dado intervalo de tempo. Tome o preco do
ativo em instantes consecutivos de tempo. A diferenca dos precos entre estes dois
instantes é dada por AS(k) = S(k) — S(k — 1). Define-se a variacao relativa de

precos ou retorno liquido simples, entre os mesmos instantes de tempo, por:

S(k)—S(k—1)
= : 1.1
R(K) = 2 (11)
Note que, ao reescrever a eq. 1.1 na forma 1+ R(k) = %, aplicando-se o logaritmo
na expressao anterior obtém-se:
S(k)
In|————| =In[l+ R(k 1.2
o) = el + R (1.2

e, como para pequenos valores de R(k) (como geralmente é o caso), pode-se escrever

2 O MB foi o tema da tese de doutoramento de Einstein e, apesar de ele ter ganhado o prémio
Nobel pelo Efeito Fotoelétrico, sua teoria para o MB é considerada um dos trabalhos mais notaveis

da sua carreira, sendo responsavel por um grande avango nos campos da quimica e da fisica.

Instituto de Fisica - UFAL



1 Econofisica 6

In[l1 4+ R(k)] ~ R(k), “definimos” o log-retorno como:

r(k) = ln[%] . (1.3)

Desta forma, analisar a série de log-retorno dos precos é equivalente a analisar aquela
contendo o retorno liquido simples. Esta possui a informacao relevante que é o lucro
(ganho) e/ou perda, obtido em uma dada transacao.

Uma segunda quantidade de grande importancia em financas ¢ a medida
do risco de um investimento. Esta medida estd relacionada a outra quantidade,
denominada de volatilidade. A volatilidade é definida como o desvio padrao (estas
definigbes estatisticas sdo abordadas no Cap. 2) do retorno para um dado intervalo

de tempo 7, matematicamente:
o(r.)~ |r.| . (1.4)

Logo, neste trabalho a volatilidade é definida como o valor absoluto do retorno
financeiro.

Enquanto a série temporal de precos de um ativo financeiro possui ambos
média (primeiro momento estatistico) e variancia (segundo momento estatistico)
dependentes do tempo, a série de retornos, obtida da série original de precos através
da transformacao dada pela eq. 1.3, possui o primeiro momento aproximadamente

constante, mantendo apenas o carater heterocedastico da variancia.

Hipétese de Mercado Eficiente

A Hipotese do Mercado Eficiente foi formulada durante década de 70 por

Eugene Fama [9], que em sua tese de doutorado demonstrou que em mercados onde

Instituto de Fisica - UFAL



1 Econofisica 7

h& um grande niimero de investidores bem informados, o preco atual de um ativo
financeiro reflete todas as informacoes e expectativas dos participantes do mercado.
Consequentemente, nenhum lucro pode ser obtido a partir de negociacoes baseadas
em informacoes do mercado, pois tais informagoes ja foram incorporadas no preco
do ativo |5], em outras palavras, a hipotese de mercado eficiente afirma que a cota-
¢ao de um ativo é completamente imprevisivel. Um mercado como este possui um
comportamento similar aquele das particulas de p6 de serra num fluido, ou seja, é
um tipo de random walk unidimensional, onde a série dos pregos é descorrelacionada
no tempo.

Existem duas maneiras distintas de abordagem em finangas [10]: Abordagem
Fundamentalista e Abordagem Técnica ou Grafista. A primeira abordagem se baseia
na idéia da existéncia de uma correlacao logica entre o valor intrinseco de uma acgao
e seu preco de mercado. Este valor levaria em conta todo o patrimonio da empresa
cuja acao estd associada, bem como fatores externos: desempenho e posicao no
respectivo setor de atuagao, grau de atualizacao tecnologica dos empreendimentos da
empresa, até mesmo fatores politicos relacionados a area de atuacao da empresa. Ja
a segunda abordagem se utiliza de dados do passado (séries temporais) como fonte de
previsibilidade do comportamento dos precos num instante de tempo futuro, tendo
como objetivo identificar oportunidades de compra e venda de agoes, determinar
limites de oscilacao de precos, tornando, desta forma, possivel o estabelecimento de
estratégias de risco.

Num mercado que satisfaga completamente a Hipotese de Mercado Eficiente,
nao existiria forma dos fundamentalistas obterem lucros acima da média e nem dos

grafistas teriam como antecipar novas tendéncias ou movimento dos pregos. Obter
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1 Objetivos e Organizacao da Tese 8

lucro acima da média num mercado como este seria apenas uma questao de sorte.

De fato, a Hipotese de Mercado Eficiente é apenas uma idealizacao, ela serve
como referéncia para criacao de modelos matemaéticos.

Entre os problemas abertos Econofisica estao os seguintes: (i) a origem das
caudas grossas nas distribuigoes de retornos financeiros, (i) a caracterizacao das
propriedades multifractais destas séries, (ii7) a importancia do papel de correlagoes
de longo alcance multifractais nos retornos absolutos e (iv) a convergéncia das séries
para o regime Gaussiano. Nesta tltima linha, o uso de um teorema denominado

Secoes de Lévy tem se mostrado ttil, voltaremos nesta questao no Cap. 4

1.4 Objetivos e Organizacao da Tese

Nesta tese investigamos o grau com que a multifractalidade e a heterocedas-
ticidade estao relacionados. Um causa o outro? Ou sao completamente descorre-
lacionados? Também investigamos o processo de convergéncia de séries temporais
ao regime Gaussiano monofractal e homocedéastico monofractal via Secoes de Lévy.
Esse regime representa um importante aspecto em Fisica Estatistica de sistemas em
equilibrio. Analisamos também a “natureza” deste processo, ou seja, o modo que
as Secoes de Lévy promovem a convergéncia. No Cap. 6 desta tese estes questiona-
mentos sao respondidos.

Esta tese estd dividida da seguinte forma: O Cap. 2 ¢ dedicado ao estudo de
conceitos estatisticos, no Cap. 3 mostramos os conceitos de fractalidade aplicados a

séries temporais, no Cap. 4 estudamos o processo de convergéncia ao regime Gaus-
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1 Objetivos e Organizacao da Tese 9

siano via Secoes de Lévy, os resultados e suas discussoes sao apresentados no Cap. 6

e no Cap. 7 apresentaremos as conclusoes.
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Capitulo 2

Propriedades Estatisticas em Séries

Temporais

Como caracterizar quantitativamente as propriedades estatisticas de séries
temporais? Este capitulo é dedicado a esta questao. Apresentamos aqui conceitos
estatisticos basicos tais como: o de variaveis aleatorias, fungoes densidade de proba-
bilidade, momentos estatisticos, teorema do limite central (TLC), TLC generalizado,

funcoes de correlacao e espectro de poténcia.

2.1 Variaveis Aleatorias

Na Mecanica Classica, uma vez conhecida a posicao e velocidade de uma
particula para um instante de tempo ¢ qualquer, estas quantidades se tornam bem
definidas para qualquer instante de tempo posterior ao aplicar as Leis de Newton da
Mecanica. Imagine agora um sistema composto por um ntimero N de particulas. Na

sua descricao por intermédio das leis da Leis de Newton seria necessario a resolucao

10



2 Variaveis Aleatorias 11

de um conjunto de 3N equagoes diferenciais (uma para cada componente de posi¢ao)
no caso de o sistema nao possuir vinculo, além de ser necessario conhecer os valores
da posicao e velocidade de cada uma das particulas para um dado instante de tempo.
Esse procedimento se torna invidvel em ocasioes onde as condicoes iniciais nao sao
bem definidas e/ou o nimero N de particulas for muito grande. Para estes casos
um tratamento estatistico do sistema se torna essencial.

No primeiro caso onde existe uma relacao matemética bem definida para
cada componente de posicao e momento da particula em funcao do tempo, dizemos
que estas quantidades sao deterministicas. Ja no segundo caso, onde nao existe tal
relacao definida para as quantidades fisicas do sistema, dizemos que estas quantida-
des sao aleatorias ou estocasticas, e ¢ comum a utilizacao de letras maitsculas para
representa-las. Digamos que alguém queira realizar um experimento, por exemplo,
aquele consistindo no lancamento de um total de 10 moedas. Defina uma variavel
X como a diferenca entre o niimero de moedas que caem com a face cara voltada
para cima e aquele nimero em que a face coroa é a superior. O conjunto de reali-
zacoes possiveis para variavel X, comumente representados por letras mintsculas, é
chamado de dominio da variavel ou espago amostral (é comum representar o espago
amostral relacionado a uma variavel aleatoria X por S), que para este exemplo em
particular é composto por

r=0,1,...,10.

Antes de as moedas serem lancadas s6 faz sentido falar na probabilidade desta ou
daquela realizacao x para a variavel X ocorrer. Uma vez realizado o experimento,
falar de probabilidade perde o sentido pois sabemos o valor de  com certeza. Esta

é a principal caracteristica de uma dada variavel aleatoria: seu valor s6 se mostra
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2 Distribuicoes de Probabilidade 12

através de uma medida.

As variaveis aledtorias podem ser discretas ou continuas. Ela sera discreta
quando a menor diferenca entre dois possiveis valores de suas realizacoes for finita,
como ¢é o caso do exemplo anterior. No caso de uma variavel continua se, ao passar
de um valor real a para um outro valor b, ela assumir todos os valores intermediarios
entre a e b. Como exemplo de uma variavel aleatoria continua temos a medida da
temperatura 7' em um dado experimento. Em geral, medi¢oes dao origem a dados

continuos e contagens ou enumeragoes a dados discretos |11].

2.2 Distribuicoes de Probabilidade

A probabilidade é a quantizacao das expectativas em relacao ao resultado
de um experimento. Seja a uma possivel realizagdo de um experimento e p(a) sua
respectiva probabilidade (a pode representar as flutuagoes na taxa cambial entre
duas moedas quaisquer; poderia ser o numero referente a face de um dado lancado,
ou qualquer outra realizagao de uma variavel aleatoria); quando N experimentos
idénticos forem realizados, espera-se que a ocorra Np(a) vezes. No limite do niimero
de experimentos tendendo a infinito (N — o0), espera-se que a fra¢ao do niimero de
experimentos que resultam em a seja p(a). Um caso especial e muito importante é
aquele no qual um experimento possa resultar em n realizacoes igualmente provaveis.
Se um niamero m destes resultados corresponde a realizagao de a, entdo, p(a) sera

dado por:

pla) = %
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2 Distribuicoes de Probabilidade 13

Dada uma possivel realizacao de uma variavel discreta X e sua respectiva
probabilidade de ocorréncia p(x), é possivel “mapear” o espago amostral S, definido
pelo conjunto {z;} das realizagoes de X, no espago de probabilidade definido pelo
conjunto {p;} sobre S. Aqui o indice i é para diferenciar as possiveis realiza¢oes de
X de suas respectivas probabilidades de ocorréncia. O conjunto de probabilidades

{p;} definido sobre o espago S devera satisfazer as seguintes condigdes:

1. Condicao de positividade:

2. Condicao de normalizacao:
> pi=1. (2.2)

A probabilidade em um experimento de a variavel aleatoria se encontrar entre
os valores a e b sera dada por:
Pla<z<b)= E p(z;) , (2.3)
a<z<b
onde a soma percorre todos os valores das possiveis realizacoes entre a e b.

A Fung¢ao Densidade de Probabilidade (PDF em inglés), Px(xz), é definida

como:
Px(z) =Y pib(z — ;) , (2.4)

i=1
onde §(x —z;) é a funcdo Delta de Dirac. Ja a Fun¢do Distribui¢ao de Probabilidade

(DF em inglés), Fx(x), é definida como:

Fy(z) = / dy Px(y) = 3 pi 0 =) (2.5)

— 00
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2 Distribuicoes de Probabilidade 14

onde f(x — a) é a fungao de passo Heaviside:

(
0 sex<a

0(z —a) = se x =a (2.6)

N[

1 sex>a.

\

A DF representa a probabilidade da variavel X ter sua realizacao pertencente
ao intervalo | — oo, z|. O fato da PDF ser positiva definida implica que a DF
seja sempre uma funcao monotonica crescente de z, tendo como valores limites
Fx(—00) =0 e Fx(o0) = 1. Note que a PDF pode ser obtida a partir da derivada
da DF (Px(z) = dFx(x)/dx).

A Fig. 2.1 mostra PDF e DF de uma variavel aleatoria discreta X referente
ao lancamento de um dado com “faces desiguais”. O dominio de X consiste dos

valores z; (1 =1, ... , 6), referente a realizacao da i-ésima face num langamento.
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037
025 A (@) A
02|
015!
0.1

0.05¢

Py ()

Figura 2.1: (a) PDF referente ao lan¢amento de um dado de faces desiguais. Os valores z;

com ¢ =1,2,...e 6 sao as possiveis realizacoes de X, ja o tamanho das setas indicam suas

_ 1 _ 1 _
y P4 =5 P5 = 13, P6 =

ool
wles

respectivas probabilidades de ocorréncia: p; = %, P2 = %, p3 =
(b) Funcao Distribuicao de Probabilidade associada a Px(x). Note o comportamento

monotdnico crescente da funcao DF.
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2 Distribuicoes de Probabilidade 16

No caso de X ser uma variavel aleatoéria continua, a eq. 2.3 deve ser repassada
por

b
Pla<xz<b)= / dx Px(x), (2.7)
onde Py(xz) é a PDF continua (assumida existir) associada a variavel aleatoria
X e, Px(z)dr & a probabilidade da variavel X ser obtida para os valores com-
preendidos entre xz e  + dx. A PDF devera satisfazer as condigdes Px(x) >0 e
f_Jr;o dyPx(y) = 1. Ja a DF para uma variavel aleatoria continua X é dada por

Fy(z) = / " dyPyly) . (2.8)

— 00

Momentos Estatisticos

Todas as informacoes referentes a uma dada variavel aleatoria X estao con-
tidas em sua PDF e na auto-correlacao presente em suas varias realizacoes. Entre-
tanto, dificilmente em situagoes reais a determinacao da Py (x) é possivel. Nestes
casos, se faz necessaria a obtencao de informacoes a partir dos momentos relaciona-
dos a X (além da funcao de auto-correlagdo descrita posteriormente).

O primeiro momento, ou simplesmente valor médio ?, referente a um conjunto

de realizagoes da variavel aleatoria X, é escrito como:

<X>:%Z:):,~, (2.9)

onde z; é referente a i-ésima realizagao da varidvel X e N é o niimero de suas

30 valor médio da variavel X é freqiientemente confundido com outras duas quantidades: o
valor mais provavel z,, e a mediana z,,. O valor mais provavel z, é tal que Px(x,) ¢ maximo e a

mediana é tal que [*7 yPx(y) = [~ yPx(y) = 3-

Ty, 2
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2 Distribuicoes de Probabilidade 17

realizagoes. O valor médio ( X ) é muitas vezes denotado por E[X]| ou simplesmente

L.

O momento de p-ésima ordem em torno da origem é escrito na forma:

1 N
p—Ng . (2.10)

No caso de uma variavel aleatoria continua X, o p-ésimo momento é definido como:

(X)) = /_OodxxpPX(x). (2.11)

[e.9]
Um caso muito importante refere-se aos momentos de alta ordem em torno
da média, os quais sdo obtidos repassando z; por (z; — ) na eq. 2.10 e x por (z — p)
na eq. 2.11 no caso de variaveis continuas:
oo
Ly = / dx (x — p)PPx(x) . (2.12)
— 0o
O segundo momento é conhecido como a varidncia, a qual, para conjunto de reali-

zacoes da variavel aleatoria X é escrita na forma:

%é - (x)] (2.13)

Ja o desvio padrao é obtido tomando a raiz quadrada da variancia.

Enquanto o primeiro momento é referente a uma medida de tendéncia central
(tende a se localizar em um ponto central), a variancia ¢ uma medida de dispersao
das realizacoes de X em torno da média. Atualmente tem se tornado comum o uso
de momentos de alta ordem normalizados no estudo das propriedades estatisticas

de sistemas. Abordaremos esta questao na se¢ao (4.3).
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2 Distribuicoes de Probabilidade 18

Funcoes geradora de momento e caracteristica

A fungao geradora de momento, Mx (k), referente a variavel aleatoria X cuja

PDF ¢ Px(z), é definida como

Mx (k) = (ef) = /_OO dx " Px(z) . (2.14)

[e.e]

Expandindo em uma série de Taylor:

Mx(k) = /_OO dx " Px (r)

— /: dx g (%)HPX@)

- /: dx <1 + kl—f + (k;)z -+ OW]) Px(x)

_ /de Pu(a) + /_:da:a:PX<x>+’§—T /_:dm2Px<x>+ Ok
— 1+% (X)+];—? (X%) + O[K*]

. i% (2.15)

A expansao na eq. 2.15 s6 faz sentido quando os momentos de alta ordem em torno
da origem forem pequenos, garantindo a convergéncia da série |12, 13|. Quando este
for o caso, vemos que o momento de p-ésima ordem em torno da origem pode ser

obtido a partir da mesma ordem de derivada da funcao geradora de momento:

. db
pp = (X)) = ,1€1£I(1] %Mx(k‘) : (2.16)

A fungao caracteristica (FC) pode ser obtida a partir da eq. 2.14 pela trans-

formacao k — ik:

fx(k) = (kX)) = /_00 dx €™ Py (x) . (2.17)

o0
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2 Exemplos Ilustrativos de Distribuigoes 19

Note que a FC é basicamente a transformada de Fourier da PDF, e é uma funcao con-
tinua de k com seguintes propridades: fx(k=0) =1, |fx(k)| < 1le fx(=k) = f%(k).

Logo, a PDF é dada pela transformada de Fourier inversa da FC

Px(z) = L /OO dk e % fy (k) . (2.18)

2 J_
Ja a eq. 2.16 pode ser reescrita em termos da FC:

1, = (XP) = lim (—i)? %Mx(ls) . (2.19)

k—0

2.3 Exemplos Ilustrativos de Distribuicoes

Distribuicao Binomial

Eventos caracterizados por sucessivas tentativas, independentes entre si, cada
qual com apenas duas possibilidades, sao descritos pela Distribuicao Binomial. Um
exemplo classico em fisica onde a Distribuicao Binomial é aplicada é a caminhada
aleatoria.

Imagine uma particula confinada a se mover em uma dimensao. Suponha
que a particula possa efetuar deslocamentos de tamanho fixo ¢, com probabilidade
p do deslocamento no sentido positivo (direita) e probabilidade ¢ = 1 — p no sentido
negativo (esquerda), de forma que a posi¢ao da particula em relagdo a origem pode
ser escrita da forma x = m/, com m € Z correspondente a diferenca entre o nimero

de passos para a direita (n,) e aquele para a esquerda (n;). E importante notar que,
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uma vez fixada as probabilidades p e ¢, os passos tornam-se estatisticamente inde-
pendentes. Desta forma, a posicao da particula no n-ésimo deslocamento dependera
de sua posicao anterior. Ja o fato de ela ter se deslocado para a esquerda ou direita
nao influencia no sentido do passo seguinte.

Utilizando o fato dos passos serem estatisticamente independentes, a pro-
babilidade da particula ter realizado n, deslocamentos para a direita e n; para a

esquerda apos n deslocamentos (n = n, + n;) pode ser escrita na forma:

n!
‘1/ N Ny N
(nr) B nr!nl! P
n!
_ nr(] )T 2.20

n!
nylng!

onde o fator é referente ao nimero de combinacoes possiveis de deslocamentos
resultando na mesma situagao final [14].
Utilizando as relacoes m = n, —n; e n = n, + n; na eq. 2.20 obtém-se

expressao para a probabilidade da particula ser encontrada numa posicao x = m/t

“qualquer” dados n passos:

Pam) = - " P (1 )i (2.9))
Tl )]l 5 = )]

Um caso mais simples é aquele em que p = q¢ = % Note que as condicoes de
normalizagao (eq. 2.2) e positividade (eq. 2.1) sao satisfeitas.
A difusao de um gés e aquela das particulas de a¢iicar em agua sao exemplos

de caminhadas aleatorias tridimensionais com probabilidades iguais de deslocamento

das moléculas em todas as direcoes.
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Distribuicao Normal

A Distribuicao Gaussiana ou Normal (Fig. 2.2) de uma variavel continua X

¢ definida pela PDF

Px(z) = ! M} : (2.22)

onde 1 e ox sao a média e variancia referentes a variavel aleatoria X.

A Distribuicao normal também é conhecida como curva em forma de sino
devido ao seu formato. A importancia da distribuicao Gaussiana se mostra na sua
enorme ocorréncia na natureza, fato decorrente do Teorema do Limite Central (TLC)

que serd apresentado na secao (2.4).

Distribuicao de Lévy

O matematico francés Paul Pierre Lévy [15] desenvolveu uma classe “geral”

de PDF cuja FC é da forma

fx(kia, 8,7, ) = exp|—ikp — y[k[" (1 —ifsgn(k) tan(ma/2))] ,  (2.23)

onde p € R é referente a média da variavel aleatéria X; v é um fator de escala e
assume valores positivos; a € ]0 ,2] & um parametro referente ao achatamento da
distribuigao (curtose); ja o parametro § € [—1 ,1] refere-se a assimetria (skewness)

da distribuicao. A func¢ao sgn k é definida na forma

p

-1 sek<0
sgn k = 0 se k=0 (2.24)
1 se k>0.

\
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As distribuicoes de Lévy provenientes da FC descrita na eq. 2.23 se enqua-
dram numa classe de distribuigdes do tipo cauda grossa (“fat tailed”). As distribui-
¢oes de Lévy (para o caso de o < 2) tém a propriedade de decair de forma lenta em
funcao da variavel aleatoria. Este comportamento das caudas permite que eventos
extremos sejam mais faceis de serem observados do que no caso de uma distribuicao
com decaimento rapido, por exemplo a Gaussiana. Esta propriedade é decorrente do
fato de que para valores grandes do modulo das realizagoes da variavel aleatoria X,
as distribui¢oes de Lévy se comportam em forma de lei de poténcia com expoente

entre 1 e 3:

1
||+

Px(|z]) ~ (2.25)

Devido a esse comportamento da PDF, os momentos de p-ésima ordem (( X?))
divergem quando p > a e o < 2. Veremos no cap. 3 que sistemas regidos por lei de
poténcia possuem propriedades fractais.

As distribuicoes de Lévy sao amplamente aplicadas em varias areas, como
exemplo podemos citar a economia (veja ref. em [16]) onde distribui¢oes de Lévy
sao utilizadas para se ajustar a parte central das distribuicoes de retorno financeiro.
Uma outra aplicagdo muito interessante das distribui¢coes de Lévy é referente a
estratégias de busca de alimentos por parte de animais. Acredita-se que, satisfeitos
alguns requisitos como alto poder de deteccao da presa e abundancia de alimento,
alguns animais realizam os chamados voos de Lévy (“Lévy Flight”) na busca de
alimento. Ao contrario do movimento aleatério comum (MB) onde os passos sao
frequentemente curtos  regido pela distribui¢ao Gaussiana, em um voo de Lévy é
possivel que passos arbitrariamente grandes seja efetuados. Desta forma, como uma

maneira de aumentar as chances de sobrevivéncia, alguns animais poderiam adotar
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os voos de Lévy como uma estratégia de otimizacao de suas buscas.
Em geral nao existem formas analiticas para as distribuicoes de Lévy e, so-
mente para alguns casos especiais, expressoes analiticas podem ser obtidas. Segue

listado abaixo tais casos:

° Distribuicao Normal, o« = 2:

Px(z) = \/leﬁ exp [—%} ; (2.26)
° Distribuicao de Cauchy ou Lorentziana, o =1, = O:
Pea) =2 (2.27)
T (= p)?+ 2
° Distribuicao de Lévy-Smirnov, oo = % ,0=1
_ v
Px(x) = % exix[zi)iu)] ' (2:28)
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Figura 2.2: Formas analiticas para as distribui¢ées de Lévy. (a) Distribui¢ao Gaussiana
para o caso de média nula e variancia unitaria. (b) Distribui¢ao de Cauchy ou Lorentziana

com meédia nula e variancia unitaria. (c) Distribui¢ao de Lévy-Smirnov.
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Estabilidade Gaussiana

Um conceito muito importante em estatistica é aquele de estabilidade de uma
distribuicao. Seja S5 a soma de 2 variaveis aleatorias: Ss = X7 + X5, a distribuicao
de Sy é dita estavel se ela for idéntica aquela referente a X; e Xs, ou seja, se X,
X, e Sy forem governadas pela mesma PDF [17]. A PDF de Sy para as variaveis
independentes (elas nao necessitam possuir idénticas PDF) é dada pela convolu¢ao

entre as PDF’s de cada uma das variaveis:

PS2(82) = /_OO dl’l PX1 (LL’l)PSQ(Sg — S(Zl) = PX1 (S(Zl) &® PXQ(SL’Q) . (229)

oo

O teorema da convolugao [13] diz que a transformada de Fourier da convolu-
¢ao de duas func¢oes é igual ao produto da transformada de Fourier de cada funcao.

Simbolizando a transformada de Fourier por F tem-se que

FlPs,(s2)] = FlPx,(21) @ Px,(2)]

= F[Px,(21)]F[Px,(z2)] . (2.30)

Para o caso da soma de n variaveis aleatorias independentes tem-se que

n

FlPs,(s2)] = [[FPx ()] (2.31)

i=1

Logo, a partir da eq. 2.17 percebe-se que a eq. 2.31 é a propria FC referente a .9,,.

Supondo que as variaveis além de independentes possuem indénticas PDF (variaveis

fsu (k) = [fx(x)]" . (2.32)
Para o caso de uma distribuicao Gaussiana tem-se que
o2
fx(k) = exp [—%k@] (2.33)
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logo

fs.(sn) = [fx(k)]" = exp [—%k2] (2.34)

onde 0x= ox+/n, consequentemente, a PDF referente a S, também manterd sua
forma funcional, fazendo da Gaussiana uma distribuigao estavel. A convolugao de

n Gaussianas é também Gaussiana. Isto é um exemplo de estabilidade.

2.4 Teorema do Limite Central

Dado um conjunto {x;} (i =1, 2, ... , n) de realiza¢oes independentes de
uma variavel aleatéria X (com média e variancia finitas), seja y, o desvio da média

das realizagoes de X

1
Yp = g(:cmtxfr oo F ) —(X)

= 21+ZQ—|—...—|—Zn, (235)

3=

com z; = = (z; — (X)), o TLC afirma que a PDF Py (y,) se aproxima de uma

Gaussiana a medida que n tende a infinito; matematicamente:

2

. n ny,
s Py (yn) =\ 5p7 &P {_202 } ' (2:36)

X X

A demonstragao deste teorema pode ser feito via funcao caracteristica. Faca

fz(k,n) a FC relacionada a z = = (z — (X )):
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falk,n) = /_OO dz exp [z’é(:ﬁ— (X>>]PX(:):)

_ gpl' (g) / ‘: de (z — (X))’ Px(x)
_ - % (E)20§<+i% (%)pup

Neste ponto podemos desprezar os momentos de alta ordem, o que é justificavel
tanto pelo fato de supor a convergéncia da série de momentos quanto pelo fato de

considerar valores grandes de n, obtendo:

fz(k,n) = fy (%) ~ 11— % (%)20—3( : (2.37)

onde 0% ¢ variancia de X (segundo momento em torno da média) definida na segio

(2.2). A FC, fy,(yn), pode ser escrita na forma

flh) = [fz (%)}

0
VR
|
Sl
N
Sl
N—————

[N}
S
N——

(2.38)

l
@
¥

o

I

|

Utilizando a eq. 2.18 temos que

1 & ) 1 k‘20’2
PYn(yn) = — / dk exp [—Z]{;yn] exp [_5 X:|

2 J_o

1 ny? > 1 iny, \°
S L dk exp | —— (hoy — 29} |
or exp{ 20%} /_OO exp[ 2n < ox ox ) ]

Fazendo a mudanca de variavel: ¢ = koy — 24 logo d( = oxdk
ox

1 nya | [
Pra(yn) = 2mox Y {_202}/
X

_inyn

¥ d¢ exp [—% gﬂ . (2.39)

oo inyn
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1

exXp |:— 20’%(

o que nos leva a demonstracao do TLC:

2
n ny:
Py (y,) = ‘/—27m§( exp {_2U§J . (2.40)

Devemos notar que na demonstracao do TLC foi utilizado a definicao da

PDF a partir da FC (eq. 2.18) e, as tinicas suposi¢oes feitas foram sobre o conjunto
de realizacoes da variavel aleatoria X. Isto implica que qualquer distribuicao que
satisfaca as condi¢oes do TLC tem a propriedade de convergir para a distribuicao
Gaussiana quando o niimero realizagoes tendem a infinito. Por isso € muito comum se
dizer que a PDF Gaussiana representa um atrator no espaco das PDF’s. A carater
ilustrativo mostraremos este resultado para a Distribuicao Binomial apresentada
anteriormente.

Para grandes valores de n e n,, a distribui¢do binomial W (n,) (eq. 2.20)
exibird um méximo pronunciado em algum valor n,. =n, e sofrera um decaimento
rapido para valores proximos de n, [14]. Proximo do maximo de W (n,) sua variacio
fracional quando n, varia por uma unidade é muito pequena:

W(n, +1)—W(n,)|

1.
W) <

Desta forma, embora n, s6 possa assumir valores inteiros, com boa aproximacao
pode-se tratar W (n,.) como uma fung¢ao continua de n,. A localizagao de n, =n, do

maximo de W (n,) é dada pela condi¢ao

A,
dnr TLT:TTT
ou equivalemente
d[InW (n,.)] _0
dnr nT:rfLVT o '
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Por razoes de conveniéncia podemos estudar o comportamento de W (n,) em torno
de seu valor maximo fazendo a substituicdo: n, =n, +n e expandindo a funcao

In[W (n, +n)] numa série de Taylor:

N 1 1
In[W(n,)] = In[W(n.)]+ Bin+ 5B2n2 + ngn‘Q’ + ., (2.41)

onde

d* (1n[W (i +n)))

B, = (2.42)
dnk =0
A partir da eq. 2.20 pode-se analisar a expansao 2.41:
In[W(n,)] = Innl—Innt—In(n—n)+n.lnp+(n—n)linq.

Podemos usar os mesmos argumentos para [n n! para n > 1 como fizemos para a

distribuigao W (n,.). Desta forma, temos que

d ln n! In(n+ 1)! —In n!
= mr1D)—n In(n+1)~linn (2.43)
Consequentemente:
W = —Inn.+Iln(n—n.)+Inp—Ingqg. (2.44)

Como a expansao é em torno de n, o termo B; é nulo:

in [2=0]

— = 0. (2.45)
n, 4

Utilizando o fato de que p+ ¢ = 1, obtem-se que n,= np. Utilizando este resultado,

o termo B, pode ser escrito como

By = ——. (2.46)
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Utilizando o mesmo procedimento é possivel mostrar que By, < n*/(npq)*~*.

Para valores grandes de |Bs| pode-se ignorar termos de ordem superior a 7>

na eq 2.41 [14], o que nos gera:

1 (n, — np)?
W(n,) = Wexp {_qup] : (2.47)

onde foi utilizada a condi¢do de normalizacdo: W(n,) [~ dn exp [-1|Ba|n?] = 1.
A PDF (discreta) para a caminhada aleatoria é obtida repassando n, por z

na eq. 2.47

1 (x — np)?
Px(z) = Wexp {_Tpf] : (2.48)

Deve-se ter em mente que a eq. 2.48 s6 é aplicavel nos casos de z e n grandes.
Isto mostra mais uma vez o motivo das distribui¢coes Gaussianas serem muito
frequentes na natureza, uma vez que para grandes niimeros, distribui¢oes que satis-

fazem o TLC tém a propriedade de convergir para uma PDF Gaussiana.

2.5 TLC Generalizado e a-estabilidade de Lévy

Vimos na se¢ao anterior que o Teorema do limite central afirma basicamente
que a PDF referente a soma de n variaveis aleatorias ¢.i.d., com média e desvio
padrao finitos, converge para uma Gaussiana no limite que n tende para infinito,
tendo como uma conseqiiéncia a estabilidade da distribuicao Gaussiana. Lévy e
outros generalizaram este teorema. O TLC Generalizado afirma que a soma de n
variaveis i.i.d. cujas distribui¢des possuem variancia infinita (distribui¢oes do tipo

cauda grossa) tendera para uma distribui¢do de Lévy a medida que n tende a infinito.

Instituto de Fisica - UFAL



2 TLC Generalizado e a-estabilidade de Lévy 31

Nao faremos aqui a demonstracao rigorosa deste teorema, no entanto ele pode
ser entendido a partir da conexao para o caso da estabilidade Gaussiana mostrada

abaixo:

Gaussiana Lévy

d(m— (X)) o Ya=—) (z— (X)) (2.49)

fzac,n)zfz(ﬁ) - fz<k,n>zfz(ﬁ) (2.50)

(GG~ @O e

—  a, ~nte (2.52)

fya (a—i) = :fz (nl—i)r (2.53)

A questao que devemos responder é: “uma FC com a dependéncia funcional

compativel com a eq. 2.53 permite estabilidade no limite que n tende a infinito?”

Vamos definir uma nova funcao ¢ (k) da forma:

V() = log fr, (aﬁ) , (254)
logo
Y(k) =n p(k/n'*) . (2.55)
Por substituigao direta, tem-se que uma possivel solugao para (k) é da forma:
Y(k) ~ [k (2.56)

0 que gera:

fz(k) = exp[—7|k|?] . (2.57)
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Como resposta ao nosso questionamento, a eq. 2.57 representa um FC es-
tavel para a soma de n variaveis. Uma generalizacao da a-estabilidade é obtida

reescrevendo a eq. 2.57 na forma (eq. 2.23):

fx(ksa, B,v,1n) = exp|—ikp — y|k[*(1 — ifsgn(k) tan(ra/2))]

e a PDF ¢ obtida por

1 [ee]

dk expl—ikz]fx(k; o, 8,7, 1) (2.58)

onde p representa a média, § é responsavel pela assimetria, v pela escala de Px(x)
eacl0,2].
A convolucao de duas PDF’s a-estaveis de Lévy é outra PDF a-estavel de

Lévy. Este é o caso mais geral de estabilidade para variaveis i.1.d. .

2.6 Estacionaridade e Tempo de Correlacao

Dado um conjunto {z(¢)} de realiza¢oes de uma certa variavel aleatoria X,

define-se a fungao de correla¢ao para o conjunto {z(¢)} como:
(z(t)z(tz)) = Clt,t2) . (2.59)

Num sentido ndo muito restritivo, o conjunto {z(t)} pode ser dito estaciona-

rio [5] se ele satisfaz as seguintes condicoes:
(1) A média (z(t)) = p é independente do tempo .

(2) A fungao de correlagao é da forma: C(t1,t2) = C(7) com 7 =ty —t; .
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(3) (2%(t)) = C(0) . Logo, a variancia do processo C(0) — u? é independente do

tempo.

Por conveniéncia, mas sem perda de generalidade, consideremos um processo
estacionario com média nula (1 = 0) e variancia unitaria (0% = 1). Podemos agora
retomar algumas questoes levantadas no Cap. 1, com respeito a escala tipica de um
processo (tempo de memoria).

Para um processo estacionério, a informacao a respeito do tempo de memoéria

pode ser obtida por meio da integral da func¢ao de correlacao C'(7). A area abaixo

de C(7) pode apresentar trés valores:

finito
/ drC(7) = { infinito (2.60)
0

indeterminado .

\

(o] . . . . A . s .
A fo drC'(7) finita implica a existéncia de um tempo de memoria 75 chamado tempo
de correlacao do processo.
Como mencionado no Cap. 1, o decaimento exponencial da funcao de corre-

lacao refere-se a um exemplo tipico de um tempo de escala bem defindo:

/ dre ™™ = 1. (2.61)
0

Ja uma dependéncia do tipo lei de poténcia implica a auséncia de uma escala

bem definida;:

/ dr 7! = o0, (2.62)
0

se0<n<1.
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Mediante a discussao anterior é conveniente analisar o comportamento da
variancia relacionada a variavel S,, definida pela soma de n variaveis aleatorias X; ,

num processo estacionario. Similar & eq. 2.13, agn é escrito como:

75 %i[ 5] (2.63)
logo: h
o}, = %é;%—<_ x4
_ %é gx;—<:1x;,>} [gx; <§x;,>],
_ %i ;m—zgg Zm Xi) g";(X;,)(X;,)}
- HNZ—NZQE Z LX)+ Z %)
- [éijxm - §<XJ><XH> - ki;1<Xk><XJ,) N ki1<Xk,><X],>]
- [j ::1<Xan> - §1<Xg><ka> - kZ (X (X ) + kil<xk,><xj,>]
- i(<x3>—<xz>2)+i(<x;;> <XZ><XJ>)’
N j#i
= _1 a§<i+§(<xixj>—<xi><xj>). (2.64)
B j#i

Como o processo é estacionario, a eq. 2.64 pode ser reescrita como:

n
0% = nox,+2 ZCO'U(X,',X]') : (2.65)
i=1
1<t
onde Cov(X;, X;) é a covariancia, a qual possui um comportamento idéntico aquele

da correlacao para processos com média nula.
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Se a soma na eq. 2.65 permanece finita para grandes valores de n, entao as
variaveis X; (i = 1,2,...,n) sdo ditas fracamente correlacionadas. Entretanto, se a
soma diverge, entao as variaveis possuem correlacoes de longo alcance. Esse com-
portamento é observado em processos estocésticos caracterizados por uma funcao
de correlagao do tipo lei de poténcia (C(1) ~ 777!). Desta forma, estudando o
comportamento da variancia de S,,, obtemos informacoes sobre o tipo de correlagao
num processo.

Se as variaveis sao i.i.d., 0os termos no somatorio da eq. 2.65 se cancelam

((ng) - <Xi><Xj>>, restando:

os, = nflox, (2.66)

n

onde H é o expoente de Hurst, o qual, para o caso de variaveis do tipo .7.d. possui
o valor 1/2. O expoente H sera abordado com maiores detalhes no Cap. 3.

Estas mesmas propriedades podem ser vistas no dominio da frequéncia. Para
isso basta expressar a funcao de correlagao da variavel aleatéria X como uma integral

de Fourier:

C(r) = /OO dw J(w) exp [iwT] (2.67)

—o0
onde o coeficiente J(w) é chamado de espectro de poténcia ou densidade espectral
de X. Da eq. 2.67 segue que J(w) pode ser expressado em termos da funcao de
correlagao C(7):

J(w) = % _Oo dr C(7) exp [—iwr] | (2.68)

No caso da funcao de correlacao nao possuir uma escala bem definida:

C(r) ~ 71! (2.69)
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com 0 < n <1, o espectro de poténcia terda a dependéncia da forma:

C

T (2.70)

J(f) =

Pode ser mostrado também que J(w) o | 7 (w)]?.

A relagao entre o expoente n e o expoente de Hurst é da forma: n = 2H + 1.
Alguns valores de 7 recebem nomes especiais: 7 = 0 é referente a um ruido branco e
representa um sinal totalmente descorrelacionado; n = 2 é o caso do MB (também
recebe o nome de processo Wiener). Ja o caso intermediario n = 1 recebe 0 nome de
ruido 1/f e é observado em uma ampla variedade de fenomenos (veja ref. em [5]).

As eqs. 2.67 e 2.68 sao conhecidas como relagoes de Wiener-Khintchine e,
como vimos, sao de grande importancia no estudo de correlagoes em séries temporais.
Nao usaremos aqui o espectro de poténcia e outros métodos espectrograficos porque

eles funcionam corretamente apenas para séries estacionarias.
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Capitulo 3

Multifractalidade versus

monofractalidade

Qual é o comprimento do litoral brasileiro? A resposta depende da escala de
resolugao utilizada na medida e esta relacionada com o conceito de fractalidade que
serd abordado neste capitulo.

Muitos fenomenos e estruturas encontradas na natureza necessitam de um
formalismo matematico especial para quantificd-los. Alguns padroes tais como o
crescimento e a disposicao de galhos e folhas em uma arvore, a formagao de nu-
vens, podem ser recriados a partir de regras simples de construcao geométrica, que
quando executadas sao capazes de criar estruturas de alta complexidade. Algumas
dessas estruturas tém propriedades conhecidas como fractais |1, 18] e para defini-
los s@o necessarios dois conceitos: (i) dimensdo fractal — caracteristica marcante
de uma estrutura do tipo fractal devido ao fato de freqiientemente possuir valores
fracionarios, o que foge dos conceitos da dimensao topolégica associada a geometria

euclidiana e, (ii) auto-similaridade — invariancia por mudanga de escala, ela é fisi-
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camente caracterizada pelo fato de poder observar a mesma estrutura independente
da escala de observacao.

Embora a idéia de objetos com dimensao fracionaria date do inicio do século
XIX, foi o francés Benoit Mandelbrot, considerado o pai da geometria fractal, quem
a introduziu em 1975 [1|. A palavra fractal tem sua origem do latim “fractus™
fracao, fragmentado, etc. Atualmente, os conceitos de fractalidade sao utilizados
amplamente em muitas areas que se estendem desde a Economia, Fisica, Medicina,

até a propria Arte.

3.1 Auto-similaridade e dimensao fractal

Para os objetos geométricos tradicionais existe uma relacao simples entre a
sua dimensao d, o nimero de “caixas” N (nao sobrepostas) necessarias para recobrir
todo o objeto e o comprimento das caixas. Esta é a idéia do método conhecido como

método “Box-Counting” (contagem de caixas) [19]. Essa relagao é da forma

114
S o
onde L, é o comprimento da aresta na nova “escala”.

A critério de visualizacao, apliquemos o método de contagem de caixas ao
caso bidimensional. A Fig. 3.1(a) mostra um quadrado de aresta unitaria preen-
chendo completamente a parte central de um quadrado de aresta 3. As Figs. 3.1(b)
e 3.1(c) sao obtidas a partir da divisdo sucessiva da primeira, ilustrando o processo
empregado no método de contagem de caixas. Ja a tabela 3.1 relaciona o niimero de
células nas Figs. 3.1(a), 3.1(b) e 3.1(c) que contém parte do quadrado com a aresta

de cada célula.
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(a) (b) (c)

Figura 3.1: Tlustracdo do método de contagem de caixas para o caso 2D. O objeto é
seqliencialmente dividido. A dimensdo associada ao objeto pode ser obtida a partir da
eq. 3.1, que relaciona d com a quantidade de caixas nao sobrepostas necessarias para

recobrir todo o objeto e o tamanho da aresta destas caixas.

Figura Nimero de células | Comprimento das células
Fig. 3.1(a) N =1 L=1
Fig. 3.1(b) N =4 L= %
Fig. 3.1(c) N =16 L= i

Tabela 3.1: Relacao para 3 processos sucessivos de divisao de um objeto, empregado no
método de contagens de caixas, entre o ntimero de caixas N (contendo parte do objeto) e

o comprimento L da aresta das caixas.
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A partir da eq. 3.1 associamos o valor 2 para a dimensao do objeto na
Fig. (3.1). Os valores de 0, 1 ou 3 seriam obtidos se no lugar do quadrado hou-
vesse um ponto, uma reta ou um cubo, respectivamente.

Consideremos um segundo objeto mostrado na Fig. 3.2. A curva triadica de
Koch, como esse objeto é nomeado, que pode ser obtida de um segmento de linha

com tamanho unitario a partir do seguinte procedimento:

1 - Divida o segmento unitario (Fig. 3.2(a)) em trés novos segmentos cujos com-
primentos sao § = %, retire a parte central e acrescente um quarto segmento
formando a parte superior de um triangulo equilatero (Fig. 3.2(b)) — o resul-

tado é a primeira geragao: a curva de Koch.

2 - Repita o procedimento anterior para cada segmento da primeira geracao.

Como resultado, serao obtidos 16 novos segmentos de tamanho: § = (%)2

(Fig. 3.2(c)) o resultado ¢ a segunda geracao.

A cada repeticao desse processo, uma nova geracao da curva de Koch é obtida. E

facil perceber que na n-ésima geragao (Fig. 3.2(e)) a curva possuird 4" segmentos

cujo tamanho sera dado por § = (%)n

Qual é a dimensao da curva triddica de Koch? A Fig. 3.3 [19] mostra o

processo de divisao da curva triadica utilizado no método de contagens de caixas.
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(a)

(b)

(c)

(d)

:

:
3

(e)

Figura 3.2: Curva triadica Koch. Cada parte da figura representa uma geracao diferente.
(a) Geragao de ordem zero, (b) primeira geragao, (c) segunda geracao, (d) quarta geragao

e (e) geracao de n-ésima ordem.

o =

A %__a .-":f
A Wl Y ) " P R
-':'u" - Pl .’:'u" . -':'u" -
ke g 2

é’ﬂ - -

Figura 3.3: Tlustracdo do processo de divisao de um objeto empregado pelo método de

contagens de caixas para a curva triddica de Koch.
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Pode-se calcular a dimensao da curva de Koch tomando o comprimento de

. . n
cada caixa como o tamanho minimo de cada parte da mesma: L, = (%) , 0 que

corresponde a N, = 4" caixas. Utilizando a eq. 3.1 obtém-se d = t:gg ~ 1.26.

Uma interpretacao para a dimensao fracionaria da curva triadica é que sua
“rugosidade” faz com que ela ocupe mais espac¢o que uma simples reta (cuja dimensao
¢ 1) e menos espa¢o que uma superficie (que possui dimensao 2). Desta forma, a
dimensao fractal, definida pelo grau de “rugosidade” (irregularidade) de uma forma
fractal, torna-se uma medida de comparagao entre tais estruturas |1, 18|.

A eq. 3.1 mostra que a relacao entre o nimero de caixas utilizado no método
de contagem e o comprimento de cada caixa obedece uma lei de poténcia. Isto per-
mite a obtencao da dimensao d com o uso de uma escala logaritmica
(log N,, = — dlog L,). Logo, a fractalidade pode ser entendida a partir dos con-
ceitos de simetria de escala e dimensao fracionaria.

Uma descoberta importante e surpreendente na tltima década foi que mui-
tos sistemas fisicos [20, 21|, biologicos e até mesmo econémicos nao possuem escalas
caracteristicas, isto é, eles tém propriedades fractais e mostram invariancia por mu-

danga de escala |3|. Enquanto certas classes de distribui¢oes de probabilidade para

uma dada variavel aleatoria X, por exemplo
Py () ~ e~/ (3.2)

possui uma escala caracteristica (neste caso, associada ao parametro zy), outra classe

de distribuicoes expressas por leis de poténcia, tais como

Py(2) ~ = . (3.3)

xr M

Instituto de Fisica - UFAL



3 Fractalidade em Series Temporais 43

mostram invariancia por mudanca de escala (auto-similaridade):
PX(>\SL’) ~ )\_uPX(SL’) . (34)

A identificacao de sistemas onde é observado um comportamento do tipo lei
de poténcia tem crescido de forma surpreendente nos tltimos anos. Como exemplos,
citamos o comportamento de retornos no mercado financeiro |22, 23|, os voos de
Lévy descritos na secao 2.3, o comportamento dos intervalos entre as batidas do
coracao [24| e até mesmo a estrutura do DNA que armazena toda a informagao

genética [25].

3.2 Fractalidade em Series Temporais

Na secao anterior definimos um objeto fractal como aquele que satisfaz dois
critérios: auto-similaridade e dimensao fracionaria. A auto-similaridade implica
que um objeto é composto de sub-conjuntos (sub-unidades) em vérios niveis de
escala, os quais assemelham-se ao objeto como um todo. Esta auséncia de escala
apesar de ilimitada em termos matematicos apresenta limites nos casos reais, tanto a
menor quanto a maior escala em que a auto-similaridade pode ser observada. Como
exemplo pode-se pensar em uma couve-flor, onde a menor escala de observacao é
definida pelo tamanho de sua menor “célula” macroscopica e a maior escala é aquela
da propria verdura. O segundo critério para um objeto fractal é o mesmo possuir
uma dimensao fractal fracionaria. Para possuir propriedades fractais, nao basta
apenas satisfazer ao critério de auto-similaridade, o conceito de dimensao fracionaria

também defera ser satisfeito.
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A auséncia de um comprimento de escala caracteristico nao se limita somente
a objetos geométricos |1] (veja também ref. |3]), podendo ser aplicado a séries tem-
porais complexas. O problema de se “detectar” e quantificar auséncia de escala em
séries temporais é que, embora uma série temporal seja representada em um espaco
bidimensional, os eixos da abscissa e ordenada possuem unidades fisicas diferentes.
Como um exemplo pode-se pensar numa série temporal econémica para o preco ou
retorno (definido na se¢ao 1.3) relacionados a um dado ativo financeiro. Enquanto
o eixo das ordenadas estd em unidades monetarias (no caso de representar os pre-
¢os) ou adimensionais (no caso dos retornos financeiros), o eixo das abscissas possui
unidades de tempo (intervalo entre as transagoes financeiras: segundos, minutos,
dias, etc.). Este ndo é o caso para objetos geométricos onde ambos os eixos possuem
dimensao de distancia. Enquanto que o estudo de auto-similaridade para o caso de
objetos geométricos pode ser feito apenas por reescalar uma sub-unidade do objeto
para o tamanho do objeto original (por multiplicar ambos eixos por um mesmo
fator) e, depois disso comparar suas propriedades com aquelas do objeto original,
para o caso de uma série temporal o estudo nao é tao simples pois sao necessarios
dois fatores de magnificacao, uma vez que cada eixo representa uma unidade fisica
diferente.

Em termos matematicos tem-se que uma dada série temporal é auto-similar

se:
d t
y(t) = a®y (—) (3.5)
Q@
d
onde = implica que as propriedades estatisticas de ambos os lados da equacao sao

similares ou idénticas. Portanto, uma série temporal serd auto-similar se, quando

o eixo das ordenadas for reescalado na forma: y — a® y, e o eixo temporal for
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reescalado por um fator a (¢t — ﬁ), a série resultante possuir as mesmas pro-
priedades estatisticas que a original. O expoente a é chamado de parametro de
auto-similaridade.

Vimos no Cap. 2 que todas as propriedades estatisticas de um dado conjunto
de dados pode ser dado por correlacoes e sua PDF, sendo, esta tltima, descrita
por todos momentos estatisticos, o que torna impraticavel o uso rigoroso da eq. 3.5.
O que se é feito na maioria dos casos é considerar uma auto-similaridade em um
nivel mais fraco. Isso é feito por considerar apenas os dois primeiros momentos da
distribuicao estatistica da série e de seus sub-conjuntos.

Portanto, o fator de magnificagao M, do eixo temporal pode escrito na forma:

A

M, = —
At

(3.6)

onde At é a escala de tempo da série original e At é a escala temporal do sub-

conjunto. J& o fator de magnificacao M, é definido como:
M, == (3.7)

onde S é o desvio padrao relacionado a série original e, § é aquele relacionado ao
dado sub-conjunto da série.

O parametro de auto-similaridade o pode ser escrito como:

M,
=7 3.8
“ M, (38)

O parametro « é obtido por considerar sub-conjuntos de diferentes tamanhos (para
maiores detalhes veja ref. [26]).
A Fig. 3.4(a) mostra a auto-similaridade na série de retornos financeiros,

obtida gratuitamente na internet, referente a taxa de cambio da Libra Esterlina
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(GBP) frente ao Ddlar Americano (USD) para um periodo de aproximadamente 8
mil dias de negociacao. Pode-se perceber claramente a auséncia de escala, onde os
histogramas referentes aos retornos agregados para os periodos de 7 = 2, 3, 5, 10, 20,
40, 60, 120 e 240 dias praticamente se sobrepoem (apos a reescala dos eixos) aquele
de retornos diarios (7 =1 d). A Fig. 3.4(b) mostra o grafico P(7,0) versus 7, onde
P(7,0) (simbolos) é referente a quantidade de pontos na distribui¢ao de frequéncia
(histograma) dos retornos referentes ao retorno financeiro nulo e, 7 é o periodo de
tempo (em dias) analisado.

O parametro de auto-similaridade foi obtido a partir da regressao por lei
de poténcia |5, 27] da forma P(7,0) = P(1,0)7? (curva continua) para os dados
da Fig. 3.4(b), onde a = —B~!. Se os retornos na série temporal analisada se

comportassem como um random walk, « teria o valor de 1/2.
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Figura 3.4: Auto-similaridade para série retornos financeiros referente a taxa de cambio
da Libra Esterlina (GBP) frente ao Ddélar Americano (USD) para um periodo de aproxi-
madamente 8 mil dias de negociagao. (a) Sobreposicao dos histogramas para os periodos
de 7 =1, 2, 3, 5, 10, 20, 40, 60, 120 e 240 dias. (b) A curva continua é referente ao
ajuste do tipo lei de poténcia da parte central do histograma e, os circulos sao os valores
experimentais de P(7,0) para cada valor do periodo de tempo 7 analisado. O coefici-
ente de auto-similaridade ¢ dado pelo negativo do inverso do expoente da lei de poténcia.

Encontramos aqui um comportamento que foge do previsto pelo TLC para variaveis i.7.d. .
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3.3 Monofractais versus Multifractais

Em muitos casos é necessario mais de um expoente para se caracterizar com-
pletamente um objeto como aquele na eq. 3.1. Em termos geométricos pode-se
pensar que dimensoes diferentes sao atribuidas a diferentes subconjuntos fractais de
um objeto. Ja no caso de uma série temporal, momentos de ordem superiores se
tornam importantes para a descri¢ao de sua PDF. Se este for o caso, o objeto (ou a
série) é dito multifractal sendo simplesmente fractal ou monofractal em caso contra-
rio [1, 18]. Considere o momento de g-ésima ordem x?, relacionado a um conjunto

de realizagoes {z(t)} de uma dada variavel aleatoria X, da seguinte forma:
(29) ~ @ (3.9)

No caso de H nao depender de ¢ (ser uma fungao constante) a série é dita monofractal
e momentos de ordem superiores podem ser escritos em termos do momento de
segunda ordem; em caso contrario, onde H(q) possui uma dependéncia nao linear
em ¢, a série é dita multifractal. Neste caso, os dois primeiros momentos se tornam

insuficientes para uma descricao satisfatoria da PDF.

Métodos Fractais Aplicados a Séries Financeiras

E sabido da literatura que correla¢oes temporais influenciam as propriedades
fractais de séries, o que faz com que tais propriedades se tornem importantes no
estudo e caracterizacao de tais séries. Esta parte da tese é dedicada a descricao de

alguns formalismos utilizados na caracterizacao fractal de séries temporais.
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Expoente de Hurst e analise R/S

A analise da estatistica R/S tem sua origem no trabalho do Engenheiro Hi-
drologista britanico Harold Edwin Hurst (1880-1978) em 1951 [28| ao investigar por
varios anos o nivel do rio Nilo. Logo, a primeira aplicacao da anélise da estatistica
R/S foi relacionada a problemas de dimensionamento de represas. De posse das
vazoes de agua para varios periodos de tempo, a idéia consistia em determinar quais
eram o8 volumes maximo e minimo no reservatorio, pois se pretendia evitar tanto o
transbordamento quanto a secagem do mesmo.

Hurst percebeu que a razao entre a diferenca do valor maximo e minimo da
série integrada (R) dos dados e o desvio padrao (S) obedecia uma lei de poténcia
em funcao do periodo de observacao com o expoente H, atualmente conhecido com
expoente de Hurst. Posteriormente Hurst verificou esta relagao para varios outros
fendmenos naturais. Este novo método estatistico, conhecido como andlise R/S foi
descrito detalhadamente em [5, 18, 28, 29].

Segue abaixo o procedimento empregado pela estatistica R/S a uma série
temporal {r;} contendo N termos.

Divida a série em n blocos, sendo nT = N, para cada bloco segue o seguinte

procedimento |29|:

1. Calcule o retorno médio para o j-ésimo bloco:

(r), = %Zm (3.10)
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2. Calcule o desvio padrao dentro de cada bloco:

[NIES

5= Z( —(r),)?] (3.11)

3. Calcule para o j-ésimo bloco o valor da quantidade (R/S);:

t t

(B8 = 5[ max o (1))~ min Yo (r))] (312

4. Calcule a média para a quantidade (R/S); para os n blocos (cada qual con-
tendo 7 termos):
1 n
(R/S)=—D (R/9); (3.13)
j=1
5. Repita o procedimento variando a quantidade 7 de termos em cada bloco

(variando a quantidade de blocos). A quantidade R/S podera ser escrita como

uma lei de poténcia da forma:

(R/S) ~7H (3.14)

Mandelbrot e Wallis verificaram que a descoberta empirica de Hurst podia
ser aplicada ao estudo de correlagoes em séries temporais (veja ref. em [1]), onde

pode-se interpretar o expoente H da seguinte forma: 0 < H < % representa uma an-

tipersisténcia na série, H = % implica numa série descorrelacionada do tipo “random
walk” e % < H < 1 representa uma persisténcia na série.

O expoente de Hurst e a dimensao fractal da série estao relacionados [18] por

d=2—H . (3.15)
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Expoente de Hélder e o método MF-DFA

Com a finalidade de quantificar as propriedades multifractais de séries tem-
porais, estudamos seu espectro multifractal. Ele contém informagoes sobre a correla-
¢ao de n pontos e, desta forma, fornece mais informagoes que a fungao de correlagao
usual [30]. Segue abaixo o procedimento empregado na andlise “multifractal detren-
ded fluctuations analysis” (MF-DFA) [31, 32|  utilizado na obtencao do espectro

multifractal para uma série temporal {r;} contendo N pontos:

1. Obtenha a série integrada (perfil):

y(t) = I — ()] (3.16)

k=1

t=1,...,N.

2. Divida o perfil y(¢) em segmentos nao sobrepostos de tamanho s, tal que

N =s N,
3. Por meio de uma regressao do v-ésimo segmento (v = 1,..., Ny), obtenha o
melhor ajuste para a tendéncia local da série y,(i), i =1,...,s.

4. Determine o segundo momento para o v-ésimo segmento através de 4
1 . .
Fy(v, s) = EZ\y((V— 1)s +1) — (i) (3.17)
i=1
5. Calcule a funcao de flutuacao de g-ésima ordem:

Ny
1 S

F,(s) = N 5 Fy(v,s)72. (3.18)
S y=1

4 A analise DFA (abreviacio de “Detrended Fluctuation Analysis” em inglés) [33] utilizada para

estimar o expoente H segue o procedimento descrito nos itens 1 ao 4.
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A eq. 3.18 seguira a lei de escala

F,(s) ~ s (3.19)

onde h(q) representa um expoente de Hurst generalizado. Enquanto valores posi-
tivos de g fazem com que grandes flutuacoes se sobressaiam, momentos negativos
contribuem para pequenas flutuagoes. Uma série monofractal possui um “tnico”
expoente de Hurst h(q) = H, ja para aquelas multifractais o valor de h(q) possui
uma dependéncia nao linear com gq.

A relagao entre h(g) definido na eq. 3.19 no método MF-DFA com o ex-
poente 7(¢) usado convencionalmente para quantificar a func¢ao parti¢ao em livros
textos |18, 23, 32, 34| é da forma: 7(q) = qh(q) — 1.

O espectro multifractal f(«) pode ser obtido a partir de uma transformagao

de Legendre do expoente 7(q):

a = dr(q)/dq (3.20)

fla) = qa—17(q) . (3.21)

Aqui, f é a dimensao fractal do subconjunto da série caracterizada pelo
comprimento de singularidade o. Na literatura « é referido como expoente de Holder
ou expoente Lipschitz-Holder. Dada uma fungao S(x), define-se a(xg), seu expoente
de Hélder no ponto zy, como o maior expoente de forma a existir um polinémio
P,(z) de grau n, tal que a relacio |S(z) — P,(2)| < C|o — 20| seja satisfeita na
vizinhanga de xy (C' é uma constante). Logo, a maxima derivada que a fungao S
ird possuir é de ordem n. O polinémio P, (z) corresponde a série de Taylor de S(z)
no ponto xy expandida até a ordem n. Assim, a(zy) mede a singularidade no ponto

zo. Quanto maior a(xg), mais regular (mais suave) é a fun¢ao nesse ponto.

Instituto de Fisica - UFAL



3 Monofractais versus Multifractais 53

Chamamos a atengao para o fato que na andlise MF-DFA o expoente h(q)
(e conseqiientemente o expoente « e o espectro f(a)) é definido a partir da lei de
escala dada pela eq. 3.19, que por sua vez é construida a partir da flutuacoes de
segunda ordem na série temporal (veja eqs. 3.17 e 3.18). Contudo, muitas vezes a
lei de escala é obtida a partir de quantidades que tém uma medida de probabilidade
e, quando for este o caso, o espectro multifractal (f(«) vs o) possuira a propriedade
de ser tangenciado pela reta com coeficiente angular 1 [35]. Logo, esta propriedade
nao sera satisfeita pelos espectros obtidos a partir da analise MF-DFA.

A Fig. 3.5(a) mostra uma série temporal contendo 1.10* de um total de 5. 10*
pontos, gerados artificialmente. O experimento consiste na simulagao do langamento
de 10 moedas; o eixo y representa a variavel aleatoria {y; } correspondente a diferenca
entre o numero de caras e coroas resultante de cada lancamento, ja o eixo dos =
representa cada evento (langamento). A Fig. 3.5(b) mostra o expoente H estimado
usando a analise DFA. Ja na Fig. 3.5(c) temos o grafico do expoente de Hurst

generalizado H (q) versus ¢ e o espectro multifractal na Fig. 3.5(d).
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Figura 3.5: (a) Série contendo 1. 103 de um total de 5. 10* pontos, gerados artificialmente.
(b) Expoente de Hurst estimado usando a analise DFA (¢ = 2). (c) Expoente de Hurst

generalizado. (d) Espectro multifractal.
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O valor do expoente H ~ 1/2 (Fig. 3.5(b)), o fato de H(q) nao depender
de ¢ (Fig. 3.5(c)) e, tanto o fato do espectro multifractal f(«) estar centrado em
a ~1/2 (Fig. 3.5(d)) quanto o fato dele ser bastante estreito, mostram a auséncia
de correlagao entre os pontos e o carater monofractal da série da Fig. 3.5(a).

Nesta tese, tanto a largura do espectro multifractal quanto o valor do ex-
poente de Holder em torno do qual o espectro esta centralizado serao utilizados
como meio de quantificar o grau de fractalidade das séries analisadas. Quanto mais
largo o espectro mais o carater multifractal da série é pronunciado. A presenca de
anti-correlagao sera indicada quando o maximo de fps(a) ocorrer para um valor
de a < 1/2. A auséncia de correlagao série do tipo “random walk” se mos-
tra quando o méaximo ocorrer em torno de o = 1/2. J& a presenga de correlagoes
positivas se mostra quando o méaximo ocorrer para a > 1/2 .

E importante ressaltar o fato que fuac(a) = 1 uma vez que nesta tese so estu-

damos propriedades de séries temporais sem suporte fractal [18] em uma dimensao.
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Capitulo 4

Secoes de Lévy

Um problema importante em fisica diz respeito a origem de raros eventos
na dinamica de sistemas complexos. Eventos como terremotos, epidemias, extin¢ao
de espécies e quebra de bolsas de valores podem ter sua origem devido a caudas
grossas nas distribuicoes da especifica variavel aleatéria ou até mesmo num compor-
tamento nao Gaussiano destas distribui¢oes. Muitos trabalhos sao voltados para o
estudo da dinamica das caudas grossas da variavel aleatoria [22, 36|, outros estao
voltados simplesmente para o estudo da convergéncia da variavel aleatoria para o
regime Gaussiano |37, 38|. Neste capitulo estudaremos uma “generaliza¢ao” para o
teorema do limite central classico para o caso de variaveis aleatorias continuas e sua

modificagao para o caso de séries temporais [37, 38, 39|.

4.1 Secoes de Lévy e Generalizacao do TLC

Considere uma conjunto de variaveis estocasticas X,, com n € N. A pro-

babilidade condicional referente a realizacao x,.;, dado o conjunto de realizagoes

o6



4 Secoes de Lévy e Generalizacao do TLC o7

x1,...,%,, pode ser escrita como P(x,i1|z1,...,2,). Desta forma, a média e a

variancia condicional relacionadas a X, 1 podem ser escritas como:

:un = <Xn+1 >5017---750n (4]‘)
i =[S Pl do (12)
e
2
mi = <X72L+1 >£B1,...,.’En - <Xn+1 >551,---,Z'n (43)
mi = /xi+1p($n+l|$la SRR xn)dxn-i-l - :ui . (44)
Ambos u, e m, dependem tanto da seqiiéncia das realizagoes w1, ..., z, quanto de

seus valores especificos. Vamos definir a quantidade A,

An = Zn:mf (4.5)
i=1

onde m; é a variancia condicional definida na eq. (4.4). Considere um ntimero real
positivo t tal que a condicao

M1 <t <\, (4.6)

seja satisfeita. Dizemos que o conjunto das realizagoes x1, ..., x, pertence a secao ¢
e a condicao definida pela eq. 4.6 é dita condi¢ao da se¢ao t. Podemos definir uma
série referente a realizagoes de uma varidvel S; cuja i-ésima “realiza¢ao”, st, ¢ dada

pela soma das realizagoes de X, pertencentes a secao t:

sl = Zx; . (4.7)
j=1

O teorema da secao de Lévy |39] afirma o seguinte:
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Teorema 1 Para a média condicional pi, = 0 (¥ n € N) e varidveis estocdsticas X,
(V' n € N) que satisfacam a condi¢io de Lindeberg, a distribui¢cao de probabilidade

de Si/\/'t € tal que

l'mP(St< ) 1 /?7 dxe_é
1 — = — .
t—o0 \/% " \ 27 oo

Significado Fisico das Secoes de Lévy

Desta forma, o teorema 1 pode ser visto como uma extensao do teorema do
limite central classico. Aqui, a condicao de que as variaveis sejam i.7.d. nao é exigida.
A distribuicdo de probabilidade da variavel S;/v/t converge para uma Gaussiana de
média nula e desvio padrao unitario & medida que t tende para infinito. Dada
a variancia de S, digamos M, = 1/(S2) — (S;)?, a distribui¢do de probabilidade
para a variavel normalizada S; /M, também convergira para uma Gaussiana de média
nula e desvio padrao unitario. Enquanto que o desvio padrao da variavel S;/M,
permanece constante e igual a unidade durante o processo de convergéncia, aquele

referente a variavel S;/v/t convergira gradualmente para a unidade.

Tempo de Volatilidade e Secoes de Lévy

Dada a probabilidade condicional referente a variavel aleatoria X,,, sua dis-

tribuicao de probabilidade é dada pela probabilidade marginal definida como

P,(x,) = Z P(xzy|zy, ..o 2pe1) (4.8)

T1.--Tn
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onde a soma considera todas as possiveis realizagoes das variaveis X; (i = 1,2,...,n).

J& a variancia marginal pode ser calculada através de

V2= (X2)—(X,) = /dmn 22 Py () — (/ dz, ann(xn))2 : (4.9)

Convém neste ponto definir a quantidade

1 n
ol == E v? (4.10)
n <
i=1
que chamaremos de variancia média acumulada de X,,. Lembrando que a varian-

cia relacionada a variavel aleatoria S, definida como a soma usual de n varidveis

aleatorias X; é da forma

Mg, = Z Vi + Z viv; (Cov(X;, Xj)) (4.11)
=1 i—1
J#i

onde Cov(X;, X;) é a covariancia entre as variaveis X; e X, podemos definir, a
partir das eqs. 4.10 e 4.11, a seguinte unidade de tempo que denominaremos

tempo de volatilidade:
_ Mg,

2
On

o (4.12)

Para um melhor entendimento do tempo de volatilidade definido na eq. 4.12 considere
0 caso em que as variaveis X; sejam descorrelacionadas, ou seja, Cov(X;, X;) =0
para todo 7 # j. Neste caso o tempo de volatilidade torna-se o tempo “usual”, dado
por: 7, =n. Outro exemplo é aquele em que a variancia marginal é estacionaria

(v; = v; = v), para esta situagao a eq. 4.12 torna-se
7, = n+ Cov(X;, X;) , (4.13)

onde fica claro que a presenga da correla¢ao linear promove um atraso (no caso de
correlagbes positivas) ou um adiantamento (no caso de correlagoes negativas) na

medida do tempo de volatilidade comparada com a medida de tempo usual.
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Enquanto que para alguns casos a variancia relacionada a .S,, segue uma lei
de poténcia [1| da forma: Mg, ~ n*, onde H é o expoente de Hurst, o tempo de
volatilidade escala como 7, ~ n?. O adiantamento ocorrera no caso em que H > %
e o atraso no caso em que H < %

Podemos agora estender o conceito do tempo de wvolatilidade para a série
das realizacoes de S; relacionada & secao t que, para o caso em que a volatilidade

referente as realizagoes das variaveis X,, é estacionaria é:

Mg
Ty = Vzt . (4.14)
4.2 Secoes de Lévy em Séries Temporais
Dada uma série temporal {z;} onde o indice i = 1,..., N é referente a reali-

zacao da variavel aleatoria X;, para se calcular a secao ¢ primeiramente temos que
considerar o calculo da variancia condicional (eq. 4.4), o que se torna um problema
devido ao fato de nao conhecermos a probabilidade condicional P(x,41|z1, ..., 2,).
Este problema pode ser contornado pelo calculo de uma volatilidade local |37, 38|
construida da seguinte maneira: considere um nimero qualquer ¢ € Z, defina uma
nova série {yy} a partir da série {z;} onde y, = vy, (k=1,..., N — 2q), de modo
que essa primeira série seja idéntica a segunda com a excecao do fato que ela possuira
2¢ termos a menos (0s ¢ primeiros termos e os ¢ ltimos termos serdo removidos). A
varidncia condicional m? | que de agora em diante chamaremos de varidncia local,

sera redefinida para uma série temporal como

1 2g+1 1 2¢+1 2
2 n2 n
= i ' , 4.15

i=1 i=1
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onde a soma na eq. 4.15 pode assumir os valores n =1,..., N — 2¢q. Desta forma,
a condigao da se¢ao t permanece a mesma com a variancia local (eq. 4.15) no lugar
da variancia condicional (eq. 4.4).

Dado um valor de ¢, o i-ésimo termo da secao sera da forma °
St =Yttt Yot Uk (4.16)
onde 1 + k < N — 2q e a condi¢ao
mE A mi b ml s <E<mE A mi i mEy (4.17)

é satisfeita. Logo, a variancia local, juntamente com a eqs. 4.5 e a condigao de secao
t limitam a quantidade de termos da série {y;} presentes em cada realizagao de S;.
Uma vez que o namero de termos presentes na série {y} impoe uma limitagao ao
nimero de termos presentes na série da secao t, esta tltima possuirda no maximo
N — 2q termos, que sera o caso de se considerar um valor para t inferior a qualquer
das variancias locais.

Vale a pena fazer uma comparacao entre a série S,, e aquela relacionada a
secao S;. No primeiro caso, dado um valor de n, tanto a quantidade de termos

quanto cada termo da série sao bem definidos:

. 1 2 N—n _N-—n+1
Sno= (sp.So,..,sh " sh ) (4.18)
n n n n
o 1 2 N—n N—n+1
S, = E x;, E iy, E x; ", E x; . (4.19)
=1 =1 i=1 i=1

O mesmo nao sera valido para o segundo caso. Uma vez que a i-ésima realizagao
da variavel estocastica S; é dada pelo somatorio das realizacoes das variaveis Y,

pertencentes a secao t, cada realizacao de S; sera proveniente da soma de quantidades

? O termo y} refere-se aquele y;_14; da série {yx}.
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de termos diferentes. Ja a eq. 4.15 referente a variancia local garante a existéncia de
um nimero inteiro j € [0, N — 2¢] tal que a condi¢do da segio t nao sera satisfeita,

o que limita o nimero de termos presentes na série referente as realizacaoes de S;

Sy = (shs2,...,s7h (4.20)
n1 no nj—1 '

5= (ST S (121
=1 =1 i=1

A forma em que a série referente & secao t é construida supoe a estacionari-
dade da série de {y;}. Isto faz com que a extensao da se¢ao de Lévy para o caso de
séries temporais possa vir a falhar no caso de séries nao estacionarias. Este problema
poderia ser contornado por se tirar a tendéncia da série {y;}, entretanto o fato de
cada realizacao de S; possuir diferentes niimeros de termos agregados (da série {y;})
inviabiliza este procedimento, sendo o caso mais simples a subtragao da média local
em cada termo da agregacao.

Uma questao intrigante surge aqui. O teorema 1 implica a convergéncia da
distribuicao de probabilidade referente a série da secao t para a Gaussiana a medida
que t tende para infinito. Isto nos leva intuitivamente a pensar num expoente de
Hurst tendendo para o valor 1/2 no processo de convergéncia. Por outro lado, o
fato de cada realizacao de S; ser proveniente da soma de quantidades de termos
diferentes implica num aumento do grau de heterocedasticidade da série {s!} com o

aumento no valor de ¢.
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4.3 Significado Fisico dos Momentos de

Altas Ordens

Historicamente é comum o uso da estatistica Gaussiana na descri¢gao e mo-
delagem de sistemas, sendo quantidades como a média e o desvio padrao da média
muito importantes. Recentemente isto tem mudado e cada vez mais o uso de mo-
mentos de altas ordens (terceira e quarta ordens) tém se tornado comum no estudo
das propriedades estatisticas de séries com significante niimero de pontos.

Enquanto que os dois primeiros momentos possuem a mesma dimensao que
a da variavel aleatoria analisada, a assimetria (momento de terceira ordem) e a
curtose (momento de quarta ordem) sao definidas de forma adimensional. Aqui, a
assimetria e a curtose serao utilizadas como meio de verificacao da convergéncia das

séries das se¢Oes para o regime Gaussiano.

Assimetria

A assimetria de uma variavel aleatoria X é definida por:

N 3
Sky = = —_— . 4.22
w2 T (1.22)
Seja agora um conjunto de N variaveis aleatorias {X;} (i =1,...,N) e a variavel

soma S, = X;+ ...+ X,.

A sua assimetria sera:

N - 3
1 st —(S,)
Sks, = 3 ;:1: [T] (4.23)
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onde s!, = i + 2 + ... + ¢ indica a i-ésima realizagao da variavel aleatoria S,, e
os, 0 desvio padrao referente as realizacoes de .S,,.

Um valor positivo da assimetria significa que a distribuicao de freqiiéncia das
realizacoes de S, possui uma calda alongada na dire¢ao de valores positivos. Jé
um valor de assimetria negativo implica que a calda é alongada na direcao negativa
destas realizacoes e um valor nulo de assimetria é referente a um caso de distribuicao

aproximadamente simétrica, conforme mostra a Fig. (4.1).
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(a
<
=
o
X
(b)
X
S
o
+
X
(©)
€3
&><
X

Figura 4.1: Distribuigao de freqiiéncia das realiza¢oes de variaveis aleatorias: (a) distri-

bui¢ao com assimetria nula, (b) assimetria positiva e (c) assimetria negativa.
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Existe uma relagao importante entre as eqs. 4.22 e 4.23 quando

aleatorias X; forem i.i.d.. Escrevendo (.S, ) de forma explicita:

1 i
onde s!, ¢ dado por
R

logo

Podemos reescrever a eq. 4.23 como:
|
0%, Ste, = 3 D (51" = 3 517(S0) + 354 (S0 = (S.)°)
i=1

utilizando as eqs. 4.25 e 4.27 temos:

N n n
0% Sk, :% Z [ Z :cé:c}c:cf -3 Z x;xﬂXﬁ +

i—1 Ljki=1 Jiel=1
DI AL SREIEALY]
gk, 1=1 gk, l=1
n 1 N n 1 N
= [ N Zx;x,@xf -3 Z I Zxéxi(){ﬁ +
J,k,l=1 i=1 J,k, =1 i=1

4o kl=1 Jikl=1
D ICILALIED SREIHEALY]
4.k, l=1 Jik, =1

as variaveis

(4.24)

(4.25)

(4.26)

(4.27)

(4.28)
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n n

0% Sk = [(Xﬁ — 3 (X2)N(X,) +2 <Xj>3} + ) [(ijkxo -

— 3 (X Xi) (X)) + 3 (X)) (X)) (X)) — (Xj><Xk>(Xl>] : (4.29)

No caso de varidveis i.i.d., as seguintes igualdades: (X;X;)(X;) = (X;)(X;)(X;) e

(X, X, X)) = (X;) (X)) (X)) sdo validas e o segundo somatério se torna nulo. Utili-

- 3o
zando a relagdo of = o%n2 obtém-se:

Sks, = —F— - (4.30)

Curtose

A curtose é uma medida de dispersao que caracteriza o “achatamento” de uma
determinada distribuicao de freqiiéncia das realizacoes de um conjunto de varidveis
aleatorias {X;} (i =1,..., N) quando comparada com a distribui¢ao de freqiiéncia

Gaussiana. Ela é definida como:

KX:%ZV; {%}4—3, (4.31)

onde ox é o desvio padrao referente as variaveis aleatorias X;. A subtracao do valor
3 naeq. 4.31 é devido ao fato de a curtose referente a uma distribuicao Gassiana ter o
valor 3; logo, a eq. 4.31 é sempre referente a uma comparacao com uma distribuicao
de freqiiéncia Gaussiana.

Se o valor é positivo entao a distribui¢ao em questao é mais alta (afunilada)

e concentrada que a distribuicdo normal. Diz-se desta funcao probabilidade que
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é leptocurtica, ou que a distribuicao tem caudas pesadas (o significado é que é
relativamente facil obter valores que se afastam da média a varios miltiplos do desvio
padrao). No caso de um valor negativo, a distribui¢ao é denominada platicirtica —
mais achatada que aquela Gaussiana e a denominacgao de mesoctrtica é dada para
aquelas distribui¢oes com curtose nula, conforme mostra a Fig. (4.2).

Similar & assimetria existe uma relacao simples entre a eq. 4.31 e a curtose

referente a Sn para o caso das variaveis aleatorias X; i.i.d.. Esta relacao é da forma:

Kg, = —. 4.32
= (4.32)
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Figura 4.2: Distribui¢ao de freqiiéncia das realizagoes de varidveis aleatorias: (a) curtose

nula (mesocurtica), (b) curtose positiva (leptoctrtica) e (¢) curtose negativa (platicurtica).
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Capitulo 5

Metodologia

O estudo das propriedades fractais das séries temporais foi feito a partir dos
métodos DFA e MF-DFA, descritos no Cap. 3. Ja a investigacao da influéncia da
organizacao temporal e da correlacao dos sinais sobre as propriedades multifractais
das séries foi feita mediante o uso de técnicas de embaralhamento de dados. No
primeiro caso, a comparacao das propriedades multifractais da série antes e depois
de ter seus dados embaralhados mostra o efeito da organizacao temporal sobre tais
propriedades. Ja no segundo caso, dada uma série temporal {z;} com7=1,... N,
tomemos cada termo da série como: x; = s;|x;|, onde s; = +1. A comparagio
entre as propriedades multifractais da série original e aquelas referentes a série com
os sinais s; embaralhados revela a influéncia da correlagao dos sinais. A Tab. 5.1
ilustra as técnicas de embaralhamento de dados utilizadas no nosso trabalho.

A primeira coluna da Tab. 5.1 traz um conjunto de valores originais. A se-
gunda coluna mostra o mesmo conjunto de valores apds ter sua ordem embaralhada.
A série de dados embaralhados fica livre de toda correlacao temporal e, uma vez

integrada (se¢ao 3.3), ela se comporta como um “random walk” cujo expoente H é
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série original | série embaralhada | sinal embaralhado
—-1.0 —-1.0 1.0
1.5 —2.0 —1.5
—0.5 3.0 0.5
3.0 —0.5 -3.0
—2.0 1.5 —2.0

Tabela 5.1: Tabela ilustrativa das técnicas de embaralhamento de dados.

1/2. A terceira coluna da Tab. 5.1 mostra o mesmo conjunto de dados da primeira,
porém, com a ordem dos sinais embaralhados. E importante ressaltar que apesar da
série com sinais embaralhados ser isenta de toda correlagao temporal, ela mantém
as suas correlagoes na volatilidade (em se tratando de séries financeiras) uma vez
que a modulagao inicial é mantida.

O estudo da convergéncia das segoes de Lévy ao regime Gaussiano foi feito
mediante a comparacao entre os momentos normalizados da série .S, e aqueles da
série das secoes S;, todos discutidos previamente. Neste ponto, chamamos a atencao
para o fato de que, tanto S, definida pela soma de n realizacoes da série original,
quanto a série das se¢oes Sy, sao formadas por termos sobrepostos (veja eqs. 4.19
e 4.21). Pode-se compreender uma vantagem da definicdo das séries com termos
sobrepostos sobre aquela com termos nao sobrepostos, a partir da anélise da propria
série S,,. Dada uma série temporal {z;} (i =1,2,...,N), a i-ésima “realizacao” da
série S,, com termos nao sobrepostos é dada por:

n
st = Z T . (5.1)
j=i—n+1

Isto faz com que o ntimero de termos de S, seja da ordem de % Ja aquela série
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definida na eq. 4.19 (s}, = >0, @% = > ;4 1) possuird N —n termos, garantindo

melhores anélises estatisticas.
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Capitulo 6

Resultados e Discussoes

Primeiramente apresentamos os resultados da analise multifractal para a sé-
rie cambial do Marco Alemao — German Deutsche Mark (DEM) frente ao Dolar
Americano (USD), em seguida apresentamos os resultados da aplicagao das se¢oes de
Lévy & mesma série. Por tltimo mostramos alguns resultados preliminares referentes
ao estudo das propriedades fractais das secoes de Lévy.

A série cambial DEM versus USD foi obtida de Reuters EFX (fornecida por
Olsen & Associates). Ela é referente a um periodo de 1 ano (1 de Outubro de 1992
a 30 de Setembro de 1993) e corresponde a um total de 1 472 240 pontos, o que

equivale aproximadamente a um ponto a cada 20 s (Fig. 6.1).

6.1 Heterocedasticidade e Multifractalidade

A Fig. 6.1(a) é referente a série cambial de DEM versus USD. J4 as Fig. 6.1(b)
e (c) referem-se as séries de retorno e volatilidade obtidas a partir da série cambial

mediante a aplicacao das eqs. 1.3 e 1.4, respectivamente.
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1.625

Taxa cambial

1.575

Retorno (b)
0.002

o
0.000

-0.002

. c
0.002 Volatilidade (c)

0.001

=
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t [tick por tick]
Figura 6.1: (a) Amostra de 6.0 10* de um total de 1 472 240 pontos contidos na série
cambial do marco frente ao doélar. Os dados sao referentes ao periodo de 1 de Outubro
1992 a 30 de Setembro de 1993. (b) Série de retornos financeiros e (¢) Volatilidade. O
termo tick (em inglés) é freqiientemente utilizado para se referir a transacoes eletronicas.

Note o carater heterocedéastico em ambas Fig. 6.1(b) e (c).
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A Fig. 6.2 é referente a analise multifractal feita a partir do método MF-
DFA para os retornos heterocedasticos, retornos embaralhados nao heterocedasticos
e para os retornos com apenas os sinais embaralhados. E importante frisar que
apesar deste ultimo ter suas auto-correlacoes de retorno destruidas, ele mantém
tanto seu carater heterocedastico quanto suas correlacoes de volatilidade uma vez
que a modulagdo de sua volatilidade foi mantida. Os expoentes 7(q) e h(gq) sao
relacionados pela eq. 7(¢) = qh(q) — 1 (veja na segao 3.3).

Podemos observar tanto o efeito da organizacao temporal quanto da corre-
lagao dos sinais sobre os retornos (losangos sem preenchimento), ao comparar o
comportamento de seu expoente h em funcao de ¢, com aqueles dos retornos emba-
ralhados (losangos preenchidos) e os retornos com sinais embaralhados (simbolos de
adigao). Enquanto h é aproximadamente constante para os retornos embaralhados,
mostrando uma forte dependéncia com a organizacao temporal, seu comportamento
nao sofre uma mudanca muito drastica no caso dos retornos com sinais embaralha-

dos.
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Figura 6.2: Analise Multifractal feita a partir do método MF-DFA. (a) Expoente de Hurst

generalizado. (b) Expoente 7 da fung¢ao particao.
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A Fig. 6.3 é referente ao ajuste quadratico dos espectros multifractais para
os retornos heterocedasticos, retornos embaralhados nao heterocedasticos e para os
retornos com apenas os sinais embaralhados. O espectro multifractal é obtido a
partir da transformacao de Legendre do expoente 7 (eq. 3.21 da se¢ao 3.3).

Aqui, o efeito da organizacao temporal se mostra no fato do espectro multi-
fractal referente aos retornos embaralhados ser muito mais estreito que o espectro
referente aos retornos. O mesmo estreitamento do espectro para a série de retornos
com sinais embaralhados nao é observada.

Observamos um deslocamento no espectro dos retornos com sinais embara-
lhados, onde o coeficiente de Holder dominante (para f = 1) se desloca para valores
distantes de o = 1/2. Provavelmente, isto ocorra devido a correlagdo negativa en-
tre volatilidade-retorno conhecido na literatura como efeito de alavanca (“leverage
effect” em inglés ). Se o retorno diminui, a volatilidade tende a aumentar e se o
retorno aumenta, a volatilidade tende a diminuir; o mesmo raciocinio nao é valido
a partir da analise na volatilidade. Uma conseqiiéncia do efeito de alavanca é uma
assimetria negativa na PDF dos retornos [40], que por sua vez é eliminada mediante
o embaralhamento dos sinais.

As Figs. 6.4 e 6.5 sao referentes a anélise multifractal feita a partir do método
MF-DFA e ao ajuste quadratico dos espectros multifractais para a volatilidade e

volatilidade embaralhada, respectivamente.
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Figura 6.3: Ajuste quadratico dos espectros multifractais. Note que a série ndao heteroce-

déstica (retorno embaralhado) possui o menor grau de multifractalidade.
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Figura 6.4: Anélise Multifractal feita a partir do método MF-DFA para a volatilidade e
para a volatilidade embaralhada. (a) Expoente de Hurst generalizado. (b) Expoente 7 da

funcao particao.
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6 Heterocedasticidade e Multifractalidade
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Figura 6.5: Ajuste quadratico dos espectros multifractais. Note que a série nao hetero-

cedastica, neste caso a volatilidade, tem seu cardter multifractal drasticamente reduzido

mediante a eliminacao de sua heterocedasticidade.
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Similares observacoes podem ser feitas para a volatilidade. A Fig. 6.5 mostra
que eliminar a heterocedasticidade dos retornos absolutos conduz a uma significativa
reducao nas propriedades fractais. Parte da importancia das Fig. 6.4 e 6.5 situa-se
no fato que, enquanto o espectro multifractal estd bem proximo de v = 1/2 para os
retornos, como esperado da Hipotese de Mercado Eficiente, o espectro multifractal
da volatilidade é centrado em um valor maior de «, consistente com a existéncia de
correlacdes de longo alcance. Acreditamos que a heterocedasticidade possivelmente
causa multifractalidade introduzindo correlagao de longo alcance no valor absoluto
da variavel aleatoria.

Na tentativa de testar nossa hipoétese de que multifractalidade e heteroce-
dasticidade estao relacionadas, aplicamos o método MF-DFA a uma diferente base
de dados. Escolhemos estudar um sistema completamente diferente: a série tempo-
ral de audio [41] do primeiro movimento da quinta sinfonia em C' menor, Op. 67
(Fig. 6.6(a)) de Ludwig van Beethoven .

Note o comportamento fortemente heterocedastico da série. As Figs. 6.6(b)
e 6.6(c) mostram a série embaralhada e o espectros multifractais para a série original
e a embaralhada. Como esperado, a multifractalidade reduz-se drasticamente com

a eliminagao da heterocedasticidade.
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Figura 6.6: Aproximadamente 20% do primeiro movimento da quinta sinfonia de Be-
ethoven. (a) O sinal original U;, (b) O sinal embaralhado V;. (c) Ajuste de 4% ordem
(quadrados) e interpolacao (circulos) dos espectros multifractais. A multifractalidade de-

saparece quando a heterocedasticidade do sinal é eliminada.
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6.2 Secoes de Lévy e Convergéncia a Gaussiana

O estudo da convergéncia a GGaussiana das secoes de Lévy foi feito a partir
da analise dos momentos normalizados de terceira e quarta ordem da série DEM-
USD. O valor inicial no parametro ¢ da secao foi da ordem de 107'°, de forma
a garantir a coincidéncia entre a série da secao inicial e aquela original. J& os
incrementos utilizados no parametro ¢ da se¢ao foram da ordem de 107¢ garantindo
uma suavidade tanto nas curvas de curtose quanto naquelas referentes a assimetria.

A Fig. 6.7 é referente ao comportamento da curtose para a série das segoes t
e a série normal S,,. Ja a Fig. 6.8 mostra o comportamento da série das se¢oes em
fungao do namero de termos utilizados na estimativa da variancia local (eq. 4.15 da
segao 4.2).

As Figs. 6.9 e 6.10 sao similares as Figs. 6.7 e 6.8 e mostram o comportamento
da assimetria para a série das secoes S; e a série S,,, bem como o comportamento

da assimetria em funcao do parametro q.
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Figura 6.7: Comportamento da curtose para as séries das se¢oes S; com parametro ¢ = 2
(linha tracejada) e para a série normal S,, (linha continua), ambas provenientes da taxa

Y

cambial DEM versus USD. Note a rapida convergéncia da série das secoes.
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Figura 6.8: Comportamento da curtose para as séries das se¢oes S; para diferentes valores

do parametro ¢. Note a pequena sensibilidade da curtose frente ao parametro q.
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Figura 6.9: Comportamento da assimetria para as séries das segdes Sy com parametro
q¢ = 2 (linha tracejada) e para a série normal S,, (linha continua), ambas provenientes da

Y

taxa cambial DEM versus USD. Note a rapida convergéncia da série das segoes.
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Figura 6.10: Comportamento da assimetria para as séries das se¢oes S; para diferentes

valores do parametro g. Note a pequena sensibilidade da assimetria frente ao parametro q.
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6.3 Estudo da Convergéncia das Secoes de Lévy

Na busca do entendimento do processo de convergéncia das Secoes de Lévy,
estimamos o expoente de Hurst para vérias séries, cada uma com um valor especifico
de secao t. A estimativa do expoente H foi feito a partir do método DFA.

A Fig. 6.11 mostra as séries da secoes em ordem crescente do valor da secao.
Ja a Fig. 6.12(a) mostra o comportamento de log F5(s) versus log(s) das séries das
secOes para valores crescentes de ¢t. Ja a Fig. 6.12(b) mostra o comportamento de
log F5(s) versus log(s) de algumas das séries das se¢oes mostradas na Fig. 6.12(a)
bem como um ajuste linear para cada uma delas. O coeficiente angular obtido na

regressao linear é referente ao expoente de Hurst da série.
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0 250000 ' 500000 750000 1000000 1250000
i
Figura 6.11: Séries das secdes para diferentes valores de t. (a) t=2.5107",

(b) t=1.010"% (c) t=1.0107"7, (d) t=851077, (e) t=1.810"* e (f) t =5.2 10~*.
Note a mudanca no perfil da série com o aumento do valor da secao, quanto maior o valor

da se¢ao, mais suave é a série.
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Figura 6.12: (a) Comportamento de log Fa(s) versus log(s) das séries das segoes para

valores crescentes de t. (b) Comportamento de log F»(s) versus log(s) das séries das se¢oes

para alguns valores de ¢ (simbolos) mostrados em Fig. 6.12(a) juntamente com as regressoes

lineares (linhas continuas). Note que podemos associar dois valores do expoente H a cada

curva, isto indica um joelho ou “crossover” na escala de F(q).

foram deslocadas para efeitos de visualizacao.

As séries na Fig. 6.12(b)
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Podemos perceber a existéncia de correlagoes de curto alcance na série de
retornos DEM versus USD, onde o valor H associado a pequenos valores de s é
diferente de 1/2, porém, para grandes valores de s a série se comporta como um
movimento aleatorio (ruido branco) com expoente H muito proximo de 1/2. Fica
claro na Fig. 6.12(b) que a medida que aumentamos o valor da se¢do, a curva
log F5(s) versus log(s) passa a ter um joelho ou “crossover” conectando dois valores
de expoente H. Enquanto o expoente H para pequenos valores de s tende a 3/2
(caracteristico de um ruido browniano — integra¢ido de um ruido branco [5]) a
medida que o valor da se¢do aumenta, ele H permanece em torno de 1/2 para
grandes valores de s. Notamos também que & medida que aumentamos o valor
da secao, a faixa de s com predominancia do tipo ruido branco diminui, enquanto
aquela referente ao ruido browniano aumenta. Portanto, a forma com que a secao
agrega os termos da série se comporta como uma segunda integracao a medida que

o valor da se¢ao t aumenta.
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Capitulo 7

Conclusoes

7.1 Flutuacoes Heterocedasticas Multifractais

Mostramos neste trabalho que no caso de efeitos de correlacdo em sinais
e caudas de lei de poténcia nao desempenharem um papel significativo, entao as
condicoes necessarias e suficientes para a validade do Teorema do Limite Central
podem ser satisfeitas. Isto mostra que o regime Gaussiano é um caso especial,
sendo o regime multifractal-heterocedastico o caso geral. Nesta tese investigamos
a relacao entre natureza heterocedéstica de sinais e suas propriedades multifractais
e mostramos que a existéncia da primeira é condicao suficiente mas nao necesséaria
para causar a segunda. Investigamos também o processo de convergéncia de séries
de retornos financeiros heterocedéasticas multifractais para o regime homocedéstico

monofractal usando o método matematico das secoes de Lévy.
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7.2 Relevancia dos Resultados

Sabemos que conceitos importantes como mono e multifractalidade vao além
dos casos geométricos, e surgem também em uma diversa gama de sistemas comple-
x0s. Mostramos a conexao de tais conceitos com séries temporais. Enquanto que no
caso geométrico a fractalidade é mostrada por meio da auto-similaridade e dimensao
fracionaria, em séries temporais a auto-similaridade se apresenta como uma sime-
tria de invariancia de escala da funcao densidade de probabilidade dos sinais. Ja a
medida da dimensao fractal é feita de forma indireta, a partir do seu expoente de
Hurst H que corresponde a rugosidade da série. Portanto, o expoente H representa
uma medida global, sendo sua relagao com a dimensao fractal da forma: d =2 — H.
Por outro lado, o expoente de Holder reflete medidas locais da série, sendo muito
importante no estudo de sistemas onde sao necessarios mais de um tinico expoente
para serem caracterizados.

Mostramos uma relagao direta entre heterocedasticidade e multifractalidade,
onde vimos que o primeiro é causa suficiente mas ndo necessaria para o segundo [42].

Vimos que a funcao de correlacao de um sistema esta intimamente relacio-
nada com a variancia de seus sinais, o que faz da variancia uma medida fundamental
do sistema. Mostramos também que apesar de a série de retornos financeiros pos-
suir correlagao de curto alcance, a série de volatilidade possui correlagoes de longo
alcance, mas nos dois casos as correlacoes tém sua origem diretamente relacionada
com a organizacao temporal dos sinais. Isto nos leva a acreditar que a heterocedas-
ticidade introduz correlacao na auto-correlacao do médulo dos sinais. Analisamos

também o processo de convergéncia da PDF dos retornos financeiros ao regime Gaus-
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siano via Secoes de Lévy [38]. Percebemos uma rapida convergéncia das séries das
secoes para o regime Gaussiano. Mostramos que a rapida convergencia das séries
das secoes pode ser entendida como uma segunda integracao da mesma, sendo a
primeira realizada pelo proprio método DFA, o qual foi utilizado na anélise das sé-
ries das secoes e a segunda integracao como intrinseco do processo de convergéncia
realizado pelo método das Segoes de Lévy. Esta segunda integracao se mostra a
partir do surgimento de um joelho na escala da fungao log Fy(s) versus logs. En-
quanto que para grandes valores de s (a direta do joelho), o valor do expoente de
escala da série da se¢ao permanece o mesmo da série original, para pequenos valores
de s (& esquerda do joelho), observamos uma tendéncia do expoente de escala para
3/2 (tipico de um ruido browniano) a medida que aumentamos o valor da segio t,
promovendo desta forma uma maior suavidade na série das se¢oes. Acreditamos que
no limite assintotico de ¢ — oo o joelho deixa de ser observado, restando somente a
caracteristica de ruido browniano. E provéavel que este comportamento seja indepen-
dente do expoente de escala da série original. Se for este o caso, sinais provenientes

das secoes de Lévy podem ser modelados por equacoes “simples”.

7.3 Perspectivas Futuras

Estas mesmas analises multifractais podem ser realizadas para séries tais
como: sismicas, eletrocardiogramas (ECG) e eletroencefalogramas (EEG). Sinais
sismicos apresentam periodos de flutuacoes uniformes e também periodos de grandes

variacoes nos sinais provocados por terremotos: este comportamento reflete o carater
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heterocedéstico de tais sinais. O mesmo ocorre em sinais eletrocardiograficos ou
eletroencefalograficos, onde a ocorréncia de ataques epiléticos podem causar uma
dinamica heterocedéstica.

Acredito que estas analises podem ser aplicadas até mesmo em problemas
de cunho industrial, com repercursoes muito abrangentes. Suponha um processo de
producao em série de algum produto que possua um alto nivel de acompanhamento
pos-venda. Como exemplo pensemos na industria de automoveis, onde um veiculo
passa por revisoes periddicas. A andlise de séries temporais contendo a informa-
¢ao de defeito ou perfeito funcionamento de uma parte de um veiculo (tais séries
poderiam ser fornecidas por oficinas autorizadas), poderia fornecer informacoes so-
bre a eficiéncia dos processos de amostragem realizados pelas industrias. Um valor
de expoente H = 1/2, indicaria aleatoriedade nos eventos (defeitos). Ainda neste
exemplo, suponha que uma vez que uma peca apresente um defeito, os dados ob-
tidos daquele veiculo a partir de entao passassem a ser admitidos em um segundo
grupo. Os coeficientes H obtidos para este segundo grupo poderiam inferir sobre
a qualidade da assisténcia técnica oferecida na oficina autorizada cujos dados sao
oriundos. A partir de tais informacoes, um consumidor optaria por esta ou aquela
marca de veiculo (nao poderiamos comparar dados de veiculos luxuosos com os po-
pulares) apenas pelo conforto ou valor comercial, no caso de as marcas comparadas
apresentarem o mesmo coeficiente referente ao processo de montagem. Isso promo-
veria uma maior competitividade de mercado (os pregos dos veiculos iriam baixar).
Além disso, de posse de informagoes do valor de H para o grupo de veiculo que
apresentou defeito, o consumidor teria um melhor critério na escolha de uma oficina

autorizada. Estes resultados poderiam ser utilizados por empresas (até mesmo por
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prefeituras de municipios, governos de estados, etc.) como critério adicional em pro-
cessos de licitagoes. Marcas emergentes, em busca de “bons” valores dos expoentes,
ofereceriam melhores condigoes aos consumidores. Uma vez obtido boas anélises de
seus produtos, tais empresas gastariam muito menos com propaganda.

Nossa analise pode também ser aplicada a problemas ecol6gicos como extin-
cao de espécies. Tais processos sao nao estacionarios e seus sinais sao heterocedas-
ticos e a origem da heterocedasticidade pode estar associada a situacgoes distintas.
Por exemplo, escassez de alimentos, competicao entre duas espécies ou variagoes
climaticas bruscas. Nao é 6bvio que em todos estes casos a heterocedasticidade
desempenhe o mesmo papel.

Enfim, as perspectivas para o futuro nesta linha de pesquisa sao diversas e

amplas.

FIM
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