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Resumo

A teoria de localizacao é o formalismo mais importante para o entendimento do movimento
de elétrons nao interagentes em sistemas desordenados. A teoria de escala preve em sis-
temas de baixa dimensionalidade a auséncia de uma transicao localizacao-deslocalizacao
para qualquer grau de desordem nao correlacionada. Entretanto, no modelo bidimensi-
onal regimes dinamicos distintos podem ser observados de acordo com a intensidade da
desordem. Mais recentemente, o modelo de Anderson com desordem correlacionada tem
mostrado a quebra das previsoes da teoria de escala. Foi provado, numérica e experimen-
talmente, que correlagoes de longo alcance podem induzir uma transicao metal isolante
com um mobility edge separando estados localizados de estados estendidos. Neste traba-
lho, nés contribuimos nesta linha. Estudamos a natureza dos estados de um elétron no
modelo de Anderson unidimesional e bidimensional, com correlagbes na distribuicao da
desordem. As correlacoes sao introduzidas pelo uso de um método de transformada de
Fourier discreta o qual produz uma distribuicao de energia nos sitios com uma densidade
espectral S(k) oc 1/k*. Em uma dimensao, nds estudamos o caso estatico e dinamico,
calculando a funcao de participagao £ e o desvio médio quadréatico. Em ambos os casos
identificamos regimes distintos de acordo com o grau de correlacao o. Para o caso 2d,
investigamos o comportamento da flutuacao relativa da participagao que é usada para mo-
nitorar o ponto critico. Nossos dados numéricos sugerem que o expoente critico da fungao
de participagdo governa o colapso dos dados para a flutuagao relativa da energia n(F).
Encontramos ainda o diagrama de fases que mostra regioes de estados estendidos, criticos
e localizados.
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Abstract

The Anderson localization theory is the most important formalism to understand non-
interacting electrons moving in disordered systems. The scaling theory predicts in low
dimensional systems the absence of a localization-delocalization transition for any degree
of uncorrelated disorder. However, in the two-dimensional model, distinct dynamical
regimes can be observed according to the disorder intensity. More recently, the Anderson
model with correlated disorder have been shown to break up the scaling theory predictions.
It was numerically and experimentally proved that long range correlations can be induce a
metal-insulator transition with mobility edges separating localized from extended states.
In this work, we contribute along these lines. We study the nature of one-electron states
in one-dimensional and two-dimensional Anderson models with long-range correlations in
the disorder distribution. The long-range correlations was introduced by using a discrete
Fourier method which produces a distribution of the energies in the sites with spectral
density S(k) o< 1/k*. In one-dimension, we study the static and dynamic case calculating
the participation number function ¢ and the wave-packet mean square displacement. In
both the cases, we identify distinct regimes depending on the correlation degree «. For
the 2d model, we investigate the behavior of the relative fluctuation of the participation
number that is used to monitor the critical point. Our numerical data suggest that the
localization length exponent governs the data collapse of the relative fluctuations as a
function of the energy n(E). We still obtained the phase diagram that shows regions of
extended, critical and localized states.
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Capitulo 1

Fundamentacao Teédrica

1.1 Introducao

O entendimento das propriedades fisicas dos sélidos sempre foi de fundamental
importancia para o desenvolvimento da ciéncia e tecnologia. Este entendimento se tor-
nou mais amplo com o advento da mecanica quantica, que possibilitou a explicagao de
fenomenos até entao pouco compreendidos. H&a modelos que descrevem com boa apro-
ximagao o comportamento da conducao, quer seja de calor ou de elétrons em solidos, em
uma rede cristalina sem desordem. Os modelos cristalinos tém as quasi-particulas e ex-
citagoes (fonos e mégnons )representadas como fungoes de onda estendidas. No entanto, a
grande maioria dos sistemas fisicos reais nao tém simetria translacional, apresentando dessa
forma algum tipo de desordem natural ou produzida em laboratoério, oriundas de impure-
zas, dopagens, defeitos, etc. Dependendo do grau da desordem, seus efeitos nao poderao
ser desprezados e teremos que adotar modelos que contemplem essa caracteristica, para
um entendimento completo de suas propriedades. Tais modelos podem ter uma desordem
estrutural, na qual datomos idénticos sao colocados em um arranjo espacial desordenado
ou, uma desordem composicional, na qual uma rede ordenada possui atomos de diferentes
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tipos. Se na distribuicao da desordem existe correlacao o sistema é dito temperado, se
nao, € recozido.

No estudo das propriedades dos sélidos com desordem, o modelo de Anderson cer-
tamente foi de importancia crucial para seu entendimento, sobretudo na transicao metal-
isolante. Sélidos com propriedade de conduzir calor ou elétrons sao ditos metdlicos, e os
que nao as possuem, isolantes. Anderson mostrou que a natureza dos estados eletronicos
em solidos desordenados apresentam uma forte dependéncia com o grau de desordem
existente[1l]. Para desordem fraca as func¢oes de onda eletronicas sdo estendidas e o compor-
tamento do sistema é tipicamente metdlico[2, 3]. Para desordem forte os estados eletronicos
sao exponencialmente localizados e o material torna-se isolante. Para um grau de desor-
dem intermedidrio o sistema pode apresentar uma transicao metal-isolante. O estudo da
localizacao de funcoes de onda quantica como consequéncia da presenca da desordem é
de fundamental importancia para o entendimento da existéncia de metais e isolantes, e é
claro da transicao metal-isolante.

1.2 Um pouco de estado sélido e modelos

Nesta se¢ao mostraremos alguns conceitos basicos de estado sélido bem como pro-
priedades de transporte eletronico ou de energia em redes cristalinas. Uma discussao mais
detalhada pode ser encontrada nas referéncias[4, 5, 6.

1.2.1 A evolucao dos modelos de conducao.

Nos tltimos cem anos os fisicos vém desenvolvendo modelos para estudar as pro-
priedades de conducao de solidos com intensidade, interesse este estimulado pela ampla
aplicabilidade destes modelos a sistemas reais, sobretudo os modelos que incorporam de-
sordem. Um dos primeiros modelos de condugao, que surgiu apés a descoberta do elétron
em 1897, foi o modelo de Drude.

Drude aplicou uma teoria cinética de gases a um metal tratando os elétrons de
conducao como um gas diluido. Em seu modelo, Drude desprezou as colisoes entre elétrons,
podendo estes apenas colidir com os fons da rede. A distribuicdo de velocidades para os

Instituto de Fisica - UFAL
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elétrons no modelo de Drude é, como no caso de um gés cléassico de densidade n = N/V,
dada pela distribuicao de Maxwell-Boltzmann.

O modelo de Drude apresenta algumas inconsisténcias. Este modelo mostra uma
correta previsao da linearidade entre a densidade de corrente J e o campo elétrico E. No
entanto, a condutividade o (o = %27, onde e é a carga do elétron e m a massa do elétron)
fica em fungao de um tempo médio entre as colisdes 7 = [/v,,, onde [ é o livre caminho
médio entre colisoes e v,, é a velocidade média dos elétrons. O livre caminho médio, de
acordo com a teoria de Drude, é da ordem do espacamento médio entre os ions e portanto
independente da temperatura. A velocidade média dos elétrons pode ser obtida através
do teorema da equiparticao de energia como sendo v,, & T"/2. Logo, o modelo de Drude
previa que ¢ oc T~Y/2. Experimentalmente, a temperatura ambiente, a condutividade de
sélidos puros é inversamente proporcional a temperatura (o oc T~1!). Para que o modelo
de Drude pudesse reproduzir os resultados experimentais era necessario considerar que o
livre caminho médio crescia com o decréscimo da temperatura como [ o« T~V/2, 0 que era
incompativel com a hipdtese de colisao com os ions da rede. Ainda mais, para deduzir a
dependéncia de o com a temperatura T foi utilizada uma das previsoes da teoria de Drude
para a capacidade térmica do elétron (C, = 3Kp/2), a qual também nao era observada
experimentalmente. Drude desprezou interagoes como a que ocorre entre o elétron e as
vibragoes da rede, que no modelo quantico contribuem para o espalhamento eletronico.
Neste caso o livre caminho médio depende da temperatura, fazendo com que a dependéncia
da condutividade com a temperatura concorde com os resultados experimentais, discussao
mais detalhada pode ser encontrada na referéncia [4].

Estas inconsisténcias s6 puderam ser melhor explicadas com a mecanica quantica.
O principio de exclusao de Pauli requer que a distribuicao de Maxwell-Boltzmann seja
trocada pela de Fermi-Dirac. Teorias como as de Sommerfeld e Bloch sao 6timos exemplos
desta nova visao de mundo. O primeiro atacou o problema de condugao como sendo um
gas de elétrons livres, o segundo levou em conta a existéncia de potenciais constantes no
tempo, interagindo com os elétrons, o que na verdade torna-se mais real que a hipétese de
Sommerfeld, uma vez que na natureza os elétrons estao sujeitos a interagoes.

Instituto de Fisica - UFAL
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1.2.2 Modelos de conducao

Entre os modelos de conducao dois deles tém destaque notoério, o modelo de Bloch
e o modelo de Anderson. O primeiro considera potenciais periédicos na rede, o segundo
contempla a desordem nos potenciais.
No modelo do elétron livre temos um nimero infinito e constante de valores per-
mitidos de energia:
R 2 2
com func¢ao de onda dada por

Uy = exp(ik - ). (1.2)

Se agora no modelo do elétron livre colocarmos um potencial periédico de nticleos
ionicos, neste cristal ocorrrerao as chamadas reflexdes de Bragg. A funcao de onda ao se
propagar no cristal encontrard barreiras e sera refletida. A funcao de onda pode ser dada
por um arranjo simétrico e antisimétrico das fungoes de onda do modelo do elétron livre
de ondas se propagando em dire¢oes opostas. Teremos entao:

»(+) = exp(inz/a) + exp(—inx/a) = 2cos(rx/a) (1.3)

(=) = exp(irx/a) — exp(—imz/a) = 2isen(mwx/a), (1.4)

as quais sao ondas estacionarias formadas por porcoes iguais de ondas que se propagam
para a direita e para a esquerda, em uma dimensao, resultado das reflexoes. O grafico da
Fig. 1.1, mostra o potencial tipico cristalino e as amplitudes de probabilidade respectivas
B e ()2

Bloch mostrou que para estados estacionarios de um elétron em um potencial cris-
talino U(r) com periodicidade U(r + R) = U(r), onde R é um vetor de Bravais tipico da
rede, as fungoes de onda tinham uma forma especial, que sera mostrada a seguir.

O problema de elétrons em sélidos é, em principio, um problema de muitos elétrons
que certamente interagem entre si, o Hamiltoniano de um sélido contém além dos termos
de barreira de potencial que descrevem as interacoes do elétron com o ntucleo dos ions,
termos de interacao elétron-elétron. Fazendo a aproximacgao de elétrons independentes,
estas interagdes passam a ser representadas por um potencial periédico U(r) cujo padrao

Instituto de Fisica - UFAL
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)G VAR 'S vann Ve

(a)

Densidade de probabilidade, p

Onda caminh

NCNC N NN

=B P
b)
Figura 1.1: Padrao tipico de um potencial cristalino.

¢ o da Fig. 1.1.
Para encontrar as func¢oes de Bloch temos que resolver o Hamiltoniano:

2
Ho = [5G 40w = B, (15

m
onde o potencial U(r) tem a periodicidade da Fig. 1.1. A equagdo de Schrodinger para
o elétron livre é um caso particular da Eq. 1.5 fazendo o potencial igual a zero, que é
um exemplo simples de periodicidade. Elétrons independentes que obedecem a Eq. 1.1
sao conhecidos como elétrons de Bloch (os elétrons de Bloch se tornam elétrons livres
quando o potencial periédico U(r) é identicamente nulo). Os estados estacionarios ()
do Hamiltoniano de um tnico elétron H = p?/2m + U(r) podem ser escolhidos tendo a
forma de uma onda plana vezes uma funcao que retem a periodicidade da Rede de Bravais:

Yn () = eik'run,k(r), (1.6)

onde
u(r+ R) = u(r), (1.7)

Instituto de Fisica - UFAL
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e R é um vetor de Bravais. Os estados ¢, x(r) s@o os conhecidos estados de Bloch. Equi-
valentemente, os autoestados de H podem ser escolhidos da forma

(r + R) = e (). (18)

Os autoestados de Bloch envolvem um vetor de onda k£ que tem propriedades seme-
lhantes ao vetor de onda k& do modelo do elétron livre. Note entretanto que, no modelo do
elétron livre o vetor de onda é simplesmente p/#h, onde p é o momento linear de um elétron.
Na teoria de Bloch podemos visualizar o vetor de onda k como um ntmero quantico que
caracteriza as invariancias translacionais de um potencial periddico. O indice n aparece
no teorema de Bloch pois para um dado k existem muitas solugoes para a equacao de
Schrodinger. Para cada indice quantico n, o conjunto de niveis eletronicos especificados
por E, (k) é chamado de banda de energia. Cada banda contém 2N orbitais , onde N é o
numero de células primitivas no cristal e o fator 2 vem da degenerescéncia de spin. Se hou-
ver um tnico atomo com valéncia por célula primitiva, a banda pode ser preenchida até a
metade com elétrons. Se contribuir com dois a banda pode ser preenchida completamente,
pois ai preencheria todos os 2N orbitais. Materiais com bandas completamente cheias ou
completamente vazias sao isolantes porque assim nenhum elétron poderia se mover sob a
acao de um campo elétrico. Se a banda estiver parcialmente preenchida, o material sera
um condutor. Na se¢ao seguinte mostraremos de forma breve alguns conceitos de bandas
de energia.

1.2.3 Bandas de energia e metais

Quando resolvemos o Hamiltoniano para um determinado modelo que descreve o
comportamento de um sélido, encontramos um espectro de energias permitidas para o
sistema. Essas energias permitidas sao as chamadas bandas de energia.

A forma como as bandas de energia estao dispostas nos sélidos é diferente para
metais e isolantes. Por exemplo, para uma cadeia linear quanto a disposi¢cao dos ions que
produzem os potenciais, a solugao da equacao de autovalores fornece para energias [7]:

E = B(k) = Ey — 2Acos(kl), (1.9)

onde k é uma constante com dimensao de inverso de comprimento, [ é a distancia entre

Instituto de Fisica - UFAL
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\Ey, — 24

k

= o + il
Figura 1.2: Energias permitidas para um elétron.

ions adjacentes e A é uma constante de acoplamento. Se k pertence a primeira zona de
T

Brillouin —7 < k < +7, temos o grafico Fig. 1.2, que mostra que nem toda energia ¢
permitida.

Os estados permitidos podem ou nao estar ocupados por elétrons. No estado
fundamental todos os niveis de energia abaixo de uma certa energia E;, estao ocupados.
A energia do nivel preenchido mais elevado do estado fundamental é a energia de Fermi
E;.

As propriedades elétricas do sistema sao basicamente determinadas por elétrons que
tem energias préximas a Iy. Se a energia de Fermi estiver dentro de uma banda de energia
permitida, o nivel de Fermi p ¢ igual a E;. O nivel de Fermi ou potencial quimico, diz
respeito a probabilidade de um estado com energia E estd ocupado, P(E,T) = m
Os elétrons com energias proximas a Fy podem facilmente ser excitados a ocupar os niveis
ainda vazios da banda de energia. Um sélido para o qual a energia de Fermi estd dentro de
uma banda permitida é um condutor. Por outro lado se tivermos um sélido composto por
bandas inteiramente ocupadas ou inteiramente vazias, a energia E; sera igual ao limite
superior de uma banda permitida e o nivel de Fermi p cai numa regiao proibida. Para que
os elétrons possam ser excitados neste caso, uma quantidade de energia grande deve ser
fornecida aos mesmos para que estes ultrapassem a zona proibida. Para que um material

Instituto de Fisica - UFAL



1.2 Um pouco de estado sélido e modelos 8

Figura 1.4: Padrao tipico de uma funcao de onda para um elétron de Bloch.

seja um bom isolante a largura AFE deve ser da ordem de KT'. Se esta largura for pequena
o material serd um semicondutor.

A figura Fig. 1.3 mostra um esquema das bandas de energia para materiais con-
dutores a) e isolantes b). Uma mudanga na temperatura ou pressdo pode acarretar numa
mudanga na estrutura de bandas ocasionando uma transicao metal-isolante. Para ambos
os casos a funcao de onda do sistema sao as fungoes de onda de Bloch, que se estendem
por todo o sistema como consequéncia da periodicidade do potencial cristalino. A figura
Fig. 1.4 mostra um esquema para uma funcao de onda de Bloch tipica.

Em geral, os elétrons sao espalhados apenas por imperfeicoes na rede cristalina
as quais podem ter origem nas préprias vibracoes da rede ou na presenca de impurezas no
cristal.

As teorias baseadas em potenciais periddicos e elétrons nao interagentes sao ide-

Instituto de Fisica - UFAL



1.3 Transicoes metal-isolante 9

alizagoes. Solidos reais nunca sao absolutamente puros e apresentam interagoes entre os
elétrons. Teorias de bandas que tratam sélidos nao puros ou elétrons interagentes sao
bastante aceitas para se explicar as propriedades de dispositivos eletronicos como juncoes
pn. Na secao seguinte, vamos estudar os efeitos de interagoes elétron-elétron bem como
efeitos de desordem sobre a natureza dos estados estacionarios.

1.3 Transicoes metal-isolante

Dentro da linha de modelos de conducao, o primeiro trabalho que contemplava a
desordem foi mostrado no artigo de P.W Anderson[1]. Neste artigo ele formulou o problema
e deu uma estimativa qualitava da intensidade do potencial aleatério o qual é necessario
para a auséncia de difusdo em certas redes aleatérias. Depois disso Mott[8] discutiu a
relevancia da localizagao com respeito as propriedades de transporte em semicondutores
amorfos. Ele propos o conceito de mobility edge, a qual separaria estados localizados de
estados estendidos.

O transporte eletronico se da de formas diferentes em cada tipo de material. Em
materiais reais, sempre héd uma certa desordem, e correlacoes entre os elétrons, o que
nao tinhamos considerado até agora. No estudo de transporte eletronico estamos sempre
interessados em saber até que ponto o material é condutor ou isolante, ou seja, estudar
as possiveis transicoes metal-isolante do sistema. Destacaremos agora dois tipos dessas
transicoes, a de Mott e a de Anderson.

A transi¢ao de Mott [9, 10] acontece quando ha uma interacao elétron-elétron onde
uma configuracao de estados é energeticamente mais favorecida que outra. Ao considerar-
mos por exemplo que cada atomo tenha apenas um elétron de valéncia, juntos formarao
uma banda de largura B Fig. 1.5a. Numa fase metélica o elétron é livre para percorrer a
rede e podemos ter orbitais vazios, com um elétron ou dois elétrons, com probabilidades
1/4,1/2 e 1/4 respectivamente. A energia necessaria para que dois elétrons ocupem o
mesmo orbital é U =< e*/r15 >. Se a energia de interagao elétron-elétron é menor que
a largura da banda, esta configuracao é energeticamente favorecida e os elétrons ficam
deslocalizados, o material é condutor. Se por outro lado esse custo energético para que
dois elétrons ocupem o mesmo orbital for maior que a largura da banda, nao serd mais
vantajoso para sistema continuar com os elétrons possuindo tal mobilidade para percorrer
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toda a rede, ficando entao localizados, o material é agora isolante. Essa transicao é dita
induzida por correlagao elétron-elétron.

Outro tipo de transicao metal-isolante de grande importancia é a transicao de
Anderson. A transicdo de Anderson é induzida por desordem, que ocorre com maior
frequéncia na natureza. As mudancas decorrentes da introducao da desordem num sistema
contendo elétrons livres, podem ser discutidas de forma qualitativa. As fungoes de onda
para elétrons livres sao funcoes estendidas por todo o espaco. Quando um potencial é
introduzido, esta onda encontra uma barreira. Logo, parte da onda é transmitida e parte
da onda é refletida na mesma. Se colocarmos mais barreiras, a onda serd refletida varias
vezes e o sistema agora terd ondas incidentes e ondas refletidas que podem interferir. Estas
interferéncias podem mudar bastante a forma da funcao de onda no sistema, sobretudo
se tivermos potenciais aleatorios, a funcao de onda nao mantera a coeréncia de fase apds
as reflexoes. Esses potenciais aleatérios podem ser gerados a partir de barreiras colocadas
em lugares aleatérios da rede ou por barreiras que tenham intensidades aleatérias. Se a
desordem for fraca a funcao de onda continua estendida por todo o sistema, mas perde a
coeréncia de fase depois de muitas reflexoes.

Se o grau de desordem ¢ forte, a funcao de onda fica concentrada em uma pequena
regiao do sistema, e é praticamente nula em outros lugares. Uma localizacao exponencial
foi imposta a fungao de onda apds interferéncias destrutivas.

Para desordens intermediarias pode haver uma transicao metal-isolante, que vai
depender da localizacao da energia de Fermi como ja discutimos. No esquema da Fig. 1.5
mostramos o mecanismo da transicao de Anderson. Os pocos de potencial sao sitios
atomicos com a mesma separacao espacial, cuja intensidade varia aleatoriamente mas
dentro de uma largura W Fig. 1.5a. Também é mostrado o caso sem desordem, onde B é
a largura da banda dos estados permitidos Fig. 1.5b.

Anderson mostrou em 1958 que se W/B for suficientemente grande todos os
estados da banda de valéncia serao localizados, um critério para existir localizagao induzida
por desordem:

W > B. (1.10)

Quando a desordem no potencial é suficientemente grande todos os estados da
banda sao exponencialmente localizados entretanto se W/B = 1, estados estendidos e
localizados podem aparecer no sistema. Os estudos de transi¢coes metal-isolante e conceitos
como mobility edges introduzidos por Mott originaram a chamada teoria de localizacao.
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Figura 1.5: Diagrama ilustrativo para a transi¢do de Anderson a)Potencial aleatério de
largura W b) Potencial cristalino, aqui B é a largura da banda de energias permitidas

1.4 Teoria de Localizacao

Das se¢oes anteriores tivemos idéia que uma transicao entre estados quanticos deslo-
calizados e localizados dependem de alguns fatores tais como a energia de Fermi, existéncia
e intensidade de desordem, interacao eletronica. Outros fatores, tais como pressao, com-
posicao, campo elétrico aplicado etc, que podem alterar a posicao do nivel de Fermi
também influenciam na transicao. Nesta secao mostraremos conceitos de localizacao,
bem como formas de caracteriza-la, ferramentas usadas para se estudar propriedades de
transporte eletronico.

Pode-se compreender porque os estados de um tnico elétron na presenca de
um potencial desordenado sao susceptiveis a localizacao. Uma maneira de se compre-
ender isso é fazendo um andlogo classico ao modelo de Anderson, uma particula num
potencial aleatério [11]. Considerando uma particula se movendo, sujeito a um potencial
V(z)(unidimensional na diregao z)Fig. 1.6. Se a energia da particula puder variar até Ey,
podemos ter estados estendidos e localizados, se a energia for maior que FEjy, a particula
esta livre para se mover por todo o sistema. Porém quanticamente o fenomeno do tune-
lamento pode levar a uma completa deslocalizacao em regioes que classicamente seriam
de estados localizados. De forma antagonica flutuagbes podem ocasionar interferéncias
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positian

Figura 1.6: Analogia classica

produzindo uma localizagao em regioes onde teriamos estados deslocalizados numa visao
classica. Exemplos de localizacao por interferéncia é a localizacao ja mencionada, quando
ondas refletidas em barreiras de potencial interferem destrutivamente. Um exemplo de des-
localizacao por tunelamento é o que acontece com as fungoes de onda de Bloch, também
ja discutidas.

Um conceito importante foi introduzido por Mott em 1968, uma regiao de energia
que separa estados localizados de estados estendidos, as chamadas mobility edges. A
Fig. 1.7, mostra um grafico da densidade de estados em fungao da energia. Vemos que
para valores entre F. e E. a densidade de estados é alta em relacao a energias fora do
espaco delimitado por E. e E.. A regiao para a qual a densidade de energia é alta
corresponde a estados estendidos, portanto mobility edges separam estados estendidos de
localizados. Em geral a posicao do mobility edge depende do grau da desordem. Se a
desordem for alta ela ird para o centro da banda e o material sera um isolante.

Uma boa comparacao ajuda a entender o mecanismo da localizagao induzida pela
desordem. Considere a Fig. 1.8 nela mostramos trés regides distintas, suponha que as
partes escuras seja superficie sélida e as partes claras agua. Essa situacao seria semelhante
ao caso quantico se considerarmos que as partes de terra firme correspondem a regioes
com potencial V (r) e, as regides que correspondem a agua, regides com energia E. Na
Fig. 1.8a temos muitas regides claras de forma que as regices de terra firme nao cercam
nenhuma delas. Aqui £ > V/(r) e terfamos um oceano. Ja na figura Fig. 1.8c temos vdrias
regioes de dgua completamente cercada por terra firme, aqui £ < V/(r), terfamos um
lago. Assim de forma analoga teriamos uma transicao oceano-lagos, ocorre uma transicao
estados deslocalizados-localizados. Um navio s6 teria possibilidade de percorrer o sistema
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Figura 1.7: Esquema da mobility edges

para o caso da Fig. 1.8a, de outro modo ficaria preso.

A funcao de onda localizada em meios com potenciais aleatérios possui um compor-
tamento assintético descrito por um decaimento exponencial da funcao de onda, segundo
um comprimento de localizagdo A, ou seja ¥(r) ~ e~"/*. O termo A mede a largura tipica
da funcao de onda, e A\ — oo corresponde a um estado estendido.

Outro critério usado no estudo da localizagao é o inverso do ntimero de parti-
cipacdo, ou segundo momento da densidade de probabilidade [12]:

P = "fu(r)" (1.11)

Esta grandeza mede a porcao do sistema onde a funcao de onda difere marcante-
mente de zero. Para estados estendidos temos P ~ 1/N com N sendo o nimero de sitios
da rede, a medida que o tamanho da rede cresce P diminue. Para estados localizados
P ~ 1/Ny, com Ny < N, neste caso P praticamente nao muda com o tamanho da rede. O
inverso do niimero de participacao para um tempo infinito também fornece a probabilidade
que a particula tem de retornar ao mesmo sitio.

O inverso do comprimento de localizagao também ¢é usado para calcular grandezas
como a condutancia [13], bem como ter idéia sobre estados estendidos e localizados como
em [14], essa grandeza é o expoente Lyapunov.
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Figura 1.8: a)desordem fraca b)nivel intermediario de desordem c) desordem forte

1.5 O modelo de Anderson

Como ja discutido, a desordem nos materiais pode ter muitas origens. De acordo
com essa origem um modelo é usado de forma a simular o comportamento do sélido. Estes
modelos sao aproximacoes.

Um modelo para uma desordem estrutural tal qual acontece em materiais amorfos
pode ser dada pelo Hamiltoniano:

2 N
p
H = %jt;vj(r—}zj). (1.12)

Aqui, p é o operador momento, m a massa efetiva da particula e V; a energia
potencial do d&tomo no sitio R;. A distribuigao dos potenciais pode ser dada por uma funcao
de distribuicao P(R;). Para o caso simples onde a distribuicao leva em conta que os N
dtomos sao estatisticamente independentes em um volume €, teremos que P(R;) = Q™.
Para outros tipos de desordem teriamos um novo Hamiltoniano.
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O modelo de Anderson incorpora as caracteristicas essenciais para o estudo de
sistemas com desordem e representou sem duvidas uma importante ferramenta para o
estudo das transicoes metal-isolante. O Hamiltoniano que descreve o modelo em uma
dimensao é dada por :

H=> eli><il+> tli><j. (1.13)

i

O primeiro termo do Hamiltoniano representa o termo de energia potencial onde ¢;
deve ser o termo que introduz potenciais aleatérios a fim de criar a desordem. O segundo
termo é o termo cinético de hopping entre os sitios vizinhos. Os estados |i > representam
um orbital atémico centrado no sitio i, o conjunto de estados |i > com i = 1,2, 3.. s@o
ortogonais e formam um conjunto completo, no qual podemos expandir as auto-fungoes
1, auto estados de H. As energias aleatdrias ¢; sao geradas dentro de um intervalo W,
chamado largura da desordem. O modelo em trés dimensoes apresenta uma transicao
metal-isolante quando um valor W, é alcancado para a largura da desordem.

A solucao do modelo envolve a obtencao dos auto-estados e auto-valores e algumas
consideracoes sao importantes para o entendimento do modelo. Podemos expandir a funcao
de onda em termos de |[i >, ou seja, ¥ = >, ¢li >, ficamos entdo com a equacao de
Schrodinger (Hy = Ev):

Eci = eici + ) tije. (1.14)
j

Podemos fazer algumas simplificagoes a fim de entender melhor a natureza dos
estados eletronicos, sem no entanto descaracterizar o modelo de Anderson que tem por
caracteristica fundamental a presenca dos potenciais aleatorios dados por ¢;. Podemos
considerar que os termos de hopping tem as mesmas magnitudes e existam somente para
0s z primeiros vizinhos, e a equacgao 1.14 torna-se:

j=z
ECZ' = €;¢; + tz Citj (115)
J

Para o caso puro todas as energias € seriam iguais (podendo ser inclusive zero por
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comodidade), neste caso ficarfamos com:

ECZ' = t(ci—l—l + Ci—l) (116)

k¥ a equagdo 1.16 fornece que E = 2tcos(k). Isto é teremos

Escolhendo ¢, = cpe™
uma banda de energia (—2t < E < 2t )de largura B = 4t exatamente como discutido para
o caso da Fig. 1.2, e como mostra claramente na Fig. 1.2. O modelo portanto abrange o
caso puro e com desordem. Se o estado 1) é nao estacionario, os coeficientes ¢; obedecem

a equacao de Schrodinger dependente do tempo:

hdcz-
T Eic;. + ;tijcj- (1.17)

Se em um instante ¢ = 0 em um determinado sitio n tivermos |c,|> = 1, ou seja o
elétron foi colocado no sitio n, com |¢;,|? = 0. Podemos ver a evolugao temporal através
da equacao 1.17. Depois de um certo tempo se tivermos ainda |c,|* = 1, o estado estd
localizado. Se por outro lado depois de um certo tempo tivermos |c,|*> = 0, certamente o
elétron se difundiu na rede e temos um estado estendido no sistema.

Anderson usou teoria de pertubacao para estudar o problema com t # 0 e W # 0.
Como perturbagao Anderson considerou em um momento W e em outro t. Considerando
primeiramente ¢ como a perturbacdo do sistema e os orbitais para cada sitio |i > sdo
os auto estados do Hamiltoniano nao perturbado. A teoria de perturbagao em primeira
ordem fornece:
U=i>+> cli>. (1.18)
J#i

As amplitudes ¢;; sdo proporcionais a t/(E; — E;). Os estados perturbados sao
somas de séries de poténcias de t/(E; — Ej). A largura de distribuicdo da desordem W
deve conter as energias F; e F/;. A condicao de localizacao de Anderson é que W > B,
onde B ¢ a largura da banda permitida.
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1.6 Teoria de escala para transicao de Anderson

Anderson e outros autores apresentaram uma teoria de escala [15]. Nesta secao
apresentaremos a teoria de escala na reformulagao de Toulles [16]. No tratamento de
Toulless a unidade basica nao é mais apenas um sitio atomico ¢ mas sim uma caixa de
aresta L e volume L% que contém muitos sitios. O sélido é formado por vérias caixas
acopladas e as energias caracteristicas do modelo de Anderson W e B sao mapeadas
respectivamente no espacamento médio entre os sitios AE e no deslocamento 0 F causado
por mudancas nas condicoes de contorno. Nesta nova abordagem temos uma grandeza
chamada condutancia generalizada g, e é dada por :

AE 1
— (1.19)
oE g
A condutancia é um parametro usado para medir o grau de desordem no sistema.

Pelo principio da incerteza pode-se estabelecer que :

5E—h

= 1.20
- (1.20)

onde tp aqui é o tempo para a fungao de onda se expandir por toda a rede de lado L. Se
o elétron realiza um movimento Browniano dentro da caixa, podemos escrever que :

L2
tp =5 (1.21)

Nesta tltima equagao D é o coeficiente de difusao. Usando a relagao de Einstein
entre a condutividade e as propriedades de difusao:

o =e*Dn(E), (1.22)
e combinando as Eq. 1.20-22 temos
oh
0 = ———+. 1.2
F(L2n(E)] (129
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A densidade de estados média pode ser escrita como funcao do espagcamento médio
entre os niveis

n(E) =1/(L'AE). (1.24)

A condutancia desempenha o papel de medir a forca da desordem semelhantemente
a razao W/B no modelo de Anderson tradicional. Estados estendidos sao sensiveis a
mudangas nas condigdes de contorno (§E > AFE), enquanto que estados localizados nao sao
sensiveis a mudancas nas condigoes de contorno (0E < AE). O parametro de desordem,

g~ ! é definido por
1 AE

g(L) ~ 6E°
Substituindo as Eq. 1.23 e 1.24 na Eq. 1.25 podemos observar a dimensionalidade
e a dependéncia de escala que o parametro g apresenta

(1.25)

g(L) = (h/e*)o L42, (1.26)

Se a Eq. 1.23 é valida no limite macroscépico, a equacao Eq. 1.26 é valida para estados
estendidos no mesmo limite. A fungdo g(L) é a condutancia generalizada expressa em
unidades de e?/h, L?~%0 é a condutancia de um cubo de dimensao d e aresta L. Na teoria
de escala o comportamento da func¢ao g(L) depende do comprimento de escala utilizado.
Por exemplo, suponha que em uma dada circunstancia a condutancia depende de Ly, um
novo valor de g(L) pode ser encontrado apenas pelo seu valor inicial g(Lg) e por um fator
de escala b, onde L = Lyb.

Para se obter o comportamento da condutancia de um hipercubo de volume L?,
sua derivada logaritimica é introduzida, designada 3, e expressa por :

_ding

b= dinL

(1.27)

Esta grandeza depende basicamente da condutancia e nao da energia, disordem ou L
separadamente.

Se tivermos que > 0 a condutancia aumenta com o tamanho da amostra, te-
mos assim um comportamento metalico. A regiao de comportamento metalico pode ser
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Figura 1.9: Comportamento da condutancia generalizada ¢

caracterizada por ter um comportamento classico[13], isto é:

Blg)=d—2, (1.28)

(no limite ¢ — oc0) a qual pode ser obtida de relagoes classicas entre condutancia e condu-
tividade. Se por outro lado tivermos agora < 0, g(L) diminui com L, terminando num
regime localizado onde:

B(g) = Ing, (1.29)

(no limite g — 0). Para g pequeno, com uma forte desordem, os estados sdo exponencial-
mente localizados. A amplitude da fun¢ao de onda de um elétron localizado numa caixa de
aresta L é da ordem de e~ 7*, onde v é o expoente Lyapunov. Na figura Fig. 1.9 podemos
ver o comportamento de (3(g). Um resultado notavel é que em uma e duas dimensoes nao
ha a previsao para transicao. Muitos experimentos reais tém tido boas concordancias com
os resultados numéricos.

Uma quantidade importante para caracterizar a transicao de Anderson é o expo-
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ente critico v que descreve a divergéncia do comprimento de localizagao &

£ |E—E|™. (1.30)

A estimativa tedrica de v pode ser comparada com a medida experimental do
expoente da condutividade pu

o(T'=0)x (E—E.)™", (1.31)

através da relagao de Wegner y = (d — 2)v, onde d é a dimensionalidade do sistema e
o(T = 0) é condutividade a temperatura zero. Em trés dimensoes teremos claramente
1 = v, o que reforga a importancia dos estudos numémricos.

A simetria do Hamiltoniano também influencia nos fenomenos criticos. Para a
transicao de Anderson com elétrons nao interagentes as simetrias importantes sao simetria
de tempo reverso(STR) e simetria de rotacao de spins(SRS). Estudos tém determinado o
valor de v com precisdo em cada classe de universalidade(ortogonal, unitéria e simplética)
que sao agrupadas de acordo com as simetrias do Hamiltoniano. Se o sistema possui tanto
STR quanto SRS a classe é dita como ortogonal. Se a STR é quebrada conservando a SRS
a classe é dia como unitdria. E por fim, se tivermos um sistema com STR mas com uma
quebra da SRS por uma interagao spin-orbita a classe é dita simplética[17, 18].

A obtencao numérica do expoente v para diferentes sistemas ajudam no estudo
das propriedades eletronicas e classificam os mesmos. Para a classe ortogonal tém-se
encontrado v = 1.57 £ 0.02[19], para a classe unitdria v = 1.43 £ 0.04[17] ambos em trés
dimensoes. Para a classe simplética foi encontrado v = 2.746 + 0.009. A classe simplética
tem sido de grande interesse depois da descoberta da transicao metal-isolante em sistemas
Si-MOS[20].

Existem muitos experimentos na literatura onde a transicao metal-isolante vem
sendo observada. Como bons exemplos podemos citar os realizados em silicio dopado
com fésforo e bario [13, 21, 22]. Nestes experimentos a desordem é oriunda das posigoes
aleatorias dos atomos dopantes. A forca ou a largura da desordem pode ser modificada
variando a concentracao de dopantes ou através de um campo. Durante muitos anos
foi sugerido a existéncia de dois tipos de materiais: nao compensados com v = 0.5 e
semicondutores compensados e materiais amorfos com v = 1 [22, 13]. Recentemente
foi observado um expoente v = 1 para o silicio dopado com fésforo nao compensado
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(Si: P)[23]. Portanto nao sé a classificacdo do tipo de material como também o valor do
expoente sao questoes abertas.

1.7 Violacao da Teoria de Escala

Nesta secao vamos apresentar alguns trabalhos recentes nos quais a teoria de escala
foi violada. Vamos separar em duas classes: sistemas aperiédicos e sistemas com desordem
correlacionada. De uma forma geral, esses sistemas apresentam estados estendidos mesmo
em baixa dimensionalidade. O novo igrediente responsavel por esta violagao da teoria
de escala é um potencial on site distinto do potencial completamente aleatério que foi
utilizado até agora no modelo de Anderson.

1.7.1 Modelo aperiédico

Nos anos oitenta, Sarma[24] estudou um modelo unidimensional no qual a natureza
dos auto estados estendidos e localizados era funcao de dois parametros A e v. Para seu
modelo, ele considerou uma forma de potencial para o qual o sistema seria um intermediario
entre o modelo aleatorio de Anderson e o modelo periédico de Bloch. Alguns trabalhos
nesta linha podem ser encontrados nas referéncias [25, 26, 27]. No trabalho de Sarma
o potencial era do tipo €, = Acos(man”) onde A, @ e v sdo numeros positivos. Para «
racional e v inteiro o modelo retorna ao modelo periédico de Bloch, para « irracional e
v > 2 o modelo de tight binding pseudo aleatoério torna-se igual ao modelo de Anderson
aleatorio com todos os estados localizados. Para « irracional e v = 1 temos um problema de
potencial incomensuravel o qual pode ter estados estendidos e localizados. Para 0 < v < 1
e A < 2 temos estados estendidos para energias E, tais que |FE| < 2—\ e estados localizados
para 2+ A > |E| > 2 — A\. Para v = 1 todos os estados s@o localizados se A > 2 e todos
sao estendidos se A < 2.
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1.7.2 Modelos com desordem correlacionada

Correlagoes de curto alcance

Um dos primeiros modelos unidimensionais com estados estendidos induzidos por
correlagoes locais na desordem foi o “modelo de dimeros aleatérios 7 [28]. O modelo consiste
de uma liga bindria na qual as energias dos sitios do sistema ¢, e €, eram distribuidas com
probabilidades respectivamente de g e 1 — ¢ e ¢, sempre aparece em pares. Foi mostrado
neste trabalho que, se |e, — €| < 2¢, onde ¢ é a amplitude de hopping, o sistema apresenta
um estado estendido de energia E = ¢,. Estes tipos de modelos em uma dimensao podem
servir para explicar o comportamento de materiais condutores como a polianilina[29].

Correlagoes de longo alcance

No final da década de noventa, Moura e Lyra [14] mostraram que correlagoes de
longo alcance podem estabilizar uma fase de estados estendidos em torno do centro da
banda. Este trabalho mostrou pela primeira vez uma verdadeira fase metalica em sistemas
unidimensionais desordenados. O modelo de Moura e Lyra consiste de um Hamiltoniano
tight binding onde as energias on site foram distribuidas conforme o traco de um movimento
Browniano fracionario. O trago de um movimento Browniano fracionario basicamente é
uma sequéncia de ntimeros cujo o espectro de poténcia tem um comportamento tipo lei de
poténcia (S(k) o< 1/k%). O expoente o mede o grau de correlagao da sequéncia. Para o = 0
recupera-se um ruido branco completamente descorrelacionado enquanto que em o > 0
obtem-se uma sequéncia de ntmeros com funcgoes de auto correlacao de longo alcance.
Na natureza, véarios processos estocasticos geram sequéncias aleatérias com correlagoes de
longo alcance[30], daf a grande importancia desta fenomenologia. De fato esta previsao
teorica de estados estendidos em baixa dimensionalidade, induzidos por correlacao de longo
alcance tem motivado uma série de estudos teéricos/experimentais dentro deste contexto.

Um dos primeiros trabalhos que trazia uma generalizacao do trabalho de Moura
e Lyra [14] (caso unidimensional) para um caso bidimensional, com correlagdes de longo
alcance na distribuigao da desordem, foi o trabalho de Xiong [31]. Os autores deste tra-
balho consideraram o sistema num plano x — y, numa geometria quase unidimensional.
O sistema era como uma longa faixa onde a direcao y era muito maior que a direcao x.
O estudo de sistemas quase unidimensionais foi de grande interesse nos anos oitenta[13]
pois possibilitaram o calculo do comprimento de localizagao dos auto estados e uma ex-
trapolacao para uma geometria verdadeiramente de duas dimensoes. Esta extrapolacao
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¢ feita através de uma anédlise de tamanhos finitos [13]. As correlagoes de longo alcance,
para este modelo, foram introduzidas na direcao maior, através da seguinte superposicao,
que considera que as energias aleatérias dos sitios consiste de duas partes:

€Eim = Nm + Vim (132)

onde v;,, sao numeros aleatorios que variam independentemente sitio a sitio, obedecendo
a uma distribui¢ao uniforme e sao escolhidos num intervalo determinado. O termo dado
por 1 é uma sequéncia de energias correlacionadas definidas pelo traco do movimento
Browniano fracionario.

Para calcular o comprimento de localizacao Xiong e colaboradores, usaram o método
da matriz de transferéncia bidimensional. Neste trabalho foi encontrada uma transicao
metal-isolante do tipo Kosterlitz-Thouless. Uma caracteristica deste tipo de transicao,
é que o comprimento de localizacao A diverge exponencialmente numa forma A, o
exp(6y//E — E.). A distribui¢do da desordem tem densidade espectral tipo lei de po-
tencia S(k) o< 1/k“, k é o vetor de onda na diregao y.

A referéncia [32] traz um estudo do modelo de Anderson numa rede bidimensio-
nal, na qual as correlacoes sao introduzidas nas duas direcoes = e y. Para introduzir as
correlagoes de longo alcance neste sistema foi aplicado um método de transformada de Fou-
rier em duas dimensoes para construir uma sequéncia de energias de densidade espectral
S(k) o< 1/k*24, onde k = (k2 + k2)"/2. Este trabalho traz um estudo estdtico e dinamico
do modelo de Anderson. Na parte estdtica os autores usaram o método de diagonalizacao
exata para investigar a fungao de participagao (grandeza que dd uma medida de quantos
sitios participam da func¢ao de onda). O estudo da participagao reportou a existéncia de
estados estendidos no regime de baixas energias para asy > 2. J4 no caso dinamico os
autores usaram o método de Runge-Kutta para resolver a equacao de Schrodinger depen-
dente do tempo para um pacote de onda inicialmente localizado. Na parte dinamica uma
analise do desvio médio quadratico o, mostrou que o sistema apresenta regimes diferentes
de acordo com o parametro agy. Para correlagdes fracas (agg < 2) um comportamento di-
fusivo foi encontrado com o2 o t. J& para correlaces fortes (apq > 2) o sistema apresenta
uma dindmica balistica com o2 o t2.

Estes trabalhos téem mostrado que a presenca de desordem correlacionada tem
influéncia sobre as propriedades eletronicas do sistema de dimensoes d < 3, de forma a
violar a teoria de escala.
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Nos capitulos seguintes mostraremos o modelo de Anderson com correlagoes de
longo alcance na distribuicao da desordem. A distribui¢ao da desordem é feita de forma
a ter uma densidade espectral do tipo S(k) o 1/k* No capitulo dois estudaremos o
modelo de Anderson unidimensional nos casos estatico e dinamico. Por meio da anélise da
funcao de participacao e do desvio médio quadratico poderemos identificar regimes, onde
a teoria de escala é violada no problema unidimensional. No capitulo trés, mostraremos
o caso bidimensional, que trara um estudo das flutuacoes da participacao, que sera usada
para monitorar a energia critica. Mostraremos ainda um diagrama de fases completo com
regioes de estados localizados, criticos e estendidos.
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Capitulo 2

Modelo de Anderson Unidimensional
com Correlacoes de Longo Alcance

No capitulo anterior, mostramos a importancia da desordem diagonal no mo-
delo de Anderson bem como suas consequéncias sobre a natureza dos estados eletronicos.
Mostramos também alguns casos, onde correlagoes na distribuicao de desordem induzem
uma transicao metal isolante mesmo em uma dimensao. Estes modelos continuam rece-
bendo bastante aten¢ao da comunidade cientifica [14, 33, 34] e suas propriedades fisicas
merecem uma investigacao mais profunda em todos os limites de existéncia dos modelos.
Neste capitulo, vamos considerar o modelo de Anderson unidimensional com correlagoes
de longo alcance na distribuicao das energias dos sitios. Para introduzir correlagoes na
desordem vamos considerar uma sequéncia que apresenta uma densidade espectral aproxi-
madamente na forma de uma lei de poténcia S(k) = 1/k*. A funcdo S(k) é obtida fazendo
a transformada de Fourier da funcao de correlacao de dois pontos < €;¢; >, com k sendo
o vetor de onda. Este modelo é o mesmo que foi proposto na referéncia [14]. Em nosso
estudo vamos aplicar um formalismo numérico de diagonalizagao exata bem como solugao
da equagao de Schrodinger para caracterizar a natureza dos estados eletronicos no regime
de correlagoes fracas (a < 2). Vamos inicialmente descrever de forma suscinta como gerar
o potencial correlacionado.
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2.1 Correlacoes de longo alcance

A fungao S(k) é obtida fazendo a transformada de Fourier da fungao de correlagao
de dois pontos < €;¢; >, com k sendo o vetor de onda. Em geral sistemas que tendem a
evoluir para estados criticos autorganizaveis geram sequéncias com correlagoes de longo
alcance [35]. Os nucleotideos da molécula de DNA[36, 35] por exemplo, apresentam uma
sequéncia com ruido do tipo S(k) = 1/k°.

Mandelbrot[37, 38] introduziu o conceito de movimento Browniano fraciondrio(MBF)
como uma generalizagdo de uma funcao aleatéria z(t). Este conceito tem sido usado para
gerar sequéncias aleatdrias com correlagoes de longo alcance [31]. Este movimento possui
algumas caracteristicas particulares.

Para um movimento Browniano fracionario, a funcao

< —By(-1)Bg(t) >

0= gp

= (@1 1)

, (2.1)

mede a correlagdo entre os incrementos no futuro (By(t)) e os incrementos no passado
(—Br(—t)). Na equagdo acima, H é o expoente de Hurst, By(t) é a posi¢ao num instante
t de uma particula que descreve um movimento Browniano. Se tivermos H = 1/2 néo
teremos correlacao entre incrementos passados e futuros ou seja, um movimento Browniano
simples. Entretanto, se tivermos H # 1/2, a funcao de correlagao é diferente de zero
para qualquer instante de tempo. Neste caso teremos movimento Browniano fracionario,
podendo o mesmo ser: persistente com H > 1/2(os incrementos futuros aumentam ou
diminuem, concordando com os incrementos passados), ou antipersistente com H < 1/2
(os incrementos futuros aumentam ou diminuem, sempre em oposi¢ao ao que aconteceu
nos incrementos anterioes).

Para gerar uma série temporal aleatéria com espectro bem definido, a literatura
sugere o uso de transformada de Fourier discreta [39, 40, 41, 42]. Supondo que a posi¢ao da
particula foi observada nos instantes t; = i7 e que tenha N valores num periodo T'= N,
a densidade espectral tipo lei de poténcia é imposta pela equagao:

N/2

za(t) =Y (S(wi) Aw)Pcos(witn + k), (2.2)

k=1

Instituto de Fisica - UFAL



2.1 Correlagoes de longo alcance 27

1.0

3.0 0725
1.0 |

-1.0

0 | 1dOO | 2000
INDICE DE SITIO

Figura 2.1: Sequéncias geradas pela Eq. 2.5 com N = 2000 e: a) a = 0.0 (sequéncia
aleatdria sem correlagoes b) a = 2.0 um movimento Browniano simples; ¢) o = 2.5 (traco
de um movimento Browniano fraciondrio com incrementos persistentes).

que é a decomposicao discreta de Fourier para a sequéncia x;(t). Teremos N/2 fases
aleatérias ¢, que representam a fonte de ruido da série, uniformemente distribuidas no
intervalo [0, 27]. A equagdo 2.2 pode ser reescrita como:

N/2 1/2

nt) =Y [k““ (%ﬂ)l_a] cos (27;\7;’“ + ¢k) | (2.3)

k=1

Baseados nestes conceitos, vamos gerar uma sequéncia de energias, de forma aleatoria,
mas com correlagoes. Observaremos entre outros detalhes que o parametro a controla a
correlagao no sistema. Se o = 0 teremos uma sequéncia aleatoria sem correlacoes ou seja,
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Figura 2.2: A transformada de Fourier da Eq. 2.5, obtida computacionalmente. Podemos
facilmente observar que o espectro apresenta um comportamento tipo lei de poténcia
(S(k) < 1/k*) sem ruido nas amplitudes.

um ruido branco.
2.2 O Modelo

O modelo de Anderson unidimensional descreve o comportamento de um sistema
numa rede com um elétron. A rede é constituida por um atomo em cada sitio, e cada
atomo possui um orbital apenas. O modelo considera ainda a interacao entre primeiros
vizinhos. A Hamiltoniana para o modelo é dada por :

H=) eln><n|+tY [n><n+1+n><n—1|. (2.4)

A base |n > representa o estado do elétron num orbital de um sitio n, ja que cada
sitio tem apenas um orbital. O potencial é dado por €, em cada sitio n, e t representa a
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amplitude de hopping.

A introducao das correlagoes de longo alcance na distribui¢ao da desordem esta na
forma de gerar os potenciais €,, através do traco de um movimento Browniano fracionario
ja comentado anteriormente,

N/2

2T 1/2 2mnk
. 2 : Lo 1-a . 2.
‘ =1 { | N‘ } . ( )\ i (bk) 23)

Um grafico de €, x n é mostrado na figura Fig. 2.1 para a = 0 (ruido branco),

a = 2 (movimento Browniano simples), a = 2.5 (movimento Browniano fracionério).

A densidade espectral (S(k) o« 1/k%), para « = 0, « = 2 e a = 2.5 é mos-
trada na figura Fig. 2.2. A densidade espectral apresenta um comportamento tipico de
uma lei de poténcia bem definida, em contraste com as sequéncias reais que apresen-
tam um comportamento tipo lei de poténcia com ruido nas amplitudes. A sequéncia
das energias ¢ normalizada de modo que a variancia na distribuicao das energias seja

Ae = V< € > — < € >2 = constante, essa preferencialmente escolhida como sendo igual
a um. Em nosso estudo do modelo de Anderson unidimensional, analisamos dois casos dis-
tintos: dinamico e estatico, que envolve a solugao da equacao de Scrhodinger para o caso
dependente e nao dependente do tempo respectivamente. Descreveremos o procedimento
usado para atacar o problema para os dois casos, ao mesmo tempo em que mostraremos
os resultados obtidos.

Caso Estdtico

Para estudar a natureza dos estados eletronicos do sistema, o primeiro passo é
diagonalizar o Hamiltoniano da Eq. 2.4. Se | > é auto-estado do Hamiltoniano com
auto-energia F e se tivermos

U >= " uyln >, (2.6)

entdo, para a equacao de Schrodinger H|W >= E|¥ > na base |n >, ficamos com a
expressao
Entiy + t(Up_1 + Upi1) = Euy,. (2.7)
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Para fazer a diagonalizagao, temos que resolver a equacao:

det(H — \I) = 0. (2.8)

Na base dos orbitais |[n >, podemos obter a seguinte forma matricial para esta

equacao:
(6171 — )\) t 0
t (6272 — )\) t 0
t (6373 — )\) t 0
=0.
t (EN—l,N—l — )\) t
0 0 0 t (EN,N_)\)

Uma diagonalizagao numérica do Hamiltoniano é feita para resolver a equacao
secular Eq. 2.8, encontrando assim os auto-estados e as auto-energias. Uma vez de
posse dos auto-valores e auto-vetores, a fungao participagao £ [13], que mede o grau de
localizacao do sistema, pode ser calculada. Esta grandeza mede basicamente quantos sitios
estao " participando”da funcao de onda do elétron. Formalmente, £ é definido da seguinte
forma:

¢ = Zultl (2.9)

Podemos analisar como esta funcao esta relacionada com o grau de localizacao.
Para manter a normalizacao dos auto-estados do Hamiltoniano, o numerador da Eq. 2.9
deve ser 1. Se considerarmos o caso de uma cadeia pura, onde os auto estados sao esten-
didos com u,, constante, temos |u,| = \/Lﬁ Substituindo na Eq. 2.9, teremos:

1 1
— — N. (2.10)

S SRR Sy
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Figura 2.3: Funcao de participacao em funcao de E para tamanhos diferentes de rede L
e,a=12ea=0. A dependéncia da participagdo com o tamanho do sistema mostra um
comportamento nao usual no modelo de Anderson. Para o = 0, a participacao independe
do tamanho da rede.

Logo, temos que & expressa o numero de sitios onde a funcao de onda é diferente
de zero. Vamos discutir agora como a funcao participacao depende do grau de correlacao
na distribuicao de desordem.

O gréfico da figura Fig. 2.3 mostra a func¢ao participacao versus energia para o =
1.2 e « = 0. Podemos observar um comportamento anéomalo deste sistema unidimensional
na presenca de correlacoes de longo alcance fracas. Vemos no grafico que, a medida
que o tamanho da rede é aumentado, o nimero de sitios que participam da funcao de
onda também aumenta. Este comportamento é totalmente diferente do comportamento
esperado para estados localizados onde a funcao participacao é independente do tamanho
da cadeia L.

O colapso dos dados para a funcao de participacao, nos graficos de £/LP? em funcao
de E, sugere que a fungao obedece a uma escala tipo lei de poténcia. Para cada intensidade
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Figura 2.4: Escala da participagao, £/LP? vs. E, para a = 1.6 e para o = 1.8. Mesmo
num regime de correlagoes fracas, a participagao apresenta um comportamento de escala
anomalo.

da correlagao «, temos um valor diferente para o expoente Ds.

A Fig. 2.4 mostra o grafico £/LP? x E, onde podemos ver que, no centro da banda,
os dados para diferentes tamanhos de rede apresentam uma escala anomala, mesmo num
regime de correlagoes fracas e estados localizados. Este tipo de comportamento anomalo
com Dy < d ja foi observado antes[43].

Na Fig. 2.5 s@o mostrados dois graficos no regime de fortes correlagoes. O co-
lapso dos dados de redes com tamanhos diferentes é observado no centro da banda. Este
comportamento sugere a existéncia de estados estendidos, com o expoente D, tendendo a
unidade.

O gréfico da figura Fig. 2.6 mostra Dy x . Este grafico mostra a existéncia de
dois transientes. Um deles estd na a regiao a < 1, onde vemos claramente D, tender a
zero. Esta é uma regiao de correlagoes fracas e estados localizados. A outra regiao que
apresenta um transiente é a regiao o > 2, onde vemos desta vez que o valor de Dy tende
a um. J&a foi visto que quando o expoente Dy tende ao valor da dimensao do sistema,
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Figura 2.5: Escala da participagao, £/LP? vs. E, para a = 2.0 e para o = 2.4. No regime
de fortes correlacoes e estados estendidos um colapso dos dados é observado para baixas
energias.

estamos numa regiao de estados estendidos[32].

A regiao compreendida entre 1 < o < 2, mostra um crescimento linear do expoente
que governa o colapso da participagdo com «. Trés regimes podem ser identificados
a partir desse estudo. Um regime para a < 1, onde os estados estao localizados e a
participagao é praticamente independe do tamanho da rede L. Um outro regime pode ser
visto para 1 < a < 2, onde embora os estados sejem localizados a participagao apresenta
uma escala andomala ¢ oc LP2. Finalmente, um regime para o > 2, para o qual terfamos
estados estendidos.

Caso Dinamico

Para o caso dinamico temos que resolver a equacgao de Schrodinger dependente
do tempo.

Hlob(t) >= i%, (2.11)
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Figura 2.6: Grafico de Dy x «. Trés regimes distintos podem ser observados no grafico:
um de estados localizados para a < 1, um de estados estendidos para a > 2 e um regime
de estados localizados mas com um comportamento nao usual para 1 < o < 2

expandindo o estado quantico do sistema na base de Wannier [¢) >= " u,|n >, a equacao
de Schrodinger é dada por:
du,

ihﬁ = €Uy (t) + tlup1 (t) + up_1(t)],n =1,2,...N. (2.12)

Para encontrar as componentes u,, dos auto-estados, vamos evitar os métodos usuais
de solucionar as equacoes diferencias. Vamos formalmente obter o operador de evolucao
temporal U

U = exp(—itH/h), (2.13)

apenas integrando a equacao 2.11 e aplicar uma expansao de Taylor da exponencial (fa-
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Figura 2.7: Densidade de probabilidade da funcao de onda |¥|?, em fungao dos N sitios da
rede, para a = 1.4 e a = 1.6. No regime de correlacoes fracas, os estados sao localizados
e a funcao de onda fica restrita a uma regiao

zendo t=dt e h = 1)

U=1+) (—idtH)’/g\. (2.14)

Dada uma condicao inicial [¢)(ty) > podemos encontrar |y (ty + dt) > aplicando de

forma recurssiva o operador U devidamente expandido.
Para analisar a natureza dos estados eletronicos, calculamos o desvio médio
quadratico o%(t). Essa grandeza é uma medida do alargamento do pacote eletronico, e

¢ dada pela equacao:
N

o*(t) =) (i —m)Plu(t), (2.15)

i=1
se esta grandeza cresce, indica que a funcao de onda esta se difundindo na rede. Para
estados estendidos, ou seja, quando o material se torna um condutor perfeito, a grandeza
o traduz este efeito exibindo uma dinamica balistica o o< t. Isso quer dizer basicamente
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Figura 2.8: Densidade de probabilidade da fungiao de onda |¥|?, em fungao dos N sitios
da rede, para a = 2.0 e a = 2.4. No regime de correlagoes fortes, os estados sao estendidos
e a funcao de onda esta presente no sistema inteiro.

que o pacote de onda se difunde sem perceber a desordem na rede.

Uma andlise inicial da func¢ao de onda nos fornece uma idéia da dependéncia dos
estados eletronicos com a correlagao. Os graficos seguintes mostram o comportamento do
modulo quadrado da fungao de onda em funcao dos sitios da rede N.

Para os graficos da Fig. 2.7, vemos que a densidade de probabilidade da fun¢ao de
onda fica restrita a uma regiao do sistema, comportamento tipico de estados localizados.
Isso se deve a um regime de correlagoes fracas imposto ao sistema pelo parametro a.. Ja
para o grafico da Fig. 2.8, o comportamento é bem diferente. Os graficos mostram que
existe a probabilidade de encontrarmos o elétron em qualquer sitio da rede. Observamos
dessa forma a sensibilidade da funcao de onda com o grau de correlacao do sistema.

A funcao o anteriormente definida, mostra que existe um regime de espalhamento
balistico, para um grau de correlacao forte(aw = 3) com o o t. Para correlagoes fracas
a funcao o apresenta um colapso para tempos longos governado por um expoente, o que
traduz a existéncia de um regime de estados localizados mas com um comportamento
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Figura 2.9: Comportamento de o para intensidades de correlagoes diferentes. Para cor-
relacoes fortes o = 3.0, o apresenta um comportamento balistico enquanto que para
correlagoes fracas a = 1.6, nao ha um perfeito colapso dos dados

diferente. Ambos os casos sao mostrados nos graficos da figura Fig. 2.9.

O expoente que governa o colapso dos dados do desvio médio quadratico pode ser
encontrado por meio da analise da fungao de onda. A funcao de onda para correlagoes
fracas apresenta inicialmente um comportamento que pode ser ajustado por uma lei de
poténcia, para depois apresentar um decaimento exponencial, de modo que a curva da
funcdo de onda pode ser ajustada por |u,|* ~ n™Vexp(—n/l.). O gréifico Fig. 2.10(a)
mostra a fungdo de onda versus n(o nimero de sitios) para o = 1.4, bem como a curva
que foi ajustado ao grafico da fungao de onda(curva tracejada).

A largura da curva exponencial que é ajustada ao decaimento da funcao de onda
é entao calculada para cada tamanho de rede, essa largura é dada por [.. O ajuste tipo
lei de poténcia do grafico de [. x L fornece aproximadamente o expoente que colapsa os
dados de o com correlagoes fracas. O grafico da figura Fig. 2.10(b) mostra a curva com
a qual obtemos a dependencia de [. com o tamanho da rede. O expoente de L, dessa
dependencia(l, ~ L") é aproximadamente igual ao valor do expoente de L, no grafico
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Figura 2.10: (a)Funcao de onda versus n. A fungao de onda apresenta um comportamento
tipo lei de poténcia para uma regiao e depois apresenta um decaimento exponencial. A
curva pode ser ajustada por uma curva que contenha os dois comportamentos |u,|* ~
n~Yexp(—n/l.), curva tracejada. (b)Grafico de In(l.) x In(L). A lei de poténcia que fita
este grafico fornece examente o expoente que colapsa dos dados de o em correlagoes fracas.

da Fig. 2.9 (o ~ LY.5), para o caso de o = 1.4. Este fato sugere uma explicagao para
o fato de que, mesmo em um regime de baixas correlagoes o ainda continua tendo um
espalhamento proporcional a L elevado a um expoente, uma vez que a forma com a qual
a funcao de onda decai depende do tamanho L elevado ao mesmo expoente relacionado
ao espalhamento de o. Para cada valor de L encontramos um expoente v, que no caso da
Fig. 2.10 com L = 16000, v = 0.6.

Em resumo, neste capitulo estudamos o modelo de Anderson unidimensional com
correlacoes de longo alcance para o caso estatico e dinamico. Este estudo mostrou uma
violagao da teoria de escala em ambos os casos. No caso estatico, utilizando o método
de diagonalizacao exata, calculamos a funcao de participagao, cujo colapso dos dados no
regime de correlagoes fortes apontam a existéncia de estados estendidos. No caso dinamico
por meio da solucao da equacao de Schrodinger dependente do tempo, encontramos um
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regime de espalhamento balistico pela analise da grandeza ¢. Vimos ainda que em cor-
relacoes fracas um colapso dos dados é governado por um expoente que pode ser encontrado
a partir do comportamento da funcao de onda. Encontramos que este expoente depende
continuamente do grau de correlagao na desordem. Expoentes criticos que dependem con-
tinuamente do expoente da funcao de correlagao da desordem sao previstos pelo critério
de Harris estendido aplicado a sistemas onde correlagoes de longo-alcance na desordem sao
relevantes[44]. Voltaremos a discutir essa fenomenologia no capitulo seguinte quando es-
tudaremos o comportamento critico do modelo de Anderson com desordem correlacionada
em duas dimensoes.
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Capitulo 3

Modelo de Anderson com
Correlacoes de Longo Alcance em
Duas Dimensoes

Neste capitulo mostraremos o modelo de Anderson em duas dimensoes com cor-
relacoes de longo alcance na distribuicao da desordem. As correlacoes de longo alcance
sao introduzidas por meio de uma transformada de Fourier discreta em duas dimensoes,
que gera uma sequéncia de energias com densidade espectral que obedece a uma lei de
poténcia bem definida. Nos usaremos a invariancia de escala da flutuagao relativa da
funcao de participagao para encontrar a mobility edges. Encontramos que os estados
tornam-se deslocalizados de acordo com o grau de correlagao do sistema, e que o expoente
critico v depende do grau de correlacao.

3.1 Introducao

A ocorréncia de uma transicao de estados localizados para estados deslocaliza-
dos num sistema com correlacoes fracas e geometria tridimensional, e a auséncia desta
transicao em sistemas de baixa dimensionalidade com simetria de tempo reverso e qual-
quer intensidade de desordem, foram previsoes aceitas durante muitos anos. Dentro da
teoria de localizacao, a caracteristica quantitativa mais importante da transicdo de An-
derson é o expoente critico v que descreve a divergéncia do comprimento de localizacao
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€oo X |E — E.|7", onde E indica a energia de Fermi e E. os mobility edges que separam
estados localizados de estados estendidos. Embora o modelo de Anderson tenha sido es-
tudado intensamente nas tltimas décadas, apenas recentemente estimativas precisas do
expoente v foram fornecidas. No capitulo (1) mostramos estas estimativas para as classes
ortogonal, unitaria e simplética. Usando a relacao proposta por Wegner é possivel obter
o expoente u para a condutividade, a temperatura zero, por meio do expoente v(y = v
para sistemas 3D). Portanto o expoente critico v pode ser usado como ferramenta para
estudar o mecanismo da transicao metal-isolante em semicondutores dopados e materiais
amorfos.

Em baixas dimensoes a classe ortogonal nao exibe uma transicao localizagao-
deslocalizagao. No entanto sistemas com outras simetrias apresentam tal transicao. Por
exemplo, na presenca de um campo magnético forte e perpendicular, sistemas desorde-
nados 2d exibem estados deslocalizados no centro da banda de Landau, efeito conhecido
como transi¢ao Hall quantical45]. Usando o método da funcdo de Green, o valor para
o expoente critico foi calculado com o valor v = 2.35(3), concordando com o resultado
experimental [45]. Outro caso interessante em que ocorre fase metélica em duas dimensoes
é nos sistemas com simetria simplética, onde a simetria de tempo reverso é preservada mas
a simetria de rotacao de spin é quebrada por uma interacao spin-orbita. Os autores da re-
feréncia [18], usando o método da matriz de tranferéncia, encontram um expoente critico
de valor v = 2.746(9). A classe simplética tem despertado grande interesse depois da
descoberta da transicdo metal isolante em sistemas Si-MOS(metal-ozide-semiconductor)

A classe ortogonal em geometrias de baixa dimensionalidade pode suportar estados
estendidos ou uma trasicao localizacao-deslocalizagao na presenca de correlagoes de curto
ou de longo alcance na distribuicao da desordem[28, 46, 14, 47, 48, 49, 50], bem como nos
acoplamentos [51, 52, 53, 54]. A auséncia da localizacao de Anderson para algumas energias
especificas foi proposta para esclarecer as propriedades de transporte em semicondutores
com correlagoes de curto alcance na desordem[55]. No entanto, muitos trabalhos tém
dado atencao ao problema unidimensional com correlacoes de longo alcance na desordem,
e trabalhos de muitos autores tém reportado que estes sistemas exibem uma transicao
metal-isolante com mobility edges separando estados estendidos de estados localizados para
correlagoes suficientemente fortes[14, 56, 57, 58]. Recentemente o comportamento critico
do modelo de Anderson em trés dimensoes foi objeto de uma investigagao detalhada[59].
Foi encontrado que para correlagoes fracas o expoente do comprimento de localizacao
permanece como em um sistema descorrelacionado. No regime de correlagoes fortes este
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expoente se torna dependente da correlagao, em concordancia com o critério estendido de
Harris[44].

O critério estendido de Harris assegura que correlacoes de longo alcance presentes
na distribui¢do na desordem, que caem conforme uma lei de poténcia da posi¢ao r (1/77),
serao irrelevantes para o comportamento critico se o expoente critico do comprimento
de correlacao vy da transicao que ocorre na auséncia de correlagoes satisfazer uma das
seguintes desigualdades: vy > 2/d para correlagoes fracas com v > d, ou vy > 2/v com
v < d, onde d é a dimensao do sistema. Do contrario as correlagoes tornam-se relevantes e
o comprimento de correlagdo assume um valor nao universal dado por v = 2/~. O critério
de Harris foi desenvolvido para sistemas que apresentam transicao de fase de segunda
ordem na presenca de desordem nao correlacionada. Portanto ele nao pode ser aplicado
diretamente aos sistemas que apresentam uma transicao induzida por correlagao.

Usando a hipétese de que o comprimento de localizacao normalizado obedece a
um tunico parametro de escala perto da transicao induzida por correlagoes no modelo de
Anderson unidimensional, os autores da referéncia [58] calcularam o expoente critico do
comprimento de correlacao e encontraram que ele dependia do grau de correlacao.

A abordagem em duas dimensoes do modelo de Anderson teve inicio com o trabalho
de Xiong[31]. Mais recentemente, os efeitos de correlagoes de longo alcance na distribuicao
da desordem em sistemas bidimensionais introduzidas em ambas as direcoes = e y foram
estudados nas referéncias [32, 60] (ver comentdrios no capitulo 1). Os resultados des-
tes trabalhos mostraram boa condordancia com os resultados obtidos analiticamente na
referéncia [61], que prevé uma violagao da teoria de escala.

Durante o tempo em que a teoria de escala foi desenvolvida, técnicas experimentais
tornaram-se capazes de testarem resultados tedricos. No regime metalico por exemplo, a
teoria de correlacao fraca prevé uma correcao para a condutividade no regime de baixa
temperatura, para sistemas em duas dimensoes. Esta teoria foi formulada por Hikami[62]
e comprovada experimentalmente por varios experimentos em filmes finos de Mg, feitos
por Bergmann|[63, 64, 65]. A referéncia [66] traz uma série de resultados experimentais de
medidas feitas a partir de filmes finos e de MOSFET’s, um transistor de efeito de campo de
metal-6xido-semicondutor. A teoria de escala durante muitos anos foi aceita para explicar
a propagacgao de fungoes de onda em sistemas de duas dimensoes. No entanto, muitos
trabalhos alguns dentre eles experimentais [20, 67], tém mostrado uma violagdo dessa
teoria, mostrando a existéncia de estados deslocalizados em determinadas situacoes.

Neste trabalho, um progresso na linha de analise de escala do modelo de Anderson
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bidimensional na presenca de correlacao de longo alcance na desordem, é reportado. O po-
tencial serd gerado de forma a ter uma densidade espectral com decaimento do tipo 1/k%2d.
Usando um algoritimo de diagonalizacao exata, calculamos a funcao de participacao a qual
¢ usualmente tomada para medir a natureza localizada/deslocalizada dos auto-estados de
energia. Usando a hipdtese de um tinico parametro de escala, usamos a flutuacao relativa
da funcao de participacao para obter o diagrama de fases e estimar o expoente critico do
comprimento de correlacao. Em concordancia com o comportamento unidimensional, a
largura da fase estendida satura no regime de fortes correlacoes, asy — o0. No entanto,
no regime de correlagoes fracas, os estados préoximos do centro da banda permanecem
criticos, exibindo uma escala tipo lei de poténcia. Os valores estimados para o expoente
do comprimento de localizagao mostraram uma dependéncia com o grau de correlagao.

3.2 O Modelo

O modelo estudado apresenta desordem correlacionada nas duas direcoes, = e y.
A exemplo do caso unidimensional, a desordem é introduzida nas energias dos sitios por
meio do trago de um movimento Browniano, numa generalizagao para o caso bidimensional
do problema 1d do capitulo anterior. Nés consideramos um Hamiltoniano do modelo de
Anderson 2d numa rede regular Lz L:

H=Y emli,m><im|+t Y (lim><jnl|). (3.1)

2,m <tm,jn>

No Hamiltoniano acima, o estado |i,m > é um estado localizado no sitio (i,m),
na representagdo de Wannier (tight binding). A soma ) <im,jn>, ndica a soma sobre
os pares vizinhos. Em nossos calculos, a amplitude de hopping ¢, do segundo termo do
Hamiltoniano terda um valor fixo ¢ = 1. Neste problema cada atomo esta localizado em
um sitio (7,m) e, possui apenas um orbital.

Para gerar as correlacoes de longo alcance na distribuicao das energias dos sitios
€im, Utilizamos o método de transformada de Fourier definida por:

L/2 L2

s(a2q) 2mik; 2mmk,y,
Z Z k2 + k2 062(1/4 0S5 ( ,lvbz m) coSs < I + ¢i,m) 5 (32)

ki=1km
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onde ¥, € ¢;m sdo L?/2 fases aleatérias independentes, distribuidas uniformemente num
intervalo de [0, 27]. A constante ¢(awq) ¢ escolhida de forma que se tenha a variancia na
energia igual a unidade,A¢;,,, =1 e < ¢, >= 0. A sequéncia das energias geradas tem
uma densidade espectral que obedece a uma lei de poténcia bem definida, S(k) oc 1/k%24,
e para este caso, k = \/k? + k2,, de forma andloga ao caso unidimensional. Para o caso
em duas dimensoes, o expoente a é dado por a = 2H + d, onde H ¢é o expoente de Hurst.

Para investigar as propriedades fisicas associadas a natureza dos auto-estados de
um elétron (|U* >), primeiramente diagonalizamos exatamente o Hamiltoniano da Eq. 3.1
e calculamos a funcdo de participagao &(u) definida por [13]:

Zi,m |Cz(,un)7,|2

§u) = T
Zi,m |C£j;)1|4

(3.3)

Na equacao acima, cﬁ“,i representa as amplitudes dos auto-estados (|¥" >) que, na
base |i,m >, terdo a forma: [U" >= 3", cﬁ“ﬁ’b\z, m >. Como ja comentado anteriormente,
a funcao de participacao é uma boa estimativa do ntmero de sitios que participam da
funcio de onda. Para estados estendidos & é proporcional ao nimero de sitios (¢ o L2
para uma rede quadrada). No entanto, fungdes que apresentam decaimento tipo lei de
poténcia, podem apresentar uma escala anémala na funcao de participacao com & o< LP2,
com Dy < d [43]. Calculamos entao a média de & numa pequena janela AE em torno de

E:
u=E—AE/2

<EE)>=( Y &u)/Ne. (3-4)

u=E+AE/2

Em geral, usamos AFE ~ 0.1 e um grande ntimero de amostras, tal que o niimero
de auto-energias em cada janela (Ng) é aproximdadamente 20000 para obter uma boa
precisao.

A grandeza na qual focamos o interesse no estudo do sistema é a flutuagao da
participacao definida por:

AE(B) = V< E(B) > — <&(E) >2 (3.5)

Nesta equacdo, o termo < &(E)? > pode ser calculdo de forma similar Eq. 3.4. A
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flutuacao relativa do nimero de participacao é dada por :

n(E) = AL(E)/ < &(E) > . (3.6)

Dentro dos modelos com desordem, foi demonstrado rigorosamente que a funcao de
distribuicao da razao de participagao é uma grandeza invariante por escala na transicao de
Anderson[68]. Essa invariancia tem sido usada para monitorar o ponto critico no modelo de
hopping aleatérios de longo alcance[69]. Esta invariacia deve ser preservada para sistemas
gerais que apresentam uma transi¢ao localizacao-deslocalizagao. Aqui, nds usaremos essa
caracteristica para obter o diagrama de fases do modelo de Anderson bidimensional com
correlagoes de longo alcance. Em particular, exploraremos o fato de que a flutuagao relativa
da funcao de participacao é independente do tamanho da rede no ponto critico. Somado
a isso, nds empregamos uma andlise de escala de tamanho finito para estimar o valor do
expoente do comprimento de correlagao v, o qual dentro da estrutura de hipétese de escala,
governa o comportamento de escala do comprimento de escala relevante na vizinhanca da
mobility edges £, o |E — E.|7".

Uma hipétese de escala de tamanho finito pode ser escrita para a flutuagao n(E),
na forma:
n(E) o ((E = E)LY). (3.7)

Podemos usar esta hipétese para estimar o valor do expoente v uma vez que, como
on(E)

1/v
55 escala com L'/7.

podemos ver facilmente, a derivada § =

3.3 Resultados

Na Fig. 3.1 ndés mostramos graficos da fungao de participacao para o« = 2.5 e
a = 3.0. Nestes graficos ja podemos observar um comportamento nao usual do modelo de
Anderson. No modelo de Anderson original estas curvas seriam as mesmas independente
do tamanho da rede, pois os estados seriam localizados e, permaneceriam localizados para
redes de tamanhos diferentes. Mas nesta figura observamos que a medida que o tamanho
da rede aumenta o nimero de sitios que participam da funcao de onda também aumenta.
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Figura 3.1: Funcao de participacao para a = 2.5 e a = 3.0. Podemos ver que a parti-
cipagao depende do tamanho da rede, num regime de fortes correlagoes indicando estados
estendidos.

O gréfico da Fig. 3.2 mostra a flutuagao relativa da participagao n vs a energia
E para asp = 1.5 com L? = 302,402, 502, 60% sitios. Nés observamos um colapso bem
definido proximo ao centro da banda. Na parte de baixo e no topo da banda a flutuacao
aumenta com o tamanho da rede devido a natureza localizada dos auto-estados. O colapso
na regiao de baixas energias esta associado com uma escala nao linear do ntimero de
participagao[32]. Isso corresponde a uma regiao de energia para a qual os auto-estados
eletronicos apresentam um decaimento do tipo lei de poténcia no modelo de Anderson 2D,
mesmo na auséncia de correlagoes na distribui¢ao da desordem|70, 71]. O comportamento
da flutuacao no centro da banda, é independente do tamanho da rede, o que sugere, um
regime critico.

O grafico da Fig. 3.3 mostra a flutuagao relativa do ntimero de participagao n
vs a energia F para asp = 2.5 com L? = 302,40% 502 60%,70% e asp = 3.0 com
L? = 502,70%,90%,110%2. Podemos ver neste grafico um cruzamento bem definido em
E = E. onde E,. é o mobility edge presente no modelo [32]. Quando temos |E| < E.
a flutuacao relativa diminue com o tamanho do sistema devido a natureza dos estados
estendidos. Ja para as regioes onde temos |E| > E., a flutuagao relativa aumenta com
o tamanho da rede, indicando estados localizados. Isto se deve basicamente ao fato de
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Figura 3.2: Flutuagao da participacao em funcao da energia E para o = 1.5. Observa-
mos que préximo do centro da banda n(FE) é independente do tamanho, indicando um
comportamento tipo lei de poténcia para esta regiao.

que em regioes de estados localizados a densidade de estados é pequena o que ocasiona
uma grande flutuacao(desvio da média) da participagao, e quanto maior o tamanho do
sistema maior serd esta flutuagao, pois a fungao de onda permanece localizada, e a média
sera menos precisa. Em regioes de estados estendidos temos grande densidade de estados,
a participacao aumenta com o tamanho do sistema e a flutuacao para a medida desta
participagao ¢ menor e diminue a medida que o tamanho do sistema cresce pois ai teremos
uma densidade de estados maior e melhores resultados das medidas.

Na Fig. 3.4 mostramos o diagrama de fases do modelo, relacionando as energias
criticas com o grau de correlagao asp. Podemos ver pelo grafico que no limite de correlagoes
fortes (aap — 00) a largura da banda de estados estendidos satura, ou seja a energia critica
tende a apenas um valor quando o grau de correlacao é muito forte. Os estados préximos
do centro da banda permanecem criticos, semelhantemente ao comportamento observado
na auséencia de correlagoes.

O grafico da Fig. 3.5 mostra nossa estimativa para o cédlculo da derivada 6 =

on(E o : L. .
% o L'¥, usando hipétese de escala de tamanho finito com um tnico comprimento de
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Figura 3.3: Flutuagao da participacao para a = 2.5 e a = 3.0 para diferentes tamanhos de
rede. A invariancia de escala sinaliza uma transigao entre estados estendidos e localizados.

escala. Nds obtemos o expoente critico v = 2.5(5) para asp = 2.5 ¢ v = 3.20(10) para
asp = 3.0. Para valores maiores de asp a estimativa numérica torna-se pouco confiavel
uma vez que o mobility edge se aproxima do extremo da banda, regiao onde a densidade
de estados é pequena, o que empobrece a média estatistica e resulta numa barra de erro
maior. Usando a estimativa do exponte do comprimento de correlagao, nés reportamos os
dados da flutuacao numa forma universal como mostrado na Fig. 3.6. O ramo superior
corresponde a fase de estados localizados, enquanto que o ramo inferior corresponde a fase
de estados estendidos de baixa energia. Este grafico mostra que dados de tamanhos de
redes distintos caem na mesma curva, o que reflete a precisao da estimativa do expoente
do comprimento de correlacao e a auséncia de correcoes de escala significativas.

Nestes trabalho, nés consideramos o modelo de Anderson bidimensional com cor-
relagoes de longo alcance em ambas as diregoes = e y. Para introduzir correlagoes de longo
alcance neste sistema, aplicamos um método de transformada de Fourier 2D para cons-
truir uma sequéncia de energias on-site com densidade espectral S(k) o< 1/k*2¢. Usando
um formalismo de diagonalizagao exata analisamos a participacao e sua flutuagao relativa
ao longo de uma banda de energia. Para sy > 2, nds obtivemos um cruzamento bem
definido para a flutuacao relativa da participacao em F = E,, localizando desta forma
o mobility edge que separa estados estendidos de estados localizados. Para |E| < E. a
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Figura 3.4: Diagrama de fases. A fase de estados estendidos emerge para asp > 2 e sua
largura satura em asp — o0. Para asp < 2 os estados préximos ao centro da banda
permanecem criticos.

flutuacao relativa diminui quando L aumenta, o que é uma clara assinatura de estados
estendidos. Entretanto para |E| > E, a flutuacao relativa aumenta com o tamanho do
sistema indicando estados localizados. Para asy < 2 o sistema apresenta uma transicao, de
estados localizados para estados criticos, ja conhecida por ocorrer no modelo de Anderson
sem correlacoes|70, 71].

Encontramos o diagrama de fases completo no plano asy X E. Usando a hipdtese
de um tnico parametro de escala de tamanho finito, obtivemos um bom colapso de dados
de tamanhos diferentes de sistemas perto do ponto critico. O expoente do comprimento
de correlagao foi estimado ser v = 2.50(5) para asy = 2.5 e v = 3.20(10) para sy = 3.0,
indicando que o expoente do comprimento de correlacao nao é universal. E importante
discutir os resultados a luz do critério estendido de Harris para a possivel relevancia das
correlagoes de longo alcance em sistemas desordenados, que apresentam transigao de fase
de segunda ordem[44]. No presente caso, a transi¢ao de Kosterlitz-Thouless que ocorre no
limite de desordem nao correlacionada, é efetivamente descrita como tendo o expoente do
comprimento de localizacao divergente.

O critério estendido de Harris prediz entao que correlacoes de longo alcance mostram-
se irrelevantes para o comportamento critico. Este comportamento é observado para todos
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Figura 3.5: A derivada ¢ = % o L' no mobility edge, em funcio de L para asp = 2.5

e asp = 3.0. As linhas tracejadas correspondem ao ajuste da lei de poténcia.

Figura 3.6: Flutuacao relativa préxima do ponto critico em funcao de |E — EC\L% para
Qop = 2.5.

os valores de apgy < 2, para os quais a transicao de fase permanece do tipo Kosterlitz-
Thouless. E interessante observar que esta é uma regiao de valores de g para os quais o
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potencial aleatdrio apresenta incrementos anti-persistentes|[14] e inclui todos os potenciais
estaciondrios 0 < agg < 1[72]. A transigao de estados exponencialmente localizados para
estados estendidos observado para asy > 2, nao foi previsto pelo critério de Harris, em-
bora a relevancia das correlagoes de longo alcance na desordem esteja refletida pela nao
universalidade do expoente do comprimento de localizacao.
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Capitulo 4

Conclusoes e Perspectivas

Nos anos cinquenta, Anderson havia estabelecido a natureza dos estados eletronicos
em sistemas desordenados com um eléton apenas: para fortes graus de desordem os esta-
dos eletronicos eram exponenciamente localizados e, para desordem fraca, os estados eram
estendidos. Para um grau de desordem intermediario, o sistema poderia apresentar uma
transicao metal-isolante com mobility edges separando a fase estendida da fase localizada.
Desde este periodo, e durante muitos anos, foi aceito que em sistemas de baixa dimensio-
nalidade todos os estados deveriam ser localizados. No entanto, nos tltimos anos muitos
trabalhos contendo varias modificagbes no modelo de Anderson reportaram um compor-
tamento nao usual para sistemas de baixa dimensionalidade, ocasionando a violagao da
teoria de escala. Tal violagao ja foi inclusive mostrada experimentalmente, o que tem
motivado o estudo dessa érea.

Neste trabalho estudamos o modelo de Anderson em uma e duas dimensoes. Ini-
cialmente estudamos o modelo unidimensional com correlagoes de longo alcance na distri-
buicao das energias dos sitios. Para introduzir as correlagoes de longo alcance usamos o
trago de um movimento Browniano fracionario de forma a obter uma sequéncia de densi-
dade espectral S(k) < 1/k“ onde o parametro a controla as correlagdes. No caso estético
unidimensional, utilizando o método de diagonalizacao exata analizamos o comportamento
da participagao, onde observamos que em regimes de correlagoes fracas e 1 < a < 2 esta
funcao apresenta um comportamento anomalo numa regiao de estados localizados. Encon-
tramos que para correlacoes fracas os estados sao localizados e para o > 2 sao estendidos,
o que viola a teoria de escala. No problema unidimensional no caso dinamico, resolvemos
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a equacao de Schrodinger dependente do tempo e analisamos o comportamento da funcao
o (que mede a evolugao temporal da largura do pacote de onda), que apontou um regime
de espalhamento balistico para correlagoes fortes.

No problema bidimensional, introduzimos correlacoes de longo alcance aplicando
um método de transformada de Fourier 2D para construir uma sequéncia de energias on-
site com densidade espectral S(k) o 1/k*2¢. Usando um formalismo de diagonalizacao
exata, analizamos a participacao e sua flutuacgao relativa ao longo da banda de energia.
Por meio da flutuacao relativa, encontramos o mobility edge. Usando uma andlise de
escala de tamanho finito, estimamos o valor do expoente do comprimento de localizacao
e encontramos que ele dependia do valor da correlagao, nao sendo portanto universal. O
diagrama de fases completo foi produzido mostrando regioes de estados localizados, criticos
e estendidos. Encontramos também que o critério de Harris nao pode ser aplicado ao nosso
problema porque a transicao de estados estendidos para localizados nao era prevista por
ele, mas as correlacoes sao relevantes para nosso problema.

Como perspectivas para futuros trabalhos, podemos incorporar campos magnéticos
no modelo de Anderson e analisar os efeitos deste campo sobre a natureza dos esta-
dos eletronicos do sistema. Além disso podemos investigar efeitos relacionados a campos
elétricos dependentes do tempo tais como oscilacoes de Rabi. Esperamos que o presente
trabalho possa estimular futuras investigacoes nesta importante e ativa area da fisica da
matéria condensada.
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