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RESUMO

Neste trabalho, analisamos a dindmica de busca e propriedades estatisticas de um organismo busca-
dor (“searcher”) a procura de um alvo de interesse (‘“‘target”). De forma geral, muitos sdo os aspectos
de interesse nesse tipo de estudo. Por exemplo, se pensarmos no contexto bioldgico, temos que na
natureza constantemente organismos interagem uns com os outros, tanto dentro da mesma como entre
diferentes espécies. Os objetivos gerais da busca aleatdria sdo os mais variados, indo desde busca de
alimentos, parceiro para reprodugao etc, em seres vivos, até processos de interesse socio-econdmicos,
como busca por criancas desaparecidas, terroristas fugitivos ou entdo busca por petréleo. Em nosso
modelo especifico, consideramos o buscador e o alvo caminhando aleatoriamente numa rede unidi-
mensional de tamanho A\ e com condi¢des periddicas de contorno. O tipo de difus@o no sistema €
determinado pela escolha da funcdo de distribuicao de probabilidade para os passos individuais dos
individuos. Assumimos uma distribuicao tipo lei de poténcia, caracteristica de processos de Lévy
P(¢) ~ ¢—*. Considerando uma energia inicial do buscador £, , um gasto energético de caminhada
e um ganho de energia g cada vez que o buscador encontra o alvo, discutimos algumas quantidades
fisicas relevantes, como flutuacio energética, fracdo de buscadores sobreviventes e energia acumu-
lada para N passos realizados - tempo de busca - como fun¢do de diferentes parametros, por exemplo,
o comprimento de rede A. Constatamos que o processo de busca com difusdo balistica € mais efi-
ciente do que a Browniana, ocasionando a sobrevivéncia do organismo buscador em situagdes de
densidade de alvos muito baixas. Este comportamento extremo garante a relativa sobrevivéncia do
buscador. Também verificamos fortes evidéncias de uma transicdo continua, para a qual numa dada
fase temos sobrevivénvia e em outra temos extincdo. Calculamos as densidades criticas que depen-
dem dos parametros de difusdo adotados pelos organismos. Também obtemos 0s expoentes criticos
relacionados a tal transicao. Nossos resultados sugerem uma universalidade dos expoentes criticos,

que independente do tipo de difusdo seguida pelos organismos.

Palavras-chave: Dinamica de Busca, Voos de Lévy, Caminhada Aleatéria, Processos de Encontro.



ABSTRACT

In this work, we analyze search dynamics and the statistical properties of an organism in search of a
target of interest. In general terms, there are many interesting aspects of studies of this nature. For
example, in the biological context, organisms in Nature constantly interact one with another, both
of the same as well as of different species. The general objectives of random searches are diverse,
ranging from searches for food, reproductive partners, etc. of living organisms to socio-economically
relevant processes, such as searches for missing children, fugitive terrorists, or searches for petroleum.
In our specific model, we consider the searcher and the target moving randomly in a one dimensional
lattice of size A, with periodic boundary conditions. The type of diffusion in the system is determined
by the choice of the probability distribution function for the steps sizes for the individual walkers.
We assume a power law distribution, characteristic of Levy processes, P(¢) ~ ¢~*. Considering an
initial energy &, for the searcher, an energetic expenditure for the walk and an energetic gain g for
each target found, we discuss relevant physical quantities, such as energy fluctuations, the fraction of
survival searchers and the cumulative energy for N time steps, as a function of the parameters, e.g.,
the lattice size . We find that searches with ballistic diffusion are more efficient than Brownian ones,
allowing the survival of the searcher in situations of ultra-low target density. This extreme behavior
guarantees the differential survival of such searchers. We also find strong evidence of a continuous
phase transition, in which one phase has survival and the other phase has extinction. We calculate
the critical densities which depend on the parameters of diffusion adopted by the organisms. We
also obtain the critical exponents for the transition. Our results suggest a universality of the critical

exponents, which independent of the type of diffusion of the organisms.

Keywords: Search Dynamics, Lévy Flights, Random Walk, Contact Processes
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Capitulo 1

Introducao

Processos de buscas aleatorias tém sido intensivamente estudados a partir da década de 70,
quando alguns cientistas descobriram que determinadas espécies executavam caminhadas superdi-
fusivas como estratégia de busca em momentos ou ambientes escassos de alimento. Nesse sentido,
muito esfor¢o tem sido realizado para entender o motivo pelo qual ocorre essa mudanga de difusdao
de busca. De fato, muitos sdo os organismos bioldgicos que em alguns periodos do ano vivem em
ambientes de escassez alimentar. Algumas vezes a escassez pode ser de moradia ou até mesmo de
companheiro reprodutor. O que realmente foi observado € que a dinAmica de busca de fato se modifica
conforme o aumento das necessidades vitais de um organismo [1]. Estudos apontam que a eficiéncia
de busca € otimizada quando a dindmica foge do comportamento de caminhada Browniana e tende
a caminhadas de Lévy (alvos ndo-destrutiveis) ou a caminhadas balisticas (alvos destrutiveis). O en-
tendimento dessa otimizagdo observada em sistemas dindmicos de busca, pode ser analisado através
do comportamento energético de um animal buscador ou através da frequéncia de sobrevivéncia deste
numa dada busca. Esse tipo de andlise, portanto, serd o principal foco de estudo nessa dissertacao.

No capitulo 2 abordaremos alguns conceitos bésicos dos tipos de caminhadas aleatérias,
assim como suas respectivas distribuicdes. Trata-se de um capitulo motivador, expondo os motivos
pelos quais as caminhadas aleatdrias tém sido largamente estudadas e aplicadas em varios campos da
ciéncia. No capitulo 3 iremos apresentar algumas ferramentas matematicas e fisicas que serdo uteis
no decorrer da dissertacdo. Essas ferramentas também sdo importantes para mostrar as conexoes

entre dindmica de buscas e topicos atuais com a ciéncia fisica e exata. No capitulo 4 apresentamos
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nosso primeiro resultado consequente dessa linha de pesquisa, trabalho esse publicado na revista
cientifica Europhysics Letters € que serviu como motivacdo para a continuidade da pesquisa. No
capitulo 5 apresentaremos novas discussoes, assim como novos resultados a cerca do modelo de busca
e das quantidades fisica envolvidas nessa dissertacdo. No capitulo 6, finalmente, faremos algumas

conclusdes importantes e descreveremos nossas perspectivas sobre o assunto que aqui serd abordado.



Capitulo 2

Random Walk e Processos de Lévy

Neste capitulo faremos uma introdugdo tedrica dos principais topicos que motivaram esse
trabalho, resultando na produgdo dessa dissertacio e nos principais resultados que nesta serdo abor-
dados. Apresentaremos o movimento Browniano, o qual sempre despertou a curiosidade de varios
cientistas, como por exemplo Albert Einstein, Paul Lévy, Benoit Mandelbrot etc. Em seguida tra-
taremos das Caminhadas Aleatdrias (Random walks), estas estando presentes em diversas dreas da
ciéncia. Conectado aos random walks, abordaremos os voos e caminhadas de Lévy, que tém obtido
bastante interesse cientifico nas trés tltimas décadas devido a grande aplicabilidade deste topico nos
varios setores da fisica, matematica, economia, biologia, entre outras dreas. Discutiremos também a

distribuicdo gaussiana e a distribui¢do de Lévy, ambas também associadas as caminhadas aleatodrias .

2.1 O Movimento Browniano

Em 1827 o botanico inglés Robert Brown observou que graos de pélen, imersos num fluido,
executavam um movimento irregular e aleatério. Em experimentos posteriores, realizados através de
técnicas de microscopia, foi mostrado que esse movimento € bem mais geral e acontece para varios
tipos de particulas imersas num fluido ndo muito viscoso. A esse movimento inerente e incessante de
pequenas particulas imersas num fluido foi dado o nome de Movimento Browniano, justamente pelo
fato de ter sido primeiramente observado pelo botanico Robert Brown. As primeiras teorias sobre esse

tipo de movimento aleatdrio, publicadas independentemente por Einstein (1905) e por Smoluchowski

13



2.1 O Movimento Browniano 14

(1906), representam aplicagdes de sucesso das idéias atomisticas da teoria cinética dos gases [2] e
atualmente estio presentes em varios cendrios da natureza.

A expressdo completa e rigorosa do movimento Browniano foi dada por Albert Einstein,
no chamado ‘“ano milagroso” de 1905, onde Einstein publicou 5 artigos que revolucionaram a fisica
moderna. Um desses 5 artigos se intitulava “Sobre o movimento de particulas suspensas em um fluido
em repouso”. Nesse artigo, um dos resultados principais do trabalho de Einstein sobre 0 movimento

Browniano foi a obtencdo do coeficiente de difusdao D, dado por:

RT

= 2.1
6mnaN 4 @D

onde R € a constante universal dos gases, T € a temperatura, 7 € a viscosidade do fluido em que as
particulas estdo imersas, a € o raio das particulas e N4 € o nimero de Avogrado. Esse resultado foi
bastante importante na época porque umas vez que se obtia os valores experimentalmente medidos de
D, T, n e a, entdo poderia calcular o nimero de Avogrado, o que nao era algo trivial em 1905. Outro
resultado muito importante obtido por Einstein foi a obten¢@o da equacgado de difusdo em fungdo de D

e de n, onde n = n(z,t) é o nimero de particulas por unidade de volume no instante de tempo ¢, tal

que:
on 0*n
—=D— 22
ot Ox? 2:2)
cuja solugdo € dada pela forma:
N, 22
n(x,t) = 0 __¢—ipr (2.3)

e através de (2.3), podemos obter o deslocamento quadratico médio como sendo:

1 oo RT
() / " ! 2.4)

2
= — tYdr = 2Dt = ———
Ny | &l D)z 3rnal,

onde (2.4) ¢ uma das equacdes de Einstein bastante conhecida. Notemos que o deslocamente carac-
teristico dado por /(x?) cresce com /%, ou seja, afastando-se das formas balisticas usuais, visto que
os deslocamentos individuais sdo aleatérios [3].

Como veremos nas proximas sec¢oes, hd uma conexdo direta entre o raciocicio probabilistico

de Einstein do movimento Browniano com as random walks. Essa conexdo gera diversas aplicacdes
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em vadrias dreas da ci€ncia, como por exemplo em problemas de biologia, dinamica de busca, fisica

da matéria mole, econofisica etc.

2.2 Random Walk

“Random Walks” é um tépico situado em algum lugar entre o estudo de probabilidade, ané-
lise harmonica, geometria, teoria de grafos e dlgebra, podendo seu estudo ser aplicado a diversos
campos da natureza [4]. A grande motivacdo para o estudo das Random Walks - RW - surgiu a par-
tir da “descoberta” do movimento Browniano. No entanto, as RW estdo presentes em varios outros
contextos. Exemplo disso é quando vamos ao cassino, onde precisamos fazer escolhas de jogadas
aleatoriamente. Também notamos as RW em animais que procuram por comida, onde o processo de
difusdo, de caminhada aleatdria, torna-se bastante importante para a sobrevivéncia destes. Oscilagdo
dos precos nas bolsas de valores também é um forte exemplo onde notamos as RW. Observamos, com
alguns desses exemplos, que as RW aplicam-se a qualquer quantidade fisica e matemética que toma
valores aleatérios no decorrer do tempo ou espaco.

Podemos considerar uma caminhada aleatéria simples como sendo constituida de um ca-
minhante que se movimenta para direita ou para esquerda. Assim, a partir de um tempo e posi¢ao
inicial, o caminhante escolhe um sentido de movimento com probabilidade p de ir para direita e de
g = 1 — p como probabilidade de se movimentar para esquerda. Quando consideramos que o sen-
tido do passo atual independe do sentido do passo anterior ou dos demais passos anteriores, ou seja,
quando independe de todo o processo de caminhada ja realizada, entdo temos um caso especial de
caminhada aleatéria a qual € conhecida como Caminhada Markoviana. Caso tivéssemos algum tipo
de dependéncia na configuracdo (direcdo e sentido) do passo atual com o(s) passo(s) anterior(es),
entdo terfamos uma Caminhada ndo-Markoviana. Considerando uma caminhada aleatéria Markovi-
ana, no limite em que o tempo entre passos tende a zero para tamanho de passos finitos e pequenos,
entdo temos uma caminhada tipo Browniana, na qual o movimento do caminhante ¢ semelhante ao
movimento de particulas suspensas num fluido viscoso observado por R. Brown. A figura 2.1 ilustra
o caso de uma caminhada aleatéria Browniana para o caso bidimensional.

Para o caso unidimensional, é relativamente facil mostrar a conexao entre uma caminhada
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Figura 2.1: Caminhada Aleatdria Browniana bidimensional com tamanho de passo unitdrio e com
N = 10.000 passos realizados.

aleatéria Browniana com a distribuicdo gaussiana (esta também chamada de distribui¢do normal).
Assim, seja uma particula (ou um caminhante aleatério) que efetua N passos independentes (numa
caminhada Markoviana) de comprimento /. Ao final de N passos realizados, a particula encontra-se
na posicdo S, = k/, onde k é um ndmero inteiro no intervalo [— N, N]. Sendo r o nimero de passos
dados para a direita, / o nimero de passos dados para a esquerda, p a probabilidade de um passo ser
para direita e ¢ = 1 — p a probabilidade de um passo ser para esquerda, entdo a probabilidade Py (r)
de obtermos r passos para a direita e [ = N — r passos para esquerda, para qualquer combinacao de
passos, é dada por:
N!

Pur) = n o T)!p’"qN - 2.5)

Esta fun¢do de probabilidade € geralmente conhecida como Distribui¢do Binomial. Se analisarmos
esse tipo de caminhada para um ndmero de passos N muito grande, entdo € facil verificar que a fungcao
de probabilidade binomial tenderd a um valor maximo para algum valor » = 7. Se o nimero de passos
€ muito grande, entdo na regido muito préxima do miximo da funcdo de probabilidade P, temos que
|P(r+1)— P(r)] < P(r). Dessa forma, no limite em que N é grande, podemos considerar a fungio

Pn(r) com sendo continua na varidvel r. Portanto, para localizar o maximo de P basta calcular

dpP

1 dinP| = (), Para investigar o comportamento de P(r) préximo

= 0 ou equivalentemente =2~
7 T r=r

r=r

de seu valor maximo, é conveniente definir » = 7 + 7 e assim expandir a funcdo In P(r) em torno de

7, visto que a fun¢do In P varia muito mais lentamente do que a func¢do P e portanto na expansdo em
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série da fun¢do In P, a convergéncia € mais rdpida do que para a expansao da fungdo P. Logo:

dln P
dr

ldQIHP 2+}d31nP
2 drr =il TG a3 I

In P(r) = In P(7) + "+ .. (2.6)

n+

r=r

Quando 7 € suficientemente pequeno, os termos de ordem superior podem ser desprezados e sabendo

din P

que dr

‘ _ = 0, entdo para a primeira aproximagado da expancao em série, temos:
r=r

P(r) = PezB7’ 2.7)

2
onde B, = £1nF

_. Para encontrarmos o valor de B,, basta analisar a expan¢do da equacao 2.5.
;

Para isso, temos:
InP(r)=InN!—Inrl —In(N —r)l+rlnp+ (N —r)lng (2.8)
lembrando que para uma certo niimero y, inteiro, tal que y > 1, In ! pode ser considerada como uma

funcdo quase continua tal que:

| | — ! !
ding!  (y+ D! =yt w+D_ (2.9)

ortanto, no caso em que y > 1, temos gt~ n y. Assim, derivando a equagdo 2.8, obtemos:
p que y dy quag
dln P

dr

=—Ilnr+In(N—r)+1Inp—Ing (2.10)

dln P
dr |p—

=0, logo In [%} = 0 e assim 77 = Np. Derivando a equacao 2.10 para

Sabendo que

r = r, considerando que ¥ = Np e que p + ¢ = 1, obtemos:

1
By= ——— (2.11)
? Npq

Uma vez determinado By, precisamos agora obter o valor de P. Para isso, basta utilizarmos a condi-
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N
¢ao de normalizagao Z P(r) = 1. Considerando P e r como quantidades quase continuas, temos:
r=0

N +o0

S P(r) =1~ /P(r)dr — / P(7 +n)dn = 1 2.12)

r=0 o0

Notemos que nosso integrando sobre 1 € uma aproximacao razoavel visto que para valores de 7 cada
vez maiores, nossa integral gera valores despreziveis diante de n pequeno. Assim, substituindo a

equacgdo 2.7 nesta tltima, temos:

~ +oo 1 ~
P/ e~ dn = Pr/2nNpg = 1 (2.13)

. —ar2 _1 . . ~
onde aqui usamos o fato de que [y° e”** 2"dx = @a z. Finalmente obtemos a aproximacao gaus-

siana que € a probabilidade, depois de N passos, de tomar r passos para a direita.

1 (r—Np)?
P(r) = ~SNpq 2.14
(7’) \/27T]\7pq6 ( )

Tal distribuicdo é conhecida como Distribuicdo Gaussiana. Assim notamos a conexao entre cami-
nhada aleatéria Browniana com a distribuicdo gaussiana, esta que também estd conectada em diver-
sos outros sistemas, apresentando caracteristicas bastante particulares. Se tivermos uma caminhada na
qual o caminhante se distancia da origem de forma muito mais rdpida quando comparada a caminhada
Browniana, de forma que seja intercalado comprimento de passos longos com curtos, entdo teremos
uma Caminhada de Lévy, surgindo assim um outro tipo de distribui¢do, chamada de Distribuicdo de

Lévy. Tais topicos serdo discutidos nas se¢Oes seguintes.

2.2.1 Distribuicao Normal

A Distribuicdo Normal, também chamada de Distribuicdo Gaussiana, é uma das mais im-
portantes distribui¢des, visto que medidas obtidas em diversos processos aleatdrios, em vérios cend-
rios da natureza, apresentam uma distribuicao normal [5, 6]. Matematicamente, a distribuicao normal
€ descrita conforme equacgao:

1 _(@=w)?

o(z) = o T20? (2.15)
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Figura 2.2: Exemplo de distribui¢cio gaussianas para diferentes valores de média y e variancia 0.

onde p € o valor médio da distribui¢cao, chamado também de primeiro momento. o € o desvio padrao
2 z AL e 2 .

e 0“ é a variancia, também denominada como segundo momento. Notemos que, uma vez dado a

valor i e o, entdo (x) pode ser obtida para qualquer valor real de x, gerando com isso a curva da

distribui¢do gaussiana conforme exemplo na figura 2.2. Algumas propriedade interessantes desse tipo

de distribuicao sao:

* Presenca de simetria;

Forma de sino;

Variacao de —oo a oo;

Sua forma € definida por uma média y e por um desvio padrao o;

Média, mediana e moda sdo numericamente iguais.

Aqui vale salientar trés observa¢des importantes:
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1. E uma distribuicdo tedrica, ou seja, dados experimentais ndo teriam todas as propriedades acima
descritas, apenas confirmariam a descricao de normalidade. Um exemplo desse ponto estd no
fato de que dados experimentais sdo finitos, fazendo com que a distribui¢do nio pertenga ao

intervalo [—o0, oo] [6].

2. Toda distribui¢do normal é numericamente nica. Assim, por exemplo, a distribuicdo normal
da altura dos homens de uma determinada regido € diferente da distribui¢io normal da massa
corporea de mulheres da mesma regido. Porém, embora os valores das médias e desvios padroes

sejam diferentes, tais distribui¢des ainda conservam sua forma sinuosa e simétrica [6].

3. A distribuicdo normal geralmente pode ser usada como uma aproximagdo de outros tipos de

distribui¢des, tais como a distribuicao de Poisson e a distribui¢ao Binomial [5].

2.3 Voos e Caminhadas de Lévy

Voos e caminhadas de Lévy formam um tipo de caminhada aleatéria cujo comprimento dos

passos ¢ sorteados seguem uma distribui¢io de probabilidade que em geral € do tipo:
P(l) ~ 7+ (2.16)

onde 1 < 1 < 3. Em outras palavras, voos ou caminhadas de Lévy nada mais sdo do que caminhadas
aleatdrias, onde o comprimento dos passos escolhidos sdo independentes, em geral intercalando pas-
sos grandes com passos curtos. Quando assumimos que o tempo necessdrio para realizar um passo
¢ seja proporcional ao tamanho de ¢ - com velocidade constante - entdo temos uma caminhada de
Lévy (Lévy Walks). Caso este tempo de realizacdo do passo ndo seja proporcional a ¢, entdo teremos
Voos de Lévy (Lévy Flights) [7]. Foi descoberto que esse tipo de caminhada € 1til para descrever um
grande nimero de fendmenos fisicos, e mais recentemente, as caminhadas de Lévy foram observadas
em varios sistemas biologicos. Por exemplo, alguns pdssaros tais como os Albatrozes realizam esse
tipo de caminhada na busca por alimentos [8, 9] e modelos de evolu¢cdo de DNA, baseados em voos de
Lévy, foram sugeridos por Buldyrev [10]. A Esse tipo de caminhada aleatdria temos uma distribui¢do

associada, a qual € conhecida como Distribuicdo de Lévy e que serda abordada logo adiante.
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Figura 2.3: Voos de Lévy em 2D para N = 10.000 passos e u = 2.0.

Na figura 2.3 notamos voos grandes intercalando com voos pequenos, aumentando a difusdo

de caminhada, cobrindo uma maior area de busca.

2.3.1 Distribuicao de Lévy

Como ja comentado anteriormente, existem muitos processos na natureza que sao gover-
nados pelas Distribuicoes de Lévy, como exemplo o ritmo cardiaco de individuos sauddveis ou a
fotocondutividade em semicondutores amorfos. Tais processos, com suas respectivas destribuicdes,
vém ganhando atenc¢do cientifica cada vez maior, devido a explicagdes fisicas que justificam diversos
mecanismos que apresentam distribuicao de 1évy. Essa distribuicdo também tem uma certa importan-
cia porque € uma entre poucas distribuicdes estaveis que tem uma expressao analitica fechada. Essa
classe de distribui¢des estdveis foi caracterizada por Paul Lévy em seu estudo de somas de termos in-
dependentes distribuidos identicamente, no ano de 1920 [11], e posteriormente ficou mais conhecida
como Distribuicoes Alfa-Estdveis de Lévy. A maneira mais concreta de descrever todas as possi-
veis distribuicdes estaveis de Lévy € através da funcdo caracteristica ou da transformada de Fourier
[11]. No caso em que uma varidvel aleatéria X, com uma fun¢do densidade de probabilidade f(x),
¢ estdvel e normalizada, sua fun¢do caracteristica (forma relativamente simples que uma dada fungdo

toma para certas leis de distribuicdo, cuja principal importancia € o papel de deduzir facilmente os
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momentos de qualquer ordem de uma dada distribui¢do) é definida por:

o(2) =< 6K S exp(—|yu|*[1 —iB(tanT3 ) (signu)] +idu) a #1 17
exp(—|yu|*[1 + iB2(signu)loglu|] + idu) a =1

onde a func¢ao sinal € definida como:

-1 u<0
signu = 0 u=0 (2.18)
1 >0

Notemos que essas distribui¢des alfa-estaveis de Lévy sao especificadas por 4 parametros: v, a, d e 3.
Calculando a transformada de Fourier da funcdo caracteristica descrita acima, para um determinado

conjunto de parametros:

1 oo .
flx; o, 8,7,6) = %/_OO o(u)e"*dx (2.19)

encontramos diversas possibilidades de distribui¢cdes. Para garantirmos que tais distribui¢des sejam
estaveis, € necessario que 0 < a < 2, v > 0, —1 < 3 < 1 e § podendo ser qualquer nimero
real. O parametro o € chamado de parametro de estabilidade e estd relacionado com a curtose da
distribui¢do. O parametro 3 estd relacionado com o grau de assimetria em torno da média. Assim,
qualquer distribui¢@o simétrica tem 3 = 0. O parametro ~y estd relacionado com o parametro de escala
(ou parametro de dispersdo) e estd conectado com a largura da distribui¢do. Finalmente, o pardmetro
0 nos d4 a média ou média de centralidade da distribuigao.

Poucas s@o as op¢des em que encontramos uma expressao analitica fechada para a fungao
densidade de probabilidade (“probability density function” - PDF) f(x), que obedece (2.19) com ¢
dado por (2.17). Sdo justamente essas poucas opgdes que resultam as distribui¢cdes mais importantes e
utilizadas no meio cientifico, que sdo as Distribuicoes Gaussianas (ja mencionadas na se¢io anterior
desse capitulo, e que tem v = 0% e § = ;2 como pardmetros varidveis, @ = 2 ¢ 3 = 0 como parAmetros

fixos), Distribui¢coes de Cauchy (que apresentam -y e 9 como pardmetros varidveis, « = le = 0
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como parametros fixos) e as Distribuicoes de Lévy, cuja PDF é:

v 1 gl
== -, d<z< 2.20
P =\ 5 a =gy P ( 2 — 5)) roe (2:20)
Notamos que o limite inferior do dominio dessa funcdo tende a J. Nessa distribui¢io temos o = % e

(8 = 1, sendo portanto uma distribuicdo ndo-simétrica. A figura 2.4 ilustra uma dessas distribuicdes
de Lévy.

Uma caracteristica bastante importante nas distribui¢oes de Lévy € a divergéncia do primeiro
e segundo momento da distribui¢do, ou seja, da média e da variancia respectivamente. A divergéncia
do segundo momento resulta em outra caracteristica que € a presenca de “caudas largas”, sendo uma

das principais assinaturas da distribui¢do de Lévy, podendo ser observada facilmente na figura 2.4.
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Figura 2.4: Distribui¢des de Lévy para diferentes valores v e 9.



Capitulo 3

Sistemas Complexos e Fenomenos Criticos

3.1 Sistemas Complexos

Sistemas complexos é um tépico da fisica contemporanea presente em varios cendrios da
natureza, como na econofisica, biofisica, medicina, fisico-quimica, cristais liquidos, clima terreste,
redes neurais, processos de busca etc. De uma forma geral, quando se une um grande nimero de
sistemas, as propriedades macroscépicas ou coletivas ndo estio relacionadas com as propriedades dos
seus constituintes individuais e, nesse caso, o sistema composto € chamado de Sistema Complexo [12].
Pode ser entendido também como um composto de muitos elementos e/ou subsistemas diferentes,
interagindo espacialmente e temporalmente de forma ndo linear, gerando padrdes emergentes que sao
observaveis apenas em escalas maiores quando comparados a escala de seus subsistemas [13]. Entao
fica claro o porqué de notarmos a presenca de sistemas complexos em muitos setores da ciéncia e do
mundo cotidiano, tais como turbuléncias, doencas, epidemias, extin¢cdes entre outros nos quais muito
frequentemente estdo relacionados com a vida do homem.

Alguns dos sistemas complexos sdo os Sistemas Cadticos (cuja principal caracteristica €
a sensibilidade das condi¢des iniciais), os Sistemas Complexos adaptativos ou Auto-Organizdveis
(sistemas capazes de aprender e mudar com as experiéncias as quais se passam com ele, tendo como
exemplos coldnias de insetos, o cérebro, ecossistemas, sistemas sociais), e os Sistemas Ndo-Lineares
(sistemas que nio obedecem ao principio de superposi¢do, ou seja, quando a soma do comportamento

das partes do sistema ndo resulta no comportamento do sistema como um todo).

24
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Sistemas Complexos apresentam vdrias caracteristicas e propriedades, tais como invariancia
de escala, leis de poténcia, criticalidade e universalidade. Tais caracteristicas sdo observadas em
sistemas nas mais variadas dreas da ci€ncia, como em sistemas predador-presa e processos de busca -

foco de assunto dessa dissertacdo. Em seguida abordaremos algumas dessas caracteristicas.

3.1.1 Invariancia e Lei de Escala

Invariancia de escala € a caracteristica que certos objetos t€ém de ndo ter forma (padrdo)
alterada(o) quando mudamos sua escala espacial. Em geral, atribuimos essa caracteristica ao termo
de objetos auto-similares. Fractais, por exemplo, sdo interessantes classes de objetos que apresentam
essa caracteristica. Nao apenas presente na geometria de objetos, a invariancia de escala também ¢é
vista na matemadtica, referindo-se num caso mais geral a invariancia de funcdes e/ou curvas. Essa
invariancia funcional pode ser vista, por exemplo, quando tomamos a seguinte fung¢io f(z) = az”,

pois dilatando (ou comprimindo) a escala da func¢ao por um fator h, teremos:
f(hz) = a(hx)’ = hPax’ = hP f(x) < f(x) (3.1)

isso implica dizer que a curva ndo foi descaracterizada a menos do fator 2’ multiplicada pela funcio,
sendo & definido como o comprimento de reescala. Generalizando, o requisito para que uma fungdo

f(z) seja invariante sob todo processo de reescala é usualmente tomado como sendo:

f(@) = A" f(Ax) (3.2)

onde « é o expoente caracteristico da fungdo f(z) para qualquer A quando mudamos sua escala.
Uma Lei de Escala (ou usualmente chamada de Lei de poténcia) nada mais é do que uma
relacdo polinomial que exibe propriedades de invariancia de escala. Essas leis de poténcia ocorrem
em diversos fendmenos na natureza, como na lei de Coulomb, lei da gravitacdo universal etc, e tem
relevado interesse cientifico visto que tais relacdes de leis de poténcia podem descrever diversas
classes de mecanismos fisicos e matematicos com um certo grau de facilidade, tal que a observagao
dessas leis nas informacdes de um dado mecanismo fisico, pode especificar a espécie do processo

fisico e assim entender o fendmeno natural sob investigagdo. Notemos, por exemplo, que a fungao
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densidade de probabilidade do tamanho do passo escolhido numa caminhada de 1évy, isto é, P({) ~
¢~*, segue a um comportamento tipo lei de poténcia, tendo portanto invaridncia de escala (auto-
similaridade).

Em sistemas complexos as leis de poténcia sdo geralmente consideradas como uma “assina-
tura” do processo fisico em questdo. Essa assinatura geralmente € observada quando plotamos sua
funcdo na escala log — log, onde teremos log f(x) = a/log x, evidenciando a linearidade da fungdo
nessa escala. Assim, uma forma pratica e segura da verificacdo de existéncia de lei de poténcia para
uma dada funcao, € plotar os pontos da informagao que temos na escala logaritmica. Caso a fungao
resultante seja uma reta, entdo temos lei de poténcia para essa funcdo onde o expoente v pode ser
obtido através de uma simples regressao tipo lei de poténcia, que nos dd a equacgdo da reta plotada

com o valor de « especificado.

3.2 Fenomenos Criticos

A palavra “critico” € usada na fisica com vdrios sentidos. Aqui consideraremos um feno-
meno critico aquele que é estudado em fisica estatistica e que tem ligacdo direta com transicdes de
fase [14]. Esses fendmenos ocorrem geralmente em sistemas que se encontram longe do equilibrio,
em processos no qual a histéria € importante [15]. Tais fendmenos também estdo relacionados com
a fisica dos pontos criticos, esses geralmente vistos em sistemas que apresentam transi¢oes de fase.
Nesse sentido, fendmenos criticos ocorrem na borda da transicao, entre a fase “ordenada” e “desor-
denada” de um sistema, tendo nesse ponto forte correlacdo (geralmente denotada por £ e que mede
a ordem do sistema em questdo) e divergéncia de certas quantidades fisicas presentes no sistema.
Essa transi¢c@o entre fases ocorre em pontos que sd@o conhecidos como pontos criticos e a divergén-
cia (sigularidade) de quantidades associadas a transi¢do (tal como comprimento de correlacdo, calor
especifico, susceptibilidade) esta associada aos expoentes criticos.

As teorias classicas de fendmenos criticos passaram por um processo mais rigoroso de ané-
lise a partir de 1960, quando foram desenvolvidas técnicas para a realizacdo de experimentos na
vizinhanga de pontos criticos [15]. Os resultados das experiéncias, bem como diversos outros re-

sultados tedricos, apontavam para a existéncia de classes de universalidade (abordado mais adiante),
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definidas por alguns poucos expoentes criticos diferentes dos expoentes cldssicos [2]. Em geral, o
estudo de transicdes de fase representa uma boa forma de entender o comportamento desses pontos
criticos, assim como o fendmeno critico associado ao sistema. Nesse sentido, ha dois grandes tipos
de transicdes de fase: transi¢des de fase de primeira ordem (ou transicdes descontinuas) e transicoes

de fase de segunda ordem (ou transi¢des continuas).

3.2.1 Transicoes de Fase de Primeira Ordem

E caracterizada pela transformacdo termodinimica de uma fase para outra. Quanda essa
transicdo ocorre de forma abrupta, temos entdo uma transi¢do de primeira ordem ou descontinua.
Um exemplo bastante conhecido com respeito a transi¢do de fase de primeira ordem € a condensagao
da 4gua ou o derretimento do gelo, na qual a passagem de um estado para outro ocorre numa dada
temperatura e na coexisténcia de fases (presencga de calor latente). Existem diversos outros sistemas na
natureza que apresentam esse tipo de transi¢do. Considerando como energia livre o trabalho que pode
ser extraido de um sistema termodindmico, as transicdes de fase de primeira ordem sdo aquelas onde
a primeira derivada da energia livre diverge ou nio € definida em relag¢do a varidvel termodindmica
no ponto de transi¢cdo. Dessa forma elas sdo consideradas como transi¢cdes de fase descontinuas,
apresentando justamente algum tipo de descontinuidade na fun¢@o num certo ponto de transi¢ao.

Na anélise de transicoes de fase se faz necessario a definicdo de uma quantidade que descreva
esse processo de transi¢do. Essa quantidade geralmente € conhecida como paridmetro de ordem,
que estd em funcdo de outra quantidade, esta chamada de parametro de controle. Assim, com a
variagdo do pardmetro de controle, podemos analisar a evolu¢do do parametro de ordem e assim
estudar a transicao do sistema. Este pardmetro de ordem precisa ser definido de tal forma que seja
identicamente zero na fase desordenada (maior entropia, definida como a fase apds o parametro de
controle critico) e maior que zero (ou finito) na fase ordenada (menor entropia e definida antes do
parametro de controle critico). Quando a primeira derivada do parametro de ordem é descontinua no
ponto critico (no limite termodindmico), entdao temos presenca de transicao de fase de primeira ordem,
tendo também como caracteristica peculiar a coexisténcia de estados no momento da transi¢do. A
escolha de um parametro de ordem para um dado sistema geralmente nao € trivial e estd associado

a ordem de longo alcance do sistema no limite termodinamico [16]. Existem casos nos quais se faz
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necessario um maior rigor para a escolha desse parametro, mas a grosso modo podemos dizer que o
parametro de ordem caracteriza o tipo de ordem que cresce espontaneamente quando estamos abaixo

do parametro de controle critico.

3.2.2 Transicoes de Fase de Segunda Ordem

De uma forma geral, transi¢des de fase de segunda ordem ocorrem na mudanga de uma fase
a outra de forma continua, ou seja, ndo-abrupta. Por isso esse tipo de transicdo também € conhecida
como transi¢des continuas. Essas transi¢des se identificam com os fendmenos criticos e os valores
das varidveis macroscopicas que especificam as condi¢des nas quais a transicdo ocorre, sdo conheci-
dos como pontos criticos [17]. Assim, nessas transi¢des, ndo temos coexisténcia de fases e a mudanca
entre uma e outra fase ocorre de forma continua, além disso, para esse tipo de transicdo devemos ter
continuidade da primeira derivada e no minimo descontinuidade da segunda derivada do parametro
de ordem[18]. Para alguns sistemas, ha transi¢des continuas para certas condi¢Oes e transigoes des-
continuas para outras. Por exemplo, a condensacdo de gases € uma transicdo de fase descontinua a
baixas temperaturas e apresenta transi¢ao continua distante de baixas pressdes, no ponto critico. Um
outro grande exemplo bastante estudado na literatura a respeito de transi¢cOes continuas € o sistema
paramagnético-ferromagnético, que apresenta como parametro de ordem a magnetiza¢do e como pa-
rametro de controle a temperatura. Notemos na figura 3.1 o comportameno de | M| - parAmetro de
ordem - em fun¢do da temperatura para dois diferentes tamanho de rede. A transi¢do do estado
magnetizado (fase ordenada) para o desmagnetizado (fase desordenada) ocorre num processo sem
descontinuidades.

Um exemplo visual entre transi¢des continuas e descontinuas pode ser visto na figura 3.2,
para o caso de materiais piroelétricos (materias que quando sujeitos a uma tensdo mecéanica ou pres-
sdo dinamica geram cargas elétricas), ao analisar o efeito de polarizagdo préximo a temperatura de
Curie. Os fendmenos associados a transi¢do de ordem continua sdo chamados de fendmenos criticos,

justamente devido a presenca de expoentes criticos que a caracteriza.
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Figura 3.1: Magnetizacdo vs. Temperatura para dois diferentes tamanhos do sistema L x L num
modelo simples de Ising [19].
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Figura 3.2: Polarizacdo de materiais piroelétricos proximos a temperatura de Curie como exemplo
qualitativo entre transi¢des de segunda ordem (second order) e de primeira ordem (first order) [20].

3.3 Universalidade

Uma importante questdo no estudo de fendmenos criticos é como o parametro de ordem e
outras varidveis termodinamicas variam conforme o sistema se aproxima do ponto critico. Como ja
comentado, associado ao ponto critico temos 0s expoentes criticos que caracterizam a transi¢do. Estes

tém uma caracteristica bastante peculiar: sdo insensiveis quanto a detalhes macroscopicos e depen-
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dem somente de caracteristicas mais gerais do sistema, como a dimensionalidade do sistema (1D, 2D
etc) e a dimensionalidade de seu parametro de ordem (nimero de componentes do parametro - graus
de liberdade). Alguns sistemas com mesma dimensionalidade mas diferentes quanto a estrutura e
mecanismo microscopico, tém os mesmos expoentes criticos e com isso formam o que é denomidado
de Classe de Universalidade [17]. O sistema ferromagnético uniaxial (que pode ser descrito pelo
modelo de Ising) [21], um simples sistema liquido e um sistema de duas misturas liquidas pertencem
a classe de universalidade de Ising. O sistema Liquido *He e o modelo-XY s3o membros da classe
de universalidade XY [21]. Um sistema ferromagnético isotrépico descrito pelo modelo de Heisen-
berg pertence a classe de universalidade de Heisenberg [21]. Portanto, podemos ter vdarias classes
de universalidade onde cada uma pode englobar sistemas com pardmetros e varidveis diferentes mas

com mesmos expoentes criticos.

3.4 Teoria de Escala em Sistemas de Tamanho Finito

Leis fundamentais da teoria moderna de transi¢ao de fases podem ser formuladas através de
propriedades de escala [16]. Essas propriedades expressam assintoticamente a dependéncia homo-
génea das funcdes termodinamicas em funcdo dos parametros termodindmicos préximo ao ponto de
transicao de fase. A busca pelo entendimento do modo pelo qual as singularidades termodinamicas
sdo modificadas ao levar em consideracdo sistemas finitos, em algumas (ou todas) dimensdes, € feito
pela Teoria de Escala de Tamanho Finito [16]. Podemos definir como sistemas de tamanho finito
qualquer sistema que tem tamanho finito de no minimo uma dimensio espacial. E importante sali-
entar que singularidades das funcdes termodindmicas nos pontos criticos ocorrem somente no limite
termodinamico. Se algum sistema € completamente finito, nenhuma singularidade seria observada e,
a grosso modo, poderiamos pensar que nao haveria nenhuma transic¢do de fase. No entanto a realidade
da natureza apresenta um niimero muito grande mas finito de particulas (N ~ 10?%), e transi¢cdes de
fase ainda continuam sendo observadas. Mesmo em simula¢des numéricas, onde em diversas situa-
¢odes os sistemas em questdo tem uma quantidade pequena de particulas sendo avaliadas, os fendme-
nos criticos ainda continuam presentes. A grande questdo, portanto, ¢ como entender e analisar as

transi¢cdes de fases que ocorrem em sistemas de tamanho finito, longe do limite termodinamico.
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Muitos matemadticos e fisicos se interessaram por esta questdo, principalmente nas décacas
de 70 e 80, visando uma explicagdo para a presenca de transicdo em sistemas finitos. Com isso,
técnicas importantes € muito usadas recentemente foram desenvolvidas para este fim. Uma delas é
o processo de Renormalizacdo Numérica Fenomenologica, desenvolvida por M. E. Fisher [22] em
1971 e que ainda continua sendo bastante estudada e aplicada nos mais variados sistemas fisicos.
De acordo com a teoria de Fisher, qualquer variagdo de uma quantidade P;, de um sistema linear de
tamanho L, pode ser escrita como:

P(p, L) ~ L™ f(u) (3.3)

para valores arbitrarios do fator de escala L, onde v = L'/ (p—p,) e f(u) é uma fungo nio-singular.

Aqui a variavel p representa o parametro de controle. Reescrevendo, temos:

P(p,L) ~ L™ fl(p — pc)L?] (3.4)

onde ¢ = 1/v. No limite em que L — 00, P, segue uma lei de poténcia tal que o expoente ( define
o comportamento critico da quantidade P, sendo esse expoente chamado de dimensdo de escala da
quantidade avaliada[23]. Como precisamos analizar o comportamento do sistema para tamanho L

finito, uma alternativa é escalar P com um novo fator de escala L,, tal que:

P(p, Lo) ~ Ly f[(p — pe) L] (3.5)
Dividindo a equagdo 3.4 por 3.5, temos:

P.L) (L) ~ Sl —pe)L?] (3.6)

P(p,Lo)  \Lo/  f[(p— pc)Ld]
Notamos, com isso, que no caso onde nosso parametro de ordem evolui para a regido onde p — p.
(préximo ao ponto critico), o comportamento da quantidade P tem uma dimensao de escala (, e este
expoente é o mesmo independente dos pares de L que possamos obter no calculo da equacdo 3.6.
Assim, o comportamento da quantidade P € tipo uma lei de poténcia na vizinhanca do ponto critico,
e 0 “expoente caracteristico da transi¢ao” € denominado de expoente critico. O cdlculo do expoente ¢

¢ semelhante ao que foi feito acima, e sua abordagem serd dada com mais énfase no capitulo 5. Dessa
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maneira os expoentes criticos podem ser obtidos mesmo em tamanhos de rede finita, utilizando para

isso a hipotese de escala e de renormalizacao inicialmente elaborada por Fisher.



Capitulo 4

Estratégia de Busca na Borda da Extincao

Aqui nds analisamos o problema geral de um caminhante aleatdrio (buscador) em busca por
alvos (fonte de energia) que se movimentam também aleatoriamente. Investigamos como a Ener-
gia acumulada do buscador varia com a densidade de alvos via simulagdo numérica para diferentes
estratégias de busca. Introduziremos algumas motivagdes, o problema de estudo, em seguida descre-
veremos 0 modelo de busca e por fim os resultados obtidos. Esse capitulo € basicamente um retrato
do nosso primeiro trabalho nesta drea de pesquisa que resultou em nosso primeiro artigo, o qual foi

motivante para a continuagdo dos estudos e na obten¢do de novos resultados.

4.1 Motivacao

E fato reconhecer que grande parte do tempo de vida de diversos animais é dedicada na
busca por alimentos. Essa dedicacdo, obviamente, é para gerar continuidade ao processo metabdlico
do organismo, garantindo portanto sua sobrevivéncia. Uma outra parte do tempo de vida € dedicada
na busca por companheiros(as) sexuais com objetivo da reproducdo e evolucao da espécie. No meio
humano, existem vdrias outras situacdes de processos de busca, como por exemplo a busca de pocos
petroliferos ou busca por criancgas perdidas. Em todos esses exemplos, o alvo a ser encontrado pode
estar em movimento ou em repouso em relacdo ao organismo buscador e sua localizacdo a priori ndo
¢ conhecida. Nesse sentido, tendo a necessidade de busca por esses alvos, € fundamental para o bus-

cador realizar um processo de busca aleatdria eficiente, que minimize o tempo € a energia necessaria

33



4.2 O Problema 34

para a busca.

No comeco da década de 70, Hassell e May descobriram que trajetorias balisticas seguem
como estratégia de busca de alguns animais predadores [1]. Foi visto também que algumas espécies de
peixes (tubardes)[24], de mamiferos(macacos-aranhas)[25] e de aves-maritimas(albatrozes)[8], apre-
sentam processos de busca balisticas, oriundas das caminhadas de Lévy. J4 algumas outras espécies
de peixes e insetos intensificam o processo de busca em periodos de escassez de comida [8, 26, 27]
- baixa densidade de alvos - aumentando a difusdo de seus movimentos quando comparados as con-
di¢des normais. Todos esses fatos acima citados nos motivaram nesse estudo, buscando entender
o porqué que a mudanga do processo de busca favorece (ou ndo) a sobrevivéncia em ambientes de

baixas densidades de alvos para os buscadores.

4.2 O Problema

Num contexto maior, nosso problema se resume em entender como um processo dindmico
consegue alcancar um determinado estado especifico sem ser necessdria a inclusdo de fatores externos
no sistema. Relacionado a esse problema, conceitos como criticalidade auto-organizada e borda do
caos sdo considerados importantes para entender sistemas que se auto-ajustam durante a dinimica.
Temos, portanto, um problema de processos reacdo-difusdo, o qual tem vasta aplicacdo em fisica,
quimica, biologia, ecologia e até mesmo em fendmenos sociais.

O comportamento da dinamica de busca em altas dimensdes seguem as equacdes de campo
médio. Ja para baixas dimensdes a presenca de flutuacdes locais tornam-se importantes. Em par-
ticular, alguns estudos tém mostrado que a natureza da dinamica de difusdo (caminhadas aleatérias
Brownianas vs. caminhadas de Lévy) tornam-se relevantes em baixas dimensdes[28, 29]. Para en-
tender essa dindmica de busca, tem-se realizado uma grande aplicacdo de caminhadas aleatdrias para
descrever o movimento de animais em busca, assim como também estudar a taxa de encontro entre
animais e alvos (sistema predador-presa). Essas aplicacOes tornam-se importantes justamente pela
necessidade de interacdo entre animais de mesma espécie (reprodugdo) ou de espécies distintas (ob-
tencdo de alimento).

Nesse sentido, um fator indispensdvel a sobrevivéncia de organismos biolégicos € a energia
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caldrica minima necessdria ao sustento das atividades metabdlicas. Como ja comentado anterior-
mente, muitos organismos gastam considerdvel parte de suas vidas essencialmente procurando por
alimentos. Portanto, vamos considerar como nosso problema de estudo um caminhante realizando
uma caminhada aleatéria em busca por alvos que também se movimentam aleatoriamente e que po-
dem somente ser detectados dentro de um raio maximo de visdo do buscador.

Estudos desse problema de busca aleatdria[26, 30, 31], em particular no contexto ecolégico[8,
32], nos mostram como otimizar a eficiéncia de busca partindo de uma distribuicao de lei de poténcia

dos comprimentos dos passos sorteados (¢ > r,) tomado pelo buscador:
P(l) ~ (7 4.1

com 1 < p < 3. Para 4 > 3 temos distribuicdes gaussianas e para 1 < p < 3 temos distribui¢des de
Lévy. Notemos que para ;1 < 1 ndo corresponde a distribui¢des normalizadas. Estudos t€ém mostrado
que no limite de baixas densidades de alvos, o valor y,,; = 2 € o expoente de busca otimizado quando
os alvos podem ser visitados qualquer nimero de vezes (buscas ndo-destrutiva) [26]. Por outro lado,
temos /i, — 1.0 quando os alvos podem ser visitados apenas uma tnica vez, correspondente ao

caso de buscas destrutivas [26].

4.3 Modelo de Busca

Nos simulamos dois caminhantes aleatérios - buscador e alvo - com velocidades escalares
constantes e idénticas, numa rede periddica 1D, cujo comprimento dos passos € cédlculado através do

método inverso obtido a partir da distribuicdo dada pela equacgdo 4.1 [33], tal que:
O~z 4.2)

onde z; € uma varidvel aleatéria distribuida no intervalo (0,1). Variando o parametro i, podemos
estudar a melhor estratégia de busca que permite a sobrevivéncia do buscador no limite de baixas
densidades de alvos. Trataremos do caso particular de alvos destrutiveis, ou seja, imediatamente

ap6s o processo de encontro o alvo é destruido e um outro surge numa posi¢ao aleatéria da rede. O
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mecanismo de movimentos dos caminhantes segue as regras:

1. O buscador e o alvo iniciam numa posi¢do aleatdria da rede de tamanho )\, tal que d = A\/2 é o

comprimento maximo do tamanho do voo escolhido pelo buscador e pelo alvo.

2. De maneira aleatdria, o buscador e o alvo escolhem o sentido de movimento € o tamanho do

voo /; (obedecendo a condigdo r, < ¢; < A\/2) e movem-se com velocidades constantes.

3. A cada voo j executado, o buscador perde uma energia a;;. Assumimos que o; = o/, sendo
« uma constante (estudos tém mostrado que a funcio custo de locomog¢do dada de forma mais

complexa ndo afeta o comportamento qualitativo durante a busca[30, 31]).

4. O buscador, a cada passo durante o voo, verifica se hd (ou ndo) alvo em seu raio de visdo r,. Se

nenhum alvo for detectado depois de ¢;, entdo o buscador retorna ao passo 2.

5. Se o alvo € detectado, este € eliminado, o buscador ganha uma energia constante g e retorna
ao passo 2. Um novo alvo é criado (obedecendo ao passo 2) numa posicao aleatdria da rede -

processo de busca destrutiva.

4.4 Resultados

Para nosso processo de busca, a energia obtida pelo buscador apds N passos é:

N
En =&+ Z(Q@ — ;) (4.3)
i=1

onde &, € a energia inicial do buscador. Se houver (nd3o houver) encontro entre os organismos, J; = 1
(0; = 0). Através de simulagdo numérica de acordo com nosso modelo de busca (passos 1-5 acima
descritos), mostramos na figura 4.1 a quantidade (£ — &p)/N em fun¢do da densidade de alvos para
diferentes valores dos expoentes i, tanto para o buscador quanto para o alvo. A figura representa uma
média sobre 1000 amostras, onde para cada realizacdo o buscador a principio caminha um total de
N = 10* passos. Se durante a simula¢io de uma amostra a energia do buscador toma valor nulo (isto
¢, quando entra no estado absorvedor) antes de completar os N passos, entdo a simulacao é abortada

e a presente amostra contribui com energia zero para o cdlculo da energia média. Esse processo



4.4 Resultados 37

mostra uma forma simples de introduzirmos flutuacdes estatisticas no processo de busca. Foram
usados vdrios conjuntos de parimetros, onde na figura 4.1 temos a situagdo de & = 100, g = 100,
a = 1, r, = 1 e velocidades unitdrias. Se ({5 — &)/N = 0, entdo a busca torna-se ndo eficiente,
levando o buscador a exting@o. Assim, para g/A < (g/)). a busca é ineficiente e para g/\ > (g/\).
a busca ¢é eficiente. E fato notar também que a sobrevivéncia de um organismo é garantida quando
ha eficiéncia de busca, caso contrdrio, uma busca ineficiente ao longo do tempo resultard em morte.
Portanto, (g/)\). nos dd um valor quantitativo do limite de extingdo e também uma idéia de transi¢ao
entre a fase de densidades que geram eficiéncia de busca (sobrevivéncia) com a fase de densidades

que geram ineficiéncia (extingdo).

20 T | T | T T T

(€, -E) /N

Figura 4.1: (a) O ganho energético em fungdo da densidade efetiva normalizada g/ para vdrias
combinacdes de p. (b) Ganho energético na escala mono-log, ajudando a evidenciar a regido de
densidade critica. (c) Comportamento do ganho energético préximo a extin¢ado [27].
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Nés encontramos a maior eficiéncia de busca quando a estratégia adotada foge da difusao
Browniana, ou seja, quando temos valores de 1 — 1 (estratégia de busca balistica). Podemos
notar também que quanto mais superdifusivos forem os alvos, mais eficiente serd o buscador. Na
tabela 4.1 temos as densidades de sobrevivéncia critica (ou seja, préximo a extin¢do) e p. = \./g
(valores de p serdo uteis para o proximo capitulo) para vdarias combinacdes de ;. Baseado nesses
resultados, podemos concluir que a sobrevivéncia de um organismo depende claramente do tipo de
difusdo. Embora a diferenca entre a estratégia de busca ndo seja significante em altas densidades
de alvos, ela é de suma importancia no limite de baixas densidades, na beira da inanicdo, conforme
visto na figura4.1(c). Além disso, considerando um ecossistema como um todo (varios predadores
e presas), nosso modelo pode ser relevante tdo quanto € no caso simples aqui abordado, bastando
assumir que cada individuo de uma determinada espécie tem uma energia caldrica préximo a um
dado valor médio. Entdo podemos esperar que uma espécie entrard inteiramente em extingao se a

densidade de alvos per capita decair significantemente abaixo de um valor minimo.

Tabela 4.1: Densidades criticas conforme conjuntos de parametros p [27]

[tBuscador | [tAwo | Densidade critica de sovrevivéncia (g/A). | p. = (\/¢),

3.0 3.0 1.852 0.54
3.0 2.0 1.409 0.72
3.0 1.1 1.042 0.96
2.0 3.0 1.389 0.72
2.0 2.0 1.163 0.86
2.0 1.1 0.962 1.04
1.1 3.0 1.021 0.96
1.1 2.0 0.961 1.04
1.1 1.1 0.869 1.15




Capitulo 5

Dinamica de Busca em Ambientes escassos

Neste capitulo iremos abordar resultados inéditos sobre a dindmica de busca em ambien-
tes escassos. Com objetivo de entender o significado fisico das densidades criticas encontradas no
capitulo anterior, iremos trabalhar com novas quantidades fisicas, como por exemplo a taxa de sobre-
vivéncia de buscadores e a flutuacdo relativa da energia armazenada pelo buscador. Para investigar
se ha ocorréncia de transi¢cdes de fase, propomos analisar o processo de renormalizacdo numérica
particular ao nosso modelo de busca, a qual podera ser ttil na identificacao de transi¢des de fase e na

busca por densidades e expoentes criticos.

5.1 Novos Problemas e Motivacoes

Como ja comentado em capitulos anteriores, varias sdo as motiva¢Oes para o problema da
busca aleatéria. J4 sabemos que varios organismos necessitam interagir com outros devido a diver-
sos fatores naturais e sociais, onde essa interacao tem sido analisada através da poderosa ferramenta
de caminhadas aleatdrias descrita por esses organismos. Exemplos de sistemas predador-presa, flor-
polinador, interagdo macho-fémea etc [26], sdo alguns dos exemplos que podem ser descritos através
da andlise de caminhadas aleatérias e de processos de encontros. Também j4 sabemos que alguns
organismos biologicos realmente adotam estratégias de busca de Lévy para otimizarem a busca por
seus alvos (alimentos) e com isso garantir sua sobrevivéncia em tempos de inani¢do (seca, escassez

de alimento). No capitulo anterior vimos que a estratégia de busca que otimiza a taxa de encontros,

39
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consequentemente otimiza a densidade critica de sobrevivéncia, € aquela que foge do comportamento
browniano e tende a caminhada balistica - movimento superdifusivo. Nesse momento, uma das prin-
cipais questOes a ser analisada € se hd (ou ndo) algum tipo de transicdo entre uma “fase de sobrevi-
véncia” e uma “fase de extin¢cdo” (morte), ou seja, se acima de uma dada densidade critica de alvos
podemos ter uma fase na qual ha sobrevivéncia e abaixo uma fase de extincdo. Obviamente simula-
¢oes numéricas tém limites computacionais e nosso modelo de busca serd analisado através da teoria
de escala de sistemas de tamanho finito na busca da transi¢do.

No capitulo anterior vimos que estratégia de busca balisticas (para o processo de busca des-
trutiva) torna o buscador mais eficiente em densidades de alvos extremamente baixas, tendo sua efi-
ciéncia maxima quando p,,; — 1*. Outro fato é que as densidades criticas dependem do conjunto

de parametros de ;/'s usados na simulacio e que para um determinado conjunto de y's temos:

QI

HB=T,HA=Y UB=Y,HA=T

onde x e y pertencem ao intevalo (1, 3]. A equagio acima foi comprovada numericamente na figura
4.1 mas sua veradicidade j4 poderia ser esperada uma vez que a eficiéncia de busca depende essen-
cialmente do nimero de encontros entre organismos, o que se torna indiferente quando trocamos os
valores de 1 dos organismos durante a caminhada. Uma vez que sabemos das densidades criticas,

algumas questdes surgem, tais como:

1. Nas densidades criticas temos pontos criticos caracteristicos de uma transi¢do de fase entre o

estado de sobrevivéncia e o estado de extingdo?
2. Caso tenhamos pontos criticos, que tipo de transi¢do caracteriza essa dinamica de busca?

3. Quais os expoentes criticos para cada densidade critica? Expoentes criticos sdo iguais indepen-
dente da estratégia de caminhada usada pelos organismos? Se sim, presenca de uma classe de

universalidade?

No decorrer do capitulo tentaremos responder algumas dessas perguntas diante dos resultados obtidos.
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5.2 Modelo de Busca

Essencialmente o modelo de busca é o mesmo que o descrito no capitulo anterior, ou seja,
caminhantes aleatorios - buscador e alvo - com velocidades escalares constantes e idénticas, numa
rede periddica 1D, cujo comprimento dos voos segue a distribui¢do dada pela equacgdo 4.1, sendo ¢
calculado através da equacdo 4.2. No entanto, visando responder as perguntas motivadores para nosso
trabalho, passaremos a analisar duas novas quantidades fisicas nesse modelo: Flutuacdo Relativa da
Energia - F'R¢ - do buscador e a Taxa de organismos buscadores sobreviventes - f,. Dessa forma
se faz util redefinir alguns parametros para a simplificacdo do problema e assim obter um melhor
entendimento.

Observemos que os resultados apresentados no capitulo 4 mostram a variagdo da energia
acumulativa versus a densidade de alvos normalizada pela energia ganha a cada encontro, ou seja,
g/ . Daqui em diante, passaremos a analisar as quantidades em fun¢@o de \/g, ou seja, quanto maior
for A menor serd a densidade e vice versa. O motivo para essa mudanca no eixo Ox ficard mais claro
adiante. Passaremos a denominar essa quantidade \/g como sendo simplesmente p (comprimento da
rede normalizada pela energia ganha a cada encontro). Assim, relembrando o mecanismo de busca, o

modelo apresenta as seguintes condicoes:

1. O buscador e o alvo iniciam numa posic¢éo aleatdria da rede de tamanho A, tal que d = \/2 é
o livre caminho médio de caminhada. Notemos que esse truncamento do voo € relevante visto
que, por exemplo, para redes pequenas (caso nao houvesse tal truncamento) o voo escolhido
muito provavelmente seria maior do que o valor A o que resultaria numa probabiliade de 100%
de encontro entre os organismos, podendo o buscador dar vérios passos sem parar, passando
por todos os pontos da rede e eliminando assim o sentido de busca aleatéria. Além disso, em
sistemas fisicos reais, o espaco de busca geralmente € muito maior do que os comprimentos de

voos escolhidos. O truncamento, portanto, tem um sentido fisico para o nosso modelo.

2. De maneira aleatdria, o buscador e o alvo escolhem o sentido de movimento e o tamanho do voo
¢; (obedecendo a condigdo r, < £; < A\/2) e movem-se com velocidades constantes. Buscador
e alvo executam uma caminhada markoviana - sem memoria. Podemos aqui ter difusdo balistica

(@ — 1), difus@o de Lévy puro (1 = 2) e movimento browniano (¢ = 3).
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3. A cada voo j executado, o buscador perde uma energia «;. Assumimos que o; = a/;, sendo «

uma constante.

4. O buscador, a cada passo durante o voo, verifica se hd ou ndo alvo em seu raio de visdo r,. Se

nenhum alvo for detectado depois de ¢;, entdo o buscador retorna ao passo 2.

5. Se o alvo € detectado, este € eliminado, o buscador ganha uma energia constante g e retorna
a regra 2, contudo continuando a busca na posi¢cdo em que obteve o alvo. Um novo alvo é
criado numa nova posicdo aleatéria da rede, obedecendo também a regra 2 - processo de busca

destrutivo.

Esse modelo € executado para um nimero maximo de /N passos (denominaremos essa quantidade de
passos permitidos como sendo o tempo de simulagdo ¢) adotados e para varios valores de A. Com
objetivo de obter uma boa estatistica para esse modelo, as quantidades sdo obtidas a partir de médias
sobre cada valor de tempo e sobre cada valor de rede. Vamos também levar em considera¢do a

equagdo 5.1 e assim apresentar os resultados de forma mais compacta.

5.3 Resultados e Discussoes

5.3.1 Flutuacao Relativa da Energia - FR,

Flutuacdes de quantidades fisicas sdo muito importantes para caracterizar propriedades es-
tatisticas e termodindmicas de varios sistemas. Além disso, ela € uma quantidade interessante para
nosso modelo porque pode nos dizer em quais densidades notamos fortes e baixas flutuagdes. Como
j& sabemos das densidades criticas, entdo podemos analisar como ocorre essa flutuagdo préximo a
elas, o que de fato pode nos dizer algo interessante. Aqui, com objetivo de permitir que a flutuagcao

esteja normalizada, teremos a flutuagc@o da energia como sendo:

<E2> - <2
<& >

PR — (52)

Como < & > > < & >%logo 0 < FRe < 1. Nas simulagdes, realizamos (para um dado ¢

maximo, num determinado comprimento de rede A\) um conjunto I' = 1.000 amostras (quantidade
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de buscadores testados seguindo o modelo de busca). Ao final do primeiro conjunto I', obtemos
uma energia acumulativa &, assim como &2, Fazemos um total de 50 conjuntos T, tal que < £ > e
< £ >? podem ser obtidos apartir da média sobre esses 50 conjuntos I'. Diante desses dados, torna-se
possivel obter /'R, para um dado A e para um dado tempo ¢. Aqui variamos A no intervalo [10, 250]
para t = 100, 200, 400, 800, 1600, 3200, 6400, 12800, 25600, 51200. A energia inicial do Buscador €
definida como sendo GG = 100. O ganho energético a cada encontro vale g = 100, sendo o raio de
visdo r, e as velocidades unitdrios. Raio de visao sendo unitdrio implica que a captura (processo de
encontro) ocorre somentes nos primeiros vizinhos. Vale lembrar que a energia acumulativa segue a
equacdo 4.3. Os resultados de F'R¢ em funcdo de p para diferentes tempos, numa dada combinacdo

de difus@o do buscador e do alvo, sdo mostrados a seguir.

08 _
i Mg=30 p, =30
06 -
. o t=51200
g r o t=25600 1
t=12.800
04 o t=6.400 N
t=3.200
i t=1.600 1
t=800
02~ o =400 7
i t=200 |
o t=100
o & -
| | | | | | |
0 05 1 15 2 25 3

Figura 5.1: Flutuacdo relativa da energia vs p com difusdo p; = 3.0 e y; = 3.0 para vérios tempos .
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Figura 5.3: Flutuagdo relativa da energia vs p com difusdo p;, = 3.0 e 1, = 1.1 para vérios tempos t.
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Figura 5.5: Flutuacdo relativa da energia vs p com difusdo p;, = 2.0 e 1, = 1.1 para vérios tempos .
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Figura 5.6: Flutuacdo relativa da energia vs p com difusdo p; = 1.1 e 1, = 1.1 para vdrios tempos t.

Pela defini¢do da nossa flutuagdo relativa, F'R¢ apenas é definida quando (£?) > 0, ou

equivalentemente, quando (£) > 0. Com isso analisemos os seguintes casos:

« p — 0: Nesse caso, temos que F'R; — 0, ou seja, (€2) ~ (£)?. O que nos leva a concluir

que para redes pequenas (alta densidade) £ ~ (§).

* p — p.: Para cada estratégia de busca temos um p. (ver tabela 4.1). A medida que p se
aproxima pela esquerda de p. (no limite em que { — 00), observamos que F'R; — 1, ou
seja, (§>2 < (€?). Essa condi¢do nos diz que quanto mais o buscador se aproximar de p..,
menor serd sua energia média, o que também € esperado acontecer. Nessa situa¢do, o termo
(£2) torna-se bem maior do que (£)?, favorecendo portanto que FR; — 1, tendo flutuacio

maxima na energia e ficando no limiar da exting¢ao.

Para as figuras 5.1 a 5.6 notamos o efeito do tempo de busca nos resultados numéricos.
Lembrando que aqui o tempo de busca é andlogo ao nimero médximo de passos dados pelo buscador,
percebemos que no limite termodinamico (f — o0) as curvas tendem a se sobrepor (como visto para

t = 25.600 e t = 51.200), deixando também evidente que a flutuac@o tende ao seu maximo quando
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p — p. para t grande. Nosso tempo de busca, portanto, é¢ andlogo ao tamanho do sistema visto em
sistemas para-ferromagnéticos, onde esses efeitos de tamanhos sdo similares, conforme também visto
na figura 3.1. Abaixo seguem figuras mostrando notdveis diferencas entre estratégias de busca com

respeito as 'R para trés diferentes valores de ¢.

08—

Figura 5.7: Flutuacdo relativa da energia vs p para t = 400 para vdrias estratégias de busca.
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Figura 5.9: Flutuagdo relativa da energia vs p para ¢t = 51200 para varias estratégias de busca.
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Nessas figuras, para todos os tempos e em particalar para tempo grande, notamos a diferenca
entre as estratégias de busca adotadas. O tipo de difusdo Balistico-Balistico (organismo buscador e
alvo sendo superdifusivos) apresenta altas flutuagdes (significativas proximas ao limiar da extingdo)
para valores de p maiores que comparados as outras estratégias, confirmando assim a sobrevivéncia

em densidades menores como visto também nos resultados da tabela 4.1 do capitulo anterior.

5.3.2 Taxa de Sobrevivéncia - f

Para obtermos a taxa de sobrevivéncia, realizamos as mesmas simulagdes que foram feitas
para a flutuacdo relativa, com a diferenca de que em cada conjunto I' = 1000 amostras, precisamos
contar quantos buscadores (dos 1.000 simulados) sobreviveram. Dividir essa quantia de buscadores
sobreviventes pelo nimero total de buscadores simulados nos fornece f,. Obtemos o valor final de
fs sobre uma média de 50 conjuntos I'. Essa quantidade nao surgiu sem interesse, pelo contrario, ela
¢ importante para busca de transi¢des, visto que em transi¢cdes de fase se faz necessario definir um
parametro de ordem para caracterizd-la. Esse pardmetro de ordem, como ja comentado, nem sempre
¢ facil de se definir. No minimo, para termos uma quantidade que seja utilizada como parametro
de ordem, precisamos obedecer sua caracteristica bédsica: ser maior que zero para p < p. (“fase
ordenada”) e igual a zero para p > p. (“fase desordenada”). Nesse sentido, essa quantidade faxa de
sobrevivéncia - f, obedece a esta caracteristica. Ora, para p — 0, todos os buscadores simulados
irdo sobreviver (fs = 1). Para p — o0, todos os simulados irdo morrer (f; = 0). Assim f, pode
ser considerado como um “forte candidato” ao parametro de ordem nesse modelo de busca. Com
isso precisamos analisar como evolui f, quando variamos as estratégias de buscas para diferentes t's
(tempos de busca). Ainda mais, podemos questionar qual o comportamento de f, a medida que p se

aproxima de p., onde p passa a ser agora o nosso parametro de controle. Vejamos os resultados:
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Figura 5.11: Taxa de sobrevivéncia vs p com difusdo p, = 3.0 e i, = 2.0 para vdrios tempos .
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Figura 5.13: Taxa de sobrevivéncia vs p com difusdo i,

= 2.0 e py = 2.0 para varios tempos ¢.



5.3 Resultados e Discussoes

52

0,8

0,6

0,4

0,2

Figura 5.14: Taxa de sobrevivéncia vs p com difusdo p; = 2.0 e 1, = 1.1 para vérios tempos t.
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Figura 5.15: Taxa de sobrevivéncia vs p com difusdo p; = 1.1 e 1, = 1.1 para vérios tempos t.
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Notoria € a evolugdo do sistema quando aumentamos os valores de £. As figuras indicam que
para t — oo (limite termodinadmico), vemos claramente p — 0 = f; = 1 e quando p — o0 =
fs = 1, o que caracteriza f, como um bom pardmetro de ordem. Notemos que, para cada estratégia de
busca, p. é exatamente o valor abordado na tabela 4.1. Assim, através do nosso parametro de ordem
fs» podemos confimar mais uma vez esses valores de densidades criticas para cada combinagdo de
estratégia de busca. Verificamos também que a escolha de estratégia de busca ndo € significante em
altas densidades de alvos (p — 0), como j4 era intuitivo esperar. Conforme também observado na
flutuacdo relativa, notamos os efeitos de diferentes tempos de busca para esse modelo. Abaixo segue

um melhor comparativo das estratégias de busca para trés tempos distintos.

081

Figura 5.16: Taxa de sobrevivéncia vs p para ¢t = 400 para varias estratégias de busca.
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Figura 5.17:
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Figura 5.18: Taxa de sobrevivéncia vs p para t = 51200 para vérias estratégias de busca.
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Nessas ultimas figuras notamos mais claramente os valores de p. para cada combinagdo de

estratégia. A figura 5.19 mostra os valores de 115 em seus respectivos p..

T T T T T T
3 O (@) O - . ]
N '\. . Fitting Linear
u \\\ \’\‘ o) p’t =3.0 - 7
\ .

25+ AN " o KW=20 - —

\\\ \‘\ e} I'lt =11 -......
L \ . : 4

\ \
AR \
:‘:'_D 2 O\\ o O —
\ \
AN N,
- \ \ 4
\
AN Ay
\ .
1,5 — \\ X —
AN -\‘ -
L AN \ —
\ \
e 0 o
1+ —
I I I I I I I I I I I I
04 0,6 0,8 1 1,2 14
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Figura 5.19: Comparativo entre i, em funcdo de seus respectivos p. para diferente valores de fi;.

Essa figura mostra evidéncias de que p. cresce linearmente quando tomamos estratégias de
busca mais superdifusivas. Notamos que de todas as possiveis combinacdes de p, as estratégias
que apresentam maior efici€éncia sao aquelas que contém, no minimo, um caminhante com difusdo
balistica.

Uma vez que temos as densidades criticas e um parametro de ordem, precisamo saber se
temos transicoes de fase nesse sistema. A grosso modo, poderiamos afirmar que ndo hd transi¢ao
descontinua visto que o parimetro de ordem - f - tem comportamento continuo da fase “ordenada” a
“desordenada” a medida que aumentamos ¢. Além disso, comparada as curvas de f, x p com as curvas

da magnetizagdo num sistema para-ferromagnético | M| x T, onde T é temperatura, notamos profunda
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semelhanca da evolucdo do parametro de ordem quando aumentamos o parametro de controle. Nesses
sistemas para-ferromagnéticos hé transi¢des de fase continuas. Diante desse comparativo e do com-
portamento de fs, nossas suspeitas de transi¢des de segunda ordem no presente sistemas aumentam

significantemente.

5.4 Proposta de Renormalizacao e Hipotese de Escala

5.4.1 O Expoente Critico «

No capitulo 3 discutimos o mecanismo no qual Fisher e colaboradores buscaram entender
as transi¢des de fase que sdo observadas em sistemas de tamanho finito. Utilizando a ferramenta da
hipdtese de lei de escala e do processo de renormaliza¢do numérica, buscaremos analisar os resultados
encontrados até o0 momento em nosso modelo de busca.

Como visto na secdo 3.4, nosso parametro aqui pode ser reescalado e escrito como:

fs(p.t) =t f(p = pe)t”] (5.3)

Onde f é uma funcdo escalar ndo-singular. Portanto, podemos escrever nossa f, em fungdao de um

outro tempo qualquer, tal que:

Fsolp.to) = o fl(p — pe)ts)] (5.4)

divindo f4(p,t) por fso(p,to), temos:

Fsolpito) — \to)  fl(p — pe)tg)
Redefinindo as quantidades, por simplicidade, tal que F' = % el = i, entdo a equagdo 5.5 se

torna importante na medida em que desejamos investigar o coportamento do parametro de ordem na

vizinhanca de p.. Nesse intuito, tomando o limite em que p = p., temos:

F=T7" (5.6)
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O que significa dizer que F' tem comportamento tipo lei de poténcia na regido critica, apresentando o
mesmo expoente « para diferentes combinacdes de ¢ e ¢y,. Essa uma das principais caracteristicas de
transi¢cdes de fase continuas, onde a assinatura caracteristica da transi¢do é dada pelo expoente critico

«. Ainda na equagdo 5.6, podemos reescrevé-la na forma:

In F B

Tendo como base esses argumentos, nossa estratégia na investigacao € plotar algumas curvas do tipo
% Vs p, para varias combinagdes de ¢ e ¢, e portanto verificar se as curvas cruzam num Unico ponto.
Caso positivo, esse ponto de cruzamento das curvas serd nosso ponto critico com p = p. € poderemos
afirmar que nosso sistema tem uma tipica transi¢ao de segunda ordem caracterizada pelos expoentes

criticos o e 3.

Ln[f(t) /f(t)]/Ln (/)

Figura 5.20: Processo de renormalizacdo numérica para diferentes estratégias de busca.
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Notamos na figura 5.20 que, para cada estratégia analisada e dentro de uma barra de erro
devido aos limites computacionais, hd apenas um ponto de cruzamento entre as curvas. Esse ponto de
cruzamento ocorre justamente nos pontos criticos ja conhecidos. Esse fato nos inspira a aceitar uma
existéncia de transicdo de fase continua para nosso sistema. Essa transicdo sai da fase “ordenada”
(onde as densidade de alvos, ao longo do tempo, garantem a sobrevivéncia do buscador) para a fase
“desordenada” (onde o organismo buscador entrard em extin¢do ao longo do tempo). Conforme
equagdo 5.7, o expoente o € o valor da ordenada do ponto critico. Com isso, na figura 5.20, o
expoente o demonstra ser aproximadamente igual para todas as formas de difusdo. Para encontrar

uma boa aproximagdo do valor de « (para cada ponto critico), um método alternativo € averiguar

fs(®)
fs (tO)

lei de poténcia onde, na escala log — log, o expoente v é determinado. Dessa maneira, para cada

como varia com ti em p.. Ja sabemos que essa dependéncia deve se comportar conforme uma
o

combinacao de difusdo, temos:

T T 1T ‘ T T 1T ‘ T T 1T
1= Q E
0lp 3
E y =1.0372 * x*-0.40662 E
r Fitting T
—~ C ]
=, r T T T O p=044 .

ha ¢} % p.=054 ——

A 0,01 = O p=064 ——
L o |

0,001 ¢) —

E oo O O E

r e} 3

r L L L L ]

| 1 10 100 1000 us =30 IJI =30 4

Il L1 1 X Il L1 1 X Il Il Il Il L1 1

10 100

t/t

Figura 5.21: Relacdo entre a taxa de sobrevivéncia com o tempo de busca, evidenciando a presenca
de lei de poténcia em p. = 0.54 para o caso s = 3.0 e puy = 3.0.
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Figura 5.22: Relacdo entre a taxa de sobrevivéncia com o tempo de busca, evidenciando a presenca
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de lei de poténcia em p. = (.72 para o caso pus = 3.0 e pu; = 2.0.
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Figura 5.23: Relacdo entre a taxa de sobrevivéncia com o tempo de busca, evidenciando a presenca
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de lei de poténcia em p. = 0.96 para o caso s = 3.0e p, = 1.1.
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Figura 5.24: Relacdo entre a taxa de sobrevivéncia com o tempo de busca, evidenciando a presenca
de lei de poténcia em p. = 0.86 para o caso ps = 2.0 e u; = 2.0.
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Figura 5.25: Relacdo entre a taxa de sobrevivéncia com o tempo de busca, evidenciando a presenca
de lei de poténcia em p. = 1.04 para o caso s = 2.0e pu; = 1.1.
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Figura 5.26: Relacdo entre a taxa de sobrevivéncia com o tempo de busca, evidenciando a presenca
de lei de poténcia em p. = 1.15 parao caso s = 1.1 e pu; = 1.1.

Em todos os graficos acima, mostramos como o parametro de ordem varia com o nimero de

passos (tempo de busca, andlogo ao tamanho do sistema em modelos para-ferromagnéticos) em p, e

para outros valores de p. Confirmando nossa hipétese, em p,, f 5((;)) tem comportamento tipo lei de

poténcia em relacdo a ti Fazendo um “power law fitting”, podemos verificar que todos os pontos
o

aproximadamente se alinham em p,, cujos valores de « sdo os expoentes da varidvel x em cada figura,

os quais sao determinados para cada combinagdo de difusdo. Notamos que os valores do expoentes

critico v sdo muito parecidos.

5.4.2 O Expoente critico (5

Para obtermos o expoente (3, podemos seguir dois tipos de mecanismo:

1. Derivada da fungao f

Derivando a equagdo 5.3 em relacdo a p, temos:

fo=tf"t" =" f[(p — pe)t’] (5.8)
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para tempos de busca diferentes, podemos escrever:

fulpt) (N7 e = po)t]
ooty \to)  Fllp— ol 5.9
fio(psto) <t0> Flp— po)td] (5.9)
Na regido de transi¢do, p = p., temos:
f; o i B—a
Js0 - (750) (5.10)

/

J: x t determinamos
fs,() to

uma reta tal que seu coeficiente angular, o expoente critico, é 5 — a. Como ja conhecemos «,

A equacio 5.10 segue uma lei de poténcia, onde na escala log — log de

logo sabemos /3.

Esse mecanismo de determinacdo do expoente 5 pode aumentar a barra de erro, visto que a
derivada da fungdo f(p, t) tem fortes flutuagdes devido a discretiza¢do do sistema. Objetivando

a melhor aproximacdo possivel do valor do expoente, podemos seguir um método alternativo:

2. Derivada da funcao In( f)

Sabemos que o comportamento da curva do logaritmo de uma fungdo arbitraria é mais suave

do que a curva da propria fun¢do. Dessa forma, esse método se resume na derivada da funcao

In f,. Logo:
Dyn(f) _ fo _ oS (o = p )L o — p)t] S
D,In(fo0)  fof =ty “fl(p — p)t®)f'[(p — pe)to) '
Em p,., temos: 5
D,In(fy) oy’
D,I(foo) ot (m) (>12)
Definindo:
J} =D,(In(f)) =K (5.13)
e
7, = Dolln(fo)) = Ko (5.14)
obtemos:
K t\"
-9
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Portanto, ao escalarmos log K% X log %, determinaremos uma reta cujo expoente oriunda de
uma lei de poténcia de expoente 3. Esse segundo método de obtencao de (3 reduz as flutuacdes
sofrida pela derivada de f, e, consequentemente, nos fornece valores mais precisos do expoente
(. No6s utilizamos esse segundo método e manipulamos a operagdo para varios combinacdes

de t e ty, tal como feito na figura 5.20.

100 —

N O H.=30 p=30 y = 1.3703 * x*0.56161 i

B O K=30 =20 y = 1.3106 * x"0.57653 ]

L & K=30 p =11 y = 1.3540 * x"0.57841 ) ]

L A p=20 p=20 y = 1.3227 * xA0.57083 / =l i

i W =20 p =10 y = 1.2992 * x"0.56986 o7 i

y = 1.3655 * x"0.57857
ki,

10 —

1 10 100 1000

Figura 5.27: Valores do expoente critico (3 para todos os tipos de difusao.

Na figura 5.27, podemos observar que os expoentes criticos 3, para cada tipo de combinacio
de difusdo, € praticamente o mesmo, levado em consideracdo os limites computacionais e o rela-
tivo nimero pequeno de médias efetuadas. A tabela abaixo mostra um resumos dos valores criticos

encontrados nesse modelo de busca.
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Tabela 5.1: Valores criticos conforme estratégias de busca.

HBuscador ‘ HAlvo ‘ Pec ‘ a ‘ ﬂ
3.0 3.0 | 0.54 | -0.406 | 0.561
3.0 2.0 |0.72 ] -0.428 | 0.576

3.0 1.1 |0.96|-0.434 | 0.578
2.0 20 ]0.86|-0.424 | 0.570
2.0 1.1 | 1.04 | -0.423 | 0.569
1.1 1.1 | 1.15|-0.438 | 0.578

5.5 Discussoes gerais

Nesse modelo de busca detectamos uma transicdo de ordem continua, caracterizada pelas
densidades criticas de cada tipo de busca e também pelos expoentes criticos « e (3. Essa transi¢ao nos
diz que, de acordo com os parametros de difusdo, existe uma densidade na qual o sistema se torna
critico, onde a efici€ncia da busca depois de um certo tempo t ndo € eficiente e portanto o organismo
buscador ird se extinguir. Nao eficiéncia energética (A& < 0) implica vizinhanga na densidade
critica, implica regido critica entre fases de sobrevivéncia e extingdo, e implica em necessidade de
caminhada superdifusiva para otimizacdo da busca. Nesse modelo, a transi¢do ocorre apenas num
sentido: Vivo — Morto. O caso inverso ndo tem sentido fisico para o modelo. Além disso, vimos no
capitulo 3 que alguns sistemas fisicos apresentam universalidade dos expoentes criticos. Para que isto
ocorra, é necessario que no minimo dois expoentes criticos sejam iguais para diferentes parametros e
variaveis adotadas pelo sistema, com excecao de aspectos mais globais como dimensionalidade. Em
vista disso, notamos em nossos resultados que para diferentes processos de busca (desde o Browniano-
Browniano ao Balistico-Balistico) os expoentes criticos sdo praticamente iguais, o que nos leva a
sugerir uma classe de universalidade para o modelo de busca em questdo. Isso implica dizer que
os detalhes do modelo ndo sdo importantes na regido critica e tais expoentes podem ser encontrados
em sistemas de busca mais complexos. Esse resultado é relevante porque através de um simples
modelo podemos obter embasamento fisico e matematico que generalizam os aspectos da transi¢ao
para outros modelos de busca da mesma classe de universalidade.

Nessa dissertacao vale ressaltar que ndo estamos interessados com o parametro f que otimiza

a sobrevivéncia do alvo, mas sim do buscador. Podemos perceber que a sobrevivéncia do alvo seria
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otimizada para valores altos de ys, favorecendo nesse caso uma diminui¢do na taxa de encontros
e, como consequéncia, aumentando o tempo de sobrevivéncia de cada alvo. Alvos superdifusivos,
portanto, tornam-se mais vulnerdveis e aumentam a taxa de encontro com o buscador, resultando
assim na sobrevivéncia deste em densidades baixas.

Algo que pode confirmar ainda mais a presencga dessa transi¢do continua nesse modelo, é
analisar como a distribui¢do de probabilidade do parametro de ordem se comporta. Em geral, pardme-
tros de ordem em transi¢des continuas apresentam distribui¢des com apenas um pico, representativo
de auséncia da coexisténcia de fases no ponto critico. A coexisténcia de fases nos informaria presenca
de transicao descontinua - de primeira ordem. Um exemplo da evolu¢do da distribui¢do da f, é dado

logo abaixo:

| T T T | T | T
¢ o--0 p=4.00 M=, =30 —
I - p=090 t=1.000
! p=075
i p=0.70
08— 6--0 p=0.65
I p=0.60
\ e pC:O.54
I o--0 p=0.50
: p=0.45
I p=0.40
! p=035
QI o--0 p=0.30 /
b p=0.25
I e--0 p=0.20
p=0.05

P(f)

I I I I I I I I I I I
0 0,2 04 0,6 0,8 1

Figura 5.28: Distribuicao para o caso ps = p; = 3.0, variando p e mantendo um tempo fixo .

Na figura 5.28 apresentamos apenas um simples exemplo para mostrar que a distribui¢ao,
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pricipalmente em p., ndo apresenta caracteristicas bimodais, ou seja, dois picos que no caso seriam
representantivos de transi¢cdes de primeira ordem. Podemos ver na variagdo de p que o pico da
distribui¢do “caminha” unimodalmente, processo tipico de transi¢des de segunda ordem. Podemos
agora ilustrar o efeito da distribui¢do para cada estratégia de busca com seus respectivos p. num

tempo relativamente grande de busca:

02— — p,=30 B=30 p=054 ]
— K,=30 p=20 p =072

H=30 p=11 p =096
0,15 \ — K,=20 p=20 p.=086

H,=20 p =11 p =104
L — HK,=11 p=11 p,=115 -
~»
T 01 .
0,05 _
O | —_

Figura 5.29: Distribuicdo de f, para diferentes estratégias de busca fixadas em seus p.. Aqui temos
resultados de simulacdes realizadas sobre 50.000 conjuntos I', cada conjuntos tendo uma amostra de
100 buscadores simulados e para t = 25.600.

Notamos na figura acima que a distribuicao € aproximadamente igual para diferentes es-
tratégias de busca com seus respectivos valores criticos. Como o sistema € finito (tempo de busca
limitado), percebemos ainda uma pequena fracdo de sobreviventes onde (f;) > 0. Obviamente que

para sistemas com tempos maiores, ¢ = 51.200 por exemplo, teriamos a média da distribui¢do ten-
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dendo a zero, o que € de se esperar conforme resultados obtidos. O mais interessante aqui € que

distribui¢des de probabilidades sdo as mesmas para diferentes estratégias.

Em seguida ilustramos o caso para um valor de p genérico, mostrando a diferenca entre as

estratégias.
fF T T T | T | T | Ri
p=0.6 t=25.600
1 o -0 U =30 p =30 .
L ? G- -0 U,=30 p =20 |
| =30 =11
0,8 : e - U =20 =20 _
| p,=20 p =11
- | _ _ i
| p=11 p =11
06 | —
o |
a |
04+ : —
|
L | i
|
0,2+ | _|
|
- | =
0
\
(0] == = —
I ! I ! I ! I ! I ! I
0 0,2 04 0,6 0,8 1

Figura 5.30: Distribui¢do para um valor p genérico. Notamos claramente diferentes distribuicdes do
parametro de ordem.

Podemos perceber fortemente o efeito na distribui¢do da estratégia otimizada de busca (Balistico-
Balistico). Notamos que esse valor p = 0.6, estd acima da p. para o caso Browniano-Browniano e é
notdvel para esse caso que a distribui¢do estd centrada em (f;) = 0 - extingdo. Para os demais casos,

p = 0.6 < p. e portanto as demais buscas ainda se encontram na fase de sobrevivéncia.
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Conclusao

Nesse trabalho podemos perceber a influéncia na escolha da estratégia de busca como forma
de garantir a sobrevivéncia do organismo buscador na busca por alvos, em diferente tamanhos \ de
redes unidimensionais. Nosso modelo trata de dois caminhantes aleatérios (buscador e alvo) que
se difundem em vdérios tamanhos de redes 1D, onde o buscador obtém determinada energia g no
encontro com o alvo. A estratégia na qual temos eficiéncia energética de busca e valores positivos
da taxa de sobrevivéncia, € aquela na qual p,,y — 1. Em altas densidades a escolha da estratégia
¢ indiferente para o sistema. Podemos verificar que densidades criticas estdo presentes no ponto em
que a eficiéncia energética € nula. Essas densidades também foram reencontradas quando analisamos
a evolugdo do sistema através de outras quantidades, tais como a flutuacdo relativa da energia e a
taxa de sobrevivéncia de organismos buscadores. Essas densidades criticas (p.) sdo detectadas no
momento de forte crescimento das FR e no instante em que (f;) — 0.

Presenciamos a ocorréncia de uma transi¢ao de fase de segunda ordem, entre fases caracte-
rizadas por (fs) > 0 e por (fs) = 0. Verificamos que essas taxas se comportam adequadamente as
caracteristicas de um parametro de ordem, e com isso foi possivel calcular os expoentes criticos « e
[, para cada tipo de difus@o adotada, utilizando técnicas de teoria de escala de tamanho finito e de
uma renormaliza¢do fenomenoldgica aplicada ao nosso modelo. A presenca de transi¢des continuas
foi também confirmada com a andlise da distribuicdo do parametro de ordem, nos dando simples
picos para quaisquer valores de p. A principal descoberta foi verificar que cada expoente critico é

consideravelmente igual para qualquer tipo de difusdo adotada, nos motivando a aceitar o surgimento
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de uma nova classe de universalidade referentes a processos de busca.

Temos vdrias perspectivas e trabalhos em andamento, tais como:
* Cdlculo do cumulante de Binder de quarta ordem

O estudo do Cumulante de Binder do parametro de ordem serd muito importante, pois podera ser uma
ferramenta adicional para confirmar a presenca de transi¢des de fase de segunda ordem presente em

nosso modelo. O cdlculo desse cumulante estd em andamento e tdo logo ja teremos resultados.
* Andlise em 2D e 3D

O nosso modelo no contexto bi e tridimensional serd importante, visto que a maioria dos organismos
bioldgicos fazem buscas em ambientes 2D e 3D. Além disso, poderemos verificar se nossos expoentes

criticos sdo ou ndo independentes da dimensdo do sistema de busca.
* Modelo Analitico

A perspectiva de um modelo analitico para nosso modelo serd importante para comparacdo com 0s
resultados numéricos. Nao sabemos da possibilidade de uma formulacdo analitica devido ao ele-
vado nimero de parametros e varidveis, mas no minimo poderemos apresentar alguns resultados com

aproximacdes analiticas para esse modelo.
» Entendimento das transicoes continuas

Entender quais as consequéncias para processos evolutivos e de extin¢cdo e o porqué de termos ex-
tincdes como transicdo de fase de segunda ordem, também faz parte de nossas perspectivas desse

trabalho.
* Mudanga de pardametros

Os resultados desse modelo foram apresentados para um determinado conjunto de parametros e con-
dicdes iniciais. E importante verificar quais mudancas qualitativas e/ou quantitativas poderiamos
observar caso muddssemos, por exemplo, o raio de visdo do buscador, a energia ganha a cada en-
contro, a velocidade de caminhada e/ou o tamanho dos organismos durante o processo de busca. E
importante e interessante saber se nossos expoentes criticos dependem desses pardmetros, visando

estabelecer o grau de universalidade desses expoentes.
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