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Resumo

Este trabalho tem como objetivo analisar solucoes fracas da equagao de Laplace nao homo-
génea em espagos de Sobolev com indices fracionarios com condigao de bordo nao regulares.
A ferramenta central para essa analise sao os teoremas do trago, que irao fornecer a conti-
nuidade da aplicagao solucao em funcao da restricao a condi¢ao de contorno.

Palavras-chave: Distribui¢oes, Sobolev, Transformada de Fourier.



Abstract

This work aims to analyze weak solutions of the non-homogeneous Laplace equation in Sobo-
lev spaces with fractional indices with non-regular edge condition. The central tool for this
analysis are the trace theorems, which will provide the continuity of the solution application
as a function of the restriction to the boundary condition.

Keywords: Distributions, Sobolev, Fourier Transform.
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1 Conceitos e resultados preliminares

Nesse capitulo iremos estabelecer conceitos preliminares e resultados que serao utilizados
ao longo desse trabalho. Apenas as demonstracoes que requisitarem muitos resultados auxi-
liares que nao se enquadram no contexto que estamos trabalhando serao omitidas.

1.1 Analise funcional

Nesta se¢ao estudaremos alguns resultados basicos da teoria de analise funcional que serao
de suma importancia para garantir existéncia de solucoes de EDP e propriedades dos espa-
¢os onde iremos trabalhar. Faremos as seguintes convencoes, K seréd utilizado para denotar
C ou R e 0 pertence aos naturais.

Definicao 1. Uma métrica em um conjunto X é uma funcao d : M x M — R que atende as
seguintes condicoes :

1. d(z,y) =0, d(x,y) =0 se, e somente se, x = y;
2. d(z,y) = d(y, v);
3. d(x,z) < d(x,y) + d(y, 2); para quaisquer z,y,z € M.

Definigao 2. Uma norma num espago vetorial X sobre K é uma aplicagao ||.|| : X — R que
satisfaz

1. ||¢]| = 0 para todo € € X, ||£]| = 0 se, e somente se, £ = 0;
2. ||| = |al||¢]|| para todo £ € X e para todo « € K;
3. 1€+ nll < [I€]] + [Inl| para todos &,n e X.

Um espago normado que é completo com a métrica induzida pela norma é chamado espago
de Banach.

Exemplo 1. O espaco euclidiano R* com a norma ||z||; = |z1| + -+ + |7x] ¢ um espago de
Banach.

Com efeito, seja (z;) uma sequéncia de Cauchy em R¥. Dado £ > 0 existe ng € N tal que
para todos m,n > ngy temos

l|Tn — zm|l1 = |T1n — Tim| + -+ + [Tk — T | < 2.

Note que (x;,) é uma sequéncia de Cauchy em R para cada i = 1,2,--- k. Como R é
completo temos que cada sequéncia (z;,) converge para algum y;. Afirmamos que lim(z;) =
y = (y1, - ,yx). Dado ¢ > 0 existe ng € N tal que

9
(i = yil < == |2 =yl o farn =yl =l —yllh <e



logo R* é completo com a norma ||.|;.

Vimos acima que dentre as métricas que sao utilizadas em espagos vetoriais, a norma é
um tipo de métrica com a propriedade de linearidade na multiplicagao por escalar. Iremos
definir um tipo especial de norma que que provém de uma funcao bilinear na soma de vetores.

Defini¢ao 3. Um produto interno no espago vetorial X é um funcional (£,n) — (£,n) de
X x X — K tal que para quaisquer &,n,9 € X e a € K;

L A{a +n,¢) =a(, ) + (n,9);

2. (&m) = (n,&);
3. (£,€) = 0e (£ =0 se, e somente se, £ = 0.

Um fato 1til dos espagos com produto interno é a chamada le: do paralelogramo que nos
diz que

S = e e
- = —(||lz]]* + :
155 =" = 50l + 1)
Um espago com produto interno cuja norma induzida pelo produto interno é completa é
chamado de espaco de Hilbert.

Exemplo 2. O espago euclidiano R* com a norma ||z|| = \/{z,z) = /2? + --- + 22 é um
espaco de Hilbert.

Seja (x;) uma sequéncia de Cauchy em R*. Dado ¢ > 0 existe ng € N tal que para todos

m,n > ng temos
2
|z — zml|* = (2p — 2,y — ) < €.
Note que (x;,) ¢ uma sequéncia de Cauchy em R para cada i = 1,2,--- , k, pois
2 2
|Tin — Tim|” < €% = [Tin — Tim| < ¢,

logo como R é completo temos que cada sequéncia (x;,) converge para y; € R, assim (z;)
converge para y = (Y1, Y2, -+ ,Yr) pelo argumento analogo ao exemplo anterior.

Exemplo 3. O espago vetorial C([a, ], R) das fun¢des continuas definidas no intervalo [a, 0]
com imagem na reta com a métrica

d(f,g) = sup |f(z) — g(x)| = max |f(z) — g(z)|
z€[a,b)] z€[a,b]
é um espaco de Banach.
E facil ver que d define uma métrica. Seja (f,) uma sequéncia de Cauchy em C([a, b], R).
Assim dado ¢ > 0 existe ng € N tal que m,n > ng implica

d(f,9) = sup |fm(z) — fulz)] <e.

z€(a,b]



Em particular para cada x( fixado temos que (f,(zo)) ¢ uma sequéncia de Cauchy em R logo
converge. Defina a fung¢ao f(zg) = lim f,(zo) pontualmente para cada z € [a, b]. Afirmamos
que f é uma funcdo continua em [a, b]. Note que

[f(2) = f(xo) < [f(2) = ful)] + | ful2) = ful@o)| + | fulz0) — f(20)]

Para a primeira e a tultima parcela temos que pela definicao de f, existe ngy tal que ambas
sao menores que £/3 e pela continuidade de cada f, temos que a parcela do meio é majorada
por €/3 para |xr — x| < §, logo f é continua e lim f,, = f.

Definicao 4. Um espaco métrico é dito separdvel se admite subconjunto denso enumeravel.

Dentro de cada ramo da matematica, nos temos distintas maneiras de quando um conjunto
ou uma grandeza é "desprezivel". Na fisica grandezas sao despreziveis quando seu modulo
possui uma escala muito menor do que todas as outras envolvidas no sistema, ja em teoria
da medida seus conjuntos despreziveis quando possuem medida nula. Em espagos métricos,
conjuntos que sao "irrelevantes" em relagao ao espago inteiro sao conhecidos como magros
e iremos apresenta-los a seguir.

Definicao 5. Um subconjunto S de um espago topolégico X diz-se magro em X quando

ee}
S = U A, onde int(A,) = & para todo n € N.

n=1

Lema 1. Sejam (z,,) uma sequéncia e X, = {2, Tns1, - }. A sequéncia (x,) é de Cauchy
se, e somente se, lim Diam(X,,) = 0.

n—o0
Demonstragao. Basta notar que d(x,,z,) < & para quaisquer m,n > ng é equivalente a
Diam(X,) < € para todo n > ny. O

Teorema 1 (Teorema de Baire). Seja M um espago métrico completo. Todo conjunto magro
em M tem interior vazio. Equivalentemente: toda intersecao enumerdvel de aberto densos €
um subconjunto denso em M.

Demonstracao. Sejam M um espago métrico completo e {4, }°_, uma familia enumerével de
abertos densos em M. Seja B; uma bola aberta arbitraria em M. Como A; é denso e aberto,
logo B; N A; é aberto e nao vazio, assim podemos tomar By © By n A; tal que By, < By n A,
e o raio de By néo exceda % Como A, é aberto e denso logo A; N By é aberto e nao vazio,
assim podemos obter Bs tal que B; < By n A, e seu raio nio exceda que % Indutivamente
temos que uma sequéncia (B,,) tal que B,,1 < B, para todon e N, B,,; < B, n A, ¢
Diam(B,) — 0. Para cada n tome um xz, € B,.A sequéncia (x,) ¢ de Cauchy pelo lema 1 e
como M é completo logo (z,,) converge para um ponto z. Como cada B,, é fechado temos que
x € B, para todo n € N. Devido a sequéncia formada acima atender a B, 11 < B, N A,, para

o0
todo n € N temos que xr € A, e x € By logo x € By N (ﬂ A,)), como queriamos mostrar. [J

n=1



Aqui iremos denotar por B(B,N) o conjunto de operadores lineares continuos de B em
N onde B é um espaco de Banach e N é um espaco vetorial normado.
Agora iremos provar um resultado muito ttil na teoria de analise funcional. Em geral tra-
balhamos com sequéncias, no entanto, o proximo resultado garante uma limitagao para uma
familia arbitraria de operadores.

Teorema 2 (Principio da limita¢ao uniforme). Toda colecao {T,}acs de operadores no espago
B(B,N) que ¢ pontualmente limitada, ou seja, para cada & € B tem-se

sup || Tn&l|| < oo

acJ
¢ de fato uniformemente limitada, ou seja, sup,.; ||To|| < 0.

Demonstragao. Seja
Ey={(eB:||T.¢| <k, VaeJ},

o qual é um conjunto fechado pois, como T, é continuo temos que FE) é a intersecao dos
fechados T,, ' (Bn(0,k)) para todo a € J. Como B = | J, E;, pelo teorema de Baire existe
um F,, com interior nao-vazio. Seja Bg(&y;r) um bola aberta contida em E,,; entao, para
qualquer « € J tem se ||T,£|| < m para todo & € Bg(&; 7).

Se £ € B, ||¢]| = 1, temos que np = & + 2—5 pertence a Bg(&;r) e além disso

2 2 4m
HTOASH = ;HTaU— Ta&)” < ;(HTM?H + HTQ&)H) < T;

4
assim ||T,£|| < 22 para todo a € J e |[¢|| = 1; disto segue que sup ||T,|| < Rallapy™
a r

]

Antes de comecarmos a trabalhar com espacgos de Hilbert vamos fechar espagos vetoriais
normados com grande estilo. O teorema de Hahn-Banach é um resultado que nos permite
garantir a existéncia de funcionais lineares e tem corolarios bem variados. A demonstracao
dele segue do Lema de Zorn, que é um dos axiomas fundamentais da logica matematica.

Definicao 6. Uma ordenacao parcial de um conjunto X é uma relacao < tal que
e (<& VEEX,
e {<nen<T=E(<T;
e {<nen<{=¢{=n.

Quando a relacao acima pode ser aplicada para quaisquer dois elementos de X, o conjunto
¢ dito totalmente ordenado. Um elemento £ € X ¢ dito mazimal se para todo n € X tal que
& < ntem-se & = 1.

Axioma 1 (Lema de Zorn). Um conjunto nao-vazio parcialmente ordenado, no qual todo
subconjunto totalmente ordenado possui um limite superior, possui um elemento maximal.



Lema de Zorn é um axioma altamente nao intuitivo. Isso se deve ao fato dele nao ter
sido criado como axioma, mas posteriormente foi provado que ele é equivalente ao Axioma

da Escolha.

Teorema 3 (Hahn-Banach). Sejam X um espago vetorial real e p : X — R tal que para
todos x,y € X tem -se

p(x +y) < p@) + p(y);
plaz) = ap(z), a = 0.

Se f:Z — R é um funcional linear definido no subespago vetorial Z < X tal que
f) <pt), Viez,
entao f possui uma extensao linear F : X — R tal que
F(z) <p(x), VzelX.
Demonstracao. Seja G = {g,} a colecao de extensdes lineares de f, com
gr: Zy — R

onde Z, é um subespago com Z < Z, < X e g\(x) < p(z) ¥V z € Z,. Como f € G segue que
G # . Defina a seguinte relacao de ordem

G < grn <= ZycZyeg(x)=g\(x)Vxe.

A relagao acima claramente define uma ordem parcial. Se {g;}«; ¢ um subconjunto total-
mente ordenado de G, entao ® = U ;Z; é tambem um subespaco vetorial e

g: P >R, g(x)=g(z)sexe Z,

esta bem definida e g(z) < p(z), para todo x em ®. Como ¢; < g para todo ¢t em J temos que
todo conjunto totalmente ordenado possui um elemento maximal, logo pelo Lema de Zorn
G admite um elemento maximal F' definido em X, ¢ X satisfazendo F'(z) < p(z) para todo
x € Xo. Se Xo = X o teorema estd provado, assim suponha que existe n € X — Xj. Seja
Y = Lin(Xoun) e keR. Cada x € Y pode ser escrito como x = £ + an, onde £ € X.
Defina a seguinte extensao de F

F(§+am) = F(§) + F(an) = F(§) + ak.

Para quaisquer x,y € X tem-se

F(r+y) <p(x+y) <plx—mn)+ply+n),

logo
F(z) —plx —n) <ply +n) — F(y).

10



Portanto, existe A tal que

sup{F(z) — p(x —n)} < yigo{p(y +n)— F(y)}.

:I:EXO

Agora tome k = A na extensdao de F e vamos provar que F(x) < p(z) para todo z € Y.
Usando o fato de que cada x € Y pode ser escrito como x = £ + an,temos para a > 0

Py < F©) +op (S +n) — 7 ()] = plean),

para a < 0

F(gam) = F(&) —|alA

-0 (£) (5 )]
= p(€ + an),

para o = 0 ¢ trivial. Portanto F(x) < p(z) para todo x € Y, o que contraria a maximalidade
de F', logo Xy = X m

Definicao 7. Seja N um espacgo vetorial normado. O conjunto dos funcionais lineares con-
tinuos definidos em N é chamado de espaco dual e seréd denotado por IN*.

Corolario 1. Sejam N um espaco vetorial normado nao trivial e N* seu espaco dual. Entao
i) Se 0 # £ € N, entao existe f € N* com f(§) = |[¢]| e ||f]| = 1.

)
ii) Se n e ¢ sdo elementos distintos de N, entao existe f € N* tal que f(n) # f(£).
iii) Se & € N satisfaz f(§) = 0, para todo f € N, entdao £ =0

)

iv) Se £ € N, entao

f(€ f(€

= s KO 0 U
orfens |[fI] oxrenNe |[f]]

Demonstragao. i) Basta aplicar Hanh-Banach sob as seguintes condigoes. O funcional p :

N — R dado por p(z) = ||z||; o subespago Z = Lin({{}) e o funcional linear g : Z — R

como g(af) = a|£]| para todo « € R.

ii) Se £ # n, entao £ —n # 0, e pelo item i) existe f € N* de modo que 0 # f({ —n) =
f(&) = f(n).

iii) Se € # 0, pelo item i) haveria algum f € N* tal que f(&) # 0.

11



iv) Se € = 0 o resultado é 6bivio. Se £ # 0, entao pelo item i) existe g € N* com ||g|| =1 e
9(&) = [[¢]]. Assim

R R 3] S 144/ B

gl orgens NIFIl " orpens S]]
[l

Agora vamos iniciar a teoria especifica sobre espacgos de Hilbert. Todos os resultados
anteriores sao validos em espagos de Hilbert, porém conseguimos resultados muito mais fortes
quando temos uma estrutura de produto interno.

Teorema 4. A norma de um espaco vetorial normado € induzida por um produto interno
se, e somente se, ela satisfaz a lei do paralelogramo.

A prova desse teorema nao sera feita, pois € uma demonstracao longa e algébrica, porém
ela pode ser encontrada em [4]. Uma vantagem de espagos com produto interno é que podemos
resgatar a nogao de angulo, mesmo em espagos de dimensao infinita. Dizemos que que x é
ortogonal a y se

<:E7y> =0

e iremos denotar por z L y. Um conjunto (z))xea € dito ortogonal se
(Tr,2y) =0, se X#1n
e é dito ortonormal se é ortogonal e
(xx,2y) =1, se XA =n.
Lema 2. Num espago com produto interno, tem-se que £ L 7 se, e somente se,
1§+l = Jlgll, vieK
Demonstragcao. Se n = 0 entao nao ha o que provar. Suponha 7 # 0. Note que

0 < (I +tnll* = [I&]1* + 2Re(t(&, m) + [t[|n]|*.

Se & 1 n entao segue que para todo t € K, [|€ + tn||* = [|€|]> + [t]*|In]]* = ||¢]|?, ou seja,

1€+ tnl] = [I€]]-
Se ||€ + tn]| = |[£]|, V te€ K, elevando ambos os termos da expressao e tomando t =
_|<|7Z]ﬁ;, obtém-se 0 < —[(£,n)|?, logo & L . -

O proximo teorema é uma generalizagao dos teoremas de decomposi¢ao em soma direta
de algebra linear. A principal diferenca é que todo subespago vetorial de dimensao finita é
fechado, ja em dimensao infinita é necessario supor essa hipotese.

12



Teorema 5. Se E ¢ um subespaco vetorial fechado de um espaco de Hilbert H, entao

H=E®E"
onde B+ = {xeH;(z,y) =0V ye E}
Demonstragao. Sejam £ € H, § := éngHg — (|| e () < E com ||€ —n,|| — 6. Pela lei do
€

paralelogramo tem-se

2llmn — €I + 2Ine = &11* = llnk — 0alI* + 190 + me — 28],

e como E ¢ espago vetorial temos que (1, + nx)/2 € E, segue que

77n+77k
[ = 9l = 21l — €112 + 21 e — €12 — 4|2

< 2| — &7 + 2l — €7 — 407,

assim (7,) é uma sequéncia de Cauchy em E, logo converge para algum 7 € FE. Pela
continuidade da norma temos que ||§ — || = 0. Como (t( —n) € E para todos (€ EeteK
temos

-

(€ = n) + ]l = ([ + (tC = Ol = 6 = |[€ —nll,
e pelo lema temos que (£ —n) € E+. Assim temos a decomposicio
E=n+(E—n) nek (E-nekb

Resta apenas mostrar a unicidade da decomposicdo. Suponha que & = n’ + (' com
n e E e (' e E*, entdo

W+ =n+E-—n=C-(E-n=n-neBnE"
assim ambos sao nulos, logo a decomposicao é tnica. O
Corolario 2. Seja H um espaco de Hilbert, sao vélidas as seguintes afirmacoes:
1. Se E é um subespago fechado de H, entao E = (E+)*.
2. Se M é um subconjunto de H, entao
Spam(M) =H < M* = {0}
Demonstragao. 1) Pelo teorema anterior temos
E®FE'=H=(E"Y)Y* 0 FE*

Segue da unicidade da decomposi¢ao que E = (EL)_L
2) Seja N = Lin(M). Note que M+ = Nt = (N)*, onde a tltima igualdade decorre da
continuidade do produto interno. Assim

H=N@N)'=NoMm*
logo N = H se, e somente se, M+ = {0} O
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Teorema 6. Sejam H um espago de Hilbert e {e,}acs um conjunto ortonormal em H. Entao
as sequintes afirmacoes sao equivalentes:

i) {€a}acs € uma base ortonormal de H;

ii)Se € € H satisfaz £ 1 e, para todo a € J, entio & = 0.
Demonstragao. i) = ii) Sejam {e,} uma base ortonormal e £ L e,, para todo o € J. Assim

para todo € > 0, existe uma combinacgao linear finita Z Ao, €q, que satisfaz
j=1

n
16 =) tayea|* <&
j=1

assim

n
€17 < 1IE1P + D laa, I < &
j=1

logo &€ = 0
ii) = i). Se M = Spam({eq}aes), como M= ({ea}acs)t, pelo Corolario 2 tem-se
H = M@ ({eoc}ozet])L
Por hipotese ({€q }acs)™ = {0},e assim M = H O

Veremos agora um teorema que garante que em espacos de Hilbert o espago dual pode
ser identificado explicitamente com o produto interno.

Teorema 7 (Representacao de Riez-Fréchet). Seja H um espago de Hilbert. Dada qualquer
¢ € H* existe um tunico fe H tal que

o(u) = (f,u) vV ueH.

Mais ainda,

1= Ve

Demonstragao. Seja M = ¢~*({0}), entdo M é um subespago fechado de H. Se M = H a
prova do teorema é 6bvia pois terfamos f = 0. Se M # H afirmamos que existe ge H — M
tal que

llgll=1e{(g,v) =0V veM

Seja go € H — M. Defina g = Py;go onde Py é a projecao ortogonal em M, entao

go — g1
g:—
190 — a1l

satisfaz o requerido. Para qualquer u € H, defina

v=u—\g com A\ = —=.
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Note que v estd bem definido pois ¢(g) # 0 e além disso v € M, pois ¢(v) = 0. Segue que
(g,v) =0, ou seja

ou) = d(g)(g,u)  YueH
assim f = ¢(g)g 0O

Como em espacos de Hilbert toda fungao ¢ € H* é associada a uma funcao f € H vamos
denotar por

¢(u) = ¢f(u) = (f, u).

Agora vamos falar de um dos pontos mais surpreendentes sobre espacos de Hilbert que é a
sua reflexibilidade.

Seja N um espaco vetorial normado e N* seu espago dual. Definimos o espaco bidual é
dado por (N*)* e iremos denotar por N**. Um operador natural do espago N** é a simples
aplicacao em um ponto de N. Seja x € N iremos denotar por J : N — IN** que associa para
cada € N um elemento J(z) de N**

J(@)[f] = flx) ¥V feN~
A funcao definida acima é chamada de aplicacao candnica.
Teorema 8. A aplicacdo candnica € uma isometria linear.

Demonstragao. A linearidade da aplicagao J(z) é imediata. Para provar a isometria iremos
usar o Corolario 2, assim

J(x)|f flx
e = swp L L
1z(flen S]] 1>(I7llen | L]l
onde o Corolario 2 foi usado na ultima igualdade. m

Um espago é dito reflexivo se a aplicacao candnica é sobrejetiva, ou seja N é isomorfo a N**
e o isomorfismo é dado dado pela aplicacao canénica. Um exemplo basico de espaco reflexivo
é o R™, pois (R")* = R". Uma das aplicagbes mais famosas do teorema de representagao de
Riez é que todo espaco de Hilbert é reflexivo.

Lema 3. H* é um espaco de Hilbert com o produto interno

<f£7fn>H* = <777€>H7 fg,fn e H*.

Demonstragao. Pelo teorema de Riez a funcao v: H — H*, y(z) = f¢ é uma isometria. A
lei do paralelogramo é satisfeita para H* = v(H), logo H* é um espago de Hilbert. O]

Teorema 9. Todo espaco de Hilbert € reflexivo.
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Demonstra¢ao. Mostraremos que dado g € H** existe £ € H tal que g = J(z). Como todo
elemento de H* é da forma f, com n € H, entao basta analizar g(f,). Pelo teorema de
Representacao de Riesz, aplicado a g € H**, existe um tnico elemento f; € H*, para algum
¢ e H, de modo que

g(fn) = <f§vf77>H*, Vn e H.

Usando esta representacao combinada com o lema anterior, entao

g(fn) = (n,{)m = fn(&) = J(g)[fn]

para toda n € H, logo g = J(&) ]
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1.2 Teoria da medida

Aqui iremos fazer uma diagonal para os teoremas mais classicos de teoria da medida omitindo
a maioria das provas, mas dando exemplos para facilitar o entendimento das aplica¢oes dos
teoremas. Mas todas as demonstragoes dos resultados citados abaixo podem ser encontradas
em [6] .

Definicao 8. Uma familia X de subconjuntos de X é uma o—algebra se atende a:
1) ¥, X eX.
2) Se Ae X, entao A° e X.
3) Se (A,) ¢ uma sequénica de conjuntos de X, entdo | J A, € X.

Exemplo 4. Sejam A o conjunto dos intervalos da forma [a,b], (a,b),[a,b) ou (a,b]. O
conjunto

B={Ac PR);A = UAn;AnCA}
n=1

¢ uma o—algebra de R.

Claramente ¥, R estao contidos em B. Pela lei de De Morgan temos que
0 ¢ 0
(LJ‘4n> = [ (A
n=1 n=1

Como A{ é um conjunto de A, pois seu complementar ou é um intervalo ou é a uniao de
dois intervalos, temos a propriedade 2. E a 3 ¢ imediata, pois a uniao enumeravél de unioes
enumeraveis ¢ uma uniao enumeravel.

Aplicando a lei de De Morgan no item 3 da defini¢ao, vemos que uma o—algebra é tambem
fechada para interse¢oes enumeraveis. Uma propriedade muito util sobre a definicao acima é
que se (Ay)xea € uma familia de o—algebras de A entao

G=)A
AeA

é uma o—algebra de A. Claramente ¢J, X € (G, pois cada A, é uma o—algebra. E para as
propriedades 2 e 3, veja que se A e (A,) estdo em G, entao estdo em A, para algum A € A,
logo valem as propriedades 2 e 3. Isso induz a seguinte defini¢ao

Definicao 9. Seja X uma colegao de subconjuntos de X. Dizemos que G é a o—algebra
gerada por X se
G=)Ax

AeA
onde cada A, é uma o—algebra contendo X.
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A o—algebra gerada pelas bolas abertas de R™ sera denotada por o—algebra de Borel.

Definigao 10. Uma fungao f : X — R ¢ dita mensuravél com respeito a uma o—algebra X
se para todo a € R o conjunto

{reX: flx)>a}
pertence a X.

Os exemplos mais classicos de fungoes mensuraveis sao as fungoes continuas g : R — R.
A mensurabilidade segue da propriedade de imagem inversa de aberto ser um aberto. Além
disso se ¢, f sao mensuraveis entao,

cg. g+ f, gf. f*elf|
tambem sao mensuraveis.

Definicao 11. Seja X uma o—algebra de X. Uma medida é uma fun¢ao nao negativa
p: X — Ru{+w}, tal que

o () = 0.

e Se (E,) é uma sequéncia de conjuntos disjuntos em X, entao

p(UBn) = 2B,

A medida mais relevante para esse texto é a medida de Lebesgue. Essa medida esta
definida na o—algebra de Borel do R” esté atende a propriedade de

w(B(a,r)) = Vol(B(a,r)).

Uma nocao muito importante em medida é a nocao de um propriedade valer em quase
todo ponto ou q.t.p. . Dizemos que uma propriedade vale q.t.p. se ela falha apenas em um
conjunto de medida nula. As principais propriedades que esse conceito é usado é convergéncia
em igualdade. Assim f = g q.t.p. se o conjunto A = {x € X; f # g} tem medida nula . Para
convergéncia temos que (f,) converge para f q.t.p. se o conjunto

A ={z e X;lim f,(z) # f(z)}

tem medida nula. Assim a noc¢ao de convergéncia q.t.p. é convergencia pontual em quase
todo ponto.

Exemplo 5. A sequéncia f, : R — R dada por
fn(x) _ e—n[sen(mn)]2
converge para a func¢ao nula q.t.p., pois os unicos pontos que
lim f,,(x) # 0

¢ quando = € N, que tem medida nula na medida de Lebesgue.
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Antes de definirmos integral precisaremos de um conceito fundamental de teoria da me-
dida. A partir de agora X sempre serd equipado com uma o—algebra. Seja f : X — R. Uma
funcao é dita simples se

n
f(l’) = Z aiin
i=1
com F; mensuravéis.

Definigao 12. Seja f : X — R nao negativa e mensuravel. A integral de f em relacao a
uma medida p € dada por

1) Se f é simples, entao

[ fau = Y an(B)

J i=1

2) Se f nao ¢é simples, entao

-
fdp = supfqﬁdu,
onde ¢ é simples e 0 < ¢ < f.

A integral acima é feita em relag@o ao conjunto X inteiro. A integral sobre um subconjunto

A de X mensuravel é dada por
| = [ xasan
A

Alem disso, se f, g sao mensuraveis, ¥ < F' e ¢ > 0, entao valem as porpriedades:

1) r‘cfdu = cffd,u.

2) rJ“rgdu = dewrjgdu.

3) ;fd,u < JF fdu.

Note que por hora podemos integrar apenas fungoes positivas. Agora iremos extender para
fungoes qualquer. Seja f uma fungdo menuravel, denotamos por

() = {f(fc) se f(z) 2 0 _ {—f(x) se f(z) <0

0se f(x) <0 /(@) 0se f(x) >0

Agora iremos trabalhar com as fun¢oes mensuraveis f : X — R tais que as integrais de f* e
f~ sao finitas e iremos denotar esse espaco por L. Assim definimos a integral de f por

| g = [ s | 5an

e f é dita integravel, se a integral acima é finita.
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Proposigao 1. Sejam f,ge€ L e c € R. Valem a seguintes relacoes

1)quuchfﬂh
2) rJ“rgdu = dewrjgdu.

.
3) | [fldp < .

ffdu‘ < [ Ifla

Agora temos um dos resultados mais importantes de teoria da medida. Ele carcteriza a
principal vantagem da integral de Lebesgue em relagao a integral de Riemman.

4)

Teorema 10 (Teorema da convergéncia dominada de Lebesgue). Seja (f,) uma sequéncia
de funcoes integraveis que converge q.t.p. para uma func¢ao f. Se existe um func¢ao integravél
g tal que |f,| < g para todo n, entao f € integrdvel e

JﬂMzhthw.

Exemplo 6. A sequéncia de fungoes (f,,) dada por

fn (SL’) _ x[avb]e—aﬂ/n

converge pontualemte para a fungao f(z) = X € | fn| < Xja. Pelo teorema da convergéncia
dominada de Lebesgue aplicado com a integral com respeito a medida de Lebesgue temos

fx[mb]e_x?/”dx =b—a.

Agora iremos definir os ultimos conceitos essenciais de teoria da medida que serao usados
ao longo do texto, que sdo os espagos LP(X). Antes disso iremos definir uma classe de
equivaléncia. Diremos que f é p-equivalente a g se f # g q.t.p..

Definigao 13. O espago L'(X) é o conjunto das relagoes classes de p—equivaléncia integra-
veis, ou seja, f € L'(X) se qualquer fungao f da classe de equivalencia de f atende a

| 1< 2

e felP(X)coml<p<oose|ffel}X).

O espago LP(X) é extremamente rico em propriedades topologicas e algebricas para limi-
tagoes. Vamos listar as que serao usadas com mais recorréncia ao longo de texto.
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Teorema 11. O espago LP(X) é um espago de Banach com a norma

151, = ( [1rvan)

1) (Desigualdade triangular) ||f + gll, < ||fll, + lgllp

e valem as sequintes propriedades

2) (Desigualdade de Holder) Se f € LP(X),g € LY(X) com 1/p + 1/q = 1, entdo fg €
LNX) e
fglle < [11lpllgllq
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1.3 Transformada de Fourier e Espaco de Schwartz

Aqui iremos analisar o operador transformada de Fourier no espaco de Schwartz e suas pro-
priedades para a resolucao de EDPs.

A seguir iremos introduzir uma nova notacao que ira simplificar o texto quando estivermos
utilizando muitas derivadas parciais.

Definigao 14. Dados o = (o, , ) e N" e x = (2, -, x,) € R" definimos por

L |lo=a1 +- 4+,

a 501,02 e}
2. 2% =x{tay?an
3. D olel

= T aan
e a é chamado de multi-indice.
Agora iremos definir um dos operadores mais importantes da teoria de EDP. Ele surge
naturalmente da teoria de séries de Fourier na tentativa de resolver a equacao de calor para o

problema de uma barra infinita. Apesar da simplicidade de sua defini¢ao, ele possui aplicacoes
muito variadas, como veremos a seguir algumas delas.

Definigao 15. Seja f € LY(R™). A Transformada de Fourier de f é dada por:

F(f)(©) = @m)T% | fle)e™"dz

E de fato a defini¢ao acima faz sentido pois:

'(27)(_3) f(z)e ™ dx
R

< @m0 j @)z = 2m) D £l

n

Veremos a frente que a transformada de Fourier possui varias propriedades para resolugao
de EDPs. No entanto para podermos utilizar esse operador linear magico precisamos garantir
que podemos aplica-lo tantas vezes quanto necessario e inverté-lo. Infelizmente a condicao
de f pertencer a L'(R") nao ¢é o suficiente para trabalharmos livremente. O exemplo a seguir
ilustra esse fato.

1 <1
() = { se |zl

0se |z[]>1

Agora calcularemos F(u), logo
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e~y (z)dw

J

= (QW)(_%)J e e dy
J
2

que ¢ uma fungao que nao pertence a L' (R). Para contornar esse contratempo iremos definir
um novo espaco para trabalhar a transformada de Fourier.

Definicao 16. Diremos que uma func¢ao f pertence ao espaco de Schwartz se for infinitamente
diferenciavel e
2% fP(2)] < Cap VreR"

onde aw € N™ é um multi-indice. Iremos denotar o espago de Schwartz por S(R").

Pela definicdo acima vemos que se f € S(R") entdo f((x) e f(x)z® também pertencem
a S(R™). Além disso, se f € S(R") entao f e LP(R") com 1 < p < o0, pois

C ) coy
N < i = o 1P < | (o) @

majorando a ultima integral, temos

C )p f 1 J 1 J 1
| dx < C? —————dr =C"? —————dx+C? —————dx.
JR" <(1 + ||2] ) re (14 [[][)" B, (1+ ||z|*)" re—p(o,) (1+ ||2|*)"

Como a primeira integral é limitada, vamos apenas analisar a segunda, assim

1 1
1 < J LI
JR"—B(O,l) (1 + [[=]]?)m Rn—B(0,1) | T[*"

Pela desigualdade entre as médias aritimética e geométrica, temos

n -1
1
—— _dr < J xi) dr = 2".
fRn—B(o,l) ||[ ™ n—B(0,1) (1!:[1

Outra propriedade interessante ¢ a continuidade uniforme das fungdes de S(R™). Seja f €
S(R™). Sabemos que existe uma constante C, tal que (1 + ||z?|])|f(z)] < C, assim

c c
L[l 1+ [yl

[ly[1> — [l=]]?| ||| + [yl
=C =C yll — [1x]]] -
G+ B0+ oD~ ST el + o I

(@)—f ()] < '
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Como a funcao
||| + [[y]]
(L + [lzl)(X + lyl[*)

é limitada, temos o resultado.
Temos aqui algumas propriedades algébricas da transformada de Fourier em S(R").

Teorema 12. Se f : R" — C for uma func¢ao em S(R™), entao :
i) F(f) € infinitamente derivdvel e

D°F(f) = F[(—i)"lz"f];
ii) F[D*f] — il F(f];
iii) F(f) € S(R).

Demonstragdo. i) Como f € S(R™) entdo f € L'(R") e a funcao g = e ¢ possui derivada
parcial em relagao a £ limitada, logo atende as hipoteses do teorema de Leibnz (demonstracao
em [6]), assim para a = e

DOF[/] = (27)3 f n%dw
= (27r)(_3)f —izyf(r)e " dx

= F(—izf)

e para o caso n basta compor as derivadas.

ii) Para o = ey, por integragao por partes e pelo teorema de Fubini temos:
FID*f] = (2m) D |
= J (e”gf(x)ﬁg + z{f emg’“f(x)dxi> dX
Rn—1 R

D f(x)e ®*dx = (27)(3)J J ﬁf—(x)e’ig'“d:cidX
Rr—1 JR al'k

como f € S(R™) logo se anula no infinito, assim

F[D*f] = i€ | e f(x)dz; | dX = i&F(f),
Jo. (e )

e
Rn—1 R
para os outros casos basta compor o caso anterior.
iii) Utilizaremos os itens anteriores, assim:

EDPF(f) = &°F[(—i)12? f] = F[i 1D ((—i) /127 ).

Como g(x) = D*((—i)/#l2? f) nada mais ¢ que um polinémio multiplicado por alguma deri-
vada de f logo também pertence a S(R") logo F(g) é limitada. O
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Definigao 17. Dadas duas fungoes f e g em S(R"), definimos seu produto de convolugio por

(f=9)(x) = . f(x—y)g(y)dy.

Note que a integral acima converge uniformemente, pois

. flx—y)g(y)dy < M | |g(y)ldy < o

Rn

onde M = max |f(z)|. Aplicando a mudanga de variavel x — y = u temos

(f = g)(x) = (9= f)(z),
logo a operacao acima ¢ associativa. Note que a menos da existéncia do elemento neutro,

a operacao acima define uma estrutura de grupo abeliano. Veremos mais adiante que esse
elemento ¢ a distribuicao delta de Dirac.

Teorema 13. Se f e g pertencem a S(R™) entao:
1) (fxg)(x) e C* e D*(f xg) = (D*f) xg = f = (D%);
2. ) Se m = 0 inteiro entdo:

2"(frg) =) (?) (@ f) * (2™ *g);

k=0

3. ) (f=g)eS(R").

Demonstragao. 1)Note que

1" (2 = y)g(y)] < Mlg(y)| e [¢"™ (x — y) f(y)| < K| f(y)]

onde M = sup |f™(z)| e K = sup|g™(z)], logo a integral converge uniformemente e vale o
teorema de Leibniz, assim

(DYf)xg=D(f=g)=D%g=[)=f=(D").

2)Como
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temos

Il
Eonl
i
o
> 3
v
H
|
s
RS
T
=
=
s
=
<

I
NgE

3) Por 2) ja vimos que (f = g) € C*. Além disso

(s 2( ) (D) ")

Que ¢é limitada pois z*(D"f) e 2™ *g € S(R").
[

Agora iremos provar o teorema de inversao da transformada de Fourier, que tem como uma
consequéncia que a transformada de Fourier define um automorfismo de S(R") em S(R™).

2
Lema 4. A fungao ¢(§) = %ﬁe_% pode ser expressa atravéz do seguinte operador integral:

Y(E) = JOO e~ cos(x)dx = %ﬁef

0

Demonstracao. Primeiramente note que a integral acima converge uniformemente para todo
&, pois

e cos(z€)| < e

Q0
f e dy = ﬁ

0 2

assim pelo teste M de Weierstrass converge uniformemente.
, . . _ 2 , . .
além disso a integral de —xe ™ sen(x€) também converge uniformemente pois:

\xe’IQ sen(x)| < |31:e’9”2 |

26



JOO 21
re ' = =
0 2

Agora integrando por partes —xe’IQSen(:BE) temos

v =5 [ e eos(eerdr = ~Su(e)
0
logo v satisfaz a equagao diferencial
R
Y+ 51/1 =

com a condi¢ao inicial

o que implica

Lema 5. Dados € > 0 e n > 0 existe ng tal que, para todo n > ng temos

—uuu2

j|u|l>n(n\/_) du < e.

—[[u]|?
e 1 du
n

converge, temos que dado € > 0 existe r tal que

|u
f du < e.
||UI|>7“

Além disso, existe ng tal que r < ngny/m. Assim, para todo n > ng temos

|u
f du < €,
HUI\Znn\f

fazendo a mudanga de variavel u = n\/my, temos

Demonstra¢ao. Como a integral

[ul|? —HuH?n

f e 1 du= J (ny/m)"e dy
|lul|Z=nnvT llyl|=n

—HuHZ 2

g ﬁy (nvmye W
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Teorema 14. Seja f : R" — C uma fungao de S(R) e F(&) sua transformada de Fourier,

entao

fla) = 2m)3) | <R (©)dg
R
Demonstragao. Defina a sequéncia (f,(x)) por
) = 2m) " [ e

—lle|[?
Agora seja g(y, &) = /@ Ve e f(y), assim

L€l |?

ol IO

€2
n2

|t oty =5 [ 1slay

€
| oot =1l | et ae
logo
Jn f 9(y, &)|dydE < o
e

Jn f lg(y, €)|dédy < 0.

Agora podemos utilizar o teorema de Fubini nas f, para calcula-las.

fa) = @0 [ g | et
a7 | )| coslle - g gy ) [ 5) [ senlte - e
—Cn) | ) | coslla = n)gie dsay

Note que

| coslta—mgre ¥ ag = | cos [Z ~u, @] W

r

M:

R

[COS[ 1 —y1)&1]cos <

=2

(3

—(z1— y1)2 2
dx = n\/me ,

r

M:

cos[(z1 — y1)&1]cos
R’ﬂ

V)

Pelo lema 4 temos que

51

e cos(z1 — y1)¢]

J
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n2

d€dy
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logo

| coslto = e F g = (mympre

Assim
—[lz—y|®n? yu2 2

fulx) = (27T)_" fy)(nvm) e dy.
Afirmamos que f,, converge uniformemente para f. Primeiro note que

(ny/m)" plle=ple? 31/%n? /T —ller—v1 1120 (ny/m)" RIS vl %0 (NA/T)™ —llzn—ynl®n?
Jo. G = [ e [ T L R S

Cada uma das integrais separadas é uma gaussiana normalizada, ou seja,

Jn (7(12\7/ng SIS Qdy .

assim

*Hul\

o) = £ = |2 [ 17 =) = s(@nvaye ™ au).

Pelo lema 5, dados € > 0 e n > 0 existe ng tal que

e Ju%v(nﬁ)

—Hul\z 2

du < e.

Disto temos que

*Hul\

(@) = f(2)] = ‘(%)‘"J [f(z —u) = f(@)](nv/7)"e du

—HuH —H?H n?

(2m) an (ny/m)e + (27r)"fllu”<n[f(x—u) F@)(ny/m)e 42 g

n —Hul\2 2
<eM+|em) | (o) - fanymre ™ du
|lull<n
onde M = max{f(x —u) — f(z)}. Como as func¢oes de S(R") sdo uniformemente continuas
e ||z —u — z|| < n, podemos tomar 7 suficientemente pequeno para que f(x —u) — f(x) <,

logo | fn(x) — f(z)| < e(M + 1). Resta provar que

() = 2m)8) | eep ()i

a2
& VF(§)d¢ converge para 0.

ou seja, provaremos que f (1 —e

Rn
Dado € > 0, tome &, tal que

| @< S
[1€]1>€o
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—1€112

Como & ¢ fixado entdo tome ng tal que 1 —e > < 7 , para [[{]| < & e n = ng, onde
M = maz|F(€)| e K é a medida de B(0,&).Logo

—l1e11? —llell?
n2 2

NF@W%+J (1-en

l1€]l<&o

)IF(&)]dE

fnemfa —en§2|2)F(f)d§' <f| (1—e

€11>€o

13
< 2f IF(&)|dé + ——M2K < e
lgl1>o AMK

Teorema 15. Se f e g pertencem a S(R™) entdao

F[f«g] = (2m)"F[f]F]g]
e vale o resultado acima para a transformada inversa.

Demonstrac¢ao. Como
J ] (= y)g(y)e ™| dady <

R’I’L

|| 15 = wtwre iy <

R
logo vale o teorema de Fubini, assim

F[f ] = eﬁﬁkf@wmw@m:

~
JR
r

= [ ] e st = ey
R “JR

dx

[

r

= [ st [ e - gy ay

= | 9(y)e ™ [(V2rm)"F(f)]dy

JR

— [ gy ay(vamF ()

JR

= (V27)"F(9)(vV2n)"F(f)

Corolario 3. Se f e g pertencem a S(R"™) entao

F(fg] = (2m)"F[f] = F[g]

e o mesmo resultado vale para transformada inversa.
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Demonstragio. Sejam F[f] = F e Flg] = G. Entdo FCV[F] = f e FEV[G] = g. Pelo
teorema anterior

fg=(2n)"FY[F « Gl

Aplicando a transformada de Fourier na igualdade acima temos

Flfg] = (27)"F + G.

]
Teorema 16 (Plancherel). Sejam f,g € S(R™) entdo
|, gt = | BlriFTlas
R™ R™
Em particular
1 1Z2@ny = [IF (D Z2@n
Demonstracao. Note que
1 ot
J, FUFIlas = o [ B | g
_ prony iz
= Wt J;Rn g(x) J ) F[f]e™ d¢dx
= | 9(@)f(x)da
Rn
]

Agora que temos um espago suficientemente regular para trabalhar a transformada de
Fourier, iremos encontrar seus autovetores e autovalores.

Iremos provar a seguir que L?(R") admite base ortonormal enumeravel composta por
fungoes de S(R™) e, consequentemente, S(R") é denso em L?*(R™). A demonstragao deste
é feita de maneira surpreendente, pois os candidatos serao exatamente as auto funcoes da
Transformada de Fourier e para o caso de S(R) estas serdo encontradas através da resolugao
de uma EDQO. Veremos no Capitulo 2 uma visao mais detalhada sobre a mecanica quantica,
mas para um modelo quantico de oscilador harmonico. Um sistema quantico é chamado de
oscilador harménico quando a for¢a que atua na micro particula é dada por F(z) = —z, com
x € R™. Para o caso unidimensional, a equacao de Schrodinger nos diz que a funcao de onda
atende a

5o h?

ihg(t, x) + %Agb(t,x) = 22p(t, 7).
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Como existe uma for¢a atuando no sentido contrario do movimento, é natural esperar rapido
decaimento a medida que |z| cresce. A solugao geral do problema acima é dada por

onde FE, e 1, atendem a:

—22715 +ao?2?) =a’EY zeR
lim ¢(z) =0 (1)
|z|—c0

Iremos buscar solucdes da forma ¥(z) = y(z)e ¥’ onde B é uma constante positiva.

Substituindo na EDO temos

—y" + 28y + 4Bxy — 48%2%y + o2’y = o*Ey.

Tomando 8 = § a EDO acima se torna

y" —2axy + (a*E — )y = 0.

Para simplificar os célculos, considere a mudanga de variavel £ = /azx. Agora temos a
seguinte EDO

d?y
ag %

dy
oy =0 2
Je Ty (2)
onde p = (O‘EQ_l).

Como as fungoes p(z) = 2z e ¢(x) = 2p sao analiticas com raio de convergéncia infinito,

iremos buscar solugoes em séries de poténcias

[es}
y(ZE) = Z an$n7
n=0
disto temos que
22 9 i n
r—— = NI
dx oy
e
d?y i 2
— = ) azn(n—1)z""
dz? =
a0
= Z an(n+2)(n+ 1)z".
n=0
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Substituindo y(z) na EDO temos que

o0
2pag + 2as + Z z"[(n +2)(n + 1)aps2 +2(p —n)a,) =0

n=1

ou seja, os coeficientes devem satisfazer a seguinte equagao de recorréncia

{az = —Paop
_ 2(p—n)
nt2 = —(néwam n<l1

onde para cada par de valores (ag,a;) obtemos duas séries, uma apenas com as poténcias
pares e outra apenas com poténcias impares. Em particular para ag = a; = 1 temos as
seguintes séries

%&ﬂ=1—%§+2%@—%%—~-
3 5
() =z -2 -5 +22(p-1)(p-3)%.

Temos a solucao geral de EDO que foi trabalhada acima, resta encontrar as solucoes que
se anulam no infinito.

Teorema 17. Sejam y, e yo as fungoes definidas acima. Entao,

[V

T

1. |1|im yo(z)e™ 7 =0 se, e somente se, pe N e € par;
T |—00

(S

. - s -
2. lim y(x)e”z =0 se, e somente se, pe N e € impar.
|| —o0
Demonstragao. Iremos demonstrar apenas o item 1, pois o 2 é andlogo. Se p € N entao yg é
um polinémio logo

M)

x

lim yo(z)e™ 2 = 0.

|z|—c0

Se p nao é um inteiro par entao yo(x) é definida por uma série de poténcias pares, que iremos

representar por
o0

i) = ) e

k=0

onde os coeficientes sao dados pela formula de recorréncia

2(2k — p)
2% + 2)(2k + 1

ap =1 ,a2k+2=( )a%, k=12,

2
~ —z 3 . A .
Escrevendo a funcao e~ em série de poténcia em torno de x = 0 temos que

2

o0
ez = Z b2
k=0
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onde by = 2,%,“, logo

I ()—% . ag + asx? + agxt + - -
11m = 11m
|| =00 Yol® lz| >0 by + box? + byxt +

Agora seja kg o niimero natural tal que 2ky < p < 2kg + 2. Dai segue que

(=Dk  sek <k

inal —
sima (a2k) {(_1>k0 se k > k.

Sem perda de generalidade iremos supor ky par. Neste caso asg,, Goky+2, - 580 positivos.

Como
kv _ 2(2k —p) ae
b2k+2 (2:1{? + 1) ka

_2(2k —p)
lim ———= =
temos que existe k > k; > kg suficientemente grande tal que

A2k+2 A2k

b2k+2 b2k

. a
de onde se concluiu que para C' = =L, vale

2
bag,

Aoy +2 > Cbogy 12

oy +4 > Cbop,y 44

A2y +2n > Cbogy 420

Colocando em evidéncia a poténcia z?*' em (3) temos

(agz™2M + -+ + agpy 277 2) + Qopy + Aogy127? +  (apr T + -+ agg, _2772) + Cbyy,

+ Cbgk1+2$2 + -

>
(bo(L’_2k1 + -+ bgkl_zl‘_2> + b2k1 + b2k1+2$2 + - (bol‘_le + -+ b2k1_2$_2) + bgkl + kaH_Q.TQ + .-

Seja g(z) = bog, + o, 1272+ -+ etomando b= sup b;ea= inf q; e analisando |x| >
i<2k;—2 1<2k1—2
temos que
—2kq
(apx™2K + - + agp, 027 2) + Chop, + Cbog, 102% + - - - - az—2k + Cg(x) _ g(x +C
(bor=2k1 4 - 4 bopy 90 2) + bog, + bogy 4022 + -+ b(ky)a2 + g() b;”(—;) +1

Como llllm g(x) = +0 temos que
x|—00

_(2'“)1 +C
felto b+ 1
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22

consequentemente, ‘llim yo(x)e 2 = C.
T |—00

]

Chamaremos de n-ésimo polinémio de Hermite as solugoes de (2) que se anulam no
infinito com p = n e iremos denotados por P,(x).

Agora nota-se claramente que as solugoes do problema de Cauchy (1) pertencem a S(R).
Assim tomando o = 1 e para cada E € N temos uma EDO

cuja a solucao geral é da forma

Sabemos que para que as solugoes se anulem no infinito nao podemos ter, simultanea-
mente, ag e a; nao nulos. Aplicando a transformada de Fourier na EDO acima temos

~-F <d2—f> + F(2*f) = EF(f)

dax?

pelas propriedades da Transformada de Fourier temos que

P(T) = —ew(y)

F(22f) = j—em

logo teremos a mesma EDO inicial, porém aplicada na Transformada de Fourier de f. Como
provado acima as tnicas solugoes que se anulam no infinito sdo da forma

_ 22

wp(x) = Py(z)e 2

logo verifica-se que F(w,(x)) = c,w,(z), pois o conjunto das solugdes que se anulam no
infinito tem dimensao 1 sobre R. Iremos denotar w,, por n-ésima funcao de Hermite. Para o
caso de R™ basta aplicar o teorema de Fubini é imediata a verificacao que fungoes da forma

w(x) = wh, (21)w, (22) - - W, (T0)

sao auto fungoes da transformada de Fourier em R™. Ainda podemos determinar todos os
possiveis valores de ¢,. Faremos isso provando o seguinte teorema.

Teorema 18. Seja fe S(R™) entao



Demonstracao. Note que é suficiente provar que

assim

]

Pelo teorema anterior, temos que o polindmio anulador de F é 2* — 1 logo suas raizes e,
consequentemente, os autovalores de F sao 1, —1, —i e . Disto temos que todos os possiveis
valores dos ¢,, estao determinados.

A seguir veremos que as autofungoes da transformada de Fourier formam um sistema
ortogonal completo de L?*(R™), consequentemente, podemos extrair um sistema ortonormal
completo. Provaremos a ortogonalidade das funcoes de Hermite. Faremos para a reta, mas
o teorema de Fubini garange para R™.

Seja wi(x) = Pp(r)e™ a k-ésima funcdo de Hermite. Note que ela satisfaz a seguinte
equacao

(wg)" + (2k + 1 — 2*)wy = 0 (4)

pois esta ¢ a EDO (2) com o =1e E = 2k + 1.
Multiplicando (4) por w,(z) temos

(wi)"wy, + (2k + 1 — 2*)wpw, = 0

analogamente

(w,)"wy, + (2n + 1 — 2®)w,wy = 0.

[gualando as duas expressoes temos

(W) wy, — (wy)"wy, + 2(k — n)w,wy = (wWiw, — whwy) + 2(k — m)wyw, =0

integrando em ambos os lados e utilizando o fato que w,, € S V n € N temos
2(k —m) f wi(x)wy,(x)dx = 0
R

como queriamos provar.
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Devido ao fato de todas as w, € S(R™) temos que elas também possuem norma L?(R)
finita. N&o iremos calcular explicitamente a norma de w,(z) nesse trabalho, mas pode-se
consultar [5] para uma demonstragao de

J lw, (2)*dz = 2"n!l\/7
R

Seja
W) = Uk (@)  w(r) wg, (@) |
|lwi, (@)]|22 [Jwey (@) ][22 [|wi, ()]] 2
onde o = (ky, ko, -+ , k). Utilizaremos o Teorema 6 para provar que {W,(z)} com o € N

sao uma base ortonormal de L*(R")

Teorema 19. Seja f tal que

fx)Wyo(x)de =0  para todo o € N"
R

entio f(x) =0 q.t.p. .

Demonstra¢ao. Novamente, faremos o caso unidimensional e o caso R™ ¢ garantido pelo
teorema de Fubini. Defina G : C — C por

G(z) = fR f(x)e % d.

Note que a integral converge para todo z fixado, assim temos uma funcao inteira que atende
as hipoteses do teorema de Leibniz, donde

G (0) — JR F@) W (2)dz = 0

Logo G(z) = 0, pois sua série de poténcias em torno do 0 é identicamente nula. Em particular
para z = iy, logo

JR F(2)e" = dy = /I F (f(x)e%“”z> _0

Como ja foi provado que a transformada de Fourier é um isomorfismo sobre S(R™) temos que
a2
f(x)e=z =0, logo f(x) =0 q.t.p. . O

Assim pelo Teorema 7 temos que o conjunto {W,(z)} ¢ uma base ortonormal de L?(R").
Como aplicacao dos resultados anteriores iremos resolver a equagao de Laplace via transfor-
mada de Fourier.

Considere o seguinte problema

l

0 emy >0

Ugy T Uyy
{u(x,()) = f(z). (5)
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Aplicando a transformada de Fourier em (5) em rela¢ao a variavel x temos

Uyy(g, y) = §2U(£7 y)
onde

V(e y) = mf “isty(z, y)da

Assim para cada £ fixado temos uma EDO de coeficientes constantes e sua solugao geral
¢ dada por:

U(E,y) = Crelflv 4+ Che ey,
Como U(,y) — 0, quando |£| — o, temos que C; = 0 logo

Uy = Che™ Il

onde Cy = U(&,0) = F(&). Utilizando o Corolario 2 para calcular a Transformada de Fourier
inversa temos que

u(z,y) = (2m) "L f « FCD [ lé]

- 0+ ||

1 yf(t)
-] )

™I (1 + (= 1)?)

A fungao P(z,y) = 332 +y2 ¢ chamada de nicleo de Poisson. Um célculo rapido mostra que

P(z,y) satisfaz a equacdo de Laplace com y > 0 e

f P(x —s,y)ds = 1.
R
Resta concluir que a nossa candidata a solugao atende a equacao de Laplace e

lim u(x,y) = f(x).

y—0*

No entanto f(x) precisa de algumas restrigoes para a solugao fazer sentido. Isso sera provado
nos seguintes resultados.

Lema 6. Para toda f € C'(R) limitada e I = [a,b] € R, temos
lim | P(x—s,y)f(s)ds = f(z) VzeR

y—0T Jr

e o limite é uniforme em 1.
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Demonstragao. Tome M > 0 tal que I < [-M, M]. Provaremos que o limite ¢ uniforme em
[-M,M]. Seja ¢ > 0. Como f é uniformemente continua em [—2M,2M], logo existe § tal que

0<b<M, |o—s|<5=|f(x) ~ fls)] <

logo

< [ Pla=s.)lfts) - flas
- f' . P(x —s,y)|f(s) — f(z)|ds + J Pz —s,9)|(f(s) = f(z))

‘LP@—stﬂ@—f@H%

d:

—s|=0

€ 1 Yy
< QJRP(x—S y)ds + — Jl 5| f(s) — f(z)|ds.

z— s\>6y + (:L‘_S)Q

Como f ¢ limitada temos

ds

LP@—ﬁwHﬂ@—f@H e I

(5w (2)

ﬁ'|q=‘|<3

além disso existe n > 0 tal que
0<y< T t (5) <

= |- —arctan | — || < — =

Y=y y/| S ac2

logo para todo x € [—M, M] temos que

~&P@—swﬂﬂ@—f@ﬂ%

com 0 <y <.

Teorema 20. Seja f € C(R) limitada. Entao a fungao

(2.1) f=P(x,y) sey>0,reR
u(x,y) =
Y f(z) sey=0,reR

¢ solugao de (5).
Demonstragcao. Note que

OpP(z,y) = T (@2 + g2
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L qul(z,y
Oy Pa,y) = ;(IQ _E y72>21+1
onde p, e g, sao polindmios nas variaveis x,y e seus graus na variavel x ¢ menor ou igual a
n + 1, logo

J |02 P(x — s,y)|ds < o

R

J |0y P(x — s,y)|ds < 0.
R

Pelo teorema de Leibniz podemos derivar sobre o sinal de integracao,

Au(z,y) = J AP(z —s,y)f(s)ds =0

R

assim u(z,y) € C®(w) é solucao da equagao de Laplace em w onde w = {(z,y) € R%y >
0} O

Implicitamente fizemos algo muito interessante no exemplo acima. Note que em momento
algum requisitamos f derivavel e ainda assim a nossa solucao é de classe C'°. Intuitivamente
ao integrarmos ganhamos o direito de derivar uma tnica vez, porém quando multiplicamos
pelo fator P(z,y) nés conseguimos "passar a derivacao'para ele. Isso gera uma pergunta
natural: Serd que é possivel derivar fungdes apenas continuas se multiplicarmos por um fator
nao nulo adequado e integrarmos?

Na nogao classica de derivada infelizmente isso nao é verdade, mas iremos introduzir uma
nova no¢ao de derivada que ird nos permitir derivar fungdes LP(R) assim introduzindo um
novo conceito de solucao para EDPs.
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2 Espacos de Sobolev com indice natural

Nesse capitulo veremos um espaco onde podemos definir um novo conceito de solugoes de EDP
e suas propriedades fundamentais. As principais ferramentas para anéalise da regularidade
dessas novas solugoes sao os teoremas de imersao, que nos permite falar de propriedades das
solucoes classicas a partir dessas novas solugoes.

2.1 Definicao e topologia

Primeiramente iremos motivar a teoria com um exemplo. Considere o seguinte problema.

{u’ = f(x) em (—1,1);

u(0) =0, (6)

onde f é definida por
-1 sexe(—1,0);
flx)=<0 sexz=0;
1 sexe(0,1).

Integrado (6) temos e substituindo a condigao inicial temos

Usualmente teriamos um absurdo, pois u nao seria derivavel em 0. Assim o problema nao
admite solucao no sentido cléssico, porém se antes de integrarmos, tivéssemos multiplicado
(6) por uma fungao 1 € C1[—1,1] tal que ¥)(—1) = (1) = 0 e integrando por partes,
teriamos:

fluvdx -~ | v v eCh(=11), w1 = v(1) 0 (7)

Note que se definirmos a solugao de (6) como uma fungao u(x) tal que satisfaz (7), terfamos
que |z| é solugao de (6). Esse pensamento nos induz a definir um novo espago onde as fungoes
sao fracamente derivaveis assim o problema acima tem solucao se estivermos considerando
essa nova derivada.

Iremos definir agora o principal foco desse trabalho. A derivada que estamos acostumados
a ver, apesar de ser um operador linear, ¢ em geral um operador linear descontinuo em espacos
de funcgoes, ou seja, a classica frase "derivar é mais facil do que integrar" nao é valida nesse
contexto. Para contornar a situagao iremos transformar a derivada em um operador integral
analogo ao que fizemos no exemplo acima.

Definigao 18. Seja pe R com 1 < p < . O espago de Sobolev W*P(R") ¢ definido por

WhP(R") = {u e LP(R™);3 g € LP(R™) tal queJ uDpdx = (—1)'@'J gpdz ¥ ¢ e S(R"),Y |a| < k}
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A definicao acima induz uma derivada mais fraca. Vamos mostrar isso para funcoes de
f : R — R tais que f e sua derivada pertencem a L'(R). Naturalmente induz o raciocinio
para varias variaveis. Note que para toda ¢ € S(R) temos

(fo) = fo+d'f,

integrando em ambos os lados sobre R temos

fo|”, - fR fodr + fR ¢ fd.

Como lim ¢ =0 e f é limitada, temos

|z]—00
fR ¢ fdz = — JR F'oda.

Logo temos que se f é derivavel entdao f € Whl. Assim dizemos que se f € WHP(R™) entdo
f é fracamente derivavel de ordem « e sua derivada fraca é dada pela funcao g na definicao
de espacos de Sobolev.

Proposigao 2 (Propriedades algébricas da derivada fraca). Sejam f, g € WP(R"), entdo

L D(f +g) = D*(f) + D*(9);
2 (Formula de Leibniz) Se f € S(R") entao

@ _ a ol Ié] a—p
D*(fg) = fD%g + ;) Bila a2 NO )
p<a

Demonstra¢ao. Sabemos que existem funcgoes ¢ e p tais que

n n

fD%dx = (—1)l°l | gupdax e J gD%pdx = (—1) f pdz
R

Rn

para toda ¥ € S(R™). Somando as duas igualdades temos

f (f + @)Dz = (~1) [ gy + (~1) f oz,
n R’ﬂ

n

assim (1) esta provado. Para provar (2) usaremos indugao em |a| . Note que para |a] =1 e
para cada funcao 1 temos

|| arpruds = | gloe(e) - v .
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Como f1) € S(R™), temos que

[ oprsas— vl |

n n

pfide + (~1)° f guD" fd,

ou seja, DY(f.g) = fD%g + gD f. Suponhamos para |«| = n e provaremos para |a| = n + 1.

Note que para aumentar o médulo do multi-indice, basta derivar em relagao a alguma variavel
e denotando a composicao DD® por D™ assim

DD (f-g) =D f0og+ Y -

« g _ ag_+ o

Zi Bila— B!

p<a

(D7 f)(D*g)
Pela linearidade, temos

|
D (f-g) = fD*"'g+ DfDg+ D | )] #(Dﬁf)(pa—ﬁg)

o f)

B<a

_ Z)a+l D fD% a! l)ﬁ+1 l)a—ﬁ l)ﬁ Z)a—ﬁ+l
fD** g+ Df g+;—ﬁ!(a_ﬂ)!( F)(D*Pg) + D f( 9)

f<a

= fD**" M B a+l-p
= D g+ 2 TSI L)
B<a+1

O

Para definir espaco de Sobolev para outros conjuntos do R" temos um complicador que é
a perda das fungoes do espaco de Schwartz de se anular quando x tende ao bordo do conjunto.
Para contornar esse problema vamos definir um subconjunto especial de S(R™).

Definicao 19. Seja f : 2 — C, onde 2 é um subconjunto aberto de R™. Dizemos que f
pertence ao espago S(§2) se ¢ C*(£2) e atende a

1. Se Q nao for limitado entao para todo polinémio P(z) e para todo multi-indice « temos

lim D?[f(z)]P(x) = 0.

||2||—c0

2. Para todo polinomio P(x) tal que P(z) = 0 onde z € fr(Q2) e para todo multi-indice «

temos
L DS (@)]

= 0.
»o: " P(2)

Com a definicao acima recuperamos todas as propriedades do espaco de Schwartz, agora
iremos definir um outro espago de Sobolev que usaremos para resolver problemas de Cauchy

no Capitulo 5 desse trabalho.
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Definigao 20. Seja pe R com 1 < p < o0. O espaco de Sobolev W*P(Q) ¢ definido por

Wk?(Q) = {u € LP(Q);d g€ LP(Q2) tal queJ
Q

Um caso especial é quando temos p = 2, nessa situagao utilizamos a seguinte notagao:
H™Q) =W™(Q) e H™R") =W™*R").

Em ambas as defini¢oes acima temos uma estrutura de derivada fraca, porém a diferenca
crucial é o bordo, ou seja, se nossa analise serda global ou sera restrita a um subconjunto
do R™. Em outras referéncias o espaco de Sobolev é definido sobre as funcoes teste em um
aberto qualquer de R™, porém em ambos os casos os resultados apresentados nesse capitulo
sao validos. A escolha de trabalhar a estrutura de derivada fraca sobre o espaco de Schwartz
nesse texto foi apenas por familiaridade maior com o mesmo nos estudos sobre transformada
de Fourier. Nesse trabalho quando especificar a dimensao nao for relevante iremos denotar
Wm™P(R™) simplesmente por W™P.

Teorema 21. O espago de Sobolev W*P(Q), com 1 < p < o, é um espago de Banach com
a sequinte norma

[ f D ufPdz
Q

la|<k
Demonstragao. Seja (u,) uma sequéncia de Cauchy em W+P(Q). Como
unllwer@y 2 [D%unllr@) ¥ a;laf < k.

Assim (D%u,) sao sequéncias de Cauchy em LP(2) para todo o com |a| < k, logo cada uma
delas convergem para alguma wu, em LP(2). Temos

f u, D*Ydr = —f uptpdr Y h e S(Q),
Q Q

onde u? é a a-ésima derivada fraca de u,,. Tomando o limite em n (teorema da convergéncia
dominada)

L uD*Ydx = —f uabdz ¥ b € S(Q).

Q
Logo u € W’”’(Q), pois D*u = wu,. Resta provar que wu, converge para u na norma de
WHkP(Q). Dado € > 0 existe ng suficientemente grande tal que

@ p € g
|| D% _uHLP(Q) < (m)

logo, somando em todo os « e tirando a raiz de indice p temos

[ty — ullwrr) <€
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Note que H™(€2) é um espago de Hilbert, pois admite naturalmente o produto interno

(Fg)umey = 3, | DfDvgde = 33 (D1, D)1

lal<k (D) la|<k

Mais a frente veremos que os espacos H™ estao intimamente ligados a transformada de
Fourier.

Observagao 1. Note que a convergéncia em W"P()) implica convergéncia em LP(§2). Um
fato nao 6bivio é que a convergéncia em W™P(()) implica a existéncia de uma subsequéncia
que converge q.t.p. Iremos enunciar esse resultado e sua prova pode ser encontrada em |[6]
como caso particular da Proposigao 13.17:

Seja p € [1,4o|. Se f, e f € LP(Q) sao tais que ||f, — f||zr() — O entdo existe uma
subsequéncia (f,,) tal que f,, — f q.t.p..

Intuitivamente, o espaco de Sobolev tem uma topologia naturalmente semelhante a topo-
logia de LP(R™). Uma propriedade das fungoes de LP(R™) é o decaimento no infinito. Como
j& vimos no capitulo anterior as fun¢oes da forma 2"e~"/? formam um conjunto denso em
L*(R™). A partir dessa ideia vamos provar o seguinte teorema.

Teorema 22. S(R™) ¢ denso em WP,

a2

Demonstragao. Defina p,(x) = e » . Essa sequéncia tem as seguintes propriedades
1. pn(z) < 1 para todo n e N
2. Para todo multi indice « # (0, ...,0) temos

My

Dpa(2) <

para todo z € R"

g2
Note que para toda fungdo u € LP(R") temos que |u| = ue ™ , logo pelo teorema da
convergéncia dominada

pnu — uwem LP(R™) e (D%,)u — 0 em LP(R™), se o # 0.

Se uw € WFP pela formula de Leibniz, tem-se que a derivada fraca ¢ dada por:

o o o! o
D*(ppu) = ppD%u + ;J W(Dﬁpn)(D ﬁu)

f<a

Logo ,segue que para todo 0 < |a| < m a sequéncia (D*(p,.u)) converge para D*(u) em
LP(R™).Portanto,(p,.u) é uma sequéncia de elementos de W*? que converge para u em W"?.
Acabamos de provar que toda funcao em W¥*? ¢ limite de funcoes de WP com decaimento
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exponencial, assim resta porvar que toda funcao de W*? com decaimento exponencial é limite
de uma sequéncia em S(R™). Seja u em W*P com decaimento exponencial. Defina a seguinte
sequéncia

(@) = | ol = p)uts)y = (u+ )

Afirmamos que ¢,(z) € S(R™). Claramente ¢, (z) € C*, pois

Da<9n<x>> = Da<pn> *U

além disso

1D () = | 1" D" (e~ )u(w)dy.

Como p,, € S(R™), entéao |z|"D*(p,) < C logo

|| D% (gn(2)) < Cllul|r@n)

assim para todo |a] < m tem-se:

D*(pp * u)(x) = p, * D para todo n € N.

Como D%u € LP(R™),pelo teorema da convergéncia dominada, temos que para cada o p,,* D*u
converge para D% em LP(R"), o que implica a convergéncia em WP,
m

Nem sempre S(€) ¢ denso em W™P(Q). A saber, S(Q2) é denso em W™P((2), apenas,
quando Q¢ tem medida nula em R™. Dito isso, iremos denotar fecho de S(£2) em W™P(Q)
por W;""(92).

Agora veremos uma generalizacao da desigualdade de Holder, que iremos usar frequente-
mente ao longo do texto.

Lema 7. (Desigualdade de interpolagao) Se u € LP(Q2) n L4(Q2) com 1 < p < ¢ < o0 entao
u € L"(Q2) para todo p < r < ¢ e se a desigualdade

lul|zr @) < ||u||%P(Q)||u||1L;(QQ) (8)

onde 0 <60 < lveriﬁca%Z —i—%g.

[
p
Demonstracao. Se p =qentaor = ¢q; ser = pentao § =1 e se r = g temos # = 0. Nestes

trés casos (8) é imediata. Considere o caso 1 < p < r < ¢ < . Observe que nesse caso
0 < 0 < 1. Tem-se,da desigualdade de Holder:

1
o

J |U|rd{E :J |u’r6-&-7"(1—9)daj < (f |u‘r9a);(J |u’r(1_9)a/)a (9)
Q Q Q o
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coma=L o = g -Obseve que £ L+ L = 1. De (9) resulta

l
| tarde < il 1l

(

O 1-0)o’ .
T,logo.

Dai, notando que % —fa el _
P r
1-6 _

[, e < el ) = el < il ol

No caso 1 < p <r < o, segue-se que p = 76 e 0 < § < 1. Portanto

| e = | a0 0o < i i,
Q Q

assim concluindo (8)
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2.2 Motivagoes fisicas para espagos de Sobolev

Aqui vamos apresentar dois modelos que naturalmente intuem a necessidade de solugoes de
equacoes diferenciais que nao sao derivaveis no sentido cléssico. Esses serao mecéanica quan-
tica e fendmenos elétricos.

Os estudos iniciais da mecanica quantica foram baseados no comportamento de micro-
particulas (elétrons, protons, néutrons, etc). A diferenga crucial entre o comportamento de
microparticulas e os modelos da mecéanica classica é a incerteza. Na mecanica classica sa-
bendo a posicao e velocidade iniciais de uma particula de massa m, assim como as agoes as
quais ela esta sujeita, podemos descrever com precisao o seu momento através da segunda lei
de Newton. Os fendmenos quanticos somente nos permitem estimar valores médios das gran-
dezas envolvidas, ou a probabilidade de qual grandeza podemos medir. O primeiro postulado
da mecénica quantica formaliza esses conceitos

Axioma 2. O estado mecéanico de uma microparticula de massa m ¢ determinado pela funcao
de onda 9 (t, x), v € R?, que satisfaz a equagao de Schrodinger

(1) + 1= At ) = Ukl )

? 8t 71’ 2m Jx - Jx 71’,

onde h é uma constante universal, U(¢,xz) é uma fungao real, onde a for¢ca que atua na
micro particula é dada por F(t,x) = —VU(t,z) e |[¢(t,x)[* ¢ uma fungio densidade de
probabilidade.

O carater probabilistico da fun¢ao de onda nos intui a nos distanciar das derivadas e
nos aproximar das integrais. Algumas propriedades podem ser adquiridas apenas usando a
equacao e supondo uma regularidade inferior a da requisitada na propria formulagao original.
Se supormos que 1 € C'!' nas variaveis espaciais, multiplicando a equacao de Schrodinger por
¢ € S(R*) e supondo validez da primeira identidade de Green, temos

6—w(t,x)d:x - h—2 VoVipdr = f U(t,z)y(t,x)o(t, x)dx.
ot R3 R3

ih y o(x,t) v

Isso é o que chamamos de formulacao variacional da equagao de Schrodinger e note que, se
definirmos como solugao uma fungio que satisfaz equacao acima para toda ¢ € S(R?), temos
que 1 € C'' quando no problema original precisariamos analisar segundas derivadas de ¢. A
equagao de Schrodinger nos da prorpiedades sobre o modelo mesmo sem sabermos a solucao.
Tomando ¢ = —i1), temos

h 53 1/}<$, t)g

Como o lado direito da igualdade é um ntimero imaginario puro, temos

(. t)dr = — 2 [ (9o, 1) P — @J U, )i, ) 2dz.

2m R3 R3

1d

_ o
i | e (Tl 5w =0,

(e e = |

R
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assim concluimos que ||@||2s) independe do tempo.

Outra maneira de enfraquecer a regularidade da solugao é via transformada de Fourier.
Para o caso em que a forca aplicada na micro particula é constante na direcao do eixo x,
temos que U(t, x) = x; e aplicando a transformada de Fourier em relagao as variaveis espaciais

temos OF (1) B2 OF (1)

onde & = (£1,&2,&3). Se definirmos como solugao da equagao de Schrodinger uma solugao da
equacao acima e usando o fato que a transformada de Fourier ¢ uma bijecao em L?, entdo
aqui podemos ter solucoes que sao apenas derivaveis na direcao da forca e em relagao ao
tempo para um problema que originalmente requeria derivadas de ordem 2 em todo o espaco.

Agora veremos que alguns fenémenos elétricos podem ser modelados por uma equacao de
Laplace nao homogénea. No capitulo 1 ela foi resolvida em dimensao dois sobre condigoes
iniciais regulares. Agora iremos trabalhar um caso mais abstrato e, surpreendentemente, mais
aplicavel. A motivacao de aplicacao surge do eletromagnetismo, onde as leis que o regem sao
conhecidas como equacoes de Faraday-Maxwell

Div(D) = p Div(B) =0
rot(H) — D _ rot(E) + % =

ot 0

onde p é a densidade volumétrica da carga elétrica, D é o campo elétrico de deslocamento,
J é a densidade superficial da corrente elétrica, H é a intensidade do campo magnético, E é
a intensidade do campo elétrico e B ¢ a indugao magnética. Para o caso particular de meios
isotropicos, nao dispersivos e homogéneos as equacoes de Maxwell toma a seguinte forma
Diw(E)=L  Di(B) =0
€
rot(B) = uJ rot(E) = 0.

Assim para calcular o campo E, considerando que F = Vu temos a seguinte equacao

€

e para o campo B, como Div(B) = 0, entdao B = rot(A), para algum A. Tomando o caso em
que Div(A) = 0 temos a equagao
AA = —puJ

logo saber o comportamento do campo eletromagnético nesses casos é equivalente a resolver
uma equagao de Laplace nao homogénea. Note que em nenhum dos problemas acima foi
citado o dominio das funcdes. Supomos implicitamente que é o R? inteiro, mas existem
situagoes que é necessario um dominio restrito como pontos de interferéncia ou de isolamento,
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logo é necessério saber as solugoes para um dominio tao geral quanto possivel. Além dessa
complicagao para a anélise de uma tnica carga, podemos usar a funcao delta de Dirac para
essa analise, ou seja, temos a equagao

—Au = 6(x)

5(m)={0 sex #0

+oosex =0

onde

E notavel que a formulacio acima nio parece fazer sentido de imediato, por outro lado atende
perfeitamente ao modelo fisico de anélise cargas pontuais. Isso pode ser visto utilizando uma
propriedade da Delta de Dirac que provaremos no proximo capitulo

YAudr = | é(x)dx = (0)
R3 R3

Ou seja, podemos analisar médias da energia de um sistema com peso total em uma tnica
particula. Ainda assim a formulacao matematica esta deixando a desejar. Isso ocorre porque
nao estamos mais lidando com fungoes usuais, aqui ja entramos no territorio das distribuicoes.
Estas estao intimamente ligadas aos espacos de Sobolev de indices reais.
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3 Espacos de Sobolev com indices reais

Nesse capitulo iremos trabalhar versdes mais gerais de espagos de Sobolev. Vamos definir e
analisar os espagos H*(2), com s € R e = R” ou um aberto de R™.

3.1 Distribuicoes temperadas

Até esse momento s6 estavamos preocupados com a derivabilidade e o rapido decaimento no
infinito das fungoes no espaco de Schwartz. Agora vamos comecar a trabalhar um pouco da
sua topologia.

Definigao 21. Seja S(R™) o espago de Schwartz. Dizemos que uma sequéncia (u,,) converge
para uma func¢do u em S(R™) se dado € > 0, existe ng € N tal que

max sup { (1 + 23 F| D™ (up, — u)|} < e para todo k€ N.

ask peRrn
Além disso S(R") admite uma familia de seminormas dadas por
«
lulla,s = sup |z°u”(z)].
zeR™
Note que convergir em S(R"™) é equivalente a convergir em cada uma das seminormas
deinidas acima. Agora iremos trabalhar com o dual do espaco de Schwartz.

Definigao 22. Dizemos que um operador linear definido em S(R™) é uma distribuicdo tem-
perada se ele for continuo no sentido da convergéncia definida em S(R"), ou seja, se uma
sequéncia (f,) converge para f em S(R") entao

e iremos denota-lo por S'(R™).

A convergéncia nesse espaco sera definida pontualmente da seguinte forma

lim T, =T <= lim T,(¢) = T(8) ¥ ¢ € S(R).

n—00 n—o0

Iremos denotar a acao de uma distribui¢ao temperada em uma fungao por

T(¢) = (T, 9).

Para nao haver confusao sempre que usarmos produto interno, iremos deixar claro o espaco,
entao

(T, 9)
denota a agao de uma distribuicao e
<Il§', y)X

denota o produto interno definido em X.
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Exemplo 7. Seja f € LP(R") com 1 < p < o entdo a seguinte fun¢ao ¢ uma distribuicao
temperada

(1.0) = | F@o(a. (10

Note que o funcional acima é linear, resta provar a continuidade. Seja (1,,) uma sequéncia
em S(R™) que converge para 1, logo pela desigualdade de Holder temos

(T, (o = D < | 2ol[¥on = ¥] o
onde % + é = 1.
Da convergéncia em S(R") temos que dado € > 0 existe ng tal que
Ok !

|¢n_w| < 1
(LA e l]) (1 + 22) ()

Q=

logo

(T, (6o — 8))] < ij;dx < EJR (;dx .

7 Jr (1 + 22)1 T 1+ 22)

Assim vemos que para cada fun¢ao em LP(R™) nos conseguimos definir uma distribuigao.

Diremos que uma distribuigdo provém de uma funcao se ela for da forma (10). Usando
um abuso de notagao podemos dizer que LP(R™) < S’(R™) no sentido que para cada funcao
em LP(R"™) podemos associar um distribui¢cdo. Uma pergunta natural é se toda distribui¢ao
provém de uma fungao. A resposta é ndo. Iremos elaborar um pouco essa resposta pois seu
contra exemplo tem um sentido fisico importante.

Exemplo 8 (Distribuigao delta de Dirac). Considere uma particula P de massa m = 1 que,
no instante t = 0, encontra-se em repouso na origem de um sistema inercial (a particula nao
saird do repouso a menos que uma forga externa seja exercida sobre ela). Apliquemos uma
forga externa F.(t) em P, constante de modulo 1,durante o intervalo de tempolty, to + ¢),onde
to,€ > 0. Analiticamente temos

)= {(L00) sety<t<ise
j (0,0,0) caso contrario

Da segunda lei de Newton temos que o modulo da velocidade é dado por

0 set <t
ve(t) =R t—ty sety<t<ty+e
€ set>ty+e¢

Observa-se que para t fixado v.(t) — 0 quando € — 0.
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A intengao ¢ modelar um tnico pulso em um tnico instante assim considere | F;| = %, assim

0 set <t
ve(t) = % sety<t<ty+e
1 set>tyg+e¢

e para t fixado, temos

lim v (t) =

e—0t

0 set<ty<t
1 set >t

A partir de agora iremos apenas analisar o carater numérico do modelo, ou seja, nao iremos
mais trabalhar a forga com carater vetorial, assim F.(t) = D.(t — ty), onde

e H() denota a fungao Heaviside

0 se&<0
1 seé>=0

o~ |

Duas propriedades importantes sobre a fun¢ao D.(t — ty) sao

JDE(t—tO)dtzl, Ve>0
R

b
lim Da(t—t(])dt: 1, Va<ty<b

e—0*+ J,

Além disso, é facil ver que

e—0t

+00 set =1y
0 set#t

No caso mais geral, podemos considerar F.(t) = h(t)D.(t — ty), onde h(t) é uma funcao
continua. Assim aplicando a segunda lei de Newton, temos

&

va(t) = f Fu(r)dr — fh(t)Dg(T ~ty)dr — %f B(E + to)de

0 0 0
Tomando o limite em ¢ temos

! 0 set<t
lim | D.(7 —ty)dr = i 0
h(to) set >ty

e—0 0

Relembrando que t € [ty,to + €) temos a intuigdo de uma "fun¢do" que iremos denotar por

d(t —to) tal que
t=1
5(t — to) = {+oo se 0
0 set#t
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J 5(t — to)h(t)dt = h(to)

para toda fungao continua h(t).

A "funcgao" ¢ descrita acima define uma distribuigao pois é claramente linear e dada uma
sequéncia de fungdes (u,) € S convergindo para u temos

[ 86 = 0l = ulde = Ju(0) = u(0)] < sup |, ~ .
R

zeR

Logo o operador é continuo, assim temos uma distribui¢cao temperada.

Veremos que as distribuigoes temperadas sao um meio de estender as defini¢oes de espa-
¢os de Sobolev que vimos anteriormente. Para isso iremos antes definir a agao de operadores
classicos em distribuigoes, como derivada e transformada de Fourier.

Definicao 23. Seja T € S’(R),entdo o operador linear DT : S(R) — C tal que

(DT, ¢) = (-1)l*UT, D*¢) V¢ e S(R)

¢ chamado de derivada de ordem « de T

No Exemplo 5 tivemos a seguinte igualdade

+00 set =1
0 set#t

e—0t

Afirmamos que H'(z) = dp no sentido de derivada fraca. Note que para toda ¢ € S(R) temos

[ e - [ @ - " (@) = 6(0) = 60(9)

Exemplo 9 (Soluc¢do fundamental). Dizemos que uma fun¢ao f é solugao fundamental de
um operador diferencial D se
D(f)(x) = d(x).

A solucdo fundamental do Laplaciano em R? ¢ dada por

1

f(@) = 5= ).

Para provar isso vamos ultilizar o teorema de Green. Como ¢ (x,y) = f(|z —y|) é harmonica
fora de x = y, vale o teorema de Green para qualquer conjunto €2 limitado com fronteira de
classe C'!' que nao contenha y, logo para toda u € S(R?) temos

fg (uAY — P Au) dz = J (ug—:{: - 22) ds = JQ (YAu) dx + J (ug—:ﬁ — 22) ds = 0.
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Logo v atente a equacao de Laplace no sentido das distribuigoes para todo €2 que nao contenha
y. Caso contenha y remova do dominio a bola fechada de centro y e raio p, assim vale o
teorema de Grenn em Q, = Q — B(y, p), logo

JQP (YAu) dx = LQP (—ug—:f + @Z)Z—E) ds.

Agora iremos analisar as duas partes da fronteira. Note que, se z € dB(y, p), entao

op L, 1
me—f@%ﬁag—f@%—%p
Logo,
| 2% 45| < 2| (p)) max |V
—aS| X 4T max u
oB(yp) 0N PP
(§]

1
J u——ds = f'(,o)J uds = — uds.
0B 0N 0By.0) 27p Jonw,p)

Assim, da primeira desigualdade temos

lim I

r=0JoB(y,p) on

ds = 0.

Pelo teorema do valor médio para integrais temos

Ou seja, no sentido das distribuigdes, Af(z —y) = d(y).
O exemplo anterior ¢ muito ttil para determinar solugdes do problema
Ugg + Uyy = g(x,y)

Se v é solucao fundamental do laplaciano, entao v = g é claramente solu¢ao da equagao nao
homogénea acima.

Definigao 24. Seja T € S'(R) entdo o operador linear FT': S'(R) — S'(R) tal que
(FT,¢) = (T.F¢) Voe S(R)

é chamado de transformada de Fourier de T
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Exemplo 10. Calcularemos a transformada de Fourier da distribuicao d,, onde z € R™. Pela

defini¢ao temos

<F6a:7 ¢> = <5xa F¢>

1
(27_(_)% <Te*”ya f>

Note que a transformada de Fourier de 6 nao provém de uma fun¢ao em LP, mas é uma

fungao limitada.
Agora veremos a caracterizagao de espagos de Sobolev via distribuig¢oes temperadas. Isso

nos permitira estender o conceito de espacgos de Sobolev para indices reais. Antes disso
precisaremos de um lema algébrico para estimar fatores polinomiais da forma (1 + ||z||?)

por soma de mondmios.

Lema 8. Existem constantes C e (5 tais que

|| <m || <m
Demonstragao. Provaremos separadamente as duas desigualdades. Iremos comecar por
L+ ]z < Cp ) 2™
lal<m

que sera demonstrada por inducao em m. Para m = 1 temos

D) o = Yat 1=+l

lo]<1
Agora suponha que é valido para o caso m e provaremos o caso m + 1, assim
I+l <Gy D) 2™ = (1 + ||zl < Co(1 + |2|P) ), o™
loo|<m la|<m
donde
n
Co(L+[[zl*) D) 2* =Cy Y| 2™ ai +1)
|a|<m |a\<m k=1
_ 02 Z x2a 2 x2a)
la|<m la|l<m+1
202 Z e
|a]<m+1
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logo
(1 + el <20, Y,

|| <m+1

para todo x € R"™.
Agora iremos provar por indugao em m,

Cy Y 2™ < (L+ [z

lal<m
Para m = 1, temos

D, Z = (14 [|=[*)

o<1

Agora suponha que é valido para o caso m e provaremos o caso m + 1, assim

Cr 3w < (L el = G+ [[2l?) Y 2% < (14 [Ja] )

|a‘<m |a\$m
donde
Crl+[z|l?) ) 2™ =i e +1) ), 2™
|| <m k=1 la|<m
= C4( % + Z %)
|al<m |a|<m+1
> ). ™)
|a|<m+1
logo

LY, < (L

\a|<m+1

para todo x € R”

Teorema 23. H™(R") = {ue S'(R"); (1 + ||z||>) 2 F(u) € L*(R")}

Antes de provar esse teorema, existem alguns detalhes que precisam ser esclarecidos. Uma
davida que deve ser natural é: qual o sentido da integral de uma distribuicao? Visto que nos
sO sabemos calcular a transformada de Fourier de uma distribuicao se for aplicada em uma
¢ € S(R™). Esse enunciado é um tanto quanto abusivo em sua notagdo, mas aqui estamos

dando o seguinte sentido: existe uma constante C, tal que
(1 + [2)™(T, F ()| < O[] 2 em)
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para toda ¢ € S(R™). Nao vamos provar aqui, mas o ponto crucial das distribui¢oes tempe-
radas é o seguinte resultado:

Proposicao 3 (Teorema de representagao de Schwartz). Seja T € S’(R™). Entao existe uma
funcdo h de crescimento polinomialmente limitado e um multi-indice 3 tal que T = D®Tj,,
ou seja

7() = (D" [ WD)
para toda f € S(R™).

Assim fica claro o motivo da aplicagao da transformada de Fourier. Ela faz as derivadas
se tornarem fatores polinomiais, assim influenciando no indice de crescimento do espago

H™(R™).
Demonstracao do teorema 21. Pelo lema anterior, existem constantes C e Cy tais que

Cy Y, 2 <L+l <Cy > 2™

lor|<m |o]<m

Além disso sabemos que se u € H™, para todo |a| < m temos que

F(D%u) = (iz)*F(u)
Consequentemente (1 + ||z||*)"F (u) € L*(R") e

[ [|* = fR (1 + [J]]?)™|F (u) [Pdx
< Oy Z J |2°F (u)|*dx

laf<m
= Cy Y [F(Du())[Pdx

|| <m

=, Z J |2%| D*u|*dx

lal<m

= Ca|[ulf*

Reciprocamente se u € S'(R") e (1 + [|z|]*)"F(u) € L*(R") temos que (iz)aF(u) €
L*(R"),consequentemente F(D%u) € L?>.Logo D*u) € L* e

= 3 | IFD*)uto) s

|a|<m

Z J QOL‘F Qde

la|<m

1
< aHIUHI%
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3.2 H*(Q)com Q=R"eseR

Para simplificar a notagao iremos denotar F'(u)(z) por 4(x). Agora iremos definir o espaco
de Sobolev para indices reais nao negativos.

Definicao 25. Seja s um nimero real nao negativo. Definimos
H*(R") = {ue S"(R"); (1 + ||2[|*)2a € L*(R")}

com o produto interno dado por:

(o) = [ (14 [alP) a(o)ileda,

n

que induz a norma:

ey = [ (1 lelP)* o) P

Note que H*(R") esté4 imerso continuamente em L?*(R™), pois
(14 {2l*)" Ja(@)* = Ja(z)?

logo, pelo Teorema de Parseval

Hu| Hs(R) = HUHLQ(Rn)

Nosso proximo passo ¢ verificar que os espagos H*(R™) sao espagos de Hilbert além da den-
sidade de S(R™) no mesmo. Para isto, iremos precisar da finitude de uma integral especifica.
Essa finitude é expressa no seguinte lema.

Lema 9. Seja s > n/2, entao

1
—  d
Lna+uw%85<w

Demonstragao. Introduzindo coordenadas polares, temos £ = ry, comr > 0 e y € S"1(0).
Assim,d¢ = 7"~ drdf onde df ¢ a medida de superficie em S"~!(0). Desta forma, temos

0 ,r,n—l

1 o
 ge- f f 7 ldrdd = Vol(S™H0 f T
). T o Jy T O], Ty
Dividindo a integral do ultimo membro nos intervalos [0, 1] e [1, o]
1 1 Tn—l le'e) Tn—l
. de< V(S0 f T +J —dr]
| e ( (”[o<1+ﬂw T

— Vol(S™1(0)) UO ﬁdwr Qsl_n] .

Como m ¢ continua em [0,1] logo é limitada, assim a integral é limitada para s >
r
: .
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Ja sabemos como se comporta a topologia dos espagos H*(R™) com s inteiro e agora
iremos discutir para o caso s real.

Teorema 24. S(R"™) é denso em H*(R"™). Além disso H*(R"™) é um espaco de Hilbert e a
convergéncia em S(R™) implica convergéncia em H*(R™).

Demonstragdo. Seja (u,) uma sequéncia de Cauchy em H*(R"). Entdo (u,) e ((1+]]z]*)2,)
sao sequencias de Cauchy em L?(R"), logo existem u e v tais que

uy = u e (14 ||z][*)2ad, — v
em L*(R™). Afirmamos que v = (1 + ||z|*)2@. Para toda funcio ¢ € S(R"), tem-se:
(1 [2]?)2a, 6) = (i, (1 + [|2]]*)2¢)
limn (ad,., (1 + [|][*)2 )
{

lim((1 + ||z|[? )Q?fw(b)
= (v, 9),

I

logo v = (1 + ||z||?)24. Agora iremos provar a densidade. Dada um u € H*(R"), considere
(v,) uma sequéncia de funcdes em S(R™) que converge para (1 + ||z||?)24 em L?(R™). Note
que a funcao

1
as(1) = s
(1 +[l=[[?)2
¢ de classe C*(R") e limitada, logo
Un ()
fn(l') = B
(1 + [[=[[)=

pertence a S(R™) para todo n € N. Logo existe uma fungao v, € S(R™) tal que

gy = UnlT)
) = el )

Y

para todo x € R™. Disto temos que

[ =l

by = | (U 1aIP) (o) - Pda
= [ foule) = @+ el i) P

logo, () é uma sequéncia de S(R") que converge para u em H*(R"). Seja m > s+ n/2
entao, pelo Lema 9

C:J (1+ [|z]]?)” =) 4z < +o0,
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Para toda u em S(R™) tem-se:

m —(m—s) | ~ mnas
[ ul qu(Rn) = JR (1 + HxHQ) (1 + Ha:HZ) [a(z)|Pdz < C max sup (1 + HxH2) |D*a(x)].

|a|<m peRrn

Se (uy,) converge pra 0 em S(R"™) entao sua transformada de Fourier também converge para
0. Da ultima desigualdade decorre que u,, converge para 0 em H*(R").
[

Em derivadas cléssicas temos que o operador derivagao D; : C*(Q) — C*~1(Q) s6 pode
ser aplicados k vezes. Em derivadas fracas ja vimos que é permitido derivar fungoes continuas
entao faria sentido definir o espago W~1P(Q).

Definigao 26. Sejam s > 0 um namero real e = R". Definimos por H *({2) o dual
topologico de H*(2), ou seja,

H™>(Q)={f: H(Q) — C; f é linear e continua}.

Agora vamos caracterizar os espagos H*(R") para indice real negativo. A essa altura, a
intuicao ja nos da uma pista desta carcterizagao, pois é analoga a caracterizagao do Teorema
21 e da Definicao 19.

Teorema 25. Sao validas as sequintes afirmagoes:
o H*(R") = {f e S'(R"); (1 + ||z]])> fe L*(R™)},

o Ifllz—s@n =11 (L+1l2[1*)2 fllz2n)

Demonstragao. Seja f € H *(R"™), do teorema de Riesz temos que existe ug € H*(R") tal
que

1= @ny = [luol| s mn)

(fyu) = (u, uo) s (mn)-
Para toda p em S(R") tem-se p(z) = p(—z), logo
<JE, p) = (p, u0>H5(R”)
B f (1+ [l[2)" p(—2)tio(x)d
B fRn (1+ [1211°)” pl)ido (=) dr,

logo, f ¢ definida pela funcao (1 + ||][?)" 1o (—x), donde (1 + ||9[:H2)_7 f= (1+ HxHZ)5 p(—x) €
L*(R") e

(X +1]1?) 2 fllezny = || (1 + [|#]]%)? dol|r2rn)y = ||uo]
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Exemplo 11. A distribuigao delta de Dirac pertence a H*(R") para todo s > n/2. Seja
f e S(R™), logo

(F[3], f) = (6, F[f])
1
— )3 fRn f(z)dx = C;
logo
=s 1
10+ 1al)F P ey = 1071 | o

e pelo lema 9 a integral converge para s > n/2.

3.3 H*(Q) com seR e 2 um aberto de R"

Até agora s6 trabalhamos espagos de Sobolev sobre um conjunto bem particular. Agora
iremos definir espaco de Sobolev sobre um aberto qualquer do R™.

Definigao 27. Sejam s um namero real nao negativo e 2 um aberto do R™. O espago H*({2)
é dado por
H*(Q) = {u=v|g;ve H*(R")}.

A topologia de H*(2) é delicada de definir. Considere a seguinte aplicagao linear sobre-
jetora
H*R") - H*(Q), v —1v="1q.
Afirmamos que o nucleo de r é fechado. Com efeito, seja (v,) uma sequéncia em H*(R™) tal
que v, = 0 e v, — v em H*(R"). Tem se

r

oy = | (L4 lI2]?) [u(@) — 0(x)|*d

R"

[0 = vl

.
|, — O(z)|*dx

WV

JR”™

r

| Jouta) — (o) P
JR™

"

WV

[o(@)[*dz
Jo

logo
J lv(z)[*dx < lim ||v, — v|
Q

assim v|g = 0 mostrando que o nucleo de r é fechado. Para definir a topologia de H*(2)
vamos precisar do teorema fundamental de homomorfismos de grupo

%{S(Rn) == 0,
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Teorema 26. Sejam G e G’ dois grupos e v : G — G’ um homomorfismo. Entdo

G/N() ~ Imi

A prova do teorema acima pode ser encontrada em |Lang, Algebral. Note que H*(R")
e H*()) sado grupos aditivos com a operagao de soma de fungoes e a aplica¢ao r define um
homomorfismo entre os mesmos. Além disso defina 7 o homomorfismo canénico ou seja

7w H*(R") — H*(R")/N(r)

m(x) =7,
onde as classes de equivalencia acima sao dados por
r~y < x—yeN(r).

Pelo teorema fundamental de homomorfismos, H*(R™)/N(r) é isomorfo a H*(Q2), assim fica-
mos com o seguinte diagrama

H(R") —— H(Q), (11)

onde o é o isomorfismo garantido pelo teorema (25). Para simplificar a notagdo vamos adotar
H*(R™)/N(r) = X. Denota se por [u] a classe de equivaléncia determinada por u,

[u] ={ve H(R");vlq = u}.
. Afirmamos que X é um espaco de Hilbert com o produto interno
(W], [whx = ([v], [wh)1 + i([v], t[w])1,

onde
(o + % = llv = w]l%) ,

e~ =

([l [w])r =

[1[Vl[x = inf{[[w[[ g (n); w € [v]}.

Afirmamos que a norma acima respeita a lei do paralelogramo. Com efeito sejam v; € [v] e
wy = [w] entdo vy + wy + [v £ w|. Assim

1] + [wllx + [1[v] = [w]|x < [lvr + wi]
= 2|[v]

?{S(Rn) + ||Ul — w1| %{s(Rn)

%IS(R") + 2wy | %{s(w)a
tomando o infimo em ambos os membros temos
o] + [w]|l% + [I[v] = [w]ll% < 2[|[odll% + 2|[[wi]]]%-
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A outra desigualdade ¢ obtida através da desigualdade triangular, logo H*(R™)/N(r) é um es-
paco de Hilbert. Equipa-se H*(2) com a topologia dada por H*(R™)/N(r), via o isomorfismo
0. Assim

<U1,U2>H5(Q) = <[U1], [U/Q])X onde ’U1|Q = Uy € U2|Q = U9, (12)
ull o) = [l[v]llx = inf{{|[o|[ms@n); vl = u}. (13)

Note que [u] é fechado, pois N(r) é fechado em H*(R™). Representaremos por u* a
projecao ortogonal do vetor nulo sobre [@], mais precisamente u* € N(r)* e

"

||w* || frs (mmy = min{||v|| gsmny; v € [u]}.

Temos assim a aplicacao
T:H*(Q) — N(r)*:, T(u)=u*

Afirmamos que H*(Q2) equipado com esse produto escalar é isométrico a N(r)*.
Teorema 27. A aplicagio T' é uma isometria linear de H*(Q2) sobre N(r)*.
Demonstragao. Seja o o isomorfismo definido em (14) entéo temos que

o=l HY(Q) - H'(R")/N(r), o~'(u) = [q]

& uma aplicacdo linear. Seja v* € N(r)* a projecao ortogonal do vetor nulo sobre [v]. Defina
a aplicacao
P:H*(R")/N(r) — N(r)*, P[] =v*

Afirmamos que P é linear. Com efeito, pelo Teorema 5
P([v1] + [v2]) = P(Jv1 + va]) = v*,v1 + vg = w +v*,we N(r),v* € N(T)J‘;
P([v1]) = vf,v1 = wy + v}, wy € N(r), vj € N(T’)J‘;

P([va]) = v3, vy = wy + v, wy € N(r), vie N(r)".

Pelo Teorema 5 a representacao de vy + vy é tnica como soma de um vetor N(r) e de um
vetor de N(r)* temos que v* = v} + vi. Analogamente para a linearidade na multiplicacio
por escalar. Observe que

Tu = P(o""(u))

logo T' é linear. Por outro lado,

(u1, ug) s (o) = ([v1], [va]) x
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Tem-se

([ur], [us])1 = Re(uy, uz) ms(rn)
i([uy]s ifus])r = iIm(ul, u3) s gn).-

Combinando as trés ultimas expressoes resulta

<U1;U2>HS(Q) = <UT,U§>HS(R’1)7
que mostra a proposicao. ]

Da proposi¢ao acima vemos que a norma em H?*()) atende a lei do paralelogramo, logo
H*(2) é um espaco de Hilbert.

Apesar da topologia dos espagos H®(2) ser um tanto quanto assustadora, ela nao se
perde totalmente da no¢ao que temos no caso s inteiro. Iremos enunciar um resultado, que
caracteriza essa relagao. Nao iremos prova-lo nesse texto, pois necessita dos teorema de
prolongamento, que sao um tanto quanto longos, mas o proximo resultado, os teoremas de
prolongamento e suas demonstragdes podem ser encontradas em [1].

Proposigao 4. Seja ) um aberto limitado de R™ de classe C™. Entao
H™() = {u = v|g;ve H™(R")}

e a norma de H*() dada em (13) é equivalente a norma de H™(2) da na Definigao 19
quando s = m.

Com esse resultado, para o caso de s inteiro, verificar que uma fungao u pertence a H*(€2)
é equivalente a verificar a finitude de uma integral.
Agora iremos provar mais um resutado de densidade. Seja

S(Q) = {u = vla;v e SR")},

assim, temos o seguinte resultado.

Proposigao 5. S(£2) é denso em H*(2), onde s ¢ real positivo.

Demonstragao. Ja sabemos que a aplicagdo r é continua. Seja u € H®({2), entdo existe
v e H*(R") tal que rv = v|g = u. Como S(R") é denso em H*(R™) vem que existe uma
sequéncia de fungoes (¢,) de S(R™) tal que ¢, — v em H*(R™). Assim pela continuidade de
r a proposicao esta provada O

Denota-se por C}"(£2) ao espago de Banach
C*(Q) = {u = v|g;v e C™(R") e D*v & limitado em Q, || < m}

equipado com a norma

m —
e

HUHC,;n(ﬁ) = |1;‘1ax (Z |Dau($)|> :

Claramente se € é limitado, C"(2) = C™(Q).

A seguir, vamos provar o teorema de imersao de Sobolev.
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Teorema 28. Se s — 5 > m, com m um inteiro nao negativo. Entdo
H:(Q) — C(Q).

Demonstragao. Faremos a prova por indu¢ao em m. Para o caso m = 0. Sejam u € H*(Q2) e
v e H5(R™) tal que v|q = u. Temos

o(x) = (1+|2]2) 7 (1 + ||2]]2)? 6(x) € L*(R") A LN(R™)

[16]]22n) < CV2|[0]

He(R")
com C = (. (14 ||z]|*)"dz < 0 pelo 9. Dados z ¢ x, em R, tem-se v(z) = F[F~!(v)](z),
logo

n

v(z,) —v(zr) = (2%)_"/2f [ei<x“’z>R" — ei<x’z>R"]@(z)dz.

Se x, — x em R", decorre desta tltima igualdade e do teorema da convergéncia dominada
aplicado nas fungoes w, = ¢@29(2), que v(z,) — v(z), isto &, v é continua em z. Como
x € R” foi arbitrario segue que v é continua em R™. Portanto u é continua em Q. Além disso,
note que

FAE)] < 2m) ™2 f f(@)ldr,

n

tomando f = 0(x), temos
—n ~ —-n 1 n
lo(x)] < 27)||6]| p@ny < (20)72C?||v] | po@ny, Yz €R

que implica
lullog < (2m) 2 /2]

merny, Ve H(R"), vlg =u,

portanto

||U||cg(§) < (277)_701/2||U| H2()

que mostra o teorema para m = 0. Suponha que seja valido para m e provaremos o resultado
para m + 1, ou seja, para s — n/2 > m + 1. Primeiro note que se v € H*(R™) entao
2 e H1(R"), pois

J

0
R | R R G
8xj
< (14 [J2|HE D21+ |20
= (1 4 ||z|[»)*"%0 e LA(R™).
E temos que
ov .
‘ o <|’UHH‘S(R”)’ 7=12 ... n.
x] Hsfl(Rn)
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Sejam u € H*(Q2) e v € H*(R") tal que v|q = u. Pelo caso m = 0 temos que v € CP(R") e

pela hipotese de inducao para € = R”, % e Ci"(R™) e
J

o OV

0x;

v

8mj

'D < ()

Hs—l(Rn)
Notando que v € C*(R") pois £~ € CO(R"), j = 1,2,...,n, temos
J
|D%(x)| < Ci||v]|gsmny, Yz eR" e |a| <m+ 1.

Assim
HUHCZ"H(Q) < ClHUHHS(R")y Yv e }IS(RN)7 /U‘Q =Uu

de onde se conclui

[lullegr @y < Crllollas @)

, YxeR"e|al <m.

]

Agora que definimos espagos de Sobolev para conjuntos mais gerais e indices reais, vamos
entrar no estudos de equacoes diferenciais parciais neles. Iremos iniciar o estudo de EDPs com
o teorema do trago, que é o meio de definir o problema de bordo nas condi¢oes generalizadas

que estamos definindo.
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4 Teoremas de Traco

Para resolver problemas envolvendo EDPs, em geral, ¢ imposta uma condigao sobre a fron-
teira do conjunto. Quando estamos trabalhando com solugoes fracas temos um problema de
definicao de imediado. Vamos exemplificar isso com o problema de Neumman associado a
equacao do calor em meios homogeneos.

u(x,0) = f(z)
u(0,y) = g(x).

Como dar sentido a restri¢ao a t = 0 de uma fungao no espaco H*(R?) visto que claramente
essa restrigdo nao é uma fungao de H*(R?)? Essa resposta ¢ nao trivial. Essa analise ¢ feita
analisando um operador que restringe a fungao ao bordo e definindo um espacgo de Sobolev que
seré sua imagem. Esse operador é chamado de traco da fung@ao. Apesar de parecer inocente
esses resultados sao extremamente técnicos, mas é com eles que garantimos a unicidade de
solugoes de varias EDPs.

41 Casos=1e Q=R

Definicao 28. Sejam Q — R” um conjunto aberto e I' sua fronteira. Para toda u: Q — R
definimos o trago de u por

ulpr = you

e denotaremos ou a fungao trago de u sobre €.

Seja 2 um aberto de R". Iremos denotar por S(2) a restri¢ao das fungoes de S(R") ao
conjunto 2. Vamos comegar a diversdo para o caso Q = R” e I' = {(2/,0),2" e R""'}.

Teorema 29. Seja u e S(R?) entdo
|[voul| g2 @n—1y < |[ullm@n)

Demonstracao. Representaremos Fy a transformada de Fourier sobre R”~!. Dado uma funcao
u e S(R™), para cada t > 0, defina a seguintes fungoes

u(t)(z') = u(a',t) para 2’ e R"!

w(t) = Ffu(t)]

—(n—1)

w(a' 1) = wt) (@) = (2m) "5 f =i et (o 1)y
Rnfl
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Observe que (you)(2') = u(z’,0) = u(0)(2’), logo:

[Ioull71/2ey = [[u(0)ar1/2n-1)

_ f (1+ ||2']2)® [Fyu(0)(z))2da’
R(nfl)

_ f (1+ [|2']2)? w(a’, 0))da
R(n—1)

Vamos mostrar que

* / / aw / ? /
lallms = | | {<1+||x||>21w<x,t>|2+ Zwt) }dxdt. (14
0 R(nfl)

Primeiro lembre que

|[ull ey = inf{{|v]]g1@ny; vIRy = u},

como u se anula no bordo de R, entdo sua extensao por 0 em R"/R" pertence a H*(R") e
0
2\15(2
lallmy = [ [ @+ llalPlaPds
0o Jrr

o0
~fulloagy + || llelPlafae.
0 Jry

Note que
(0
llBogery = || Juta' o)Paae
. Jo Jrn-1
("0
2
= J; ’lu(t)HL2(R<wl))dt
(~0
2
=, |E L [w(O]]]72 -y dt
(0
= J lw(z',t)|*da’dt.
JO Rn—1
Sabemos que, para j =1,2,....,.n—1

Fi[Dju(®)](z') = (—izl)Frlu(®)](2") = (izf)w(a’, 1),

para (2/,t) e R e
(Dju(t))(z') = (Dju) (', ).
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Disto obtemos

o0
1Dl = [ {[ D)@ P} a
0

= ||DU HL2R<n 1) dt

(-
[e=)

I
9
8

) [1F [Dju(t)]][72 g dt
e}

= f |2 P |w(a’, t)[da’dt.
]R(nfl)

JO

Fazendo v(2/,t) = 4(2/,t) resulta que

ow
— (&', t) = Fi[v(t)](2"),
ot
logo
(0
||Dnu|‘%2(m) = J, Hv(t)l|i2(R<nfl>)dt
(00
= ||Flv(t)||2L2(R(n,1>)dt
Jo
o P
= f w(x t) dx/dt.
Jo Jre-1) ot
Somando Hu||2L2(R1) com os termos || Djul[72gn) com j = 1,2,...,n temos (15). Fixando 2’
¥

em R seja ¢(t) = w(a’,t), t = 0, entdo ¢ € S([0,0) e ¢'(t ) 2 (a,t). Além disso
2 [T d 2
O = = | Glopa

=—2Ref o(t)
<2([ ot >12dt)1/2 ([ wora)”

o 1/2 0| Aw 2 1/2
lw(z’,0)]* < 2 (J \w(x’,t)\zdt> (J dt) :
0 0

ou seja,

E((T 7t)

Agora vamo estimar (1 + ||2/||?)Y/2|w(a’, 0)|2.

0 1/2 0 9 1/2
(U412 Pt o) < 2 [+ 1) e’ 0fat) ( [ 5w dt)
0 0
” 12 I 2 “low, ?
< | (A +||2))°)|w(, t)|7dt + —(a',t)| dt
0 0 | Ot
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Integrando a tltima desigualdade sobre RV e aplicando o teorema de Fubini concluimos

a prova. ]
O teorema anterior afirma que se considerarmos S(R”) com a topologia induzida por
H'(R"), aplicagdo
Y : S(RL) — HI/Q(R"*I)
¢ continua. Como S(R'}) ¢ denso em H'(R"), a aplicagiio trago prolonga-se a uma aplicagio
linear continua definida em todo H'(R™). Agora iremos dar uma caracterizagao do nucleo e

da imagem da aplicagao trago. Antes disso precisamos de um resultado auxiliar.
Iremos provar que a aplicagao linear de H*(R™) — H*(R™) dada por

P(u) = ¢u,

onde ¢ € S(R"), é continua. Lembre que a integral

f : 5

me (1 |[yl[2)"

com r — s > n/2, converge pelo Lema 9.

Teorema 30. Sejam ¢ € S(R") e w e H*(R™) com s = 0 real, entao
e ouc H*(R™);
e A aplicagao linear de H*(R") — H*(R"™) dada por

€ continua e

pullms @) < ClIl | @ [ul
onde 2(r — s) > n, C? = (2m)"Co2%*! ¢

)

1
CO = f s dy
o (14 [[y|[2)"

Demonstrag¢ao. Primeiro vamos provar para o caso u € S(R"™). Pelo Teorema 11 temos

| @Iy utede = @m0+ )10+ dle) P

n

Por outro lado,

(L4 llal P (6 afe))| = \(1 ) | Syt - y)dy
Wl o 1Y 1l — ol
< | e oW ) it~
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que implica da desigualdade de Cauchy-Schwarz,

(L + [*)°

/2,7 A 2 ~
[+ 11el?) 7 (b @) < N0 e f ey — Py
Assim
loulleey = [ 1+ 11alP)” (o) (15)
1 5/2
< 0 Mol [ [ it P 09

Observe que

[z =yl + lyll* + Iyl — 1]

]| <
<l = yl* + gl + llyl* + [lz = yI*

|
|
logo

L+ [l2|® < 201+ |lo = yl?) +2(1 + [yl ).
Disto temos que

(L + [2[[)* < 21+ [lz = yII*) + 201 + [ly[[*)]*

<
<221+ [z —yllP)" + 21+ [yl

Pelo teorema de Fubini,

]_+ €T R s 1 S|~
f f A1) 0 — ) Py <22 f —U (1 + Iz — ol lita — o) dy

W+ IwlFY o L+ I0TP)
2 [ 1 Wz —y)|*de
w2 | T | 0o =]
2s (1 +|lyll*)° 2\s| 2
<2 | Gl || el = vyl -y Pas) d
2 [ 1 w(x —y)|*de
2 [ s |l v @

_ 22500 [Hul 2

Ho(Rn) T HUJH%?(R")}

< 22S+1CQ||U,| |%[S(Rn).

Da ultima igualdade e de (12) resulta
pull s @y < Cllo]|ar@m ]| 7o @) (17)
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Seja u € H*(R") e (u,) uma sequencia de funcoes de S(R™) que converge para v em H*(R").
Segue que
ou, — ¢pu em L*(R").

Por (13) vem que (¢u,) ¢ uma sequéncia de Cauchy em H*(R"), logo existe v e H*(R") tal
que ¢u, — v em H*(R™), consequentemente ¢u, — v em L*(R"). Pela unicidade dos limites
temos que v = ¢u e

pu, — ¢pu em H*(R").

Isso mostra o primeiro item. O segundo segue diretamente da tltima convergéncia e de
(13). m

Agora iremos provar o primeiro caso do teorema do traco.

Teorema 31. A funcio traco aplica H'(R™) sobre HY*(R"=Y) ¢ o niicleo de 7y € o espago
HA(RL).

Essa demonstragao ¢ um tanto longa e tecnica entao iremos separar a prova em dois
resultados para a leitura nao ser tao exaustiva e facilitar o entendimento do leitor.
Teorema 29 a) A fungio traco aplica H'(R") sobre HY?(R™~Y) isometricamente.

Demonstragao. Afirmamos que v é sobrejetiva. De fato, seja ¢ € S(R"!) e considere

vl 2,) = (F19)) exp | = (V1 +[l2]12) ]

u(@’, 2n) = F ' [o(an)](2') = (QW)_(”_WQJ ey (yf ) dy (18)
Rnfl
Sendo v(0)(z’) = v(2',0) = (F1¢)(2') tem-se
You =Fi'[(0)] = Fy'Fig = ¢.

Afirmamos que u € H'(R?) e [|ul|mi(gn) = ||| gr1/2@n-1)- Note que

Q0
1
exp [— ( 1+ |2/ 2) xn} dr, = ———,
| I2/] T
disto obtemos

1

| @it s Pardn, = 5 [ @) P Pa
R? R7—

1
- §||¢||H1/2(R"*1)‘
Tambem é valido que
0
(! @) = =1+ [[2f] 2o, ),

0xy,
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0 que resulta

2

0
f 0—“@',%) da' d,, = f (1 + ||| D)o@, ) [2da’ dzy
R? | OTn R7?
1
- §||¢||?{1/2(Rn—1)‘
Fazendo
w2, z,) = ixio(@’,x,), j=1,2,....,n—1;
0
wn(m', xn) = gvn(x/a xn)a
tem-se
DjU(.Z'/,IEn) = Ffl[wk(xn>](x/)7 j = 17 27 7” - 17
Dpu(2', 2,) = Fl_l[wn(‘rn)](x/)

Do teorema de Plancherel segue

n—1 o) n—1
fR <|U(ZL’,,JZ”)|2 + Z |Dju(x/vxn)|2> dz'dx,, = f (HU(ZEn)HQL?(Rn—l) + Z ||wj(xn)||2L2(Rn—1)) dy,
: j=1 0

7=1
00 n—1
= L (HU(mn)Hiz(Rnl) + ) |!F1_1[wj($n)]|\%2(wl)> diy,

J=1

:J (1+ ||2|2)[o(, ) [2da’ das

Ry
1

ST

Temos tambem

2

ov

J |Dyu(z’, )| 2da’ dx,, = J — (2, z,)| da'dz,
R R” Oy,
1
= §||¢||?{1/2(Rn—1)~
Somando as duas relagoes anteriores u € H'(R) e |[ul|g1(®r) = ||@|]g1/2@gn-1). Agora iremos

utilizar a densidade de S(R"™!) em H'/2(R"!) para concluir a sobrejetividade. Com efeito,
sejam w € HY2(R"1) e (¢,,) uma sequéncia em S(R"!) tal que

P, — wem HY2(R"1).
Seja u, € H'(R™) a fungao obtida em (16) com v,. Entao you, =, e
|y, — UT||H1(R1) = |[¢ — ¢T||H1/2(R"*1)7
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logo (u,) é uma sequencia de Cauchy em H'(R™). Seja u o limite de (u,) em H*(R"), entao
pela continuidade de vy resulta
Gu = Yol = Yol

As duas tltimas convergéncias implicam yu = w e também ¢é valido que ||u|[gign) =
||w||H1/2(Rn71) O

Para provar a segunda parte do Teorema 29 vamos precisar do seguinte lema.
Lema 10. Dados u € HY(R") e ¢ € S(R"), entdo vo(¢u) = (00) - (you).
Demonstragcao. Note que as aplicagoes

o1 HYR™)

u

H'(R")
ou

l

l

Oy H1/2<Rn71) N Hl/Z(Rnfl>
u = (o)u

sao lineares e continuas pelo 30. Também, que o lema ¢é valido se u € S(Rn).
Seja (¢,,) uma sequéncia de S(R") que converge u em H'(R"). Da continuidade das aplicagoes
01,05 € 7, sao verdadeiros os seguintes limites na topologia de H'/2(R"1):

(709) (ou) = ’}ij{)lo(%@ (Y0Pu) = ulgglo Yo(@du) = Yo(ou)

Agora iremos retornar a prova da segunda parte do teorema 29.

Teorema 29 b) O espago Hj(R") ¢ o nicleo de .

Demonstragao. Com efeito, sendo you = 0 para todo u € S(R"), tem-se you = 0 para todo
u e Hg(R?), o que prova que Hj(R™) esta contido no nucleo de .
Considere u € H'(R") tal que you = 0. Provaremos que u € Hg(R").

Caso 1: Se u tem decaimento exponencial quando  tende a infinito e ao bordo de R’.
Primeiro afirmamos que se u € H'(R") com decaimento exponencial quando z tende a infinto
e ao bordo de R"entdo u € Hj(R™). Claramente a extensao por 0 de u, que denotaremos por
@ para todo R™ pertence a H'(R"). Seja p, * u, onde

Pp = e’%(‘“”z*ﬁ)’
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logo p,, * u é uma sucessdo de S(R) que converge para u em H'(R"), logo u € Hg(R™).
Defina as seguintes fungoes

( 1
0 se o0<t< —
1 ,u2
O,=<put—1se —<t<-—
2 2
2
1 se t> —
\ 1%

uy, (', xn) = 0, (xp)ula’, z,), (2, 2,) € RY.

Disto temos que u,, € Hj(R") e agora provaremos que (u,,) converge na topologia de H*(R").

Note que é equivalente provar que (u,) e suas derivadas fracas de ordem um convergem em
L*(R™). De fato,

() — u(e) e = | ’ O (@n)u(a’, ) — u(a’, z,) [ ) da’
J]R <f )

i Jrr-1 NJo

r rl/uw 2/u
= lu(z’, 2, )|*dw,da’ + f (pxn — 2)2|u(2, 2,)|?dr, d2’
Jrn-1Jo Rt Ji/p

r rl/u

N

2/
lu(2, z,)|*do,da’ + J lu(2', 2,) Pdx,da’
JR—1 Jo Rn—1 l/u

r 2/

= 1 lu(z’, 2, )|*dw, da’

Jrn-1 Jo
r2/p

= | Mu@)llZ2@nrydzn,
JO

que implica (u,) converge para (u) em L?(R7). Dado j =1,2,...,n — 1 temos
Djuy(a', x,) = 0,(2,)(Dju)(2', ).

Afirmamos que D,u, converge para D,u em L*(R7). Pela continuidade do trago temos
u(0) = you = 0, assim

w(x', z,) = u(a’, x,) — u(z',0) = f n a—u(ac’,t)alt.
0 al'n

Aplicando a desigualdade de Holder, obtemos

Tn

lu(z’, 2,)]? < 20, J

0
u
0%y,

2

p (',1)

~
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para 0 < x,, < 2/u. Logo,

J |9;(:cn)u(3:’,xn)\2d:c’dxn = f
Rn

n—1
n R

r2/u
J e lu(a’, z,)|?da’ da,
1/p

2/ 1 2/0 ) ou 2

< J J 2,uf — (2, t)| dtdz,dz’

Rn—1 1/p 0 axn

r2/e | 9 2

_ QJ M 1) dtda,

R? JO oy,
provando que D,u,, converge para D,u em L*(R™).
Caso 2: Seja u e H'(R"). Defina
(' 1) = ¢ I

e u,(z) = 0,(x)u(x) com z € R". Entdo u, converge para u na topologia de H'(R"). Do
Lema 10 temos que vo(u,) = Y0(6n)70(u) = 0. Como u,, tem decaimento exponencial, resulta
que u, € Hj(R?), logo u € Hy(R™). O

4.2 Caso s =1 e {2 um aberto limitado regular do R"

A seguir estudaremos o trago de fungoes definidas num aberto limitado suficientemente re-
gular do R™. Agora iremos definir os espagos H*(I') com s > 0 e I" 0 bordo de um aberto €.
Considere os seguintes conjuntos

Q={0,y) e R" P xR; || <1, i=1,2,...,n—1, |y, <1}

QJF = Q N {yn > O}

Y=0n {yn = 0}

Tome um sistema de cartas locais U = {(Uy, ¢1),...,(Uy,dn)} para Q com as seguintes
propriedades: Para cada K =1,2,..., N

(6x(U) = Q, éx(Ux 0 Q) = QF, ¢i(Up nT) = %,
br 97 € C.
As condigoes de compatibilidade sao satisfeitas, isto é, se
U.nU # @ (19)
entao existe um homeomorfismo Jy; € C*com jacobiano positivo de
ok (U, N U;) sobre ¢ (U, N U,) tal que
o(x) = Ju(or(x)), Yo e Uy nU,.

Tome fungoes oy, . ..,0, € S(R") tais que

\

N
op(x) =0,Yee U, k=1,2,...,N e Zaj(x)zl, zel.
j=1
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Observacao 2. Iremos apenas considerar abertos 2 que atendam as condi¢oes acima para
garantir a regularidade da aplicagao trago no bordo de €2. A prova da existéncia das fungoes
¢ podem ser encontradas em [9]. No livro é garantida a existéncia de parti¢oes da unidade
para espagos métricos separdveis quaisquer, mas a construcao dele é feita via fungoes de
suporte compacto, e nesse contexto nos dispomos de fungoes de suporte compacto de classe
C*(R™) < S(R™). Uma curiosidade interessante é que a existéncia de partigoes da unidade
em espacos métricos separaveis é o ultimo resultado do livro.

Dada uma funcao w definida em I', para todo j = 1,2,..., N seja
wr(y) = {0 se o €0 = 0.1
! 0 se y e R —Qq
Define-se o espago S(I") como o espago das fungoes w € C*(T), tais que wy, € S(R"™!) para
todo k =1,2,--- , N. Assim definiremos o seguinte espago H*(I") como o espago vetorial das
fungoes w definidas em I' tais que w; € H*(R"!) para todo j = 1,2,..., N, com o produto
interno
N
w U Hs 2 wJ,U] He Rn— 1)
7j=1

Assim H*(T") é um espago de Hilbert e D(T") é denso em H*(T).

Teorema 32. Seja 2 uma aberto reqular do R™ entao existe uma constante positiva tal que
voull g2y < Cllull o)

para toda u € S(S2).

Demonstrag¢io. Dado u € S(Q), defina para cada j = 1,2,..., N defina

. _ (Uju)(gbj_l(y,ayn)) se (¥ yn) €QT
0 (Y's Yn) {0 s (¢f,ya) €RY — OF. (20)

Segue que v; € S(R) e Yov; = You;, onde u; = oju, logo,
||ujHH1/2(R"—1) = H%UjHHW(Rn—I)

< Cl|vjl [ n)

= [[vklm1@+)
= ClCHO-juH%(l(Q)
< CICHUH%H(Q)

logo
ol 51720y < CLOM||ul 10y
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Da proposicao anterior e usando o fato de S(2) ser denso em H'({2), podemos prolongar
continuamente a func¢ao traco para uma aplicacao linear e continua

Yo; H'(Q) — H'(D).

Além disso, fixado o sistema de cartas em I'; temos que vy é a unica aplicagao linear continua
de H'(Q2) em HY?(T) tal que

You = ulp, Yue S(Q)

Agora iremos generalizar o Teorema 29 para {2 aberto regular limitado do R".

Teorema 33. A funcdo traco é uma aplicacdo sobrejetora de H*(Q) em H'/?(T) e seu nucleo
coincide com H} ().

Assim como fizemos no Teorema 29, iremos dividir a prova em duas partes.

Teorema 31 a) O nucleo de v ¢ H}(Q).

Demonstragao. Note que H}(£2) esta contido no ntcleo de 7. Por outro lado, seja u € H(S2).

Considere uma sequéncia (u,) de funcoes em S(2) tal que
u, —u em H'Y(Q).

Entao, para k =1,..., N,
Ok, — OpU  em HY(Q).

Disto temos que
Yo(opu,) — Yolopu) =0 em  HYA(T).

Sejam vy, € vi, as funcoes definidas em (18), segundo oxv, e oju, respectivamente. Entao
v € S(RY), v e H(RY)

e pela ultima convergencia
Yo(Vk) = Yovr = 0.

Pelo teorema do trago para o caso R", temos que vy, € Hj(R"), o que implica v, € Hg(Q"),
portanto o,u € H}(Q), para k = 1,2,..., N. Como

N
U = Z orU + ogu
k=1

pertence a Hj (), logo u € H(2), o que prova o teorema. O

31b) vy ¢ sobrejetora.
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Demonstragao. Seja w € D(I'). Tem-se

w(w) = Z or(x)w(x), xel.
k=1

De (43) vem que
wr(y') = ve(y/,0) € S(R™), k=1,2,.N.

Pelo teorema do trago para o caso R" existe zj, € H*(R") tal que
s =we e[|zl = llwella
Seja pr, € S(R™) tal que py = 1 no suporte de (¢, ') e ¢p(z) = 0 para todo z € Q°. Logo
prae € HH(QT) e yolpezk) = wi.
Definimos u () = (przi)(¢r(z)). Disto temos que uy € H' (),
lurllmr@) < Cllprzillars e Your = (Yook)w.
Assim temos

HpkzkH%ﬂ(Qﬂ < CHZkH%p(M)
= C||wk||§{1/2(Rn—l)

= C||(700k)w||§{1/2(p).

O que implica
url sy < Cl00w)0]Zngey

N
Seja u = Z ug, entao u e H(Q) e

k=1
N N
Tou = Z ToUk = Z(%Uk)w = w. (21)
k=1 k=1
Tambem temos
N
ull3 @) = C ) gl 3 g
k=1

< O||w||ip/2(r)‘
Seja w e H/2(T'), entdo existe uma sequéncia (w),) de fungdes de D(T) tal que
w, —w em HY?*(T).
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Seja u, € H'(Q) a fungao dada em (19) com w,, logo you, = w,. Resulta disso que
uw = url] < [lJwy = well gy

portanto (u,) é uma sequéncia de Cauchy em H'(Q). Seja u € H'() o limite da sequéncia,
assim pela continuidade da func¢ao traco resulta

w, = You, — You em HY*(T).

Logo vyu = w, que mostra a sobrejetividade do traco. O]

4.3 Caso 2<seN

Agora iremos trabalhar os teoremas de trago para H™(f2), onde €2 é um aberto regular do R"
ou é R'}. Assim como no caso anterior comecamos trabalhando com Q = R". Seja u € S(R”),

definimos . .
(yju)(z") = (Dyu) (2, 0) = v(D},)(x)

0
para j =0,1,...,m—1e a2’ € R*! sendo D, = . Representaremos por X ao seguinte
T
espago "
m—1
X = Hm—j % Rn 1)
7=0

e sua norma dada por
wl% = Z [ ®-1)

onde w € (wp,...,w,—1). Claramente a norma acima ¢ induzida por um produto interno,
que é dado pela soma dos produtos internos em cada uma das coordenadas e é fechado pela
propriedade da topologia produto, logo X é um espago de Hilbert. Além disso

S(an)m — S(]Rnfl) X e X S(R”’l), produto cartesiano m vezes

é denso em X.
Agora iremos fazer uma analise semelhante a que fizemos o teorema 29, mas agora em
uma versao mais geral.

Teorema 34. Seja Q) = R’} . A aplicagao linear

v S(M) - X7 7(“) = (Vﬂuv"' ; m—lu)

prolonga-se por continuidade a uma aplicag¢ao linear continua em H™(), m = 1, sobre X,
cujo nicleo € o espago HJ'(Q2). Tem se ainda que 7y possui inversa a direita linear e continua.

81



A aplicagao v é chamada de trago de ordem m — 1. A prova do teorema 32 sera feita em
3 etapas. Na primeira iremos provar que existe uma constante C' > 0 tal que

Pl s oy < Clld 1

para todaue S(Q) e j=0,1,--- ,m— 1.

Na segunda etapa, prova-se que o nucleo de v é o espaco H{*(2), sendo S(£2) denso em
H* () e yu = 0 para todo u € S(€2) temos que HJ*(€2) = N(7), assim resta provar apenas
uma inclusao. Na terceira etapa iremos construir a inversa a direita de ~.

4.4 Primeira etapa

Pelo Teorema 30, temos
||70u||?111/2(r) < lullf (@)

para toda u € S(£2). Fixe j paraj = 0,1, --- ,m—1 e considere o multi-indice o = (o, j) com
o = (a1, ,a,_1). Seja F; a transformada de Fourier no L?*(R"™1). Para todo u € S(Q),
tem-se

(&) Fr(yyu) ()] = [F1(0(D*)) ().
Observe que se || < m — j — 1, entao |a| < m — 1, portanto
HDauH%ﬂ(Q) < HUH%I’"(Q)'

Disso temos

1 m—j—1
[l sy =JR (A IP)E (U P) i) ) e’

H™I2(T)

<C NI S D) )P

lo/|<m—j—1

<C Z \\Dau\\%{l(a)

o |<m—j—1

< CHUH%{m(Q)

4.5 Segunda etapa
Para provar que 7~ '(0) = HJ"(Q) serao usados alguns lemas.

Lema 11. Se u e H™(Q) e you = yyu = - -+ = Y,_1u = 0 entao

9 2m—1 %
e’ )< (2) [ ippate ol
0

I

para quase todo 2’ € R" ! e 0 < z,, < 2/ com p inteiro positivo.
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Demonstragao. Faremos a prova por indugao. O caso m = 1 ja foi provado na demonstracao
do teorema 29. Suponha que o lema seja valido para m > 1. Seja u € H™(Q) tal que
You = -+ = Yuu = 0. Sendo v1(D,u) = y;ipu =0parai=1,2,--- m—1e Dyue H™(Q),
da hipotese de inducao vem que

2

2 2m—1 m
|(Dpu) (2, )]* < (—> J | D™ y(2 ) s)|*ds
% 0

para quase todo 2/ e R" ! e 0 <t < 2/u. Resulta do caso m = 1 que

9 [2/nk
lu(z’, z,)|* < —f |Dyu(2’, t)|*dt
K Jo

9 2m+1 2/
<(2) | Iorae ks

Hw 0

para quase todo 2/ e R" ! e 0 < x,, < 2/u, o que prova o lema O

Lema 12. Dado um inteiro positivo p, seja 8 € CP(R) tal que 0 < 6(t) < 1 para todo
teR,O(t) =0set<1lef(t)=1set>2 Paratodok =1,2,--- seja O;(t) = 0(kt) para
todo t € R. Entao:

a) Seue L*(Q), seja up(x) = Op(z,)u(z) para z € Q, resulta que (ug) converge para u em
L*(9).

b) Se u e HP(Q) e you = 11u == 7,1 = 0, entdo a sequéncia (vj) converge para zero em
L*(Q2), onde
vp(x) = 9,8)) (n)u(x).
Demonstrag¢ao. A sequéncia 0 converge pontualmete para 1, assim o item a) é consequéncia

do teorema da convergénica domidada. Para o item b) considerere |[#®) ()| < M. Usando o
Lema 11, temos que para k suficientemente grande

2/k 2/k
leulia <3 [ [ 1Dl O da'de = 3 [ 1RO

Notando que || DEu(t)]| 2rn-1y € L*(0,0) segue que (vy) converge para 0 em L?(€). O

Agora iremos retornar a prova do teorema, iremos mostrar que v 1(0) < H["(Q). Seja
6 e C™®) como no lema anterior. Considere u € H™(Q) tal que you = -+ = y,_1u = 0. Se
01 (t) = 0(kt) com t € R, seja

up(2', 1) = Op(xp)u(2', z,), e R 2, >0.
Considere o multi-indice a = (a1, a3, -, ay_1,1) = (/,4) com |o/| + i < m. No caso i =0

temos:
(D%uy) (2!, x,) = Op(x,) (D) (2, x,),
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portanto, pelo lema anterior resulta que (D%uy) converge para D%u em L?*(2). No caso
0 <17 < m, tem-se:

(D) () = B () (D +Z i ,p, 2,) (D D% u)(z).

Note que o traco do somatério acima ¢ nulo, pois ,ou u € S(Q) e possui traco nulo por
hipotese ou é sequéncia de funcoes deste, em ambos os casos temos que o traco das derivadas
serdao nulos. Assim pelo Lema 11 decorre que (D%uy) converge para D em L?(Q), logo (uz)
converge para u em H™(€).
Seja 1 € S(R™) tal que ¢¥(z) = 1 se ||z|]| < 1 e (x) = 0 se ||z]] = 2. Seja vy =
U(x/k)u(x). Entdo vy € H™(2) e possui suporte compacto em 2 e tambem converge para
u, concluindo assim que u € HJ*(Q).

4.6 Terceira Etapa

Provaremos um lema antes de contruir a inversa.

Lema 13. Para todaue S(R") e j=0,1,2,--- ,m — 1 vale
1 .
F1(yu) (2 =—f i) F(u)(a, t)dt,
1(u) (@) MR()()( )

para =’ € R" 1,

Demonstragao. Como u = F~1(Fu), temos:

ul@, 2n) = (2m) nﬂj J A2 (F (u)) (y Y )iy ly
Rn 1

Fazendo )
w(z) = — | (it)?(Fu)(2', t)dt,
@) = <= | iy
obtemos
(yu)(@’) = (Dju)(a’,0)
- (%)_nﬂf f (i)’ (Fu) (Y, yn) dyndy’
Rr—1 JR
_ (27T)(n1)/2j ei(x’,y’)w<y/)dy/
Rn—1
= (F7 w)(2"),
aplicando F} no primeiro e no ultimo termo temos o resultado. O
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Provaremos que existe uma aplicagao linear
A (S(D)™ — H™(Q),

m—1
continua relativamente & topologia de H H™7Y2(T), tal que yAu = u para toda u €

3=0
m—1
(S(I"))™. Provada essa afirmativa, usamos a densidade de (S(I'))™ em H H™ =YX para
3=0
estender A a este dltimo espago, sendo essa extensao, linear, continua e um inversa a direita
de 7. Dado w = (wp, w1, -+ ,wWy_1) em (S(I'))"™ e para j =0,1,--- ,m — 1, defina

a; = f t49(1 + %)~ gy
R

L Qe
() = . 23 (Fow;) (),
) = e i (1 ey )

sendo = = (2/, x,) € R". Fixada a notag¢ao, vamos mostrar mais 2 lemas

Lema 14. Para v; e a; como definidos anteriormente, valem as segntes propriedades:

1
(277)1/2L(it)jvj(:c’,t)dt = (Frw;)(2").

2 Para todo 7 = 0,1,---,m — 1, existe uma constante C' que independe de w e de
[=1,2,---,m, tal que

m Tn\ |2
J (1 + HJ}||2) ‘U] <x/’ T)} dr < CHU}jHHm_j_l/g(r)

Demonstra¢ao. Provaremos primeiro 1. Com efeito

_ g Frwj) (@) [ (1 +]||]P)" Y2
2 1/2J Toy (o _ ( 1% J :
( 7T) R<Zt) U](QS >t>dt a; R (1 + Hx/H2 + t2)m+] dt

-Gl [ e L
T ke R O R

Fazendo s = t/(1 + ||2/[|?)"/?, temos

(Frw;) (")

(2m) 12 fR@'tic bt = — f $9(L+ %) ds = (Frwy) (o),

o que conclui a prova de 1.

85



Agora provaremos 2. Denotando por

v; (x’, %) ‘2 dx

By= [ @iy
R

temos

2T
By =5 | 1Fww;(@)P( + [|a|2 + 22)"
RTL

a?

(L [l|*)*— (:cn
J

2j
. da'dx,,.
(1 + [[/|P + 22/2)2m) P) dods

Fazendo z, = [t(1 + ||2/||*)*/? temos

on 2 me1/2 oo U+ (1)) ™t
B; = a_? Rn-l(l + || |2)" T (Fw; ) (2) |Pda e (11 2)20m+)

Notando que 1 <[ < m, resulta

R L () e
A+t =~ A+t T+e ’

logo

J I(1+ (lt)2)mt2jdt < m2m+1f t2 di = m2m 1y,
r (14 2)20m+d) == R (1+22)m+ g

Com isso obtemos
2 .
By < | (1 P ) () P
J n—

_ 2
= CHw]'HHm*J'*l/?(F)
com C = 2rm*™*! /a;, 0 que mostra a afirmagao. O

Agora iremos definir a candidata a inversa a direita da aplicacao traco. Sejam Cj, as
solugoes do sistema linear

m
j+1
Z Cil'™ = g,
=1
onde

0 caso contrario.

1 sej=k
5jk={ /

Defina u : R — C dada por

m—1
2 Z Clkvk(x', Jﬁn/l)
k=0 1=1
Afirmamos que a fungao
Aw = ?_lu}Q
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atende a yAw = w para toda w € X. Pela segunda afirmacao do Lema 14, temos que
F~lu e H™(R"), logo Aw € H™() e, alem disso,

[[Aw[[rm ) < Cflwl]x

m—1
onde X = H H™=YX(T). Claramente A é uma aplicacao linear de (S(I'))™ em H™(Q)
j=1
continua com a topologia de X. Note que mostrar yAw = w é equivalente a mostrar
F1(vjAw) = Fyw,, para j = 0,1,2,--- .m — 1. Assim, pelo Lema 13 temos

F(yyAw) (&) = (27) 112 JR(it)ju(:c’,t)dt

27T UzZZClkJ Zt Uk iL‘ t/l)

k=0 I=1

Fazendo a mudanca de variavel s = t/l e lembrando da definigdo dos C}; temos

F1(y;Aw) (") -1/ Z {Z C’lklj“} L(is)jvk(x’,s)ds

k=0

— (2m)~ Y2 JR(z's)jvj (2, s)ds
= (Frw;) (@)

Logo, é valido que yAw = w para todo w € (S(I'))™, o resultado para func¢oes de X segue
diretamente da densidade de (S(I"))™ em X.
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Para Q um aberto regular limitado a topologia se complica consideravelmente em relagao
ao caso H'(€). Ao longo da construcio veremos que teremos de exigir mais regularidade
sobre €. Seja € um aberto regular limitado do R™ com fronteira I' e v(z) a normal unitaria
que aponta para fora de I'. Para 1 >¢e¢>0e 1 > ¢ > 0 introduzimos as seguintes notagoes

Qse = {(/,yn) eER™ |yl <6,i=1,2,....n—1,— <y, <}
Q5. = Qse N {yn > 0},

Y5 = Qsc N {yn = 0}

Qu=QeX =X.

Para podermos usar resultados obtidos no caso R} precisamos de um sistema de cartas locais
{(U1,01), ..., (Un,¢n)} que , Além das propriedades de (17) trocando @ por Qs., verifique
que cada ¢, ' aplica vetores ortogonais a 35 e do mesmo sentido que o vetor (0,0,...,0,—1)
do R™ em vetores ortogonais a I' n U, e com direcao externa a 2. Veremos que um sistema
de cartas locais verificando esses requerimentos, sera valido que

m ™m

Sue(y',0) = (—1)ma‘,—m(0kU)(¢;§l(?/’0))

para toda u € S(€2), (v/,0) € ¥ e m € N com oy e v, como da construcao da topologia do caso
H'(Q) Seja x* € T', considere uma carta local {V, 1} que contem z* verificando (42). Assim

GV —Q Y-V

¢ um difeomorfismo de classe C® e verfica

YV Q) =Q", Y(VAT)=X, *) =0.

Considere a aplicagao £ : (Q — R" definida por

W yn) =0 (Y, 0) — yuv(¥ (Y, 0)).

Como ¢! e v sao de classe C* vem que ¢ é de classe C*. Temos que

pe(o) - ()

. As (n — 1) primeiras colunas dessa matriz formam (n — 1) vetores tangentes a I' em z*
e estes vetores sao linearmente independentes pois ™! : ¥ — V N T' é injetiva e de classe
C'. A dltima coluna da matriz ¢ um vetor ortogonal ao plano tangente determinado em
z*. Portanto as colunas de DE(0) formam uma base do R em z*. Assim a matriz DE(0) é
ivertivel.Segue do teorema da funcao inversa que existe um paralelepipedo Qs de R™ e uma
vizinhanga U de z* tal que £ : Qsc — U é um difeomorfismo de classe C*. Entao (U, ¢) com
¢ = €71 & uma carta local para z* que satisfaz as condicoes requeridas e pela definicao de &
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temos que ¢~ (y,0) = ¥~ 1(y/,0). Como z* € ' ¢ arbitrario e [ ¢ compacto segue que existe
um sistema de cartas locais {(Uy, ¢1), -+, (Uy, ¢n)} para I tal que

¢k : Up — Qajej € ¢;§1 : Qajej — Uy

sao bijegoes C*. Tomando § = min{dy,--- ,0n} € € = min{er,--- , ey} e tomando as restri-
¢oes em U; obtemos um sistema de cartas locais {(Uy, ¢1),- -, (Un, ¢n)} de I tal que

(60 Uk — Qser © 67 Qs — Us

sao bijecoes de classe C®.

o(Up 0 Q) = Q5., o(UpnT) = Es

O (Y yn) = 0 (15 0) — yv(6 (1, 0)),Y(Y, yn) € Qse-

As condigoes de compatibilidade sao satisfeitas, isto é, se (22)
U nU # D

entao existe um homeomorfismo Ji; € C*com jacobiano positivo de

or(Ux 0 Up) sobre ¢y (U N Up) tal que
¢l($) = Jkl(QSk(x)), Vaxe Uk N Ul.

\

Agora iremos enunciar o teorema do trago para o caso {2 um aberto regular e limitado do
R"™, onde aberto regular atende as condi¢oes acima. Sua demonstracao pode ser encontrada
em [1].

Teorema 35. Seja 2 um aberto limitado reqular do R™ ou um aberto de classe C™ ! e m
um inteiro, m = 1. A aplicag¢ao

v:5(Q) -Y
Fy(u) = (’you, T 77m—1u)7
) . . ‘ o
onde y;u € a restricao da funcao o ao congunto I', prolonga-se por continuidade a uma
v
m—1
aplicagao linear e continua, ainda denotada por vy, de H™(Q2) sobre Y = H Hm=1/2, cujo
7=0

nicleo € o espago HJ*(2). Tem-se ainda que vy possui uma inversa & direita linear e continua.

Corolario 4. Sejam u € L*(Q2) e Q um aberto limitado de classe C™*!. Suponha que a
extensdo por 0 de u ao R"™ @ esteja em H™(R™). Entao u pertence a H{"(2).

Demonstragao. Seja (1,,) uma sequencia de fungdes em S(R™) convergente para @ em H™(R").
Considere um aberto limitado U do R", de classe C™*!, tal que

UcQ el =00coU=1x.
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Sem perda de generalidade iremos supor que ¢, (z) =0se x € ¥ —I', p = 1,2,--- . Sendo

(royy) e (rui,) sequencias em S(€2) e S(U), respectivamente, e roti = u e rgt = 0, temos
as seguintes convergencias:

roy, — u em H™(Q)
ro, — 0 em H™(U)

portanto, o teorema do trago garante que

vi(rav,) — u em Hm_j_l/Q(F)
vi(ru,) — 0 em Hm’j’l/Q(E).

Sendo
vilraw,) em H™I-1/2(D
) = Do) e D
0 em H™~1/2(%)
conclui-se que yju = 0 para j = 0,1,--- ,m — 1, logo u € HJ* (). H

A aplicagao traco que nos falamos acima é usada muito mais para provar um resultado
de existencia e unicidade do que fornecer soluc¢oes explicitas. A principal dificuldade é exibir
a aplicagao traco em si. Para o caso extremamente simplificado de EDOs de primeira ordem,
ou seja, o problema

{ u'(t) = f(t,u(t))
u(0) = ug

¢é possivel exibir explicitamente a aplicagao trago. Essa é precisamente a distribuicao delta
de Dirac, pois o problema de bordo se resume a aplicagao em um ponto, assim

() = J 5(x)u(z)dz = u(0).

Quando o bordo for um conjunto bem simples tambem é possivel exibir a aplicacao traco
para o caso de EDPs. Por exemplo a equacao de Laplace no semiplano

{ Au=0 y>0
u(z,0) = f(z)

Nesse caso, a aplicacao trago é dada por
w) = [ 8(0)ute. )y = uz.0).

Ambos os problemas tem solugdes com requisitos bem mais humildes os que temos aqui, mas
em ambos o0s casos, podemos ver explicitamente a continuidade da aplicagao traco.
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Observagao 3 (Comentarios sobre a aplicagao trago). Em diversos modelos fisicos sdo im-
postas condigdes sobre o momento inical do fenomeno ou o bordo do dominio, por exemplo
quando estamos trabalhando com fenomenos de difusao isolados, a condi¢ao é que a fungoa
seja nula no bordo do dominio. Problemas de bordo sao consideravelmente mais dificeis do
que problemas de Cauchy, visto que o bordo pode ser qualquer curva fechada de classe C'.
Em muitos casos o operador diferencial pode ser considerado a parte facil do problema em
relagoa a imposicao de condigoes de bordo. Na teoria de séries de Fourier quando estudamos
a equacao de Laplace no plano com condigoes iniciais no retangulo, ou seja

sabemos que pelo metodo de separagao de variaveis, a solucao desse problema é dada por

mr:c) senh(w)

a senh(=112)

a0
u(z,y) = Z fnsen(
n=1
onde f, é o n-ésimo coeficiente de Fourier da funcao f. Nao é bonita mas é uma solugao
explicita. Por outro lado se formos para problemas de bordo, o proprio metodo de separacao
de variaveis falha pois as restrigoes das EDOs que surgem desse passam a ser mais rebuscadas
e requer toda uma outra teoria para analisar o comportamento apenas das EDOs que surgem,
que é a teoria de Sturm-Liouville. Entao é mais comodo modificar o operador. No caso da
equacao de Laplace com problema de bordo no disco unitario centrado na origem(melhor
caso), fazemos a mudanga para coodernadas polares e ficamos com

Uy + %UT + T%UQQ =0
u(r,0) = u(r, 2m)
u(c,0) = f(0).

Note que o operador esta modificado, mas as condigoes iniciais foram simplificadas a um
problema similar ao anterioir. Entao o grande complicador desse problema é a condicao de
contorno e nao o operador diferencial em si.
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5 Resolucao de EDPs em espacos de Sobolev

Nessa secao iremos resolver o problema

(1) {Au=f em Q
u=g em 02

Iremos definir o espago de interesse para as nossas solugoes. Seja
Y ={ue L*Q);Aue H'(Q)},

com o produto interno
(u,v)y = (u,v) 120y + (Au, Av) g-1(q)

Para fixar a notacao, quando escrevermos o simbolo

<K7 y>X><Z

estamos nos referindo a aplicagdo K(y), onde X é igual ou contém o dual de Z. Pelos
resultados provados ao longo do texto e do teorema de Riesz temos as seguintes relacoes

S(Q) — Hy(Q) — L*(Q) ~ (L*(Q))" — S*(Q).
Nesse contexto, se f € L*(Q) entao fe H1(Q) e
(fsv)ar@xmi) = (fiv)2@), Yve Hy(9).
Tambem, se f € H~ () entao
(f, O s+ @xs@) = ([, O)m1@)xmi) o€ S().
Teorema 36. O espaco S(Q0) ¢ denso em Y.

Demonstracao. Usaremos o seguinte fato, que segue imediatamente dos corolarios do teorema
de Hahn-Banach. Se um funcional linear continuo M : Y — R atender a (M,1)) = 0 para
todo ¥ em (), implique que ele seja identicamente nulo entdao S(Q) é denso em Y. Seja M
a extensao por 0 de M ao espago L*(Q2) x H~1(f2). Pelo teorema da representagao de Riesz
temos que existem fungoes {f, h} € L*(Q) x H~Y(Q) tal que

(M, &) = {f, &) r2() + (h, &) Hi () x H-1(9):
para todo {£1,&} € L?(Q) x H1(Q). Em particular se u € Y temos

(M, u) = (f,u)r2@) + (b W) gy @)xa-1(0)-

Sejam f , h as extensoes de f e g por 0 no complementar de €2 em R"”. Temos que para

e S(R™)
<f+ Ai%w = (f, )20 + (h, A¢>H&(Q)><H*1(Q)-
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Assim, pela hipotese de (M, 1)) = 0, temos
f+Ah=0 em S'(R")

e como f € L*(R") entao Ah € L*(R™). Pelo Corolario 4 temos que € de classe C® resulta
que h € H3(Q). Assim Ah = Ah. Logo

F+Ah=0,

portanto
f+ Ah=0.

Seja (¢,) uma sequéncia em S(£2) que converge para h em HF(S2). Para u € Y, resulta

(D At) 1) x -1 = (D AU sRm) x5 (R) = (APp, U) 12(0)-

Logo
<U, A'LI,>H& (QxH-1(Q) = <Ah, U,>L2.
Assim
(M,u) = (f + Ah,u) =0
para todo u € Y, o que resulta em M = 0. O

Seja T' a aplicagao inversa do teorema do trago que associa
{0,w} - v, HY?*x H/? - H*Q) n H}(Q).

Pelo teorema do traco ela é continua. Para todo u € Y e w € H'/?(T') considere a funcdo Su
dada por
<Su, U)> = (u, ATU}>L2(Q) — <Au, Tw>H—1(Q)><H3(Q)

Tem-se que Su é uma forma linear em H'/? para cada v € Y. Afirmamos que Su é continua.
Note que

(S, w)| < [ul| ATw| + [|Aul| 10| Tw]|
1/2
(Il + Al 1)) (IATw]? + [|Tw|?)

1/2

N

|ul |Y||TU’HH2(Q)mHg(Q)

T[] - flully - [lwllgre-

NN

Logo Sue H~Y?(I'). Além disso
1Sullgr-1/2qry < CITY| - [Jul]y -

Agora tome u € S(Q) e w e HY?(T') sendo v = Tw € H*(Q) n H} (). Pela formula de Green,
temos

{(You, 11v) = (u, AU>L2(Q) - <AU7U>L2(Q)
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e Y em S(Q) é uma forma linear continua com a norma de Y. Sendo S(9) denso em Y,
resulta que v admite um dnica extensao continua definida em Y que iremos tambem denotar
por 7. Essa extenxao ¢ o trago de ordem 0 em Y. Sendo v = T'w temos

(You, w) = (u, ATw) r2(0) — (Au, Tw) g-1(Q)x Hi (@)
assim para todo u € Y tem-se you € H~/?(I'). Isso resulta no seguinte teorema.
Teorema 37. A aplicagao linear
ueY — youe HV*T)
é continua e vale a formula de Green
(You, 11v) = (u, Av)2(q) — (Au, v)
para toda v em H*(Q) n HL(Q).

Agora iremos resolver (P1). Uma dificuldade inicial é definir uma solugdo fraca para o
problema. Para isso vamos aplicar inicalmente tome a equagcao

—Auv =vf

agora aplique teorema de Green na equagao (integrar por partes com integrais vetoriais)

L(—Au)v = L u(—Av)de = — —vdF +J 2

Agora considerando (P1) temos

L u(—Av)dz = L fodr — f ar + f .

Como nao temos nenhuma informagao sobre u, restrita a I' entao iremos supor que v € S(2),

logo
61}

w(=Av)dr = | fodz — | g=dT.
J;] J;) r a

Para o primeiro termo da integral iremos considerar u € L?(2) e Av € L*(2), assim temos
0
que v € H?(Q) n H}(Q). Disto temos que y,v € HY?(T). Portanto, no termo f ga—vdF
r oy

pode-se escolher g € H~/2(T"). Do exposto acima vem
(u, =Av) 2y = (f,v) = (g, V) =172y mr/2(ry, VU E H?(Q) n H3 ().

Falta especificar em que espago f precisa estar. Como v € S(2) resulta
<—AU, U> = <f’ U>'
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Entdo (P1) com g € H~/2(I") tera sentido, isto ¢, you € H~/2(I'), se por exemplo f € H~(Q).
Assim somos motivados a seguinte definicao. Sejam

feH Q) e ge HVXD).

Uma fungio u € L*(2) que verifica

(u, =Av)r2(0) = (f, U)Hfl(Q)xHé(Q) - <g’70U>H—1/2(F)><H1/2(F) Y ue H* Q) n Hy(Q) (23)

é denominada uma solugao definida por transposi¢ao de (P1). Iremos dividir a anélise da
existencia de solugoes em trés casos, segundo os espacos de Sobolev onde serao tomadas f e g.

Caso 1. Suponha que f € H1(Q) e g e H Y/%(T). Temos o seguinte resultado

Teorema 38. Para cada par {f, g} pertencente a H-1(Q) x H~Y2(T), existe um tinico u €
L3(2), solugao de (P1) definida por transposi¢ao. Tem-se, ainda mais, que a aplicacdo linear

{f,9y e H'(Q) x H'A(T) - uwe L*(Q)
€ continua e injetora. Também, u € solugao do problema

—Au=f em H(Q)
u=gem HVT).

Demonstracao. A aplicagao linear
~A: H*(Q) n Hy(Q) — L*(Q)
¢ bijetora. Tambem ela é uma isometria, pois
HUHH2(Q)mH(}(Q) = [|Aul|
onde estamos considerando o espago H*(Q) n Hj(2) com o produto escalar (Au, Av)2(q).
Dai, o adjunto (—A)* de —A, definido por
(A)*: L*(Q) = (H? n Hy () (—A)*u,v) = (u, —Av) 20y, Y ve H*(Q)n Hy(Q)
é, igualmente, uma isometria bijetora. Considere L € (H?(Q2) n H}(Q2))', definido por
(L,v) = (f,v) = (g, mv), ve H(Q) n Hy(Q)

sendo v; o trago de ordem um em H?({2). Assim temos que existe um tnico u € L?(2) tal
que (—A)*u = L. Equivalentemente, temos que existe um tinico u € L*(Q) tal que

(L,v) = ((=A)*u,v), para todo ve H*(Q) n Hy(Q).
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Concluimos que
<u7 _AU>L2(Q) = <f7 U> - <g? 71?)>

para todo v € H?*(Q2) n H}(Q), isto é, u & solugao definida por transposigao do (P1) e a
unicidade segue da aplicagao ser bijetora. Note que —Au = f em H~'(Q), pois basta tomar
v € S() na tltima igualdade. Afirmamos que you = g em H'/2(I'). Com efeito, como
ue L*(Q) e Aue H1(), do Teorema 33 que you € H~'/?(T) e ¢é valida a formula de Green

<’}/0u,’}/11)> = <U, AU>LQ(Q) - <Au7 U)? Voe HQ(Q) M H&(Q)
Por outro lado, temos
(9. M) = (u, Av) 20y — (Au,v), ve H*(Q) n H}(Q).
As duas ultimas igualdade provam o desejado. Agora irmos provar a continuidade da aplica-
cao
{f,9y e HH(Q) x H'A(T) - ue L*(Q)
u solugdo de (P1) definido em (21). Sejam h € L?(2) e v tais que

—Av =hem ()
{v|p =0.
Entao ve H*(Q) n Hi(Q) e
HUHHZ’(Q)mHg(Q) < C|[h]|z2.
Além disso temos
<u7h>L2(Q) = (f,v) — (9,7v).

Logo

[(w, )| < [If @ lloll g ) + 19l a-12@) ol gz ).
isso nos da que

1/2
[ )] < C (120 + N9ll-v2y] A,
logo
uliaey < C (I + lgloay)

provando a continuidade da aplicacao. O
Como consequéncia da prova acima, obtemos o seguinte resultado

Corolario 5. A aplicacao linear
{f,gy e H*(Q) x HY*T) »ueY,

(u dado na proposi¢ao anterior) é continua e bijetiva.
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Da unicidade das solugoes definidas por transposigao, os problemas (P1) com f e H1(Q)
e g€ H™'/2(Q) e encontrar uma funcio u que satisfaz (21) sdo equivalentes.

Caso 2 Considere f € H™'(Q) e g € H/?(I'). Nesse caso iremos definir uma solucdo de
(P1) uma funcgao u € H'(Q) tal que

(P2) (u, v) 3y = (f,v) paratodo ve HyQ
You =g em HY?T)

Iremos provar a existéncia, unicidade e dependéncia continua da condi¢ao inicial, como no
caso 1. Considere a funcao
T:HY*T) - HY(Q)

tal que T'g = w sendo yyw = g com 7y, o trago em H*(§)). Dai resulta que o problema

{z € HY (D) (24)

(z,0) ) = (f,v) — (w,v) g1y para todo v e Hy(Q)

admite solugdo e ¢ tinica. Tomando u = z + w pertencente a H'(Q) ¢ solugao de (P2).
Tambem

—Au = fem H Q)
You = g em HY?(T).

A unicidade segue anéloga ao caso anterior. Resta provar a dependéncia continua. Considere
duas sequencias de fungoes f, € H1(Q) e g, € HY/*(I'),respectivamente convergentes para
f e g em seus espagos. Tem-se Tg, = w, — Tg em H'(Q). Seja z, solugao de (22)
correspondente ao par {f,,g,}. Entdo para p, 7 € N, obtemos

<Zu — Z7, U)H&(Q) = (fu — fr U> - (wu - Wr, U)H&(Q)a Vve H&(Q)‘
Considerando v = z, — z; em HJ (), segue
|20 — ZTH%{&(Q) < || fu — frHH*l(Q)HZu - ZrHHg(Q) + [|w, — wTHHl(Q)qu - ZTHH(%(Q)-
Daf resulta que (z,) é de Cauchy em Hg(§2). Logo converge para z € Hj(Q) e
<z,v>H6(Q) = (f,v) — <w,v)Hé(Q), para cada v e Hy.
Portanto, u, = z, + w, — u =z + w em H'(2), provando que a aplicagao linear
{f.g} e H'(Q) x HA(T) » ue H(Q),

sendo u solugao de (P2), é continua. Do exposto no Caso 2, temos
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Teorema 39. A aplicagao linear
{f,9} e H'(Q) x H/*(T) » ue H'(Q) (25)
u solugao de (P2), é continua e bijetora. Tambem u € solugao do problema

—Au=f em H'(Q)
You =g em HY*T)

Caso 3 Neste caso examina-se a solu¢ao de (P1) quando f € H () e g e H*(T'), sendo
—1/2 < o < 1/2. O método consiste em aplicar resultados de interpolagao de espagos de
Sobolev aos espacos obtidos nos teoremas 35 e 36. Considere entao as aplicagoes lineares
bijetoras

{f.g} e HY(Q) x HY*T) - ue L*(Q)
{f.g} e HY(Q) x HV*(I') > ue H'(Q)

onde u é solugao de (P1). Iremos usar o método de interpolagao de espagos de Sobolev. Ele
é uma consequéncia imediata do teorema de Riez-thorin, iremos enuncia-lo abaixo, mas sua
demonstragao pode ser encontrada em [12]

Teorema 40. Seja uma fungao linear T’ entre os espagos de medida (X, ) e (Y,n). Considere
Po,qo0,P1,4q1 € [07 OO) tais que

1 1—-t t 1
+ J— -
p Po b1 q do il
comt e (0,1). Suponha que T leva LP°(u)+ LP* () em Lo (n)+ L™ (n) e ||T f||rw0 < Mol|f||Lro
para [ € L e ||Tfl|pa < M||fl|eer para f e LP*. Entao T é limitado em LP e ||Tf||, <

My~*MH|fll, para toda f € LP.

Teorema 41. Suponha que sy < s1, 0 <0 <1 e o conjunto s = so(1 — ) + s10. Entao
H*(Q) c (H*°, H*)g ={f e H*(Q) + H*(Q); fe H(Q)}.

Além disso, se existirem A, Ay = 1 tais que o operador extensdo € : H*°(2) — H*(R")
atende a

llew|| s mry < il w5 )

para uw € H* () e j = 0,1, entao H*(Q2) = (H*, H*"),.
Assim, pelo teorema anterior
[HY2(T), H-VY2(I))y = HO-OV2-1/2000) — g(/2-0) 0 << 1.
Fazendo 1/2 — 6 = «a, obtemos —1/2 < o < 1/2. De forma analoga

[H1(Q), LA(Q)]p = H'*(Q) = HYD ().
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Note que L?(2) = H°(2). Assim temos que a aplicagao linear
{f.9y e HYQ) x HYI') »ue HY?P*(Q), —1/2<a<1/2,
é continua e injetora, sendo u a unica soluc¢ao do problema
{—Au =f em ()
u=g emlI

analise da Aplicacao Traco
Por interpolacao de espagos resulta:

HQ) x HV2O, H(Q) x B0 1m0 = HHQ) x HYD), ~1/2< 0 <1/2

[H' (), Y]a/2)-a = Yo, —1/2<a<1/2

onde

Y, = {ue HYD*(Q); Aue H ()},
com produto interno
(u, v)y, = (U, V) gr/2+a(q) + (Au, Av) -1 (q)-

Destes dois resultados de interpolacao e aplicando o Teorema do Gréfico Fechado a aplicacao
inversa de (23) com u € Y,,, vem que a aplica¢do trago ~o:

ueY, - yue HY(I'), —-1/2<a<1/2
é continua. Do caso 3, obtemos
Teorema 42. A aplicagao linear
{f,gye H'(Q) x H*T) »ueY,, -1/2<a<1/2

onde u € solucao do problema
{—Au =f emQ

u=g9 eml
é continua e bijetora. A aplicacao linear, traco 7y:
ueY, - yue HYI), —-1/2<a<1/2
€ cotinua.

Corolario 6. Em Y,, —1/2 < o < 1/2, os produtos escalares

(u, U>ya = (u, U>H1/2+a(Q) + (Au, Av)H—1(Q)

((u, )y, = (YU Y0v) mo(r) + (Au, Av) g-1(q)

proporcionam normas equivalentes.
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Demonstracao. Da continuidade da primeira aplicagao do teorema 40, obtemos
ully, < C [[1Aullf-q) + Foullfary] = Cuw)y, = [llullf5,
Também, da continuidade do traco 7y dado no teorema 40, resulta
[oul ey < C [[[ul /200y + 180l o] = [Tull3,

portanto
1ullly,, < (C+ DIy, -

Aqui C' > 0 denota uma constante que independe de u. A primeira e a terceira desigualdade
acarretam o corolario. O
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