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RESUMO

As caminhadas quanticas tém sido investigadas devido a sua aplicabilidade na mo-
delagem de computadores quanticos. Esses computadores utilizam qubits como unidades
de informagao e podem ser melhores que os computadores atuais para certas tarefas, como
por exemplo a simulagao de sistemas fisicos. Devido a sua escala e necessidade de precisao,
¢ importante saber como a presenca de ruidos nesses dispositivos interfere na velocidade
de transporte da informacao. Assim, investigamos caminhadas quanticas com a presenca
de desordem. Essa desordem pode ser invariante no tempo, mas variar no espago, como
também o contrario: uma desordem invariante no espaco mas que varia no tempo. No
primeiro caso a literatura relata a ocorréncia da localizacao de Anderson, enquanto que no
segundo o regime da caminhada se torna difusivo. Investigamos numericamente esses dois
casos com o acréscimo de uma correlagao do tipo dimero aleatério. Os resultados obtidos
mostram que a presenca da correlacao leva a caminhada a um regime superdifusivo em

ambos os tipos de desordem.

Palavras-chave: <Caminhadas quanticas>, <desordem>, <correla¢oes>, <localizacao

de Anderson>.



ABSTRACT

Quantum walks have been investigated due to their applicability in modeling quan-
tum computers. These computers use qubits as units of information and may be better
than current computers for certain tasks, such as simulating physical systems. Due to its
scale and need for precision, it is important to know how the presence of noise in these
devices interferes with the speed of information transport. Thus, we investigated quantum
walks with the presence of disorder. This disorder can be invariant in time, but vary in
space, as well as the opposite: a disorder invariant in space but which varies in time. In
the first case, the literature reports the occurrence of Anderson localization, while in the
second, the walking regime becomes diffuse. We numerically investigate these two cases
with the addition of a random dimer type correlation. The results obtained show that
the presence of the correlation leads the walk to a superdiffusive regime in both types of

disorder.

Key-words: <Quantum walks>, <disorder>, <correlations>, <Anderson localization>.
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1 Introducao

Sugeridos pela primeira vez em uma palestra dada por Feymann na década de
80 (FEYMANN, 1985) os computadores quanticos ji comecaram a ser uma realidade,
com computadores como os do google (GOOGLE), ibm (IBM) e dwave (D-WAVE) em

funcionamento.

A proposta desses computadores é substituir a sequéncia de operacoes légicas
binarias dos computadores classicos atuais por operacoes que respeitem as leis da mecanica
quantica. Assim, diferente do que ocorre em um computador cldssico, temos fenomenos
quanticos como a superposicao de estados, o emaranhamento e a interferéncia influenci-

ando os resultados desses calculos, podendo torné-los mais rapidos (DEUTSCH, 1992).

Assim como os computadores classicos, que funcionam atraves do uso de algorit-
mos para a execucao de uma tarefa, a busca pela elaboracao e aperfeicoamento do com-
putador quantico faz surgir o interesse por algoritmos que explorem suas propriedades.
Neste momento se faz presente o estudo das caminhadas quanticas, que sao apontadas
como ferramenta universal para a computagao quantica (NIELSEN; CHUANG, 2010 ),
(SENECAS-ANDRACA, 2012), (CHILDS, 2009).

Um dos primeiros artigos, senao o primeiro, envolvendo as caminhadas quanticas
(um andlogo quantico para as caminhadas cldssicas) foi apresentado por Aharanov (AHA-
RONOV; DAVIDOVICH; ZAGURY, 1993). Nesse artigo, os autores mostraram que de-
vido a interferéncia quantica, o desvio padrao da caminhada quantica aumenta quadra-
ticamente mais rapido quando comparado com o desvio padrao da caminhada cléssica.
Essa possibilidade de aumento de velocidade na caminhada quantica é um dos fatores que
gerou o surgimento de propostas de algoritmos quanticos. Podemos citar como exemplo
o algoritmo de fatoragao de Shor que, utilizando uma transformada de Fourier quantica,
pode fatorar um nimero N em seus primos utilizando menos operacoes do que o melhor
algoritmo classico (NIELSEN; CHUANG, 2010 ), (SHOR, 1994). Outro exemplo é o algo-
ritmo de busca de Grover (GROVER, 1997). Dada uma lista com N itens e da qual se quer
um item especifico, esse algoritmo necessita da ordem de v/N operacdes para encontrar

esse item. J& para um algoritmo classico sao necessarias na ordem de N operagoes.

Existem duas modelagens para as caminhadas quanticas: o modelo de tempo dis-
creto e o modelo de tempo continuo. No primeiro, a passagem de tempo ocorre de forma
discreta em conjunto com a aplicacao dos operadores da caminhada. Assim, uma aplicacao
desses operadores no estado do caminhante corresponde a passagem de uma unidade de
tempo. Além disso, o sentido do movimento do caminhante é determinado com base no
seu grau de liberdade interno, que é modificado pela aplicacao de um operador moeda.
J& no caso continuo, nao temos essa discretizacao do tempo, ele passa de forma continua.

Nesse caso, a evolucao da caminhada ¢é gerada pelo operador hamiltoniano do sistema.
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Restringindo-nos as caminhadas quanticas em tempo discreto, foco desta dis-
sertacao, observamos diferentes tematicas sendo estudadas, entre elas a influéncia de
ruidos, imperfeigoes ou desordem (BANERJEE, 2008), (KONNO, 2010), (JOYE, 2011),
(VIEIRA; AMORIM; RIGOLIN;, 2013), (ASBOTH; MALLICK, 2020), (GERALDI, 2021).
Cenarios como localizacao de Anderson (CRESPI, 2013), (GHOSH, 2014), (VAKUL-
CHYK, 2017) e transporte quadraticamente mais lento (difusivo) (SHAPIRA, 2003),
(BRUN; CARTERET; AMBAINIS, 2003), (BANULS, 2006) tém sido apontados como
consequencias, tanto no contexto de investigagoes tedricas quanto experimentais. Neste
contexto, decidimos explorar um aspecto ainda carente na literatura da area: a influéncia
de correlagoes nestas caminhadas quanticas desordenadas. Alguns estudos tém reportado
situagoes onde a desordem segue estruturas aperiédicas (RIBEIRO; MILMAN; MOS-
SERI, 2004), (LO GULLO, 2017), (BUARQUE; DIAS, 2019) ou com correlagoes de longo
alcance (PENG; WANG; Y1, 2021), (MENDES et al, 2021). Aqui consideraremos um

cenario de correlacoes de curto alcance, tanto no contexto espacial quanto temporal.

Para melhor compreensao dos nossos resultados, apresentamos a dissertagao com a
seguinte estruturacao. Na secao 2 explicamos os fundamentos necesséarios a compreensao
das préximas secoes. Em 2.1 falamos da caminhada classica aleatéria, um modelo funda-
mental na teoria de probabilidades, e em 2.2 falamos das caminhadas quanticas em tempo
discreto, mostrando as principais diferencas desse modelo comparado ao caso classico e

introduzindo o formalismo matematico utilizado.

Na secao 3 as caminhadas quanticas em tempo discreto desordenadas, que sao o
foco dessa dissertagao. Em 3.1 comentamos sobre a localizacao de Anderson, fenomeno
da matéria condensada causado pela desordem também observado em outros sistemas,
inclusive nas caminhadas quanticas. Em 3.2 e 3.3 comentamos alguns resultados da

literatura para caminhadas quanticas em dois cendrios diferentes de desordem.

Na secao 4 apresentamos os resultados obtidos nas nossas investigacoes. Em 4.1
explicamos o modelo utilizado nas andlises, e em 4.2 e 4.3 os resultados obtidos nos dois
contextos de desordem. Por fim, em 5 apresentamos as conclusoes obtidas com base nos

nossos resultados.
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2 Fundamentacao Teérica

2.1 Caminhada classica aleatdria

Muitos algoritmos cléssicos sao baseados na caminhada classica aleatéria (MOTWANT;
RAGHAVAN; 1996), como algoritmos de sistemas de recomendacao, de visdo computaci-
onal e de aprendizado de maquina (XIA, 2020). Também chamado de passeio aleatério, o
caminhante descreve o resultado produzido por uma particula que realiza uma caminhada
unidimensional na qual existe uma probalidade p dela se deslocar para um lado e uma

probabilidade ¢ = 1 — p dela se deslocar para o outro lado.

Nessa caminhada classica aleatoria, a posicao final n do caminhante pode ser des-
crita pelo grafico de probabilidades P(n) mostrado na figura 1. Nesse grafico, a probabi-
lidade foi calculada a partir da média de 100.000 caminhantes realizando uma caminhada
de 100 passos, na qual p = ¢ = 0,5. Além disso, s6 foram consideradas as probabilidades
para n par. Como a posigao inicial era par e foram dados um nimero par de passos, P(n)

é nulo para todos os n impares.

Figura 1: Probabilidade P(n) de encontrar o caminhante na posi¢do n em uma caminhada
classica aleatéria de 100 passos com p = ¢ = 0,5. A curva foi obtida pela média de 100.000
caminhantes. No grafico pequeno incluido na figura temos a evolugao temporal do desvio
padrao.

O,l T T T T T

0,08

TR N EE R BT
10 100 1004
t

0,06

P(n)

0,04 -

0,02

Fonte: Autora.

Como as chances do caminhante ir para qualquer um dos dois lados eram iguais
temos uma distribuicao de probalidades simétrica centrada na posi¢ao inicial. Na figura
1 também temos o grafico do desvio padrao o(t) para essa caminhada. O desvio padrao

¢ calculado utilizando a equagao
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a(t) = | > n*P(n,t) - (Z nP(n,t)) : (1)

n=—N

na qual P(n,t) é a probalidade P(n) no tempo ¢t e N é o nimero de passos dado pelo
caminhante. O desvio padrao esta relacionado com a distribuicao da probabilidade em
torno da posicao média, que no caso simétrico coincide com a posicao inicial. Assim,
quanto maior o(t), maior a probabilidade de encontrar o caminhante longe da sua posigao
inicial (REIF, 1965).

Analisando o crescimento de o e identificando qual o expoente « na relagao de pro-
porcionalidade (o o t*), podemos caracterizar qual o regime de transporte da caminhada.
Quando a = 1 temos um regime balistico, para a = 0,5 temos um regime difusivo e para
a = 0 o regime é localizado. Se 0 < a < 0,5 o regime ¢é subdifusivo e se 0,5 < a < 1
é superdifusivo. Na caminhada classica aleatéria temos o = 0,5 como pode ser visto na

figura 1, ou seja o regime de transporte é difusivo.

Baseados entao no caso da caminhada classica aleatéria que serve de fundamento
para algoritmos cldssicos, a referéncia (AHARONOV; DAVIDOVICH; ZAGURY, 1993)
sugere um modelo quantico analogo essa caminhada. Chamado inicialmente de caminhada
quantica aleatéria, o caminhante é uma particula descrita pelo formalismo da mecanica

quantica. No caso quantico temos o o< 10

, indicando um regime balistico. Isso chama a
atencao para a possibilidade de que os algoritmos quanticos fundamentados nesse tipo de

caminhada tenham uma velocidade maior que os analogos classicos.

Seguindo entao para o caso quantico, nos referiremos a ele como caminhada quantica
ordenada (CQO). Além disso, estamos interessados nas caminhadas em tempo discreto
nas quais aplicagao do operadores unitarios sobre o estado do caminhante corresponde a

passagem de uma unidade de tempo.

2.2 Caminhada quantica em tempo discreto

Como dito anteriormente, a CQO considera uma particula que deve ser tratada
com o formalismo da mecanica quantica. Assim, o estado do caminhante é dado por um
fungao |¥). Enquanto no caso cldssico a particula ocupa a cada momento apenas uma
posicao n da cadeia, como representado na figura 2a, na CQO a funcao de onda que
representa o estado do caminhante pode ocupar diversas posi¢oes em um mesmo instante

de tempo, como representado na figura 2b.
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Figura 2: Representacao da diferencga entre os caminhantes no caso classico em (a), quando
a particula assume uma unica posicdo a cada instante, e no caso quintico em (b), quando
a funcao de onda do caminhante pode estar em varias posicoes a cada instante.

.
| AN |

sosseqd
sossed

Posicao Posicao

(a) Caminhada classica (b) Caminhada quéantica

Fonte: Adaptado de (VIEIRA, 2014).

Nessa caminhada o estado |¥) é dado pelo produto tensorial de dois espagos de
Hilbert: H, e H.. O espago de Hilbert H,, descreve o estado externo do caminhante, sao as
posicoes que ele pode ocupar na cadeia. Como estamos tratando do caso unidimensional,
H,, ¢ constituido por vetores |nz~>p com n; € Z, bem como por qualquer combinagao linear

> Bilni), desde que >, B; 87 = 1. E um espaco vetorial infinito e contével.

Ja H. é um espaco de Hilbert bidimensional que descreve o estado interno do
caminhante. Como na computacao classica a informacgao é transmitida através de bits de
estados que podem ser 0 ou 1, na caminhada quantica o caminhante é chamado de qubit e

seu estado interno é dado pela combinagao de vetores de base |0) e |1), cuja representagao

o) - H e )= m . @)

O estado interno [¢) do qubit pode ser dado entao por qualquer superposigao dos

matricial é dada por

vetores da base tal como

[¥) = al0) +b]1), (3)

desde que os coeficientes a e b satisfacam a condicao aa™ + bb* = 1. Assim, respeitando

essa condigao, o estado interno [¢)) pode ser reescrito como

) = cosg 0) + "¢ sing 11). (4)

Os angulos 6 e ¢ definem um ponto numa esfera de raio 1. Dessa forma, o qubit pode ser

representado geometricamente como um ponto na esfera mostrada na figura 3, conhecida
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como esfera de Bloch.

Figura 3: Representacao da esfera de Bloch de raio 1. Os angulos § e ¢ determinam um
ponto nessa esfera que representa o estado ) do qubit.

107

1y

Fonte: Retirado de (NIELSEN; CHUANG, 2010).

O estado total da caminhada é dado entao por |¥) = [¢)) ® |n;). A evolugao da
caminhada é entao feita pela aplicacao de operadores unitarios. O primeiro é o operador

quantico moeda C , dado pela equacao

A cosf sinf
ci) =1 . , (5)
sinf —cosf
pertecente a SU(2). Considerando a representagao geométrica do qubit feita anterior-

mente, esse operador age rotacionando o estado [¢) dentro da esfera de Bloch. Em

seguida aplicamos o operador deslocamento condicional S, dado por

S=10)(0]® Z [na) (s + 1+ 1) (1] @ Z i) (ni = 1] (6)

Esse operador atua modificando a posicao do caminhante de acordo com o seu
estado interno, como mostrado nas expressoes 7 e 8. Se o caminhante tem estado |0),
ele é deslocado em uma posi¢ao para direita; e se tem estado |1) ele é deslocado em uma

posicao para esquerda.
510) Ini) = [0} [n; + 1) (7)
S Ini) = 1) [ni = 1) (8)
Assim, um passo na caminhada quantica corresponde a aplicacao do operador
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unitario U = S(C ® 1,) no qual 1, é a matriz identidade do espago de Hilbert H,,.
Portanto, se o estado inicial do caminhante é |1/(0)), apds ¢ passos, o estado do caminhante

serd, dado por |1(t)) = ()" [4(0)).

Para exemplificar algumas propriedades da CQO calculemos a distribuicao de pro-
babilidades para esse caso. A partir da equagao 3, a probabilidade P(n) = [i,|* de

encontrar o caminhante na posicao n é dada pela equacao 9.

Temos entao na figura 4 a distribuicao de probabilidades do caso quantico ordenado
quando utilizamos o operador moeda hadamard C (0 = 45°). Assumiremos como condigao

inicial do qubit

1

[4(0)) 7

(10) +4[1)). (10)

Figura 4: Distribuicao de probabilidade [1/,|?> de encontrar o caminhante na posigdo n em
uma caminhada quantica de tempo discreto realizada com o operador moeda Hadamard

1
para 100 passos e condicao inicial [¢(0)) = E(|O> +¢|1)). No gréafico pequeno inserido na

figura temos a evolucao temporal do desvio padrao.

0,12 T T T T T T

0 2

0,1+
Tl vl

10 100 1000 |

—
=
=TT
A
T IR

0,08 -
= L
5 0,06

0,04

0,02

Fonte: Autora.

Pela distribuicao de probabilidades da CQO vemos que, enquanto na caminhada
classica a probabilidade de encontrar o caminhante era maior na posic¢ao inicial, na cami-
nhada quantica a probabilidade maior é a de o encontrar afastado da posigao inicial. Além

disso, no grafico do desvio padrao inserido na figura observa-se que o o t!, temos uma
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caminhada de regime balistico (SENECAS-ANDRACA, 2012), (PORTUGAL, 2018).

O resultado da caminhada depende de dois fatores: o operador moeda utilizado
e o estado inicial do caminhante. O estado inicial dado pela equacao 10 é chamado de
simétrico devido a distribuicao de probabilidades obtida com ele, que é simétrica, como
mostrado na figura 5a. Se usarmos uma condicao inicial diferente, como por exemplo a
condicao

) =10), (11)

teremos um grafico um pouco diferente, como o mostrado em 5b. Pela figura, vemos que
essa condicao leva a uma distribuicao de probabilidades assimétrica, que ocorre devido
a interferéncia causada pelo sinal negativo que teremos no operador moeda. Na figura 5

mostramos também que operadores moedas diferentes levam a probabilidades diferentes.

Figura 5: Representacao da diferencga entre os caminhantes no caso classico em (a), quando
a particula assume uma unica posicdo a cada instante, e no caso quintico em (b), quando
a funcao de onda do caminhante pode estar em varias posigoes a cada instante.

0,1 ‘ T ‘ —— 0 =30° 0,2 ‘ ‘ L —— 0 =30°
L —0= 452 | —0= 452
0,08 6 =60 6 =60
o 0,06F .
= L i
— 0,04~ .
0,02+ .

k=0

1 | Mt A
0 50 100 11510 200 25 300 0 50 10 11510 200 250 300

(a) Condigao inicial simétrica (b) Condigao inicial [¢) = |0)
Fonte: Autora.

A CQO pode ser implementada em diversos sistemas fisicos. Para isso, é necessario
termos um sistema de dois niveis, para que possamos simular o qubit, e uma forma de
aplicar os operadores quanticos. Em (RYAN, 2005) a caminhada é realizada utilizando
um aparelho de ressonancia magnética nuclear no qual o estado interno do caminhante e
a sua posicao sao simulados através do spin nuclear de trés atomos de carbono, enquanto
que os operadores moeda e deslocamento sao aplicados por pulsos em radiofrequéncia.
Uma outra realizacio considera fons (ZAHRINGER, 2010) ou dtomos neutros (KARSKI,
2009) armadilhados em uma rede 6ptica, com o estado interno do caminhante sendo dado

por dois niveis diferentes de energia.

Existem também diversas implementagoes utilizando luz. Em (BROOME, 2010),
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(SCHREIBER, 2010), (CRESPI, 2013), a particula que realiza a caminhada é um féton
que tem como possibilidades de estado interno a sua polarizagao, horizontal ou vertical.
Lentes sao entdo utilizadas como os operadores necessarios. Em (CARDANO, 2015)
também temos fétons como caminhantes, porém o seu estado interno é dado pelo spin,

enquanto que o estado externo é dado pelo momento angular orbital.
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3 Caminhadas Quanticas Desordenadas

Na sec¢ao 2 falamos como ocorre uma caminhada quantica ordenada e exemplifica-
mos utilizando o operador moeda Hadamard. O caso apresentado ocorre quando temos
um sistema construido perfeitamente e sem interferéncia do ambiente externo. Essa neces-
sidade de precisao ¢ uma das maiores dificuldades na construgao de dispositivos quanticos
(NIELSEN; CHUANG, 2010). Assim, é necessério saber como ruidos, devido ao ambiente

ou a montagem do experimento, afetam a caminhada.

Esses ruidos podem ser representados na caminhada de varias formas. Pode ser
um defeito na cadeia, no qual uma fase é adicionada ao caminhante através do operador
deslocamento condicional toda vez que ele passa pela posicao inicial ng (WOJ CIK, 2012),
(RONG, 2013), ou para todos as posi¢oes n com o valor da fase adicionada dependendo
de n (BANULS, 2006), (RONG, 2013), (WOJCIK, 2004). Pode ser por uma mudanca
na forma do operador deslocamento condicional como em (CHANDRASHEKAR; SRI-
KANTH; BANERJEE, 2007), no qual ele muda o estado do caminhante de |0) para |1)
ou de |1) para |[0). Pode ser ainda pela forma de distribuigdo do operador moeda na
caminhada, que pode passar a depender da posicdo do caminhante (BUARQUE; DIAS,
2019), (LO GULLO, 2017) , (GERALDI et al, 2019), do passo temporal (BANULS,2006),
(SHAPIRA, 2003) ou dos dois (VIEIRA; AMORIM; RIGOLIN, 2014), (DE NICOLA et
al, 2014). Além disso, essa dependéncia pode se dar de forma aperiddica, mas determinis-
tica (BANULS, 2006), (BUARQUE; DIAS; 2019), (LO GULLO et al, 2017), (MENDES,
2021) ou pode ser totalmente aleatéria (SHAPIRA, 2003), (GERALDI et al, 2021).

Os modelos investigados em nosso estudo consideram a desordem temporal e a
espacial. Na primeira o operador moeda depende unicamente do instante de tempo/passo
da caminhada. Na segunda o operador moeda depende unicamente da posicao do cami-
nhante. Resultados da literatura revelam um carater localizado do caminhante quantico
nesse ultimo regime (KEATING et al, 2007), (YUE YIN; KATSANOS; EVANGELOU,
2008), (SCHREIBER et al, 2011). Tal aspecto é inerente ao fenémeno da localizagao de
Anderson (ANDERSON, 1958), (ABRAHAMS et al, 1979), (LEE; RAMAKRISHNANN,

1985). Para melhor compreensao dos resultados obtidos, vejamos a seguir alguns aspectos.

Nesse ultimo caso a presenca da desordem dependente da posicao leva a ocorréncia
de um fenémeno chamado localizacao de Anderson. Assim, para melhor entendimento
dos resultados obtidos, na secao 3.1 nos aprofundamos nesse fenomeno, Em seguida, nas

segoes 3.2 e 3.3 falamos dos aspectos da caminhadas desordenadas estudadas.

Os casos de desordem estudados nessa dissertagao sao os com desordem temporal,
quando o operador moeda depende unicamente do instante de tempo/passo da caminhada,
e com desordem espacial, quando o operador moeda depende unicamente da posicao

do caminhante. Nesse ultimo caso a presenca da desordem dependente da posicao leva
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a ocorréncia de um fenomeno chamado localizagao de Anderson. Assim, para melhor
entendimento dos resultados obtidos, na secao 3.1 nos aprofundamos nesse fenomeno, Em

seguida, nas secoes 3.2 e 3.3 falamos dos aspectos da caminhadas desordenadas estudadas.

3.1 Localizacao de Anderson

No contexto eletronico, a transicao metal-isolante nao podia ser bem explicada pelo
modelo utilizado até entao, o modelo de Bloch. Esse modelo considera uma estrutura
cristalina periédica e bem ordenada, como a mostrada na figura 6a. Assim, devido a
essa simetria translacional da rede, a funcao de onda do elétron se propaga por toda a
estrutura cristalina (DIAS, 2011). Porém, esse modelo nao se aplica quando existe algum
defeito nessa estrutura, como por exemplo nos casos mostrados em 6b, no qual dois fons
diferentes compoem a rede, e em 6¢, no qual existem pontos da rede com lacunas e
distancias diferentes entre os fons. Para esses casos desordenados, devemos considerar
o modelo de Anderson (ANDERSON, 1958). Nele a desordem é considerada através da
introdugao de um parametro W no Hamiltoniano do sistema. Assim, os valores de energia

podem variar aleatoriamente dentro do intervalo [—W/2, W/2].

Figura 6: Representagao de uma rede bidimensional com diferentes estruturas: uma rede
cristalina periédica em (a), uma redes desordenada devido a presenca de ions diferentes em
(b) e uma rede desordenada devido a presenca de lacunas e a diferentes distancias entre os

fons em (c). |
} ? P | ?

() _; (;b) £ 4 (c)

Fonte: Autora.

Em sua proposta inicial Anderson sugeriu que uma desordem fraca nao impedia a
propagacao da funcao de onda, ela permanece estendida. Porém, devido ao espalhamento
por causa da desordem, a funcdao de onda perde a coeréncia de fase no livre caminho
médio, como mostrado na figura 7a. Porém, para um grau de desordem suficientemente
forte, o espalhamento causara intimeras reflexoes, gerando interferéncias destrutivas que
resultarao na localizagao da funcao de onda em torno da posigao inicial, como mostrado

na figura 7b.

Além disso, uma caracteristica da localizagao devido a presenga da desordem é que

a envoltoria 1 da fungao de onda, representada pela linha tracejada na figura 7b, tem
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Figura 7: Representacdao da funcao de onda do elétron para os casos com desordem
utilizando o modelo de Bloch. (a) Para desordem suficientemente fraca, a fungao de onda
permanece estendida, porém perde coeréncia de fase. (b) Para um grau de desordem forte,
a funcgao de onda fica localizada exponencialmente em torno da posigao inicial.

—l—

(a) Fungao de onda estendida (b) Funcao de onda localizada

Fonte: Retirado de (LEE; RAMAKRISHNANN, 1985).

um decaimento exponecial dado pela expressao 12 em torno da posicao inicial ng. Nessa

expressao £ é o comprimento de localizagao.

[ (n)] oc exp{([n —nol /€)} (12)

A localizacao de Anderson é um fenomeno ondulatorio que ocorre quando a de-
sordem do meio é estdtica no tempo (LEVI et al, 2012), (KRIVOLAPOV, 2012). As-
sim, embora inicialmente aplicada para o caso de um elétron em uma rede com de-
sordem, essa localizacao ja foi observado em varios outros sistemas, como por exemplo
em ondas de matéria (ROATI, 2008), (BILLY, 2008), (KONDOV, 2011), ondas sonoras
(HU, 2008) e ondas eletromagnéticas (SEGEV; SILBERBERG; CHRISTODOULIDES,
2013),(SCHWARTYZ et al, 2007) , (WIERSMA, 1997).

Tentando entao entender a localizacao de Anderson de acordo com o tamanho e as
dimensdes do sistema se chegou entao a teoria de escala da localizagao (ABRAHAMS et al,
1979). Este trabalho mostra, analisando a mudanga da condutividade com o tamanho do
sistema, que para sistemas unidimensionais e bidimensionais qualquer grau de desordem

é o bastante pra provocar o carater isolante de Anderson, tornado o elétron localizado.

Porém, varios autores mostraram depois que a adicao de correlagoes ou aperiodi-
cidades ao sistema pode fazer com que um sistema unidimensional apresente o elétron
delocalizado (DAS SARMA, 1988), (GRINIASTY; FISHMAN, 1988), (FLORES, 1989),
(DE MOURA; LYRA, 1998). Em (GRINIASTY; FISHMAN, 1988) a desordem ¢ dada
pela expressao W,, = Acosma|n|”, em que quanto maior v, maior a similaridade com
a desordem de Anderson. Para v < 2 todos os estados sao localizados, enquanto que
para 0 < v < 1 estados extendidos sdo encontrados. Em (DAS SARMA, 1988), a de-
sordem é dada por uma expressao similar a anterior: W,, = Acosman”, em que para a

um numero irracional e v > 2 temos o sistema localizado como no modelo de Anderson,
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enquanto que para a racional e v inteiro temos o modelo de Bloch com a fun¢ao de onda
estendida. Variando os parametros A e v, mantendo a irracional, temos que para A < 2
e 0 < v < 1 estados estendidos sao encontrados. Ja em (DE MOURA; LYRA, 1998),
utilizando uma correlagao de longo alcance cujo espectro de ruido S(k) segue uma lei de
poténcia, S(k) oc 1/k?, diferente do caso desordenado de Anderson , em que S(k) o< k°
pois nao ha correlagoes. Assim, para valores de a > 2,0 estados estendidos sao encontra-

dos.

Uma das correlagoes que pode fazer o sistema apresentar delocalizagao é o mo-
delo de dimero aleatério (DUNLAP; WU; PHILLIPS, 1990). Nele, ao invés do intervalo
[—W/2, W/2] de valores aleatdrios que a desordem pode assumir, os autores consideram
apenas dois valores possiveis: W, e W;. Consideram ainda que um dos valores, W, deve
aparacer sempre aos pares: ..W , W,W W W, W W W W W W W W, W, .... Assim, de-
pendendo dos valores de W, e W), utilizados, se a diferenca W, — W, for pequena, é possivel
ter um sistema unidimensional com desordem em que o elétron esteja delocalizado. Rea-
lizagOes experimentais com super redes de GaAs-AlGaAs (BELLANI, 1999) e com guias
de ondas 6pticos (NAETHER et al, 1999) confirmam que esse modelo de correlagao inibe

a localizagao de Anderson para sistemas de baixa dimensionalidade.

3.2 Caminhadas quanticas com desordem espacial

Como comentado no inicio dessa secao, a presenca de desordem pode interferir no
resultado da caminhada quantica. No caso da desordem espacial, se considera um ruido
que depende da posi¢ao do caminhante, mas que permanece constante no tempo. Nessa

secao apresentaremos alguns trabalhos que tratam desse tipo de desordem.

Na referéncia (SCHREIBER et al, 2011), a caminhada quantica foi implementada
utilizando um experimento fotonico no qual o estado interno do caminhante era dado
pela polarizacao da luz, podendo ser uma luz vertical ou horizontalmente polarizada.
A dependéncia espacial do operador moeda foi implementada entao adicionando uma
fase na polarizacao da luz, com essa fase podendo variar aleatoriamente dentro de um
intervalo [—m, 7], mas depedendo da posigao. Assim, toda vez que o féton passa pela
mesma posicao, ele adquire a mesma fase. Dessa forma, realizando uma caminhada com
11 passos, foi obtida a distribuicao de probalidades mostrada na figura 8a. Em 8b temos o
resultado da densidade de probabilidade para uma simulacgao niimerica de uma caminhada

desordenada com dois operadores moedas e feita a partir da média de 100 caminhadas.

Pelos graficos da probabilidade de encontrar o caminhante, vemos que o resultado
difere bastante do caso da CQO mostrado na figura 4. Com a desordem espacial, temos
que a probabilidade de encontrar o caminhante é maior préximo da posigao inicial. Os

graficos menores nas figuras 8a e 8b mostram a mesma quantidade porém em escala
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Figura 8: Densidade de probabilidade de uma caminhada quantica espacialmente desor-
denada. Em (a) temos o resultados obtido experimentalmente em (SCHEREIBER et al,
2011) para uma caminhada de 11 passos, enquanto que em (b) temos o resultado obtido
através de uma simulagao numérica. Em (c) temos o desvio padrao para 10.000 passos. A
curva preta é o desvio padrao obtido para o caso de uma caminhada ordenada com 6 = 45°.
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Fonte: (a) retirado de (SCHEREIBER et al, 2011). (b) e (c) autora.

semilog. Com isso é possivel verificar que a probabilidade tem um decaimento exponencial,
o que ¢é tipico de um caso de localizagao de Anderson. Além disso, o desvio padrao tem um
comportamento como o da curva verde na figura 8c, em que o(t) permanece com um valor
constante devido a localizacao. Outros trabalhos confirmam a presenga desse fendmeno
em caminhadas quéanticas de tempo discreto (YUE YIN; KATSANOS; EVANGELOU,
2008) , (CRESPI et al, 2013), (DE NICOLA et al, 2014), (DE NICOLA et al, 2017).

Em (BUARQUE; DIAS, 2019) temos uma caminhada quantica cujo angulo do
operador moeda tem uma dependéncia com a posicao dada por n”. Assim, avaliando a
caminhada com o operador hadamard, temos que para pequenos valores de v o caminhante
se comporta como no caso ordenado, com o desvio padrao crescendo proporcional a t.
Conforme v cresce o comportamento da dispersao muda, até que para valores de v > 1.0

o caminhante fica localizado, com o(t) constante.

Em (ZHAO; HU; TONG, 2015) é realizada uma caminhada espacialmente desor-

denada com apenas dois operadores moedas. Esses operadores dependem dos parametros
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p,0 e ¢. Variando o valor desses parametros, sao obtidas caminhadas com diferentes re-
gimes, inclusive superdifusivo, difusivo e subdifusivo. Uma condigao necessaria para que
um desses trés regimes seja encontrado é que os parametros dos operadores satisfacam a

condicio e@1=91) = (02—¢2)

Em (LO GULLO et al, 2017), sao realizadas caminhadas com dois operadores
moedas, um deles sendo o operador Hadamard. Sao investigados o caso periddico e o
casos aperiodicos dados por trés sequéncias diferentes: Fibonacci, Rudin-Shapiro e Thue-
Morse. No caso periédico, sendo os angulos dos operadores moedas 6, e 8, a distribuicao
é dada por 0,0,0,0,0,0,0,0,0,..., em que 6, e 0, aparecem sempre uma vez um apos O
outro. Ja nos casos aperiddicos, a distribuicao de 0, e 0, varia de acordo com a sequéncia
utilizada. Na figura 9 temos o expoente do desvio padrao para o caso espacial, com
as cores diferentes representando cadeias de tamanhos diferentes. Vemos, para o caso
periodico e também em duas das trés sequéncias, que o expoente « € zero quando um dos
operadores moeda ¢ dado pelo angulo 8 = 90° ou # = 270°. Isso ocorre pois essas moedas
trocam o estado interno do caminhante de |0) para |1) e de |1) para |0), fazendo com que

a direcao do caminhante seja mudada a todo momento.

Além disso, na distribuicao periddica temos um comportamento balistico para
todos os angulos, exceto os dois anteriores. Na sequéncia de Fibonacci e Thue-Morse
temos a maioria dos angulos levando a um comportamento superdifusivo, enquanto que
a sequéncia de Rudin-Shapiro tem a maioria dos angulos levando a um comportamento
subdifusivo.

Figura 9: Graficos do expoente o para diferentes sequéncias de distribuigao espacial do

operador moeda. O angulo 60, foi fixado em 45°. A linha preta tracejada representa o valor
de a do caso classico.
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Fonte: Retirado de (LO GULLO et al, 2017).
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Em (MENDES et al, 2021) a desordem ¢ inserida na caminhada pela inser¢ao de
uma fase dependente da posicao no operador deslocamento condicional. E adicionada
a essa desordem uma correlacao que, dependendo dos parametros, pode ser de longo
ou curto alcance. Com isso, quando o comprimento de correlacao é menor do que o
tamanho da cadeia, em um caso de correlacao de curto alcance, temos que o caminhante
permanece localizado. Ja quando o comprimento de correlacao é maior que o tamanho
do cadeia, de longo alcance, o caminhante exibe um comportamento balistico tal como

no caso ordenado.

3.3 Caminhadas quanticas com desordem temporal

Um outro tipo de desordem que pode interferir na caminhada é a desordem tem-
poral. Nesse caso, trata-se de um ruido que nao depende da posi¢ao, mas sim do tempo.

Nessa secao abordaremos alguns trabalhos que tratam desse tipo de desordem.

Em (SHAPIRA, 2003) ¢ realizada uma caminhada utilizando a condigao inicial
dada pela equagao 10 na qual a desordem temporal é adicionada por um operador ¢(t) =
c1(t)01 4 co(t)d9 + c3(t)o3 multiplicado pelo operador moeda Hadamard. Os coeficientes
c1(t), co(t) e c3(t) sdo nimeros aleatdrios retirados de uma distribuigao normal com desvio
padrao ¢ que caracteriza o ruido. Com isso, no tempo longo ¢ observado que o desvio
padrao da caminhada passa de balistico para difusivo, com o tempo de transi¢ao de regime

T x ¢ 2.

No experimento feito pela referéncia (SCHREIBER, 2011), comentado no caso com
desordem espacial, também foi realizado o caso com desordem temporal, no qual a fase
adicionada ao operador moeda varia com o tempo e nao mais com a posi¢ao. No grafico
mostrado na figura 10a temos a distribuicao de probabilidades apds 11 passos, obtida
através do experimento. Em 10b temos o resultado para a probabilidade obtido através
de uma simulacao da caminhada. Em ambos vemos que a probabilidade é maior de
encontrar o caminhante proximo a posicao inicial. Além disso, pelos graficos em semilog
nas figuras 10a e 10b vemos que essa probabilidade tem o perfil de uma distribuicao
normal, tal como é o caso de uma caminhada aleatodria classica. Em 10c temos a evolucao
temporal do desvio padrao para o caso desordenado temporamelnte, em vermelho, e para
o caso ordenado com operador C' = 45°, em preto. Enquanto para o caso ordenado a
evolucao de o é balistica, no caso com desordem temporal temos o oc t%?. Assim, temos

um regime difusivo como ocorre no caso da caminhada classica aleatoria.

Em (OBUSE; KAWAKAMI, 2011) utilizando um operador moeda que depende
exclusivamente de 6, similar ao da equacao [5], também é obtido um regime difusivo
para o caminhante e uma distribuicao de probabilidade similar ao caso classico. Além

disso, é mostrado que quanto maior o intervalo Af dentro do qual o angulo de C pode
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Figura 10: Densidade de probabilidade de uma caminhada quantica temporalmente de-
sordenada. Em (a) temos o resultados obtido experimentalmente em (SCHEREIBER et
al, 2011) para uma caminhada de 11 passos, enquanto que em (b) temos o resultado obtido
através de uma simulagao numérica. Em (c) temos o desvio padrao para 10.000 passos. A
curva preta é o desvio padrao obtido para o caso de uma caminhada ordenada com 6 = 45°.
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Fonte: (a) retirado de (SCHEREIBER et al, 2011) . (b) e (c) autora.

ser escolhido, mais estreita é essa distribuigdo. Em (DE NICOLAS et al, 2014) uma

distribuicao binomial devido a desordem temporal também é relatada.

Em (RIBEIRO; MILMAN; MOSSERI, 2004) a distribuigao das moedas é mudada
ao longo do tempo utilizando dois operadores moedas dados pela equacao 5: um com
0, = 30° e outro com #, = 60°. Primeiro a dependéncia temporal ocorre de forma peridédica
com periodos de 2, 3, 5 e 8 passos. Nesses casos o desvio padrao obtido é balistico. Em
seguida é usada uma distribuicao de moedas que segue a sequéncia de Fibbonaci com os
mesmos angulos # anteriores. Essa sequéncia é conhecida como quase periédica. Com
essa sequéncia a caminhada tem um comportamento superdifusivo. Entao mantendo a
distribuicao aperiddica com a sequéncia de Fibbonaci mas variando os valores das duas
moedas no intervalo [0, 7/2] os autores mostram que o comportamento é superdifusivo
para qualquer combinacao de angulos, exceto para ; = 5, quando é balistico, como pode
ser visto na figura 11.Por fim, é considerado o caso aleatdrio temporal com dois tipos
de distribuicao aleatoria: uma na qual metade dos operadores é € e a outra metade é

7/2 — 6 e outra com infinitas moedas no intervalo [0, 7/2] com diferentes desvios padroes
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centrados em 7/4. Em ambos os casos o regime encontrado é difusivo.

Figura 11: Gréafico do expoente o para diferentes combinagoes de operadores moeda
distribuidos temporalmente utilizando uma sequéncia de Fibonacci.

71'/

Fonte: Adaptado de (RIBEIRO; MILMAN; MOSSERI, 2004) .

Em (ZHAO; HU; TONG, 2015), comentado no caso com desordem espacial, também
é realizada uma caminhada com dois operadores moedas em que a distribuicao desses ope-
radores varia no tempo. O regime superdifusivo é relatado para o caso em parametros

desses operadores moedas satisfazem as condicoes e(?1791) = e(02=92) ¢ o(O1401) £ o(02+02)

Figura 12: Graficos do expoente o para diferentes sequéncias de distribuicao temporal do
operador moeda. O angulo 6, foi fixado em 45°. A linha preta tracejada representa o valor
de « do caso classico.
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Fonte: Retirado de (LO GULLO et al, 2017).

A referéncia (LO GULLO et al, 2017) também explorou a desordem temporal, con-
siderando uma caminhada realizada com duas moedas, com a distribuicao dessas moedas

seguindo uma sequencia periédica ou aperiddica. Na figura 12 temos o desvio padrao
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para todas essas distribuicoes com uma das moedas fixas como a Hadamard. Nela, ve-
mos que no caso em que a dependéncia do operador moeda é temporal, a maioria dos
angulos escolhidos para qualquer uma das distribuicoes levarad o caminhante a um regime

superdifusivo.

Os resultados anteriores mostram que a presenca de desordem sem correlacoes al-
tera profundamento o perfil de propagacao do caminhante quantico. No cenario de desor-
dem espacial, temos a emergéncia da localizagao de Anderson, enquanto que no cenario de
desordem temporal ha uma caminhada quantica difusiva, como a caminhada classica. A
presenca de correlagoes permite que o caminhante acesse regimes antes inacessiveis, como
superdifusivo, subdifusivo, ou mesmo difusivo para ruidos espaciais. Entretanto, obser-
vamos que os estudos presentes na literatura se concentram em distribuicoes aperiodicas,

deterministicas ou que apresentam correlagoes de longo alcance.

Dentro deste contexto, decidimos investigar a influéncia de correlacoes de curto
alcance, alguma correlacao que tenha uma influéncia pontual, minima. Desta forma,
decidimos por implementar correlagoes do tipo dimero aleatério (DUNLAP; WU; PHIL-
LIPS, 1990), sobre a dindmica de caminhante quantico que esta sujeito a desordem do tipo
espacial ou temporal. Tracaremos ao longo dos nossos resultados uma analise comparativa
entre o caso sem correlagoes, mostrando como uma correlagao tao curta ou momentanea
pode alterar significativamente as propriedades de transporte do sistema. Nosso modelo

e resultados sao apresentados no capitulo a seguir.
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4 Correlagoes tipo dimero aleatorio em caminhadas quanticas

desordenadas

4.1 Modelo

Como vimos na se¢ao 2.2, o estado total do caminhante é dado por |¥) = [)®]n;) e
a evolucao da caminhada é realizada pela aplicagao recursiva de dois operadores unitarios:

o operador moeda C (0) e o operador deslocamento condicional S. 0 primeiro é dado por

C’(Q): C‘OSQ sin 6 (13)
sinf@ —cosf

e o segundo por
S=10) (0] @ Y [na) {ns + 1 + 1) (A @ D |n) (s = 1] . (14)

Assim, um passo da caminhada é dado por |¥(t+ 1)) = U |¥(t)), com o operador U =
S (é ®1,), em que 1, é a matriz densidade do espaco de Hilbert da posigao H,. Assim
como nas referéncias (LO GULLO et al, 2017), (RIBEIRO; MILMAN; MOSSERI, 2004),
consideramos aqui uma desordem no operador moeda de forma que apenas dois tipos de
operador participam da distribuicao. Dentro de um circuito quantico é como se o sinal
de ajuste das moedas quanticas para 6, sofresse alguma interferéncia de maneira que o
sinal pertubado resultasse em um ajuste da moeda quantica para #,. Uma representacao

grafica do sinal com desordem randomica e independente é apresentada na figura 13.

Na figura 13a temos o caso de desordem espacial, ou seja, os operadores moedas nao
se alteram no tempo mas estao aleatoriamente e independentemente distribuidos ao longo
das posicoes n da rede. Conforme visto, este cenario resulta em caminhadas quanticas
localizadas (SCHREIBER et al, 2011), (YUE YIN; KATSANOS; EVANGELOU, 2008),
(CRESPI et al, 2013) recuperando a fenomenologia da localiza¢ao de Anderson. Na figura
13c, temos o caso com desordem temporal, ou seja, os operadores moedas estao homoge-
neamente distribuidos no sitio da rede em cada passo temporal, mas a sua configuracao
se altera de maneira independente e aleatéria no tempo. Vimos também alguns estudos
relatando que este regime (SHAPIRA et al, 2003), (SCHREIBER et al, 2011), (YUE YIN;
KATSANOS; EVANGELOU, 2008) resulta em caminhadas quanticas difusivas.

O nosso modelo assume uma interferéncia minima na abordagem da desordem,
que é assumir correlacoes do tipo dimero aleatério. Tal correlagao é representada nas
figuras 13b e 13d, correspondendo respectivamente aos casos espacial e temporal. Vemos
que a porta quantica formada a partir do angulo 6, aparece sempre aos pares. Em 13b,

como antes tinhamos uma desordem espacial, foi utilizada uma correlacao espacial. Dessa
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Figura 13: Representacao dos tipos de caminhadas quanticas em tempo discreto investi-
gadas: a) espacialmente desordenada, b) espacialmente correlacionada, c) temporalmente
desordenada e d) temporalmente correlacionada.
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Fonte: Autora.

forma, na distribuicao espacial de portas ao longo da cadeia 5 aparece somente aos pares.
Em 13d foi utilizada uma correlacao temporal, entao a distribui¢ao da porta 6, ao longo

do tempo (ou dos passos) acontece aos pares.

Para a investigacao desses sistemas foi utilizado como condigao inicial uma fungao
de onda localizada em um sitio no centro da cadeia de tamanho N, com o estado do
caminhante sendo dado por uma sobreposigao dos estados |0) e |1), como mostra a equagao

15.
1

V2

A analise dos resultados foi feita usando a densidade de probabilidades e o desvio
padrao. A densidade de probabilidade nos diz a probabilidade de encontrar o caminhante

em uma posicao n ao realizar uma medi¢ao no sistema. Ela foi calculada aplicando a

[W(t=0) (10) +i[1)) © [N/2) (15)

equagao 16, na qual a,(t) é a amplitude de probabilidade associada ao estado |0) e b, (t)

¢ a amplitude de probabilidade associada ao estado |1), ou seja:

[Un(t)* = an(t)ay(t) + bu ()b} (1) (16)
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Para calcular o desvio padrao usamos a equacao 17.

o(t) = | D_(n—no)2[ (1) — (Z(n—no)lw(t)P) (17)

n=1 n=1

4.2 Desordem Espacial

Para facilitar a andlise, apresentaremos os resultados para desordem espacial e
temporal em segoes distintas. Estabelecemos em ambos os casos uma comparacao com
o modelo com desordem aleatéria e independente. Evoluindo as caminhadas quanticas
desordenadas com e sem correlacao durante 10* passos temporais obtemos a distribuicao

de probabilidade que estd apresentada na figura 14.

Figura 14: Densidade de probabilidade para o caso desordenado espacial (em azul) e para
o caso com correlacao tipo dimero (em vermelho) quando 6, = 45°. A linha preta representa
a localizagao exponencial do caso desordenado. Os adngulos utilizados para 6; foram: (a) 0°;
(b) 30°; (c) 48°; (d) 60°.
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Fonte: Autora.
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Na figura 14 consideramos a média a partir de 20 amostras. Nos graficos apresen-
tados nessa figura usamos como angulo que forma o dimero 6, = 45°. Para maior clareza,
investigamos diferentes configuragoes: a) ¢, = 0°; b) 6, = 30°; ¢) 6, = 48°; d) 0; = 60°.
Os casos desordenados correspodem as curvas de cor azul, enquanto que os casos com a

correlagao do tipo dimero estao apresentados em vermelho.

Para os casos desordenados, temos que a densidade de probabilidade diminui cla-
ramente conforme a curva se afasta da posicao inicial. Para 6; = 48°, essa diminuicao
se d& principalmente na extremidades da distribuicao. Ja para 6; = 0°, 30° ou 60°,
como a diferenca entre os angulos das moedas é maior, a densidade diminui rapidamente
ja nas vizinhancas da posicao inicial. A linha tracejada preta nos graficos representa o
decaimento exponencial, corroborando o regime localizado previsto na literatura (LEE;
RAMAKRISHNANN;, 1985), (SCHREIBER et al, 2011). Assim, nos casos desordena-
dos sem correlagao, o caminhante esta localizado devido a desordem na distribuicao do

operador moeda.

Ja no caso correlacionado, vemos que a densidade de probabilidade, apesar de
continuar tendo o seu valor mais elevado na posicao inicial, nao diminui exponencialmente
conforme a distancia entre a posicao n e a posicao inicial aumenta. Inclusive, ela volta a
ter um pico nas extremidades, remetendo ao caso ordenado. Assim, devido ao acréscimo
da correlacao tipo dimero, vemos a existéncia de uma grande probabilidade do caminhante
ser encontrado longe da sua posicao inicial. A diferenca entre os dois cenarios fica mais

evidente quanto maior for a diferenca entre 65 e 6.

Na figura 15, consideramos novamente caminhadas quanticas apés 10* passos tem-
porais, utilizando a média a partir de 20 amostras. Entretanto, assumimos agora que
0y = 60°. Novamente a linha tracejada preta indica o decaimento exponecial do caso
desordenado devido a localizacao de Anderson. Observamos que o comportamento per-
manece, ou seja, a presenca de correlagoes que faz com que o caminhante tenha uma maior

probabilidade de ser encontrado longe da posicao inicial.

Para maior clareza, decidimos investigar a evolucao temporal do desvio padrao.
Na figura 16 apresentamos a evolucao de o(t), calculado com o auxilio da equagao 17,
até o intante t = 10° para 0y = 45° a partir da média de 10 amostras. Os valores de 6,
analisados foram os mesmos utilizados na figura 14: (a) 0°; (b) 30°; (c) 48°; (d) 60°. A reta

tracejada preta é a evolugao temporal de o na CQO com o operador moeda C (0 = 45°).
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Figura 15: Densidade de probabilidade para o caso desordenado espacial (em azul) e para
o caso com correlagao tipo dimero (em vermelho) quando 6; = 60°. A linha preta representa
a localizagao exponencial do caso desordenado. Os adngulos utilizados para 6; foram: (a) 0°;
(b) 30°; (c) 48°; (d) 64°.
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Fonte: Autora.

Na figura 16, a curva preta corresponde ao caso da caminhada ordenada, que
t%0. Para o caso desordenado, vemos que, depois de um tempo

z50.0

¢ balistica com o
transiente, as curvas levam a um valor constante. Nesse caso, temos entao o , 0 que
é uma caracteristica de um regime localizado. Isso confirma, em conjunto com o resultado
encontrado anteriormente para a densidade de probabilidade, que temos uma localizacao
de Anderson. Ja para o caso com a correlacao do tipo dimero, depois do regime transiente,

250775

temos que o cresce proporcional a para todos os valores de 6; analisados, sendo entao

um regime supedifusivo.
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Figura 16: Evolugdo do desvio padrao para o caso com desordem espacial (azul) e cor-
relacido (vermelho) quando 6, = 45°. A linha tracejada preta é referente a CQO com 6 = 45°
mostrada na figura 4. Os valores de 6; utilizados foram: (a) 0°, (b) 30°,(c) 48° e (d) 60°.
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Fonte: Autora.

Para verificar se esse comportamento permanece para um valor diferente de 65, na
figura 17 analisamos a evolucao do desvio padrao para 5 = 60°, também até o instante
t = 10° e a partir da média de 10 amostras. Novamente a reta tracejada preta corresponde
a evolucao temporal de o na CQO com o operador moeda hadamard. Os valores de 6,
investigados foram: (a) 0°, (b) 30°, (c) 48° e (d) 64°.

O comportamento encontrado é igual ao obtido quando 6, = 45°. Para o caso
desordenado, temos o desvio padrao proporcional a t%°, indicando um regime localizado
e para o caso com correlacao temos o oc %7 indicando um regime superdifusivo. Além
disso, em ambas as figuras vemos que quanto maior a diferenca A6 = 65 — 01, menos
tempo leva para as curvas correspondentes a cada tipo de caminhada se diferenciarem.
Ou seja, quanto maior a diferenca entre os angulos das moedas utilizadas, menor seréd o

tempo de transicao de regime.
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Figura 17: Evolugdo do desvio padrao para o caso com desordem espacial (azul) e cor-
relagdo (vermelho) quando 6 = 60°. A linha tracejada preta é referente a CQO com 6 = 45°
mostrada na figura 4. Os valores de 6; utilizados foram: (a) 0°, (b) 30°, (c) 48° e (d) 64°.
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Fonte: Autora.

Para investigar, entao, se esse comportamento permanece para todos os valores de
f, temos na figura 18 a andlise do expoente o do desvio padrao. Esse expoente foi obtido
atraves da andlise de lei de poténcia dos tltimos 2 x 10* passos de uma caminhada com

10% passos, a partir da média de 10 amostras. Foram analisados casos em que os angulos
de 65 sao 30°, 45°, 48° e 60°.

Em todos os graficos temos que quando 0, = 6 ou 6, 180° — 61 o expoente
«a € igual a 1, tanto no caso desordenado quanto com correlagao, caracterizando um
regime balistico. Isso ocorre pois temos C'(6;) = C/(6,), entdo trata-se de uma caminhada
o 0.

0, = 270° temos @ = 0, 0 como aspecto dominante, visto que esses operadores moedas sao
Y 9

ordenada, conhecida justamente por ter o(t) Além disso, quando #; = 90° ou

responsaveis por sempre levar a caminhada ao regime localizado, independente de qual

seja a outra porta quantica atuando no caminhante.
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Figura 18: Expoente o de t proporcionais aos quais o(t) cresce para diferentes valores de
02: (a) 30°, (b) 45°, (c) 48° e (d) 60°. As curvas em azul sdo o caso desordenado espacialmente
e as curvas em vermelho o caso correlacionado. A linha preta tracejada representa o valor
de a no caso da caminhada classica aleatdria.
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Fonte: Autors
1

A linha preta pontilhada nos gréficos indica o valor de o do caso difusivo. Sendo
assim, enquanto que no caso desordenado temos um caminhante localizado, no caso cor-
relacionado temos sempre o ~ 0,7. Assim, a presenca de correlagoes do tipo dimero na
caminhada espacial torna o regime de transporte do sistema superdifusivo, favorecendo o

alargamento da funcao de onda do caminhante independente de qual seja o valor de 6, .

4.3 Desordem Temporal

Analisamos entao a densidade de probabilidade para o caso em que a desordem é
temporal. Utilizamos a mesma condicao inicial do caso com desordem espacial, dada pela
equacao 15, para o tempo 10*. Na figura 19 temos o resultado quando 6, = 45°, obtido
a partir da média de 10 amostras. Os valores de 6; utilizados foram: (a) 0°, (b) 30°, (c)
48° ¢ (d) 60°.
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Figura 19: Densidade de probabilidade em t = 10* para o caso desordenado temporal (em
azul) e para o caso com correlacado tipo dimero (em vermelho) quando 6, = 45°. Os valores
de 60, investigados foram: (a) 0°, (b) 30°, (c) 48° e (d) 60°.
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Fonte: Autora.

Nos casos desordenados, os graficos da densidade de probabilidade tém um perfil
igual ao grafico da distribuicao de probabilidade de uma caminhada classica, como previsto
na literatura (RIBEIRO; MILMAN; MOSSERI, 2004), (SCHREIBER, 2011) e mostrado
na figura 1, variando apenas a largura da distribuicao. Quando 6; = 48°, a largura da
distribuicao é igual a do caso correlacionado. Enquanto que para os outros angulos, #; =
0°, 30° ou 60°, o caso com correlacao tipo dimero tem mais posi¢oes com probabilidade
nao nula. Além disso, para os casos com correlagao, as extremidades da densidade de

probabilidade tem picos tais como no caso ordenado mostrado na figura 4.

Reproduzimos entao a mesma caminhada, porém para #, = 60°. Assim, obtemos
os graficos mostrados na figura 20. Neles percebemos o mesmo comportamento do caso
anterior. As curvas com desordem apresentam uma distribuicdo binomial, semelhante

a probabilidade da caminhada classica aleatéria. Ja as curvas com correlagao apresen-
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Figura 20: Densidade de probabilidade em t = 10* para o caso desordenado temporal (em
azul) e para o caso com correlacado tipo dimero (em vermelho) quando 6, = 60°. Os valores
de 60, investigados foram: (a) 0°, (b) 30°, (c) 48° e (d) 64°.
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Fonte: Autora.

tam uma distribuicdo mais larga e com picos na extremidade. Assim, temos uma maior

probabilidade de o caminhante ser encontrado distante da posigao inicial.

Em seguida, tal como para o caso desordenado, calculamos a evolugao temporal do
desvio padrao até o tempo t = 10°. Na figura 21, temos a evolugao de o(t) para 6, = 45°.
A reta preta tracejada corresponde ao caso ordenado com 6 = 45°. Foi realizada uma
média de 10 amostras e os valores de ¢, considerados foram: (a) 0°, (b) 30°,(c) 48° e (d)
60°.

Podemos ver que a reta referente ao caso ordenado tem um crescimento balistico.
Enquanto isso, a curva de o(t) para o caso desordenado cresce proporcional a t°. Esse
regime difusivo é uma caracteristica da caminhada temporalmente desordenada. Para a
caminhada com o modelo de dimero aleatério, temos que o o< t%7. Assim, tal como no
caso espacial, no caso temporal também temos a correlacao levando a caminhada a um
regime superdifusivo. Além disso, quanto menor |¢; — 65|, mais tempo leva para se atingir

o regime assintotico. Por isso que para 6, = 48° as curvas dos dois casos se diferenciarem
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Figura 21: Evolugdo do desvio padrao para o caso com desordem espacial (azul) e cor-
relagdo (vermelho) quando 6, = 45°. A linha tracejada preta é referente a CQO com 6 = 45°.
Os valores de 6, utilizados foram: (a) 0°, (b) 30°,(c) 48° e (d) 60°.
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Fonte: Autora.

apenas préximo de t = 10°, enquanto que para os outros valores de 6; elas se diferenciam
antes t = 10%. Observando entao a figura 21c, vemos que para ; = 48° em t = 10% o

%™ ainda nao foi alcancado. Por esse motivo que na figura

regime assintotico em que o
19¢ o perfil da densidade de probabilidade dos casos desordenados com e sem correlagao

¢ tao similar, tendo inclusive a mesma largura.

Em seguida, verificamos a evolugao de o(t) quando 6, = 60°, como mostrado na
figura 22. A evolucao foi realizada até o instante t = 10°, com 10 amostras, e os angulos

de 6, analisados foram: (a) 0°, (b) 30°,(c) 48° e (d) 64°.

Para a caminhada desordenada, também para 6 = 60°, temos que o(t) o t%° para
todos os #; analisados na figura 22. A insercao da correlagao dimero fez entao com que o
expoente com o qual o desvio padrao aumenta mudasse para 0,75. Esse comportamento
esta presente em todos os valores de 0, observados. Assim, no caso em que 65 = 60° com
correlagao do tipo dimero aleatorio no caso temporal, o regime da caminhada também é

mudado de difusivo para balistico. Além disso, tal como no caso de 6y = 45°, o transiente
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inicial, ou seja, o tempo que se leva para chegar ao regime assintotico, é maior quanto
mais préoximos forem os angulos dos operadores moedas utilizados. Por isso que na figura
20d também observamos uma similaridade maior entre os casos sem e com correlacao do

que nos outros graficos da figura 20, em que os valores de #; e 6, estao mais distantes.

Figura 22: Evolugdao do desvio padrao para o caso com desordem temporal (azul) e

correlagao (vermelho) quando 6, = 60°. A linha tracejada preta é referente a CQO com
0 = 45°. Os valores de 6, utilizados foram: (a) 0°, (b) 30°,(c) 48° e (d) 64°.
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Em seguida analisamos o expoente « de o(t) no tempo longo no caso da desordem
temporal. Foi analisada a dependéncia de o com #; para alguns valores de #,: 45°, 48°
e 60°. Os resultados sdo mostrados nos graficos da figura 23. A linha preta tracejada

representa o valor de o para a caminhada cldssica aleatoéria.

Para o caso desordenado, quase todos os angulos 6; levam a um valor de « igual
ou proximo de 0,5, que corresponde a uma caminhada de regime difusivo. As excegoes
ocorrem quando #y = 61, que corresponde ao caso de uma caminhada ordenada, quando
0y = 01 + 180°, devido as propriedades de sinf e cosf ou quando temos valores de 6,

proximos dessas duas condigoes, pois o transiente inicial é maior, como indicado pelas
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figuras 21 e 22, de forma que o regime assintético ainda nao foi alcancado no tempo

analisado.

Figura 23: Expoente o de t proporcionais aos quais o(t) cresce para diferentes valores de
O2: (a) 45°, (b) 48° e (c) 60°. As curvas em azul sdo o caso desordenado temporalmente e as
curvas em vermelho o caso correlacionado. A linha preta tracejada representa o valor de o
no caso da caminhada classica aleatdria.
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Fonte: N. Amaral e A. R. & Buarque.

Ja para o caso correlacionado, quase todos os valores de 6, tém como resultado um
a proximo de 0,7, que corresponde a um regime superdifusivo. A excegao ocorre somente
para #; = 120° e ; = 300°, para os quais a caminhada retorna ao regime difusivo. Assim,
tal como no caso em que adicionamos a correlagao ao modelo com desordem espacial,
quando essa correlagao é adicionada a desordem temporal também teremos uma mudanca

de regime.
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5 Conclusoes e Perspectivas

Nessa dissertacao foram abordadas as caminhadas quanticas em tempo discreto
com desordem. A desordem, que representa a presenca de algum ruido no sistema, foi
considera sob duas formas diferentes. Primeiro foi discutido o caso com desordem espacial,
no qual temos uma caminhada em que o ruido nao depedende do tempo, sendo constante
durante toda a caminhada, mas depende da posicao. Ja a desordem temporal representa
um ruido que nao depende da posicao do caminhante, ele depende da passagem de tempo

durante a evolucao da caminhada.

Os casos totalmente desordenados ja sao conhecidos da literatura (KONDOV,
2011), (YUE YIN; KATSANOS; EVANGELOU, 2008), (ROATTI, 2008), (RIBEIRO; MIL-
MAN; MOSSERI, 2004), levando a uma localizacao tipo Anderson do caminhante no caso
espacial e a uma caminhada difusa, tal como a caminhada classica aleatoria, no caso tem-
poral. A presenca de correlagoes ou aperiodicidades também ja foi relatada como sendo
capaz de melhorar o regime da caminhada desordenada, levando até mesmo ao retorno de
um regime balistico (LO GULLO et al, 2017), (RIBEIRO; MILMAN; MOSSERI, 2004),
(SHAPIRA et al, 2003), (MENDES, 2021). Assim, nosso objetivo foi analisar o papel de
um tipo de correlagao ainda nao empregado nessas desordens: a correlacao do tipo dimero

aleatorio.

Nossos resultados mostram que esse tipo de correlacao torna o regime da cami-
nhada, antes localizado ou difusivo, em superdifusivo para quase todos os valores de 6,
analisados. Assim, essa correlacao favorece a propagacao do caminhante em ambos os
tipos de desordem analisadas. As excecgoes a esse favorecimento ocorrem somente para

A, = 90° ou #; = 270° no caso espacial, ou para 6; = 120° ou 6; = 300° no caso temporal.

Dessa forma, como o modelo de dimero aleatério apresenta uma influéncia rele-
vante sobre o regime da caminhada em presencga de desordem, pretendemos futuramente
investigar o seu papel em outros tipos de caminhadas em tempo discreto desordenadas.
Algumas possibilidades de implementacao desse modelo sao nas caminhadas desordena-
das de maior dimensionalidade, nas quais o caminhante pode se locomover em uma rede
2D, ou nas caminhadas em que além da desordem existe a presenca de outros fenomenos

fisicos, como a nao linearidade ou a existéncia de dois qubits que interagem entre si.
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