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RESUMO

O ultrassom € uma modalidade de imagem clinica segura, ndo invasiva e economica amplamente
utilizada em diagndstico médico e ensaios ndo-destrutivos. Porém, apesar de todos os avangos
atuais, devido a sua natureza cldssica, a resolucdo lateral de sistemas de imagem por ultrassom
¢ limitada a um comprimento de onda do feixe incidente. Essa limitacdao € conhecida como
limite de difracdo. Feixes superfocalizados gerados por lentes em forma de esfera t€ém chamado
a atencdo devido a sua simplicidade e efic4cia na produgdo de imagens de alta resolucao e na
tarefa de vencer o limite de difracdo. Esses feixes sdo gerados no lado de sombra da lente apds o
espalhamento de um campo de ultrassom incidente. Devido a dependéncia desses feixes com os
parametros mecanicos das lentes, um estudo detalhado das propriedades da lente € necessario
para otimizar os sistemas e aplicacdes em imageamento de alta resolucido. Assim, a presente
dissertacdo visa o estudo paramétrico das propriedades mecanicas de lentes actsticas do tipo
core-shell por meio de simulagdes numéricas. Para a realizacdo de tal estudo, utilizamos o
Método de Elementos Finitos (MEF) por meio do software comercial COMSOL Multiphysics.
Todas as simulagdes foram realizadas com a lente submersa em um fluido ideal e irradiada por
uma onda plana com frequéncia de 1MHz e comprimento de onda A = 1,49 mm, onde variamos
as propriedades mecanicas e as dimensdes da lente core-shell. Nossas simulagdes utilizaram os
modulos Pressure Acoustics, Frequency Domain e Solid Mechanics, onde em seguida foram
calculados os parametros caracteristicos dos feixes superfocalizados gerados. Nossos resultados
mostraram que os parametros de feixes gerados com uma casca de Rexolite e nicleos de fluidos
sd30 mais sensiveis em compara¢do com nucleos metalicos, de forma que os primeiros possuem
maior versatilidade em termos de aplicacdes em sistemas de alta resolu¢@o. Variando o raio do
nucleo e a espessura da casca obtivemos variacdes expressivas dos pardmetros dos feixes. Este
estudo pode ser uma ferramenta til para projetar novos transdutores de elemento tnico para
aplicagdes em sistemas de imagem de alta resolucdo.

Palavras-chave: Feixes superfocalizados. COMSOL Multiphysics. Lentes acusticas. Método de
elementos finitos. Estudo paramétrico.



ABSTRACT

Ultrasound is a safe, non-invasive, and cost-effective clinical imaging modality widely used
in medical diagnostics and non-destructive testing. However, despite all current advances, due
to its classical nature, the lateral resolution of ultrasound imaging systems is limited to one
wavelength of the incident beam. This limitation is known as the diffraction limit. Superfocused
beams generated by sphere-shaped lenses have attracted attention due to their simplicity and
effectiveness in producing high resolution images and in the task of overcoming the diffraction
limit. These beams are generated on the shadow side of the lens after scattering an incident
ultrasound field. Due to the dependence of these beams on the mechanical parameters of the
lens, a detailed study of the lens properties is necessary to optimize high resolution imaging
systems and applications. Thus, the present dissertation aims at the parametric study of the
mechanical properties of core-shell acoustic lenses through numerical simulations. To carry
out this study, we used the Finite Element Method (FEM) through the commercial software
COMSOL Multiphysics. All simulations were performed with the lens submerged in an ideal
fluid and irradiated by a plane wave with a frequency of 1IMHz and wavelength A = 1.49
mm, where we varied the mechanical properties and dimensions of the lens core-shell. Our
simulations used the modules Pressure Acoustics, Frequency Domain and Solid Mechanics,
where the characteristic parameters of the generated superfocused beams were then calculated.
Our results showed that the parameters of beams generated with a Rexolite shell and fluid cores
are more sensitive compared to metallic cores, so that the former have greater versatility in terms
of applications in high resolution systems. By varying the core radius and the shell thickness, we
obtained expressive variations in the parameters of the beams. This study can be a useful tool for
designing new single-element transducers for applications in high-resolution imaging systems.

Keywords: Superfocused beams. COMSOL Multiphysics. Acoustic lenses. Finite element
method. Parametric study.
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16
1 INTRODUCAO

O ultrassom € um tipo de onda mecénica longitudinal que descreve uma oscilagdo de
pressdo e que se propaga através de compressoes (regides de maior pressdo) e rarefagdes (regioes
de menor pressdo), possuindo frequéncia de oscilacdo acima de 20 kHz. Atualmente, o ultrassom
¢ utilizado para diversos fins, entre eles, diagnoésticos e tratamentos médicos (MAFFULLI et
al., 1987), (BLANA et al., 2004); técnicas de ensaios nao destrutivos (MIGLIORI; DARLING,
1996); criagdo de processos de limpeza para objetos (LAMMINEN et al., 2006); sonares e
sensores (MCKERROW; ANTOUN, 2007), (ELLSMERE et al., 2003); e também na industria
de alimentos, tanto para andlise como modificacdo de propriedades fisico-quimicas de produtos
comestiveis (MCCLEMENTS, 1995). Entretanto, a mais conhecida e comum aplicacdo do
ultrassom esté relacionada a area de diagndstico medico, principalmente ao que diz respeito a
formacdo de imagens.

Embora os resultados obtidos através da aplicacdo de ultrassom para imageamento sejam
satisfatdrio, a resolugdo alcangada por sistemas que empregam tal técnica depende fortemente
do perfil de feixe utilizado, onde os parametros do ultrassom empregado, como por exemplo a
frequéncia de oscilacdo (f) e comprimento de onda (\), afetam diretamente a imagem gerada.
Devido a natureza cldssica das ondas de ultrassom, os métodos convencionais de imageamento
sonoro possuem uma limita¢ao natural na resolu¢do das imagens formadas. Tal limite € conhecido
como limite de difracdo (também existente na Optica) e restringe a resolugdo lateral das imagens
geradas ao comprimento de onda do feixe incidente (ZHU et al., 2011). O limite de difragao
surge do fato de que os detalhes espaciais de sub-comprimento de onda sdo atribuidos a ondas
acusticas evanescentes, que sao atenuadas de forma exponencial em relacao a distancia do local
de onde sdo emitidas (LEMOULT et al., 2011).

Na tentativa de superar o limite de difracdo, diversas técnicas de focalizacao de ondas
em sub-comprimento de onda foram e continuam a ser desenvolvidas. Na dptica, técnicas que
utilizam espelhos de reversao de tempo (LEROSEY et al., 2004) e espalhamento eletromagnético
através de objetos que possuem formas e materiais variados (LIU, 2013), (WU et al., 2017)
obtiveram sucesso em superar o limite de difracdo. Entre as técnicas que vencem o limite
de difracdo na acustica, pode ser citada a utilizacdo de um conjunto linear de transdutores
regularmente espacados que, ao serem utilizados, produzem interferéncia destrutiva e moldam
um perfil sonoro mais estreito em um ponto do espaco. Utilizando uma frequéncia de 4 kHz foi

possivel realizar uma focalizacdo de 0,30\ através desta técnica (onde A é o comprimento de
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onda do campo actstico incidente) (ABASI et al., 2011).

Também € recorrente a utilizagdo de ressonadores de Helmholtz (cavidade aberta de
sub-comprimento de onda equivalente ao ressonador elétrico LC) para focalizacdo de ondas
acusticas. Através de um aparato constituido de latas de refrigerante como ressonadores e auto-
falantes comerciais, foi possivel focalizar sons de banda larga em uma regidao equivalente a
A/25 (LEMOULT et al., 2011). Estudos demonstraram que metamateriais também podem ser
empregados para a focalizacdo de ondas sonoras. Através de uma lente acustica de metamaterial
achatada composta de uma rede planar de ressonadores de Helmholtz de sub-comprimento de
onda usinados em uma placa de aluminio imersa em dgua, uma focalizacao eficiente de \/2 foi
registrada para um ultrassom de 60,5 kHz (ZHANG et al., 2009). Além disso, um metamaterial
formado por um bloco rigido perfurado com uma rede periédica de furos quadrados de sub-
comprimento de onda (estrutura Holey 3D) foi utilizado para obter uma imagem com resolucao
de M\/50 quando utilizada uma onda acustica com frequéncia de 2,18 kHz. Este resultado foi
obtido gracas a eficiente transmissdo das ondas evanescentes pelo metamaterial devido ao forte
acoplamento da estrutura com ressonancias de Fabry-Pérot (ZHU et al., 2011).

Outro estudo interessante utilizando metamateriais para a construcio de lentes com indice
gradiente, conhecidas como lentes GRIN actsticas (lente projetada para que a velocidade do som
que se propaga na lente varie com a distancia), demonstrou a capacidade de atingir valores de
focalizacdo abaixo de \/2 para ondas actsticas com frequéncias de 500 Hz, 700 Hz e 1000 Hz que
se propagam em um meio homogéneo (PARK et al., 2016). Uma quarta técnica para focalizagdo
de ondas acusticas utiliza o método de reversao de tempo (replicacao em sentido contrério de
uma onda propagante). Uma fonte pontual no centro de uma superficie fechada foi utilizada
para emitir um campo pulsado de 500 kHz que, posteriormente, foi medido por transdutores. O
sinal registrado foi revertido no tempo e transmitido de volta. Apds o sinal alcangar o centro da
superficie, um perfil de intensidade focalizado foi observado com um tamanho focal de \/14
(ROSNY; FINK, 2002).

Também € possivel realizar focalizacdo de ondas sonoras através da utilizacdo de cristais
fondnicos. O cristal fondnico € um composto artificial periédico que possui a capacidade de
criar bandas fononicas proibidas (conceito semelhante as bandas fotdnicas proibidas) e refracdo
sonora negativa, sendo o andlogo acustico do cristal foténico (OLSSON-III; EL-KADY, 2008).
Ao se utilizar um cristal fondnico constituido de um arranjo triangular 2D de hastes de aco
preenchido com metanol, o fendmeno de refracdo sonora negativa (resultado do espalhamento de

Bragg, ocorrendo em bandas de passagem com velocidade de grupo negativa) foi observado para
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uma frequéncia de 530 kHz. O perfil de intensidade focalizado apresentou uma largura de 0,37 .
E importante salientar que o resultado obtido neste estudo esté intimamente ligado 2 distincia da
fonte até a lente (0,1 mm), ndo mostrando a mesma eficdcia de focalizag@o para valores maiores
que este (SUKHOVICH et al., 2009). E possivel, ainda, manipular e focalizar ondas sonoras
recorrendo a inomogeneidade e a descontinuidade da impedancia acustica incidindo essas ondas
em objetos ou materiais que apresentem tais caracteristicas acusticas (ZHAO et al., 2013).

Embora todas as técnicas citadas anteriormente tenham obtido €xito na tarefa de focalizar
ondas acusticas e de vencer o limite de difracao, ou seja, conseguir uma focalizagdo em uma
regido menor que A, a complexidade destas técnicas impde uma dificuldade em suas aplica-
¢oes, ja que todos os métodos citados envolvem uma complexa engenharia de metamateriais
ou necessitam de uma grande capacidade de processamento de sinais. Entretanto, foi mostrado
experimentalmente que objetos esféricos podem vencer o limite de difracdo ao realizar foca-
lizacao através do espalhamento de ultrassom sem envolver as complexidades citadas acima.
Através da interacao de uma esfera homogénea composta de Rexolite e de um feixe de ultrassom
com frequéncia de 1,01 MHz uma focalizacdo com intensidade méxima 27,6 vezes maior que a
intensidade da onda incidente e com uma resolugdo lateral de \/2 foi obtido através da geracdo
de feixes superfocalizados (LOPES et al., 2017). Um feixe actstico superfocalizado pode ser
definido como um feixe estreito e de alta intensidade que emerge da superficie de um objeto
esférico que espalha uma onda acustica. Devido ao espalhamento, o feixe é gerado na regido de
sombra do objeto, ou seja, na regido oposta a de incidéncia da onda.

Na literatura € possivel encontrar alguns trabalhos publicados que buscam fazer uma
abordagem tedrica e numérica acerca dos feixes superfocalizados gerados por objetos esféricos
através da utilizacdo de softwares disponiveis comercialmente (LOPES et al., 2016), (MININ;
MININ, 2017). Ainda dentro do escopo de objetos esféricos, recentemente foi demonstrado
numericamente e experimentalmente que esferas core-shell podem ser utilizadas como lentes
acusticas para focalizacdo de ondas sonoras através da geracao de feixes superfocalizados, assim
como a viabilidade da aplica¢do de tais lentes na drea de imageamento sonoro de alta resolugao.
Utilizando-se uma esfera core-shell com diametro de 12,8 mm, nicleo composto de ago e casca
feita de Rexolite, uma onda plana com frequéncia de 2 MHz foi espalhada dando origem a um
feixe superfocalizado com intensidade 87 vezes maior que a do campo incidente e resolucao
lateral de 0,6\ (LEAO-NETO et al., 2020).

Ainda, utilizando a mesma lente descrita acima, mas desta vez incindindo um campo

pulsado, um feixe superfocalizado com resolugao lateral de 0,48\ foi observado. A partir deste
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feixe, uma imagem de modo C de alta resolu¢do de uma moeda de 10 centavos de Real com
20 mm de diametro foi feita, posicionando-se a moeda no ponto de maior intensidade do
feixe (ver Figura 1). Observando a imagem produzida, € possivel distinguir algumas linhas
paralelas presentes na moeda, onde a distincia entre duas linhas consecutivas € de 350 ym
(aproximadamente \/2), evidenciando assim, a eficiéncia do imageamento através de feixes

superfocalizados.

Figura 1 — a) Fotografia de uma moeda de 10 centavos de Real. b) Imagem de modo C feita
utilizando-se um feixe superfocalizado com resolugao lateral de 0,48 ).

iesin. %

Fonte: (LEAO-NETO et al., 2020).

Pesquisas recentes mostraram que feixes superfocalizados também podem ser obtidos
através do espalhamento de um campo de ultrassom incidente por corpos nao esféricos. Através
da utilizacdo de cilindros maci¢os compostos por ABS (Acrilonitrila butadieno estireno) de diver-
sos raios, feixes com resolugio lateral abaixo de \/2 foram observados (CASTINEIRA-IBANEZ
et al., 2020). Com objetos ctibicos preenchidos com CO, (Diéxido de Carbono) focaliza¢des de
ultrassom através de feixes superfocalizados também foram obtidas, onde resolugdes laterais
abaixo do comprimento de onda foram apontadas (RUBIO et al., 2019). Outro estudo com
objetos cubicos, mas desta vez feitos de Rexolite e PMMA (polimetilmetacrilato), apresentou
como resultado feixes com resolugdes laterais também abaixo de 0,5\ (TARRAZO—SERRANO
et al., 2020). Embora estes objetos nao esféricos possam gerar feixes superfocalizados, lentes
acusticas esféricas, especialmente do tipo core-shell, t€m se mostrado mais eficientes na focali-
zacdo do ultrassom incidente, uma vez que produzem feixes superfocalizados com intensidades
e comprimentos maiores e resolu¢des abaixo de /2, além de serem mais féceis de fabricar e de
se trabalhar.

As propriedades mecanicas da lente utilizada exercem influéncia nos parametros espaciais
do feixe superfocalizado gerado (principalmente em sua resolugdo lateral), parimetros estes
essenciais para aplicacdes em imageamento. Desta forma, levando-se em conta tudo o que foi

exposto até aqui, a presente dissertacdo tem como objetivo realizar um estudo paramétrico das
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propriedades mecanicas de lentes actsticas do tipo core-shell através de simulacdes numéricas.
Para este fim, foi utilizado o Método de Elementos Finitos (MEF) por meio do software comercial
COMSOL Multiphysics para realizar simulacdes da interacio entre ondas de ultrassom com
frequéncia de 1 MHz e lentes acusticas com parametros mecanicos diversos.

Ap6s esta breve introdugdo sobre o tema central desta dissertacao, no capitulo 2 serao
expostos conceitos badsicos sobre ondas sonoras, espalhamento actstico, grandezas fisicas que
estdo envolvidas neste efeito e sobre o MEF. Ja no capitulo 3 serd mostrado como o modelo
numérico do problema foi desenvolvido no software COMSOL Multiphysics, explanando sobre
a geometria construida e ferramentas utilizadas. Em seguida, no capitulo 4 serdo mostrados
os resultados obtidos das simulacdes realizadas, expondo os feixes superfocalizados obtidos,
suas principais caracteristicas, assim como andlises sobre as propriedades mecanicas das lentes

utilizadas. Por fim, serdo dadas conclusdes sobre a presente dissertacao.
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2 FUNDAMENTOS TEORICOS

Neste capitulo abordaremos conceitos tedricos necessdrios para o entendimento da
formacao de feixes superfocalizados através de espalhamento de uma onda sonora. Como este
ultimo depende tanto de parametros do objeto espalhador como das caracteristicas da onda
utilizada, € importante entender de que forma estes parametros e caracteristicas contribuem para

a formacao de feixes superfocalizados.

2.1 ONDAS SONORAS

Podemos definir uma onda como uma perturbacio que se propaga no espago carregando
consigo momento, energia e informacao. Tal perturbacdo sempre € produzida pela variagdo de
alguma grandeza fisica relevante dentro da regido onde a onda se propaga. Dentre todos os tipos
de ondas existentes, voltamos nossa aten¢do para as ondas sonoras, que sao ondas mecanicas
geralmente longitudinais definidas através da propagacdo da oscilacao de pressao p no meio
analisado, que pode ser sdlido, liquido ou gasoso. Por ser uma onda longitudinal, as ondas
sonoras se propagam através de rarefacdes (regides de menor pressdo) e compressoes (regioes
de maior pressao) limitadas por uma amplitude de pressao p,, de modo que oscilam entre p,
(regides de maxima compressao) e —p, (regides de maxima rarefacdo) (YASUI, 2018). A Figura
2 mostra uma onda sonora unidimensional que se propaga ao longo de um eixo z arbitrério para

um tempo ¢ qualquer produzida pela movimentacao de um pistao.

Figura 2 — Onda sonora unidimensional que se propaga ao longo de um eixo z para um tempo ¢
arbitrdrio.

AA/\/\/\
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Fonte: Autor (2021).

Podemos caracterizar ondas sonoras através de alguns pardmetros, como por exemplo o

comprimento de onda A (distancia entre repeti¢des sucessivas da onda) e seu periodo de oscilagdo
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T (tempo necessario para que a varidvel fisica atrelada a onda complete um ciclo de oscilagdo).
Como em um periodo a varidvel fisica realiza uma oscila¢do, podemos relacionar f e 7" através

da equacao (HALLIDAY et al., 2009):

f= )

1
T

Podemos distinguir ondas sonoras através da frequéncia f. Ondas sonoras com frequén-
cias abaixo de 20 Hz sdo denominadas infrassom, enquanto as que possuem frequéncias acima
de 20 kHz sdo chamadas de ultrassom. Um ser humano em condi¢des normais de saide consegue
detectar ondas sonoras com frequéncia entre 20 Hz e 20 kHz, sendo essa faixa denominada de
som audivel. A titulo de curiosidade, os cachorros podem detectar ultrassons de até 50 kHz,
sendo este o0 motivo do som proveniente de um apito de adestramento ndo ser audivel ao ouvido
humano, uma vez que produz uma onda sonora acima de 20 kHz. J4 o morcego, através de seu
sistema de orientacdo idéntico ao sonar, pode emitir e captar frequéncias acima de 120 kHz
(BORGES; RODRIGUES, 2017).

Além dos parametros citados acima, também podemos atribuir a ondas sonoras um
comprimento de onda A e um nimero de onda k. O comprimento de onda é definido como a
distancia paralela a direcdo de propagacdo entre dois pontos sucessivos da onda em que sua
forma se repete. J4 o nimero de onda € o médulo do vetor de onda k, que é perpendicular as
frentes de onda (FOWLES, 1989) (ver Figura 2). Podemos relacionar A e k£ escrevendo:

_27T

k e

2)

Um tipo muito importante de onda € a chamada onda plana. A principal caracteristica
desse tipo de onda € que, ao se tomar planos perpendiculares ao sentido de propagacao da onda,
a variavel oscilante possui um valor constante em cada plano, o que torna as frentes de onda
planas. Além disso, devido a esta planicidade, o vetor de onda aponta na dire¢ao de propagagao
da onda (KINSLER et al., 1999). Matematicamente, expressamos a variacao de pressdo de uma

onda plana acustica da seguinte forma:
p(l‘, t) _ ei(:tk-r—wt)’ (3)

onde a utilizagdo do sinal + ou — depende do sentido de propagacdo da onda; r € o vetor posicao
do ponto analisado, ¢ € o tempo e w é uma grandeza conhecida como frequéncia angular, que
pode ser relacionada com a frequéncia f e com o periodo 7" utilizando as equacdes (1) e (2) da

seguinte forma:
2

= =2mf = kA = ke, 4)

w =
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sendo c a velocidade de propagacdo da onda no meio considerado.

Como citado anteriormente, uma onda possui a capacidade de carregar consigo energia
através do meio em que se propaga. Para computar esta energia, definimos uma grandeza
conhecida como intensidade acustica I, que ¢ a média temporal da taxa de transmissdo de energia

por uma drea unitaria normal a dire¢do de propagacgdo, ou seja (KINSLER et al., 1999):

1 T
I=tpuyr =7 [ ui ©
0

onde u € o médulo da velocidade de um elemento do fluido que € perturbado pela onda. Para
uma onda plana que se propaga em um meio fluido com densidade p, temos:
2
[ = Pa 6)
2pc

Quando ondas sonoras se propagam em meios solidos, naturalmente dois tipos de per-
turbagdes mecanicas aparecem no material simultaneamente: ondas de compressdo e ondas
de cisalhamento. As ondas de compressao movimentam os elementos de volume do meio no
mesmo sentido de propagacdo da onda e se propagam com velocidade c,, conhecida como
velocidade de compressdo. Ja as ondas de cisalhamento movimentam os elementos de volume do
meio no sentido perpendicular ao de propaga¢do da onda e possuem velocidade c,, denominada
velocidade de cisalhamento.

Geralmente, a velocidade de cisalhamento € aproximadamente metade do valor da veloci-
dade de compressdo, razdo essa, que faz com que as ondas de compressao e cisalhamento sejam
denominadas de ondas primdrias e secunddrias, respectivamente, uma vez que as ondas de com-
pressdo sdo detectadas primeiro. Devido a fraca forga de resisténcia ao cisalhamento apresentada
em liquidos, ondas de cisalhamento s6 ocorrem em meios sélidos. Ondas de cisalhamento e
compressao sdo amplamente utilizadas em estudos realizados em sismologia e geofisica, sendo

ferramentas importantes para o entendimento do funcionamento terrestre (SHEARER, 2009).

2.2 EQUACOES BASICAS DE MECANICA DOS FLUIDOS

Para entender o comportamento de fluidos ao serem submetidos a campos actsticos, € de
suma importancia conhecermos as equagdes que regem a dindmica de meios fluidos. Embora
sejam compostos de &tomos e moléculas, devido ao carater classico da maioria dos problemas
envolvendo dindmica de fluidos, podemos considerar estes meios como continuos e descrever
suas propriedades através de campos cldssicos. Para fazer a descri¢cao dessas quantidades temos

a nossa disposi¢ao duas representacoes: a descri¢do Lagrangiana e a descri¢cao Euleriana.
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Na descri¢do Lagrangiana consideramos um elemento material de fluido e fixamos nossa
atencdo nele. Em seguida, seguimos sua trajetoria a medida que o tempo passa, atribuindo ao ele-
mento uma posicdo a cada instante de tempo, tracando assim, um caminho. Nesta representacao,
a posi¢do do elemento de fluido depende do tempo (ver Figura 3(a)). J4 na descri¢do Euleriana,
fixamos nossa aten¢do em uma regiao fixa dentro do fluido e observamos a evolu¢do dos campos
nesta regido. Na representacdo Euleriana a posi¢do da regido ndo depende do tempo (ver Figura
3(b)). Embora a descri¢do Lagrangiana seja util em alguns casos, esta descricdo leva a analises
bastante complicadas da dinAmica dos elementos de fluidos, além de ndo oferecer diretamente os
gradientes espaciais de velocidade no fluido (BATCHELOR, 2000). Desta forma, nesta se¢ao

utilizaremos a descri¢do Euleriana para caracterizar os campos envolvidos.

Figura 3 — Representagdo de um campo de velocidade v para os tempos ¢ e ¢t + At na descri¢do
a) Lagrangiana (elemento de fluido representado pelo quadrado azul) e b) Euleriana
(regido fixa representada pelo circulo vermelho).

a
y y )
A A
v,
At f
. v(r(t +A?), t +AT)
y y b)
A A
v(r, t + Af)
At
v(r,1) —
r 1y
» X > X

Fonte: Autor (2021).

Agora, sejam m,; e v; a massa e a velocidade da molécula ¢, respectivamente, dentro de
um volume fixo AV (r) em um tempo ¢ que possui /N moléculas. Com isso, podemos definir a

densidade p(r,t) e o campo de velocidade Euleriano v(r,¢) como (BRUUS, 2008):

;X
p(r,t) = AV Zmi, (7)
i=1
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1 N
v(r,t) = m ; m;v;. (8)

Uma ferramenta bastante utilizada em mecanica dos fluidos é o chamado teorema de

Gauss ou da divergéncia. Seja €2 uma regido sélida delimitada por uma superficie 0€) orientada
positivamente (para fora). Se F € um campo vetorial cujas fungdes componentes possuam

derivadas parciais continuas na regido que contém 2, entdo o teorema de Gauss afirma que:

/drV-F:/ dan-F, )
Q o9

onde dr e da sdo os elementos de integracdo de volume e superficie, respectivamente, n € o vetor
normal a da, e V- € o operador divergente. Dessa forma, o teorema de Gauss nos dd uma relagdo
direta entre o fluxo total de F por da e a divergéncia total de F em € através de uma igualdade
(STEWART, 2013).

Agora, como mencionado acima, para estudarmos o comportamento de ondas acusticas
em meios compostos por fluidos utilizamos equac¢des de mecanica dos fluidos. A primeira destas

equagoes € a Equacdo de Continuidade, dada por (BRUUS, 2008):
Op=—V-(pv) ou 0Op=—0;(pv)), (10)

onde utilizamos a nota¢do indicial no lado direto, sendo p a densidade do meio fluido, v o campo
de velocidade euleriano e 0, = 0/0t. A Equacdo de Continuidade nos fornece uma relag¢ao
direta entre a variacdo temporal da densidade do meio e o negativo da divergéncia do produto
da densidade do meio e o campo de velocidade euleriano. Esta equacdo também nos fornece
uma conservagdo de massa do meio, nos garantindo que ndao hd massa sumindo ou aparecendo
espontaneamente.

A segunda relacao importante de mecanica dos fluidos € a Equacao de Navier-Stokes:
plOv + (v-V)V] = =Vp + Vv + nV(V - v) + pg + pE, (11)

onde p € a pressdo, 1) e 5 s@o a viscosidade dinAmica e a razio de viscosidade adimensional do
fluido, respectivamente, g e E sdo os campos gravitacional e elétrico, respectivamente e p.; € a
densidade de cargas do meio. Nesta equagdo, temos a relagdo entre forcas que podem variar o
momento do sistema, como forcas de viscosidade e de corpo (ou volumétricas). Além disso, a
Equacido de Navier-Stokes nos fornece a conserva¢do de momento do meio fluido.

A terceira equacdo é a Equacgdo de Transferéncia de Calor, que nos dd a conservacgao de

energia do meio fluido relacionando as principais fontes de varia¢do de energia dentro do meio
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(conveccao de energia e conducdo térmica, por exemplo). Esta equacdo é:
pL[Ois + (v-V)s] =o'’ :Vv+ V- (kVT), (12)

onde : indica o produto de dois tensores, 7' é a temperatura, s a entropia por unidade de massa do
meio, o’ é o tensor de estresse viscoso € x a condutividade térmica. Os detalhes e as demostragdes

das equagdes expostas nessa se¢ao sao dadas no Apéndice A.

2.3 PROPAGACAO DE ONDAS ACUSTICAS EM UM FLUIDO

Como citado na secdo 2.1, ondas sonoras se propagam em meios fluidos através de
compressoes e rarefacdes. Normalmente, ondas acusticas podem ser consideradas como pertur-
bacdes de pequena amplitude em um determinado meio, de forma que, a propagacdo pode ser
modelada através da aplicacao da teoria de perturbacdo em primeira ordem. Vamos considerar
um meio fluido homogéneo que, antes de ser perturbado por uma onda, possui uma pressao py,
densidade p, e uma baixa viscosidade, de forma que podemos fazer n ~ 0. Além disso, antes da
propagacdo da onda, o fluido estd em repouso, de forma que o campo de velocidade € vy = 0.
Desconsiderando forgas de corpo no sistema, podemos determinar a dindmica do meio utilizando
uma equacdo de estado para pressdo p(p) em fungdo da densidade, a equagdo de continuidade,
eq. (10), e a equacgdo de Navier-Stokes, eq. (11). Considerando as condi¢Oes impostas acima,

estas trés equagdes sdo, respectivamente:

p=p(p), (13)
Op ==V - (pv), (14)
plow + (v V)v] = =Vp. (15)

Agora, ao fazermos uma onda se propagar no meio, podemos escrever a pressao p, o
campo de velocidade v e a densidade do fluido p através de aproximagdes lineares de primeira
ordem (PIERCE, 2019):

P = po + p1, (16)

V:V0+V1:0+V1, (17)
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p = po+pi (18)

Substituindo as equagdes (16), (17) e (18) nas equagdes (13), (14) e (15), observando que

Do, Vo, Po S0 constantes e desprezando os termos de ordem maior que um, ficamos com:

Op1 = —poV - V1, (19)

poOv1 = —Vp;. (20)

Uma vez que estamos considerando perturbacdes com pequenas amplitudes no sistema,
temos que py > p;. Dessa forma, podemos expandir p em uma série de Taylor em torno de
P = Po-

1
p=p+ (app)p=po (P - PO) + 5(3229);):% (p - /00)2 +e (21)

sendo E)g = 0?/0p*. Considerando até o segundo termo do lado direito da expansdo em (21) e

utilizando as equagdes (16) e (18), encontramos uma relacao direta entre p; € p;:

p1 = CSpl, (22)

onde ¢ = (9,p)—p, possui unidade de velocidade ao quadrado e, dessa forma, ¢, é definido
como a velocidade do som no meio fluido. Agora, substituindo a eq. (22) em (19), tomando a
derivada temporal da expressao resultante e utilizando a eq. (20), obtemos a famosa equagao de
onda para a pressao:

1
V2p1 = —23t2p1, (23)
Co

onde V? € o operador laplaciano e 9?2 = 0?/9t*. A solugdo da eq. (23) em coordenadas
cartesianas € exatamente uma onda plana, com forma idéntica a da eq. (3), que pode ser obtida
através de separagdo de varidveis. Podemos ainda, utilizar uma outra abordagem para encontrar

a equacdo de onda. Se tomarmos o rotacional da eq. (20), obtemos que (LEAO-NETO, 2015):
V x vy =0, (24)

uma vez que o rotacional de um gradiente € sempre nulo (V x Vp = 0). Dessa forma, podemos

escrever o campo de velocidade v, em fungdo de um potencial escalar ¢(r, t) da seguinte forma:

v, = V. (25)



28

Substituindo a eq. (25) em (20), obtemos uma relagdo entre a pressao p; e o potencial ¢,
que é:

p1 = —poOio. (26)

Com isso, introduzindo a eq. (26) em (23), encontramos uma equag¢do de onda para o
potencial ¢:

1
Vi = 6—23,52(?- (27)

0

Diversas ondas acusticas que possuem aplicacdo direta possuem uma dependéncia tem-
poral harmdnica com o tempo, de forma que podemos escrever ¢(r,t) = ¢(r)e ™", onde w é a
frequéncia angular da onda (ver eq. (4)) e ¢(r) é a amplitude do potencial, que pode ser deter-
minada pelas condi¢des de contorno do problema especifico considerado. Logo, substituindo o

potencial harmdnico na equagao de onda para o potencial, ficamos com:
V26 (r) = —k*¢(r), (28)

onde k € o nimero de onda. A eq. (28) é conhecida como Equacdo de Helmholtz, onde sua
solu¢do depende do sistema de coordenadas adotado. Solucdes e métodos de solucdo da equagdo
de Helmholtz podem ser encontrados em (GUMEROV; DURAISWAMI, 2005), (WU, 2014) e
(LEAO-NETO, 2015).

2.4 EQUACOES BASICAS DE MECANICA DOS SOLIDOS

Assim como na mecanica dos fluidos, para fazer uma anélise vélida da mecanica dos
solidos devemos escolher a descricdo que serd utilizada para tal. Nesta secdo, como comumente
¢ feito, iremos realizar uma andlise baseada na descri¢dao Lagrangiana do sistema, onde agora a
posic¢do do objeto analisado depende do tempo, ou seja, r = r(¢) (ver inicio da se¢do 2.2). Dessa
forma, para uma grandeza qualquer A que descreve alguma propriedade do objeto, temos que
A = A(r(t),t). Entretanto, por simplicidade, iremos omitir a dependéncia da posi¢do com o
tempo das grandezas aqui apresentadas. Além disso, vamos utilizar o sistema de coordenadas
cartesianas z; (« = 1, 2, 3), evitando assim, as complexidades do cdlculo tensorial.

A primeira grandeza importante na mecanica dos sélidos € a deformacdo € dada por
(LEAO-NETO, 2015):

€= %(Vu + vu®), (29)

onde u é o vetor deslocamento, Vu é um tensor de segunda ordem e o sobrescrito 7 denota a

transposta de um tensor. A eq. (29) nos informa como um ponto do meio sélido se deforma em
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fungdo do deslocamento u. Além disso, quando um objeto sofre deformacao devido a forcas
externas, passa a existir um vetor de tragdo interno q que tende a fazer o corpo retornar a

configuracdo de equilibrio. O vetor tra¢do é dado por:

onde o € o tensor de tensdes e estd relacionado as forcas internas que tendem a fazer o corpo
retornar ao seu ponto de equilibrio e n € um vetor normal a superficie.
Parecido com o que foi exposto na se¢do de mecénica dos fluidos, existem equacdes de

conservacao em mecanica dos sdlidos. Para a conservacao de massa do meio sélido, temos:

0ps =~V - (pyv), 31)

onde p; € a densidade do sélido, v € o campo de velocidade de deformacgdo do meio e, novamente,

0, = 0/0t. Para a conservagdao do momento, podemos escrever (FUNG et al., 2001):
psPu=Fy +V- o, (32)

sendo Fy forgas de corpo (ou volumétricas) e 97 = 92 /0t?, onde a eq. (32) € derivada diretamente

da Segunda Lei de Newton. Por fim, para a conservacdo da energia, temos:

1
psatfs +V (5”2 + 55) PsY =0 :VV7 (33)

onde &, € a energia interna do meio sélido por unidade de massa e v? = |v|?. Os detalhes e a

derivacdo completa das equacdes mostradas nessa se¢do podem ser vistos no Apéndice B.

2.5 PROPAGACAO DE ONDAS ACUSTICAS EM UM MEIO SOLIDO

Para a andlise da propagacdo de ondas actsticas em meios s6lidos, é normalmente
utilizado a idealiza¢do de um material eldstico. Cauchy generalizou a lei de Hooke assumindo
que as componentes da tensdo sdo linearmente relacionadas com as componentes da deformagao
ao qual o corpo estd submetido (LEAO-NETO, 2015). Dessa forma, podemos escrever o tensor

de tensdes o da seguinte forma:
Oij = C’ijklekl ou o=C T €, (34)

onde utilizamos a conven¢do de Einstein para escrever o;;; € € o tensor deformacio e C é
um tensor que reune as constantes eldsticas do material, conhecido como tensor mdédulo de

elasticidade, sendo este um tensor de quarta ordem.
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Se as propriedades do sélido sdo tais que independem da orientacdo dos eixos do sistema
de coordenadas cartesianas, entdo o sélido € considerado isotrdpico. Essa idealizacdo € geral-
mente considerada boa se o sélido for feito de um conjunto aleatério de muitos graos pequenos.
Os graos mintsculos sd@o podem ser cristalinos com propriedades direcionais, mas a orientacao
dos graos € aleatdria, de modo que um elemento composto por um grande nimero de graos nao
tem orientacao direcional (ROSSING, 2007). Dessa forma, podemos escrever o tensor de tensoes

da seguinte forma:
Uij = >\L5ij€kk + QMLeij ou g = )\L(t'f’ G)I + 2;@6, (35)

onde tr € é o traco de €, I é o tensor identidade de segunda ordem, Ay, e y;, sdo duas constantes
do material que compde 0 meio, conhecidos como primeiro e segundo parametros de Lamé,
respectivamente. Agora, vamos considerar as equacdes de deformacao, eq. (29), e de conservacao
de momento para sélidos, eq. (32) (desconsiderando forcas volumétricas), na notagdo indicial,

dadas respectivamente por:

1
€ij = 5(0]1% + @-u]—), (36)

psafuz = @Uij. (37)

Dessa forma, substituindo as equacdes (35) e (36) na eq. (37), temos:
psOfu; = (Ap + pup)0;05u; + ppdiu,, (38)
que na forma vetorial, é equivalente a:
psdiu = (Ar + pr)V(V - u) + pp V. 39
Utilizando a identidade vetorial V2F = V(V - F) — V x V x F, obtemos:
Fu=cV(V-u) -V xVxu, (40)

onde as velocidades de compressao e cisalhamento sdo dadas respectivamente por:

AL+ 2
2= L+ 20r 02:&‘

p ? s

Ps Ps

(41)

A eq. (40) é conhecida como equacdo de Lamé-Navier e possui um alto grau de complexi-
dade, devido ao acoplamento das equacdes resultantes quando sdo consideradas as componentes

de u. Uma forma de desacoplamento, € a utilizacdo do teorema de decomposi¢cao de Helmholtz
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(LAMMERING et al., 2017). Este teorema afirma que um campo vetorial pode ser compartimen-
tado em duas partes: uma irrotacional e outra solenoidal, desde que estes termos desapare¢cam no
infinito (ARFKEN; WEBER, 2007). Dessa forma, podemos escrever u em termos de um poten-
cial escalar ¢, e de um potencial vetor A, considerando que os potenciais possuem dependéncia

harmonica com o tempo, de forma que:
u= (Vo +VxAe ™ V-A=0, (42)

onde ¢, e A sdo as amplitudes dos potenciais e V- A = 0 fornecer a condicdo adicional necessaria
para determinar exclusivamente as trés componentes de u a partir das componentes dos potenciais
(GRAFF, 1991). Dessa forma, substituindo a eq. (42) na eq. (40), utilizando algumas identidades

do célculo vetorial e reorganizando os termos restantes, obtemos a seguinte relacao:
V [V2¢ — 0] e ™" +V x [2V?A — 9}A] e ™" = 0. (43)

Esta relacdo serd valida somente se os termos entre colchetes forem individualmente

iguais a zero. Dessa forma, obtemos duas equacdes de onda:
(V2 =07 o™ =0,  [2V? — 7] Ae™™" =0, (44)

que descrevem a propagacdo de ondas longitudinais com velocidade ¢, € ondas transversais
com velocidade c,, respectivamente, ambas no s6lido. Uma vez que A € um campo vetorial
solenoidal, podemos expressd-lo em termos de dois potenciais escalares 1) 1 € 1, 2, conhecidos

como potenciais de Debye (LEAO-NETO, 2015), de forma que:
A=V x (rws,l) +V XV x (rws,Q)a (45)

onde r € o vetor posicao de algum ponto do espaco que estd sendo analisado. Assim, substituindo

a eq. (45) na eq. (44), encontramos equacoes escalares de Helmholtz:

ws 1 ws 1
Vi = —kigy, VA=K, 46
oy ne (%,2) <¢872> (46)

sendo k, e ks os nimeros de onda longitudinal e de cisalhamento, respectivamente, dados por:

w 2 w 2
ki = (Z) , k= (C—) : (47)
D S

2.5.1 Meios com atenuagao

Para meios eldsticos onde a atenuacdo ndo pode ser desprezada, a exemplo, materiais

viscoeldsticos, podemos modelar a perda de energia pela onda ao se propagar neste meio
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escrevendo os parametros de Lamé \;, e ;1 como grandezas complexas. Dessa forma, temos:

AL = Ap1 + 1AL, (48)

WL = pra + L2, 49)

onde 7 € a unidade imagindria. Para Ay, ; e p17, 1 nas eq. (48) e (49), podemos escrever e determinar
estas grandezas através dos parametros mecanicos do meio eldstico no qual a onda se propaga,

de forma que:

L1 = pscs, (50)

ALy = psC, — 2pp, = ps(c) — 2¢2), (51

onde p, € a densidade do meio solido; ¢, e ¢ sdo as velocidades de compressdo e de cisalhamento,
respectivamente (HAMILTON et al., 1970). Ja para Az 2 € p1, 2, além dos pardmetros mecani-
cos, estas grandezas dependem de coeficientes de atenuacao, coeficientes esses que possuem
dependéncia com o tipo de material que compde 0 meio no qual a onda se propaga. Com isso,
podemos escrever:

Lo = 20spsC2, (52)

ALz = 200,p5C0 — 2112 = 2ps(apcl — 20,62), (53)

onde ay, e a5 530 0s coeficientes de atenuagdo de compressdo e de cisalhamento, respectivamente
(LOPES et al., 2017). Em posse dos parametros de Lamé, podemos escrever os mddulos eldsticos
do meio no qual a onda se propaga. Os dois principais modulos eldsticos sdo: coeficiente de
Poisson () e médulo de Young (F).

Fisicamente, o coeficiente de Poisson € um ntimero adimensional dado pela razio entre as
deformacoes axial e lateral ou radial que um corpo sofre ao ser submetido a uma forga de tracdo
ou compressdo, que dentro da faixa de elasticidade possui um valor constante e exclusivo para
cada material. J4 o médulo de Young € a razdo entre a tensdo mecanica aplicada em um corpo
e a deformacao longitudinal resultante desta tensdo. Como normalmente estas duas grandezas
sdo proporcionais, 0 modulo de Young € uma constante dada em Pascal (Pa) (CALLISTER;
RETHWISCH, 2010). Dessa forma, podemos relacionar o coeficiente de Poisson e o médulo de

Young com os parametros de Lamé através das seguintes relagdes, respectivamente (MAVKO et
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al., 2009):
AL
=& 54
T 900 + 1) K
P pr(3AL + 2/JL). (55)

AL+ g

2.6 ESPALHAMENTO DE UMA ONDA PLANA POR UMA LENTE ACUSTICA IMERSA
EM UM FLUIDO IDEAL

Quando uma onda sonora encontra um obstadculo em seu caminho de propagacio, parte
da onda é desviada de seu caminho original. E normal definir a onda que é desviada como onda
espalhada. Tal fendmeno € conhecido com espalhamento actstico. O espalhamento acustico pode
ser dividido em trés regimes que dependem da ordem de grandeza do raio do objeto espalhador:
regime de Rayleigh (raio da particula muito menor que o comprimento de onda incidente);
regime de Mie (raio da particula da mesma ordem do comprimento de onda incidente); e regime
geométrico (raio da particula muito maior que o comprimento de onda incidente) (STOVER,
2012).

Vamos considerar um meio fluido homogéneo ideal caracterizado por uma densidade pg
e velocidade do som c¢. Nele, € posicionada uma lente acustica com nticleo composto por um
material s6lido com raio a € uma casca concéntrica feita de um polimero (material viscoeléstico)
de raio b, onde esses raios sao medidos em relagcdo ao centro da particula em r = 0 que define o
sistema de coordenadas. Além disso, vamos considerar que uma onda plana de frequéncia angular
w, comprimento de onda A e nimero de onda k = w/cq se propaga no sentido positivo do eixo z
no fluido e interage com a lente. Devido a simetria do problema, vamos adotar aqui o sistema de
coordenadas esféricas (r, 6, p) para descrever os campos acusticos, onde r € a distancia radial
até a origem e 6 e ¢ sdo os Angulos polar e azimutal, respectivamente. A configuragio descrita
pode ser visualizada na Figura 4.

Ao incidir na casca da lente, parte da onda acustica € absorvida e a outra parte é espalhada.
As ondas incidente e espalhada podem ser descritas em termos de potenciais de velocidade
i

Gin(r)e” ™t e ¢y.(r)e™ ™!, respectivamente, onde e~ € a dependéncia temporal das ondas. As

amplitudes dos potenciais de velocidade satisfazem a equacao de onda de Helmhotz da seguinte

forma (LEAO-NETO, 2015):
(V2 + k?) (¢”> = 0. (56)

sc
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Figura 4 — Configuragdo do problema de espalhamento actistico por uma lente acustica imersa
em um fluido ideal.

f

L

Fonte: Autor (2021).

De acordo com as eqgs. (25) e (26), em uma aproximacdo linear, podemos escrever as
pressdes incidente (p;,,) e espalhada (ps.) assim como as velocidades incidente (v;,,) e espalhada

(v4.) como:

Pin(sc) = ip0w¢in(sc)a (57)

Vin(se) = v¢in(sc)7 (58)
onde o operador gradiente V em coordenadas esféricas € dado por:

V—ﬁe -l-lge -I-Lie
T o T ro0 " rsenfop ¢

(59

Resolvendo a equagdo de Helmholtz para os dois potenciais, eq. (56), em coordenadas
esféricas, as amplitudes dos potenciais incidente e espalhado no meio fluido podem ser expandi-
dos em uma série de ondas parciais da seguinte forma (detalhes da solu¢do podem ser vistas em

(WU, 2014) e (LEAO-NETO, 2015)):

Gin(kr,0,0) = anmjn(kr)Y; (0, ), (60)
Gac(kr,0,0) = anmsnh( (kr) Y, (6, 0), 61)

onde Y ~=>% 3" . auméo coeficiente de forma do feixe da onda incidente e s,, é

o coeficiente de espalhamento escalar. J4 j,, é a funcdo esférica de Bessel de ordem n; hY ¢
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conhecida como fungdo esférica de Hankel de primeiro tipo de ordem n; e Y," sdo harmonicos

esféricos, que descrevem a parte angular da solucdo da equacao de Helmholtz, de forma que:

2 1)(n—m)! ,
Y. (0, p) = \/( n4—|—(n)$1m)'m) P (cos@)e™? n>0,—n <m<n, (62)
m !

sendo P (cos f) fungdes associadas de Legendre. Para a amplitude da onda espalhada, ¢. deve

satisfazer a condicao de radiagdao de Sommerfeld no infinito:
. g .
lim ([ — — ik ) ¢sc =0, (63)
r—oo \ Or

impondo que a onda espalhada nao seja refletida neste limite. O coeficiente de forma do feixe
pode ser determinado em termos do potencial de velocidade incidente avaliado sobre uma
superficie esférica de controle de raio R > b. Logo, multiplicando a eq. (60) por Y, (6, ¢),
integrando sobre um angulo sélido (2 = senfdfdy) e usando a relacao de ortogonalidade dos

harmonicos esféricos, temos que:

1

T 2T
A, = — bin(kR,0,0)Y™ (0, ¢) senfdfdp. (64)
ol A AR O

Ja o coeficiente de espalhamento escalar s,, serd determinado aplicando-se as condi¢des de
contorno apropriadas sobre a interface meio-casca. A aproximacdo de campo distante (kr > 1)

para a onda incidente é obtida substituindo a forma assintdtica da func¢do de Bessel esférica:

1
Jn(kr) ~ Esen(kr —nm/2), (65)
na eq. (60). Logo:
1 m
Gin(kr,0,0) ~ o nEm apmsen(kr —nm/2)Y."(0, ¢). (66)

A onda espalhada no campo distante (kr > 1), pode ser obtida substituindo a relagdo

assintotica:
ikr
B (k) ~ i1 67
na eq. (61). Desta forma, obtemos:
kr, 0 L P Y™ (0 68
¢sc( r, 7@) ~ = k??” Zz SnQpm n ( 7()0) ( )

n,m
A casca da lente acustica, por ser composta de um material viscoeldstico, permite a

absor¢do de ondas longitudinais e de cisalhamento em seu interior. Uma vez que as amplitudes
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dos potenciais ¢;, € ¢s. dentro da casca devem ser fungdes regulares (finitas), podemos escrever

os potenciais de Debye na base de onda parcial como:

b0 =" Qb (ker) + oy (ker) Y0, 0), (69)
Va1 =Y tnm[dnjn(ker) + ey (ker)] Y6, 0), (70)
Va2 = D M (ker) + guyn (ker)]Y (60, ), (71)

onde k; e k, sdo os nimeros de onda longitudinal e de cisalhamento, respectivamente dentro da
casca; ¥, € a funcdo esférica de Neumann de ordem n; e b,,, ¢,, d,, €,, m, € ¢, sdo coeficientes
de expansdo que devem ser determinados através das condi¢des de contorno do problema,
juntamente com o coeficiente s,, presente na eq. (68). Para estas condi¢des de contorno, temos
a exigéncia da continuidade do tensor estresse (que descreve a deforma¢do do material) e o
vetor deslocamento (que descreve a perturbacdo de um elemento do material pela onda sonora)
na interface meio-casca (r = b). Dessa forma, as condicdes de contorno nesta interface sao

(LEAO-NETO, 2015):

e A componente radial do vetor deslocamento da particula u, na interface deve ser igual a
componente radial do deslocamento do fluido ideal (i/w)(vip + vsc). Utilizando a eq.

(58) podemos escrever:
7
ur(bv 07 SO) = ;ar [¢in(r7 97 90) + gbsc(ra 9, ()0)] |T:b' (72)

e A componente radial da tensdo o0, na interface deve igual a pressao externa no fluido ideal

Pin + Dse. Utilizando a eq. (57) temos:
UTT(bJ 07 QO) = _ZPOW[Qbm(ba 97 gp) _'_ ¢80(b7 97 QO)] (73)

e As componentes tangenciais da tensdo de cisalhamento o,4 € 0,, devem ser nulas na
superficie da casca:

o0(0,0,0) =0,  0,,(b,6,0) =0. (74)

Agora, para o nicleo da lente acustica, levando em consideragdo o que foi dito para a

casca, a dindmica das ondas propagantes pode ser expressa novamente em termos de potenciais
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de Debye. Dessa forma, temos que os potenciais de Debye longitudinal (¢ ,.,c) € de cisalhamento

(Vs 1, nucs Vs 2,nuc) dentro do nicleo sdo escritos como (GUILD et al., 2011):

gbé,nuc = Z anmfnjn<k€,nucr)yyzn(0a 90)’ (75)
ws,l,nuc - Z anmgnjn(ks,nucr)ynm(ea SO)7 (76)
ws,Z,nuc - Z anmonjn<ks,nuc7n)ynm (97 SO)7 (77)

onde kg e € ks ue 540 0s nimeros de onda longitudinal e de cisalhamento, respectivamente,
dentro do nucleo; f,, g, e o, sdo coeficientes de expansio. Para a interface casca-nicleo (r = a),

as condi¢des de contorno sao:

e As componentes do vetor deslocamento da particula u na interface devem ser continuas

emr = q,
e A componente radial da tensdo o,.,. na interface deve ser continua em r = a;

e As componentes tangenciais da tensdo de cisalhamento o,4 € 0,, devem ser iguais na

interface em r = a.

Entretanto, devido a simetria azimutal do sistema representado pela Figura (4), os poten-
ciais de cisalhamento de Debye 1), 2 € 15 2.y S0 nulos, de forma que apenas os potenciais de
Debye 15 1 € ¥s 1 nue 530 necessdrios para descrever ondas de cisalhamento dentro da casca e do
nucleo, respectivamente (LEAO-NETO, 2015). Enfim, ao aplicar as condi¢des de contorno nas
egs. (60-61), (69-70) e (75-76), € produzido um conjunto de sete equacdes algébricas lineares
que dependem das funcdes esféricas de Neumann, Bessel e Hankel, assim como dos pardmetros
das ondas que se propagam em cada meio, como por exemplo a frequéncia angular e os nlimeros
de onda. Expressando essas equacOes na forma matricial, com termos da forma d;; e r;, temos

(GUILD et al., 2011):

_dn dig diz dyy di5 0 0 Sn 1
do1 doa doz dayy dps 0 0 bn, T2
dsy dss dsg dss 0 0O Cn 0
dyp dyz dyg dys dyg dar| |dn| = |0 (78)
dsy ds3 dsa dss dsg ds7| |en 0
de2 des des des des der| | [fn 0

0

dry dyz d7y dys  drg d77_ 9n |

o O O o O
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Assim, para obter o coeficiente de espalhamento escalar s,, na casca, podemos utilizar a

regra de Cramer para resolver o sistema linear da seguinte maneira:

- - 4 —1

(11 diy diz diu dis 00 diy dyp diz diy dis 00
Ty doy daz dag dys O 0 do1 doa doz day das
0 d32 dsz dss dss 0 d3p dzz dzq dss
Sp=det | 0 dy dyz day dys dys dyy| det| 0 dyp dyz day dys dys dyr
0 ds2 ds3 dsa dss dse dsy 0 ds2 ds3 dsu dss dse dsy
0 de2 dez des des des der 0 dex de3 des des des der
|0 dyp drg dys drs dre dyr] | 0 dro dyz du dys drg dipr)

(79)

Os elementos das matrizes presente na eq. (78) podem ser encontrados no apéndice de
(GUILD et al., 2011). Para o caso em que a lente acustica possui um nucleo composto por um
fluido, a aplicagcdo das condi¢des de contorno expostas acima gera um conjunto de 6 equagdes
algébricas lineares que podem ser obtidas da eq. (78) eliminando-se as linhas com 7 = 5, as

colunas com j = 7 e tomando-se o limite em que (1/k; ,uc) — 0.

2.7 METODO DE ELEMENTOS FINITOS

As bases do Método de Elementos Finitos (MEF) remontam ao final do século XVIII,
quando o matematico Carl Friedrich Gauss prop0s a utilizag@o de fungdes de aproximacao para a
solu¢do de problemas matematicos. Durante os anos seguintes, diversas técnicas e teorias foram
desenvolvidas afim de dar suporte ao MEF. Porém, devido a limitacdo no processamento de
equacodes algébricas, pouco se evoluiu. Com os avancos tecnoldgicos e o advento da computagdo
por volta do ano de 1950, o MEF ganhou praticidade com o apoio da matemética computacional.
Isso permitiu a modelagem, elaboragdo e resolugdo de equacdes complexas, antes sem solugao.
Com o aumento da capacidade computacional, o MEF ganhou espaco e se tornou uma pode-
rosa ferramenta na solug¢do de problemas em diversas dreas da engenharia, fisica, matematica,
medicina e areas afins (LOTTI et al., 2006).

O MEF ¢ uma técnica numérica que fornece solu¢gdes aproximadas para equagdes dife-
renciais parciais que modelam problemas que surgem nas mais diversas dreas do conhecimento.
O MEF reduz o problema definido em um determinado dominio T discretizando-o em regides
menores J, que possuem geometria mais simples, onde o conjunto de todos os elementos ¢, €
denominado de malha. Apés a discretizagdo, sobre cada elemento, as varidveis desconhecidas de
interesses sdo aproximadas através de funcdes de interpolacio. Essas funcdes sdo geralmente po-

lindbmios que podem ser expansdes lineares ou de ordem superior (dependendo da complexidade
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do problema) com base nas localizagdes geométricas de alguns pontos (nds) usados para definir a
forma do elemento finito (ver Figura 5). Dessa forma, as equacdes que governam o problema sio
resolvidas para cada elemento, e as contribuicdes somadas sobre o todo o dominio do problema

(PEPPER; HEINRICH, 2017). A relacao entre o meio continuo e os elementos € dada por:

=Y. (80)
e=1

onde n € o nimero total de elementos da malha de discretizagao.

Figura 5 — Malha de elementos para um determinado dominio Y.

Pontos
Nodais

Dominio

Elementos

Fonte: Autor (2021).

Existem diversas formas geométricas para os elementos de discretizagdo do meio, onde a
utilizagdo de determinada geometria vai depender da dimensao da regido de interesse. A precisao
do método vai depender da quantidade de pontos nodais e do nimero e tamanho de elementos
utilizados para a discretizacdo, de forma que a solugdo obtida converge para a solugdo real a
medida que o nimero de elementos e pontos nodais aumentam e o tamanho dos elementos
da malha diminui (SOUZA, 2003). No mercado de softwares, diversos programas oferecem
a andlise através do MEF, como por exemplo Msc NASTRAN, Altair Hyperworks e Ansys
Workbench. Entretanto, neste trabalho utilizaremos o software COMSOL Multiphysics para a
realizacdo das simulacdes.

No préximo capitulo, serd exposto como os conceitos abordados até aqui foram implemen-
tados no software COMSOL Multiphysics, onde serd relatado como foi realizada a configuragdo

das ferramentas utilizadas para a simulagao e a estruturacdo do dominio do problema.
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3 MODELAGEM NUMERICA

Para se observar a formacao de feixes superfocalizados utilizando core-shells como lentes
acusticas, foram realizadas vérias simulacdes variando-se: o raio e o material componente do
nicleo, e a espessura da casca. Neste capitulo serd apresentada uma descri¢do detalhada de
como foram realizadas as simula¢des numéricas através do Método de Elementos Finitos (MEF)
disponivel no software comercial COMSOL Multiphysics.

Para descrever quantitativamente o feixe superfocalizado produzido por espalhamento,
tomamos alguns parametros caracteristicos: o comprimento do feixe, conhecido como FLHM
(Full Length at Half Maximum), a intensidade maxima de focaliza¢do normalizada em relacao
a amplitude da onda incidente (/), a distancia de foco (z), definido como a distancia entre a
superficie da lente e o ponto de mdxima intensidade do feixe superfocalizado, e a largura do
feixe, denominada de FWHM (Full Width at Half Maximum). Para o caso aqui estudado, o limite
de difrac@o se manifesta no FWHM do feixe, limitando-o a A (LOPES et al., 2017).

A Figura 6 mostra a configuracio utilizada para o espalhamento de uma onda plana com
comprimento de onda A por uma lente acustica com nucleo de raio a e casca de espessura t,
onde também ¢ ilustrado o feixe superfocalizado (em laranja), além dos parametros espaciais
citados anteriormente. Consideramos que a lente acustica estd imersa em um fluido que pode ser

caracterizado por sua densidade p, e pela velocidade do som neste fluido c.

Figura 6 — Espalhamento de uma onda plana por uma lente acustica esférica.

Fonte: Autor (2021).

J4 para uma descricao qualitativa de um feixe superfocalizado gerado por espalhamento
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acustico € adotado um fator de qualidade (()) dado por (LOPES et al., 2017):

FLHM
@= (m) L @1

que relaciona os parametros de comprimento, largura e intensidade do feixe gerado. Analisando
aeq. (81), é possivel observar que () € diretamente proporcional ao produto entre o FLHM e a
intensidade (/) do feixe, além de ser inversamente proporcional ao valor do FWHM, de forma
que quanto maior o comprimento do feixe e sua intensidade maxima melhor serd seu fator de

qualidade, assim como um menor valor d¢ FWHM também maximiza ().

3.1 COMSOL MULTIPHYSICS

O COMSOL Multiphysics € um software comercial desenvolvido pela empresa COMSOL
Inc. que possibilita o desenvolvimento de simulacdes e andlises numéricas para as mais diversas
areas de aplicacdo, possibilitando o estudo de problemas que vao desde andlises de escoamento de
fluidos até comportamentos bioldgicos de células. O software se baseia no MEF para realizar tais
estudos, de forma que € realizada a discretizacdo do problema em pequenas regides, solucionada
as equagoes que descrevem o modelo para cada uma dessas regides e somados os resultados de
todos os célculos para obter uma convergéncia para o problema.

Em relacdo a abrangéncia do software, o COMSOL disponibiliza diversas areas de
trabalho denominadas de Mdédulos, onde cada um destes corresponde a uma area de estudo.
Como exemplo, podemos citar os médulos Acoustics e Fluid Flow. Dentro de cada médulo
existem diversas interfaces de andlises, conhecidas como fisicas, que podem ser configuradas
dependendo da necessidade e utilizadas juntas através da funcdo Multiphysics. A estrutura
do software é feita sob o modelo de blocos (denominados nés ou arvores), onde cada bloco
também pode ser editado dependendo da necessidade do usudrio, possibilitando também, uma
maior organizagdo do ambiente de trabalho. Para acessar ao programa, existe a Graphical User
Interface (GUI) que € dividido em trés partes: Model Builder (local onde sdo exibidos os blocos
utilizados na simulag@o), Configura¢des do n6 (local designado para edi¢do e configuragao dos
no6s) e Graphics (local que exibe o trabalho realizado até o momento). A GUI e sua divisdo sao
mostradas na Figura 7.

Para a aplicacio do MEF, o COMSOL disponibiliza o0 n6 Mesh. Este n6 realiza a
discretizagdo do objeto de estudo em pequenos elementos, formando assim, uma malha que

pode ser configurada de diversas maneiras. Entre as configuragdes possiveis estdo a escolha do
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Figura 7 — GUI do software COMSOL.
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Fonte: Autor (2021).

formado e tamanho dos elementos da malha, onde € possivel utilizar tamanhos pré definidos ou
entrar com o tamanho do elemento conforme a necessidade. Além disso, o software disponibiliza
o no Study, onde € determinado qual tipo de estudo sera realizado, sendo possivel escolher entre
estudos estaciondrios, perturbativos, entre outros (COMSOL, 2017).

Nesta dissertacdo, serdo realizadas simulagdes da interacdo entre uma onda plana de
ultrassom com frequéncia de 1 MHz com lentes actsticas compostas de nucleos de materiais
diferentes e cascas confeccionadas de um polimero conhecido como Rexolite, onde todo o
sistema estd imerso em um meio fluido. Para isso, foram utilizados os Modulos Acoustics, através
da fisica Pressure Acoustics, Frequency Domain para a andlise da propagacdo do ultrassom
no meio fluido; e Structural Mechanics, através da fisica Solid Mechanics para o estudo da

propagacdo da onda através da lente.

3.2 DEFINICOES DE SIMULACAO

A primeira coisa a se fazer para realizar uma simulac¢ao dentro do COMSOL ¢ definir
um novo modelo. Isto inclui determinar qual a dimensao do espago em que a simulacdo devera
ser feita. Devido a simetria axial existente em relacdo ao eixo central das lentes actsticas
consideradas nesta dissertacao, para as simulagdes aqui realizadas, foi escolhida a op¢ao 2D

Axisymmetric, de forma que todos os objetos de estudo sdo definidos em um plano que, ao ser
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rotacionado em torno do eixo de simetria, nos proporciona um resultado em 3D. Além de tornar
a modelagem mais simples, esta op¢do de dimensdo reduz a demanda computacional necessaria
para realizar as simulacdes, otimizando o tempo de trabalho. Por padrao, esta op¢do gera um
plano com sistema de coordenadas r (vertical) e z (horizontal).

Em seguida, foram escolhidas as fisicas utilizadas para estudar a interacao entre o feixe
de ultrassom e as lentes acusticas. Para a andlise da propagacao do ultrassom no meio liquido,
foi utilizada a fisica Pressure Acoustics, Frequency Domain, que possibilita calcular a variagdo
de pressdo para propagacao de ondas acusticas em fluidos inicialmente em repouso (situagao
considerada aqui). Para a interac@o entre o ultrassom e a lente acustica foi utilizada a fisica Solid
Mechanics, que descreve o comportamento da lente enquanto € perturbada pela onda actstica

(COMSOL, 2017).

Figura 8 — Tela do COMSOL com as defini¢des iniciais de simulacdo.
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Fonte: Autor (2021).

Em seguida, foi definido o tipo de estudo que seria realizado através do né Study. Na
presente dissertacao, foi escolhido o estudo Frequency Domain, que calcula a resposta de um
sistema submetido a uma excitacdo harmonica (a onda, neste caso) para um ou varios valores de
frequéncia. Na Figura 8 € possivel visualizar a estrutura da simulacdo levando-se em conta o que
foi dito até agora em relacdo as definicdes iniciais de simulag@o. Além disso, € exibida também
uma linha vermelha pontilhada na janela Graphics (eixo r = 0) que representa o eixo axial de
simetria do sistema.

Para facilitar a andlise dos dados obtidos, as simulagdes foram parametrizadas em relacao
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ao comprimento de onda (\) do feixe de ultrassom incidente, de forma que os resultados obtidos
sdo dados em funcdo de A\. Com isso, os pardmetros do ultrassom utilizado nas simulacdes foram
adicionados no né Global Definitions utilizando a ferramenta Parameters. Como a velocidade
de uma onda mecéanica depende do meio em que ela se propaga, foi determinado de antemao
que o fluido no qual a lente actstica iria ser imersa seria 4gua. Na Tabela 1 sdo apresentados
os parametros do feixe de ultrassom incidente e da dgua (utilizada como meio) que foram

adicionados no software.

Tabela 1 — Parametros do feixe de ultrassom incidente e da d4gua (meio).

Parametro Valor Descricao
f 1 MHz Frequéncia de oscilacao da onda
‘o 1493 m -1 Velocidade de propz/lgagﬁo
do ultrassom na dgua
0o 998 kg m~3 Densidade da dgua
A 1,493 mm Comprimento de onda
k 4208,4 m! Niimero de onda

Fonte: (HAYNES, 2016)

3.3 GEOMETRIA

Com as defini¢des iniciais para as simulagdes definidas, se fez necessério a implementa-
¢do dos objetos de estudo. Nesta dissertacdao, como ja dito anteriormente, temos como objetivo
analisar a interacdo entre um feixe de ultrassom e lentes acusticas, que na verdade sdo esferas
core-shells. Dessa forma, temos que definir os seguintes objetos para realizar as simulagdes: a
lente acustica, composta de um nucleo e uma casca e o meio fluido no qual a lente estd imersa.
Para tal finalidade, o COMSOL possui o né Geometry, que disponibiliza diversas ferramentas
que possibilitam a modelagem do sistema de interesse. Embora o COMSOL aceite importacao
de arquivos no formato CAD, a simplicidade da geometria dos objetos aqui considerados permite
a utilizag@o das ferramentas contidas no né Geometry.

Devido a simetria do problema, todas as simula¢gdes foram desenvolvidas no modo 2D
Axisymmetric, o que diminuiu a demanda computacional e otimizou o tempo de trabalho (ver
secdo 3.2). Dessa forma, o meio composto por d4gua no qual a lente acustica se encontra foi
delimitado por um retangulo desenhado utilizando a ferramenta Retangle, com 12\ (17,916 mm)

de largura e 33\ (49,269 mm) de comprimento. Além disso, foi definida uma borda de espessura
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A (1,493 mm) no topo, na base e na lateral direita do retangulo, borda esta que desenvolveu o
papel de camada absorvedora nas simulacdes. No decorrer deste capitulo serd dada uma melhor
explicacdo sobre esta camada. O retangulo foi posicionando de forma que seu canto inferior
esquerdo estivesse posicionadoem r = 0 e z = -12)\ (—17,916 mm) em relacdo ao sistema
de coordenadas adotado. A Figura 9(a) mostra a geometria construida para o meio levando em

consideragdo o que foi dito acima.

Figura 9 — Geometria desenhada no COMSOL para a) o meio fluido e b) para o nucleo de uma
lente acustica de raio 4\ (5,972 mm).
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Fonte: Autor (2021).

O segundo objeto construido foi o nucleo da lente acustica utilizando-se a ferramenta
Circle. Para tal, foi desenhado um setor circular de 180° a direita do eixo de simetria do sistema,
de forma que o centro do setor circular estivesse posicionado em z = 0 e » = 0 em relacdo ao
sistema de coordenadas adotado. Foram feitas simulagdes individuais com nucleos de raio A, 2\,
3\ e 4)\. Como exemplo, a Figura 9(b) apresenta a geometria construida para um ntcleo de raio
4\ (5,972 mm).

O ultimo objeto a ser desenhado no software foi a casca da lente acustica, que foi feito
novamente com a ferramenta Circle. Entretanto, ao se construir a casca, foi necessario levar
em conta o espacgo que o nicleo ocuparia em seu interior. Para isso, ao escrever o raio do setor
circular que representaria a casca, foi adicionado o raio do setor circular que representa o nucleo,

de forma que ao sobrepor os dois setores a diferenca entre os raios fosse igual a espessura da
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casca desejada. Por exemplo, para modelar uma lente acustica com casca de espessura 3\ e

nicleo de raio 4\, o setor circular que representa a casca deve ser inserido com raio 7\, de forma

que quando houver a sobreposicao dos semi-circulos a parte ndo sobreposta pelo nicleo seja

exatamente de 3)\. A Figura 10(a) mostra a geometria desenhada no COMSOL para a casca de

uma lente actstica de espessura 3\ (4,479 mm).

Figura 10 — a) Geometria desenhada no COMSOL para a casca de uma lente acustica de espes-
sura 3\ (4,479 mm). b) Geometria completa para uma lente acuistica com nucleo de

raio 4\ (5,972 mm) e casca de espessura 3\ (4,479 mm) e o meio na qual a lente
esta imersa.

LLLLLLLLINL) IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII LLLLLLLLILL) IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII
ke a)p 353Mm b)E
107 = 30 1
£ = 303
8 - 257 3
° 207 ]
47 3 3 E
E 1573 2
27 E 3
E 107
E E 3
E = 573
-2} E 3
. SN
"4 E 3
= E -57 g
6 : -
5 -
E E -157 3
-107 Fe mm 20_5 =0 mmE

0 5 10 ] 0 20

Fonte: Autor (2021).

Com a geometria totalmente definida, ainda precisamos fazer uma consideracdo. Como
um dos parametros a serem variados nesta dissertacdo € a espessura da casca, foi conveniente
desenvolver um método para conseguir realizar todas as simula¢des com varia¢do de casca para
um nucleo especifico de uma s6 vez, ja que realizar uma simulagdo para cada espessura de casca
€ pouco pratico. Para isso, foi criado um novo parametro n adimensional que, ao ser variado,
mudasse a espessura da casca. Assim, o raio do setor circular que representa a casca foi reescrito,
passando a ser a soma entre o raio do nucleo (a) € um termo que envolvesse o produto entre
n e A, ou seja, a + n\. Pegando o exemplo do nicleo com raio 4\ o raio do setor circular que
representa a casca passou a ser 4\ + n\, onde agora n\ é a espessura da casca. Fazendo n = 3,
teremos a mesma configuracio anterior, com casca de espessura 3\. A ferramenta utilizada para

realizar a varia¢do de n, o modo que essa variacao foi feita e os valores utilizados para tal serao



47

descritos nas proximas secoes. Na Figura 10(b) € possivel visualizar a geometria construida para

uma lente actstica com nticleo de raio 4\ (5,972 mm) e casca de espessura 3\ (4,479 mm).

3.4 MATERIAIS E CONFIGURACAO DAS FISICAS

Com a geometria pronta, o préximo passo dado foi selecionar os materiais componentes
dos objetos desenhados para realizar as simulagdes. Para isso, 0 COMSOL disponibiliza o n6
Materials, que dispde de uma rica biblioteca de materiais que podem ser utilizados. Além disso,
se necessario, € possivel adicionar materiais manualmente inserindo as grandezas pertinentes
de cada material. Nesta dissertacdo, como ja citado anteriormente, em todas as simulagdes
realizadas foi utilizado d4gua como material para o meio no qual a lente acustica estd imersa,
assim como as bordas absorvedoras. Os valores de densidade e velocidade do som para dgua s@o
mostrados na Tabela 1.

Para a casca da lente actstica, foi escolhido um polimero viscoeldstico denominado Re-
xolite, devido suas boas propriedades acusticas, com por exemplo, baixa atenuagdo e impedancia
acustica especifica relativamente proxima da dgua (LOPES et al., 2017). Como a biblioteca de
materiais do COMSOL nao possui Rexolite, este material foi adicionado manualmente. A Tabela
2 expde as propriedades mecanicas do Rexolite adicionados no COMSOL. Para o nucleo da
lente acustica, foram utilizados diversos materiais com propriedades mecénicas diferentes, sendo
eles: Aco, Aluminio, Benzeno, Chumbo, Metanol, Niquel, Oleo de Oliva, Oleo de Silicone, Ar e
Glicerol. Tais materiais foram escolhidos por serem de baixo custo e devido a facilidade de serem
encontrados ou produzidos. A Tabela 3 expde as propriedades mecéanicas dos materiais utilizados.
Aqui, é importante frisar que para cada material citado acima foram realizadas simulacdes com

variagdo do raio do nicleo e espessura de casca.

3.4.1 Pressure Acoustics, Frequency Domain

A fisica Pressure Acoustics, Frequency Domain pode ser usada para calcular a variacao
de pressdo para propagacio de ondas acusticas em fluidos em condi¢des de repouso. A pressao
sonora p, que se resolve nesta fisica, representa as variacdes acusticas em relagdo a pressao
ambiente, ou seja, uma perturbacdo em primeira ordem no sistema (ver secdo 2.3). Na auséncia
de fluxo (caso aqui considerado), a pressdao ambiente € simplesmente a pressao atmosférica
absoluta de 10° Pa. Desta forma, esta fisica foi utilizada para se analisar a propagacdo do feixe de

ultrassom em todos os objetos composto de fluidos, o que inclui 0 meio no qual a lente acustica
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Tabela 2 — Propriedades mecanicas do Rexolite.

Parametro Valor Descricao
Cp 2337 mst Velocidade de compressao
Cs 1157 ms™! Velocidade de cisalhamento
) 1049 kg m™—3 Densidade
oy 0,0028 Coef. de atenuacdo de compressao
g 0,0037 Coef. de atenuacgdo de cisalhamento
AL (2,921 - 10° + 1,130 - 107%) Pa Primeiro ParAmetro de Lamé
wr, (1,404 - 10° + 1,139 - 107%) Pa Segundo Parametro de Lamé
E (3,757 - 10° + 2,671 - 107%) Pa Moédulo de Young
v (0,337 - 3,871 - 107%9) Coeficiente de Poisson

Fonte: (LOPES et al., 2017)

Tabela 3 — Propriedades mecanicas dos materiais utilizados no nudcleo das lentes.

Material Densidade  Vel. de compressdao Vel. de cisalhamento
Aco 7900 kg m~3 5900 ms~* 3200 ms—!
Aluminio 2700 kg m 3 6420 m s~! 3040 m s!
Chumbo 11200 kg m~3 2200 m s~ ! 700 m s~ *
Niquel 8840 kg m~3 5600 m s~! 3000 ms~!
Benzeno 870 kg m~3 1295 m st —~
Metanol 791 kg m™3 1103 ms™! -
Oleo de Oliva 915 kgm™> 1464 m s~ ! -
Oleo de Silicone 1110 kg m—® 1352 ms~! -
Ar 1,240 kg m—3 343 ms! -
Glicerol 1260 kg m™3 1920 ms™! -

Fonte: (KINO, 1987), (SILVA, 2014)

estd imersa e os materiais de nicleo fluidos, sendo eles: Benzeno, Metanol, Oleo de Oliva, Oleo
de Silicone, Ar e Metanol.
Por padrio, esta fisica utiliza uma equacao de onda para ondas sonoras em um meio sem
perdas por conducdo térmica e viscosidade, sendo ela (COMSOL, 2017):
2
oG eV (o Vh- ) = (52
onde ¢ € py sdo a velocidade do som e a densidade do fluido, respectivamente; q,; € o vetor fonte
do tipo dipolo e @), € a fonte do tipo monopdlo. Quando q, =0e (),,, = 0 a eq. (82) corresponde
exatamente a equagdo de onda para a pressao (eq. (23)). Para esta dissertacdo, estudamos a

interac@o entre uma onda plana e lentes acusticas, de forma que tivemos que adicionar o feixe de

ultrassom a simulacdo. Para isso, foi utilizada a interface Background Pressure Field, onde a
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dependéncia espacial da onda plana adicionada foi:
p(r) = e 2, (83)

onde k é o nimero de onda (ver Tabela 1), ¢ é a unidade imaginéria e z € o eixo no qual a
onda se propaga. Aqui € importante frisar que a fisica Pressure Acoustics, Frequency Domain ja
considera que a onda plana utilizada possui dependéncia harmonica com o tempo (p(t) = e~*?).
Notamos da eq. (83) que o feixe de ultrassom se propaga no sentido de —z para +z. Além disso,
a onda plana foi escrita de forma que sua amplitude fosse p, = 1 Pa. Destacamos também que
esta interface foi utilizada somente no meio no qual a lente acustica estd imersa, de forma que
nao foi utilizada na camada absorvedora. Considerando que nao temos fontes no dominio da

simulagdo (q,; = 0; @,, = 0) e utilizando a eq. (83), podemos reescrever a eq. (82) como:
V2 + k*p =0, (84)

que € a equagao de Helmholtz para a pressao que descreve a propagacao do feixe de ultrassom
no meio fluido. A eq. (84) pode ser obtida diretamente da eq. (23) quando considerada uma
dependéncia temporal harmonica para a pressdo p. Além disso, esta fisica trds por padrdo a
interface Sound Hard Boundary (Wall), que funciona como uma condi¢@o de contorno de parede
rigida, onde a componente normal da acelerag¢do no fluido € zero, de modo que para termos de

fonte nulos e uma densidade de fluido constante implica em:

—n - (—@) =0, (85)
Po

sendo n é o vetor normal a superficie onde esta condi¢do € aplicada. A identificagdo do termo
entre parénteses no lado esquerdo da eq. (85) como aceleracdo no fluido vem diretamente da
eq. (20). Esta condicao de contorno (equivalente a uma condi¢do de contorno de Neumann) é
aplicada na extremidade das bordas, para evitar que haja a transposicdo de campos actsticos para
fora do dominio da simulag@o. A Figura 11(a) mostra os objetos sob dominio da fisica Pressure

Acoustics, Frequency Domain, assim como das interfaces descritas acima.

3.4.2 Solid Mechanics

Para a andlise da propagacdo do feixe de ultrassom na lente acustica, foi utilizada a fisica
Solid Mechanics, que descreve como um determinado objeto sélido se comporta ao ser perturbado
mecanicamente. Esta fisica se baseia na resolu¢do de equagdes de movimento e dindmica de

corpos rigidos para analisar o objeto sélido que € perturbado. Através desta fisica, € possivel
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Figura 11 — a) Objetos sob o dominio da fisica Pressure Acoustics, Frequency Domain (ntcleo
em verde valido somente para os materiais Benzeno, Metanol, Oleo de Oliva, Oleo
de Silicone, Ar e Metanol), onde foram utilizadas as interfaces Background Pressure
Field (em azul, exceto as camadas absorvedoras) e Sound Hard Boundary (Wall)
(em amarelo). b) Objetos sob o dominio da fisica Solid Mechanics (nicleo em verde
véalido somente para os materiais Aco, Aluminio, Chumbo e Niquel).
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Fonte: Autor (2021).

descrever, por exemplo, a tensdo e a deformacao sofrida pelo objeto durante a perturbacdo. Para
modelar o problema de perturbacdo, o COMSOL utiliza uma equa¢do de movimento que € uma

expressao direta da Segunda Lei de Newton, sendo ela (COMSOL, 2017):
ps0Pu=Fy +V- o, (86)

onde u € o vetor deslocamento do corpo, p, € a densidade do corpo, Fy sdo forcas volumétricas
e o € o tensor de tensdes em um solido. Esta equacdo corresponde a eq. (32) obtida no cap. 2. A

Figura 11(b) expde os objetos sob o dominio da fisica Solid Mechanics.

3.4.3 Perfectly Matched Layer

Como a regido em que a lente acustica se encontra (meio) foi limitada, normalmente
os limites se comportam como barreiras para 0 COMSOL. Com isso, é possivel ocorrer a
reflexdo do feixe de ultrassom quando a onda alcancar tais limites, podendo essas ondas refletidas

interferirem ou até mesmo modificarem os resultados das simulagdes. Para evitar tal efeito, foi
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definida uma borda no meio (ver a sec@o 3.3) que deveria absorver as ondas quando chegassem
nestes limites, evitando assim, a refelxao indesejada.

Para criar essa caracteristica de absorc¢ao foi utilizada a ferramenta Perfectly Matched
Layer (PML) dentro do n6 Definitions. A PML absorve toda a energia da onda que alcanca a
regido na qual a ferramenta € aplicada, evitando assim, que a onda seja refletida. A interface
PML aplica um alongamento de coordenadas complexo definida em fun¢do de uma coordenada
adimensional £, que varia de O a 1 sobre a camada PML. A fung¢do retorna uma nova coordenada
complexa e esticada interpretada como relativa ao comprimento de onda tipico para cada
frequéncia de simulagdo. (COMSOL, 2017). A Figura 12(a) mostra os objetos onde a PML foi
utilizada.
Figura 12 — a) Camada absorvedora onde foi utilizada a PML. b) Interfaces sob o dominio da

ferramenta Acoustic-Structure Boundary (interface verde valida somente para lentes
acusticas com nucleo fluido).
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Fonte: Autor (2021).

3.4.4 Acoustic-Structure Boundary

Uma das caracteristicas principais do COMSOL € a capacidade de utilizar as mais
diversas fisicas juntas para a andlise de um problema. Entretanto, é necessario que haja a
acoplagem destas fisicas, para que exista uma descri¢do real do problema estudado. Para isto,
o COMSOL tras consigo o n6 Multiphysics, que desempenha o papel de acoplar as fisicas

utilizadas. Nesta dissertagdo, como descrito acima, foram utilizadas as fisicas Pressure Acoustics,
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Frequency Domain e Solid Mechanics. Para a acoplagem destas fisicas, o COMSOL utiliza a
interface Acoustic-Structure Boundary, que considera o fendOmeno em que a pressao acustica
causa uma carga de fluido no dominio sélido e a aceleragao estrutural atua no dominio do fluido
como uma aceleracdo normal através do limite fluido-sélido. Dessa forma, para uma interface
fluido-solido, a ferramenta utiliza as condi¢des de contorno (considerando que ndo hé termos de

fonte) (COMSOL, 2017):

. (_@) ~ o, (87)
Po
Fa = pn, (88)

onde uy € a aceleragdo estrutural sofrida pelo sélido, n € o vetor normal a superficie do sélido e
F 4 € a carga (forca por unidade de 4rea) experimentada pela estrutura. Para um objeto composto
por um interior fluido envolto em uma estrutura sélida, como as lentes actsticas com nicleo

fluido, as condi¢des de contorno sao:

\Y
—n. (——p) =n-uy, (89)
Po acima
\Y
“n. (__p) — —n-u, (90)
Po abaizo
FA = (pabaixo - pacima)na (91)

onde os subscritos "abaixo" e "acima" se referem as duas interfaces da estrutura sélida. A
Figura 12(b) expde as interfaces dos objetos onde a ferramenta Acoustic-Structure Boundary foi

utilizada.

3.5 MESH

Para a discretizagdao da geometria construida no COMSOL, o software disponibiliza
0 n6 Mesh, responsavel pela criagdo dos elementos para a aplicacdo do MEF. A combinagao
de todos os elementos discretizados da geometria é denominada de Malha. A malha pode ser
feita através de diferentes ferramentas dentro do né Mesh, onde cada uma delas disponibiliza
formas, tamanhos e combinacdes diferentes de elementos para a simulacdo, podendo cada uma
dessas caracteristicas dos elementos serem configuradas. Nesta dissertacao, foram utilizadas

duas ferramentas de criacdo de malhas: Mapped e Free Triangular.
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A ferramenta Mapped cria uma malha de objetos quadrangulares baseado em interpolagdo
transfinita (COMSOL, 2017), ou seja, constru¢do de uma fungdo sobre um dominio planar
que corresponde a uma dada funcao no limite geométrico (DYKEN; FLOATER, 2009). Essa
ferramenta foi usada para discretizar somente das bordas, jd que a caracteristica regular da
discretizagdo criada propicia uma melhor andlise da absor¢do da PML. Ja a ferramenta Free
Triangular discretiza a geometria da simulacdo em elementos de forma triangular, onde o
tamanho dos elementos ndo € fixa. O COMSOL cria elementos menores em dreas criticas da
simulacdo, como limites divisorios entre objetos, e elementos maiores para regides continuas. O
meio contendo dgua e a lente actistica foram discretizados através dessa ferramenta. A Figura 13

apresenta uma ampliagdo da malha criada pelas ferramentas Mapped e Free Triangular.

Figura 13 — Malha criada para a realizacao das simulacdes utilizando as ferramentas Mapped
(camada absorvedora em cinza) e Free Triangular (lente acustica e meio no qual a
lente estd imersa, em azul e verde, respectivamente).
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Fonte: Autor (2021).

Embora o COMSOL ja possua tamanhos predefinidos para os elementos, através da
guia Size, dentro de cada ferramenta, é possivel alterar os parametros dos elementos. Para
as simulagdes aqui descritas, o tamanho maximo dos elementos para as duas ferramentas foi
limitado a A\/15 ou seja, a cada A de comprimento da geometria existem no minimo 15 elementos.
Este valor foi escolhido ap6s uma andlise da convergéncia do problema, sendo tal andlise

apresentada na parte de resultados.
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3.6 STUDY

Com a geometria e as fisicas configuradas, foi dado o dltimo passo para se iniciar as
simulacdes: a configuracao do n6 Study. Como dito na se¢do 3.2, nesta dissertacdo foi utilizado
o estudo Frequency Domain, que calcula a resposta de um sistema submetido a uma excitacao
harmonica. Porém, como foram realizadas varias simula¢des onde em cada uma delas foram
variadas as espessuras das cascas e o material do nucleo (para um valor fixo de raio do nucleo),
€ pouco prético realizar uma simulacdo para cada valor de casca devido ao alto nimero de
resultados e, com isso, de simulagdes. Para resolver este problema, o raio do circulo que
representa a casca foi escrito como a + n\, onde a € o raio do nicleo da lente actstica, n\ € a
espessura da casca e n € um parametro adimensional que ao ser variado, possibilita a varicao da
espessura da casca (ver secao 3.3).

Para realizar a variacdo de n dentro do COMSOL de forma automatica foi utilizada a
ferramenta Parametric Sweep dentro do né Study. Para utilizar essa ferramenta, basta especificar
0 parametro que se deseja variar, o intervalo de variacdo do parametro e o passo da variagdo, ou
seja, a diferenga entre um tamanho e outro, isto dentro do comando range. Para as simula¢des aqui
realizadas, foram utilizadas lentes acusticas com nucleos de raio A, 2\, 3\ e 4 individualmente,
onde foram feitas simulagdes utilizando os materiais descritos na secao 3.4 para cada valor de
raio nuclear e, dentro de cada uma destas simula¢des, foram variadas as espessuras das cascas,
indo de 0,1 até 5\ em passos de 0,1\. Dessa forma, foi preciso variar n dentro da ferramenta
range de 0,1 até 5. Como exemplo, vamos considerar uma lente acustica com nucleo composto
por Aluminio com raio de 4. Assim, foi utilizado o comando range da seguinte forma (padrao
do préprio comando):

range(0.1,0.1,5)

onde 0,1 (na esquerda) é o valor de n para a primeira casca, 0,1 (no centro) € o passo utilizado para
a variagdo e 5 o valor de n para a ultima casca. Ao utilizar o comando range, o COMSOL simula
individualmente a interacao entre o feixe de ultrassom e a lente acustica de casca compativel
com o valor de n selecionado, ou seja, para os valores n = 0,1, n = 0,2, n = 0,3, e assim
sucessivamente, até o valor de n = 5. Feitos todos esses passos, as simula¢des foram rodadas
clicando no botdo Compute dentro da ferramenta Parametric Sweep. No préoximo capitulo,
analisaremos os resultados obtidos das simulac¢des realizadas e como os parametros das lentes

utilizadas influem nos parametros dos feixes superfocalizados.
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4 RESULTADOS E DISCUSSOES

Nesta dissertagdo, temos como objetivo realizar um estudo numérico dos principais
parametros relacionados com as propriedades mecanicas de lentes acusticas do tipo core-shell e
analisar como os parametros da lente utilizada influenciam na geracdo de feixes superfocalizados.
Para tal, como ja explicitado, utilizamos o Método de Elementos Finitos (MEF) através do
software comercial COMSOL Multiphysics. Para as simulacoes, foram definidas lentes com
nucleos compostos por oito materiais diferentes (quatro sélidos e seis fluidos), sendo eles: Aco,
Aluminio, Benzeno, Chumbo, Metanol, Niquel, Oleo de Oliva, Oleo de Silicone, Ar e Glicerol,
onde variacdes dos pardmetros espaciais da lente como raio do nticleo e espessura da casca foram
realizadas para cada material componente do nicleo. Em todas as simulagdes, para a casca da
lente acustica, foi utilizado um polimero chamado Rexolite, que foi escolhido devido suas boas
propriedades actsticas, como por exemplo, baixa atenuacao e impedancia actstica especifica
relativamente proxima da dgua (LOPES et al., 2017). Neste capitulo, apds a configuracio e
realizacao das simulacdes dentro do COMSOL, iremos analisar os resultados obtidos a partir
destes estudos, onde procuraremos discutir a relevancia dos parametros da lente actstica no

processo de geracdo de feixes superfocalizados.

4.1 CALCULO DOS PARAMETROS CARACTERISTICOS DE UM FEIXE SUPERFOCA-
LIZADO

Para caracterizar o feixe produzido pelo espalhamento de uma frente de onda plana por
uma lente acustica precisamos calcular os parametros que descrevem a super focalizacdo. O
campo acustico produzido na regido de sombra da lente € caracterizado calculando-se seu perfil
de intensidade normalizada. Aqui, como frequentemente assumido na literatura, consideramos a
intensidade normalizada [ do feixe como sendo a razdo entre o médulo da pressdo ao quadrado
|p|? da regido considerada e o quadrado da amplitude da pressdo da onda incidente p?, de forma

que
_ ol
=

onde nesta dissertacdo, como mencionado anteriormente, a amplitude p, da onda utilizada é 1 Pa.

I (92)

Para adicionar a eq. (92) no software COMSOL foi criado um grupo de plotagem 2D denominado
Intensity dentro do né Results (n6 de resultados), e o seguinte comando foi introduzido:

1
Eabs((acpr.pt) x (acpr.py)).

a
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E importante salientar que ndo estamos considerando para os resultados o perfil de
intensidade dentro da lente, uma vez que os feixes superfocalizados se formam fora da lente
acustica. Uma vez configurado o grupo de plotagem 2D Intensity, como retorno o COMSOL
disponibiliza uma visualiza¢do 2D do perfil de intensidade normalizada, onde € possivel discernir
mais facilmente o feixe gerado.

Com o perfil 2D de intensidade normalizada do feixe obtido, é plotado em seguida
o gréfico da intensidade normalizada do feixe em relacdo a distancia axial da superficie da
lente acustica, ou seja, ao longo do eixo z, onde parametrizamos o este eixo em fun¢do do
comprimento de onda incidente (z/)\). Dentro do COMSOL, isto é feito criando-se um grupo de
plotagem 1D dentro do n6 Results e em seguida um gréfico de linha, onde novamente utilizamos
o comando da intensidade normalizada. Através deste grafico, conseguimos calcular o FLHM
(comprimento) do feixe, que € determinado obtendo-se a intensidade maxima alcangada durante
a focalizagdo (/) e dividindo-o por dois (//2). O valor do comprimento do feixe serd a distancia
entre os dois pontos da curva localizadas na altura de I /2. Além disso, deste grafico é obtida
também a distancia de foco zj, que é definida como a distancia entre o ponto de intensidade
maxima e a superficie da lente acustica.

O préximo parametro do feixe a ser determinado é o FWHM. Este parametro € importante,
pois € ele que indica se a super focalizacdo foi atingida. Para calcular o FWHM, é tracada uma
linha na dire¢do transversal ao feixe (paralela ao eixo r) passando por seu ponto de maior
intensidade. Em seguida, € criado um novo grupo de plotagem 1D e calcula-se a intensidade
normalizada do feixe em fun¢do da distancia transversal utilizando-se dois grificos de linha
(um para o eixo r positivo e outro para o eixo r negativo), sendo tal distdncia parametrizada
também em fun¢do do comprimento de onda incidente (r/)\). Em seguida, com o grafico plotado,
novamente € medida a distincia entre os dois pontos do grifico localizados a meia altura, de
forma semelhante ao que foi feito para a medida do comprimento do feixe, citado anteriormente.
Assim sendo, a distancia entre esses dois pontos é tido como o FWHM do feixe gerado.

Como exemplo, a Figura 14 expde o perfil 2D de intensidade normalizada, e os graficos
de intensidade normalizada em relacdo as direcdes axial e transversal parametrizadas em relagdo
ao comprimento de onda incidente de um feixe superfocalizado gerado pelo espalhamento
de uma onda plana por uma lente acustica com nucleo composto por aco de raio a = 3\
e casca de Rexolite de espessura ¢ = 3,5\, onde a barra colorida abaixo da figura indica a
variacao de intensidade. Para tal lente acustica, conseguimos um feixe superfocalizado com

intensidade normalizada de I = 73,503, assim como FLHM = 2,987\ e z; = 2,040\. Ja o
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Figura 14 — Intensidade normalizada em relacdo a direcdo a) axial e b) transversal (parametri-
zadas em relacdo a \) de um feixe superfocalizado gerado por uma lente actstica
com nucleo composto por A¢o de raio a = 3\ e casca de Rexolite com espessura
t = 3,5). ¢) Perfil de intensidade 2D do feixe.
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Fonte: Autor (2021).

FWHM obtido foi de 0,561\, ficando assim, abaixo do limite de difragcdo. Todos os parametros
do feixe superfocalizado gerado podem ser vistos na figura.

Por fim, o dltimo parametro a ser calculado € o fator de qualidade (), dado pela eq. (81).
Este fator nos possibilita fazer uma anélise qualitativa dos feixes gerados através da relacdo entre
a intensidade normalizada I, o FLHM e FWHM. Para o feixe mostrado na Figura 14 obtemos um
fator de qualidade de 391,361. Com esses resultados, € possivel compreender o porqué do feixe
ser superfocalizado, uma vez que, o valor da intensidade obtida para esta configuracdo de lente
acustica indica que o feixe possui uma intensidade aproximadamente 73 vezes superior a da onda
incidente na lente. Além disso, através do FWHM pudemos notar que o ultrassom utilizado foi
focalizado em uma regiao de 0,561\, conseguindo gerar uma focaliza¢do se sub-comprimento
de onda. Na presente dissertacdo, todos os resultados obtidos em relacdo aos parametros dos

feixes superfocalizados que serdo expostos daqui em diante foram calculados utilizando-se os
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métodos e ferramentas citadas acima de forma andloga ao que foi relatado nessa secdo.

4.2 CONVERGENCIA DOS RESULTADOS E FUNCIONALIDADE DA PML

Como foi dito anteriormente, a precisdao dos resultados obtidos através da aplicagdo do
Método de Elementos Finitos (MEF) depende da quantidade e do tamanho dos elementos que
compdem a malha de discretizacdo. Dessa forma, determinar quais as dimensdes ideais dos
parametros anteriores € de extrema importancia para a realizacdo do estudo numérico, uma vez
que isto pode poupar tempo de simulagdo e reduzir a demanda de capacidade computacional
sem, entretanto, perder a precisdo dos resultados. Nesta dissertacao, utilizamos A\/15 como o
tamanho maximo para um elemento da malha de discretizacao.

Para realizar uma anélise da convergéncia dos resultados, e com isso determinar se o tama-
nho maximo de elemento utilizado aqui nos devolve um resultado préximo ao real, escrevemos o
tamanho maximo dos elementos da malha como A/, onde y pode ser denominado parimetro do
Mesh, e realizamos simulac¢des para uma configuracdo especifica de lente acustica variando seu
valor. Em seguida, calculamos o erro relativo das intensidades maximas normalizadas obtidas
através da férmula:

I — [re
Erro Relativo = u x 100%, (93)

ref

onde [ € o valor de intensidade normalizada obtido para cada valor de v e [.s é o valor de
intensidade normalizada de referéncia, tomado como o mais préximo do valor real. Dessa forma,
a Figura 15 expde os erros relativos das intensidades normalizadas para cada valor de v, onde a
geometria utilizada para as simulagdes consiste de uma lente actstica com nicleo composto por
aco de raio a = 3\ e casca de Rexolite de espessura t = 3,5\. Para os cdlculos, I..¢ € tomado
como sendo o valor de intensidade normalizada para v = 30. Através desta figura, vemos que
para v = 15 (ponto azul no gréfico, que corresponde ao valor utilizado em todas as simulacdes
desta dissertacdo) temos um erro relativo da ordem de 0,0042%, de forma que o valor A\/15
escolhido para o Mesh das simulagdes desta dissertacdo € adequado e nos retorna um resultado
bastante preciso.

Outro fator importante que pode influenciar nos resultados obtidos com as simula¢des diz
respeito a implementacdo e funcionalidade da Perfect Match Layer (PML). Como j4 mencionado,
foi adicionada uma PML nos limites da geometria, para absorver a energia da onda incidente nas
bordas do meio, evitando assim, que a onda seja refletida. Dessa forma, determinar se a PML

estd atenuando a onda que alcanga os limites do meio de forma eficiente € muito importante, uma
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Figura 15 — Erros relativos das intensidades normalizadas em relagdo ao parametro do Mesh -,
onde /¢ € tomando como sendo o valor de intensidade para v = 30. As simulacdes
foram realizadas utilizando-se uma lente actstica com nicleo composto por aco de
raio a = 3\ e casca de Rexolite com espessura t = 3,5)\.
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Fonte: Autor (2021).

vez que, dessa forma, pode ser determinado se estd ou ndo havendo interferéncias nos resultados
por parte de uma reflexdo indesejada da onda. A Figura 16 mostra a intensidade normalizada na
interface Meio-PML nas dire¢des axial (parte superior da geometria) e transversal (lado direito
da geometria) de uma onda incidente espalhada por uma lente acistica com nicleo composto
por aco de raio a = 3\ e casca de Rexolite de espessura ¢ = 3,5)\. Para a plotagem dos graficos
consideramos duas linhas ortogonais que cruzam o meio exatamente no ponto de miaxima
intensidade do feixe gerado por esta lente. Além disso, as distdncias em ambos os graficos
estdo parametrizados em func@o do comprimento de onda A. Através dos graficos, vemos que
existe uma queda brusca na intensidade normalizada nos entornos da interface Meio-PML (linha
tracejada), onde a intensidade tende a zero dentro da camada PML. Dessa forma, € evidente que
a PML utilizada nas simulac¢des apresenta uma boa funcionalidade e exerce muito bem seu papel
de camada atenuadora. Aqui, € importante salientar que as anélises realizadas em relagao ao
Mesh e a funcionalidade da PML se estendem a todas as simulacdes realizadas, uma vez que

tanto o Mesh quanto a PML sdo idénticas para todas as simulagdes.
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Figura 16 — Intensidade normalizada na interface Meio-PML nas direcdes a) axial e b) transversal
de uma onda espalhada por uma lente acustica com nicleo composto por Ago de
raio a = 3\ e casca de Rexolite de espessura ¢ = 3,5)\.
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43 INFLUENCIA DAS PROPRIEDADES MECANICAS E ESPACIAIS DAS LENTES
ACUSTICAS

4.3.1 Influéncia do material componente do nicleo

Para analisar a influéncia exercida nos parametros caracteristicos dos feixes superfoca-
lizados por parte do material componente do nicleo da lente acustica, vamos considerar uma
lente com um nucleo de raio a = 3\ e casca de espessura t = 3,5\ feita de Rexolite. A Figura 17
expoe as intensidades normalizadas medidas em relagdo as dire¢des axial e transversal (parame-
trizadas em relacdo a \) para cada um dos materiais componentes de nicleo considerados nesta
dissertacdo, assim como os perfis de intensidade 2D.

Observando essa figura, vemos que os feixes gerados por lentes de nicleo sélido possuem

intensidades normalizadas proximas umas das outras, de forma que suas curvas de intensidade se
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Figura 17 — Intensidades normalizadas medidas em relacdo as direcoes axial e transversal (pa-
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rametrizadas em relacdo a \) de feixes superfocalizados gerados por lentes com
nicleos compostos por materiais a) - b) sélidos e c¢) - d) fluidos. e) - n) Perfis de
intensidade 2D dos feixes gerados pelas lentes consideradas nos graficos a) - d).
Todas as lentes tém dimensoes fixas a = 3\, t = 3,5\ e casca de Rexolite.
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sobrepdem parcialmente, o que indica que os feixes analisados neste caso possuem caracteristicas
semelhantes. No entanto, lentes com nticleos fluidos geram feixes com intensidades normalizadas
mais diversas, bem como parametros caracteristicos mais variados, como pode ser visto mais
claramente nos perfis de intensidade 2D da Figura 17, e com isso, estas tltimas geram feixes
superfocalizados mais sensiveis a variacdo do material do nucleo. Esse fato indica que tais lentes
possuem uma versatilidade maior em relacao a aplicabilidade. Os parametros caracteristicos dos

feixes superfocalizados mostrado na Figura 17 sdo expostos na Tabela 4.

Tabela 4 — Parametros caracteristicos dos feixes superfocalizados expostos na Figura 17.

Material do Nucleo 1 20 FLHM FWHM Q
Aco 73,503 2,040 2987\ 0,561\ 391,361
Aluminio 76,547 2,090\ 2,854\ 0,572\ 381,932
Chumbo 72910 1,843\ 2,785\ 0,541\ 375,331
Niquel 75,557 2,010A 2,838\ 0,562\ 381,549
Benzeno 58,151 1,604\ 3,708\ 0,499\ 432,112
Metanol 66,525 1,158\ 2,438\ 0,489\ 331,668

Oleo de Oliva 75,452 2,005\ 2,709\ 0,566\ 361,130
Oleo de Silicone 60,068 1,550\ 3,254\ 0,501\ 390,142
Ar 64,914 0,685\ 1,346\ 0,456\ 191,610
Glicerol 65,754 1,691\ 3,212\ 0,522\ 404,601

Chamamos atencdo para o fato de que todos os feixes possuem FWHM < A, comprovando
assim, que o limite de difracdo foi superado. Destacamos os feixes gerados por lentes com nicleo
de Aco e Benzeno, que possuem fator de qualidade () = 391,361 e () = 432,112, respectivamente,
obtendo os maiores valores entre os solidos (nticleo de aco) e fluidos (nicleo de benzeno). Dessa
forma, vemos que a variacdo do material que compde o niicleo da lente pode ser utilizada como
ferramenta de adequacdo e controle dos parametros dos feixes superfocalizados gerados para
aplicacoes especificas, principalmente para o caso de lentes com nucleos fluidos, que geram
feixes mais sensiveis.

Além disso, vale a pena frisar a relacdo observada entre o FWHM do feixe gerado e a
velocidade de compressdao do material componente do niicleo da lente actstica. Como mostrado
na Tabela 5, notamos que o valor do FWHM do feixe superfocalizado gerado pela lente tende
a aumentar a medida que a velocidade de compressao do material aumenta, tanto para fluidos
quanto para sé6lidos, de forma que, para uma determinada configuracio espacial de lente (a = 3\
e t = 3,5\ no caso aqui explicitado), nicleos compostos por materiais com menor velocidade de
compressao tendem a gerar feixes com menor FWHM e vencer o limite de difracao de forma

mais eficiente.
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Tabela 5 — Velocidade de compressao para cada material componente de nicleo e FWHM dos
feixes gerados.

Material Vel. de Compressaio FWHM

Ar 343 ms! 0,456\
Metanol 1103 m s~ 0,489\
Benzeno 1295 m s~ ! 0,499\

Oleo de Silicone 1352 m s 0,501\
Oleo de Oliva 1464 m s~* 0,566\
Glicerol 1920 m s~ 0,522\
Chumbo 2200 m s~ ! 0,541\
Niquel 5600 m st 0,562\

Ago 5900 ms~* 0,561\
Aluminio 6420 m s~ ! 0,572\

4.3.2 Influéncia do raio do niicleo com espessura de casca fixa

Vamos utilizar os materiais componentes de nicleo que apresentaram melhor fator de
qualidade dentre os expostos na Tabela 4, sendo eles A¢o e Benzeno. Nesta subsecdo, vamos
considerar lentes acusticas com nucleos compostos pelos dois materiais citados anteriormente,
cujos raios do nticleo possuem valores A, 2\, 3\ e 4\ e suas cascas sdo compostas de Rexolite com
espessura fixa de t =3,5)\. Dessa forma, as Figuras 18 e 19 mostram os gréficos de intensidade
normalizadas medidas em relacdo as direcoes axial e transversal de feixes superfocalizados
gerados por lentes com nucleos compostos por A¢o e Benzeno, respectivamente, para cada um
dos valores de raio de nucleo, assim como os perfis de intensidade 2D destes feixes.

Os graficos em relagcdo a direcdo axial apresentam deslocamento entre as curvas pois
a medida que aumentamos o raio do niicleo mantendo a espessura da casca fixa deslocamos a
superficie da lente cada vez mais para a direita. Através destas figuras, vemos que para ambos os
materiais componentes de nuicleo utilizados, temos uma variacao expressiva tanto em intensidade
normalizada como em parametros caracteristicos dos feixes superfocalizados gerados a medida
que o raio do nucleo é variado. Nas Tabelas 6 e 7 os parametros caracteristicos dos feixes
mostrados nas Figuras 18 e 19, respectivamente, sdo expostos e confirmam as afirmagdes feitas
acima. Aqui, chamamos a aten¢do para o fato de que, novamente, todas as lentes utilizadas
venceram o limite de difracdo, uma vez que temos FWHM < \ para todos os feixes considerados,
com FWHM < \/2 para os feixes gerados por lentes com o niicleo composto por Benzeno.
Logo, através desses resultados, podemos constatar que a variagdo do raio do nucleo da lente
acustica também pode ser utilizado como ferramenta de adequagdo dos parametros dos feixes

superfocalizados para uma aplicacdo especifica.
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Figura 18 — Intensidades normalizadas medidas em relacdo as dire¢des a) axial e b) transversal
(parametrizadas em relacdo a \) de feixes superfocalizados gerados por lentes com
nicleos compostos por Aco de diferentes raios e casca de Rexolite com espessura
fixat = 3,5)\. ¢) - f) Perfis de intensidade 2D dos feixes gerados nos gréficos a) e b).
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Figura 19 — Intensidades normalizadas medidas em relag@o as dire¢des a) axial e b) transversal
(parametrizadas em relagdo a \) de feixes superfocalizados gerados por lentes
com nucleos compostos por Benzeno de diferentes raios e casca de Rexolite com
espessura fixa ¢t = 3,5)\. c) - f) Perfis de intensidade 2D dos feixes gerados nos

grificos a) e b).
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Tabela 6 — Parametros caracteristicos dos feixes superfocalizados gerados por lentes acusticas
com ntcleos compostos por Aco com espessura de casca fixa ¢ = 3,5\ para diferentes
valores de raio do nucleo.

Raio do niicleo (a) I zo FLHM FWHM Q
A 41,750 0,612\ 2,504\ 0,437\ 239,226
2\ 61,703 0,963\ 2,126\ 0,464\ 282,717
3\ 73,503 2,040\ 2987\ 0,561\ 391,361
4\ 50,007 2,430\ 3,620\ 0,523\  346.129

Tabela 7 — Parametros caracteristicos dos feixes superfocalizados gerados por lentes acusticas
com ntcleos compostos por benzeno com espessura de casca fixa t = 3,5\ para para
diferentes valores de raio do nticleo.

Raio do niicleo (a) I zo FLHM FWHM Q
A 44,037 0,622\ 2,352\ 0,443\ 233,804
2\ 61,955 0,944\ 2240\ 0459\ 302,351
3\ 58,151 1,604\ 3,708\ 0,499\ 432,112
4\ 39,430 1,633\ 6,449\ 0,474\ 536,464

4.3.3 Influéncia da espessura da casca com raio do nucleo fixo

Para explicitar a dependéncia dos parametros caracteristicos dos feixes superfocalizados
com a espessura da casca (t) vamos considerar, novamente, lentes com nicleos compostos por
Aco e Benzeno de raios a = 3 fixo para espessuras de casca 3,5\, 4\, 4,5\ e 5\. As Figuras 20
e 21 trazem os gréficos de intensidade normalizada que caracterizam os feixes superfocalizados
gerados pelas lentes com niicleos compostos por A¢o e Benzeno, respectivamente, assim como
seus perfis de intensidade 2D. Aqui, consideramos valores de espessura de casca acima de 3,5\
pois valores abaixo deste nao apresentaram bons resultados (comparados aos mostrados aqui) ou
ndo resultaram na formacao de feixes superfocalizados.

Através das figuras, vemos que, novamente, temos variagdes significativas nos parametros
caracteristicos dos feixes a medida que é variado o valor de espessura da casca para ambos
0s materiais componentes do nucleo, indicando que a dimensao espacial da casca selecionada
para a lente influencia diretamente no feixe gerado. As Tabelas 8 € 9 expdem os parametros
caracteristicos dos feixes considerados, onde todos possuem FWHM < A, ficando abaixo do
limite de difracdo. Novamente, a variacao da espessura da casca da lente actstica constitui uma
forma de variar os parametros caracteristicos dos feixes gerados e, com isso, personalizar os

feixes a depender da aplicacdo.
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Figura 20 — Intensidades normalizadas medidas em relacdo as dire¢des a) axial e b) transversal
(parametrizadas em relacdo a \) de feixes superfocalizados gerados por lentes com
nucleos compostos por Ac¢o de raio a = 3 fixo e casca de Rexolite com diferentes
espessuras. c¢) - f) Perfis de intensidade 2D dos feixes gerados nos gréficos a) e b).
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Figura 21 — Intensidades normalizadas medidas em relacdo as dire¢des a) axial e b) transversal
(parametrizadas em relacdo a \) de feixes superfocalizados gerados por lentes com
nicleos compostos por Benzeno de raio a = 3\ fixo e casca de Rexolite com
diferentes espessuras. c¢) - f) Perfis de intensidade 2D dos feixes gerados nos graficos
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Tabela 8 — Parametros caracteristicos dos feixes superfocalizados gerados por lentes acusticas
com nucleos compostos por A¢o com raio de nicleo fixo a = 3\ para diferentes
valores de espessura da casca.

Espessura da Casca (t) I zo FLHM FWHM Q
3,5\ 73,503 2,040\ 2,987\ 0,561\ 391,361
4\ 93,784 1,496\ 2,018\ 0,526\ 359,802
4,5\ 62,487 1,966\ 3,554\ 0,497\ 446,838
S5\ 74,661 1,878\ 3,027\ 0,498\ 453,813

Tabela 9 — Parametros caracteristicos dos feixes superfocalizados gerados por lentes acusticas
com nucleos compostos por Benzeno com raio de nicleo fixo a = 3\ para diferentes
valores de espessura da casca.

Espessura da Casca (t) I 2o FLHM FWHM Q
3.5\ 58,151 1,604\ 3,708\ 0,499\ 432,112
4\ 70,067 1,550\ 2,925\ 0,497\ 218,519
4,5\ 72,529 2,167\ 2957\ 0,530\ 404,657
S5\ 82,931 1,858\ 2,432\ 0,511\ 394,693

4.3.4 Influéncia do raio do nucleo e espessura da casca com raio total fixo

Agora, vamos considerar lentes actsticas com o raio total b = 6,5\ fixo. Realizamos
simulacdes variando o raio do nicleo de 0,1\ até 5\ em passos de 0,1\ para todos os materiais
componentes de nicleo apresentados nesta dissertagdo, de forma que, como o raio total € fixo, o
valor de espessura de casca também foi variado. A Figura 22 expde os valores de intensidade
normalizada em func¢do do raio do nicleo (a) para cada um dos materiais componentes de nticleo.

Analisando os graficos, observamos que existem picos de intensidade em a = 2,8\ em
todos os casos (com exce¢ao do grafico para lentes com o niicleo composto por Ar, onde o pico
se localiza em a = 2,7)\). Isto indica que a intensidade dos feixes superfocalizados gerados por
lentes com um raio total b = 6,5\ pode ser otimizada quando a razéo a/b = 2,8\ /6,5\ = 0,43 é
satisfeita, independente do material componente do nicleo. A otimizacao da intensidade dos
feixes pode trazer a melhora do fator de qualidade (), que depende diretamente da intensidade, e
também das imagens geradas por aplicacdes em imageamento.

Embora alguns graficos apresentem intensidades bem superiores a observada em a =
2,8\ (como pode ser visto nos graficos para lentes com niicleo de Metanol e Oleo de Silicone),
ndo foram observados feixes bem definidos para estes valores, onde identificamos somente

pequenos pontos de alta intensidade sem formacgao de feixe superfocalizado.
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Figura 22 — Intensidades normalizadas em fun¢do do raio do nucleo (a) para cada um dos
materiais componentes de nucleo.
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5 CONCLUSAO

Esta dissertacdo teve como objetivo realizar um estudo paramétrico numérico das propri-
edades mecanicas de lentes acusticas do tipo core-shell utilizando-se o Método de Elementos
Finitos (MEF) através do software COMSOL Multiphysics, assim como analisar a influéncia
destas propriedades nos parametros caracteristicos de feixes superfocalizados gerados por estas
lentes.

Para tal, foram realizadas simula¢des considerando-se lentes com nicleos compostos
por diversos materiais diferentes, onde foram variados os parametros espaciais destas lentes,
sendo estes o raio do nucleo e espessura da casca. Aqui consideramos que as cascas eram
feitas unicamente de Rexolite e que as lentes estavam imersas em um fluido ideal composto por
agua. Em seguida, calculamos os parametros caracteristicos dos feixes superfocalizados gerados:
Intensidade Normalizada (/), Comprimento do Feixe (FLHM), Largura do Feixe (FWHM),
Distancia de Foco (zy) e Fator de Qualidade ().

Através dos resultados obtidos, concluimos que os feixes superfocalizados gerados
por lentes acusticas com nucleos compostos por fluidos sdo mais sensiveis a variagdo das
propriedades mecanicas e parametros espaciais da lente quando comparados a feixes gerados
por lentes com nucleos compostos por sélidos. Além disso, concluimos que existe uma relagao
entre a velocidade de compressdao do material componente do nicleo e o FWHM do feixe
superfocalizado gerado, onde este tltimo aumenta com a velocidade de compressdo para ambos
os tipos de materiais (sélidos e fluidos).

Nossos resultados também mostraram que a intensidade de feixes superfocalizados
gerados por lentes actsticas com raio total b = 6,5\ pode ser otimizada quando a razdo a/b =
0,43 € satisfeita (o que corresponde a a = 2,8\) independentemente do material do qual o nicleo
da lente é composto. Além disso, constatamos que a escolha do material componente do nucleo e
seu raio, assim como a espessura da casca utilizada pode servir como ferramenta de controle dos
parametros caracteristicos dos feixes gerados em futuras aplicacdes. Pudemos observar também
a eficiéncia das lentes actsticas na tarefa de vencer o limite de difracdo, uma vez que todos os
feixes aqui expostos tiveram FWHM < \.

Por fim, concluimos que a metodologia utilizada neste trabalho sanou as expectativas
criadas inicialmente, explicitando de forma clara a influéncia das propriedades mecanicas e
espaciais de lentes actsticas do tipo core-shell nos parametros caracteristicos de feixes superfo-

calizados. Este estudo pode ser uma ferramenta Util para projetar novos transdutores de elemento



Unico para aplicagdes em sistemas de imagem de alta resolugdo.
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APENDICE A - DERIVACAO DAS EQUACOES DE MECANICA DOS FLUIDOS

A.1 EQUACAO DE CONTINUIDADE

Vamos considerar um fluido compressivel, ou seja, cuja densidade p pode variar com
0 espago e com o tempo. Além disso, seja uma regido arbitraria fixa {2 delimitada por uma
superficie OS2, como mostrado na Figura 23. Podemos expressar a massa total M (€2, ¢) dentro de

(2 utilizando a densidade p(r, t) da seguinte forma (BRUUS, 2008):

M(Q,t) = / dr p(r, t). (94)
Q

Figura 23 — Esbogo da regido (2 e do fluxo de massa (setas azuis) através da superficie 0f).

Fonte: Autor (2021).

Considerando o caso de existir um fluxo de massa pela superficie 0S) (setas azuis na
Figura 23), podemos definir uma densidade de corrente de massa J, que representa o fluxo de

2

massa por unidade de drea por unidade de tempo (com unidade kg m~2s~ ') dada por:

J = p(r, t)v(r,1), ©5)

onde cada elemento de drea da € associado a um vetor unitdrio n apontando pra fora da superficie,
sendo a corrente de massa através de da dada por pv - n. Uma vez que a massa no fluido ndo pode
desaparecer espontaneamente, a massa total em €2 s6 pode variar devido ao fluxo de massa total
através de 0€). Dessa forma, temos que (considerando que r e ¢ sdo grandezas independentes):

DM, 1) = at/

dr p(r,t) :/dratp(r,t), (96)
Q Q

sendo 0; = 0/0t. Utilizando a eq. (95), podemos escrever:

/er Op(r,t) = — /asz dan - [p(r,t)v(r,t)] = — /Q drV - [p(r,t)v(r, t)], 97)
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onde utilizamos o teorema de Gauss, eq. (9), para reescrever a integral de superficie de
p(r,t)v(r,t). Além disso, o sinal negativo aparece na eq. (97) pois a massa dentro de €2 di-
minui se pv € paralelo a n. Uma vez que a eq. (97) € verdadeira se os integrandos de ambos os

lados forem iguais, temos que:
(9tp =-V- (pV) ou 8tp = —8j (p’Uj>, (98)

que € a equacao de continuidade ou conservacdo da massa para fluidos, onde a reescrevemos

utilizando a notac¢do indicial.

A.2 EQUACAO DE MOVIMENTO

Vamos novamente considerar a regido fixa e arbitraria ) delimitada pela superficie

052 dentro do fluido com densidade p(r, t) (ver Figura 23). Entretanto, analisaremos agora a

densidade de momento pv do sistema. Seja P;(£2, ¢) a componente ¢ do momento total do fluido

dentro da regido €. Considerando a taxa de variagdo de P;(£2,¢) com o tempo, temos (BRUUS,
2008):

0 Pi(Q,t) = 8t/ dr p(r, t)v;(r,t) = /er [(Owp)vi + pOyui], (99)

Q

onde novamente consideramos que r e ¢ sdo varidveis independentes e utilizamos a regra do
produto. Agora, podemos ter variacdo de P;(€2,t) através de: conveccdo (ou transporte) de
momento, por forcas de superficie, como for¢as de pressao e viscosidade, por exemplo, e por
forcas de corpo, como as forgas gravitacional e elétrica. Com isso, podemos escrever 0, P;(€2, 1)

Ccomao:
O, P(Q,t) = 0, PFONV(Q,t) + 0, PFRES (Q, 1) + 0, PYSC(Q, 1) + 0, PFORPO(Q, ). (100)

e Conveccdo de Momento: Podemos descrever a convec¢do do vetor de momento pv através
do tensor de densidade de fluxo de momento [ [, que é um tensor de segunda ordem dado

por:

HEpVV ou H

onde utilizamos a notac¢ao indicial. Dessa forma, através de uma drea infinitesimal da, a

= poy, (101)
)
quantidade da i-ésima componente do momento que entra ou sai de 2 é (pv;)v - nda, e
com iss0, a quantidade total é:

8tPiCONV<Q’t) — _/

o

dan - (pv;v) = — / drV - (pv;v) = — / dr 0;(pv;v;), (102)
0 0
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onde, novamente, o sinal negativo aparece da condi¢do de paralelismo entre n e pv,;v e

utilizamos o teorema de Gauss, eq. (9), para reescrever a integral de superficie.

Forcas de Pressdo: Cada elemento de drea da da superficie 02 estd sujeito a uma forca
exercida pela pressdo do meio circundante dada por —pnda. Logo, a variacao total da
componente do momento na direcdo e; devido forgas de pressao € dada por:

e = [

dan - (pel) = —/ da njpéij = —/ dr (9](}9(51]), (103)
o0 o0 Q

onde utilizamos n - ¢; = n;d;;, sendo J;; a delta de Kronecker definida como:

1,set =7
0ij = . (104)

0, sei#j
Forcas de Viscosidade: Podemos caracterizar uma forca dF devido a um atrito viscoso em
um elemento da com vetor normal n da superficie 9§ através de um tensor de rank dois o;;
denominado tensor de estresse viscoso. Este tensor expressa a i-ésima componente da forca
de atrito viscoso por drea que atua sobre um elemento de superficie da orientado com vetor
normal n paralelo ao vetor unitdrio e;, de forma que podemos escrever dF; = o;;n;da.
Assim, a variagdo no momento devido a for¢a de atrito viscoso é:

o0 Q

O atrito interno s € diferente de zero quando as particulas de fluido se movem em relagao
umas as outras. Portanto, o tensor de tensdo viscoso o;; depende apenas das derivadas
espaciais da velocidade. Para pequenos valores de gradientes de velocidade, o;; depende

linearmente de 0;v;, e com isso (BRUUS, 2008):

2
O'Zl-j =1 (@'vi + &;vj — géwﬁkvk) + C%@kvk = n(ﬁjvi + 81"0]') + 77(5 - 1)(8kvk)5ij,
(106)
onde 1 e ¢ sdo a viscosidade dinamica (atrito interno devido a tensdo de cisalhamento) e a

segunda viscosidade (atrito interno devido a compressao) do fluido, respectivamente, e (3 é

um parametro conhecido como razio de viscosidade adimensional, dado por:

S |y

(107)

W =

o4 +

Forcas de Corpo: Ao se trabalhar com fluidos, podemos levar em conta situagdes em que

existam forgas de corpo que atuam sob toda a regido (). As principais forcas de corpo sao
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as forgas gravitacional e elétrica. Dessa forma, a variacdo de momento devido a forcas de
corpo é:

8tPZ'CORPO(QJ t) = / dr (pg + ,OelE> = / dr (pgz + pelEi)a (108)
Q Q

onde g € a aceleragdo gravitacional, p,; é a densidade de carga elétrica de €2 e E o campo

elétrico que atua no meio fluido.

Igualando as equacdes (99) e (100) e utilizando as expressdes para cada variacdo de
momento dadas pelas equacgdes (102), (103), (105) e (108) obteremos uma expressdo que envolve
uma integral de volume de ambos os lados, que serd vdlida somente se os integrandos forem

iguais, ou seja:
(Oup)vi + pOyv; = —0;(pviv;) — 95(pdij) + 0j0; + pgi + paEi. (109)

Por fim, observando que —0;(pv;v;) = —0;(pv;)v; — pv;0;v; e utilizando a eq. (98)

(equacao da continuidade), chegamos em:
pO; + pv;0;v; = 0;(—pds; + Ugj) + pgi + pat, (110)

que € a equacao de movimento geral para um campo de velocidade Euleriana de um fluido

viscoso, também conhecida como equagdo geral de conserva¢do do momento.

A.3 EQUACAO DE NAVIER-STOKES E NUMERO DE REYNOLDS

Vamos considerar o caso de fluidos Newtonianos. Para esta classe de fluidos, temos que
os coeficientes de viscosidade 1 e ( variam pouco e podem ser tomados como aproximadamente
constantes. Dessa forma, considerando que d,v, = 0;v;, 0;0; = 0;0; e utilizando a eq. (106)

podemos escrever:
83‘(—]95@‘ -+ O'll-j) = —aip -+ najajvi + ﬁnaiajvj, (111)
que ao ser substituida na equacdo de movimento geral, eq. (110), nos retorna:
p@tvi -+ pvj@jvi = —aip —+ najajvi -+ 5778¢8j1)j + LY + pelEi. (1 12)

Escrevendo de forma geral na notacao vetorial, obtemos a famosa equacao de Navier-

Stokes para fluidos compressiveis:

POV + (V- V)V = =Vp+ Vv + BV (V - V) + pg + poE. (113)



79

O termo ndo linear p(v - V)v da equagdo de Navier-Stokes torna a analise matemadtica
complicada, embora seja responsdvel por efeitos hidrodinamicos como turbuléncia, por exemplo.
Podemos ainda definir um operador D, denominado derivada material dado por D; = 0, + (v-V)

e escrever a equacao de Navier-Stokes como:
pDyv = —Vp+ Vv + nV(V - V) + pg + poE. (114)

Normalmente, quando trabalhamos com fluidos, temos que levar em conta a contribui¢do
de forcas inerciais e forgas viscosas no sistema. Para fluidos Newtonianos, podemos determinar
a dominancia de efeitos de inercia ou de efeitos viscosos através do Numero de Reynolds
adimensional, dado por:

pVoLo

Re = , (115)
Ui

onde Vj e L sdo escalas caracteristicas de velocidade e comprimento, respectivamente, que sao

parametros constantes definidos em funcao das caracteristicas do problema, como por exemplo,
uma velocidade média de escoamento para Vj e o comprimento do tubo no qual o fluido escoa
para L. Fisicamente, podemos interpretar o Numero de Reynolds como a razao entre efeitos
inerciais e efeitos viscosos. Para Re < 1 temos que os efeitos de viscosidade dominam a
dinamica do fluido, de forma que os efeitos de inercia podem ser desprezados. Ja para Re > 1

os efeitos de inercia dominam, e podemos desprezar efeitos de viscosidade (WHITE, 2016).

A4 EQUACAO DE TRANSFERENCIA DE CALOR

A equacdo que rege a conservacao de energia em fluidos é derivada diretamente da
primeira Lei da Termodinamica. Normalmente, quando conciliamos fluidos e termodinamica
trabalhamos com as grandezas termodindmicas expressas por unidade de massa. Com isso,
lidaremos com a energia interna por unidade de massa &, entropia por unidade de massa s
e volume por unidade de massa 1/p. Através da primeira Lei da Termodindmica, podemos
relacionar a variagdo da energia interna d¢, o calor 7T'ds (onde 1" € a temperatura) e o trabalho

mecanico —pd(1/p) por unidade de massa escrevendo (BRUUS, 2008):
1 p
dé = Tds —pd | = | = Tds + ~.dp. (116)
p p

Vamos considerar novamente a regido fixa {2 delimitada pela superficie 02 mostrada na
Figura 23. Podemos analisar a taxa de varia¢do 0, /(€2 t) da energia do fluido dentro da regido €.

Considerando que a densidade de energia cinética e a densidade de energia interna sdo (1/2)pv?
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e p&, respectivamente, e que a densidade de energia total é a soma das duas, podemos escrever
que:

OE(Q,t) = 8t/dr vaQ +p£} = / dr 0, {1,0112 +p§} . (117)

Realizando a derivacdo do lado direito da eq. (117) em relagdo ao tempo através da regra
do produto e utilizando as equacdes (98) e (112) (desprezando os termos de forgas de corpo),
podemos escrever (observando que v;0xv; = (1/2)0,v?):

2 2
0 E(Q,t) = / dr [— (% + {) 0;(pv;) — pok0k (%) — v;0;p + V00, + p@tf] . (118)
Q

Utilizando a primeira Lei da Termodinamica, eq. (116), é possivel mostrar que:
_ p
dp—d<§+—)p—pTd8, (119)
p
e com isso, podemos reescrever o terceiro termo da eq. (118) como:
—v;0;p = —pv;0; ({ + g) + pT'v;0;s. (120)

Utilizando novamente a eq. (116) juntamente com a equacao de continuidade, eq. (98),
vemos que o quarto termo da eq. (118) pode ser escrito como:
p
p0& = pTOs — 8]-(/)1)]-);. (121)

Assim, substituindo as equagdes (120) e (121) em (118) e rearranjando os termos, temos:

2

dr {—8]- <|:pi + pf +p:| Uj) + ’UjakO';-k + pT[é?ts + vjﬁjs]} . (122)

0,B(Q,t) = / ;

Q
Agora, a energia dentro do fluido pode variar devido conveccao de energia e por trabalho
realizado por forgas de pressdo e viscosidade, ambas em 0f) e por condugao de calor devido

gradientes de temperatura. Logo, temos que:
OE(,t) = 0,EONY(Q,t) + 0, BB (Q, 1) + 0, EVSC(Q, 1) + 0, EONP(Q, ). (123)

e Convecgdo de energia: podemos definir um vetor densidade de fluxo de energia J¢ que nos
da o fluxo de energia por unidade de 4rea por unidade de tempo (com unidade Jm—2s~!)
escrevendo:

Je = (%pvz + p&) v. (124)

Dessa forma, a varia¢do da energia interna na regido €2 é dada por:

atECONV(Q,t) — _/ dan - J5 = —/ dl’aj [(%pvQ + pf) ’Uj:| , (125)
Q Q

0
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onde utilizamos o teorema de Gauss, eq. (9), para reescrever a integral de superficie. O
sinal negativo aparece uma vez que se n e J. forem paralelos isso significa que a energia

na regido diminui.

e Trabalho devido forgas de pressdo e viscosidade: utilizando os argumentos descritos na
subsecdo A.2 para forcas de pressdo e viscosidade, podemos escrever a poténcia transferida
pelas forgas através de um elemento da de 0€2 como (—p—ira;- . )M-vda. Com isso, a variagdo
de energia devido forcas de pressdo e viscosidade é dada por:

OEPRES (0, 1) + 0, EVSC(Q, ) = /
N

dan;[—pdji + U}k]vk = /Q dr 0;[—pdji + a}k]vk. (126)
e Conducdo térmica: uma vez que a temperatura varie espacialmente, temos a ocorréncia de
uma conducio térmica. Podemos caracterizar essa condugao através do vetor densidade de
fluxo de calor J;, que € a transferéncia de calor por unidade de drea por unidade de tempo
(com unidade Jm~2s~1). Para pequenas variacdes de temperatura J;, é dado pela Lei de

Fourier:

Jn = —rVT, (127)
onde ~ € a condutividade térmica do meio, 7' € a temperatura e V € o operador gradiente.
Logo, a variacdo de energia devido a conducao térmica é:

O EONP(Q, 1) = — /Q dan-J, = /8Q dan;(k0;T) = /er 0;(k0;T).  (128)

0

Dessa forma, substituindo as equacdes (125), (126) e (128) em (123), temos:

DB, 1) = /

Q

2
dr {83 {(% + p£ - p> Uj:| + aj(O'}kUk) + @n@T} . (129)

Agora, igualando as equagdes (122) e (129), jd que descrevem a mesma grandeza, ficamos
com uma expressao que envolve uma integral de volume em ambos os lados. Para que a igualdade
seja vélida, os integrandos de ambos os lados devem ser equivalentes. Dessa forma, comparando

estes integrandos, temos que:
Ujaka';k, + pT[@ts + ’Ujajs] = 8j (O’;kvk) + aj/iajT. (130)

Entretanto, utilizando a simetria do tensor de estresse viscoso, ou seja, U}k = a,/ﬂj,

podemos escrever:

0j(0ivr) = Ok(04v5) = v0k0y, + 05 Okv;, (131)
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de forma que, substituindo na eq. (130), ficamos com:
pT'[0ss + v;058] = 07,0005 + 0;K0;T. (132)
Finalmente, escrevendo em notacdo vetorial, temos que:
pL[Os + (v-V)s] =0’ :Vv+ V- (kVT), (133)

onde : indica o produto de dois tensores. A eq. (133) é conhecida como equacdo geral de

transferéncia de calor ou equacdo de conservagdo da energia.
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APENDICE B - DERIVACAO DAS EQUACOES DE MECANICA DOS SOLIDOS

B.1 DEFORMACAO

Vamos considerar um meio continuo sélido de volume €2; que possui uma superficie
delimitadora 0€2; sujeito a uma deformac@o. Em uma situag@o inicial, o ponto /% possui um vetor
posicdo R(z1, 9, x3) em relagdo a um determinado sistema de coordenadas. Proximo a P, existe
um ponto P, que dista dR de F,. Ap6s uma deformacdo, o volume e a superficie delimitadora
do meio passam a ser {2y e 02y, respectivamente. Agora, o ponto I, passa a ser representado
por P e possui um vetor posicdo r(z, x5, z5). Jd o ponto P, passa a ser representado por P,
que agora dista dr em relag@o a ). Dessa forma, o deslocamento de Fy para F} é dado pelo
vetor u(uy, ug, uz), como mostrado na Figura 24. Através de uma anélise geométrica da Figura

24, podemos relacionar os vetores citados acima da seguinte forma (LEAO-NETO, 2015):

r=R+u, (134)

u-+dr=dR+W. (135)

Figura 24 — Deformag@o de um meio continuo sélido de volume €2, e superficie 02, para o
volume (2, e superficie 0€),.

Fonte: Autor (2021).

Tomando o diferencial da eq. (134), temos que dr = dR + du. Substituindo na eq. (135),
ficamos com:

W =u+du (136)
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Além disso, podemos escrever o diferencial da i-ésima componente de u utilizando
notac¢do indicial como:

dui = @uidxj, (137)

onde 0; = 0/0x;. Entretanto, podemos ainda representar a eq. (137) através de:
1 1

Com isso, podemos definir os tensores infinitesimais de deformacao ¢;; e rotagdo w;; para

pequenas deformagdes como:
1 1
Eij = 5(3]1% + aﬂl,j), wij = 5(8]’&1 — aﬂL]) (139)
Na forma vetorial, podemos escrever a deformacgao da seguinte forma:
1 T
€= 5(Vu + Vu'), (140)

onde Vu é um tensor de segunda ordem e o sobrescrito 7 denota a transposta de um tensor. Com
isso, observando a eq. (137), vemos que a cinemdtica de um ponto arbitrdrio proximo a Fy é
governada pelo campo gradiente local 0;u; € que o movimento é uma combinagao de efeitos

locais de distor¢do ¢;; € rotagdo w;; de um corpo rigido.

B.2 TENSAO

Vamos considerar um meio continuo sélido de volume (2 e superficie delimitadora 02
que estd sujeito a forcas externas F; (¢ = 1, 2, 3), como exibido na Figura 25. Quando o objeto
sofre deformacao devido a forgas externas, a configuracdo espacial das moléculas que o compde
¢ alterada, fazendo com que o corpo saia do seu estado de equilibrio original. Com isso, passa
a existir um vetor de tracdo interno  que tende a fazer o corpo retornar a configuracao de
equilibrio. O vetor q atua sobre um elemento arbitrario de superficie que possui um vetor normal

n, como pode ser visto na Figura 25 (LEAO-NETO, 2015). O vetor tracdo é dado por:
q=o0-n, (141)

onde o € o tensor de tensdes e estd relacionado as forcas internas que tendem a fazer o corpo

retornar ao seu ponto de equilibrio. Se ndo ha deformacao, nao existe tensao interna.
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Figura 25 — Representagdo do vetor tracdo ¢ de um meio continuo sélido de volume {2 e superfi-
cie 0€) devido a forcas externas F; (1 = 1, 2, 3).

q

0Q

F, K,

Fonte: Autor (2021).

B.3 CONSERVACAO DE MASSA

Vamos considerar um meio continuo sélido de volume (2 e superficie delimitadora 0,
como o representado pela Figura 25. Além disso, vamos considerar que este objeto possui uma
densidade p;(r, t). Para qualquer instante de tempo ¢, podemos escrever a massa total m deste
meio como:

m:/drps. (142)
Q

Uma vez que a massa deste meio ndo pode sumir espontaneamente, temos que a taxa de
variagdo temporal da massa deve ser nula, ou seja, dm/dt = 0. Dessa forma, utilizando a eq.
(142), temos:

o0 [ drp. = | e @p.) + poytan) = . (143)

Agora, podemos escrever o deslocamento de uma particula devido a deformagdo do meio
durante um tempo dt como vdt, onde v é a velocidade de deformagao. Sendo n o vetor normal
de uma superficie infinitesimal da de 0f2, entdo o volume deslocado pela deformacdo através da

area da é dr = v - ndtda. Substituindo na eq. (143), temos que:

/dr (Ops) = —/ da psv - n. (144)
Q 80

Utilizando o teorema de Gauss, eq. (9), podemos reescrever a integral de superficie:

/ dr (9yps) = — / drV - (py). (145
Q Q

Uma vez que temos integrais de volume em ambos os lados da eq. (145), para que
a equacdo seja vdlida, os integrandos devem ser equivalentes, de forma que a equacdo de

conservacao da massa é:

Ops = =V - (psV). (146)
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B.4 CONSERVACAO DO MOMENTO

Para um meio continuo sélido de volume (2, superficie delimitadora OS2 e densidade p;,
temos que a densidade de momento € p,v. Em qualquer instante de tempo ¢, podemos escrever o

momento linear total P através de (FUNG et al., 2001):

p_ / dr p.v. (147)
Q

Além disso, o corpo pode estar submetido a for¢cas volumétricas Fy (a exemplo, forcas
gravitacional e elétrica), além da forc¢a superficial exercida pela tracdo q, dada pela eq. (141).

Dessa forma, a forca resultante no meio Fy pode ser escrita como:

FR:/dro+/ daa’-n, (148)
Q o0

onde o € o tensor de tensdes em um sélido. Agora, pela segunda Lei de Newton, sabemos que a
varia¢ao temporal do momento linear de um corpo € igual a forca resultante que atua sob este

corpo, ou seja, dP/dt = Fr. Com isso, utilizando as equagdes (147) e (148), temos:

8,5/erpsv: /Q[drﬁt(psv) + psvO,(dr)] :/

drFy —i—/ dao -n. (149)
Q o0

Utilizando a regra do produto no primeiro termo do lado esquerdo da eq. (149) e lem-

brando que J;(dr) = v - nda (determinado na subse¢do B.3), temos que:

/dr [Vf)tps+p58tv]+/ dapsvv~n:/dro—|—/ dao -n. (150)
Q 80 Q 09

Agora, utilizando a eq. (144) podemos eliminar o primeiro e o terceiro termo da eq. (150).
Além disso, fazendo v = O,u e utilizando o teorema de Gaus, eq. (9), na integral de superficie,
ficamos com integrais de volume em ambos os lados, de forma que a mesma s6 serd vélida se os

integrandos forem equivalentes. Dessa forma, chegamos na seguinte equacao:
ps0Pu=Fy +V- o, (151)

que € a equacdo de conservagdo do momento para sélidos.

B.5 CONSERVACAO DA ENERGIA

Vamos novamente considerar o meio continuo sélido exibido na Figura 25. Pela con-

servacdo da energia, temos que a variacao temporal da energia total do meio deve ser igual ao
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trabalho realizado por todas as forcas externas que atuam no corpo por unidade de tempo. Dessa

forma, podemos escrever a energia cinética total do corpo £, como:

1
E. = —/derps, (152)
2 Jq

onde v? = |v|?. Sendo &, a energia interna do corpo por unidade de massa, podemos escrever a

energia interna total U como:
- [ i 15
Q

Considerando que temos forgas volumétricas e forgas relacionadas a tracdo q, temos que

a variaciio da energia total em relacdo ao tempo do corpo pode ser escrita como (LEAO-NETO,

2015):
2
Gt/dr <%+§S)ps:/ da(o‘-n)~v+/drFV-v. (154)
Q 80 Q

Expandindo o lado esquerdo da eq. (154), lembrando que 9;[(1/2)v?] = v - d,v, Oy(dr) =

v - nda e aplicando o teorema de Gauss, eq. (9), nas integrais de superficie temos:

/er [(V OV + 0i&s)ps + (%f + 53) @ps} + /erv- [(%112 + 55) psv}
:/dr Vo(o-v) +Fyv]. (155
)

Entretanto, temos que:

V- [(%Uz + 55) psV:| =V (%Uz + 55) “PsV Tt (%Uz + és) V- (psv). (156)

Com isso, igualando os integrandos:
{(v OV + 0k )ps + V (%vQ + fs) : psv] + (%vQ + 55) [01ps + V- (psV)]
=[V-(o-v)+Fy-v]. (157)
Observando a eq. (157), vemos que a parcela dentro dos colchetes no segundo termo ¢ a
equacao de conservagdo da massa, eq. (146) e se anula. Além disso, sendo:
Vi(e:v)=0:Vv+v- (V- 0), (158)

onde : indica o produto de dois tensores, rearranjando os termos e substituindo v = J,u, podemos

escrever a eq. (157) como:
1
(Pu—V -0 —Fy)- -0+ p0i& +V (§v2 + gs) - psV =0 :VV. (159)

Por fim, a parcela entre parénteses no primeiro termo da eq. (159) é exatamente a equagao

de conservagdao do momento, eq. (151), que se anula. Com isso, obtemos a seguinte equagao:

1
ps0i&s +V (5212 + fs) cpsV =0 :VV, (160)

que € a equacdo de conservacdo da energia para meios s6lidos.
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