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RESUMO

Neste trabalho serd provado dois resultados para o modelo (M,0M) = (X,0%) x St,
onde (X, 9%) é uma variedade hiperbélica com bordo totalmente geodésico. No primeiro resul-
tado, usando as técnicas de Larry Guth, sob uma limita¢ao das bolas unitdrias no recobrimento
universal, serd mostrado que o volume de uma variedade hiperbdlica com bordo totalmente geo-
désico possui uma relacao com o seu volume simplicial. Além disso, sob essa mesma hipotése,
serd generalizado um resultado de Hannah Alpert e Kei Funano, mostrando que a area da classe
de homologia relativa [(X, 03)] em (M, 0M), com coeficientes em Z,, € proporcional a drea de
(32, 0%).

Palavras-chave: Ciclos relativos. Homologia relativa. Variedade hiperbdlica com bordo.



ABSTRACT

In this work, we prove two results for the model (M,9M) = (3,0%) x S!, where
(33, 0%) is a hyperbolic manifold with totally geodesic boundary. In the first result, using the
Larry Guth’s techniques and under an upper bound on the volumes of unit balls in the universal
cover of (M,0M), we show that the volume of a hyperbolic manifold with totally geodesic
boundary has a relation to ship its simplicial volume. Moreover, under those hypothesis, we
generalize a Hannah Alpert and Kei Funano result, showing that the area of Z,-relative homology
class [(2,0%)] in (M, OM) is proportional to the area of (X, 0X).

Keywords: Relative cycles. Relative homology group. Hyperbolic manifold with boundary.
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1 INTRODUCAO

Seja (3", g) uma variedade variedade hiperbdlica n-dimensional e compacta podendo ou
nao ter bordo vazio. Entenda variedade hiperbdlica por uma variedade riemanniana que admite
uma métrica, gy, com curvatura seccional constante igual a —1. Ao longo de todo o trabalho, 32
€ a notacdo usada para uma variedade hiperbdlica, com ou sem bordo, e gs; € a métrica que tem
curvatura constante igual a —1.

Um dos problemas mais estudados da geometria diferencial é entender como a curvatura
escalar e a topologia da variedade se relacionam. Um problema de rigidez muito interessante a
ser estudado € como se comporta uma variedade hiperbélica quando munida de uma métrica
diferente da métrica gy.. No ponto de vista de Gromov, a curvatura escalar de uma variedade
descreve como o volume de bolas pequenas € comparado com o volume de bolas euclidianas
de mesmo raio. A diferenca entre esses volumes pode ser expressada em termos da curvatura
escalar, pela seguinte expansdo assintotica:

_ n ( _ scaly(p) 3 )
Vol(B(p, 7)) = w,r™ | 1 r*+0(r°) |, (1)
6(n+ 2)
quando r — 0, onde w,, € o volume da bola unitdria em R". Usando o ponto de vista de Gromov

e denotando por V), (1) = sup Vol(B(p, r)), Larry Guth provou o seguinte resultado:
peEM

Teorema 1.1 (Teorema de volume, (GUTH, 2011)). Sejam (3, gs) uma variedade hiperbdlica

n-dimensional fechada e g uma outra métrica em .. Suponha que

Vis, (1) < Vi (1), 2)

onde H"™ é o espago hiperbdlico n-dimensional e (3, §) é o recobrimento universal de (%, g).
Entdo

Vol(%, g) > const(n) - Vol(X, gx).

A limitacdo no volume das bolas na hipétese (2), no Teorema de volume, € uma limitag@o
da curvatura escalar macroscépica que, baseada nas ideias de Gromov, foi definida por Guth
em (GUTH, 2010a). As hipéteses sobre o volume de bolas unitdrias no recobrimento universal
podem ser vistas como limitantes inferiores da curvatura escalar macroscopica assim como
limitantes inferiores da curvatura escalar fornecem limitantes superiores para volumes de bolas
infinitesimais. Gromov sugeriu que teoremas sobre curvatura escalar devem ter um andlogo
envolvendo volumes de bolas unitdrias. Em resumo, a curvatura escalar macroscépica € definida

da seguinte maneira: considere (A", g) uma variedade riemanniana, um raio » > 0 e p um
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ponto qualquer de M e denote por V(p,) C (M, §) o volume da bola de raio  centrada em um
levantamento de p e ‘75(7’) da bola de raio r num espago simplesmente conexo com curvatura
scalar constante igual a .S, ou seja, o espaco euclidiano, quando S = 0, a esfera quando .S > 0 e
o espaco hiperbdlico se S' < 0. A curvatura escalar macroscdpica na escala » em p € o nimero S,

tal que V (p,7) = V().

Exemplo 1.1. Qualquer toro flat, (T™, g) tem curvatura escalar macroscdpica zero, em qualquer
escala r. De fato, pois o recobrimento universal do toro flat é o espaco euclidiano, ou seja,
V(p,r) = w- 1", para cada p € (T", g). Note também que se ndo considerar o recobrimento
universal, ou seja, considerar um recobrimento compacto, um toro flat pode ter curvatura escalar
macroscopica positiva numa certa escala r, mais precisamente, sempre que v for maior que o

diametro de (T™, g). Para mais informagées, o leitor interessado, pode ler o trabalho (GUTH,

2010a) de Larry Guth.

Ainda pensando na relacdo entre a curvatura escalar e a topologia, o matematico Richard

Schoen, em (SCHOEN, 1989), conjecturou o seguinte:

Conjectura 1.1 ((SCHOEN, 1989)). Sejam (3, gs.) uma variedade hiperbdlica n-dimensional e
fechada e g uma outra métrica em ¥ tal que scal, > scal,, = —1. Entdo a métrica de ¥ que

minimiza volume é a métrica de curvatura constante, ou seja, Vol(X, g) > Vol(X, gx).

Note que do ponto de vista da curvatura escalar macroscépica, o Teorema 1.1, Teorema
de Volume, a menos da constante dimensional multiplicativa, é equivalente a Conjectura de
Schoen, uma vez que a hipétese (2) € equivalente a dizer que a curvatura escalar macroscopica
de (3, g) é maior que a curvatura escalar macroscopica de (3, gx), que é equivalente a dizer que
as curvaturas escalares, nas métricas g e gs, satisfazem scal, > scaly,,. Esta conjectura ainda
estd em aberto para dimensdes alta.

Baseados nestes resultados obtidos por Guth, Hannah Alpert e Kei Funano se perguntaram
se o resultado continuava sendo vélido para uma variedade do tipo M"*! = ¥ x X™, onde
3" € uma variedade hiperbdlica n-dimensional fechada e X € uma variedade riemanniana
m-dimensional fechada. Pensando nesse modelo, Alpert e Funano, em (ALPERT; FUNANO,
2017), mostraram que € possivel construir exemplos com areas suficientemente pequenas, quando
m > 2. Porém, quando m = 1, obtiveram um resultado parecido com o Teorema de volume,
de Larry Guth. Eles mostraram que no modelo M = X" x S!, a métrica que minimiza 4rea na
classe de homologia H,, (32 x {x},Z,) é a métrica gs, X gs1, onde gs: € a métrica candnica de S'.

Em (ALPERT; FUNANO, 2017), eles provaram os seguintes resultados:
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Proposicao 1.1. Sejam 3. uma variedade hiperbolica fechada de dimensdo n e X uma variedade
riemanniana fechada de dimensdo m > 2. Entdo para qualquer € > 0, existe uma métrica g em

M =3 x X de forma que o volume das bolas unitdrias no recobrimento universal satisfazem
Vi, (1) < Vo,

onde Vy = 2 - Vgnim (1), mas simultaneamente existe uma subvariedade isotdpica a ¥ x {*}

com volume menor que e.

Teorema 1.2 (Teorema de Area, (ALPERT; FUNANO, 2017)). Sejam (3, gs) uma variedade

hiperbélica n—dimensional fechada, g uma métrica em M = ¥ x S* tal que

para algum valor V;y. Considere Z C M uma hipersuperficie suave mergulhada e homologa a

Y x {x} sob coeficientes em Z,. Entdo,
Area(Z, g) > const(n, V) - Area(X, gs).

Diante da conjectura de Schoen, Conjectura 1.1, do Teorema de Volume de Larry Guth,
Teorema 1.1, e do Teorema da Area de Hannah Alperto e Kei Funano, Teorema 1.2, surgiram as
seguintes perguntas: Serd que a conjectura de Schoen também vale se a variedade hiperbdlica for
compacta € com bordo ndo-vazio? Os resultados de Guth, Alpert e Funano também funcionam
para o caso compacto com bordo? Neste trabalho serd respondida a segunda pergunta, cuja
resposta € positiva quando o bordo é totalmente geodésico. Mais especificamente, o principal

objetivo deste trabalho sdo os dois resultados a seguir:

Teorema 1.3 (Teorema de Area com Bordo). Sejam ¥ = (32, 0%; g ) uma variedade hiperbdlica
n-dimensional compacta com bordo totalmente geodésico e g uma métrica definida em M =
(M,0M) =X x S! tais que

Viirg (1) < Vo, (3)

para algum valor V. Considere Z = (Z,07Z) C M uma hipersuperficie mergulhada, homdloga

a Y X {x} sob coeficientes em Z,. Entdo,
Area(Z;g) > C(n, V) - Area(3; gs). 4)

Teorema 1.4 (Teorema de Volume com Bordo). Sejam X uma variedade Riemanniana hiperbo-

lica compacta com bordo totalmente geodésico e Z uma variedade Riemanniana compacta com
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bordo. Suponha que exista f : Z — Y de grau 1, com f(0Z) C 0%, tal que f() é contrdtil

para todo loop v C Z com |y| < 1. Além disso, suponha também que
Vz(1/2) < Vj.

Entdo,

Vol(Z) > C(n, Vi) - Vol(S; hyp).

As demonstragdes dos resultados desta tese seguem as técnicas apresentadas por Gromov,
em (GROMOV, 1982) e (GROMOV, 1986), Larry Guth, em (GUTH, 2011), (GUTH, 2010b)
e (GUTH, 2010a), e Hannah Alpert e Kei Funano, em (ALPERT; FUNANO, 2017). Para
provar o Teorema de Area com Bordo, seguindo a mesma ideia que Jason Charles DeBlois
em (DEBLOIS, 2007, Secao 2.3), inicialmente defina Dy, onde Dy € construida do seguinte
modo: pegue a variedade X, uma cdpia dela e faca uma colagem nos bordos de ambas as copias.
Por Y ser uma variedade hiperbdlica com bordo totalmente geodésico, a colagem ¢ feita de
maneira suave, estd bem definida e a variedade Dy, obtida neste processo € uma variedade
hiperbdlica fechada. Apds essa construg@o, por obter uma variedade hiperbdlica fechada, o seu
grupo fundamental é residualmente finito, ou seja, para cada elemento diferente da identidade,
a € m(X), com |af < 1, existe um subgrupo normal de indice finito, K, < 7 (%), tal que
a ¢ K,. Usando as aplicagdes naturais r : Dy, — Y e ¢ : X — Dy, segue que 7 o i = [dy,
ou seja, i, : m(X) — m(Dyx) € injetiva, implicando que 7;(X) também é residualmente
finito. Dai, é possivel excluir os loops de comprimento no maximo 1 de 71 (X). Além disso, a
hipétese (3) garante que o Lema de Estabilidade, Lema 4.1, poder4 ser aplicado, concluindo
que Vz(1/2) < 2V, + 6. Finalmente, considerando Z, 3 e M recobrimentos compactos destas
variedades, para construir a aplica¢do de grau 1 basta considerar f = i o py, onde ¢ : Z — Méa
aplicagdo inclusdo e p; : M—3éa aplicacao projecao e daf aplicar o Teorema de Volume com
Bordo para completar a demonstracgao.

Vale ressaltar que o que ocorre em (ALPERT; FUNANO, 2017, Proposicdo 1.3) também
ocorre para uma variedade hiperbdlica compacta com bordo totalmente geodésico. Basta seguir
a mesma construcio que Alpert e Funano.

Este trabalho estd dividido em trés capitulos: o capitulo 1 é destacado para discutir os
conceitos preliminares que serdo utilizados ao longo de todo o trabalho, basicamente contém
uma apresentacao geral sobre teoria de homologia e volume simplicial, alguns conceitos sobre
teoria de transversalidade e nimero de intersecdo; O capitulo 2 tem como objetivo demonstrar o

Teorema de Volume com Bordo, onde sera definido e construido uma cobertura boa, o nervo
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retangular de uma variedade com bordo e todas as propriedades necessdrias para demonstrar o
teorema; Por fim, no capitulo 3 serd demonstrado o principal resultado do trabalho, o Teorema

de Area com Bordo, onde sera necessario o Lema de Estabilidade.
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2 CONCEITOS PRELIMINARES

Como ja foi mencionado na introdugdo, o objetivo principal deste trabalho é mostrar
que, sob algumas condi¢des no recobrimento universal, a métrica que minimiza 4rea, na classe
de homologia de uma variedade hiperbdlica compacta com bordo totalmente geodésico, € a
métrica hiperbélica, como Teorema de Area com Bordo. Este teorema garante que sob certas
condicdes, na classe de homologia de uma variedade hiperbdlica n-dimensional compacta com
bordo totalmente geodésico, a métrica hiperbdlica € a que minimiza drea, a menos de uma
constante. Para demonstrar tal teorema € feita uma constru¢do analitica, utiliza-se de ferramentas
algébricas e topoldgicas e por fim obtém-se um resultado geométrico. Para que o trabalho seja
autossuficiente, este capitulo tem como objetivo definir, enunciar e demonstrar alguns resultados
chaves que sio usados ao longo da tese.

Este capitulo serd dividido em duas sec¢Oes: a primeira se¢do ird tratar da teoria de
homologia singular e a segunda introduzird o volume simplicial de Gromov e sua relagdo com
o grau de uma aplicagdo entre duas variedades. O leitor que se sentir confortdvel com esses

conceitos, pode iniciar a leitura do Capitulo 3.

2.1 HOMOLOGIA
2.1.1 Homologia Singular

Esta secdo tem como objetivo introduzir a teoria de homologia singular. Esta teoria é
essencial para o estudo do volume simplicial ou, como também é conhecido, volume simplicial
de Gromov, que serd introduzido na préxima secao deste capitulo. Ele recebe este nome, pois
o volume simplicial de uma variedade n-dimensional M € um invariante homotdpico que foi
definido por Gromov em (GROMOV, 1982). Como o foco deste trabalho ndo € estudar a teoria
de homologia as demonstragdes dos resultados apresentados nesta se¢do serdo omitidos e o leitor

interessado poderd encontra-las em (LIMA, 2009) e (MELO, 2014).

Definiciio 2.1. Seja ey, e, . . ., e}, a base canénica de R, Para cada k, o simplexo de dimensdo

k ou k-simplexo é o conjunto dado por
k
Ap=1Q(totr,. .. ty) ;> 0e > ;=1
i=0

Em particular, g se reduz ao vértice eo, [\, é o segmento em R? que liga os vértices eg e e1, Ay

é o triangulo em R3 ligando os vértices ey, e, e es e assim por diante.
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Uma vez que estdo definidos os n-simplexos, podemos relacionar esses conjuntos com o

espaco topoldgico X da seguinte forma:

Definicao 2.2. Um k-simplexo singular num espaco topologico é uma aplicacdo continua

o:Ar — X, onde Ay, é um k-simplexo.

A homologia singular do espago topoldgico X serd definida em termos dos simplexos
singulares neste espaco. Para tal objetivo, basta definir um complexo de cadeias, ou seja, uma

sequéncia de A-médulos, e um operador de bordo, 9, satisfazendo 9* = 0.

Definicao 2.3. Seja A um anel e considere o A-mdédulo livre Ci,(X, A) gerado pelos k-simplexos
singulares. Um complexo de cadeias singular C' é a familia dos A-mdédulos livres Ci,(X, A) e
uma familia de homomorfismos Oy : Cr(X, A) — Cr_1(X, A), chamados operadores de bordo,

tais que Oy o Op1 = 0, para todo k.

O (X, A) 2 (X, A) B O (X A) 2 2 0y (X, A) D Gy (X A).
Das definicdes acima, segue diretamente que uma k-cadeia, uma cadeia k£ dimensional,

cx € Cr(X, A), é uma soma formal definida por

n
Cr = E CLJ'O'J',
j=1

onde a; € Aeo; : A — X éum simplexo singular. Neste trabalho, os anéis usados para estudar
homologia sdo Z; e R e por isso denotaremos os A-médulos livres, simplesmente por Cy(X),

para ndo gerar confusio quando for estudada a homologia relativa.

Definicio 2.4. A i-ésima face do k-simplexo singular o é o (k — 1)-simplexo 0;0 : Ag_1 — M

definido por

k-1
8,»0 <Z<tj€j>> = O'(t()eo +...+ ti_lei_l + ti€i+1 + ...+ tk_lek).
j=0

Além disso, o bordo do simplexo o ¢ a cadeia,

k

0o =Y (-1)'0,0

e o operador de bordo é definido estendendo por linearidade

0 (Z ajo—j> = a;00;.

J J
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O operador bordo e as faces de um simplexo terdo um papel muito importante ao longo
deste trabalho quando for definido e construido o nervo retangular da variedade. Além da
propriedade, mencionada anteriormente, d; 0 J;. 1 = 0, 0 operador de bordo satisfaz uma espécie

de comutatividade.

Proposicio 2.1. Para quaisquer j < i vale 0; 0 0; = 0,_1 0 0;.

Demonstracao: Basta aplicar a defini¢do de operador de bordo e comparar.
|

Definicao 2.5. Considere Oy, : Cr,(M) — Cy_1(M). Os elementos do subanel Z), = Ker 0, sdo
chamados de k-ciclos e os elementos do subanel By(M) = Im 0y, sdo chamados de k-cadeias.
Dois ciclos, ¢y, co sdo ditos homdlogos, se existe uma cadeia c tal que ¢ — co = Oc. Em
particular, Im 0y, 1 C ker O, e por isso, para cada k > 0, faz sentido definir o anel quociente

_ Kerd,
Hy(C) = Y

(&)
chamado anel de homologia singular de M.

Agora, se f : M — N € uma aplicacdo continua, entdo para cada simplexo singular o
em M, a composi¢do f o o é um simplexo singular em N. Com isso, é possivel relacionar os
grupos de homologia entre duas variedades via fungdo continua, pois esta aplicacdo f induz
um homomorfismo entre os A-médulos livres Ci.(M) e C(N) que comuta com o operador de
bordo, ou seja, a imagem de ciclos de M € um ciclo em /N e a imagem de bordos de M sdo

bordos em V.

Teorema 2.1 (Invaridncia homot6pica). Se f,g : M — N sdo aplicagcées continuas homotopicas
entre espagos topologicos, entdo as aplicacoes induzidas em homologia sdo iguais. Além disso,
se dois espagos topologicos tém o mesmo tipo de homotopia, entdo seus grupos de homologia

sdo isomorfos.

A demonstracdo do teorema de invariancia homotdpica pode ser encontrado em (HAT-

CHER, 2005, Teorema 2.10, pg. 111).

2.1.2 Homologia Relativa

Outro conceito muito importante, em particular quando trabalha-se com variedades com

bordo, € o conceito de homologia relativa. Nesta subsecdo vamos definir e estudar algumas
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propriedades da homologia relativa. Estes conceitos serdo essenciais ao longo do trabalho, pois
quando construido o nervo retangular de uma variedade com bordo, que, o tratando de forma
resumida, € um subconjunto de um retangulo de dimensdao muito alta, e realizada a andlise
simplicial no nervo retangular, utiliza-se a homologia relativa para obter as estimativas.

Uma sequéncia exata curta de complexos de cadeias,
0sc et ber—o

¢ um diagrama de complexos de cadeias

0 Q41 1 Bk—‘—l 2
0 Ck+1 Ck+1 Ck+1 0

8° ot 02
QA /Bk
0 >y O y O >y CF > 0
8° ot 82
ag—1 1 Br—1 2

onde os morfismos 9%, 9', 9%, oy, : CY — C} e By : Cl — CF satisfazem:
(i) as sequéncias 0 — C? 25 1 2% €2 5 0 sdo exatas;
(ii) 0' o ap = ay_q 0 9%;
(iii) 0% o B, = Br_1 0 O'.
Diante dessa definicdo, segue o seguinte resultado:

Teorema 2.2. Se
0" St b e

é uma sequéncia exata curta de complexos de cadeias, entdo existem morfismos
5k : Hk(C2) — Hk_l(CO)

tais que a sequéncia longa abaixo é exata:

L2 H(CY) 2 H(CY) 25 H(C2) % Hy 4 (C0) — -
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Como ja foi mencionado no inicio deste capitulo, as demonstragdes serdo omitidas por se
tratarem de conceitos cldssicos que podem ser encontrado em um bom livro de homologia, os
interessados podem consultar (HATCHER, 2005, Teorema 2.16, pg. 117). Diante deste tltimo
resultado é possivel definir o conceito de homologia relativa de um par (X, Y’), onde X é um
espago topoldgico e Y C X € um subespaco com a topologia induzida e exibir a sequéncia longa
de homologia do par.

Dado um espaco topoldgico X e um subespaco Y, defina C (X, Y’) como sendo o grupo

quociente

Ce(X,Y) = Cu(X)/Cr(Y),

ou seja, as cadeias em Y sdo triviais em C (X, Y'). Desde que o operador de bordo 0y, : Ci(X) —
Cr-1(X) aplica Cx(Y) em Ci_(Y), entdo ele induz um operador de bordo quociente, que
denotaremos da mesma forma, 0 : Cy(X,Y) — Cy_1(X,Y). Fazendo k variar temos a
seguinte sequéncia

s — Ck(X,Y) a—khck,l(X,Y) —

cuja propriedade 0y, o 0, = 0 é mantida. Portanto foi definido um complexo de cadeias e o grupo
de homologia
Ker Gk

B = e

deste complexo € definido por grupo de homologia relativo ou grupo de homologia relativo de X
em relac@o a Y. Pelas defini¢cGes acima, segue que os elementos de Hy(X,Y") sdo representados
por k-ciclos relativos, ou seja, k-cadeias ¢ € C(X) tais que dci, € Cr_1(Y) e estes k-ciclos sdo
triviais em Hy(X,Y), se e somente se, ele € um bordo relativo, isto é, ¢, = Obyy1 + di, para
algum by 1 € Cri1(X) ed € Ci(Y). Note que o grupo quociente C (X )/Ci(Y') pode ser visto
como um subgrupo de C(X), o subgrupo com base no k-simplexo singular o : Ay — X cuja

imagem nao esta contida em Y.

2.2 VOLUME SIMPLICIAL

O objetivo desta subsecdo € apresentar os conceitos sobre volume simplicial. Basicamente
todos os resultados, definicdes e exemplo foram apresentados por Gromov em (GROMOV, 1982).
Esta secdo € muito importante, pois € através do volume simplicial da variedade que serdo obtidas
as duas principais estimativas de volume deste trabalho, nos Teoremas 1.4 e 1.3. Ao longo desta
subsec¢do, considere M uma variedade Riemanniana suave, n-dimensional completa e g uma

métrica com curvatura seccional limitada por cima por 1. Denote por K, a curvatura seccional
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com respeito a métrica g. Lembre-se das notagdes: com respeito a métrica g, a curvatura escalar
€ scal, e a curvatura seccional é K,. Antes de definir o volume simplicial lembre-se que para
uma variedade riemanniana n-dimensional fechada, M, a classe fundamental do seu grupo de
homologia, [M] € H,(M,R) é o elemento gerador deste grupo. A classe fundamental pode ser

vista como o simplexo orientado de dimensdo médxima de uma triangularizacao de M.

Definicao 2.6. Seja X um espago topolégico qualquer. Denote por C = C,(X ) um complexo de

cadeia, com coeficientes em R, onde C = C,(X) representa um complexo de cadeias de ordem
k

qualquer. Dado ¢ = Z rio; € Cy, com Cy, € C, defina a I* norma simplicial em C por

=1
llell = Iril- (6)

desta defini¢do, surge uma pseudo norma no grupo de homologia H, = H,(X,R), onde

H,.(X,R) representa o grupo de homologia em um nivel qualquer definida por

lall = inf [[[], )

onde a € H,(X,R). Por fim, para uma variedade n-dimensional fechada (M, g), o volume
simplicial é definido por
(M, g)[| = [|[M]|], (8)

onde [M] é a classe fundamental de H, (M, R).

Proposicao 2.2. Seja f : M — N uma fun¢do prdpria de grau d. Entdo ||M|| > d - ||N|| ea

igualdade é atingida quando f for um d-recobrimento.

Exemplo 2.1. Todas as esferas e toros possuem volume simplicial nulo. Além disso, o espaco

euclidiano R" também possui volume simplicial nulo.
De fato, o grau de uma aplicacdo f : M — N € dado pela seguinte equacio
f([M]) = gr(f)IN].

Além disso, se f : M — N é uma plicagdo prépria, entdo ||M|| > d||N|| e para qualquer
k, tanto a esfera quanto o toro, possuem aplicagoes f : S* — S"e g : T™ — T™ com

gr(f) = gr(g) = k. Assim, para um valor k > 2, obtém-se
[IS™]] = K[IS™]| = 2[IS"|],

ou seja, ||S™|| = 0. Analogamente para o toro.
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Teorema 2.3 (Teorema de Gromov-Thurston). Seja (M™", g) uma variedade riemanniana de
dimensdo n, completa com volume finito. Se —oo < —k < K, < —1, onde K, é a curvatura

seccional de (M, g), entdo Vol(M, g) < vy, - ||M

, , onde v,, € o volume n-dimensional de um
simplexo ideal. No caso em que M é uma variedade hiperbdlica fechada, ou seja, scaly, = —1,

vale a igualdade.

Para mais detalhes sobre a constante v,,, o leitor interessado pode consultar (FRIGERIO;

PAGLIANTINI, 2010).

Observaciao 2.1. Toda essa construgdo do volume simplicial também vale para uma variedade
com bordo, fazendo algumas pequenas alteragcoes. Da mesma forma que foi definido o volume
simplicial para uma variedade fechada, para uma variedade compacta com bordo, basta tomar

a classe fundamental relativa, no grupo de homologia relativo e definir
(M, M| = [[[(M, dM)]]],

onde [(M,0M)] é a classe fundamental relativa do grupo de homologia relativo H,,(M,0M;R).
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3 O nervo retangular e o Teorema de Volume com bordo

Nesta secdo, o principal objetivo, é construir uma cobertura para uma variedade Rieman-
niana n-dimensional M = (M, M), com OM = (), por bolas que possuem certas propriedades.
A partir desta cobertura, serd possivel construir o nervo retangular da variedade M. As ideias e
o conteudo deste capitulo foram apresentadas por Gromov e, posteriormente, por Larry Guth
podendo ser encontrado nas se¢des 5 e 6 de (GROMOV, 1982) e na sec¢ao 1 de (GUTH, 2011).
Uma vez construida tal cobertura e o nervo retangular associado, serd possivel fazer algumas
estimativas do volume simplicial da imagem de M pela aplicacdo que associa a variedade M
com o seu nervo retangular, que serd denotado por N,,. Essas estimativas, serdo a chave para

provar o teorema principal deste trabalho.

Definicao 3.1. Seja B(p, R) C M uma bola de centro p e raio R. Uma bola B(p, R) diz-se boa

se satisfaz:

(B1) Crescimento Razodvel: |B(p, 100R)| < 10*"+3)|B(p, 100~' R)

(B2) Volume limitado: |B(p, R)| < 102"V (1) R"*3;

. . 1
(B3) Raio pequeno: R < 155.

Note que no espago Euclidiano tem-se
(B(p, 100R))| = 10*"[B(p, 100~'R)| e | B(p, R)| = V(1)R",

ou seja, para bolas boas, a condi¢do de crescimento razodvel € um pouco mais branda enquanto
a condicdo de limitacdo de volume € mais forte. Por esta comparacio, as bolas boas com raios
pequenos possuem pequenos volumes. Uma outra observagdo € que as constantes envolvidas na
Defini¢do 3.1 ndo s@o necessariamente importantes, elas foram escolhidas para garantir que dado
qualquer ponto de uma variedade sempre € possivel encontrar um 2 > 0 tal que a bola centrada
em p com raio [ € uma bola boa. A demonstracdo de tal afirmacdo segue a mesma técnica
elaborada por Guth em (GUTH, 2011), porém no caso apresentado neste trabalho, por tratar de
uma variedade com bordo, serd necessdrio uma maneira diferente para cobrir a variedade, em
particular, uma maneira especial de cobrir o bordo. Para construir uma cobertura, nas condi¢cdes
necessarias para servir de ferramenta na demonstracio do resultado principal deste trabalho,
como mencionado acima, € necessario cobrir o bordo de uma maneira especial, para isso, serdo

consideradas semi bolas centradas em pontos pertencentes ao bordo. O que serd demonstrado
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no lema abaixo € que estas semi bolas, também sao bolas boas. Ao longo deste trabalho, a
notac@o para uma bola centrada num ponto p € int(M) de raio R serd B(p, R) e para a semi

bola, centrada em p € 9M com raio R serd b(p, R).

Lema 3.1. Sejam M uma variedade Riemanniana compacta, n-dimensional, com bordo ndo

vazio e p € M um ponto qualquer. Entdo, existe R > 0 tal que B(p, R) é uma bola boa.

Demonstracao: Se p pertence ao interior de M, basta seguir a prova encontrada em (GUTH,
2011). Suponha entdo que p € OM. Neste caso, € necessario mostrar que a semi bola, centrada
neste ponto, € uma bola boa. Inicialmente suponha por absurdo que nao existe 2 > 0 tal que a
semi bola b(p, R) é uma bola boa, em particular, suponha que b(p, R) ndo satisfaz a condi¢do de

crescimento razodvel. Dai, para todo R > 0 tem-se

|b(p, 100R)| > 10*™*+3|p(p, 100~ R)
9
& |b(p, 1007 R)| < 1074 3)|b(p, 100R)).

Lembre-se que densidade de uma bola é definida pela razdo 0(B(p, R)) = |B(p, R)|/R". Assim,
da desigualdade (9) obtém-se

0(b(p, 1007'R)) = —'bgbé(i?m}:”

10-4"10~12|b(p, 100R)|
104" (100R)"

(10)

= 107"20(b(p, 100R))
Considere agora uma sequéncia de bolas {b; };cn centradas em p cujos raios ri’s sdo dados por

ri =10"%2 i € N,

AFIRMACADO 1: Existe pelo menos uma bola em b; satisfazendo a condico de crescimento
razoavel. Novamente por absurdo, suponha que nenhuma destas bolas b;’s sejam boas. Dai,

aplicando a desigualdade (10) repetidas vezes, segue, por inducio, que

0(b(p,107%)) < 107'*V(1).
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De fato,
O(b(p, 107%)) = O(b(p, 107210~ *2)) < 107120(b(p, 10210~472))
— B(b(p, 1074)) = B(b(p, 107210447
< 107'210720(b(p, 10210~ *19))
= 10"20(b(p, 10~ *18)) (D
(s — 2)vezes
< 107130 (b(p, 10~ 45T45))

=107"°0(b(p, 1)) < 10—128@.
Desde que M € uma variedade Riemanniana suave e o ponto p em questio foi tomado em 0M,
que localmente pode ser aproximado por um hiperplano, segue que 6(B(p, €)) converge para a
metade do volume da bola unitaria quando e vai para zero. Logo a desigualdade (11) contradiz
este fato, isto é, pelo menos uma bola em {b; };cn satisfaz a condi¢do de crescimento razodvel.
Agora, considere s tal que a primeira bola boa da lista que satisfaz a condi¢do de crescimento
razodvel seja b(p, 107%72), ou seja, € possivel aplicar a desigualdade (10) nas bolas b(p, 1072),
b(p,107°), ..., b(p, 107*5*2), uma vez que, pela construgdo, elas ndo satisfazem a condigio (B1)

da defini¢do de bola boa. Logo, por (11) obtém-se

1
0(b(p,107%)) < 10‘1%@,

implicando, pela definicao de densidade, que

V(1 n B V(1
|(b(p’ 10748))| < 10128% [10745} =10 4s(n+3) ; ) (12)
Além disso, b(p, 10745-2) C b(p, 10-%), ou seja, [b(p, 104572 < |b(p, 10-4)], isto &, por (12)
conclui-se
v wis V(1
[b(p, 107472)| < 10—4s<n+3>% = 10246 [10~45-2] " ; )

Logo, a bola b(p, 10~%72) satisfaz a condi¢do (B1) e, como seu raio satisfaz 10772 < 1072,

entdo a bola em questao também satisfaz a condicdo (B3) e portanto € uma bola boa.
|

O Lema 3.1 diz que todo ponto p de M admite uma bola boa centrada neste ponto,
permitindo assim cobrir a variedade M com com esses abertos. Com o auxilio do Lema da
Cobertura de Vitali € possivel extrair uma subcobertura finita desta cobertura inicial com um
certo controle nas sobreposicdes das bolas pertencentes a cobertura. Esta subcobertura € chamada

cobertura boa.
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Definicio 3.2. Um cobertura { B;}ic; de M recebe o nome de cobertura boa se satisfaz:
(C1) Cada conjunto aberto B; é uma bola boa;

(C2) As bolas concéntricas 1/2B; continuam cobrindo M;

(C3) As bolas concéntricas 1/6B; sdo disjuntas.

Antes de enunciar o préximo resultado, que garante a existéncia de uma cobertura boa
para uma variedade Riemanniana compacta com bordo ndo vazio, é importante lembrar do Lema

da Cobertura de Vitali. Este resultado serd a ferramenta chave para a demonstracdo do préximo

lema.
Lema 3.2 (Lema da Cobertura de Vitali). Considere M um espaco métrico e By, Bs,--- , B,
uma colegdo finita de bolas contendo M. Entdo, existe uma subcolegdo, B; , B;,,- -+, Bj,,

destas bolas que sdo disjuntas tal que

B1UBQU"'UBnC?)leU?)BjZU"'U?)Bj

m?

onde 3Bj, denota a bola concéntrica a B;, com raio trés vezes maior.

Lema 3.3. Seja M uma variedade Riemanniana compacta com bordo ndo vazio. Entdo, M
admite uma cobertura boa de modo que o bordo de M é coberto por semi-bolas boas e bolas

boas que intersectam o bordo.

Demonstracao: A demonstracdo de que uma variedade compacta com bordo nio vazio, admite
uma cobertura boa € exatamente a prova apresentada por Larry Guth, a menos de uma adaptacao.
Considere p € M e observe que mesmo que o ponto p pertenca ao bordo de M, o Lema 3.1
garante que existe uma semi-bola boa centrada neste ponto, ou seja, o interior da variedade é
coberta por bolas boas e o bordo de é coberto por semi-bolas boas. Pela compacidade da variedade
M, é possivel extrair uma subcobertura finita. Agora, basta aplicar o Lema da Cobertura de

Vitali para extrair desta cobertura finita, uma cobertura boa.
[ |

Destes dois lemas, Lema 3.1 e Lema 3.3, fica demonstrado a existéncia de uma cobertura
boa para uma variedade compacta com bordo ndo vazio M. Daqui em diante fixe em M uma
cobertura boa finita, C = {B;}, e lembre-se esta cobertura contém semi-bolas bolas b;’s centradas

em pontos do bordo, bolas boas centradas em pontos do interior da variedade, onde algumas
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delas podem interceptar o bordo de M. Logo, a cobertura boa fixada deve ser vista como
C = Cint(ar) U Conr, onde Cipg(ar) € formado por bolas e semi bolas boas e Cays € formado apenas
por semi bolas boas e pelas bolas boas que interceptam o bordo. O objetivo agora € controlar as
sobreposicoes entre as diferentes bolas da cobertura fixada. Como limitar a multiplicidade da
cobertura é muito complicado e, em alguns casos, ndo parece ser possivel encontrar tal limitacao,
serd feito uma estimativa mais fraca e, com isso, objetivo passa a ser limitar o volume dos
subconjuntos de M com multiplicidade alta. Para obter um controle destes volumes, inicialmente
estuda-se uma propriedade da cobertura boa, mais especificamente, controla-se o nimero de
bolas, de raios aproximadamente iguais, que intersectam uma bola dada que ndo necessariamente

esteja na cobertura.

Lema 3.4. Sejam s < 1 e B(s) uma bola qualquer de raio s, ndo necessariamente pertencente
a C. Entdo, o niimero de bolas B; € C, cujo raio satisfaz (1/2)s < r; < 2s, intersectando B(s)

é limitado por uma constante C(n).

Demonstracdo: Sejam B(s) C M uma bola de raio s em M e {B;} C C o conjunto de bolas na
cobertura boa que intersectam B(s). Como a cobertura € finita, ¢ possivel enumerar estas bolas
de forma que B, tenha o menor raio dentre elas. Dado ¢ € {B;}, existe pelo menos uma bola B;

tal que ¢ € B;. Assuma que p; € o centro da bola B(s). Dai,

dist(q, ps) < dist(g, p;) + dist(p;, ps), (13)

mas, por hipétese, B; N B(s) # (), ou seja, a distincia entre os centros destas bolas é menor que
a soma de seus raios,

dist(ps, ps) <ri+71s =71; + 8. (14)

Logo, substituindo (14) em (13) e usando a hipétese que (1/2)s < r; < 2s tem-se
dist(q,ps) <ri+1ri+s<2s+2s+s=>5s.

Portanto ¢ € B(5s), implicando que {B;} C B(5s). Além disso, como p; pode estar arbitrari-
amente préximo de p, e (1/2)s < r; < 2s conclui-se que B(5s) C 20B;. Por outro lado, da

defini¢do de cobertura boa, segue que (1/6)B; sdo disjuntas, portanto,
> 1(1/6)Bi| < [20B].
Segue do crescimento razodvel, na defini¢ao de bola boa, que

> |Bil < C(n)|By].

(2
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Mas B; € a bola com menor volume no conjunto 5;, implicando que o ndmero de bolas B;’s é

no maximo C'(n).
|

Observe que no Lema 3.4 ndo € necessario diferenciar as bolas boas, das semi bolas
boas, pois uma vez que caso exista alguma semi bola no conjunto { B;} intersectando B(s), as
estimativas serdo as mesmas, pois pelo Lema 3.1, as semi bolas também sdo bolas boas.

Uma vez que a cobertura boa C estd fixada e satisfaz a propriedade dada pelo Lema 3.4 é
possivel, usando as técnica de Guth em (GUTH, 2011), controlar os volumes dos subconjuntos
de multiplicidade alta pertencentes a ). Para isso, considere m(z) a fungdo multiplicidade da

cobertura, ou seja,

m(z) = #{B; € C : v € B;}.

Considere também

M) ={x e M :m(z) > A}
Dai, para qualquer aberto U C M defina
My(N\) = MyNnU
e denote por N, (U) uma w-vizinhanga de U, isto é,
N,(U) ={z € M : dist(z,U) < w}.
Este controle € dado pelo seguinte lema:

Lema 3.5. Existem constantes o(n), v(n), dependendo somente de n tais que a seguinte sentenca
é verdadeira. Para qualquer conjunto aberto U C M, qualquer A > 0 e qualquer w < 1/100,
tem-se

| My (ylog(1/w)) + Al < e AN, (U))].

Tomando U = M segue que |M()\)| < Ce**M|. Se B e uma bola boa em C, entdo
| Mp(ylog(1/w)) + Al < e**|Ny(B)].

Observe que, deste lema, pode ocorrer que todos os pontos de B possuem multiplicidade
igual a y(n) log(1/r), porém o conjunto dos pontos de B com multiplicidade muito maior que
v(n)log(1/r) constitui somente uma fragdo pequena de B. A demonstragio é extremamente

técnica e serd andloga a prova elaborada por L. Gutth em (GUTH, 2011), pois apesar de estimar o
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volume dos subconjuntos de M com multiplicidade alta, é necessario apenas fixar uma cobertura
boa da variedade e garantir que a cobertura satisfaca algumas propriedades. Como isso ja foi feito
nos lemas iniciais deste trabalho, serd apresentado aqui, apenas uma ideia de como demonstrar o

lema. Para uma demonstracido completa, os interessados podem ver o Lema 4 em (GUTH, 2011).

Ideia da demonstracdo: Considere { B; } o conjunto das boas de C que cobrem o aberto U. Note
que neste conjunto, podem ou ndo existir bolas geodésicas. Devido ao lema da Cobertura de
Vitalli é possivel separar as bolas de { B; };c; em camadas, que serdo denotadas por C'(d), onde
deN.

Para construir a primeira camada, C'(1), escolha, dentre as bolas que cobrem U, a bola
de maior raio e, ap0s ter feito esta escolha, tome a bola de maior raio que seja disjunta da
primeira. Mantendo o mesmo raciocinio, considere a bola de maior raio que seja disjunta das
duas primeiras que ja foram escolhidas. Continue com este processo até ndo restarem mais bolas
no conjunto { B;}.

Para construir a C'(2), analise todas as bolas que ndo pertencem a C'(1) e escolha a de
maior raio. Novamente, ap0s ter feito esta escolha, tome a bola de maior raio que seja disjunta
da primeira bola escolhida da C'(2) e que ndo estd na C'(1). Continue com este raciocinio até
acabarem as bolas.

Mantendo essa construgdo, para construir a C'(d), basta analisar as bolas que ndo estdo
nas outras d — 1 camadas e seguir o processo descrito anteriormente.

Note que nesta construgdo, ndo importa se a bola B; € {B;} é ou ndo uma bola geodésica,
uma vez que os raios das bolas geodésicas sdo compardveis com os raios das outras bolas da
cobertura. Assim, as camadas construidas podem ou ndo conter bolas geodésicas. Feito a divisdo

de {B;} em camadas, defina o conjunto
¢(d) = Up,eca)Bi.

Em cada uma das Camadas, € possivel construir uma relagdo de ordem parcial estrita relacionada
com os raios das bolas contidas nas camadas. Aqui, mais uma vez, como a relacdo depende
apenas dos raios das bolas e os raios das bolas geodésicas sdo comparaveis com os raios das
outras bolas, esta relagdo continua valendo para a cobertura C da variedade com bordo. Desta
relagdo € possivel garantir a existéncia de elementos maximais em cada uma das camadas, ou

seja, em cada camada esta contido o conjunto

Maz(d) = {B; € C(d) : B; ¢ maximal}.
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Além disso, para qualquer bola B; € C defina o miolo de B; por

Desta defini¢do, defina o miolo de cada uma das camadas por

1
M(d) = Up,eMaz(a)yM(B;) = UBieMax(d)l—OBi~

Destas defini¢cdes e da defini¢do de cobertura boa, obtém-se que: se B; € C(d) é uma bola
maximal, x € 1—1[)Bi ex € By € C(j), para algum j < d, em outras palavras, x também pertence

a uma bola B; numa camada inferior, entdo o raio r;, da bola B}, satisfaz
1/15r; <1 < 21y,

onde a limitacdo superior depende apenas da maximalidade da bola B; e a limitag¢do inferior
nao depende. Esta estimativa permite que o Lema 3.4 pode ser usado para controlar o nimero
sobreposicoes das bolas, mais precisamente, pelo Lema 3.4 segue que o nimero de bolas By
contendo o ponto x com raio 1/15r; < r, < 2r; € limitado por um constante dimensional 7(n).
Logo, o nimero de B; tais que € B; e B; € C'(\), com A > d é no maximo 7(n).

Agora, usando apenas os raios da bolas, a propriedade de ser maximal e a construcdo das
camadas tem-se

&(d) C Up;emax(a)10B;,

além disso, pelo crescimento razodvel obtém-se
|€(d)] < C(n)[M(d)]. (15)

Novamente, vale ressaltar, que o fato da variedade possuir bordo ndo vazio nio influencia
no resultado obtido por L. Guth, uma vez que a técnica para demonstrar estd diretamente ligado
a cobertura boa fixada e, foi mostrado no inicio deste capitulo que é possivel construir uma
cobertura boa para uma variedade com bordo usando semi bolas para cobrir o bordo. Mais
especificamente, a demonstracao é baseada numa construcdo que compara apenas os raios das
bola da cobertura boa fixada e usa as propriedades que a cobertura satisfaz e, por este motivo,
continua ndo havendo a necessidade de diferenciar as semi bolas das outras bolas que pertencem a
cobertura boa C. Com a estimativa (15) é possivel provar o decaimento exponencial de conjuntos

com multiplicidade alta. Para isso, defina

C*(N) = {x : x € €(d) para pelo menos p valores diferentes de d onde d > A}. (16)
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Note que da prépria defini¢ao de C* vale
C'A)DC*N)D...DC*\) D
Além disso, segue da construcao de cada camada que
Us,ec(n3Bi D Uasa Upiec(ay Bi = C'(N)

e, usando que as bolas em camadas diferentes sdo disjuntas e que em cada uma destas bolas vale

que o crescimento € razodvel, entdo
IC'(N)] < C(n)|C(N)].

Observe que os conjuntos C'* basicamente descrevem quantas vezes um ponto x pertence a bolas

em diferentes camadas. Por fim, defina a média
1 77
- n(n) Z
=1

dos volumes de C*(\). Do Lema 3.4 segue que se = € M(A), entdo = pertence no maximo a

n(n) bolas de C(d) com d > A, também ¢ fato que M(\) C C'(\), portanto

n(n)

YN = (A + 1)),

p=1

Usando a formula de F'(\) conclui-se
FOA+1)> (1-)F(N),

onde ¢’ > 0 é uma constante pequena dependendo sé6 de n. Para finalizar a demonstragdo, basta

provar que se B; pertence a C'(d), entdo d < ylog(1/r;).

Até agora, foi construida uma cobertura boa C de M satisfazendo algumas propriedades
que limitam a sobreposicao das bola pertencentes a C. Além disso, o Lema 3.5 garante que os
conjuntos com multiplicidade alta tém volume controlado, mais especificamente, na variedade

M os conjuntos com multiplicidade alta representam apenas uma parte pequena da variedade.

Gromov, em seu artigo (GROMOV, 1982) e no livro (GROMOV, 2007), descreve uma
técnica para provar estimativas numa variedade Riemanniana (), g) através de uma cobertura

por bolas e considerando a aplicacdo induzida de M no nervo associado a cobertura, que sera
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construido detalhadamente em seguida. No artigo (GUTH, 2011), L. Guth faz uma pequena
modificagdo na técnica de Gromov e define o nervo retangular para uma variedade (M, g) que
admite uma cobertura boa. Como a cobertura C da variedade M € uma cobertura boa, sera
ultilizada a técnica de L. Guth para construir o nervo retangular de M associado a cobertura boa
C. Como o bordo da variedade M € ndo vazio, uma pequena observacdo serd feita na construgao
do nervo retangular.

Para construir o nervo retangular, inicialmente defina dp, : M — R a fun¢do distancia
dada por dp, (z) = disty(x,p;), isto é, a distdncia de x € M ao centro de B;. Além disso,

considere B; € C uma bola da cobertura boa fixada e defina ¢, : M — [0, ;] por

¢; =0, paratodo = ¢ B;
¢Z<£U) =T, N dBi S (1/2)7“1
¢i(x) =2(r; —d), se(1/2)r; <dp, <7y

Agora defina ¢ : M — R, dada por ¢(z) = (¢1(x), p2(2),...,¢p(z)), onde R é um retangulo
de dimensdes 71 X 19 X -+ X rp. Como a cobertura C é boa, da defini¢do segue que (1/2)B;
cobre a variedade M, ou seja, para qualquer x € M, existe uma bola B; € C tal que = € (1/2)B;
e, portanto, ¢;(z) = r;. Logo, a imagem de M pela aplicagio ¢ pertence a unido de hiperfaces
do retangulo R, mais precisamente, uma unido de hiperfaces que nao contém a origem. Observe

que uma face aberta de I? € determinada por igualdades e desigualdades do tipo

6 =0
¢i:ri )
0< @, <y

ou seja, qualquer que seja a face aberta, F', do retingulo R, ela serd obtida dividindo as dimensdes

1,2,..., D em trés categorias: Iy, I1 € I(o,1), onde cada uma destas € definida por
¢, =0, paratodo i € I
Oi =T, paratodoi € I,

0<¢; <r;, paratodoi € I
Agora, defina I, = I, U I (g1 e, por fim, defina o nervo retangular N C R, do seguinte modo:

uma face aberta F' € R pertence a N se, e semente se,

Nier,mBi 70 e Li(F) #0.

Note que da maneira que o nervo retangular de M, N, foi construido, 0 mesmo pode ser visto
da seguinte maneira:

Nar = Ning () X Nor, (17)
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onde Ny), € composto pelas faces do retingulo que satisfazem

(] Bi#0 and IL(F)#0.
iely (F)
B;€Com
Desta forma, todos os pontos do bordo de M sdo aplicados, pela aplicacdo ¢, nas faces que
pertencem ao subconjunto Ny, de Ny, Observe que a construcao do nervo retangular independe
se as bolas da cobertura sdo as bolas usuais da variedade ou as semi-bolas cobrindo o bordo, ou

seja, mesmo que a variedade tenha bordo, a construcao do nervo retangular € possivel e se da de

forma andloga a apresentada por Guth.

Como a cobertura boa esta fixada, o nervo retangular associado a cobertura estd construido
e, pelo Lema 3.5, os subconjuntos de M com multiplicidade alta possuem volume limitado,
entdo é possivel fazer algumas estimativas de |p(M)| e também, fazer estimativas do volume da
imagem de M pela aplicagdo ¢ contida em certas regides de N. Para realizar tais estimativas é

preciso do conceito de estrela de uma face de um simplexo.

Definicio 3.3. Seja ' C R uma face aberta de N. A estrela de F, denotada por Est(F') é

definida como sendo a unido de todas as faces que contém F' em seus fechos, isto é,

Est(F) = | F. (18)

F;DF
Em outras palavras, a Est(F’) é a unido de F’ com cada face aberta de dimensdo mais alta
contendo F' em sua fronteira. Nenhuma face aberta F; de dimensdo menor que a dimensdo de
F estd contido na Est(F'). Denote por d(F’) a dimensdo da face aberta F' e note que cada face
F pode ser interpretada como um retangulo tal que 71 (F) < ro(F) < -+ < rgepy(F) sdo suas
dimensdes. Pela constru¢do do nervo retangular € com os resultados obtidos nos lemas 3.4 e 3.5

€ possivel fazer a primeira estimativa de volume da imagem de M no nervo retangular N.

Lema 3.6. Existem constantes positivas C(n) e 5(n), dependendo somente de n, tal que
|p(M) NEst(F)| < C(n)V (1)r (F) e ),

Além disso, vale |p(M)| < C(n)|M]|.

O principal objetivo deste capitulo € estabelecer uma relagdo entre o volume de M e
o seu volume simplicial. Para obter tal relacdo o nervo retangular ird desempenhar um papel

muito importante. Antes comparar o volume simplicial e o volume da variedade é preciso obter
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algumas propriedades da aplicacio ¢ que vai levar a variedade no nervo retangular, ¢ : M — N
e da aplicacdo que volta a variedade do nervo para seu ambiente original, ou seja, uma aplicagdo

v: N — M.

Lema 3.7. Seja Z uma variedade Riemanniana com bordo ndo vazio e ¢ : Z — (Niny(z), Noz)
a aplicagdo associada a cobertura boa Cz. Considere 3. uma variedade asférica com bordo ndo
vazio e suponha que exista f : Z — 3 satisfazendo que para todo loop v C Z, com |y| < 1,
f(y) C Eétrivial e f(0Z) C O%. Entdo, existe uma aplicagdo ) : (Niny(z), Noz) — X tal que,

a composi¢do Y o ¢ = Z — X, é homotdpica a f relativamente ao par (Z,07).

Demonstracao: A demonstracdo segue a mesma técnica apresentada por Hannah Alpert and Kei
Funano, como no (ALPERT; FUNANO, 2017, Lema 4.2), que é uma modificacdo do (GUTH,
2011, Lema 7) cuja prova segue as mesmas ideias de Gromov em seu trabalho (GROMOV,
1982), mas existe uma diferenca: ao considerar um ponto do bordo da variedade, serd utilizado a
homotopia relativa, pois € necessdrio que a composi¢ao 1 o ¢ aplique o bordo de Z no bordo
de X.. A demonstragdo estd dividida em duas partes: Inicialmente serd construida a aplicacao
1, que funciona como uma espécie de levantamento, ou seja, aplica o nervo retangular em sua
variedade e na segunda parte, serd construido a homotopia relativa.

Inicialmente, considere duas triangulariza¢des: uma em Z e outra no nervo retangular de
Z, Nz. Ap6s essa consideragdo deforme homotopicamente a aplicacdo ¢ para uma aplicacao
¢’ que seja simplicial com respeito as duas triangularizagdes em Z e em Ny. Agora, defina a
aplicagdo ¢’ em um esqueleto de cada vez do seguinte modo: para cada vértice v € Ny, ou seja,
um 0O-simplexo, considere a menor face F' C Ny contendo esse vértice v (como menor face,
entenda a face que possui a menor dimensao).

Se esta face aberta for gerada apenas por bolas boas, escolha um indice i € I, (F) e
defina ¥'(v) = p;, onde p; é o centro de B; € Ciy (z). Se a face F for gerada apenas por bolas
em Cyz, ou seja, semi-bolas boas e bolas boas que intersectam o bordo, e a bola referente a
escolha do 7 é uma semi-bola defina ¢)'(v) = p;, onde p; € o centro desta semi-bola boa. No caso
da bola referente a escolha ser uma bola boa que intersecte o bordo de Z, considere p{ € 97
onde p? € ponto do bordo de Z tal que dist(p?, 9)Z seja a menor possivel e defina ¢’ (v) = p?.
No tdltimo caso, onde a face é formada por bolas boas que podem ou nio intersectar o bordo e
semi-bolas boas, basta escolher um indice ¢ € I (F') e definir ¢’(i) = v. Para definir a aplicagio
1" nas arestas da triangularizag¢do de Nz, ou seja, definir a aplicagdo nos 1-simplexos, considere

uma aresta £/ = (v1,v9). Como os vértices v; e vs pertencem a mesma face fechada, entdo
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segue da defini¢do de ¢/’ que existem indices i1,i> € [ (F') associados a B;,, B;, € Cz, tais
que B;, N By, # (), isto é ¢'(v1) e ¢'(vq) s@o centros de duas bolas boas sobrepostas. Pela
defini¢@o de bola boa, segue que R < 1/100, por isso a distdncia entre os centros destas bolas
boas é no miximo 2/100. Novamente, existem trés casos: ou B;,, B;, sdo ambas bolas boas, ou
seja, B;,, Bi, € Cing(z), ou B;; € Cing(z) € By, € Coz, ou ambas sdo semi-bolas boas ou bolas
boas intersectando o bordo, isto é, B;,, B;, € Cyz. Nos dois primeiros casos, basta aplicar a
mesma técnica que Alpert e Funano aplicaram e definir ¢/'(E) = a, onde « : [0, 1] — Z é uma
curva satisfazendo «(0) = p;,, a(1) = p?, e |a| < 3/100. Note que no caso de B; € Cyz ser
uma semi-bola boa, p? = p;, onde p; é o centro da semi-bola boa. No terceiro caso, no caso
em que ambas as bolas sdo semi-bolas boas ou bolas boas intersectando o bordo, tome um
ponto p;, € (B;, N B;, N 0Z) e defina ¢)'(E) = ps. Deste modo, a aplica¢do ¢’ estd definida
em cada um dos 1-simplexos da triangulariza¢do de V. Continuando com a defini¢do da v/,
considere um 2-simplexo Ay = (vy,v9,v3) e lembre-se que ¢ estd definida em 0A,, pois
0Ay = Ey U Ey U E3 = (v1,09) U (v, v3) U (v1,v3) e 1 estd definida para o 1-esqueleto da
triangularizacdo. Usando o mesmo raciocinio, existem trés bolas B;,, B;,, B;, € C associadas a

este 2-simplexo, tais que, B;, N B;, N B;, # (). Isso gera quatro casos a serem analisados:
(@) ou By, Bi,, Bi; € Cint (2)5

(b) ou uma destas trés bolas ¢ uma semi-bola ou uma bola boa que intersecta o bordo, ou seja,

B;; € Coz paraalgum j = 1, 2, 3;

(¢) ou duas destas trés bolas sdo semi-bolas boas ou bolas boas que intersectam o bordo,

Bi;, B;, € Coz paraalgum j, k =1, 2, 3, com j # k;
(d) ou todas as trés bolas B;,, B;,, B, € Cyz.

Nos dois primeiros casos, basta aplicar a técnica de Alpert e Funano e definir ¢/'(0As) = ~, onde
v :10,1] = Z, com (0) = v(1) = p; e |y| < 7/100 é uma curva fechada com comprimento
menor que 1. Por hipédtese, f(y) é contritil. Logo, o bordo de f(+) pode ser visto como o circulo
que por sua vez, pode ser estendido a um disco. Além disso, um 2-simplex € homeomorfo a um
disco, ou seja, a composi¢do f o 1)’ pode ser estendida para cada 2-simplexo da triangularizagdo
de Ny. No terceiro caso, onde duas das trés bolas associadas ao 2-simplexo A, sdo semi-bolas
boas ou bola boas intersectando o bordo, sem perda de generalidade, suponha que a aresta F
¢ a aresta que estd associada a estas bolas B;,, B;, € Cyz. Assim, defina ¢)'(E3) = p4, onde

py € B, N B, N0Z, Y (Ey) = 71, com v : [0,1] — Z tal que v(0) = p1, 11(1) = ps e
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I71| < 2/100 e ' (Ey) = 9 tal que 7y, : [0,1] — Z satisfazendo v,(0) = p1, 72(1) = ps e
72| < 2/100. Portanto, existe uma curva fechada v : [0, 1] — Z dada por v = v; 0 9, ' onde
7(0) = p1 = ~v(1) =e |y| < 4/100, tal que -y é a imagem do 2-simplex, A, pela aplicagdo .
Novamente, a curva € um loop com comprimento no maximo 4/100 < 1, isto é, por hipétese,
f(v) é trivial em X. Finalmente, no quarto caso, onde todas as bolas boas pertencem a Cyy,
defina ¢)'(Ay) = ps, onde ps € B;, N B;, N B;; N 0Z. Desta forma, em todos os casos, segue
que f(?'(As)) ou é um ponto isolado, ou é uma homotopicamente nula, em ambos 0s casos,
f(¥'(Ay)) é trivial em X. O ponto importante ¢ que uma curva homotopicamente nula, pode ser
vista como uma 1-esfera que por sua vez pode ser estendida a um disco. Além disso, usando
novamente o fato de que um 2-simplex é homeomorfo a um disco, a composic¢ao f o ¢/’ pode ser
estendida para todo 2-simplex da triangularizacao de N;. Analogamente, para cada 3-simplex
As, se f(0A3) é contratil, entdo, o bordo de Az pode ser visto com uma 2-esfera, que pode ser
estendida para uma 3-bola que é homeomorfa a um 3-simplex Aj e portanto, f o 1)’ pode ser
estendida para todo o 3-simplex. Aqui, quando considerar um 3-simplexo em N serd utilizado
0 mesmo raciocinio que foi usado em para 1-simplexo e 2-simplexo. Agora, acontecem cinco
casos: ou nenhum vértice, ou um vértice, ou uma aresta, ou trés arestas ou todo o 3-simplexo
pertence a uma face que é gerada apenas por semi-bolas boas ou bolas boas que intersectam o
bordo. Os trés primeiros casos, foram construidos anteriormente e os outros dois casos, usa-se
0 mesmo raciocinio. Observe que mesmo que 0s casos acima estejam misturados, a imagem
f(v) € ¥ serd trivial. Portanto, em outras palavras, o que foi mostrado é que se m (%) = 0, entdo
a aplicacdo no 2-esqueleto pode ser estendida para uma aplicacdo no 3-esqueleto. Continuando
deste modo, se o 73 € trivial, entdo uma aplicagdo no 3-esqueleto pode ser estendida para uma
aplicagdo no 4-esqueleto. Por hipétese, X é asférica, ou seja, m,(3) = 0, para todo n > 2. Logo,
a aplicacdo f o1’ pode ser estendida para todos os simplexo de dimensio alta da triangularizacéo
de N. Para finalizar a primeira parte da demonstracdo, basta definir ¢ = f o 1)'.

Na segunda parte da demonstracdo o objetivo é construir uma homotopia relativa H
entre f e ) o ¢. A construgdo usa a mesma técnica da primeira parte, construir uma aplicagao
H' e definir H = f o H'. Inicialmente, deforme homotopicamente ¢ para ¢’ que € simplicial
com respeito as triangularizacOes de Z e do seu nervo retangular N;. Uma vez fixada uma
triangularizagdo em Z, considere um vértice v e note que, devido a construgdo de ¢/, ¢'(v) é
um vértice da triangularizagdo de N que estd muito préximo do ponto ¢(v). Por isso, se F' é a
menor face aberta de N, contendo ¢/(v), entdo ¢(v) pode ou ndo estar contido na face F', mas

pelo menos ¢(v) pertence a uma face que faz fronteira com a face F'. Logo, ¢’ o ¢/(v) = p;,
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para alguma bola B; € C; que tem interse¢do com outra bola B; € Cy tal que B; contém v.
Novamente, 1" o ¢/(v) e v podem ser conectados por uma curva de comprimento no maximo
2/100. Se v € int(Z) entdo defina H' : Z x [0,1] — Z por H'(v,0) = ¢’ 0 ¢'(v), H(v,1) = v
e H' sob v x (0, 1) aplicando o intervalo a uma curva « : [0, 1] — Z tal que, a(0) = ¢’ o ¢/(v),

a(l) = v,

al <2/100 e H'(v x (0,1)) = «. Por outro lado, se v € 0Z, tome um ponto
w € B; N Bj e defina H'(v x [0,1]) = w. Agora considere uma aresta £ = (v;,v,) da
triangularizacdo de Z. Devido a possibilidade de refinar a triangularizag¢do tanto quanto for
necessario, considere que a aresta F tenha comprimento no méaximo 1/100. Destas informagdo,
trés possibilidades surgem e devem ser analisadas: ou a aresta estd contida no interior de Z,
ou um vértice da aresta esta no interior da variedade e o outro no bordo, ou E esta totalmente
contida no bordo de 7, . No primeiro caso, basta aplicar a mesma técnica que Alpert e Funano
aplicaram em (ALPERT; FUNANO, 2017), e defina H' no bordo de (0,1) x E como sendo um
loop f3 tal que |3| < 7/100. J4 no segundo caso, suponha que v; € 0Z e, usando a defini¢éo de
H' em vértices, segue que H' estd definida no bordo de F x (0, 1). A imagem deste bordo, sob a
aplicagdo H’, é uma curva, (5 ligando os ponto vy, 1’ 0 ¢'(vy) € w, onde vy, ¥’ 0 ¢/ (v9) € int(Z)
ew = H'(v, x [0,1]) € 0Z, com |5]| < 7/100. Finalmente, no ultimo caso, £ C 0Z, ou
seja, vy, vy, ¥ o ¢'(v1), ¥ o ¢'(vy) € OZ e, pela construgdo do nervo retangular, existem semi
bolas boas b;,, by, bi,, bi, € Cyz tais que b;, N by, N b, Nb;,, NIZ # (. Agora considere
q € by, Nb;, Nby, Nb;, NOZ edefina H'(E x (0,1) = g. Novamente, surgem alguns casos com
essa defini¢do: a imagem do bordo de F x (0, 1) ou é uma curva fechada com comprimento menor
que 1 ou € simplesmente um ponto. Por hipbtese, a imagem de loops com comprimento menor
que 1, sob a aplica¢@o f é contrétil em X, entdo € possivel estender f o H' para E' x (0, 1). Para o
processo ser entendido, basta analisar mais um passo: Considere um 2-simplexo Ay = (vy, vs, v3)
e observe que quatro casos aparecem: ou nenhum vértice pertence ao 02, ou apenas um dos
trés vértices pertence ao 0.7, ou dois dos trés vértices pertence ao 07, ou todos os trés vértices
pertencem ao 0Z. No primeiro caso, use o que ja foi provado e o fato de ¥ ser uma variedade
asférica. Portanto é possivel estender f o H' para A, x (0, 1). Nos outros trés casos, existem semi
bolas boas sobrepostas que permite escolher um ponto w pertencente a intersecao destas semi
bolas de forma que € possivel contrair o bordo de A, x (0,1) N JZ para w. Como anteriormente,
para 2-simplexos, a imagem pela H’ serd um ponto no caso em que os trés vértices do 2-simplexo
pertencem a 0Z, ou serda uma curva fechada de comprimento no maximo 1. Logo, usando a
hipétese sobre f, f o H'(A,) serd contritil em X e por isso, é possivel estender f o H' para todo

0 A,. Por fim, usando o fato de X ser asférica, continuando com este mesmo raciocinio pode-se



38

estender a aplicagdo f o H' paratodo o A, x (0, 1), para cada simplexo de dimensio alta, A,,.
Defina H = f o H'. Esta aplicacdo H é uma homotopia relativa entre f e 1 o ¢’ relativa ao par

(Z,07), mas ¢’ é homotGpica a ¢, portanto ¢ o ¢ é homotdpica a f relativa ao par (Z,07).
|

O Lema 3.7 garante uma propriedade muito importante da aplicacdo ¢. Em particular,
a aplicacdo ¢ permite aplicar a variedade em seu nervo retangular e, pela construcao realizada
no lema em questdo, a aplicagdo v aplica a imagem da variedade ¢(X) C Ny, em X, ou seja,
a aplicagd@o 1 funciona como uma espécie de levantamento da funcio ¢. Como ja mencionado
anteriormente, ao longo deste trabalho serd utilizado o conceito de homologia relativa, inclusive
no nervo retangular, isso € necessdrio para garantir que a classe de homologia ¢.([(Z,07)))
esteja bem definida. Para definir tal homologia relativa no nervo, basta observar que as semi
bolas que cobrem o bordo de Z geram uma face especial no nervo retangular, como foi definido
em (17). Logo, esta face especial Ny, estd associada ao bordo de Z. Dito isso, os resultados
que caracterizam os n-ciclos relativos triviais, os lemas abaixo, Lema 3.8 e Lema 3.9, que serdo
enunciados logo abaixo, possuem a mesma ideia de demonstragdo: dada uma variedade compacta
Z, com bordo ndo vazio, existe uma cobertura boa para esta variedade e um nervo retangular
associado a esta cobertura boa. Dai, no nervo retangular associado, constrdi-se uma sequéncia de

n-ciclos homoélogos relativamente a face especial, Ny,
ZD ™~ Zp—1 "~ ZD-2 ™~ ... "™ Zp,

onde cada um dos z;, pertence ao k-esqueleto de V. Usando o fato que existe um ciclo relativo
na classe de homologia relativa que minimiza 4rea, € possivel fazer estimativas para os volumes
dos n-ciclos relativos da sequéncia acima. Assim, usando as ideias de Gromov em (GROMOV
et al., 1983), existe uma aplicacdo, Rs, que puxa uma vizinha do k-esqueleto para o (k — 1)-
esqueleto. Logo, usando esta aplicacdo, conclui-se que o n-ciclo relativo z,, que pertence ao
n-esqueleto € relativamente homélogo a um n-ciclo, z,_; que pertence ao (k — 1)-esqueleto.
Continuando com esse raciocinio, conclui-se que [z,] = 0in H,,(Nz; Nyz). A demonstracdo do
Lema 3.8 serd dada abaixo, pois serd necessdrio uma adaptacio da aplicacdo Rs, pois o n-ciclo
pode ter um volume muito grande na face especial Ny, e serd necessdrio obter o controle deste
volume. A prova do Lema 3.9, uma vez que a adaptagdo da aplicacdo R;s for realizada, € a mesma

que foi realizada por Guth, em (GUTH, 2011, Lemma 8).
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Lema 3.8. Para qualquer 3 > 0 e qualquer inteiro n > 0, existe uma constante pequena

€(B,n) > 0 tal que se z é um n-ciclo no nervo retangular N relativa a face Nyy satisfazendo
|z N Est(F)| < ery(F)"e P4, (19)
para toda face F C N, entdo [z] = 0 em H, (N, Nyz).

Demonstracao: A demonstra¢io deste lema é bem parecida com a prova dada por Larry Guth
em (GUTH, 2011, Lemma 8), no entanto, para homologia relativa H,,(Nz, Nyz) existe uma
diferenca na constru¢do da aplicagdo R;. Inicialmente, considere uma sequéncia de n-ciclos
relativos a Ny

ZD ™~ ZD—-1 ™ ZD-2 ™ ... ™ Zp,

onde cada z;, estd contido no k-esqueleto de N,. Considere /' uma k-dimensional face de N e
zr N F', que define um ciclo relativo em F'. Agora substitua este ciclo relativo, pelo ciclo relativo
minimal que possui 0 mesmo bordo que z; N F'. Fazendo este processo para cada k-face de N,
o resultado serd um novo n-ciclo relativo, z;, que ¢ homédlogo a z;, relativamente a face Ny, que

possui o menor volume nesta classe de homologia relativa. Dai,
|2 N F| < |2z N F| < ery(F)"e P < 2¢r  (F)re= P,
Agora, defina a distancia de z;, até OF por s e, usando a formula da monotonicidade, segue que
w,s" < |2p, N F| < 2ery (F)"e P = s/r (F) < [2w], 'eePF]Hm, (20)

Para construir a aplicacdo R; considere inicialmente umas aplicag¢do bésica f : [0,r] — [0, r] tal
que f([0,6r]) =0, f([r — or,r]) = r e f aplica [or,r — or] linearmente cobrindo [0, r|. Note
que a constante de Lipschitz da aplicag@o f é igual a L; = (1 — 26)~'. Agora aplique fungdo f
em cada uma das coordenadas ¢ no retdngulo 2, no entanto, nas coordenadas de ¢ que estiverem
associadas as faces pertencentes a face especial, Ny, aplique a funcao identidade, ou seja, a
aplicagdo R; mantém fixado a por¢do de z; que pertence a face especial, Nyz. Claramente,
a aplicagdo R; : Nz — Ny satisfaz R, € a aplicacdo identidade, e cada R; € homotopica a
identidade. Logo, as aplica¢des induzidas em nivel de homologia relativa sdo iguais, ou seja, Rs
aplica qualquer ciclo relativo num ciclo relativo homélogo. Além disso, R ' (Est(F)) = Est(F)

para qualquer face F' e

|Rs N Est(F)] < (1— 26)™"|y N Est(F)| 1)
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Novamente, seguindo as ideias de Guth, para um ¢ suficientemente grande, a funcdo
Rs, aplica z;, no (k — 1)-esqueleto de Nz. Assim, usando a estimativa (20), defina z,_; =
Rs(2;), onde 6(k) = [2w;,ee==P¥]1/". Para finalizar a demonstracdo, € necessério mostrar
que zj_, satisfaz a estimativa de volume |z,_;| < er;(F)"e P4F) e neste caso, basta seguir a
demonstracao de Guth em (GUTH, 2011, Lemma 8).

Finalmente, no lema a seguir, serd possivel uma relacdo inicial entre o volume simplicial

de Z com o volume de ~Z.

Lema 3.9. Pra cada niimero Vi > 0 e cada dimensdo n, existe uma constante C(Vy, n) tal que

se uma variedade Riemanniana compacta Z, com bordo ndo vazio satisfaz Vz(1/2) < Vy, entdo
10.([(2,02)]]] < C(Vo,n)[(2,02)].

Demonstracao: A demonstracio deste lema segue a mesma ideia da demonstragdao do Lema 3.8.
Novamente, serd construida uma sequéncia de n-ciclos relativamente homdlogos em H,,(Z,07)
e, para finalizar e obter o resultado, serd utilizado as estimativas de volumes obtidas ao longo da
construcdo do nervo retangular. Inicialmente, seguindo as técnicas de Guth em (GUTH, 2011),
divida as faces de N, em duas categorias: faces grossas e faces finas. Uma face F' C Ny é
considerada fina se CVyri(F') < ¢, caso contrario, a face F' é definida como uma face grossa.
Segue da constru¢@o do nervo retangular dois fatos: Qualquer face de dimensao alta, que contenha
uma face fina em sua fronteira, também € uma face fina. O segundo fato, seguindo o Lema 3.4
e a defini¢do de face grossa, r1(F') > ce/Vj, é que a dimensdo de uma face grossa qualquer
¢ limitada por por uma constante, d(Vj, n), que depende apenas de n e de V. Como foi feito
no Lema 3.8, € preciso usar a homologia relativa no nervo retangular N, para garantir que a
classe ¢.([(Z,07)]) esteja bem definida. Novamente, use a face especial Ny e construa uma

sequéncia de n-ciclos homoélogos relativamente a esta face
ZD ™~ Zp—1 "~ ZD-2 ™~ ... "™ Zp,

onde cada um dos z;, pertencem ao k-esqueleto de N e zp = ¢(Z). Para faces finas, usando o
Lema 3.8, obtém-se

|zp N Est(F)| < 2ery (F)"e#dE),

Seguindo a demostracido do Lema 3.8, tomando uma face fina F), defina 2, N F o ciclo que
minimiza volume cujo bordo € dado por d(z;, N F') C OF e que pertence a uma s(F')-vizinhanga
do (k — 1)-esqueleto. Porém, se a face é grossa, a escolha do ciclo que minimiza drea ndo é tio

simples. No caso em que F' é uma face grossa, defina z;, substituindo z; N F' por uma cadeia
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relativa em OF' que possui o mesmo bordo que z; N F. Usando o Teorema de deformacéo de
Federer-Fleming € possivel obter uma n-cadeia cujo volume é limitado por G(Vy, n)|z, N F.
Como L.Guth observou em seu trabalho, (GUTH, 2011), a constru¢ao de Federer-Fleming nos
fornece uma constante quando aplicada a um cubo, porém, neste trabalho, se as dimensdes
dos retangulos sdo muito desiguais, a constante G pode explodir ao infinito. Mas, mesmo para
variedades com bordo, a constru¢do do nervo retangular nos permite ter um controle sob as
dimensoes das faces, ao qual sdo limitadas por uma constante dependo apenas de n e V{, além
disso, segue da finicdo de face grossa que r; é limitado por baixo. Novamente, aplicando a
mesma técnica do Lema 3.8, defina 0(k) = [2w;, ee P¥]V/™, 2| = Ry (2},) € note que o ciclo
21 € relativamente homdlogo a zj, e pertence ao (k — 1)-esqueleto de V. Fazendo os mesmo

calculo do Lema 3.8, obtém-se
|zk—1 N Est(F)| < 2ery (F)"e P,

Finalmente, para obter a norma simplicial relativa, considere o n-ciclo relativo, z,,, pertencente
ao n-esqueleto de Nz. E um fato que este n-ciclo é relativamente homdélogo a uma soma de

n-faces de F' que ndo pertencem a face especial, Ny, Z c; F; tal que F; ¢ Ny, onde para cada

T
um destes indices 7’s vale

il <[z B[ F.

Portanto, tomando uma triangularizacdo baricéntrica de cada face, segue que o volume simplicial

de z, satisfaz ||z,|| < CZ |ci|. Se F; é uma face fina, entdo |z, N Est(F)| < 2er (F;)",

(]
ou seja, ¢; = 0. Por outro lado, se F; é uma face grossa, entdo |F;| é limitado por baixo e

portanto, Z le;i| < C(Vy,n)|z,|. Para limitar o volume |z,|, lembre-se que z; foi construido

(2
2+1, fazendo uma cirurgia em cada (k + 1)-face que ndo pertencia a face especial, produzindo

2oy = Ry (2r41). Observe que se k > d(Vp, n), entdo todas as cirurgias ocorrem em faces
finas portanto, cada cirurgia diminui o volume do ciclo. Como visto no Lema 3.8 a aplicagcdo

Ry aumenta o volume por no maximo um fator [1 — 25(k)] ™. Logo,

o0

zavom| <[] [1—20(k)]™"|2pl,
k=d(Vo,n)

que, usando o mesmo cdlculo do Lema 3.8, obtém-se

[e o]

zaem| <[] [0 —20(k)]"|Zp] < 2|2p)-
k=d(Vo,n)

Agora, se k < d(Vy, n), entdo

|2k-a] < G(n, Vo) [T = 26(K)] ™" 2kl,
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ou seja,

|2n] < 4G(%,n)d(vo’”)|z[)|.
Finalmente, pelo Lema 3.5, |zp| < C'(n)|(M, g)|. Portanto,

6. ([ZDI] < [|2nl] < 4G (Vo n) Vo™ zp|
< 4G(Vy, n) "M C(n)|(M, )|
= C(‘/Ovanag)

O Teorema de Volume modificado de H. Alpert e K. Funano, (ALPERT; FUNANO,
2017, Lema 2.2) tem como hipétese uma variedade hiperbdlica fechada. Neste caso, eles usam o
Teorema de Gromov Thurston como principal ferramenta para relacionar o volume da variedade
com o volume simplicial da variedade. Aqui neste trabalho, a variedade nao € fechada, ela é
compacta e com bordo ndo vazio e, sob estas condi¢cdes ndo € possivel usar o Teorema de Gromov
Thurston, ao invés deste teorema, ao considerar que o bordo da variedade € totalmente geodésico,
os trabalhos de Jungreis e Kuessner, (JUNGREIS, 1997) e (KUESSNER, 2003), garante que é

possivel estabelecer uma versao mais fraca do Teorema de Gromov Thurston, a saber:

Teorema 3.1. Seja (X, 0%) uma variedade hiperbolica com bordo geodésico. Entdo,
(2, 05)] < wnl|[(%, 0X)]I]

onde v,, é a mesma constante n-dimensional dada no Teorema 2.3.

Dito isso, € com o auxilio do Lema 3.8 e do Lema 3.9 € possivel demonstrar o principal

resultado deste capitulo.

Teorema 3.2 (Teorema de Volume com bordo). Sejam (X, 0%) uma variedade Riemanniana
hiperbdlica, compacta com bordo totalmente geodésico e (Z,0Z) uma variedade Riemanniana
compacta com bordo. Suponha que exista f : (Z,0Z) — (X,0%) de grau 1, com f(0Z) C 0¥

tal que f(7y) é contrdtil para todo loop v C Z com |y < 1. Além disso, suponha também que
Vizoz)(1/2) < Vo.

Entdo,

(Z,02)| = C(n, Vo)|(E, 0%; hyp)|.

Demonstracio: Para (Z,07) considere uma cobertura boa C e, associado a essa cobertura, o

nervo retangular N. Considere também a aplicagio ¢ : (Z,0Z) — Nz como foi construida
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anteriormente. O Lema 3.9 nos garante que
19.(2,02)]] < C(n, V)|(£,02))|. (22)

Além disso, por hipdtese, a aplicagdo f : (Z,07) — (X,0Y) tem grau 1 e, por defini¢do de grau

de uma aplicacio, segue que
F(Z,02)]) = gr(NI(E,08)] = fl(Z,02)]) = [(£,05)],
mas o grau € um invariante homotdpico, ou seja, pelo Lema 3.7, obtém-se
u(94([(Z2,02)])) = [(%,0%)].
Além disso, pela contratividade da norma simplicial sob aplica¢des continuas,

I 08| = [« (@4 ([(2, 02)D)I] < [l ([(2, 02)]]]. (23)

Pelo Teorema 3.1,

(3, 0%)| < val| (3, 05)]]. 24)

Portanto, usando as inequacdes 24, 23 e 22 obtém-se
[(2,0%)] < C(n, V)[(Z,0Z))]. (25)
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4 O Lema de Estabilidade com bordo e o Teorema da Area com bordo

Neste capitulo serd demonstrado o resultado principal deste trabalho, ou seja, o interesse

aqui € demonstrar o seguinte resultado:

Teorema 4.1 (Teorema da Area com bordo). Sejam (X, 0%; hyp) uma variedade hiperbélica
n-dimensional compacta, com bordo totalmente geodésico e g uma métrica em (M,0M) =
(2,0%) x S! tais que

Vi osmy.5(1) < Vo. (26)

Considere (Z,0Z) C (M,0M) uma hipersuperficie mergulhada, homdloga a (¥,0%) x {x}

sob coeficientes em 7. Entdo
(2,0Z; g)| = C(n, Vo) |(E, 0%; hyp)| (27)

Para demonstrar o Teorema 1.3 € necessario considerar uma cobertura boa da variedade
(33, 0%) e o nervo retangular associado a esta cobertura, como foi feito no capitulo 2, para que
seja possivel aplicar o o Teorema 1.4. Além disso, também & preciso mostrar que, devido a
hipétese 3, as bolas de raio (1/2) possuem &rea controlada em (Z,07). Uma vez que estas
areas sdo controladas, é possivel aplicar o Teorema 1.4 para comparar as dreas de (X,0%) e
(Z,0Z). Para obter o controle dos volumes das bolas de raio (1/2) em (Z, 0Z) é necessdrio uma
generalizacao do (ALPERT; FUNANO, 2017, Lema 2.1), uma vez que a variedade Z agora nao
¢ mais fechada, ¢ compacta e com bordo. As técnicas de Alpert e Funano foi uma adaptacdo das
técnicas apresentadas por Guth no Lema de Estabilidade em (GUTH, 2010b). Segue a versao do

Lema de Estabilidade com bordo:

Lema 4.1 (Lema de Estabilidade com bordo). Sejam Y. uma variedade hiperbélica n-dimensional,
compacta, com bordo ndo vazio, g uma métrica em M = Y x S' e Z C M uma hipersuperficie
n-dimensional, mergulhada, com bordo ndo vazio, homéloga relativa a 2 x {x} com coeficientes
em Zo e 6-minimizante. Considere o espago de recobrimento T : M— M difeomorfo a 3 x R.

Dado um ponto qualquer p € M suponha que
1B, 1)] < Vo, (28)
onde p é um levantamento de p. Entdo

Area <Z NnB <p, %)) < 2Vy + 0. (29)

Demonstracao: Inicialmente, note que para p € M existem duas possibilidades:
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(i pe (X xS,
(i) p € (02 x SY);

No primeiro caso, quando p € (X x S'), basta seguir a técnica feita por H. Alpert e K.
Funano em (ALPERT; FUNANO, 2017). No outro caso € necessario uma estratégia um pouco
diferente para demonstrar o resultado. A principal dificuldade nestes casos é encontrar uma
maneira de tomar bolas na topologia de M, centradas em p, que satisfazem a hipdtese e que seja
possivel fazer as estimativas de drea da hipersuperficie Z nesta bola, levando em consideragao
que o bordo de Z € ndo vazio. Para tal objetivo, no espaco de recobrimento, basta considerar semi
bolas centradas em p € OM, uma vez que é conhecido que as pré-imagens dos pontos no bordo
de M, sdo pontos de uma das componentes do bordo de M. Diante disso, dado um ponto p € M,
para o caso (ii), tem-se p C 7~ '(p) C M. Agora considere a semi bola, b(p, 1), centrada neste
ponto. Lembre-se que se M é uma variedade e h : M — R € uma funcao Lipschitz propria,

entdo para toda funcio localmente integrdvel g em M et € R, a férmula da co-4rea é dada por,

R
/ g||th|ydM:/ / gdM dr. (30)
h<R —oo Jh=r

Note que uma das hipéteses do teorema fornece uma estimativa de volume para as bolas
unitdrias no espago de recobrimento 7 : M — M, diante disso, considere o caso particular, onde

g =1eh =d,onde d ¢ a funcdo distancia dada pela métrica, em M. Dai

R
/ HVM(d)HdM:// ANl dr, 31)
d<R 0 d=r

/ dM:/ AN = 505, )]
d=r 3(p,r)

/ 1V 3y ()] DT =
d<R

mas

IV 3 (@)lldpe
b(5.R)

(
onde s(p,r) = 85(]3, R) é a semi esfera de raio r e ZA)(ﬁ, R) é a semi bola de raio R ambas em M.

Substituindo em (31),

R
| st = [ alidst = [ s
d<R b(p,R) 0

Como a normal do gradiente da fungdo distancia é 1, segue que ||V /(d)|| = 1, ou seja,

R
|9l = [ air= [ (st
b(p,R) b(p,R) 0
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isto €, i
b(p. R)| = / 1505, r)\dr-
0

Agora, suponha por absurdo que para todo ¢ € (£, R) tem-se |5(p, t)| > %\i)(ﬁ, R)|. Dai,

R

. R 5 R
b(p, R)| = / 5(p, )\ = / 55, r)|dr + / 155, r)|dr
0 0 =

2

zﬂ 6. >rdr>/ 2 b, R)ldr
- 2, \/ dr = 2 [b(p, B = 205, R)

o que € um absurdo. Logo, existe ty € (£, R) tal que |5(p,to)| < }%UA)(ﬁ, R)|. Em particular,
para o caso em questdo, considere R = 1. Assim, usando a hipétese sobre a limitagdo das bolas

unitérias, obtém-se que existe ¢ € (3,1) tal que
309, 1)] < 2[b(p, 1)] < 2Vo.

Como a funcdo distancia € suave e o conjunto das fun¢des de Morse € denso em
C'OO(M ,IR), entdo existe uma fungdo de Morse f : M — R arbitrariamente préxima da fungdo
distancia. Além disso, € possivel dobrar a variedade hiperbdlica 3. identificando os pontos do
bordo, denota-se o dobro de X por Dy;. Seguindo as ideias de (BUTTSWORTH, 2017), a extensao
métrica hiperbdlica para toda a variedade Dy é suave, ou seja, a variedade Dy, é uma variedade
hiperbdlica fechada. Assim, seguindo o mesmo raciocinio de H. Alpert e K. Funano, usando o
Teorema de Transversalidade de Multijatos, (ALPERT; FUNANO, 2017, Lema 3.2), esta funcao
f étal que f~'(t) é uma subvariedade de M satisfazendo f~'(t) h f~'(t) e, para qualquer
subvariedade Z C M dada, f~*(t) h Z, ou seja, f~*(¢) possui auto intersecdo transversal e
intersecdo transversal com qualquer subvariedade Z C M.Como a aplicacdo de recobrimento
#: M — M é uma isometria local segue que a imagem por essa aplicacdo, 7(f~'(t)) C M,

mantém as propriedades de transversalidade, ou seja

R O) M) e 7)) MA(Z) = 2.
Como f ¢ arbitrariamente proxima da fun¢do distancia, segue que para todo ¢ € I;(p, %) tem-se

1£(q) —d(@)] <e= —e< f(g) —d(q) <e

1
:>—e<f((j)<e+§,

(32)
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ou seja, § € f'([~€ L +¢]). Logo, b(p, L) € f~'([~e 1 +¢]). De forma andloga, se
ge f1([—€1—¢€]), tem-se f(G) < 1— e Dai,

|d(@) = f(@)] <e= —e<d(q) - f(q) <€

=d(G) <e+ f(@) <e+1l—e=1,

(33)

isto 6, ¢ € b(p,1). Portanto, f~' ([—e,1 — €]) C b(p,1). Assim, da existéncia de f, descrita
anteriormente, de (32) e de (33), conclui-se que existe ¢ > 0, arbitrariamente pequeno, tal que
b(p,3) C 7 ([—e 5 +¢])
e = b(p,3)C T ([3+e61—¢])Cbp1) (34)

~

(€1 —¢]) Cbp,1)
Agora, suponha por absurdo que

1
(1—¢)—(3+¢)

paratodot € [% +e1— e] . Dai, novamente pela férmula da co-drea, 30,onde h = f,g=1e

fH )] > Vo,

t =1 — €, segue que

J1IV arglldM = / 1 4, fI1dNT = / 1V 4, 110,
f<1—€ =Y

h<t —¢,1—¢)
mas, como f é proximo da funcdo distancia, tem-se ||V, f|| < 1, além disso, por (34),
F 1 ([—e,1—¢€]) C b(p, 1) e pela hipétese, | B(p, 1)| < Vi, ou seja,

/ 195 fllast < [ ars [ ar=peoi <. 69
[ ([~el—¢]) FH([~el=¢]) B*(p,1)

Por outro lado,

R 1—e 1—e
/ / gdMdr = / / dMdr = / |f7Y(r) |dr
—oo J h=r —e f=1(r) —e
%—i—e I—e

= [irees [ s [

1 1
ate

3 te
>/16 ! Vod
oar
e 1= = (5+9¢)
1 1—e€
= 1% dr = Vj.

Comparando (35) e (36), conclui-se

1—e
v0</ / der:/ IV £l < Vi,
—e f=(r) F=([—e1=¢])

(36)
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o que € um absurdo. Portanto, existe ¢ € (% +e1— e) tal que f~(¢) possui as propriedades de

transversalidade desejada e satisfaz

1

A SR R

Vo. (37)

Agora, denote por:

(i) B= <f—1([—e,t) ﬂ@M) C M, cujo bordo é 9B = f~1(t);

(i) B=#(B)eS=#(0B) =#(f'(t)),
onde A o fecho do conjunto A.

A demonstracdo do Lema de Estabilidade com Bordo segue a mesma estrutura da
demonstracdo do Lema de Estabilidade, feita por L. Guth em (GUTH, 2011), e da demonstragdo
do Lema de Estabilidade Modificado, feito por H. Alpert e K. Funano em (ALPERT; FUNANO,
2017). O objetivo é mostrar a existéncia de uma hipersuperficie mergulhada, suave e homdloga a
Z, obtida substituindo Z N B por algum subconjunto de S e usar um processo de suavizacao.
Assim, para construir esta hipersuperficie considere {B + i}z as translagdes de Bsoba acdo

do grupo Z em M e denote

N =|JB+i)

Ny =B +9).

i>0
Agora defina Z, = ON, e seja Z, = #(Z;) C S, tomado com multiplicidade (mod 2) tal que
um ponto q de B pertence a Z; se, e semonte se, o nimero de pré-imagens de ¢ que pertencem a
Zl € impar, isto é,
g€ Zy = #{7q) € Zy : ¢ € B} = 1mod 2.

Por hipétese, M é difeomorfo a ¥ x R. Além disso, cada loop v C M,em p € M, é levantado a
um caminho 5 C M que liga o ponto p a um ponto p + k, para algum k € Z, onde p e p + k sdo
pré-imagens do ponto p. Ainda por hipétese, Z € relativamente homéloga a 2 x {x}, implicando

que o numero de interse¢do do loop v com a hipersuperficie Z é
I(~, Z) = k mod 2. (38)

para algum k € Z.
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Lembre-se que dado um loop v C B o niimero de intersecdo de v com 7, € igual a soma

do niimero de intersecdes dos varios levantamento de v com Z;, o qual serd denotado por

I(Zy,~) = ZH(ZAM’AY)-

P
Para qualquer loop v : [0,1] — (M,0M) em B, com v(0) = (1) = p, sabe-se que os
levantamentos de v em (M ,OM ) sdo caminhos suaves ligando duas pré-imagens de p. Assim,
dado um loop v em B, considere um levantamento de v, ¥ : [0, 1] — (M L OM ),onde Y(0) = p+1
e¥(1)=p+1+k,coml k € Z, ou seja, ¥ é um caminho em B ligando p + [l e p + [ + k. Dai,

pela construgdo de IV, e pelo Teorema de Jordan segue que

. p+leNyep+l+ke¢ N
(Z,4) = Imod 2 { WP HIEN epFitkgN, (39)
oup+l¢ Nyep+l+ke Ny
Afirmacao 1: Para qualquer k£ € Z tem-se
#{(,I+k)eZxZ:p+1lep+ [+ ksatisfazem 39} = kmod 2. (40)

Para verificar que a afirmacdo é verdadeira, note que para £ = 1, pela préopria defini¢do de NV,
o Unico par [, + k € Z, ou seja, [, [ + 1, que satisfaz (39) € quando [ = —1, pois paral < —1
segueque p+1l ¢ Nyep+l+k=p+1l+1¢ N, eparal > —1obtém-sep+1€ N, e
p+1+1€ N,.Logo, para k = 1 tem-se

#{(,I+1)€ZXZ :p+lep+1+1satisfazem 39} = Imod 2.

Supondo £ > 1, basta particionar os inteiros em k classes de congruéncia mod k e aplicar o
raciocinio para kK = 1 em cada classe de congruéncia, provando a afirmacao. Isto significa que
dado um loop v C B em p existem ~kmod 2 levantamentos # satisfazendo ]I(Zl, 4) = Imod 2.

Portanto, segue deste fato e de (40) que
I(Zy,y) = 1(Z1,4) = k mod 2. (41)
¥
Logo, de (38) e de (41) segue que para todo loop v C B, Z; é um subconjunto de S tal que

Agora, considere Fy : Hi(M,0M,Zy) — Zo e Fy : H(M,0M,7Z3) — Zo morfismos dados
por

Fi([d]) = Lx(c, Z1) e Fy([c]) = Lx(c, Z).
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Note que os morfismos F e F, podem ser vistos como elementos de H' (M, Z,), de modo que
essa correspondéncia [Z;, 0Z;] — Fj de H,,_1(M, OM; Zs) para H' (M, Z5) é um isomorfismo,
que € justamente o dual de Lefschetz, (HATCHER, 2005, Teorema 3.43). Assim, de (42) segue
que Fy = Fy, ou seja, [ Z,07] = [Z,,07,] e portanto, Z e Z; sdo homdlogas relativas ao 9.
Note que da andlise feita anteriormente, € possivel encontrar um subconjunto Z; C S
tal que [Z,0Z] = [Z,,0Z1] em B, ou seja, é possivel substituir Z N B por Z;. Aplicando o
processo de suavizagdo, obtém-se uma hipersuperficie suave, imersa contida em .S e relativamente

homéloga Z. Por hipétese, Z é §-minimizante, dai
Area(Z N B) < Area(Z; N B) < Area(Z; N S) + 0 < Area(S) + 9.

Além disso, como Z N B(p, %) C B e vale (37), entdo

1 1 1
Area (Z NB (p, 5)) < Area(Z N B) < Area(S) +0 < i—q (5 -V
—€
Por fim, fazendo ¢ — 0 obtém-se
1
Area (ZﬂB (p, 5)) < 2Vh + 6.
|
Uma vez que esta provado
Area (Z NnB (p, %)) <2Vo+9 (43)
e
Area(Z) < C(n, Vp) Area(X), (44)

¢ possivel demonstrar o teorema principal.

Teorema 4.2 (Teorema da Area com bordo). Sejam X uma variedade hiperbélica n-dimensional

compacta, com bordo totalmente geodésico e g uma métrica definida em M = Y x S! tais que
Vi) (1) < Vo (45)

Considere Z C M uma hipersuperficie mergulhada, relativamente homdloga a 33 X {x} sob
coeficientes em Ziy. Entdo

Area(Z) > C(n, Vp) Area(X) (46)



51

Demonstracao: Segue de (WEST, 1977) que toda variedade diferencidvel, com ou sem bordo, é
homotopicamente equivalente a um CW-complexo, uma vez que a variedade € compacta, obtém-
se que a variedade € homotopicamente equivalente a um CW-complexo finito. Por hipétese, M é
compacto, ou seja, ¢ homotopicamente equivalente a um CW-complexo finito. Logo o seu grupo

fundamental € finitamente apresentado e portanto,
#{[a] e m(M,0M) : |a| <1} < o0, 47)

ou seja, my (M) = 7 (X) x m1(S') possui apenas uma quantidade finita de classes de equivaléncia
[a] com || < 1. Novamente, por (BUTTSWORTH, 2017) € possivel dobrar a variedade hiperbé-
lica X identificando os pontos do bordo, onde a nova variedade Dy, € uma variedade hiperbdlica
fechada. Por ser uma variedade hiperbdlica fechada segue que 71 (Ds;) é um subconjunto de
SL(n,C), para maiores detalhes ver (MALCEV, 1940). Por outro lado, existe uma aplicagdo
projecdo r : Dy, — Y talque r ot = Idy, onde i : X — Dy é a aplicagdo inclusdo e Idy, é a
aplicacdo identidade. Portanto, a aplica¢do induzida i, : m(X) — m;(Dy) € injetiva e, conse-
quentemente, possui inversa a esquerda. Portanto, 1 (X) < m(Dy), ou seja, m(X) C SL(n,C).
Novamente, seguindo (MALCEV, 1940) qualquer subgrupo finitamente gerado de SL(n,C)
¢ residualmente finito, entdo 7, (%) é residualmente finito. Portanto, pela defini¢do de grupo
residualmente finito, para cada elemento diferente da identidade, o € 71(X), com || < 1, existe
um subgrupo normal de indice finito, K, < m(X), tal que a ¢ K,. Como foi mencionado
anteriormente em 47, existe apenas uma quantidade finita de classes nesta situacao, ou seja,

existe uma quantidade finita destes K, ’s. Consequentemente, existe
K= U[Q]Ka,

que é um subgrupo normal de 7;(M),de indice finito, onde [o] € 7 (M) e || < 1 tal que
[a] ¢ K. Nestas condi¢oes,
K x St <17 (M)

¢ um subgrupo normal tal que em K x S! os loops com comprimento pequeno sdo triviais.
Considere agora o espaco de recobrimento p : M — M que € difeomorfo ao espago
5 x S, onde ¥ é o recobrimento de ¥ com respeito ao subgrupo normal K. Assim, supondo
que o indice de K em (X)) é k, tem-se que o indice dos recobrimentos 32 do espago X e M
de M também € k e assim, diante desta construcdo, considerando p; : M= 3 segue que todo
loop de comprimento no maximo 1 € projetado num loop homotopicamente nulo em 3. Por fim,

note que a pré imagem de Z em M pela aplicagdo p € algum k-recobrimento Z de Z e, pelo
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fato da aplicacdo de recobrimento ser um invariante topoldgico, a relacdo nas homologia ainda é
preservada, ou seja, Z € relativamente homdloga a >.. Logo, de maneira andloga ao que foi feito

em (ALPERT; FUNANO, 2017) € suficiente provar o teorema para os espagos Z,Se M, pois
Area(Z) = kArea(Z) e Area(X) = k Area(X). (48)

Lembre-se que por hipétese, toda bola unitiria em M tem volume limitado por Vj
em particular, as bolas unitdrias em M também possuem volumes limitadas por Vj. Assim é
possivel aplicar o Lema 4.1. Note que na hip6tese do Lema 4.1 pede que a hipersuperficie Z
seja d-minimizante e para provar o Teorema da Area com bordo pode-se considerar Z sendo
d-minimizante, pois as outras hipersuperficies tém area ainda maior. Dai, pela aplicacdo do Lema

de Estabilidade com bordo, obtém-se
Vz(1/2) < 2Vy + 0. (49)

A condicdo (49) € uma das hipéteses do Teorema de Volume com bordo. Além disso, definindo
f=pi1oi,onde 7 : Z — M é a inclusdo e p1 € a projecdo entre os espacos de recobrimento
dada por p; : M — 3, segue que f tem grau 1, uma vez que a inclusdo e a proje¢do também
possuem grau 1, e dada uma curva o C M, com la| <1, tem-se f(a) é homotopicamente nula.

Portanto € possivel aplicar o Teorema de Volume com bordo. Dai

Area(Z) > C(n,Vp) Area(%). (50)
Por fim, substituindo (48) em (50) conclui-se a demonstragdo, pois

Area(Z) > C(n, Vy) Area(X).
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5 Conclusao e trabalhos futuros

Desenvolver este trabalho, foi um desafio muito grande, principalmente por se tratar de
uma drea ao qual poucas pessoas aqui no Brasil trabalham. As técnicas utilizadas neste trabalho
fazem uma mistura entre uma construgdo analitica, o uso de ferramentas topoldgicas, como a
teoria de homologia, transversalidade multijatos e nimero de intersecdo até obter os resultados
geométricos, concluindo que, no modelo, M = ¥ x S, cujo o volume das bolas unitérias é
limitado no espaco de recobrimento, sendo > uma n-dimensional variedade hiperbdlica compacta
com bordo totalmente geodésico, a métrica que minimiza drea na classe de homologia de > x {x},
com coeficientes em Z, € a métrica hiperbdlica.

Dito isso, a pergunta que surge naturalmente no Teorema 1.3 é sobre a constante C'(n, Vj)
e 0 que ocorreria no caso da igualdade. No que diz respeito a explicitar a constante C'(n, V;),
ndo hd resposta para este fato, uma vez que a constante vem de uma constru¢do extremamente
técnica, a construcdo do nervo retangular, e fica muito complica encontrar o seu valor. No que diz
respeito a igualdade, com as técnicas utilizadas aqui, nio € possivel estabelecer uma igualdade,
pois em (FRIGERIO; PAGLIANTINI, 2010) foi construido um contra-exemplo garantindo que a
ndo ocorre a igualdade no Teorema 3.1. Ainda pensando no Teorema de Area com bordo, ficou
a duvida se € possivel generalizar ainda mais o resultado excluindo a hipétese de > ser uma
variedade hiperbdlica. O seguinte resultado estd em progresso faltando apenas alguns detalhes

para a conclusdo do mesmo:

Teorema 5.1. Seja (M, g) uma variedade compacta com bordo totalmente geodésico, onde as
bolas unitdrias no recobrimento universal sdo limitadas por uma constante Vi e seu grupo
fundamental é residualmente finito. Considere uma > C M uma hipersuperficie mergulhada

2-sided com 0% C OM e, considere também a aplicacdo inclusdo i : 2 — M. Entdo

Area(X) > C(n, VO)”V*[E]H&

onde C(n,Vy) € positiva, ||i.[X]||a, denota a classe i.[¥] € H,—1(M,R) correspondente a ¥..

Este resultado tem sua importancia, pois ele €, do ponto de vista de curvatura escalar
macroscopica, andlogo a alguns teoremas sobre superficies minimas compactas com bordo.

Ainda seguindo esta linha, relacionando volumes de bolas com curvatura escalar e
curvatura escalar macroscépica, Gromov em (GROMOV, 1986) faz uma série de conjecturas
relacionando a funcdo V;(R) com outros invariantes topolégicos de (M, g), onde V,(R) denota

o maior volume de qualquer bola métrica em (//, g). Basicamente, a esséncia destas relacdes
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¢ que se a variedade é "grande", entdo V,(R) também deverd ser grande. Em (GUTH, 2011),
Larry Guth prova uma destas conjecturas de Gromov, ele obtém que se V,(R) é grande desde
que o filling radius de (M, g) seja grande. Guth obtém um resultado quando (), g) é completa,
surgindo naturalmente a seguinte pergunta: E o caso com bordo? Usando a constru¢do do nervo

retangular para variedades com bordo, € possivel obter um resultado do tipo:

Teorema 5.2. Seja (M, g) uma variedade n-dimensional, compacta e com bordo ndo vazio. Para
cada dimensdo n, existe um niimero delta(n) > 0 tal que se o filling radius de (M, g) € pelo

menos R, entdo V,(R) > 0(n)R™
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