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RESUMO

JACINTO, Miquéias. Efeito Magnetocaldrico em uma Cadeia de Ising com Interacoes de
Primeiros (Diluidas) e Segundos Vizinhos. 2022. 76 f. Trabalho de Conclusao de Curso —
Curso de Bacharelado em Fisica, Universidade Federal de Alagoas. Maceio, 2022.

O efeito magnetocalérico (EMC) consiste na capacidade de um material magnético absorver
ou liberar calor quando submetido a um campo magnético. O processo termodinamico
pelo qual se da este fenomeno é chamado de desmagnetizagao adiabatica, que esta in-
trinsecamente ligado com as variagoes na entropia magnética do material causadas pelas
mudancas no campo magnético externo e na temperatura do material. Recentemente,
trabalhos experimentais e tedricos propuseram-se a investigar esse efeito em materiais e
modelos que apresentam frustracao magnética e dilui¢ao nos spins, duas caracteristicas
que influenciam a entropia magnética e, consequentemente, podem amplificar o efeito
magnetocaldrico.

Nossa contribuicao se dé a partir de um modelo de uma cadeia linear composta por spins
do tipo Ising com interagoes de primeiros (diluidas) e segundos vizinhos apresentando
competicao entre as interagoes de troca. Essa diluicao, por sua vez, se traduz na presenca
(ou nado) de sitios na cadeia que interagem através dos primeiros vizinhos. A partir dos
resultados exatos do modelo, obtidos a partir das menores energias apresentadas pelo
hamiltoniano quanto a partir da técnica de matriz transferéncia para encontrar a grande
fungao de partigao canonica, conseguimos apresentar o estado fundamental e as quantidades
termodinamicas. Investigamos, entao, a contribuicao da diluicao na cadeia em dois casos
de competicao entre as interacoes de troca. Para cada caso, analisamos a influéncia da
diluicao sobre quantidades termodinamicas como a magnetizagao e a entropia e também
sobre efeito magnetocaldrico a partir da variacao na entropia magnética.

Palavras-chave: Sistemas Magnéticos de Baixa Dimensionalidade; Efeito Magnetocalorico;
Modelo de Ising.



ABSTRACT

JACINTO, Miquéias. Magnetocaloric Effect in a Ising Chain with First (Diluted) and
Second Neighbour Interactions. 2022. 76 f. Trabalho de Conclusao de Curso — Curso de
Bacharelado em Fisica, Universidade Federal de Alagoas. Maceid, 2022.

The magnetocalloric effect (MCE) consists in the absorption or release of heat by a
magnetic material under an external magnetic field change. The thermodynamical process
by which it occurs is labeled as adiabatic demagnetization, intrinsically associated with the
isothermal magnetic entropy change and the adiabatic temperature change of the material.
Recently, theoretical and experimental research explored this effect in magnetic materials
that present magnetic frustration and diluted= systems, characteristics that can amplify
the magneticalloric effect.

Our contribution make the scene by an Ising linear chain with first (whose spin sites are
randomly diluted) and second neighbour interactions presenting competitive exchange
interactions. In this system, we take account the possibility of the presence (or not) of the
spin sites which interact via first neighbour interactions through the chain. From the exact
results of the model, attained by the lowest energy found in the hamiltonian and transfer
matrix techinique to obtain the grand canonical partition function, we could present the
ground state and compute the thermodynamical quantities. Thus, we investigated the
contribution of the dilution on site in the chain in two cases with different exchange
interactions competitive scenario, exhibiting for both the influence upon the magnetization,
entropy and the magnetocalloric effect through the isothermal entropic change.

Keywords: Low-Dimensional Magnetic Systems; Magnetocaloric Effect; Ising Model.
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1 MAGNETISMO NA MATERIA

O primeiro contato registrado entre a humanidade e os fenémenos magnéticos
se da através da magnetita, cujos fenomenos foram discutidos por pensadores na Grécia
Antiga. E claro, séculos se passaram antes do magnetismo ser descrito através de teorias
com respaldo pelo método cientifico, entretanto, este primeiro contato foi o bastante para
nomea-lo.

A partir das descobertas experimentais e descri¢oes acerca dos fenomenos eletro-
magnéticos de Michael Faraday, James C. Maxwell formaliza no século XIX o eletromagne-
tismo cldssico no seu livro Tratado sobre Eletricidade e Magnetismo (MAXWELL, 1873),
cujas ramificagoes e resultados sao discutido até hoje.

No eletromagnetismo classico, somos apresentados ao conceito de momento mag-
nético através de espiras e correntes elétricas, associando-o a uma volta amperiana, que
da origem a um dipolo magnético com polos norte e sul. Esta descricao, apesar de cobrir
uma gama de sistemas envolvendo magnetismo, uma abordagem puramente pautada na
teoria classica em conjunto com a mecanica estatistica nao consegue dar conta de explicar,
por exemplo, uma magnetizacao espontanea, como evidenciado pelo teorema de Bohr-Van
Leeuwen (LEEUWEN;, 1921): se a mecanica classica e a mecanica estatistica forem aplica-
das consistentemente, a média termal da magnetizacao é sempre zero. Além disso, varios
fenomenos magnéticos moleculares (paramagnetismo, diamagnetismo e ferromagnetismo)
também nao sao explicados apenas coma teoria classica.

Os primeiros grandes passos para uma melhor descricao de fendomenos magnéticos
surgiram na segunda metade do século XIX, onde contribuicoes experimentais de Pierre
Curie constataram que em alguns materiais a magnetizagao decresce rapidamente conforme
a temperatura aumenta, indo a zero numa temperatura critica (CURIE, 1895). Em seguida,
Pierre Weiss, a partir de um modelo de campo local médio (campo molecular) atuando
sobre 0os momentos magnéticos num solido, nos forneceu uma importante descrigao para o
que hoje conhecemos como ferromagnetismo na matéria (WEISS, 1907).

Apesar dos esforcos, ainda se fazia necessaria uma teoria que conseguisse dar
conta dos fendmenos magnéticos que a teoria classica falhava em descrever, assim como
um maior entendimento acerca dos momentos magnéticos. Isto sé se torna possivel a partir
da teoria quantica.

Nas secoes a seguir, abordaremos a descricao do momento magnético na teoria
quantica, mencionando respostas como o diamagnetismo e o paramagnetismo. Depois,
iremos expor fenomenos magnéticos que aparecem através de efeitos cooperativos, como o
antiferromagnetismo e o ferromagnetismo e discutiremos brevemente a frustracao magnética.
Além disso, vamos discutir sobre os sistemas magnéticos de baixa dimensionalidade, dando

foco ao modelo de Ising unidimensional. Por fim, trataremos sobre o efeito magnetocalérico



Capitulo 1. MAGNETISMO NA MATERIA 11

e suas aplicacgoes tecnologicas.

Em seguida, no segundo capitulo, apresentaremos o modelo estudado: uma cadeia
de spins de Ising com interacoes de primeiros vizinhos e de segundos vizinhos apresentando
diluicao. Estudaremos dois casos do modelo que apresentam competicao entre as interagoes
de troca, exibindo o diagrama de fases e a entropia para o estado fundamental. No
terceiro capitulo, estudaremos algumas quantidades termodinamicas em temperatura finita

e apresentaremos o efeito magnetocalérico do modelo.

1.1 Momentos Magnéticos e os Fenomenos Magnéticos

Na descricao da mecanica quantica, os fenomenos magnéticos em materiais estao
associados com o momento angular das particulas elementares (MATTIS, 1981; BLUN-
DELLL, 2001), que tém uma componente de momento angular orbital L e uma componente
de momento angular intrinseca S e os estados ocupados pelos elétrons no atomo. Para
um atomo isolado, esta ocupacao segue as regras de Hund (HUND, 1925). O momento

magnético é relacionado ao momento angular total J através da relacao

m = —(gup/h)J, (1)
onde up = eh/2m é o magneton de Bohr, g é o fator de Landé, que é depende dos valores
quanticos para J e S (COEY, 2009), e h é a constante de Planck.

Um material magnético apresenta um ntimero da ordem de Avogadro de atomos.
Os fenomenos magnéticos apresentados por eles sao, em suma, gerados a partir de efeitos
cooperativos em resposta as interagoes entre suas constituintes ou entre as suas constituintes
e o campo magnético a ele aplicado. Dito isso, podemos caracterizar estes comportamentos
com base em quantidades como a magnetizacao M, que indica o momento magnético
por unidade de volume do material, e a suscetibilidade magnética, que é a resposta da

magnetizacgao a uma mudanga no campo magnético aplicado:

oM
que é uma quantidade adimensional e geralmente de pequena magnitude, com a excecao
dos ferromagnetos. Ela também se relaciona com a permeabilidade magnética p no material,
dada por p = (1 + x)po, onde o é a permeabilidade magnética no vacuo.
Vamos falar brevemente sobre as interagoes que dao origem aos principais fenome-
nos magnéticos. Primeiro, para entender o acoplamento entre campo magnético externo
com uma particula carregada negativamente, podemos escrever o seguinte hamiltoniano

que da conta de um elétron na presenca de um campo magnético:

p’ e? 2
H=%+V(r)+g,uBB-J+8—m[er] (3)

, com gupB sendo o termo que desalinha o momento magnético com o campo magnético e
2 . .

SC;[B x r]? 0 termo que faz com que eles se alinhem, que podem ser interpretados como os
m

responsaveis pelas respostas magnéticas de um dtomo, respectivamente (SIMON, 2013).
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Além disso, ha materiais magnéticos, que mesmo sem campo magnético externo,
apresentam magnetizagao nao nula, comportamento chamado de magnetizagao espontanea.
Um exemplo de material que apresenta este comportamento é o dos ferromagnetos, onde a
maior parte dos spins do material estao alinhados. Este alinhamento tem sua origem nas
interacoes mais significativas para que o alinhamento entre momentos magnéticos ocorra,
as interagoes coulombianas (BLUNDELLL, 2001).

Os elétrons, que compoem a estrutura eletronica dos atomos, sao particulas de
spin-1/2 e, portanto, respeitam o principio de exclusdo de Pauli. Este principio, por sua
vez, vem da forma antissimétrica que o produto entre a componente orbital da funcao de
onda W¥(ry,ra) com a componente de spin x(o7,02) assumem. Para o caso em que os spins
estao alinhados, 11 ou ||, a componente de spin x se torna simétrica em relacao a troca
de particulas, entao ¢; deve ser antissimétrica. Para este caso, sendo ¢(r) uma fungao de
onda de um elétron,

1

V2

que assume um valor nulo se fizermos as particulas se aproximarem r; — rp. Ou seja, dois

U(ry,r2) = —=[¢1(r1)da(r2) — ¢1(r2)d2(ra)], (4)

elétrons nao podem assumir o mesmo estado quantico. Caso os spins estejam alinhados,
eles tendem a ficar separados e, portanto, reduzem a energia coulombiana do sistema, que
¢ a maneira como o sistema fisico tende a se apresentar.

Entretanto, esta simetria (ou nao) de troca, d4 lugar em alguns sistemas a um
estado entre dois elétrons onde é mais favoravel energeticamente que os spins estejam sob
um alinhamento antiferromagnético, num estado de singleto, dependendo do hamiltoniano
H que o rege. Para dar conta destes sistemas, podemos reescrever o hamiltoniano para
dois elétrons através de uma teoria efetiva (BLUNDELLL, 2001):

H = —2JS;Sa, (5)

onde S; é o operador de spin do sitio ¢ e J é, aqui, a constante de interacao de troca

calculada através da integral

J = JW(HW;(1“2)7‘[1/11(r2)¢2(1‘1)d31’13r2, (6)

que, com J > 0, favorece o estado de tripleto e, para J < 0, temos o estado de singleto
sendo favorecido. Essas interacoes de troca sao responsaveis pelos fenomenos de ordem
magnética de longo alcance, como ferromagnetismo e o antiferromagnetismo.

Por outro lado, a andlise da susceptibilidade magnética dos materiais, quando
sujeitos a campos magnéticos, possibilita a classificagao do seu comportamento magnético.
A seguir, comentaremos sucintamente acerca de alguns fenémenos magnéticos apresen-
tados por materiais magnéticos que serao relevantes para a discussao do trabalho a ser

apresentado.
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1.1.1 Paramagnetismo

Um material paramagneto é um material em que a magnetizacao tende a se
alinhar com o campo magnético. Este tipo de fenomeno magnético é caracterizado pela
susceptibilidade magnética positiva (x > 0) e de baixas magnitudes. Esses materiais tém
atomos com momentos magnéticos nao nulos de elétrons nao pareados (J # 0, J momento
angular). Sem um campo magnético aplicado, ndo hd magnetizacao. Para a&tomos com spins
localizados, a dependéncia da susceptibilidade magnética do paramagnetismo é comumente
descrito pela lei de Curie (COEY, 2009; CURIE, 1895), da forma

_ CC’um'e (7)

X="7

Ng2u% J(J+1
3kp
elétrons nao localizados, entretanto, se da através do calculo da suscetibilidade para um

onde Ceoyrie = ) é conhecida como Constante de Curie. A contribuicao para os

gas de elétrons livres de Fermi(PAULI, 1927), seguindo a expressao

3npio 2
XPauli = M (8)

2k T’
onde n é a densidade eletronica e T é a densidade de Fermi. O paramagnetismo de Pauli

em metais tem uma susceptibilidade muito mais baixa que a dada pelo paramagnetismo

de Curie (SIMON, 2013).

1.1.2 Diamagnetismo

Em contrapartida, um diamagneto ¢ um material em que a magnetizagao tende a
se opor ao campo magnético. Este fenomeno magnético é caracterizado por uma pequena
susceptibilidade magnética negativa (y < 0) e é comumente associado a atomos que nao
possuem momento magnéticos (J = 0, J momento angular) (SIMON, 2013; BLUNDELLL,
2001). Assumindo simetria azimutal no dtomo, conseguimos chegar na susceptibilidade do

magnetismo de Larmor, assumindo uma densidade p de elétrons localizados no sistema:

y = —LEHO 2y ©)

o6m
onde (r?) é a média quadratica da distancia do elétron, da ordem do raio de Bohr. Para

elétrons nao localizados, temos o diamagnetismo de Landau (LANDAU, 1930) que se

combina com o paramagnetismo de Pauli:

1

X Landau = _gxpauli- (1())

1.1.3 Ferromagnetismo

O ferromagnetismo possui uma magnetizacao espontanea (M # 0) em regime de

campo magnético externo nulo, onde os momentos magnéticos tendem a se alinhar em
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uma direcao tinica em cada dominio. Para um ferromagneto, como vimos anteriormente,
a constante de troca entre primeiros vizinhos é positiva (J > 0, J constante de troca).
Pierre Weiss propos o modelo de campo molecular (WEISS, 1907) para descrever os
fenomenos ferromagnéticos, onde, para campo nulo, a magnetizacao decresce em magnitude
rapidamente com a temperatura até uma temperatura critica T (BLUNDELLL, 2001;
SIMON;, 2013), depois da qual a magnetizagdo é zero e o material se comporta como
um paramagneto. Esta temperatura é conhecida como temperatura de Curie e, apos ela,
podemos descrever a suscetibilidade magnética de um ferromageto para temperaturas

maiores que T através da lei de Curie-Weiss:

C

- 11
— (1)

X

onde C é uma constante que depende do material.

1.1.4 Antiferromagnetismo

Por outro lado, para constantes de troca negativas (J < 0), temos uma ordem
magnética que nos da uma magnetizagao total zero, mas a sua estrutura ¢ formada por
uma ou mais sub-redes de spins com orientacoes opostas (COEY, 2009). As primeiras
contribuicoes nos estudos de materiais antiferromagnéticos se deram através de Louis Néel,
que discutiu a possibilidade destes materiais teoricamente (NEEL, 1948). A partir de uma
temperatura critica chamada de temperatura de Néel T, o material se comporta como

um paramagneto cuja dependéncia da suscetibilidade com a temperatura se da por

C

R 12
T+ Ty ( )

X

1.2 Frustracao Magnética

A defini¢ao de um sistema frustrado nos leva a ideia de que em um sistemas de
spins nao podemos encontrar uma configuracao em que os spins satisfacam completamente
as interagoes entre todos os pares de spins (DIEP, 2004). Ou seja, a energia total nao é
a soma das energias minimas de cada interacao. Um cendrio frustrado aparece quando
hé uma competicao entre interacoes de diferentes naturezas atuando em um spin por
seus vizinhos e/ou quando a geometria da cadeia nao permite que todas as interagoes
sejam satisfeitas. Diagramas de fase de modelos que apresentam frustragao mostram um
comportamento rico, como alta degenerescéncia no estado fundamental e transicoes de
fase sucessivas. Poucos sistemas frustrados podem ser resolvidos exatamente, limitados em
baixas dimensoes (1D e 2D). Alguns modelos teéricos sao utilizados até hoje para descrever
esses sistemas magnéticos, extensoes do modelo de Ising (ISING, 1925) e o de Heisenberg
(HEISENBERG, 1928). Descrever materiais magnéticos e entender o seu comportamento ¢

crucial para as suas aplicagoes tecnologicas, que estao altamente ligadas as respostas que o
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material tem quando submetido a um campo magnético e em que regime de temperatura
esta resposta é proeminente ou nao.

Nas proximas segoes, iremos comentar o estudo tedrico de sistemas magnéticos de
baixa dimensionalidade e abordar a aplicacao de materiais magnéticos que é o escopo de

nosso trabalho, o efeito magnetocaldrico.

1.3 Sistemas Magnéticos em Baixas Dimensionalidades

O estudo de sistemas magnéticos de baixa dimensionalidade tem atraido conside-
ravel interesse principalmente devido a variedade de possiveis cemarios que esses sistemas
podem apresentar. Aliado a isso, tais modelos podem fornecer uma visao valiosa sobre
diversos aspectos de dificil entendimento de fendmenos criticos (BAXTER, 1982; MATTIS,
1981; WU, 2009). De fato, alguns efeitos de interesse da matéria condensada surgem
em sistemas que se apresentam com a dimensionalidade reduzida, através de dimeros,
cadeias, escadas e camadas (VASILIEV, 2019). Com o intuito de descrever e investigar as
propriedades desses sistemas, podemos recorrer a modelos relativamente simples, mas que
consigam capturar propriedades fisicas suficiente do sistema de interesse.

O magnetismo em baixas dimensionalidades se origina de esforgos tedricos da
descrigao microscopica de materiais magnéticos, como o modelo unidimensional de Ernst
Ising (ISING, 1925) e 0 modelo de Werner Heisenberg (HEISENBERG, 1928), que buscavam
explorar o ferromagnetismo na época.

O tratamento exato de sistemas interagentes de muitos corpos é acompanhado de
métodos matematicos rebuscados e dificuldades computacionais. Muitos sistemas devem ser
descritos por modelos que nao sao exatamente soltiveis, mais robustos e, consequentemente,
exigem técnicas mais rebuscadas de resolucao como o método de Monte Carlo e o Grupo de
Renormalizagao da Matriz Densidade (YEOMANS, 1992). Contudo, para alguns sistemas
fisicos de grande interesse, como redes decoradas de Ising, modelos de spins n-escadas e
complexos heterometdlicos, é possivel recorrer a modelos exatamente soliveis (BAXTER,
1982; MATTIS, 1993). Esses modelos proporcionam esclarecimento qualitativo sobre
fenomenos fisicos em sistemas com muitos corpos, permitindo um conhecimento mais
amplo sobre os diversos comportamentos apresentados por estes modelos permitindo
comparagoes com dados experimentais e previsoes uteis para aplicagoes tecnoldgicas.

Outro aspecto interessante de modelos magnéticos de baixa dimensionalidade é
que os efeitos de frustracao desempenham um papel importante na explicacao de proprie-
dades fisicas interessantes como platds na magnetizagao(OHANYAN, 2003; STRECKA;
JASCUR, 2003; CANOVA; STRECKA; JASCUR, 2006), estruturas de picos duplos no
calor especifico e susceptibilidade(ZHANG et al., 2007; PEREIRA; MOURA; LYRA, 2008),
além de um efeito magnetocaldrico pronunciado(PEREIRA; MOURA; LYRA, 2008). Tal
efeito tem grande importancia no funcionamento dos refrigeradores magnéticos. De fato,

algumas propriedades dos magnetos frustrados sugerem esses materiais como candidatos a
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substancias magneto ativas no processo de refrigeracao magnética em baixas temperaturas,
o que justifica os estudos das propriedades magnéticas, em especial do processo de magne-
tizacao em sistemas de spins frustrados. Além disso, a frustracao ainda é fundamental na
explicacao da supercondutividade em altas temperaturas em ceramicas a base de cobre.
Aliado a isso, ndao podemos esquecer outra propriedade importante a ser investigada
em sistema de spins de baixa dimensionalidade que é o emaranhamento quantico(BELL,
1987; AMICO et al., 2008; GiHNE; T6TH, 2009). O emaranhamento revela a existéncia de
correlacoes nao-locais em sistemas quanticos que nao podem ser quantificadas classicamente.
Recentemente, o estudo tedrico e experimental do emaranhamento quantico ganhou

interesse renovado com o desenvolvimento da ciéncia da informacao quantica.

1.3.1 O Modelo de Ising

Em prol das futuras discussoes, precisamos nos aprofundar no modelo de Ising
unidimensional. Proposto em 1925 por Ernst Ising, o modelo de Ising nao apresenta
uma transicao de fase em temperatura finita, mas é 1til para a investigacao de sistemas
magnéticos, por possibilitar o estudo das quantidades termodinamicas de maneira exata.
Ele consiste em uma linha de N sitios indicados pelo indice ¢ = 1, 2, 3, ..., N cuja energia

do modelo é dada por
N N
E=-J) SSin—-H), (13)
i=1 i=1

onde assumimos uma condicao de contorno peridédica Sy,1 = S1, que € equivalente a tornar
esta linha de N sitios uma curva fechada. Aqui, os spins interagem entre si através de
interagoes de troca de primeiro vizinho com constante de troca J e com o campo magnético
externo H. Para retirar as propriedades termodinamicas do modelo, devemos recorrer a
Mecanica Estatistica. Neste modelo, os spins S; apresentam dois valores possiveis: +1,
ou seja, “para cima’ou "para baixo”. Numa cadeia com N spins, ha 2V possiveis estados
para o sistema, que indicaremos por S = S(Si, S, ..., Sy). Assim, a partir do formalismo

canonico da mecanica estatistica, a funcao de particao é dada por

J N H N
7 = NS S + NS, 14
zslexp { l{BT ; SZS2+1 + l{BT ZZI Sz} s ( )

onde kp é a constante de Boltzmann e T é a temperatura absoluta. Assumindo as
substitui¢coes K = J/kgT e L = H/kgT, podemos reescrever a funcao de parti¢ao de
maneira que se escreva em termos de produtos de um termo que s6 dependa do i-ésimo

sitio e de seu sucessor:

1
Z = ZS: H@l’p {KSZS,L+1 + QL(SZ + Si+1>} )y (15)

=1
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que nos permite introduzir o método de matriz transferéncia, que consiste em definir uma

matriz 7' com célula dependendo de expressoes dependendo de apenas dois spins vizinhos:
. 1
(Sil T'|Sis1) = exp {KSiSHl + §L(Si + Si+1)} ; (16)

tornando a funcao de particao em

Z = ZH<51"T|S¢+1>77 (17)
s S

7

onde podemos usar a relagao de completeza para projecoes:
N
DSy (S| =1 (18)
i=1
e, como a matriz em questao é da forma
K+L —-K
A e e
T= (61( 6Kh> ’ (19)

¢é possivel diagonaliza-la em um espaco cuja base é composta por seus autovetores e

reescrever a funcao de particao em termos de seu traco,
Z = Tr[TN] = AY + AV, (20)

onde Ay sao autovalores de T'. Aqui, A, > A, permitindo que escrevamos a energia livre

do sistema em fun¢ao do campo magnético H e de T' no limite termodinamico:

F(HT) = —kgTInZ(T,H)

—kgT [Nln/\—i— +In (1 + (ﬁ—;) N)] (21)

- _kBTNlnA+7

onde assumimos N >» 1 (limite termodinamico) e que pode ser escrita como a energia livre
por sitio como uma fungao de H e T escrita em termo do maior autovalor da matriz de

transferéncia 71"

F(H,T)
ke N

de onde pode ser retirada toda a analise termodinamica do modelo. Como F é analitica,

— —TinA,, (22)

ela e suas derivadas nao tém divergéncias ou descontinuidades para temperatura finita,
o que nos leva a concluir que nao ha uma transicao de fase para temperatura finita,
como mencionamos anteriormente. Isto pode ser visto claramente se computarmos a

magnetizagao por sitio, derivando a energia livre em relagao a L:
eXsinh(L)

m = =, (23)
[e2K sinh?(L) + e—2K]?




Capitulo 1. MAGNETISMO NA MATERIA 18

como podemos ver no grafico da figura 1, onde estao dispostas as curvas da magnetizacao
por sitio em fungao do campo magnético aplicado para as temperaturas kgT/J = 0.1,
0.5 e 1.0. Apesar do comportamento abrupto presente nas curvas com temperaturas mais
baixas, a magnetizacao sempre vai a zero conforme o campo magnético assume um valor

nulo. Nao ha magnetizacao espontanea presente no modelo.

Figura 1 — Grafico da magnetizagao por sitio do modelo de Ising unidimensional em fungao do
campo magnético externo aplicado para trés temperaturas: kgT'/J = 0.1, 0.5 e 1.0.

1.2 T T T T T T
0.6/ -
K, T/1=10
K, T/1=05
S 00k |—k,T/I=0.1 -
0.6F -
1 1
125 05 05 1.0

0.0
H/J

Fonte: Autor, 2022

1.4 O Efeito Magnetocalodrico

Descoberto por Emil Warburg (WARBURG, 1881) e explicado teoricamente, em
paralelo, por Peter Debye (DEBYE, 1926) e por William Giauque (GIAUQUE, 1927),
o efeito magnetocalodrico se da pela na temperatura de um material magnético quando
exposto a uma varia¢ao no campo magnético (TISHIN; SPICHKIN, 2003). Através do
processo de desmagnetizagao adiabatica, é possivel utilizar este efeito em processos de
refrigeracao.

Para entender a ideia do processo de refrigeracao, precisamos olhar para o grafico
da entropia em fun¢ao da temperatura, como o mostrado na figura 2. Suponhamos um
sistema magnético cujas curvas da entropia em funcao da temperatura sao esbogadas para
dois valores de campo magnético externo: a curva superior possui um campo magnético
menor do que o da curva inferior.

Este processo pode ser imaginado da seguinte maneira: comecamos do ponto A e
mudamos isotermicamente o campo magnético através de A — B. Ha uma variacao na
entropia magnética associada a essa mudanca, dada por AS. Atingindo o ponto B da curva
de menor entropia, isola-se o sistema adiabaticamente e o campo é reduzido para o valor
anterior, percorrendo o segmento B — C. Sob condigoes adiabaticas, a mudanga no valor
do campo magnético altera a entropia magnética, fazendo com que, como a entropia total

num sistema isolado adiabaticamente se mantém constante, a temperatura do material
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Figura 2 — Ilustracdo para auxiliar o entendimento do efeito magnetocalérico. A curva superior
indica uma entropia para um campo magnético menor que o da curva inferior.

S o
F

Fonte: Autor, 2022

mude em uma variacao AT. Um ciclo de Carnot em um diagrama entropia S wversus
temperatura 71" pode ser representado pelo ciclo termodinamico ¥ - B - E - D — F.
A variagao na entropia magnética AS); é a soma das variagoes. AT é um valor finito do
efeito magnetocaldrico pela mudanca finita em AH, destacando a relacao entre o efeito
magnetocalérico e a mudanca na entropia.

O efeito magnetocaldrico pode ser quantificado através de duas quantidades:

variacao na entropia no processo isotérmico, que correspondem as linhas verticais em um

2 oM
as— [ (%) am 2
a\ar ), (24)

e na variagao da temperatura no processo adiabatico, que pode corresponde as linhas

diagrama S x T"

horizontais em um diagrama S x 7"

Hep oM
AT = — — =) dH 2
.LICh(aT>H (25)

e a variacao da temperatura com o campo pode ser calculada também através da seguinte

=), (), &

Explorar teoricamente materiais magnéticos em busca de propriedades que podem

expressao:

ser encontradas e/ou manipuladas experimentalmente com o intuito de acentuar o efeito
magnetocaldrico é algo extensivamente realizado na literatura. Ha trabalhos estudando
o efeito em diversos sistemas magnéticos, como: antiferromagnéticos unidimensionais
(ZHITOMIRSKY; HONECKER, 2004); frustrados com interagoes de primeiros e segundos
vizinhos (SCHMIDT; THALMEIER; SHANNON, 2007); frustrados do tipo diamante
com spins de Ising e spins-1/2 méveis (PEREIRA; MOURA; LYRA, 2009) ou com uma
estrutura Ising-XYZ (TORRICO et al., 2016); uma estrutura de cuboctaedro com spins
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1/2 do tipo Heisenberg-XXZ (KARI'OVa‘; JOZEF, 2016); constituidos de spins S = [ 1/2,
1, 3/2 | (RIBEIRO, 2010); com interagoes entre trés spins (TOPILKO; KROKHMALSKII;
DERZHKO, 2012), entre quatro spins numa cadeia diamante (GALISOV4, 2014) e até com
estas duas presentes na mesma rede (TAVARES; RIBEIRO, 2014); com acoplamento spin-
elétron em uma cadeia dupla tetraédrica (GALISOV4; STRE¢KA, 2015); com interagdes
entre spins-( 1, 1/2) (HEYDARINASAB; ABOUIE, 2020) e spins-( 1/2, S) (GALISOVA,
2016); com dilui¢ao em um cendrio com anisotropia (SZALOWSKI; BALCERZAK; BOBAK,
2011), considerando até interacoes entre planos (SZALOWSKI; BALCERZAK, 2014), ou
considerando uma cadeia antiferromagnética triangular (BOROVSKy; ZUROVIC, 2016).

Por outro lado, diversos trabalhos experimentais nas tultimas duas décadas cata-
logaram (GSCHNEIDNERJR; PECHARSKY; TSOKOL, 2005) a dependéncia do efeito
magnetocalérico em fungao da concentracao de dopagem em compostos de terra raras,
reportando um efeito magnetocaldrico gigante (WADA; TANABE, 2001; RUBI et al.,
2014), analisando quais concentragoes tém o efeito mais pronunciado (WADA et al., 2001) e
explorando os limites de algumas estruturas cristalinas em relagao a refrigeracao magnética
(HAMILTON et al., 2014).

Logo, com estes resultados em mente, voltamos-nos as ceramicas supercondutoras
de altas temperaturas criticas, que possuem em sua estrutura linhas, planos e escadas de
CuQOs, que sao formados por atomos de cobre seguidos de um de oxigénio. Em relacao ao
oxigénio, ja foi mostrado (EMERY, 1987; EMERY; REITER, 1988) que a dopagem ou a
mudanca no conteudo de oxigénio no material fazem com que aparecam sitios de spins
nos fons de oxigénio (O~) em adigao aos spins dos fons de cobre (Cu**), configurando
um sistema diluido. A interagao de troca entre os spins dos fons de cobre mais préximos
favorece um alinhamento antiferromagnético e, entre os spins dos ions de cobre e de
oxigeénio, favorece um alinhamento ferromagnético. Concluimos que, além de sua geometria,
as linhas, escadas e planos de C'uQO5 apresentam frustracao magnética. Com isso em mente,
trabalhos utilizando os modelos de Ising e de Heisenberg ja exploraram os efeitos da dilui¢ao
para ganhar intuigao sobre os efeitos da frustragao na supercondutividade (BIRGENEAU;
KASTNER; AHARONY, 1988), na existéncia de uma fase antiferromagnética (SANTOS
et al., 1989; PADILHA et al., 2013; de Sousa; ARAUJO, 2000), além de existir trabalhos
com resultados exatos (CARVALHO et al., 2017; SOUSA et al., 2018; CARVALHO et al.,

2019) que consideram a estrutura do tipo escada presente nestes materiais.
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2 CADEIA DE ISING COM INTERACOES DE PRIMEIROS (DILUfDAS) E DE
SEGUNDOS VIZINHOS

Neste capitulo, apresentaremos a motivacao para a exploracao do modelo a
ser apresentado, pautada na literatura de magnetismo em baixas dimensionalidades e
experimentos do efeito magnetocaldrico, assim como os objetivos envolvidos com o estudo
dele. Em seguida, vamos apresentar o modelo cujo nome é também o titulo do capitulo.
Além disso, vamos explorar suas propriedades termodinamicas, como a magnetizagao e
a entropia em T = 0, com o intuito de entender como ele se comporta no seu estado
fundamental e possiveis transi¢oes de fase. Tal andlise permitird uma maior compreensao de
propriedades termodinamicas e anélise do efeito magnetocaldrico em funcao da temperatura,
que sao objetos de estudo do capitulo seguinte.

Considerando o que ja foi apresentado, tomamos como objetivos: apresentar um
modelo tedrico para materiais magnéticos unidimensionais que apresente interagoes de
troca de segundos vizinhos, diluicao e competicao entre as interacoes de troca; analisar
teoricamente a dependéncia das propriedades termodinamicas do modelo com a tempera-
tura, o campo magnético e a fragao de diluigao; investigar a capacidade de refrigeragao

magnética de sistemas de spins unidimensionais com frustragao e diluicao.

2.1 O Modelo Teodrico

O nosso modelo consiste num sistema magnético formado por uma cadeia linear
contendo dois tipos de varidveis de spin do tipo Ising: S; and o¢;, organizadas de maneira
que entre dois sitios S (que chamaremos de nodais) ha um sitio o (spin intersticial), como
representado na figura 3. Os sitios S; e 0; podem, por exemplo, representar os sitios de cobre
e de oxigénio, respectivamente, num sistema onde hé linhas de CuQO,. Aqui consideramos
que S;, 0; = +£1. H4 interagbes de troca entre primeiros vizinhos (S-0) mediadas pela

constante de troca J; enquanto Jo media as interagoes de segundos vizinhos (S-5).

Figura 3 — Ilustracao esquemaética da cadeia linear de spins de Ising com interagoes de primeiro e
segundo vizinhos em relagao ao spin nodal S e considerando dilui¢ao no spin intersticial
.

Oi-1 gi

/‘\ J1 J1
 Si1 Si  Jo Si S7+2
ti1=1 li=1 lis1=0

Fonte: Autor, 2022

Para dar conta da diluicao, a presenca de um spin o; na i-ésima célula é dada
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através da variavel t;, que toma um valor 1 quando ele esta presente e 0 no caso contrario.
A existéncia de um spin intersticial traz consigo uma energia associada a um potencial
quimico p que contabiliza a energia necesséria para adiciona-lo. Por fim, podemos adicionar
um campo magnético externo H. Com estes elementos em mente, podemos escrever o

hamiltoniano da i-ésima célula da cadeia:
1
Hi = —J1(S; + Siz1)oiti — J2SiSiy1 — [5 (Si + Siy1) + Uiti] — put; (27)

e o hamiltoniano de toda a cadeia se dd4 somando por todas as N células s:

ZJ15+52+1U” ZJ2SSH-1 ZH[ S+Sz+1+0”] Zﬂt

Para as discussoes subsequentes neste capitulo, vamos precisar de uma variavel
mais pratica e clara do que a associada ao potencial quimico p que consiga indicar a fragao
de sitios o presente na cadeia, pois esta quantidade influencia tanto o comportamento das
quantidades termodinamicas tanto para temperatura nula — que iremos abordar nesta
parte do trabalho — quanto para o regime de temperaturas finitas.

Dito isso, a fracao de diluicao p serd apresentada aqui de maneira rudimentar,
mas sua relacao com o sistema sera definida de maneira mais clara no préximo capitulo.
Seguiremos o seguinte raciocinio para pensar nesta quantidade: pensando em uma cadeia
finita com um ntimero N representando o total células, sendo N o nimero de células que

possuem um sitio o, a fracao de sitios o diluidos pela cadeia é dada por
p=N/N, (29)

ou seja, uma fragao p da cadeia é composta por células que tém um sitio intersticial.

Por fim, para levar em conta a estrutura magnética das linhas de CuO,, S; e o;
correspondem aos spins do fon de cobre (Cu*?) e do fon de oxigénio (O~), respectivamente.
Consequentemente, a interacao de troca S-o é ferromagnética e a S-S é antiferromagnética,
fornecendo os vinculos J; > 0 e Js < 0 a nossa abordagem. Entretanto, também investi-
garemos os casos onde ambas as interacoes sao antiferromagnéticas, isto é, estudaremos

também o caso com J; < 0.

2.2  Estados Fundamentais

A fim de compreendermos o comportamento do modelo em temperatura finita,
precisamos analisar o seu comportamento no estado fundamental, numa extrapolacao para
T = 0. Tomaremos uma célula do nosso modelo, formada por trés spins (dois S e um o) e
exploraremos todas as configuracoes possiveis destes.

Com o hamiltoniano (ver equacao 27), podemos extrair expressoes exatas da

energia para cada configuracao possivel no estado fundamental em funcao dos parametros
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Tabela 1 — Tabela contendo os estados fundamentais possiveis para uma célula unitaria, uma
ilustragao para cada configuracao de célula possivel com e sem ¢ e a energia dela
dependendo dos parametros do sistema.

Estado Fundamental Energia da Célula

(F-F) Ferromagnética Erp =-2J,—Jy—2H

Saturada Erp=—-Jo—H
(F-AF) Antiferromag- E?FAF =2J; — Jo
nética nao Saturada Epap=—-Jo— H

(F-Fr) Ferromagnética @FFT =Jo— H
Frustrada Epp, = —Jy— H

(AF-Fr) Antiferromag- E:AFFT =J,— H
nética Frustrada Expp, = Jo

(AF-F) Ferromagnética E:AFF =-2J,—Jy,—2H
Nao Saturada Expp= Jo

(AF-AF) Antiferromag- | Eapar = 2J1 — J
nética Saturada Eapar = Jo

[P I I LI L]

Fonte: Autor, 2022

do modelo. Os estados fundamentais e a energia de suas células s estao dispostos na tabela
1.

Para facilitar o entendimento, vamos adotar algumas convencoes. Quanto as siglas
que representam as fases, da forma ( A - B ), A representa a ordem magnética dos
sitios S numa célula sem o, tomando F quando o alinhamento é ferromagnético e AF
quando eles estao antiferromagneticamente alinhados. Em contrapartida, B representa
a ordem magnética de o em relagao aos sitios .S, assumindo F e AF para alinhamentos
ferromagnéticos e antiferromagnéticos, respectivamente, e Fr quando nao consegue satisfazer
simultaneamente as duas interagoes com os sitios S, isto é, frustrada. As quantidades fisicas
com um til estarao associadas a quantidades referentes as células sem sitio o. Assim, se F
representa a energia de uma célula com o sitio ¢ num determinado estado fundamental,

entao F representa a energia de uma célula neste estado numa célula sem sitio o.
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Na secgao seguinte, usaremos os estados fundamentais aqui apresentados para cons-
truir um diagrama de fases, que apresentara o estado fundamental do modelo, dependendo
das constantes de interacao de troca e do campo magnético aplicado. Para cada regiao do
diagrama de fases, também calcularemos as quantidades termodinamicas em temperatura

nula (7" = 0), como a magnetizagao e a entropia.

2.3 Caso Ferro-Antiferro

O estado fundamental do sistema depende dos parametros do modelo, ou seja,
da natureza das interagoes de troca e da intensidade do campo magnético externo. No
nosso modelo, a fase apresentada pelo sistema é altamente dependente de quao intenso é o
campo magnético externo aplicado, entao é imprescindivel que entendamos como se da
esta dependéncia. Além disso, nés buscamos o entendimento do modelo nos casos em que

hé competicao entre as interacoes de troca, sendo um deles o caso ferro-antiferro:

Jl - |Jl‘7

(30)
JZ - _|J2‘7

onde as interagoes S-o ferromagnéticas (J; > 0) e as S-S sao antiferromagnéticas (J <
0). A seguir, vamos construir o diagrama de fases para este caso e calcular a entropia e a

magnetizagao da cadeia sob temperatura nula.

2.3.1 Diagrama de Fases

Para dar continuidade, nos voltamos as energias exibidas na tabela 1, com as

quais podemos escrever as energias das células s com sitio o para este caso:

Epp = =2|Ji| + | o] —2H = Eapr, (31)
Epp, = —|Jo| — H = Eppy, (32)
Epar = 2|4 + |J2| = Earar, (33)

onde vemos que as fases que apresentam um alinhamento antiferromagnético dos spins S
em relacao ao sitio o (F-AF e AF-AF) tém energia maior que as demais independentemente
dos valores de |J;| e |J2|, entdo, para este caso, elas ndo podem se apresentar como estados

fundamentais. Vamos encontrar as curvas de coexisténcia entre as demais fases:
=2|J1| + |Jo| —2H = —|Jo| — H
= 2|J;| + 2| =H (34)
o H = 2|, — 2|4,
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que, se reescrevermos de maneira que o campo magnético H e a interagao de troca J,
tenham suas intensidades em relagao a interacao .J;, conseguimos reduzir uma dimensao
do problema:

H | Ja]

— =2 =2 (35)

il A
entao podemos concluir que um alinhamento ferromagnético entre os trés spins da célula
é energeticamente favorecido para um regime de campo magnético alto em relagao a
constante de interacao de troca entre os segundos vizinhos, enquanto um alinhamento
com frustracao é favorecido quando a interacao de troca entre os segundos vizinhos é
suficientemente grande.

Em relagao as células sem sitio o, podemos fazer o mesmo:

EFF = EFF = ’J2| - H = EFAF = EFFT? (36)

Earpr = —|Ja| = Eapr = Earar, (37)

entao a curva de existéncia ¢ dada por

| Jo| = H = —|.J3] (38)
cOH = 2|y
que se torna
AN )
—— _—9ol¥el 39
Rl )

que marca o limite em que a energia de manter um ordenamento ferromagnético entre spins
S sem a presenca de um spin ¢ se torna energeticamente desfavoravel. Com isso, podemos
concluir que os estados fundamentais deste caso sao F-F, AF-F e AF-Fr. Portanto, o nosso
diagrama de fases toma a forma dada na figura 4.

Em suma, quando os spins nodais tém interacao de troca antiferromagnetica (Js
< 0) entre si e ferromagnética (J, < 0) com o spin intersticial, hé trés fases possiveis para
a cadeia. Caso a interagao de troca entre os spins nodais seja pouco intensa em relacao
a com o spin intersticial, todos os spins tendem a alinhar-se com o campo magnético,
apresentando uma fase ferromagnética saturada. Em contrapartida, caso a interacao de
troca entre os spins nodais seja suficientemente intensa, predomina-se uma fase frustrada,
onde a competicao entre as interagoes nao permite que os spins satisfagam todas elas. Com
isso, os spins nodais tendem a se posicionar antiparalelamente independentemente do valor
do campo magnético ou de ter ou nao um sitio intersticial. Esta ¢ a fase antiferromagnética
frustrada (AF-Fr). Por fim, numa regiao intermedidria, vemos um comportamento dos
spins totalmente alinhados com o campo magnético quando ha um sitio intersticial para
favorecer o alinhamento via interacao de troca ferromagnética. Quando este nao esta
presente, os spins nodais tendem a se alinhar ferromagneticamente. Esta fase intermediaria

¢ a ferromagnética nao saturada (AF-F).
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Figura 4 — Diagrama de fases do sistema no plano campo magnético externo H wversus a razao
entre as constantes de troca |.Jo|/|.J1| exibindo as trés fases possiveis: F' — F'; AF — F
e AF — Fr. As curvas de coexisténcia sao H/|Ji| = 2|J2|/|J1| e H/|J1| = 2|Jal/|J1] -
2, indicando as regites onde as fases se tornam degeneradas.

3 T l I

NI |
_— F.F
—
= | )
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1 | —

0 ' 3
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Fonte: Autor, 2022

2.3.2  Quantidades Termodinamicas no Estado Fundamental

Podemos calcular quantidades termodinamicas como a entropia e a magnetizacao
no estado fundamental. A entropia, como quantidade termodinamica de interesse para
o estudo do efeito magnetocaldrico, é altamente influenciada pela fracao de diluicao p,
assim como a magnetizagao. Vamos apresentar a forma geral de como calculamos estas

quantidades, mas os detalhes estao apresentados apenas nos apéndices A e B

2.3.2.1 Magnetizagao

Nosso objetivo agora é calcular a magnetizacao do sistema nas fases que represen-
tam os estados fundamentais possiveis na extrapolacao T' = 0. Para isso, devemos escrever
a energia total da cadeia. Sendo N o nimero de células da cadeia e N o nimero de células
com a presenca de sitio intersticial, podemos escrever a energia total da cadeia ® em uma

fase com células de energias E e E :
@:@E+u—mﬂN (40)

entao podemos computar a magnetizacao por célula m da cadeia:

109
N oH .
oF oF

o U Pog

(41)
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Tabela 2 — Tabela contendo a magnetizacao da cadeia para cada fase do caso ferro-antiferro na
extrapolacao T = 0 calculada através da equacao 41 aplicada as expressoes da energia
de uma célula unitaria exibidas na tabela 1.

Fase Magnetizacao por célula
(F-F) Ferromagnética R
Saturada FE = p

(AF-F) Ferromagnética
Nao Saturada

(AF-Fr) Antiferromag-
nética Frustrada

MaApp = 2p

MAFFr = P

Fonte: Autor, 2022

A magnetizacao indica a orientacao média dos momentos magnéticos da cadeia,
que tem um comportamento caracteristico para cada uma das fases apresentadas. Os

valores calculados para a magnetizagao por célula de cada fase estao dispostos na tabela 2.

Figura 5 — Gréfico da magnetizagao por célula da cadeia m nas fases F-F, AF-F e AF-Fr em
funcao da fracao de diluicao p para o caso ferro-antiferro.

2.0 T I T I T I T I T //
-- AF_F ///
1.5 AF-Fr L7 -
S1.0 -
0.5+ —
0 ’// ] ] ] ] ] ] ] ] ]
80 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Fonte: Autor, 2022

Para a fase ferromagnética saturada (F-F), com todos spins alinhados, em termos
de magnetizacao por célula, temos a contribuicao de +1 para os sitios nodais e p das
células com sitios intersticiais. Por outro lado, da fase ferromagnética nao saturada (AF-F),
a contribuicao nao nula vem das célula com sitio intersticial, ou seja, ela soma 2p. Por
fim, para a fase antiferromagnética frustrada (AF-Fr), os sitios nodais estao alinhados
antiparalelamente, entao a contribuicao destes é nula, e a contribuicao vem diretamente

dos sitios intersticiais, equivalente a p.
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2.3.2.2 Entropia

Como cada estado fundamental possui duas configuracoes possiveis de célula, a
entropia da cadeia esta intrinsecamente relacionada ao ntmero de formas que podemos
organiza-las, dependendo da quantidade de células presentes na cadeia N e da fracao de
diluicao p. Para calculé-la, utilizaremos a relagao entre a entropia S e o nimero de estados

acessiveis ao sistema €2:

S = /{ZBZTLQ, (42)

onde kg é a constante de Boltzmann. Cada uma das regides do diagrama de fases (ver
figura 4) tem a sua maneira de organizar as configuragoes possiveis para as células pela
cadeia, vamos dissecar primeiramente a entropia nas regices das fases e, posteriormente,
nas curvas de coexisténcia.

Figura 6 — Representagao ilustrativa das cadeias das fases F-F, AF-Fr e F-AF para campo
magnético nao nulo (H # 0).

(a) Fase Ferromagnética Saturada.

(b) Fase Ferromagnética Nao Saturada.

(c) Fase Antiferromagnética Frustrada.

Fonte: Autor, 2022

Na fase ferromagnetica saturada (F-F), os spins estao alinhados em todas con-
figuracoes possiveis de célula. Com isso, nao ha nenhuma restricao em como podemos
organizar a cadeia. Para a fase ferromagnética nao saturada (AF-F), as células sem sitio
intersticial devem se apresentar aos pares para conectar-se com o resto da cadeia. Por
fim, para a fase antiferromagnética frustrada (AF-Fr), ndo hé restricao alguma em como
organizar as células, visto que as duas configuracoes possiveis para cada célula da cadeia
nao téem problema de se conectar. Em contrapartida, para campo magnético nulo, ha
uma degenerescéncia de energia em relacao ao alinhamento do spin intersticial, pois ele se
apresentar para cima ou para baixo nao afeta a energia da célula, aumentando as formas
como a cadeia pode se organizar. Exemplos de um segmento da cadeia estao apresentados
na figura 6.

Para as linhas de transicao entre as fases, entretanto, ha a degenerescéncia que

permite que as células se apresentem em um numero mais amplo de configuragoes, apre-
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Figura 7 — Representacao ilustrativa das combinagoes entre as configuragoes possiveis de células
nas transi¢oes entre as fases: (a) ferromagnética saturada e ferromagnética nao
saturada; (b) ferromagnética nao saturada e antiferromagnética frustrada.

S
MAFA‘i

(a) Combinagoes possiveis para (b) Combinagoes possiveis para
a transigdo (F-F)-(AF-F). a transi¢ao (AF-F)-(AF-Fr).

L Aan 2.

Fonte: Autor, 2022
sentadas na figura 7. Essas novas formas de parear as células dependem intrinsecamente
da quantidade de cada tipo de célula na cadeia.

Tabela 3 — Tabela contendo as expressoes para a entropia por célula da cadeia para cada fase do
caso ferro-antiferro na extrapolagao T = 0.

Fase S/kgN
(F'=F), (AF = F)u=o plin(l —p) —In(p)] — In(1 - p)
(§ (AF — FT)H?EQ
(AF — F)s0 5[+ p)in(1 +p) — (1 = p)in(1 — p)] — pin(2p)
(AF — Fr)y, plin(1—p) —In(p) + In(2))] — In(1 - p)
(1—=q)n(1—q) —qin(q)
(F=F)—(AF - F) —pln(p) — (1 —p — 2q)In(1 — p — 2q)

—(p—@)In[2(p — ¢)] — (1 — p)in(1 — p) — qin(q)
(AF—F)—(AF=Fr) | +3[(0—p+q@n(l—p+q)+ (1 +p—q)n(l+p—q)]

Fonte: Autor, 2022

Apdés computar as expressoes para cada regiao do diagrama de fases (resultados
gerais na tabela 3, cujos raciocinios principais estao apresentados nos apéndices A e B,
pudemos construir as curvas do comportamento da entropia em funcao da fracao de cadeias
que possuem o sitio o, dada por p. As curvas da entropias em cada regiao estao dispostas
na figura 8.

Podemos ver que nos casos onde nao ha restricao sobre as células com ou sem um
sitio intersticial, o valor da entropia reflete a simetria sob a mudanca na quantidade destas
células. Por outro lado, na fase ferromagnética nao saturada, a simetria é quebrada devido
a forma como os sitios sem ¢ sempre se apresentam aos pares, reduzindo consideravelmente

o numero de estados acessiveis para a cadeia. Em contrapartida, a degenerescéncia quando
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Figura 8 — Gréfico da entropia por célula da cadeia S/kpN em funcao da fragao de diluigao p
nas fases no estado fundamental e nas curvas de transicao do caso ferro-antiferro.
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Fonte: Autor, 2022

a fase antiferromagnetica frustrada estd em campo nulo faz com que a entropia aumente
consideravelmente, superando as curvas onde hé degenerescéncia entre as fases para uma
cadeia com muitos sitios intersticiais. As mudancas na entropia por fase para cada uma

dessas curvas mostram como efeitos da fracao de diluigao sao expressivos.

2.4 Caso Antiferro-Antiferro

Para o caso antiferro-antiferro, vamos repetir os mesmos passos realizados anteri-

ormente, mas assumindo

Jl - _|J1|7

(43)
J2 - _|J2|>

onde as interagoes S-o e as S-S sao ambas de natureza antiferromagnética. Com estas
transformacoes, nés podemos analisar cada caso de maneira mais clara e escrever as curvas
de coexisténcia.

2.4.1 Diagrama de Fases

Para J; < 0 (antiferro) e J; < 0 (antiferro), podemos escrever as energias das

células s com sitio o da seguinte forma:

Epp, = —|Jo| — H = Eppy, (45)
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Epar = =2|1| + | 2] = Earar, (46)

onde todas as configuragoes para células com o podem se tornar acessiveis em algum
regime. As fases com alinhamento antiferromagnético entre S-o s6 se tornam acessiveis
em um regime em que tanto H quanto |J3| sdo muito pequenos e o comportamento
frustrado predomina na regiao intermediaria do plano H/|Ji| x |J3|/|Ji| e onde |J5] é
grande o bastante para competir com o campo magnético. Logo, podemos nos poupar
de explicitamente calcular a curva de coexisténcia entre fases de célula com alinhamento
totalmente ferromagnético e fases com alinhamento antiferromagnético.

Vamos encontrar as curvas de coexisténcia entre as demais fases:

24| + || —2H = =[] - H
SoH = 2|J1| + 2|J2|,

que reescrevemos de maneira que o problema se torne bidimensional (em relagdo aos

parametros):

H | Ja]

— =2+ 2— 48

BT )
que separa a regiao em que um alinhamento ferromagnético é predominante da regiao com
interacoes 0-5 frustradas. Por outro lado, a fim de estudar a linha entre a regiao em que o

alinhamento antiferromagnético é favoravel e o comportamento frustrado, fazemos

—2|J1| + |J2| = —|J2| —H

=>—H=2|J2|—|—2|J1‘ (49)
cOH =210y = 21,
que se torna
H | Jo|
— =2-2— 50
A 0)

Em relacao as células sem sitio o, o resultado ainda ¢ dado pela curva dada na
equagao 39. O diagrama de fases para este caso toma uma forma muito mais rica em fases,
exibida na figura 9.

Desta vez, temos em maos um diagrama de fases muito mais rico devido a
maior competicao entre as interagoes dos pares de spins interagentes. Para um regime de
campo magnético intenso e interacao antiferromagnética pouco intensa, apresenta-se a
fase ferromagnética saturada (F-F), onde todos os spins estao alinhados. Com um valor de
campo magnético um pouco menos intenso e aumentando a razao em maédulo das interagoes
de troca, a competicao entre as interacoes de troca e a influéncia do campo magnético
dao lugar a uma fase ferromagnética frustrada (F-Fr), onde a maior parte dos spins estao

alinhados com o campo enquanto os spins nodais se alinham antiferromagneticamente
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quando estao sob interacao com o spin intersticial. Quando a intensidade da razao entre as
interacoes de troca é ainda maior, o alinhamento antiferromagnético entre os spins nodais

é predominante, o que da origem a fase antiferromagnetica frustrada (AF-Fr).

Figura 9 — Diagrama de fases do sistema no plano campo magnético externo H wversus a razao
entre as constantes de troca |J3|/|J1| exibindo as cinco fases possiveis: F — F, F — AF,
F — Fr, AF — AF ¢ AF — Fr. As curvas de coexisténcia sao H/|Ji| = 2|J2|/| /1],
H/|J1| = 2 £ 2|J2|/|J1|, indicando as regides onde as fases se tornam degeneradas.
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Fonte: Autor, 2022

Por outro lado, quando as interacoes de troca nao sao tao intensas, mas o campo
magnético também nao, temos duas fases: quando a interacao de troca consegue subjugar
a influéncia do campo magnético, a cadeia se torna do tipo antiferromagnética saturada
(AF-AF), onde ou os spins nodais estao alinhados antiferromagneticamente entre si (sem
o) ou em relagdo ao spin intersticial (com o), e a antiferromagnética nao saturada (F-AF),
que difere da anterior porque, sem o sitio intersticial, o alinhamento dos sitios nodais se
torna ferromagnético. Para campos magnéticos suficientemente mais altos, se torna mais
energeticamente favoravel que os spins nodais se alinhem ao campo quando nao interagem

com o spin intersticial.

2.4.2 Quantidades Termodinamicas no Estado Fundamental

As expressoes a serem apresentadas aqui foram computadas da mesma maneira
que as da segao anterior. Para evitar repeticao, nao repetiremos os passos logicos aqui e

aconselhamos, em caso de divida, uma visita a secao anterior ou aos apéndices A e B.
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2.4.2.1 Magnetizagao

Vamos comentar brevemente sobre a magnetizacao em cada fase. O caso antiferro-
antiferro apresenta duas fases cuja magnetizacao nao depende do nimero de sitios in-
tersticiais presentes na cadeia: a fase antiferromagnética saturada, em que a soma dos
momentos magnéticos de cada uma das células é nula independentemente da presenca ou
nao de sitios o e a fase ferromagnética frustrada, onde os spins nodais somam zero devido
ao alinhamento antiferromagnético sob presenca de um sitio intersticial, fazendo com que

a magnetizacao seja por toda a cadeia, como mostrado nas curvas da figura 10.

Tabela 4 — Tabela contendo a magnetizacao da cadeia para cada fase do caso antiferro-antiferro
na extrapolacao T' = 0 calculada através da equacao 41 aplicada as expressoes da
energia de uma célula unitaria exibidas na tabela 1.

Fase Magnetizacao por célula
(F-F) Ferromagnética e — 1+
Saturada FE = p

(F-AF) Antiferromag-
nética nao Saturada
(F-Fr) Ferromagnética
Frustrada

(AF-Fr) Antiferromag-
nética Frustrada
(AF-AF) Antiferromag-
nética Saturada

mpap = 1-p

mepr = 1

MAFFr = P

marar = 0

Fonte: Autor, 2022

Quando o alinhamento dos sitios nodais é antiparalelo em relagao ao sitio intersti-
cial, isto é, na fase antiferromagnética nao saturada, a contribuicao a magnetizacao de
uma célula com sitio o é nula, ou seja, conforme aumentamos a quantidade de células

deste tipo, a magnetizacao é reduzida, comportamento que nao era visto no caso anterior.

2.4.2.2  Entropia

Como ressaltamos anteriormente, cada estado fundamental possui duas configura-
coes possiveis de célula, a entropia da cadeia esta intrinsecamente relacionada ao nimero de
formas que podemos organiza-las. Exemplos de um segmento da cadeia estao apresentados
na figura 11.

Na fase ferromagnetica saturada (F-F), os spins estao alinhados em todas confi-
guragoes possiveis de célula, semelhante a fase antiferromagnética nao saturada (F-AF),
onde apenas o spin intersticial se opoe a orientagao do campo. Com isso, nao ha nenhuma
restricao em como podemos organizar as células da cadeia nestas duas fases. Para a fase
ferromagnética frustrada (F-Fr), células com sitio intersticial devem se apresentar aos

pares para conectar-se com o resto da cadeia. Por outro lado, a fase antiferromagnética
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Figura 10 — Grafico da magnetizacao por célula da cadeia m nas fases F-F, F-AF, F-Fr, AF-Fr e
AF-AF em funcao da fragdo de diluigdo p para o caso antiferro-antiferro.
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Fonte: Autor, 2022

Figura 11 — Representacgao ilustrativa das cadeias das fases F-F, F-Fr, AF-Fr, AF-AF e F-AF
para campo magnético nao nulo (H # 0).
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Fonte: Autor, 2022

saturada (AF-AF) exige que as cadeias sem o sitio intersticial se apresentem em pares.
Por fim, para a fase antiferromagnética frustrada (AF-Fr), ndo hé restricao alguma em
como organizar as células, visto que as duas configuragoes possiveis para cada célula da
cadeia nao tém problema de se conectar. Em contrapartida, para campo magnético nulo,
ha uma degenerescéncia de energia em relacao ao alinhamento do spin intersticial, pois ele
se apresentar para cima ou para baixo nao afeta a energia da célula, aumentando as formas
como a cadeia pode se organizar. Tendo isso em mente, podemos computar as expressoes
para a entropia nestas fases (ver apéndice A).

Nas curvas de transicao, mais configuracoes entre células se tornam possiveis, como
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Figura 12 — Representacao ilustrativa das combinacoes entre as configuracgoes possiveis de células
nas transigoes entre as fases: (a) ferromagnética saturada e ferromagnética frustrada,;
(b) antiferromagnética nao satura e antiferromagnética saturada; (c) ferromagné-
tica frustrada e antiferromagnética frustrada; (d) ferromagnética nao saturada e
antiferromagnética frustrada ou antiferromagnética saturada e antiferromagnética
frustrada; (e) antiferromagnética nao saturada e ferromagnética frustrada.

$i i; — ‘Z&IZ£$
P ——
A A,

(a) Combinagdes possiveis (b) Combinagoes possiveis (c¢) Combinagoes possiveis
para a transicao para a transicao para a transicao
(F-F)-(F-Fr). (F-AF)-(AF-AF). (F-Fr)-(AF-Fr).

o R
A A

\ d

(d) Combinagoes possiveis F F

para a transicao (e) Combinagdes possiveis para
(AF-F)-(AF-Fr) e a transigio
(AF-AF)-(AF-Fr). (F-AF)-(F-Fr).

Fonte: Autor, 2022

ilustrado na figura 7. Para formar a cadeia, algumas células sao restringidas a aparecerem
apenas em duplas e até trios. Consequentemente, o nimero de maneiras que podemos
montar a cadeia é afetado de maneiras diferentes pela diluicao no sistema. Todas expressoes
calculadas estao presentes na tabela 5 e o grafico das curvas na figura 13.

Assim como na secao anterior, podemos ver que onde nao ha restricao sobre as
células com ou sem um sitio intersticial, como nas fases F-F, F-AF e AF-Fr, o comporta-
mento da entropia traduz a simetria sob a troca na quantidade destas células. Por outro
lado, na fase ferromagnética frustrada (F-Fr), a simetria é quebrada devido a forma como
o0s sitios com o sempre se apresentam aos pares, reduzindo consideravelmente o nimero
de estados acessiveis para a cadeia, que é oposto ao caso da antiferomagnética saturada
(AF-AF), fazendo com que a curva penda para um lado. Enfim, na degenerescéncia quando
a fase antiferromagnética frustrada (AF-Fr) estd em campo nulo faz com que a entropia
seja maior em relacao a qualquer outra regiao do diagrama de fases para uma grande
regiao de valores para p.

Para as transicoes, a presenca de trios e miltiplas duplas faz com que curvas que

se comportam de maneira semelhante para p = 0 e p = 1 divirjam para p intermediario,
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Figura 13 — Gréfico da entropia por célula da cadeia S/kpN em fungao da fragao de diluigao p
do caso antiferro-antiferro (a) nas fases no estado fundamental e (b) nas curvas de

transicao.
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Fonte: Autor, 2022

reiterando a influéncia de p para cada caso. As mudancas na entropia por fase para cada

uma dessas curvas mostram como efeitos da fragao de diluicao sao expressivos.

2.5 Consideracoes Finais sobre a Entropia em T = 0

Devido a relacao entre a variacao da entropia com o efeito magnetocaldrico, o
comportamento da entropia em funcao da diluigao p se torna a parte crucial do nosso
estudo. O nosso modelo apresenta, nos casos em que ha frustracao magnética, multiplas
fases que dependem intrinsecamente do valor do campo magnético aplicado (ver figuras 4
e 9). Dito isso, temos transigoes entre estas fases induzidas pelo campo magnético, algo
facilmente controlado em laboratério. Além disso, temos uma fracao de diluicao que, apesar
de nao afetar o nosso diagrama de fases, afeta a estrutura da cadeia e, consequentemente,
a entropia.

Em particular, a juncao destas duas caracteristicas do modelo faz com que uma
degenerescéncia apareca em H = 0 na fase antiferromagnética frustrada (AF-Fr), com
uma entropia que nao vai a zero nem quando p = 1, diferente das demais fases. Esta
caracteristica se torna interessante e frutifera porque ha uma grande variacao na entropia
para uma baixa magnitude do campo magnético aplicado, que é um requisito para a
possibilidade de utilizar o efeito magnetocaldrico para refrigeracao no dia a dia.

O entendimento em torno da entropia de cada regime do modelo e de como é

que a cadeia pode se organizar no limite em que a temperatura é nula é imprescindivel
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Tabela 5 — Tabela contendo as expressoes para a entropia por célula da cadeia para cada fase
do caso antiferro-antiferro na extrapolacao T = 0. Aqui, ¢ e r dependem do valor
da fracao de diluicao p e estao relacionadas a fragao da cadeia que se apresenta em

duplas ou em trios.

Fase

S/kpN

(F—F), (F—AF)
(§] (AF—FT)H?&Q

plin(1 —p) —In(p)] — In(1 - p)

(1 + p)in(1 +p) — (1 — p)ln(1 — p)] — pin(2p)

(AF — AF)
F—Fr In[(2 — p)?~P] — pln[p] — In[2(1 — p)]*P
(AF — Fr)p_g p[in(1 - p) — in(p) + In(2))] = In(1 - p)

(F - F)— (F - Fr)

(1—=¢q)in(1 —q) — glng — (1 — p)in(1 — p)
—(p —2q)In(p — 2q)

(AF — F) — (AF — Fr)

(I+p—q)n[l+p—q]'? = (p— @n[2(p — q)]
—qglng — (L =p)in(1 —p) — (1 —p+ q)In[l — p + ¢]"*

(F — Fr)— (AF — Fr)

2-p—q)n2—p—q]'? = (p+ q)ln[2(p + ¢)]
—qlng — plnp — (1 —p — q)In[2(1 — p — q)]

(F— AF) — (AF — AF)

(1 —=r—=2¢)In(1 —r —2q) — rinr — glng
(P —q)np—q) —[1—p—=2(r+q)|in[l —p—2(r +¢)]

(F — AF) — (F — Fr)

(1 =7 —2q)In(l —r —2q) — rinr — glng
(1 —p)in(l —p) — (p—2r —3q)In(p — 2r — 3q)

Fonte: Autor, 2022

para o entendimento do proximo capitulo, que tratara das quantidades de interesse em

temperatura finita através de uma andlise termodinamica do modelo.
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3 ESTUDO DAS QUANTIDADES TERMODINAMICAS

Neste capitulo, queremos conectar o nosso modelo com a termodinamica através
do formalismo da mecanica estatistica. Para isso, vamos escrever a grande funcao de
particao canonica, que atende as nossas necessidades devido a variagao no nimero de
constituintes do nosso sistema. Posteriormente, vamos escolher uma regiao do diagrama de
fases de cada caso para comparar o comportamento das quantidades termodinamicas para
diferentes temperaturas com os resultados calculados analiticamente no capitulo anterior.
Este capitulo também pavimenta o caminho para o estudo do efeito magnetocalérico na
cadeia, pois nos permite, com os resultados a serem calculados, calcular as quantidades de

interesse, a variagao na entropia e as taxas de desmagnetizagao adiabatica.

3.1 A Grande Funcao de Particao Canonica

A fim de extrair as quantidades termodinamicas que serao discutidas nas préximas

secoes, nds precisamos escrever a funcao de particao grande canonica do modelo, isto é,

== YN con {51}, 51

{S}{o} {8}

onde introduzimos 3 = (kgT)~!, sendo kp a constante de Boltzmann e a temperatura
absoluta 7. Aqui, a soma ), (X} ¢é tomada em todas as configuracoes da quantidade X
pela cadeia. Nosso objetivo é utilizar a técnica de matriz transferéncia para escreve-la.

Introduzindo H =}, H;, onde o hamiltoniano por célula é dado por

Hi = —J1(Si + Siv1)oiti — J25:Si1
1 (52)
-H 5 (Sz + Si+1> + O'iti — ,U,ti,

e tomamos as substituicoes K; = 5.J;, 1 = 1,2, e L = fH, que tornam a equacao 51 em:

= ZZZZH&U}){Kl(S@ + Si+1)0'itz'

{S} {o} {t} =1 (53)
1
+ K35;Siv1 + L [é(sz + Sit1 +oiti) + 5#751]}7

a partir da qual realizamos facilmente as somas sobre a variavel ¢; = {0,1},

E= ZZH {1+ exp [Ki(Si + Siy1)oi + Loi) + Bul}
S o i=1 (54)

1
xexp {K2Si5i+1 + éL(Si + Si+1)} :
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e sobre a variavel de spin intersticial o = +1, reduzindo a expressao & uma soma de estados

apenas sobre os spins nodais, que podemos usar para definir uma matriz 7"

== ZH<Si’T’Si+1>7 (55)

{s} ¢

onde os elementos matriciais sao dados por:

<S7,| T |S¢+1> = {1 + 2ucosh [Kl (Sz + Si+1) + L]}

1 (56)
XEexp K2SZ'SZ'+1 + §L (Sz + SiJrl) )

com v = exp {fu} sendo a fugacidade. A partir desta, podemos aplicar a identidade de
completeza I = . |S;)(S;+1| para relacionar a funcao de partigdo grande canénica com o
trago da N-ésima poténcia da matriz transferéncia T (BAXTER, 1982; MATTIS, 1993),

onde N é o nimero de células na cadeia:
(57)

contendo A, e A_, autovalores de T, com A, > A_. No limite termodinamico (N » 1), a
fungdo de partiao grande candnica se torna = = AY. Os autovalores da matriz transferéncia
sao dados por:

A — % [0+ o) = la— o + 47 (58)

onde a = (+1|T|+1),b ={(+1|T|-1)ec ={(-1|T|—-1). Com a fungao de parti¢ao escrita,
podemos retirar todas as quantidades termodinamicas do modelo para uma temperatura
finita. Entretanto, nosso modelo é dependente dos parametros (Ji,J2, H, j1), mas nosso
proposito é estudar também a dependéncia em p. Com isso, antes de prosseguir para a

analise termodinamica, ainda se faz necessario trabalhar em cima deste problema.

3.2 A Fragao Média de Sitios Diluidos

Devido ao nosso propodsito com o modelo, é necessario que a quantidade que
contém a informacao sobre o niimero de sitios o presente na cadeia esteja bem definida,
principalmente para as andlises subsequentes. Entretanto, como mencionado na segao
anterior, o nosso modelo depende inteiramente das quantidades (Ji,.Jo, H, 1), mas nosso
interesse é que o conjunto de quantidades seja (Ji,Jo, H, p). Para isso, devemos criar um
vinculo com p que nossas quantidades vao respeitar para quaisquer valores de entrada
escolhidos.

Logo, vamos recorrer ao formalismo da mecanica estatistica de Boltzmann (REIF,
1985) para escrever a fragdo média de sitios diluidos o presente na cadeia, que denotamos

por p; esta quantidade é uma quantidade extensiva relacionada com o potencial quimico u,
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entao podemos retirar a quantidade média de sitios intersticiais através de:

1 0 _
P=®O= N amn™=
1 0
Ay o(Bp)
v 0

:A__;,_% +5

(59)

onde colocamos as expressoes em termos da fugacidade para tornar o vinculo mais pratico:
ou seja, podemos retirar o v correspondente ao valor de p de interesse se resolvermos a

equacao
v 0N,

A, ov’

para v através de métodos numéricos. Para todas as analises subsequentes, utilizamos o

p (60)

método de Newton-Raphson. Agora, podemos estudar as propriedades termodinamicas
trazidas pela diluicao em ¢ mais facilmente, assim como observar os efeitos da estrutura

da cadeia discutida no capitulo anterior para temperatura finita.

3.3 Conexao com a Termodinamica

Queremos retirar as propriedades termodinamicas do modelo. Sendo U = U(S,V,N)
a energia interna do sistema, cuja dependéncia estd na entropia S, no volume V' e no nu-
mero de particulas N. Querendo substituir a dependéncia na entropia S pela dependéncia
em 7', usamos a transformacao de Legendre. No nosso sistema, a dependéncia inclui o

campo magnético: U = U(S,N,H). Logo, na forma diferencial,
dU =TdS + udN — MdH, (61)
e procuramos uma quantidade F que dependa de T em vez de S. Assim,

dF = dU — TdS — SdT
= TdS + pdN — MdH — TdS — SdT (62)
— udN — MdH — SdT,

onde F ¢é chamada de energia livre de Helmholtz, u é o potencial quimico e M é a

magnetizacao. Podemos concluir que
F=U-TS (63)

e podemos retirar as quantidades termodinamicas através das derivadas deste potencial

termodinamico. A magnetizacao M é calculada a partir da derivada no campo magnético

externo H:
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e a entropia é calculada através de

que sao as quantidades de maior interesse no estudo do nosso modelo.
A grande funcao de particao se relaciona com estas quantidades da seguinte

maneira:

E(H,Tp) = exp{-B[F - uN]}
= B[F — uN] = —In=
= F — uN = —kgTIn=
= F = uN — kgTInZ,

onde N ¢é o numero médio de sitios o presentes. Para colocar as quantidades em termos

mais praticos para nossos objetivos, usamos as relacoes

v = et
(66)
= u = kgTlnv
e podemos expressar, pela definicao de p,
N = pN, (67)
0 que nos permite escrever a energia livre de Helmholtz como
F
N pT'lnv — TinAL, (68)

que é a principal expressao para que as quantidades termodinamicas sejam extraidas. As
quantidades termodinamicas podem ser facilmente calculadas analiticamente em termos
de primeiras e segundas derivadas da equacao 68. Para o nosso modelo, as quantidades
de interesse sao: a entropia e a magnetizagao, cujo calculo se dé pelas equacoes 65, 2 e 4,
respectivamente; além disso, podemos computar também variacao da entropia, dada pela
equacao
T M 0S\(H, T
ASy) = L (—(;H )>TdH
= S(Hy, T) — S(H,T).

(69)

Nas proximas duas secoes, vamos discutir separadamente o comportamento da
magnetizacao e da entropia para os dois casos apresentados no capitulo anterior (interagoes
de troca ferro-antiferro e antiferro-antiferro). Vamos entender a dependéncia destas quanti-
dades com a temperatura e com o campo magnético, dando foco no comportamento destas
quantidades na transicao para variados valores de dilui¢ao p, comparado os resultados com

temperatura finita aos resultados do modelo em T = 0.
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3.4 Caso Ferro-Antiferro

No caso ferro-antiferro, temos o seguinte regime para as interacoes de troca: J; >
0 e Jo <0, resultando num sistema com trés fases predominantes, dependendo do valor do
campo magnético externo aplicado através de H/|.J1| e da razao |.J3|/|.J1|, como apresentado
na figura 4. Vimos que as fases apresentadas sao (ver tabela 1): (a) ferromagnética saturada
(F-F); (b) ferromagnética nao saturada (AF-F); (c) antiferromagnética frustrada (AF-Fr),
esta apresentando degenerescéncia em H = (0. Para prosseguir a nossa analise, vamos
selecionar os valores de diluicao p = 0.2, 0.4, 0.8 assim como valores de interacao de troca
que satisfagam |J5|/|J1| = 1.5, que passa por todas as transi¢oes apresentadas no diagrama

de fases do sistema.

3.4.1 Magnetizacao

Percorrendo a regiao escolhida no diagrama de fases (figura 4), |J5|/|J1] = 1.5,
podemos ver na figura 14 a presenca de duas transicoes induzidas pelo campo magnético,
denotadas pelos dois pontos destacados onde as curvas se cruzam. As curvas coloridas
sao os valores calculados no estado fundamental seguindo as expressoes apresentadas no
capitulo anterior, em 7" = 0. Para temperatura finita, este comportamento descontinuo da
magnetizagao é substituido por curvas suaves, visto que as flutuagoes térmicas atenuam os
efeitos que definem estas fases. Além disso, como esperado, nosso modelo nao apresenta
transicao de fase para temperatura finita, entao nao ha magnetizacao espontanea em
H = 0 e todas as curvas convergem para zero para campo nulo.

Observe que para um dado valor de fracao de diluicao p, a partir de H = 0,
quando o campo ¢ aplicado, os spins nodais de células com sitios intersticiais tendem a se
alinhar com o campo. Contudo, o estado AF — Fr permanece estavel até um valor critico
do campo, acima do qual ha uma transicao para o estado AF — F. Tal estado persiste
até que valores maiores de campo externo induzam o alinhamento dos sitios nodais em
células que nao tém sitios diluidos. Os valores de campo critico podem ser encontrados
através das equagoes 35 e 39. Para estes parametros, assumem-se os valores He/|J;| =
1.0 e 3.0, respectivamente. Para temperatura finita, este comportamento descontinuo da
magnetizacao é substituido por curvas suaves, devido as flutuagoes térmicas. Além disso,
nao ha magnetizacao espontanea em H = 0 e todas as curvas convergem para zero para
campo nulo.

Para H/|J;| < 1.0, estamos na fase antiferromagnética frustrada (AF-Fr), onde os
spins nodais estao sob um alinhamento antiferromagnético em todas células que compoem
a fase, fazendo com que a magnetizagao dependa exclusivamente dos spins intersticiais
presentes na cadeia, visto que as contribuicoes dos nodais se cancelam. Nesta fase, os
valores da magnetizacao para as fracoes de diluigao escolhidas, p = 0.2, 0.4 ¢ 0.8, sao m =

0.2, 0.4, 0.8, de onde vemos o aumento da magnetizacao acompanhando o aumento de p
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Figura 14 — Curvas isotérmicas da magnetizagao m por célula extraidas do cédlculo exato em
kT = 0.0 (ver equagao 41) e por derivada exata da energia livre em kgT'/|J1| =
0.05, 0.1, 0.2, 0.4 com constantes de troca satisfazendo |Ja|/|J1| = 0.5 e fragoes de
diluigao iguais a (a) p = 0.2, (b) p = 0.4 e (c) p = 0.8.
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Fonte: Autor, 2022

de 1 para 1.

Para 3.0 > H/|J;| > 1.0, temos um regime ferromagnético nao saturado (AF-
F). Nesta fase, os spins nodais tém a interagdo de troca ferromagnética com o spin
intersticial forte o suficiente para fazé-los se alinhar, adicionando mais uma contribuicao
ao valor da magnetizacao. Sem a presenca do campo magnético, eles continuam alinhados
antiferromagneticamente, nao contribuindo com o valor da magnetizacao. Nesta fase, os
valores da magnetizagao para as fracoes de diluicao escolhidas, p = 0.2, 0.4 ¢ 0.8, sao m =
0.4, 0.8, 1.4, de onde vemos o aumento da magnetizacao no dobro da fracao de diluicao p,
devido aos spins agora alinhados.

Por fim, para H/|J1| > 3.0, temos a fase ferromagnética saturada (F-F), a estrutura
é simples e todos os spins estao alinhados com o campo magnético em todas as células. A
presenca do spin ¢ apenas adiciona a magnetizagao dos spins nodais: para as fragoes de
diluicao escolhidas, p = 0.2, 0.4 e 0.8, os valores da magnetizacao sao m = 1.2, 1.4, 1.8.

Os valores de campo critico podem ser encontrados através das equagoes 35 e
39. Para estes parametros, assumem-se os valores Hc/|.J;| = 1.0 e 3.0. Podemos também
encontrar o valor da magnetizacao nos campos criticos.

Portanto, conseguimos ver como a fragao de diluicao p tem grande influéncia
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na magnetizacao da cadeia. Além disso, conseguimos notar que os estados fundamentais
tém influéncia no comportamento da magnetizacao, esta sendo atenuada pelos efeitos do
aumento da temperatura. De imediato, podemos notar a diferenca na intensidade dos
picos conforme p varia, cujo papel é crucial no efeito magnetocalérico, a ser discutido no

préximo capitulo.

3.4.2 Entropia

Con o intuito de melhor compreender o comportamento termodinamico do modelo,
vamos analisar a dependéncia da entropia com o campo externo para diferentes valores de
temperatura e trés valores da fracao de diluigao (ver figura 15). Aqui, como na analise da
magnetizacao, consideramos |J5|/|J;| = 1.5. As linhas coloridas destacam os valores da
entropia em cada uma das fases fundamentais.

Em linhas gerais o que podemos observar é que ha uma maior variacao da entropia
nas vizinhancas dos campos criticos. Por outro lado, como ja era esperado, as flutuagoes
térmicas tendem a suavizar esses picos a medida que a temperatura aumenta. Além disso,
nota uma nitida influéncia na amplitude da entropia nas transicoes com a variacao da
fracao de diluicao, reflexo do processo de reorganizacao dos spins nas transicoes de fase.
De fato, note que para p = 0.2, a amplitude da entropia no primeiro pico (transicaio AF-Fr
— AF-F) é maior do que no segundo pico (transicao AF-F — F-F). Tal situacao vai se

invertendo gradualmente a medida que a fracao de diluicao aumenta.

Para campos muito préximos de H/|.J;| = 0, a fase antiferromagnética frustrada
(AF-Fr) nos fornece uma considerédvel varia¢ao no valor da entropia, devido a degeneres-
céncia no spin intersticial na auséncia de campo magnético externo aplicado. Este valor,
como esperado, aumenta conforme aumentamos o nimero de sitios o na cadeia.

Em intervalos onde a intensidade do campo magnético satisfaz 0 < H/|J;| <
1.0 e H/|J1] > 3.0, estamos nas fases antiferromagnética frustrada (AF-Fr) e ferromag-
nética saturada (F-F), respectivamente; ambas se organizam da mesma forma, podendo
combinar as células (com ou sem diluigdo) sem restrigoes. Apesar desta semelhanga, o
comportamento da entropia para temperatura finita destas fases difere consideravelmente
devido ao comportamento da cadeia nos campos criticos. Para temperatura nula, o valor
da entropia é de S/kgN| = 0.500, 0.673 e 0.500 para as fragoes de diluicao p = 0.2, 0.4,
0.8, respectivamente.

Para campos magnéticos intermedidrios, 1.0 < H/|J;| < 3.0, estamos na fase
antiferromagnética nao saturada (AF-F), que exige que células sem sitio o apresentem-se
aos pares. Esta restricao reduz o nimero de estados possiveis para a cadeia, estando sempre
abaixo do valor da entropia das demais fases para o mesmo valor de diluicao. Além disso,
seus maiores valores quando a cadeia esta preenchida com células possuindo o spin o em
menos do que a metade, visto que diminuir a quantidade de células sem ¢ significa também

reduzir a quantidade de combinagoes possiveis a partir de certo ponto. Para p = 0.2, 0.4,
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Figura 15 — Curvas isotérmicas da entropia por célula S/kpN| extraidas do célculo exato em
kT = 0.0 e por derivada exata da energia livre em kgT/|J;| = 0.05, 0.1, 0.2, 0.4
(de baixo para cima) com constantes de troca |J2|/|J1| = 1.5 e fragoes de diluigao
iguais a (a) p =0.2, (b) p=0.4e (c) p=0.8.
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0.8, seus valores sao S/kgN = 0.382, 0.478 e 0.3139, respectivamente.
Vale salientar que todos os valores de entropia, em kg7 = 0, em cada uma das

fases e também nas linhas de transicao sao calculados de forma analitica.

3.5 Caso Antiferro-Antiferro

No caso antiferro-antiferro, temos o seguinte regime para as interacoes de troca:
J1 < 0e Jy <0, resultando num sistema com cinco fases predominantes, um cenario mais
rico do que o caso anterior, dependendo do valor do campo magnético externo aplicado
através de H/|J;| e da razao |Jo|/|J1|, como apresentado na figura 9. Vimos que as fases
apresentadas sao (ver tabela 1): (a) ferromagnética saturada (F-F); (b) antiferromagnética
nao saturada (F-AF); (c) ferromagnética frustrada; (d) antiferromagnética saturada (AF-
AF); e a antiferromagnética frustrada (AF-Fr), esta apresentando degenerescéncia em H
= 0. Para prosseguir a nossa analise, vamos selecionar os valores de diluigao p = 0.2, 0.4,
0.8, assim como valores de interagao de troca que satisfacam |Ja|/|J1| = 0.25, que passa

por quatro das fases apresentadas no diagrama de fases do sistema.
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3.5.1 Magnetizagao

Para a andlise do processo de magnetizacao, vamos percorrer o diagrama de fases
(figura 9) para |Jo|/|Ji| = 0.25, onde se observa a presenca de trés transi¢oes induzidas
pelo campo magnético. A figura 16 mostra a dependéncia da magnetizagdo com o campo
magnético para diferentes valores de temperatura e os mesmos valores de fragao de diluigao
analisados no caso anterior. Os pontos coloridos destacam os campos criticos e as linhas
coloridas denotam os valores da magnetizacao em cada fase magnética. Os valores de
campo critico podem ser encontrados através das equacoes 35, 48 e 50. Para os parametros

utilizados, assumem-se os valores Hc/|J;| = 0.5, 1.5 e 2.5.

Figura 16 — Curvas isotérmicas da magnetizacao por célula extraidas do calculo exato em kg1 =
0.0 (ver equagao 41) e por derivada exata da energia livre em kgT'/|J1| = 0.05, 0.1,
0.2, 0.4 (de baixo para cima) com constantes de troca satisfazendo |Ja|/|J1| = 0.25 e
fragoes de diluigao iguais a (a) p = 0.2, (b) p = 0.4 e (c) p = 0.8.
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Para H/|J;| < 0.5, estamos na fase antiferromagnética saturada (AF-AF), onde os
spins nodais estao sob um alinhamento antiferromagnético com o spin intersticial quando
este esta presente e antiparalelos quando nao. Como todas células tém uma soma de spin
igual a 0, a magnetizagao é nula independentemente do valor de p, como podemos ver
nos trés graficos. Um comportamento independente de p ocorre também para a regiao 2.5
H/|Ji| < 1.5, que esta na fase ferromagnética frustrada (F-Fr), onde as células com sitio o

tém spins nodais alinhados ferromagneticamente enquanto as células sem tém os sitios
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nodais alinhados antiferromagneticamente, mas com o spin intersticial alinhado ao campo.
Com isso, todas células desta fase somam spin igual a 1.

Das duas fases cuja dependéncia em p da magnetizagao é relevante, a primeira se
dé na regiao 0.5 < H/|J;| < 1.5. A fase nesta regiao é a antiferromagnética nao saturada
(F-AF), onde as células sem ¢ tém spins nodais alinhados ferromagneticamente enquanto
as células sem ¢ tém alinhamento que faz com que o spin total da célula some 0. Com isso,
a magnetizacao depende estritamente da fracao de sitios o na cadeia, diminuindo caso
aumentemos p. Para p = 0.2, 0.4 e 0.8, neste caso, os valores da magnetizacao por célula é
m = 0.8, 0.6, 0.2.

Por outro lado, a segunda se da na regiao H/|J;| > 2.5, que corresponde a fase
ferromagnética saturada (F-F), cuja estrutura é simples: todas células possuem todos os
spins que as constituem alinhados com o campo magnético. A presenca do spin ¢ apenas
adiciona a magnetizacao dos spins nodais: para as fracoes de diluicao escolhidas, p = 0.2,
0.4 e 0.8, os valores da magnetizacao sao m = 1.2, 1.4, 1.8.

Como no caso anterior, devido aos efeitos das flutuacoes térmicas, os platos na

magnetizagao vao gradativamente desaparecendo & medida que a temperatura cresce.

3.5.2 Entropia

Na figura 17 temos uma analise da dependéncia da entropia com o campo externo
para os mesmos parametros de fracao de diluicao e diferentes valores de temperatura.
Aqui, novamente, consideramos o regime de constantes de troca |J5|/|J;| = 0.25. Podemos
observar trés picos principais relacionados com as transicoes de fase em campos criticos.
Nesta escolha de parametros, nao temos degenerescéncia para H/|.J;| = 0, diferindo do que
foi escolhido no caso anterior. Vamos discutir brevemente o valor da entropia e a relacao
de seu comportamento com cada fase.

Nos regimes para campo magnético 0.0 < H/|J;| < 0.5,0.5 < H/|J;| < 1.5e H/|.J1|
> 2.5, temos as fases antiferromagnética saturada (AF-AF), antiferromagnética (F-AF) e
ferromagnética saturada (F-F), respectivamente. Todas estas nao tém quaisquer restrigoes
em relagao a como podemos organizar a cadeia com suas células, entao sua entropia para
temperaturas baixas é bem similar, assumindo valores iguais para temperatura nula: S/kg N
= (0.382, 0.478 e 0.3139 para as fracoes de diluicao p = 0.2, 0.4 e 0.8, respectivamente.
Novamente, elas diferem em temperaturas finitas justamente pelo comportamento em
torno dos campos criticos.

Em particular, a regidao H/|J;| > 2.5, que corresponde a fase ferromagnética
frustrada (F-Fr), temos a seguinte restri¢ao nas células com sitio intersticial: elas devem se
apresentar em pares. Assim, a presenca do spin ¢ diminui consideravelmente o nimero de
estados acessiveis a cadeia, fazendo com que a entropia desta fase seja consideravelmente
menor em relacao as demais, relagao que pode ser vista inclusive em temperatura finita

suficientemente baixa.
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Figura 17 — Curvas isotérmicas da entropia por célula extraidas do célculo exato em kT = 0.0 e
por derivada exata da energia livre em kgT'/|Ji| = 0.05, 0.1, 0.2, 0.4 com constantes
de troca satisfazendo |J2|/|J1| = 0.25 e fragoes de diluigao iguais a (a) p = 0.2, (b) p
=04e(c)p=038.
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Conhecendo como se apresenta a entropia e a magnetizacao em cada conjunto de
parametros, vemos que ha diferencas consideraveis em seus comportamentos mesmo em
temperatura finita, onde os efeitos da descontinuidade da transicao de fase presente em
temperatura nula sao atenuados. Dito isso, podemos prosseguir para o estudo da variagao

da entropia e o efeito magnetocalérico associado ao nosso modelo.

3.6 Efeito Magnetocaldrico

O efeito magnetocalérico tem o seu alicerce na variacao da entropia magnética
com o campo magnético. No capitulo anterior, investigamos os efeitos da competicao entre
interacoes de troca em dois casos, verificando que a cadeia estudada pode se apresentar em
diversas fases, cujas transi¢oes podem ser induzidas pelo campo magnético com seus efeitos
perdurando mesmo em temperatura finita. Ou seja, a variagao da entropia magnética do
sistema indica a presenca do efeito magnetocaldrico, que esta relacionada com a capacidade
de refrigeracao magnética de sistemas de spins unidimensionais que nos propusemos a
discutir.

Nas proximas se¢oes, vamos investigar a variagao da entropia nos casos ja estudados,

priorizando as faixas de de constante de troca e fracoes de diluicoes utilizadas nas se¢oes
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anteriores. Além disso, vamos discutir brevemente o contraste que o efeito da dilui¢ao nos

da em relacao aos limites p — 0 e p — 1.

3.6.1 Caso Ferro-Antiferro

No caso ferro-antiferro, onde assumimos |.J;|/|J;| = 1.5, variando o campo magné-
tico a partir do campo nulo, passamos pelas fases antiferromagnética frustrada (AF—Fr)y—o
com degenerescéncia no spin intersticial, fase antiferromagnética frustrada (AF — F'r) o,
fase ferromagnética nao saturada (AF-F) e a fase ferromagnética saturada (F-F). Em
funcao dos valores do campo magnético, esperamos encontrar expressivas variagoes na
entropia em torno dos campos criticos onde ha mudanca na estrutura magnética da cadeia:
H/|Ji| = 0.0, 1.0 e 3.0.

Podemos observar o comportamento da entropia magnética com clareza ao nos
concentrarmos no plano da temperatura da cadeia kgT'/|J;| versus do campo magnético
H/|Ji|, que apresentam as curvas de desmagnetizacao adiabdtica, ao longo das quais a
entropia da cadeia é constante. Na figura 18, exibimos as curvas de isoentropia para p
= 0.2 e p = 0.8. Aqui, quanto mais intensa a cor, maior a amplitude da entropia na
regiao. O quadro na direita dos graficos representa as cores e os intervalos de valores para
a entropia que aquelas cores representam. Nas regioes onde as curvas se aglutinam, ha
maior densidade de curvas e intensidades de cor e, portanto, maior variagao de entropia e
acentuado efeito magnetocaldrico.

Observe que para ambos os valores de p, a maior variagao na temperatura adiaba-
tica ocorre nas vizinhancgas dos campo criticos, como ja era previsto. Ou seja, a maior taxa
de resfriamento é obtida no limite superior do campo critico ao passo que se diminuirmos o
campo a partir do valor citico teremos o maior aquecimento. Esse duplo comportamento nas
proximidades do campo critico pode favorecer o uso de materiais com esse comportamento
como substancias magnético ativas.

Para uma fragao p = 0.2 da cadeia preenchida por células com sitios o (ver figura
18 (a)), hd maior variagdo em torno do campo critico H/|J;| = 3.0, que marca a transigao
entre as fases ferromagnética nao saturada (AF-F) e a fase ferromagnética saturada (F-F).
Aqui, as curvas que atingem kg1 = 0 sao as englobadas pelos valores da entropia no
estado fundamental, cujo limite superior é justamente a entropia na transicao S/kgN ~
0.832. Além disso, podemos ver que ha uma pequena variagdo na entropia sob campo nulo,
devido a degenerescéncia da fase antiferromagnética frustrada.

Vimos anteriormente (ver figura 8) que o valor da fragao de diluigdo pode aumentar
a entropia para campo nulo da cadeia. Os efeitos da diluigao sao melhor observados se
compararmos o grafico de fragdo p = 0.2 com o de fracdo p = 0.8 (ver figura 18 (b)).
Para esta fracao de sitios intersticiais na cadeia, vemos, entretanto, que a regiao de
campo nulo H/|J;| = 0.0 concentra bastante as curvas de desmagnetizagao adiabética,

em contraste com a fracao anterior, refletindo os efeitos do aumento na entropia causado
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Figura 18 — Curvas de desmagnetizacao adiabética no plano da temperatura kgT'/|J1| versus o
campo magnético externo aplicado H/|.J;| para interagoes de troca |Ja|/|J1| = 1.50
e fragao de diluigao (a) p = 0.2 e (b) p = 0.8.
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pela degenerescéncia, mostrando que a diluicado em conjunto com a frustracao podem
beneficiar o efeito magnetocalérico no modelo em regioes de campo magnético baixo, o
que ¢ vantajoso para aplicagoes devido aos custos para atingir campos magnéticos de alta
intensidade.

Motivados por este comportamento em campos magnéticos baixos, podemos
monitorar a variacao da entropia AS = S(H) — S(H = 0) em fungao da fragao de diluigao
p em uma temperatura constante kg7'/|J;| = 0.1, como no gréfico mostrado na figura
19. Para campos relativamente baixos, ja temos um expressivo aumento na variacao da
entropia para valores nao nulos de p. Por outro lado, para valores pequenos p = 0, na
vizinhanga do segundo ponto critico H/|J;| = 3.0, ¢é possivel observar a presenga de um
efeito magnetocaldrico inverso, que desaparece para valores maiores de p.

Para o limite p — 0.0, a cadeia representa um antiferromagneto, enquanto para
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Figura 19 — Variacao na entropia magnética da cadeia no caso de interagoes de troca |.J2|/|J1]
= 1.5 partindo da fase antiferromagnética frustrada em H/|J;| = 0 até um campo
magnético H/|J;| com temperatura kgT'/|J1| = 0.1 para diversos valores de fracao
de dilui¢ao p = {0.0,0.2,0.4,0.8,1.0}.
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Fonte: Autor, 2022

o limite p — 1.0 a cadeia é uma cadeia triangular com competicao entre as interagoes
de troca. Ambos casos estao na figura como linhas tracejadas. Como limites do sistema,
nos campos magnéticos H/|J;| = 1.0 e H/|J;| = 3.0, os valores da variagao da entropia
atuam como um limite superior e inferior para a variagao da entropia de cadeias com
fracoes de diluigao intermediarias. A grande diferenga acontece na fase ferromagnética nao
saturada (F-F), que mencionamos anteriormente que a entropia é menor que as demais.
Esta caracteristica trazida pela fragao de diluicao faz com que, para algumas fracoes de
diluicao, a variacao na entropia supere os casos limites para determinadas variacoes de
campo magnético.

E claro, estes efeitos s6 podem ser observados em temperaturas que estejam na
ordem de |J;|/kp, que dita a escala de nossa analise. Para valores em ordens muito maiores,

os efeitos das diferentes fases sao mitigados pelas flutuacoes térmicas.

3.6.2 Caso Antiferro-Antiferro

No caso antiferro-antiferro, assumindo um valor de interagao de troca |Ja|/| /]
= (.25, variando o campo magnético a partir do campo nulo, passamos pelas: fase an-
tiferromagnética saturada (AF-AF), fase antiferromagnética nao saturada (F-AF), fase
ferromagnética frustrada (F-Fr) e a fase ferromagnética saturada (F-F). Em funcao dos
valores do campo magnético, esperamos encontrar as maiores variagoes na entropia em
torno dos campos criticos onde hd mudanga na estrutura magnética da cadeia: H/|J;| =
0.5, 1.5 e 2.5.

Ao nos voltarmos ao plano da temperatura da cadeia kgT'/|.J;| versus do campo

magnético H/|.J1|, vemos novamente a aglutinagdo de curvas das curvas em torno dos
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Figura 20 — Curvas de desmagnetizacao adiabética no plano da temperatura kgT'/|Ji| versus o
campo magnético externo aplicado H/|.J;| para interagoes de troca |Ja|/|J1| = 0.25
e fragao de diluigao (a) p = 0.2 e (b) p = 0.8.
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campos criticos (ver 20). Note a diferenga agora de ndo termos uma mudanga na estrutura
magnética da cadeia de campo magnético nulo para um finito: nao ha multiplas curvas
atingindo kgT = 0 para campos pouco intensos, visto que a fase antiferromagnética
saturada nao apresenta nenhuma mudanga drastica na configuracao magnética de H = 0
para campos finitos.

Para uma fragao p = 0.2 da cadeia preenchida por células com sitios o (ver figura
20 (a)), ha maior variagdo em torno do campo critico H/|.J;| = 0.5, que marca a transi¢ao
entre as fases antiferromagnética saturada (AF-F) e a fase ferromagnética frustrada (F-F).

Para notarmos os efeitos da dilui¢ao, comparamos o grafico de fracao p = 0.2 com
o de fracdo p = 0.8 (ver figura 20 (b)). Para esta fracao de sitios intersticiais na cadeia,
vemos, entretanto, que a regiao de campo nulo H/|J;| = 1.5 agora que retém as maiores

variagoes na entropia. Entretanto, regioes de campo alto nao sao tao interessantes para o
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efeito magnetocaldrico utilizado para refrigeracao magnética devido ao custo de manter
campos magnéticos intensos.

Para avaliar o efeito magnetocaldrico em termos das fragoes de diluicao, podemos
monitorar a variagao da entropia AS = S(H)—S(H = 0) em fungao da fragao de dilui¢ao p
da cadeia numa variagao de campos magnético com valor inicial de H = 0, como no gréfico
mostrado na figura 21. Para o limite p — 0.0, a cadeia representa um antiferromagneto,
enquanto para o limite p — 1.0 a cadeia ¢ uma cadeia triangular com competicao entre
todas as interagoes de troca entre todos spins. Ambos casos estao na figura como linhas
tracejadas. Como limites do sistema, nos campos magnéticos H/|J;| = 0.5, H/|J;| = 1.5 e
H/|Jy| = 2.5, os valores da variagao da entropia atuam como um limite superior e inferior
para a variagao da entropia de cadeias com fragoes de diluicao intermedidrias.

Para quase todos os campos magnéticos externos aplicados, a variagao da entropia

em relagao a de campo nulo nos fornece um efeito magnetocalérico inverso.

Figura 21 — Variagdo na entropia magnética da cadeia no caso de interacoes de troca |Ja|/|J1| =
0.25 partindo da fase antiferromagnética frustrada em H/|J;| = 0 até um campo
magnético H/|J;| com temperatura kgT'/|J1| = 0.1 para diversos valores de fracao
de dilui¢ao p = {0.0,0.2,0.4,0.8,1.0}.
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A grande diferenga acontece na fase ferromagnética nao saturada (AF-F), que
mencionamos anteriormente que a entropia é menor que as demais (ver figura 13), cuja
regiao de campos nos fornece um efeito magnetocalérico. Esta caracteristica trazida pela
fracao de diluicao faz com que, para algumas fracoes de diluicao, a variagao na entropia
supere os casos limites para determinadas variacoes de campo magnético. E claro, esta
constatacao leva em conta uma variacao partindo de um campo nulo. Para efeitos praticos,
as regioes de campo critico e de campos pouco intensos sao a maneira ideal de alcancar um
efeito magnetocaldrico eficiente. Vale ressaltar que estes efeitos sé podem ser observados

em temperaturas que estejam na ordem de |J;|/kp, que ditou a escala de nossa andlise.
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4 CONCLUSAO

Neste trabalho, apresentamos uma cadeia magnética com spins do tipo Ising com
interacoes de primeiros e segundos vizinhos, incluindo dilui¢ao nos primeiros. A cadeia
pode ser representada como uma cadeia triangular onde dois vértices do triangulo sao ditos
spins nodais e o spin intersticial se posiciona no vértice intermediario. Esse spin intersticial
traz consigo a possibilidade de aparecer ou nao na cadeia, que faz com que tenhamos um
sistema, diluido. Este modelo foi motivado pelo comportamento apresentado em planos de
CuQ», constituintes de ceramicas supercondutoras de alta temperatura critica.

Buscamos investigar as quantidades termodinamicas do modelo em cenérios onde
hé competigao entre as interagoes de troca entre os spins. Em particular, também nos
propusemos a estudar o efeito magnetocaldrico. Os casos analisados foram: (a) o caso
ferro-antiferro, onde os spins nodais tém interacao de troca de natureza antiferromagnética
entre si e de natureza ferromagnética com o spin intersticial, quando presente; (b) o caso
antiferro-antiferro, onde todas as interacoes de troca sao de natureza antiferromagnética.
Antes de explorar o modelo para cada caso, retiramos diretamente do hamiltoniano os
estados fundamentais possiveis.

Para o caso ferro-antiferro, o diagrama de fases apresenta trés fases: ferromagnético
saturada (F-F), ferromagnética nao saturada (AF-F) e antiferromagnética frustrada (AF-
Fr). Por outro lado, o do caso antiferro-antiferro apresenta um diagrama de fases mais rico,
com as fases: ferromagnética saturada (F-F), ferromagnética frustrada (F-Fr), antiferromag-
nética frustrada (AF-Fr), antiferromagnética nao saturada (F-AF) e antiferromagnética
saturada (AF-AF). Quantidades como a entropia e a magnetizacao podem ser calculadas
exatamente para todas as regides do diagrama de fases no estado fundamental (7" = 0).
A estrutura magnética da cadeia e, consequentemente, as quantidades termodinamicas
tém grande dependéncia com a fracao de diluicao, que indica a fracao de sitios intersticiais
espalhados pela cadeia.

Para conectarmos com a termodinamica em temperatura finita (7' # 0), escrevemos
a grande funcao de particao canonica do modelo através da técnica de matriz transferéncia
e conseguimos uma expressao para a energia livre de Helmholtz, a partir da qual fizemos
nossa analise. Conseguimos verificar a influéncia dos estados fundamentais mesmo em
temperatura finita, onde nao hé transicao devido a natureza unidimensional e de interagoes
de curto alcance do nosso modelo, comparando com os resultados retirados do estado
fundamental de cada caso. Constatamos a expressiva influéncia da fracao de dilui¢ao tanto
na entropia quanto na magnetizagao.

Por fim, discutimos o efeito magnetocaldérico da cadeia nos atentando as regioes
de campo magnético de baixa intensidade, onde h& maior interesse em aplicacoes para

refrigeragao magnética. Conseguimos ver para fase antiferromagnética frustrada (AF-Fr) a
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presenca do efeito magnetocaldrico através de curvas de desmagnetizacao adiabatica e de
variacao da entropia magnética para campos magnéticos baixos devido a degenerescéncia
presente no spin intersticial. Também avaliamos o efeito magnetocalérico em torno dos
campos magnéticos criticos, onde ha a transicao entre as fases e grande variacao na
entropia magnética. Constatamos que os efeitos da diluicao influenciam consideravelmente
a magnitude da variacao da entropia magnética em todos os casos.

Em um modelo relativamente simples munido de uma solucao exata, conseguimos
estudar as quantidades termodinamicas e o efeito magnetocaldrico em um cenario de
competicao entre as interacoes de troca e diluicao no sitio intersticial. Exibindo o efeito
magnetocaldrico, procuramos entender melhor o papel da diluicao em sistemas magnéticos
deste tipo. Entretanto, descrigoes mais precisas exigiriam o uso de modelos mais robustos
e solugoes que envolvem métodos numéricos, como técnicas de grupo de renormalizacao de

matriz densidade.
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APENDICE A - ENTROPIA NOS ESTADOS FUNDAMENTAIS

A.1 Caso 1: Fases F-F, AF-Fr e F-AF

Para o primeiro caso, nao ha nenhuma restricao em como combinar as N células
presentes na cadeia (ver figura 22). Dada uma fracao de dilui¢ao p, hd pN células com
sitio o na cadeia e (1 — p)N células sem sitio 0. O total de células é N, entao o nimero de

estados acessiveis para este caso é
N!

[(1=p)N]! (pN)

Q(p,N) = (70)

Figura 22 — Representacao ilustrativa das cadeias das fases F-F, AF-Fr e F-AF para campo
magnético nao nulo (H # 0), apresentando nenhuma restrigao.

Aty AL

¥ A ? L4 ¥ v

>

(a) Fase Ferromagnética Saturada.

(b) Fase Antiferromagnética Frustrada.

AL A

B 4 v v hd v

B 4d
.

(c) Fase Antiferromagnética nao Saturada.

Fonte: Autor, 2022

Com o auxilio da equacao 42 e do resultado 70, podemos escrever a entropia da

cadeia:

S = k;Ban

Al

= InN!—In (1 p) ]‘—ln(pN)
e, para alcancar o limite termodinamico (/N » 1), usaremos a férmula de Stirling

InN!~ NinN — N (71)

que nos fornece, apds algumas manipulacoes algébricas, a seguinte expressao para a entropia

da cadeia nestas fases: g
N [PP(1-p)"7"], (72)

cujo valor maximo ocorre para a fragao de diluicdo p = 1/2. Na figura 23, exibimos o

comportamento da entropia no caso 1 em funcao da fracao de diluicdo. A entropia é

maxima quando o nimero de células com o é equivalente ao nimero de células sem.
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Figura 23 — Gréfico da entropia por célula S/kpN nas fases F-F, AF-Fr, F-AF e AF-F (H = 0)
com dependéncia na fragao de diluicao p.
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Fonte: Autor, 2022

A.2 Caso 2: Fases AF-F e AF-AF.

Para o segundo caso, devemos combinar as N células presentes na cadeia (ver
figura 24) atentando ao fato de que as células sem sitio o devem aparecer aos pares. Assim,
dada uma fracdo de diluicao p, ha pN células com sitio o na cadeia e (1 — p)N células
sem sitio o, estas, por sua vez, sempre se apresentam aos pares. O numero de pares é
(1 — p)N/2; entdo, o nimero efetivo de células nesta cadeia é de (1 — p)N/2 + pN =

(1 4+ p)N/2, nos dando o nimero de estados acessiveis:

[(1 +p) %]‘
(pN)I[(1—p) X

Q(p,N) = (73)

Figura 24 — Representacao ilustrativa das cadeias das fases AF-F e AF-AF, que apresentam
células sem sitio o aos pares.

(a) Fase Ferromagnética Nao Saturada.

(b) Fase Antiferromagnética Saturada.

Fonte: Autor, 2022

Com o auxilio da equagao 42 e do resultado 73, e, apds algumas manipulagoes

algébricas, podemos escrever, fazendo uso da equagao 71, a entropia da cadeia no limite
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termodinamico:

S 1 [ (a+pt :
N " <2p)p[ ] | (74

cujo valor méximo ocorre para a fracao de diluicio p = 1/4/5. Na figura 25, exibimos o
comportamento da entropia no caso 2 em funcao da fracao de diluicao. A entropia maxima

se apresenta na regiao onde ha mais células sem o.

Figura 25 — Grafico da entropia por célula S/kpN nas fases AF-F (H # 0) e AF-AF com
dependéncia na fragao de diluicao p.
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Fonte: Autor, 2022

A.3 Caso 3: Fase F-Fr

Para o terceiro caso, devemos combinar as N células presentes na cadeia (ver
figura 26) atentando ao fato de que as células com sitio o devem aparecer aos pares. Assim,
dada uma fragao de diluigao p, ha pN células com sitio o na cadeia e (1 — p)N células sem
sitio 0. O ntimero de pares é pN /2, entdo o numero efetivo de células nesta cadeia é de
(1—-p)N + pN/2 = (2 —p)N/2, nos dando o ntimero de estados acessiveis:

[(2—-p) 5]
(PE)' (1 =p) N]©

Q(p,N) = (75)

Figura 26 — Representacao ilustrativa da cadeia da fase F-Fr, que apresenta células com sitio o
aos pares. Fase Ferromagnética Frustrada.

Fonte: Autor, 2022



APENDICE A. ENTROPIA NOS ESTADOS FUNDAMENTAIS 65

Com o auxilio da equacao 42 e do resultado 73, e, apds algumas manipulagoes
algébricas, podemos escrever, fazendo uso da equacao 71, a entropia da cadeia no limite

termodinamico se da por:

B, ! [(2_p)2_pr , (76)

BN RO

cujo valor maximo ocorre para a fracao de diluicio p = 1 — 1/4/5. Na figura 27, exibimos o
comportamento da entropia no caso 3 em funcao da fracao de diluicao. A entropia maxima

se apresenta na regiao onde ha mais células com o.

Figura 27 — Gréfico da entropia por célula S/kpN nas fase AF-Fr com dependéncia na fracao de
diluicao p.
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Fonte: Autor, 2022

A4 Caso 4: AF-Fr para H =0

Figura 28 — Representagao ilustrativa das células da cadeia da fase F-Fr, apresentando degene-
rescéncia nas células com sitio o.

e

—t

Fonte: Autor, 2022

Na fase AF-Fr sem o campo magnético externo (H = 0), o spin ¢ pode estar para
cima ou para baixo sem alterar a energia da célula, isto é, ha uma degenerescéncia de

estados que devemos levar em conta (ver figura 28). Para casos como este, o nimero de
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estados para um tnico spin ¢ é 2 e o nimero de spins ¢ presentes na cadeia é p/N. Logo, o
nimero possivel de estados para cada célula com sigma ¢ de 2PV, Por tanto, o nimero de

estados acessiveis de uma fase qualquer é multiplicado por este fator:
Qo = 2"N Qo (77)

e, consequentemente, o valor da entropia seria alterado adicionando um termo pin2:

Sta—0  SHzo
_ In2. 78
R (78)

No caso da fase AF-Fr, a entropia toma a seguinte forma:

SH:() B 2P
kpN n [p”(l —p)l‘p]’ (79)

cujo maximo ocorre para a fragdo de diluicao p = 2/3. Além disso, o valor da entropia

nao se anula para p — 0. A dependéncia da entropia em funcao da fracao de diluicao estd

exposta na figura 29.

Figura 29 — Gréfico da entropia por célula S/kpN nas fase AF-Fr no regime de campo magnético
nulo (H = 0) com dependéncia na fracao de dilui¢ao p.
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Fonte: Autor, 2022
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APENDICE B - ENTROPIA NAS CURVAS DE COEXISTENCIA DE FASES

Nas curvas de coexisténcia, as células do estado fundamental de cada fase possuem
a mesma energia, entao o numero de estados em que podemos organizar as células deve
ser contado de maneira diferente, pois ha a adicao de um ou mais tipos de células a cadeia.
Assim como na secao anterior, iremos separar o problema em casos pautados nas maneiras
como a cadeia se organiza em cada curva de coexisténcia de fases. Os tipos de células
que podem aparecer na cadeia em cada curva de existéncia podem ser melhor observados
através das figuras 4 e 9. Os casos sao:

e caso 1: trés tipos de células, sendo duas delas sem sitio o, uma se apresentando aos
pares. Neste caso, estao as curvas de coexisténcia entre as fases (F-F)-(AF-F);

e caso 2: trés tipos de células, sendo duas delas com sitio o, uma se apresentando aos
pares. Neste caso, estdo as curvas de coexisténcia entre as fases (F-F)-(F-Fr);

e caso 3: trés tipos de células, sendo duas delas com sitios o, uma sem sitio o e uma
com sitio o se apresentando aos pares. Neste caso, estao as curvas de coexisténcia
entre as fases (AF-F)-(AF-Fr) e (AF-AF)-(AF-Fr);

e caso 4: quatro tipos de células, sendo duas delas com sitios o, duas delas sem sitio o,
uma célula sem sitio o e uma célula com sitio o podendo se apresentar em pares.
Neste caso, estd a curva de coexisténcia entre as fases (F-Fr)-(AF-Fr);

e caso 5: trés tipos de células, sendo uma delas com sitios o, duas delas sem sitio o;
elas se apresentando das seguintes maneiras: duas células sem sitio o aos pares ou
duas célula sem sitio o com uma com sitio o se apresentando em trios. Neste caso,
estd a curva de coexisténcia entre as fases (F-AF)-(AF-AF);

e caso 6: trés tipos de células, sendo duas delas com sitios o, uma delas sem sitio o,
uma célula com sitio o aos pares ou duas célula com sitio o se apresentando em trios.

Neste caso, estd a curva de coexisténcia entre as fases (F-AF)-(F-Fr);

B.1 Caso 1: (F-F)-(AF-F)

Vamos comegar contando o nimero de estados acessiveis ao sistema (ver figura
30). Numa cadeia com N células , hd pN com sitio o e (1 — p)N sem. Ha dois tipos de
células sem o sitio. Vamos introduzir a fracao ¢ tal que ¢V seja o niimero de células sem
sitio o com alinhamento antiferromagnético, entao o nimero de pares é ¢N /2 e o nimero
de células sem sitio o com alinhamento ferromagnético é (1 —p — ¢)N. O nimero efetivo
de células na cadeia é pN + (1 —p—q)N + ¢N/2 = (2 —q)N/2.

O numero de estados acessiveis é

[(2—q) ]!
(@) (pN)'[(1 — p —2q) NJV

Qp,q,N) =
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Figura 30 — Representacao ilustrativa das organizacoes possiveis entre as células da cadeia no
caso 1.

e
A

Fonte: Autor, 2022

que, se fizermos ¢ — 2q, ¢ representando agora a fracao de pares na cadeia, podemos

reescreve-lo da seguinte maneira:

W) = [2=a) 3] (81)

a3)! (P3)H(A —p—2¢) N]!"
que nos permite usar a relacdo de Boltzmann e a aproximacao de Stirling (ver equagdes 42

e 71) para retirarmos a entropia na curva de existéncia neste caso:

S (1—q) "
kgN | prqi(1 —p — 2q)t-7~2

(82)

Diferente das demais expressoes, temos a dependéncia na fracao de diluicao p
que apresenta a informacao sobre um dos focos do nosso modelo e ¢, que foi introduzida
posteriormente para dar conta das multiplas células que a cadeia apresenta na transicao.
Necessitamos de um vinculo que ponha q em funcao de p. Para isso, usaremos o principio
de entropia maxima: o sistema se apresenta na distribuicao de probabilidade em que a
entropia é maxima, ou seja, devemos respeitar a condicao que maximiza a funcao da
entropia dada na equagao 31 em relacao a ¢q. A condicao é que

s

P

que, com um calculo extremamente direto, nos leva a relacao entre p e q para este caso:
(5—4p) —~/5 — 4p*

10 , (84)

que é a condigcao que satisfaz a desigualdade 1 > p + 2¢, que vem naturalmente das

0, (83)

q:

defini¢oes de p e ¢q. Além disso, podemos nos perguntar qual é o valor que maximiza a
entropia em relacao a p. Fazendo a mesma condicao apresentada em 83, s6 que para p,

obtemos a relacao .
pPta=g3, (85)
que nos permite encontrar o valor de p para o qual a entropia é maxima, p = v/2/4. Na

figura 31, vemos o grafico da entropia S em fungao de p neste caso das curvas de transigao.



APENDICE B. ENTROPIA NAS CURVAS DE COEXISTENCIA DE FASES 69

Figura 31 — Gréfico da entropia por célula S/kpN nas curvas de transicao entre as fases (F-F)-
(AF-F) com dependéncia na fracao de dilui¢ao p.

l T | T | T | T | T

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
p

Fonte: Autor, 2022
B.2 Caso 2: (F-F)-(F-Fr)

Vamos comegar contando o nimero de estados acessiveis ao sistema (ver figura
32). Numa cadeia com N células , hd pN com sitio o e (1 — p)N sem. Ha dois tipos de
células sem o sitio. Vamos introduzir a fragao ¢ tal que 2¢/N seja o nimero de células com
o em pares, entao o nimero de pares é g/N e o nimero de células sem sitio o que nao se
apresentam em pares sao (p — 2¢)N. O numero efetivo de células na cadeia é (1 —p)N +
gN + (p—2¢)N = (1 —¢)N.

Figura 32 — Representacao ilustrativa das organizacoes possiveis entre as células da cadeia no

caso 2.
A
A

Fonte: Autor, 2022

O numero de estados acessiveis é

[(1—¢q)N]!
[(1 —p) N]! (¢N)! [(p — 29) N]V'

que nos permite usar a relacdo de Boltzmann e a aproximagcao de Stirling (ver equagoes 42

Qp,q,N) =

(86)

e 71) para retirarmos a entropia na curva de existéncia neste caso:

S (1—q) "
=In o —2q
ks N @ (1—=p) " (p—2¢"

(87)
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Para relacionar ¢ a p, utilizamos a condi¢ao dada na equagao 83, obtendo

(Ap+1) —+/42—p)p+ 1
q= 10 ) (88)

que é a condicao que satisfaz a desigualdade p — 2¢g > 0, que vem naturalmente das
defini¢oes de p e g. Por fim, podemos nos concentrar em qual é o valor que maximiza a
entropia em relacao a p. Fazendo a mesma condicao apresentada em 83, s6 que para p,

obtemos a relagao

ot 89
P=q=73 (89)

que nos permite encontrar o valor de p para o qual a entropia é maxima, p = 1 —+/2/4. Na

figura 33, vemos o grafico da entropia S em func¢ao de p neste caso das curvas de transicao.

Figura 33 — Gréfico da entropia por célula S/kpN nas curvas de transicao entre as fases (F-F)-
(F-Fr) com dependéncia na fracao de diluicao p.

1 T | T | T | T | T
0.8 a
qu0.6 - .
2
~
w 04+ —

0.2 -

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
p

Fonte: Autor, 2022

B.3 Caso 3: (AF-F)-(AF-Fr) e (AF-AF)-(AF-Fr)

Neste caso, ha trés tipos diferentes de pares que podem ser formados (ver figura
34). Com isso, temos que nao apenas contar as (0o maneiras como as células solitarias
se organizam com os pares, mas também as {)p maneiras que podemos montar os pares.

Logo, o nosso nimero de estados acessiveis vai ser o produto entre estas quantidades:
Q=Qc0p. (90)

O numero de células com sitio o é pN e (1 —p)N é o numero de células sem. Logo,
o numero de pares sem sitio o é (1 — p)N/2 e introduzimos ¢ tal que gN é o ntiimero de

células com o em pares. Logo, dentre as células com, o nimero de pares é ¢N /2 e o niimero
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Figura 34 — Representacao ilustrativa das organizacoes possiveis entre as células da cadeia no

N
A

Fonte: Autor, 2022

*> >

de células sozinhas é (p — ¢)N. O ntimero efetivo de células na cadeia é (1+p—q)N/2 e o

nimero de células em pares é (1 — p + ¢)N. Portanto, o niimero de estados acessiveis é:

_ [(A+p—a) 5] [a=p+gN]!
W) = N[+ a-p 5] [ —p) M @ 1)

que nos permite usar a relacdo de Boltzmann e a aproximagao de Stirling (ver equagoes 42

e 71) para retirarmos a entropia na curva de existéncia neste caso:

S [[2 (p—q)] 7 \/ (I+p-— Q>””‘q] , (92)

ksN (1—=p)t=rqr \ (1 —p+q)t-rta

Para relacionar ¢ a p, utilizamos a condicao dada na equagao 83, obtendo a

2(p — 1 -
p—a) _ [L+r—q (93)
q I—-p+gq

que ¢é a condicao que satisfaz a desigualdade p > ¢. Por fim, podemos nos concentrar

equacao transcendental:

em descobrir qual é o valor que maximiza a entropia em relacao a p. Fazendo a mesma

condicao apresentada em 83, s6 que para p, obtemos a relagao

20—q) _ |1+p—q (04)
l—p l-p+q’

que nos permite encontrar o valor de p para o qual a entropia é maxima, p = (14++/17/17)/2.
Na figura 35, vemos o grafico da entropia S em funcao de p neste caso das curvas de
transicao. Como a equagao 93 é transcendental, este gréafico foi construido apds calcularmos
a solu¢do numérica em um programa com o Método de Newton—Raphson(BURDEN;

FAIRES; BURDEN, 2015) utilizando a linguagem FORTRAN.

B.4 Caso 4: (F-Fr)-(AF-Fr)

De maneira similar ao caso anterior, vamos nos atentar a forma como podemos
organizar as células solitdrias com os pares e em todas maneiras de formar pares (ver figura

36). O numero de células com sitio o é pN e (1 —p)N é o ntimero de células sem. Logo, o
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Figura 35 — Gréfico da entropia por célula S/kpN nas curvas de transi¢ao entre as fases (AF-F)-
(AF-Fr) e (AF-AF)-(AF-Fr) com dependéncia na fracao de dilui¢ao p.

1 T I T I T I T I T
0.8 .
Zm0.6— .
-~

~

) 04+ —

0.2 .

Fonte: Autor, 2022

nimero de pares com sitio o é pN /2 e introduzimos ¢ tal que ¢N é o nimero de células
sem o em pares. Logo, dentre as células com, o nimero de pares é ¢/N/2 e o nimero de
células sozinhas é (1 — p — ¢)N. O numero efetivo de células na cadeia é (2 —p — q)N/2 e

o ntmero de células em pares é (p + q)N.

Figura 36 — Representacao ilustrativa das organizacoes possiveis entre as células da cadeia no

caso 4.

—

4

Fonte: Autor, 2022

Portanto, o niimero de estados acessiveis é:

[(2—p—a) F]! [+ g N]!
p+a) 5 =p—g)N] (pN)!(gN)!"’

Qp.g,N) = T (95)

que nos permite usar a relacao de Boltzmann e a aproximagcao de Stirling (ver equagoes 42

e 71) para retirarmos a entropia na curva de existéncia neste caso:

S _, | VC-p—aPrp+ g
ks N 201 —p—a)]" """ qupr

(96)
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Para relacionar ¢ a p, utilizamos a condicao dada na equagao 83, obtendo a

2l-p—q)  [2-p—q
q N p+q 67)

que é a condigao que satisfaz a desigualdade p > ¢. Por fim, podemos nos concentrar

equacao transcendental:

em descobrir qual é o valor que maximiza a entropia em relacao a p. Fazendo a mesma

condigao apresentada em 83, s6 que para p, obtemos a relacao

20l-p—q)  [2—-p—q
p N ptq (98)

que nos permite encontrar o valor de p para o qual a entropia é maxima, p = (1—+/17/17)/2.

Na figura 37, vemos o grafico da entropia S em funcao de p neste caso das curvas de
transicao. Como a equagao 97 é transcendental, este grafico foi construido apés calcularmos
a solug¢ao numérica em um programa com o Método de Newton—Raphson utilizando a
linguagem FORTRAN.

Figura 37 — Grafico da entropia por célula S/kpN nas curvas de transicao entre as fases (F-Fr)-
(AF-Fr) com dependéncia na fragao de diluigao p.

1 T | T | T | T T

Fonte: Autor, 2022

B.5 Caso 5: (F-AF)-(AF-AF)

Agora, devido a presenca de trios, devemos adicionar uma variavel associada a
presenca de trios, além da que a gente j4 estava adicionando para contabilizar os pares (ver
figura 38). Desta forma, contemos: hd pN células com sitio o na cadeia, sendo ¢N o niimero
destas aparecendo aos trios, sobrando (p — ¢q)N sozinhas; temos 2r N das células sem sitio
o aparecendo aos pares e 2gN aparecendo aos trios, sobrando apenas (1 —p — 2r — 2q)N

sozinhas. Na cadeia, ha efetivamente (1 —r — 2¢) N células.
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Figura 38 — Representacao ilustrativa das organizacoes possiveis entre as células da cadeia no
caso H.

——4

A

v v

>
-->

Fonte: Autor, 2022

Deste modo, o nimero de estados acessiveis é
[(1—7—2q) N]!
(@N)!(rN)H(p = aN)I (1 = p — 2r — 2) N]V

que, ao utilizarmos a relagdo de Boltzmann e a aproximagao de Stirling (ver equagoes 42 e

Q(p,q,r,N) = (99)

71), podemos escrever a entropia nesta curva de coexisténcia:

S l (1—r— 2q)l—r—2
2 _n |
kN rrqi(p — q)Pm (L —p—2r — 2q)tp 2

(100)

O problema neste caso ¢é tridimensional, entao iremos ter dois vinculos: um para
relacionar r a p e outro para ¢ a p; em ambos, utilizamos a condicao dada na equacao 83,

obtendo as equagoes transcendentais:

(1—r—29)%¢=(p—q)(1 —p—2r—2q)? (101)
a partir da condicao aplicada a g e a

po 4120 (102)

p
obtida a partir da condicao aplicada a ¢ combinada com a encontrada para r, ambas
satisfazendo as desigualdades p —q¢ > 0 e 1 — p — 2¢q — 2r > 0. Resolvemos facilmente
essas equacoes através de métodos numeéricos para cada valor de p possivel. O grafico da

entropia esta disposto na figura 39.

B.6 Caso 6: (F-AF)-(F-Fr)

Agora, devido a presenga de trios, devemos adicionar uma variavel associada a
presenca de trios, além da que a gente ja estava adicionando para contabilizar os pares (ver
figura 40). Desta forma, ha pN células com sitio o na cadeia, sendo 3¢/N o nimero destas
aparecendo aos trios, 2r N aparecendo aos pares e (p — 2r — 3q) N aparecendo sozinhas. Na
cadeia, ha efetivamente (1 —r — 2¢)N células.

Deste modo, o niimero de estados acessiveis é

[(1—7—2q) N]!
(gN)! (rN)H(p — 2r — 3q) NV

Qp,qr,N) = (103)
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Figura 39 — Grafico da entropia por célula S/kpN nas curvas de transicao entre as fases (AF-
AF)-(AF-F) com dependéncia na fracao de dilui¢ao p.
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Fonte: Autor, 2022

Figura 40 — Representacao ilustrativa das organizagoes possiveis entre as células da cadeia no

| A
A

—

Fonte: Autor, 2022

que, ao utilizarmos a relagdo de Boltzmann e a aproximacao de Stirling (ver equagoes 42 e
71), podemos escrever a entropia nesta curva de coexisténcia:
S ; (1 —7—2q)t—"2
=In
kpN qUr"(1 = p)'=P(p — 2r — 3q)P~2~34)

O problema neste caso ¢ tridimensional, entao iremos ter dois vinculos: um para

. (104)

relacionar r a p e outro para ¢ a p; em ambos, utilizamos a condicao dada na equacao 83,

obtendo as equagoes transcendentais:
(p—2r —3¢)° = q(1 —r —29)°, (105)

a partir da condicao aplicada a g e a
1

=g |p— 20— /(24— p)? =81 24)q) |, (106)

obtida a partir da condigao aplicada a ¢ combinada com a encontrada para r, ambas

satisfazendo a desigualdade p > 2r + 3¢. Resolvemos facilmente essas equacgoes através de
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métodos numéricos para cada valor de p possivel. O grafico da entropia esta disposto na

figura 41.

Figura 41 — Gréfico da entropia por célula S/kpN nas curvas de transi¢ao entre as fases (F-AF)-
(F-Fr) com dependéncia na fracao de diluicao p.

1 T | T | T | T T

Fonte: Autor, 2022
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