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INTERAÇÕES DE PRIMEIROS (DILUÍDAS) E SEGUNDOS
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À mamãe Rosângela, ao papai Eliel, à mãe
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esforço que vocês fizeram para me ver chegar aqui, visto que o apoio que vocês forneceram
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RESUMO

JACINTO, Miquéias. Efeito Magnetocalórico em uma Cadeia de Ising com Interações de
Primeiros (Dilúıdas) e Segundos Vizinhos. 2022. 76 f. Trabalho de Conclusão de Curso –
Curso de Bacharelado em F́ısica, Universidade Federal de Alagoas. Maceió, 2022.

O efeito magnetocalórico (EMC) consiste na capacidade de um material magnético absorver
ou liberar calor quando submetido a um campo magnético. O processo termodinâmico
pelo qual se dá este fenômeno é chamado de desmagnetização adiabática, que está in-
trinsecamente ligado com as variações na entropia magnética do material causadas pelas
mudanças no campo magnético externo e na temperatura do material. Recentemente,
trabalhos experimentais e teóricos propuseram-se a investigar esse efeito em materiais e
modelos que apresentam frustração magnética e diluição nos spins, duas caracteŕısticas
que influenciam a entropia magnética e, consequentemente, podem amplificar o efeito
magnetocalórico.
Nossa contribuição se dá a partir de um modelo de uma cadeia linear composta por spins
do tipo Ising com interações de primeiros (dilúıdas) e segundos vizinhos apresentando
competição entre as interações de troca. Essa diluição, por sua vez, se traduz na presença
(ou não) de śıtios na cadeia que interagem através dos primeiros vizinhos. A partir dos
resultados exatos do modelo, obtidos a partir das menores energias apresentadas pelo
hamiltoniano quanto a partir da técnica de matriz transferência para encontrar a grande
função de partição canônica, conseguimos apresentar o estado fundamental e as quantidades
termodinâmicas. Investigamos, então, a contribuição da diluição na cadeia em dois casos
de competição entre as interações de troca. Para cada caso, analisamos a influência da
diluição sobre quantidades termodinâmicas como a magnetização e a entropia e também
sobre efeito magnetocalórico a partir da variação na entropia magnética.
Palavras-chave: Sistemas Magnéticos de Baixa Dimensionalidade; Efeito Magnetocalórico;
Modelo de Ising.



ABSTRACT

JACINTO, Miquéias. Magnetocaloric Effect in a Ising Chain with First (Diluted) and
Second Neighbour Interactions. 2022. 76 f. Trabalho de Conclusão de Curso – Curso de
Bacharelado em F́ısica, Universidade Federal de Alagoas. Maceió, 2022.

The magnetocalloric effect (MCE) consists in the absorption or release of heat by a
magnetic material under an external magnetic field change. The thermodynamical process
by which it occurs is labeled as adiabatic demagnetization, intrinsically associated with the
isothermal magnetic entropy change and the adiabatic temperature change of the material.
Recently, theoretical and experimental research explored this effect in magnetic materials
that present magnetic frustration and diluted= systems, characteristics that can amplify
the magneticalloric effect.
Our contribution make the scene by an Ising linear chain with first (whose spin sites are
randomly diluted) and second neighbour interactions presenting competitive exchange
interactions. In this system, we take account the possibility of the presence (or not) of the
spin sites which interact via first neighbour interactions through the chain. From the exact
results of the model, attained by the lowest energy found in the hamiltonian and transfer
matrix techinique to obtain the grand canonical partition function, we could present the
ground state and compute the thermodynamical quantities. Thus, we investigated the
contribution of the dilution on site in the chain in two cases with different exchange
interactions competitive scenario, exhibiting for both the influence upon the magnetization,
entropy and the magnetocalloric effect through the isothermal entropic change.

Keywords: Low-Dimensional Magnetic Systems; Magnetocaloric Effect; Ising Model.
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1.3 Sistemas Magnéticos em Baixas Dimensionalidades . . . . . . . . . . . . . 15

1.3.1 O Modelo de Ising . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
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2.1 O Modelo Teórico . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

2.2 Estados Fundamentais . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

2.3 Caso Ferro-Antiferro . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

2.3.1 Diagrama de Fases . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
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3.6 Efeito Magnetocalórico . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

3.6.1 Caso Ferro-Antiferro . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

3.6.2 Caso Antiferro-Antiferro . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

4 – CONCLUSÃO . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

Referências . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56
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1 MAGNETISMO NA MATÉRIA

O primeiro contato registrado entre a humanidade e os fenômenos magnéticos

se dá através da magnetita, cujos fenômenos foram discutidos por pensadores na Grécia

Antiga. É claro, séculos se passaram antes do magnetismo ser descrito através de teorias

com respaldo pelo método cient́ıfico, entretanto, este primeiro contato foi o bastante para

nomeá-lo.

A partir das descobertas experimentais e descrições acerca dos fenômenos eletro-

magnéticos de Michael Faraday, James C. Maxwell formaliza no século XIX o eletromagne-

tismo clássico no seu livro Tratado sobre Eletricidade e Magnetismo (MAXWELL, 1873),

cujas ramificações e resultados são discutido até hoje.

No eletromagnetismo clássico, somos apresentados ao conceito de momento mag-

nético através de espiras e correntes elétricas, associando-o a uma volta amperiana, que

dá origem a um dipolo magnético com polos norte e sul. Esta descrição, apesar de cobrir

uma gama de sistemas envolvendo magnetismo, uma abordagem puramente pautada na

teoria clássica em conjunto com a mecânica estat́ıstica não consegue dar conta de explicar,

por exemplo, uma magnetização espontânea, como evidenciado pelo teorema de Bohr-Van

Leeuwen (LEEUWEN, 1921): se a mecânica clássica e a mecânica estat́ıstica forem aplica-

das consistentemente, a média termal da magnetização é sempre zero. Além disso, vários

fenômenos magnéticos moleculares (paramagnetismo, diamagnetismo e ferromagnetismo)

também não são explicados apenas coma teoria clássica.

Os primeiros grandes passos para uma melhor descrição de fenômenos magnéticos

surgiram na segunda metade do século XIX, onde contribuições experimentais de Pierre

Curie constataram que em alguns materiais a magnetização decresce rapidamente conforme

a temperatura aumenta, indo a zero numa temperatura cŕıtica (CURIE, 1895). Em seguida,

Pierre Weiss, a partir de um modelo de campo local médio (campo molecular) atuando

sobre os momentos magnéticos num sólido, nos forneceu uma importante descrição para o

que hoje conhecemos como ferromagnetismo na matéria (WEISS, 1907).

Apesar dos esforços, ainda se fazia necessária uma teoria que conseguisse dar

conta dos fenômenos magnéticos que a teoria clássica falhava em descrever, assim como

um maior entendimento acerca dos momentos magnéticos. Isto só se torna posśıvel a partir

da teoria quântica.

Nas seções a seguir, abordaremos a descrição do momento magnético na teoria

quântica, mencionando respostas como o diamagnetismo e o paramagnetismo. Depois,

iremos expor fenômenos magnéticos que aparecem através de efeitos cooperativos, como o

antiferromagnetismo e o ferromagnetismo e discutiremos brevemente a frustração magnética.

Além disso, vamos discutir sobre os sistemas magnéticos de baixa dimensionalidade, dando

foco ao modelo de Ising unidimensional. Por fim, trataremos sobre o efeito magnetocalórico
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e suas aplicações tecnológicas.

Em seguida, no segundo caṕıtulo, apresentaremos o modelo estudado: uma cadeia

de spins de Ising com interações de primeiros vizinhos e de segundos vizinhos apresentando

diluição. Estudaremos dois casos do modelo que apresentam competição entre as interações

de troca, exibindo o diagrama de fases e a entropia para o estado fundamental. No

terceiro caṕıtulo, estudaremos algumas quantidades termodinâmicas em temperatura finita

e apresentaremos o efeito magnetocalórico do modelo.

1.1 Momentos Magnéticos e os Fenômenos Magnéticos

Na descrição da mecânica quântica, os fenômenos magnéticos em materiais estão

associados com o momento angular das part́ıculas elementares (MATTIS, 1981; BLUN-

DELLL, 2001), que têm uma componente de momento angular orbital L e uma componente

de momento angular intŕınseca S e os estados ocupados pelos elétrons no átomo. Para

um átomo isolado, esta ocupação segue as regras de Hund (HUND, 1925). O momento

magnético é relacionado ao momento angular total J através da relação

m “ ´pgµB{ℏqJ, (1)

onde µB “ eℏ{2m é o magneton de Bohr, g é o fator de Landé, que é depende dos valores

quânticos para J e S (COEY, 2009), e ℏ é a constante de Planck.

Um material magnético apresenta um número da ordem de Avogadro de átomos.

Os fenômenos magnéticos apresentados por eles são, em suma, gerados a partir de efeitos

cooperativos em resposta às interações entre suas constituintes ou entre as suas constituintes

e o campo magnético a ele aplicado. Dito isso, podemos caracterizar estes comportamentos

com base em quantidades como a magnetização M, que indica o momento magnético

por unidade de volume do material, e a suscetibilidade magnética, que é a resposta da

magnetização a uma mudança no campo magnético aplicado:

χ “
BM

BH
, (2)

que é uma quantidade adimensional e geralmente de pequena magnitude, com a exceção

dos ferromagnetos. Ela também se relaciona com a permeabilidade magnética µ no material,

dada por µ “ p1 ` χqµ0, onde 0 é a permeabilidade magnética no vácuo.

Vamos falar brevemente sobre as interações que dão origem aos principais fenôme-

nos magnéticos. Primeiro, para entender o acoplamento entre campo magnético externo

com uma part́ıcula carregada negativamente, podemos escrever o seguinte hamiltoniano

que dá conta de um elétron na presença de um campo magnético:

H “
p2

2m
` V prq ` gµBB ¨ J `

e2

8m
rB ˆ rs

2 (3)

, com gµBB sendo o termo que desalinha o momento magnético com o campo magnético e
e2

8m
rBˆ rs2 o termo que faz com que eles se alinhem, que podem ser interpretados como os

responsáveis pelas respostas magnéticas de um átomo, respectivamente (SIMON, 2013).
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Além disso, há materiais magnéticos, que mesmo sem campo magnético externo,

apresentam magnetização não nula, comportamento chamado de magnetização espontânea.

Um exemplo de material que apresenta este comportamento é o dos ferromagnetos, onde a

maior parte dos spins do material estão alinhados. Este alinhamento tem sua origem nas

interações mais significativas para que o alinhamento entre momentos magnéticos ocorra,

as interações coulombianas (BLUNDELLL, 2001).

Os elétrons, que compõem a estrutura eletrônica dos átomos, são part́ıculas de

spin-1{2 e, portanto, respeitam o prinćıpio de exclusão de Pauli. Este prinćıpio, por sua

vez, vem da forma antissimétrica que o produto entre a componente orbital da função de

onda Ψpr1,r2q com a componente de spin χpσ1,σ2q assumem. Para o caso em que os spins

estão alinhados, Ò ou Ó, a componente de spin χ se torna simétrica em relação a troca

de part́ıculas, então ϕi deve ser antissimétrica. Para este caso, sendo ϕprq uma função de

onda de um elétron,

Ψpr1,r2q “
1

?
2

rϕ1pr1qϕ2pr2q ´ ϕ1pr2qϕ2pr2qs, (4)

que assume um valor nulo se fizermos as part́ıculas se aproximarem r1 Ñ r2. Ou seja, dois

elétrons não podem assumir o mesmo estado quântico. Caso os spins estejam alinhados,

eles tendem a ficar separados e, portanto, reduzem a energia coulombiana do sistema, que

é a maneira como o sistema f́ısico tende a se apresentar.

Entretanto, esta simetria (ou não) de troca, dá lugar em alguns sistemas a um

estado entre dois elétrons onde é mais favorável energeticamente que os spins estejam sob

um alinhamento antiferromagnético, num estado de singleto, dependendo do hamiltoniano

H que o rege. Para dar conta destes sistemas, podemos reescrever o hamiltoniano para

dois elétrons através de uma teoria efetiva (BLUNDELLL, 2001):

H “ ´2JS1S2, (5)

onde Si é o operador de spin do śıtio i e J é, aqui, a constante de interação de troca

calculada através da integral

J “

ż

ψ˚
1 pr1qψ˚

2 pr2qHψ1pr2qψ2pr1qd3r1
3r2, (6)

que, com J ą 0, favorece o estado de tripleto e, para J ă 0, temos o estado de singleto

sendo favorecido. Essas interações de troca são responsáveis pelos fenômenos de ordem

magnética de longo alcance, como ferromagnetismo e o antiferromagnetismo.

Por outro lado, a análise da susceptibilidade magnética dos materiais, quando

sujeitos a campos magnéticos, possibilita a classificação do seu comportamento magnético.

A seguir, comentaremos sucintamente acerca de alguns fenômenos magnéticos apresen-

tados por materiais magnéticos que serão relevantes para a discussão do trabalho a ser

apresentado.
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1.1.1 Paramagnetismo

Um material paramagneto é um material em que a magnetização tende a se

alinhar com o campo magnético. Este tipo de fenômeno magnético é caracterizado pela

susceptibilidade magnética positiva (χ ą 0) e de baixas magnitudes. Esses materiais têm

átomos com momentos magnéticos não nulos de elétrons não pareados (J ‰ 0, J momento

angular). Sem um campo magnético aplicado, não há magnetização. Para átomos com spins

localizados, a dependência da susceptibilidade magnética do paramagnetismo é comumente

descrito pela lei de Curie (COEY, 2009; CURIE, 1895), da forma

χ “
CCurie

T
(7)

onde CCurie “
Ng2µ2

BJpJ`1

3kB
q é conhecida como Constante de Curie. A contribuição para os

elétrons não localizados, entretanto, se dá através do cálculo da suscetibilidade para um

gás de elétrons livres de Fermi(PAULI, 1927), seguindo a expressão

χPauli “
3nµ0µ

2
B

2k2TF
, (8)

onde n é a densidade eletrônica e TF é a densidade de Fermi. O paramagnetismo de Pauli

em metais tem uma susceptibilidade muito mais baixa que a dada pelo paramagnetismo

de Curie (SIMON, 2013).

1.1.2 Diamagnetismo

Em contrapartida, um diamagneto é um material em que a magnetização tende a

se opor ao campo magnético. Este fenômeno magnético é caracterizado por uma pequena

susceptibilidade magnética negativa (χ ă 0) e é comumente associado a átomos que não

possuem momento magnéticos (J “ 0, J momento angular) (SIMON, 2013; BLUNDELLL,

2001). Assumindo simetria azimutal no átomo, conseguimos chegar na susceptibilidade do

magnetismo de Larmor, assumindo uma densidade ρ de elétrons localizados no sistema:

χ “ ´
ρe2µ0

6m

@

r2
D

, (9)

onde xr2y é a média quadrática da distância do elétron, da ordem do raio de Bohr. Para

elétrons não localizados, temos o diamagnetismo de Landau (LANDAU, 1930) que se

combina com o paramagnetismo de Pauli:

χLandau “ ´
1

3
χPauli. (10)

1.1.3 Ferromagnetismo

O ferromagnetismo possui uma magnetização espontânea (M ‰ 0) em regime de

campo magnético externo nulo, onde os momentos magnéticos tendem a se alinhar em
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uma direção única em cada domı́nio. Para um ferromagneto, como vimos anteriormente,

a constante de troca entre primeiros vizinhos é positiva (J ą 0, J constante de troca).

Pierre Weiss propôs o modelo de campo molecular (WEISS, 1907) para descrever os

fenômenos ferromagnéticos, onde, para campo nulo, a magnetização decresce em magnitude

rapidamente com a temperatura até uma temperatura cŕıtica TC (BLUNDELLL, 2001;

SIMON, 2013), depois da qual a magnetização é zero e o material se comporta como

um paramagneto. Esta temperatura é conhecida como temperatura de Curie e, após ela,

podemos descrever a suscetibilidade magnética de um ferromageto para temperaturas

maiores que TC através da lei de Curie-Weiss:

χ “
C

T ´ TC
, (11)

onde C é uma constante que depende do material.

1.1.4 Antiferromagnetismo

Por outro lado, para constantes de troca negativas (J ă 0), temos uma ordem

magnética que nos dá uma magnetização total zero, mas a sua estrutura é formada por

uma ou mais sub-redes de spins com orientações opostas (COEY, 2009). As primeiras

contribuições nos estudos de materiais antiferromagnéticos se deram através de Louis Néel,

que discutiu a possibilidade destes materiais teoricamente (NéEL, 1948). A partir de uma

temperatura cŕıtica chamada de temperatura de Néel TN , o material se comporta como

um paramagneto cuja dependência da suscetibilidade com a temperatura se dá por

χ “
C

T ` TN
. (12)

1.2 Frustração Magnética

A definição de um sistema frustrado nos leva a ideia de que em um sistemas de

spins não podemos encontrar uma configuração em que os spins satisfaçam completamente

as interações entre todos os pares de spins (DIEP, 2004). Ou seja, a energia total não é

a soma das energias mińımas de cada interação. Um cenário frustrado aparece quando

há uma competição entre interações de diferentes naturezas atuando em um spin por

seus vizinhos e/ou quando a geometria da cadeia não permite que todas as interações

sejam satisfeitas. Diagramas de fase de modelos que apresentam frustração mostram um

comportamento rico, como alta degenerescência no estado fundamental e transições de

fase sucessivas. Poucos sistemas frustrados podem ser resolvidos exatamente, limitados em

baixas dimensões (1D e 2D). Alguns modelos teóricos são utilizados até hoje para descrever

esses sistemas magnéticos, extensões do modelo de Ising (ISING, 1925) e o de Heisenberg

(HEISENBERG, 1928). Descrever materiais magnéticos e entender o seu comportamento é

crucial para as suas aplicações tecnológicas, que estão altamente ligadas às respostas que o
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material tem quando submetido a um campo magnético e em que regime de temperatura

esta resposta é proeminente ou não.

Nas próximas seções, iremos comentar o estudo teórico de sistemas magnéticos de

baixa dimensionalidade e abordar a aplicação de materiais magnéticos que é o escopo de

nosso trabalho, o efeito magnetocalórico.

1.3 Sistemas Magnéticos em Baixas Dimensionalidades

O estudo de sistemas magnéticos de baixa dimensionalidade tem atráıdo conside-

rável interesse principalmente devido a variedade de posśıveis cemários que esses sistemas

podem apresentar. Aliado a isso, tais modelos podem fornecer uma visão valiosa sobre

diversos aspectos de dif́ıcil entendimento de fenômenos cŕıticos (BAXTER, 1982; MATTIS,

1981; WU, 2009). De fato, alguns efeitos de interesse da matéria condensada surgem

em sistemas que se apresentam com a dimensionalidade reduzida, através de d́ımeros,

cadeias, escadas e camadas (VASILIEV, 2019). Com o intuito de descrever e investigar as

propriedades desses sistemas, podemos recorrer a modelos relativamente simples, mas que

consigam capturar propriedades f́ısicas suficiente do sistema de interesse.

O magnetismo em baixas dimensionalidades se origina de esforços teóricos da

descrição microscópica de materiais magnéticos, como o modelo unidimensional de Ernst

Ising (ISING, 1925) e o modelo de Werner Heisenberg (HEISENBERG, 1928), que buscavam

explorar o ferromagnetismo na época.

O tratamento exato de sistemas interagentes de muitos corpos é acompanhado de

métodos matemáticos rebuscados e dificuldades computacionais. Muitos sistemas devem ser

descritos por modelos que não são exatamente solúveis, mais robustos e, consequentemente,

exigem técnicas mais rebuscadas de resolução como o método de Monte Carlo e o Grupo de

Renormalização da Matriz Densidade (YEOMANS, 1992). Contudo, para alguns sistemas

f́ısicos de grande interesse, como redes decoradas de Ising, modelos de spins n-escadas e

complexos heterometálicos, é posśıvel recorrer a modelos exatamente solúveis (BAXTER,

1982; MATTIS, 1993). Esses modelos proporcionam esclarecimento qualitativo sobre

fenômenos f́ısicos em sistemas com muitos corpos, permitindo um conhecimento mais

amplo sobre os diversos comportamentos apresentados por estes modelos permitindo

comparações com dados experimentais e previsões úteis para aplicações tecnológicas.

Outro aspecto interessante de modelos magnéticos de baixa dimensionalidade é

que os efeitos de frustração desempenham um papel importante na explicação de proprie-

dades f́ısicas interessantes como platôs na magnetização(OHANYAN, 2003; STRECKA;

JASCUR, 2003; CANOVA; STRECKA; JASCUR, 2006), estruturas de picos duplos no

calor espećıfico e susceptibilidade(ZHANG et al., 2007; PEREIRA; MOURA; LYRA, 2008),

além de um efeito magnetocalórico pronunciado(PEREIRA; MOURA; LYRA, 2008). Tal

efeito tem grande importância no funcionamento dos refrigeradores magnéticos. De fato,

algumas propriedades dos magnetos frustrados sugerem esses materiais como candidatos a
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substâncias magneto ativas no processo de refrigeração magnética em baixas temperaturas,

o que justifica os estudos das propriedades magnéticas, em especial do processo de magne-

tização em sistemas de spins frustrados. Além disso, a frustração ainda é fundamental na

explicação da supercondutividade em altas temperaturas em cerâmicas a base de cobre.

Aliado a isso, não podemos esquecer outra propriedade importante a ser investigada

em sistema de spins de baixa dimensionalidade que é o emaranhamento quântico(BELL,

1987; AMICO et al., 2008; GüHNE; TóTH, 2009). O emaranhamento revela a existência de

correlações não-locais em sistemas quânticos que não podem ser quantificadas classicamente.

Recentemente, o estudo teórico e experimental do emaranhamento quântico ganhou

interesse renovado com o desenvolvimento da ciência da informação quântica.

1.3.1 O Modelo de Ising

Em prol das futuras discussões, precisamos nos aprofundar no modelo de Ising

unidimensional. Proposto em 1925 por Ernst Ising, o modelo de Ising não apresenta

uma transição de fase em temperatura finita, mas é útil para a investigação de sistemas

magnéticos, por possibilitar o estudo das quantidades termodinâmicas de maneira exata.

Ele consiste em uma linha de N śıtios indicados pelo ı́ndice i “ 1, 2, 3, ..., N cuja energia

do modelo é dada por

E “ ´J
N
ÿ

i“1

SiSi`1 ´ H
N
ÿ

i“1

, (13)

onde assumimos uma condição de contorno periódica SN`1 “ S1, que é equivalente a tornar

esta linha de N śıtios uma curva fechada. Aqui, os spins interagem entre si através de

interações de troca de primeiro vizinho com constante de troca J e com o campo magnético

externo H. Para retirar as propriedades termodinâmicas do modelo, devemos recorrer à

Mecânica Estat́ıstica. Neste modelo, os spins Si apresentam dois valores posśıveis: ˘1,

ou seja, ”para cima”ou ”para baixo”. Numa cadeia com N spins, há 2N posśıveis estados

para o sistema, que indicaremos por S “ SpS1, S2, ..., SNq. Assim, a partir do formalismo

canônico da mecânica estat́ıstica, a função de partição é dada por

Z “
ÿ

S

exp

#

J

kBT

N
ÿ

i“1

SiSi`1 `
H

kBT

N
ÿ

i“1

Si

+

, (14)

onde kB é a constante de Boltzmann e T é a temperatura absoluta. Assumindo as

substituições K “ J{kBT e L “ H{kBT , podemos reescrever a função de partição de

maneira que se escreva em termos de produtos de um termo que só dependa do i-ésimo

śıtio e de seu sucessor:

Z “
ÿ

S

N
ź

i“1

exp

"

KSiSi`1 `
1

2
LpSi ` Si`1q

*

,, (15)
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que nos permite introduzir o método de matriz transferência, que consiste em definir uma

matriz T̂ com célula dependendo de expressões dependendo de apenas dois spins vizinhos:

xSi| T̂ |Si`1y “ exp

"

KSiSi`1 `
1

2
LpSi ` Si`1q

*

, (16)

tornando a função de partição em

Z “
ÿ

S

ź

Si

xSi| T̂ |Si`1y ,, (17)

onde podemos usar a relação de completeza para projeções:

N
ÿ

i“1

|Siy xSi| “ 1 (18)

e, como a matriz em questão é da forma

T̂ “

˜

eK`L e´K

e´K eK´h

¸

, (19)

é posśıvel diagonalizá-la em um espaço cuja base é composta por seus autovetores e

reescrever a função de partição em termos de seu traço,

Z “ TrrTN
s “ ΛN

` ` ΛN
´ , (20)

onde Λ˘ são autovalores de T̂ . Aqui, Λ` ą Λ`, permitindo que escrevamos a energia livre

do sistema em função do campo magnético H e de T no limite termodinâmico:

FpH,T q “ ´kBT lnZpT,Hq

“ ´kBT

«

NlnΛ` ` ln

˜

1 `

ˆ

Λ´

Λ`

˙N
¸ff

“ ´kBTNlnΛ`,

(21)

onde assumimos N " 1 (limite termodinâmico) e que pode ser escrita como a energia livre

por śıtio como uma função de H e T escrita em termo do maior autovalor da matriz de

transferência T̂ :
FpH,T q

kBN
“ ´T lnΛ`, (22)

de onde pode ser retirada toda a análise termodinâmica do modelo. Como F é anaĺıtica,

ela e suas derivadas não têm divergências ou descontinuidades para temperatura finita,

o que nos leva a concluir que não há uma transição de fase para temperatura finita,

como mencionamos anteriormente. Isto pode ser visto claramente se computarmos a

magnetização por śıtio, derivando a energia livre em relação a L:

m “
eKsinhpLq

re2Ksinh2pLq ` e´2Ks
1
2

, (23)
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como podemos ver no gráfico da figura 1, onde estão dispostas as curvas da magnetização

por śıtio em função do campo magnético aplicado para as temperaturas kBT {J “ 0.1,

0.5 e 1.0. Apesar do comportamento abrupto presente nas curvas com temperaturas mais

baixas, a magnetização sempre vai a zero conforme o campo magnético assume um valor

nulo. Não há magnetização espontânea presente no modelo.

Figura 1 – Gráfico da magnetização por śıtio do modelo de Ising unidimensional em função do
campo magnético externo aplicado para três temperaturas: kBT {J “ 0.1, 0.5 e 1.0.

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

H / J

-1.2

-0.6

0.0

0.6

1.2

m

k
B
 T / J = 1.0

k
B
 T / J = 0.5

k
B
 T / J = 0.1

Fonte: Autor, 2022

1.4 O Efeito Magnetocalórico

Descoberto por Emil Warburg (WARBURG, 1881) e explicado teoricamente, em

paralelo, por Peter Debye (DEBYE, 1926) e por William Giauque (GIAUQUE, 1927),

o efeito magnetocalórico se dá pela na temperatura de um material magnético quando

exposto a uma variação no campo magnético (TISHIN; SPICHKIN, 2003). Através do

processo de desmagnetização adiabática, é posśıvel utilizar este efeito em processos de

refrigeração.

Para entender a ideia do processo de refrigeração, precisamos olhar para o gráfico

da entropia em função da temperatura, como o mostrado na figura 2. Suponhamos um

sistema magnético cujas curvas da entropia em função da temperatura são esboçadas para

dois valores de campo magnético externo: a curva superior possui um campo magnético

menor do que o da curva inferior.

Este processo pode ser imaginado da seguinte maneira: começamos do ponto A e

mudamos isotermicamente o campo magnético através de A Ñ B. Há uma variação na

entropia magnética associada a essa mudança, dada por ∆S. Atingindo o ponto B da curva

de menor entropia, isola-se o sistema adiabaticamente e o campo é reduzido para o valor

anterior, percorrendo o segmento B Ñ C. Sob condições adiabáticas, a mudança no valor

do campo magnético altera a entropia magnética, fazendo com que, como a entropia total

num sistema isolado adiabaticamente se mantém constante, a temperatura do material
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Figura 2 – Ilustração para auxiliar o entendimento do efeito magnetocalórico. A curva superior
indica uma entropia para um campo magnético menor que o da curva inferior.

Fonte: Autor, 2022

mude em uma variação ∆T . Um ciclo de Carnot em um diagrama entropia S versus

temperatura T pode ser representado pelo ciclo termodinâmico F Ñ B Ñ E Ñ D Ñ F.

A variação na entropia magnética ∆SM é a soma das variações. ∆T é um valor finito do

efeito magnetocalórico pela mudança finita em ∆H, destacando a relação entre o efeito

magnetocalórico e a mudança na entropia.

O efeito magnetocalórico pode ser quantificado através de duas quantidades:

variação na entropia no processo isotérmico, que correspondem às linhas verticais em um

diagrama S x T :

∆S “

ż H2

H1

ˆ

BM

BT

˙

H

dH, (24)

e na variação da temperatura no processo adiabático, que pode corresponde às linhas

horizontais em um diagrama S x T :

∆T “ ´

ż H2

H1

T

CH

ˆ

BM

BT

˙

H

dH (25)

e a variação da temperatura com o campo pode ser calculada também através da seguinte

expressão:
dT

dH
“ ´

ˆ

BS

BH

˙

T

{

ˆ

BS

BT

˙

H

. (26)

Explorar teoricamente materiais magnéticos em busca de propriedades que podem

ser encontradas e/ou manipuladas experimentalmente com o intuito de acentuar o efeito

magnetocalórico é algo extensivamente realizado na literatura. Há trabalhos estudando

o efeito em diversos sistemas magnéticos, como: antiferromagnéticos unidimensionais

(ZHITOMIRSKY; HONECKER, 2004); frustrados com interações de primeiros e segundos

vizinhos (SCHMIDT; THALMEIER; SHANNON, 2007); frustrados do tipo diamante

com spins de Ising e spins-1{2 móveis (PEREIRA; MOURA; LYRA, 2009) ou com uma

estrutura Ising-XYZ (TORRICO et al., 2016); uma estrutura de cuboctaedro com spins
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1{2 do tipo Heisenberg-XXZ (KARl’OVá‘; JOZEF, 2016); constitúıdos de spins S = [ 1{2,

1, 3{2 ] (RIBEIRO, 2010); com interações entre três spins (TOPILKO; KROKHMALSKII;

DERZHKO, 2012), entre quatro spins numa cadeia diamante (GáLISOVá, 2014) e até com

estas duas presentes na mesma rede (TAVARES; RIBEIRO, 2014); com acoplamento spin-

elétron em uma cadeia dupla tetraédrica (GáLISOVá; STREčKA, 2015); com interações

entre spins-( 1, 1{2) (HEYDARINASAB; ABOUIE, 2020) e spins-( 1{2, S) (GÁLISOVÁ,

2016); com diluição em um cenário com anisotropia (SZA LOWSKI; BALCERZAK; BOBáK,

2011), considerando até interações entre planos (SZA LOWSKI; BALCERZAK, 2014), ou

considerando uma cadeia antiferromagnética triangular (BOROVSKý; ZUROVIC, 2016).

Por outro lado, diversos trabalhos experimentais nas últimas duas décadas cata-

logaram (GSCHNEIDNERJR; PECHARSKY; TSOKOL, 2005) a dependência do efeito

magnetocalórico em função da concentração de dopagem em compostos de terra raras,

reportando um efeito magnetocalórico gigante (WADA; TANABE, 2001; RUBI et al.,

2014), analisando quais concentrações têm o efeito mais pronunciado (WADA et al., 2001) e

explorando os limites de algumas estruturas cristalinas em relação à refrigeração magnética

(HAMILTON et al., 2014).

Logo, com estes resultados em mente, voltamos-nos às cerâmicas supercondutoras

de altas temperaturas cŕıticas, que possuem em sua estrutura linhas, planos e escadas de

CuO2, que são formados por átomos de cobre seguidos de um de oxigênio. Em relação ao

oxigênio, já foi mostrado (EMERY, 1987; EMERY; REITER, 1988) que a dopagem ou a

mudança no conteúdo de oxigênio no material fazem com que apareçam śıtios de spins

nos ı́ons de oxigênio (O´) em adição aos spins dos ı́ons de cobre (Cu2`), configurando

um sistema dilúıdo. A interação de troca entre os spins dos ı́ons de cobre mais próximos

favorece um alinhamento antiferromagnético e, entre os spins dos ı́ons de cobre e de

oxigênio, favorece um alinhamento ferromagnético. Conclúımos que, além de sua geometria,

as linhas, escadas e planos de CuO2 apresentam frustração magnética. Com isso em mente,

trabalhos utilizando os modelos de Ising e de Heisenberg já exploraram os efeitos da diluição

para ganhar intuição sobre os efeitos da frustração na supercondutividade (BIRGENEAU;

KASTNER; AHARONY, 1988), na existência de uma fase antiferromagnética (SANTOS

et al., 1989; PADILHA et al., 2013; de Sousa; ARAUJO, 2000), além de existir trabalhos

com resultados exatos (CARVALHO et al., 2017; SOUSA et al., 2018; CARVALHO et al.,

2019) que consideram a estrutura do tipo escada presente nestes materiais.
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2 CADEIA DE ISING COM INTERAÇÕES DE PRIMEIROS (DILUÍDAS) E DE

SEGUNDOS VIZINHOS

Neste caṕıtulo, apresentaremos a motivação para a exploração do modelo a

ser apresentado, pautada na literatura de magnetismo em baixas dimensionalidades e

experimentos do efeito magnetocalórico, assim como os objetivos envolvidos com o estudo

dele. Em seguida, vamos apresentar o modelo cujo nome é também o t́ıtulo do caṕıtulo.

Além disso, vamos explorar suas propriedades termodinâmicas, como a magnetização e

a entropia em T = 0, com o intuito de entender como ele se comporta no seu estado

fundamental e posśıveis transições de fase. Tal análise permitirá uma maior compreensão de

propriedades termodinâmicas e análise do efeito magnetocalórico em função da temperatura,

que são objetos de estudo do caṕıtulo seguinte.

Considerando o que já foi apresentado, tomamos como objetivos: apresentar um

modelo teórico para materiais magnéticos unidimensionais que apresente interações de

troca de segundos vizinhos, diluição e competição entre as interações de troca; analisar

teoricamente a dependência das propriedades termodinâmicas do modelo com a tempera-

tura, o campo magnético e a fração de diluição; investigar a capacidade de refrigeração

magnética de sistemas de spins unidimensionais com frustração e diluição.

2.1 O Modelo Teórico

O nosso modelo consiste num sistema magnético formado por uma cadeia linear

contendo dois tipos de variáveis de spin do tipo Ising: Si and σi, organizadas de maneira

que entre dois śıtios S (que chamaremos de nodais) há um śıtio σ (spin intersticial), como

representado na figura 3. Os śıtios Si e σi podem, por exemplo, representar os śıtios de cobre

e de oxigênio, respectivamente, num sistema onde há linhas de CuO2. Aqui consideramos

que Si, σi = ˘1. Há interações de troca entre primeiros vizinhos (S-σ) mediadas pela

constante de troca J1 enquanto J2 media as interações de segundos vizinhos (S-S).

Figura 3 – Ilustração esquemática da cadeia linear de spins de Ising com interações de primeiro e
segundo vizinhos em relação ao spin nodal S e considerando diluição no spin intersticial
σ.

Fonte: Autor, 2022

Para dar conta da diluição, a presença de um spin σi na i-ésima célula é dada
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SEGUNDOS VIZINHOS 22

através da variável ti, que toma um valor 1 quando ele está presente e 0 no caso contrário.

A existência de um spin intersticial traz consigo uma energia associada a um potencial

qúımico µ que contabiliza a energia necessária para adicioná-lo. Por fim, podemos adicionar

um campo magnético externo H. Com estes elementos em mente, podemos escrever o

hamiltoniano da i-ésima célula da cadeia:

Hi “ ´J1pSi ` Si`1qσiti ´ J2SiSi`1 ´ H

„

1

2
pSi ` Si`1q ` σiti

ȷ

´ µti (27)

e o hamiltoniano de toda a cadeia se dá somando por todas as N células s:

H “ ´

N
ÿ

i“1

J1pSi ` Si`1qσiti ´

N
ÿ

i“1

J2SiSi`1 ´

N
ÿ

i“1

H

„

1

2
pSi ` Si`1q ` σiti

ȷ

´

N
ÿ

i“1

µti. (28)

Para as discussões subsequentes neste caṕıtulo, vamos precisar de uma variável

mais prática e clara do que a associada ao potencial qúımico µ que consiga indicar a fração

de śıtios σ presente na cadeia, pois esta quantidade influencia tanto o comportamento das

quantidades termodinâmicas tanto para temperatura nula — que iremos abordar nesta

parte do trabalho — quanto para o regime de temperaturas finitas.

Dito isso, a fração de diluição p será apresentada aqui de maneira rudimentar,

mas sua relação com o sistema será definida de maneira mais clara no próximo caṕıtulo.

Seguiremos o seguinte racioćınio para pensar nesta quantidade: pensando em uma cadeia

finita com um número N representando o total células, sendo N̄ o número de células que

possuem um śıtio σ, a fração de śıtios σ dilúıdos pela cadeia é dada por

p ” N̄{N, (29)

ou seja, uma fração p da cadeia é composta por células que têm um śıtio intersticial.

Por fim, para levar em conta a estrutura magnética das linhas de CuO2, Si e σi

correspondem aos spins do ı́on de cobre (Cu`2) e do ı́on de oxigênio (O´), respectivamente.

Consequentemente, a interação de troca S-σ é ferromagnética e a S-S é antiferromagnética,

fornecendo os v́ınculos J1 ą 0 e J2 ă 0 à nossa abordagem. Entretanto, também investi-

garemos os casos onde ambas as interações são antiferromagnéticas, isto é, estudaremos

também o caso com J1 ă 0.

2.2 Estados Fundamentais

A fim de compreendermos o comportamento do modelo em temperatura finita,

precisamos analisar o seu comportamento no estado fundamental, numa extrapolação para

T “ 0. Tomaremos uma célula do nosso modelo, formada por três spins (dois S e um σ) e

exploraremos todas as configurações posśıveis destes.

Com o hamiltoniano (ver equação 27), podemos extrair expressões exatas da

energia para cada configuração posśıvel no estado fundamental em função dos parâmetros
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Tabela 1 – Tabela contendo os estados fundamentais posśıveis para uma célula unitária, uma
ilustração para cada configuração de célula posśıvel com e sem σ e a energia dela
dependendo dos parâmetros do sistema.

Estado Fundamental Energia da Célula

(F-F) Ferromagnética
Saturada

EFF = ´2J1 ´ J2 ´ 2H

ẼFF = ´J2 ´ H

(F-AF) Antiferromag-
nética não Saturada

EFAF = 2J1 ´ J2
ẼFAF = ´J2 ´ H

(F-Fr) Ferromagnética
Frustrada

EFFr =J2 ´ H

ẼFFr = ´J2 ´ H

(AF-Fr) Antiferromag-
nética Frustrada

EAFFr = J2 ´ H

ẼAFFr = J2

(AF-F) Ferromagnética
Não Saturada

EAFF = ´2J1 ´ J2 ´ 2H

ẼAFF= J2

(AF-AF) Antiferromag-
nética Saturada

EAFAF = 2J1 ´ J2
ẼAFAF = J2

Fonte: Autor, 2022

do modelo. Os estados fundamentais e a energia de suas células s estão dispostos na tabela

1.

Para facilitar o entendimento, vamos adotar algumas convenções. Quanto às siglas

que representam as fases, da forma ( A - B ), A representa a ordem magnética dos

śıtios S numa célula sem σ, tomando F quando o alinhamento é ferromagnético e AF

quando eles estão antiferromagneticamente alinhados. Em contrapartida, B representa

a ordem magnética de σ em relação aos śıtios S, assumindo F e AF para alinhamentos

ferromagnéticos e antiferromagnéticos, respectivamente, e Fr quando não consegue satisfazer

simultaneamente as duas interações com os śıtios S, isto é, frustrada. As quantidades f́ısicas

com um til estarão associadas a quantidades referentes às células sem śıtio σ. Assim, se E

representa a energia de uma célula com o śıtio σ num determinado estado fundamental,

então Ẽ representa a energia de uma célula neste estado numa célula sem śıtio σ.
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Na seção seguinte, usaremos os estados fundamentais aqui apresentados para cons-

truir um diagrama de fases, que apresentará o estado fundamental do modelo, dependendo

das constantes de interação de troca e do campo magnético aplicado. Para cada região do

diagrama de fases, também calcularemos as quantidades termodinâmicas em temperatura

nula (T “ 0), como a magnetização e a entropia.

2.3 Caso Ferro-Antiferro

O estado fundamental do sistema depende dos parâmetros do modelo, ou seja,

da natureza das interações de troca e da intensidade do campo magnético externo. No

nosso modelo, a fase apresentada pelo sistema é altamente dependente de quão intenso é o

campo magnético externo aplicado, então é imprescind́ıvel que entendamos como se dá

esta dependência. Além disso, nós buscamos o entendimento do modelo nos casos em que

há competição entre as interações de troca, sendo um deles o caso ferro-antiferro:

J1 Ñ |J1|,

J2 Ñ ´|J2|,
(30)

onde as interações S-σ ferromagnéticas (J1 ą 0) e as S-S são antiferromagnéticas (J2 ă

0). A seguir, vamos construir o diagrama de fases para este caso e calcular a entropia e a

magnetização da cadeia sob temperatura nula.

2.3.1 Diagrama de Fases

Para dar continuidade, nos voltamos às energias exibidas na tabela 1, com as

quais podemos escrever as energias das células s com śıtio σ para este caso:

EFF “ ´2|J1| ` |J2| ´ 2H “ EAFF , (31)

EFFr “ ´|J2| ´ H “ EFFr, (32)

EFAF “ 2|J1| ` |J2| “ EAFAF , (33)

onde vemos que as fases que apresentam um alinhamento antiferromagnético dos spins S

em relação ao śıtio σ (F-AF e AF-AF) têm energia maior que as demais independentemente

dos valores de |J1| e |J2|, então, para este caso, elas não podem se apresentar como estados

fundamentais. Vamos encontrar as curvas de coexistência entre as demais fases:

´2|J1| ` |J2| ´ 2H “ ´|J2| ´ H

ñ ´2|J1| ` 2|J2| “ H

6 H “ 2|J2| ´ 2|J1|,

(34)
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que, se reescrevermos de maneira que o campo magnético H e a interação de troca J2

tenham suas intensidades em relação à interação J1, conseguimos reduzir uma dimensão

do problema:
H

|J1|
“ 2

|J2|

|J1|
´ 2, (35)

então podemos concluir que um alinhamento ferromagnético entre os três spins da célula

é energeticamente favorecido para um regime de campo magnético alto em relação à

constante de interação de troca entre os segundos vizinhos, enquanto um alinhamento

com frustração é favorecido quando a interação de troca entre os segundos vizinhos é

suficientemente grande.

Em relação às células sem śıtio σ, podemos fazer o mesmo:

ẼFF “ ẼFF “ |J2| ´ H “ ẼFAF “ ẼFFr, (36)

ẼAFFr “ ´|J2| “ ẼAFF “ ẼAFAF , (37)

então a curva de existência é dada por

|J2| ´ H “ ´|J2|

6 H “ 2|J2|
(38)

que se torna
H

|J1|
“ 2

|J2|

|J1|
, (39)

que marca o limite em que a energia de manter um ordenamento ferromagnético entre spins

S sem a presença de um spin σ se torna energeticamente desfavorável. Com isso, podemos

concluir que os estados fundamentais deste caso são F-F, AF-F e AF-Fr. Portanto, o nosso

diagrama de fases toma a forma dada na figura 4.

Em suma, quando os spins nodais têm interação de troca antiferromagnetica (J2

ă 0) entre si e ferromagnética (J2 ă 0) com o spin intersticial, há três fases posśıveis para

a cadeia. Caso a interação de troca entre os spins nodais seja pouco intensa em relação

à com o spin intersticial, todos os spins tendem a alinhar-se com o campo magnético,

apresentando uma fase ferromagnética saturada. Em contrapartida, caso a interação de

troca entre os spins nodais seja suficientemente intensa, predomina-se uma fase frustrada,

onde a competição entre as interações não permite que os spins satisfaçam todas elas. Com

isso, os spins nodais tendem a se posicionar antiparalelamente independentemente do valor

do campo magnético ou de ter ou não um śıtio intersticial. Esta é a fase antiferromagnética

frustrada (AF-Fr). Por fim, numa região intermediária, vemos um comportamento dos

spins totalmente alinhados com o campo magnético quando há um śıtio intersticial para

favorecer o alinhamento via interação de troca ferromagnética. Quando este não está

presente, os spins nodais tendem a se alinhar ferromagneticamente. Esta fase intermediária

é a ferromagnética não saturada (AF-F).
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Figura 4 – Diagrama de fases do sistema no plano campo magnético externo H versus a razão
entre as constantes de troca |J2|{|J1| exibindo as três fases posśıveis: F ´ F , AF ´ F
e AF ´ Fr. As curvas de coexistência são H{|J1| = 2|J2|{|J1| e H{|J1| = 2|J2|{|J1| -
2, indicando as regiões onde as fases se tornam degeneradas.

Fonte: Autor, 2022

2.3.2 Quantidades Termodinâmicas no Estado Fundamental

Podemos calcular quantidades termodinâmicas como a entropia e a magnetização

no estado fundamental. A entropia, como quantidade termodinâmica de interesse para

o estudo do efeito magnetocalórico, é altamente influenciada pela fração de diluição p,

assim como a magnetização. Vamos apresentar a forma geral de como calculamos estas

quantidades, mas os detalhes estão apresentados apenas nos apêndices A e B

2.3.2.1 Magnetização

Nosso objetivo agora é calcular a magnetização do sistema nas fases que represen-

tam os estados fundamentais posśıveis na extrapolação T “ 0. Para isso, devemos escrever

a energia total da cadeia. Sendo N o número de células da cadeia e Ñ o número de células

com a presença de śıtio intersticial, podemos escrever a energia total da cadeia Φ em uma

fase com células de energias E e Ẽ :

Φ “

”

pE ` p1 ´ pqẼ
ı

N (40)

então podemos computar a magnetização por célula m da cadeia:

m “ ´
1

N

BΦ

BH

“ ´p
BE

BH
´ p1 ´ pq

BẼ

BH
.

(41)
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SEGUNDOS VIZINHOS 27

Tabela 2 – Tabela contendo a magnetização da cadeia para cada fase do caso ferro-antiferro na
extrapolação T “ 0 calculada através da equação 41 aplicada às expressões da energia
de uma célula unitária exibidas na tabela 1.

Fase Magnetização por célula
(F-F) Ferromagnética
Saturada

mFF = 1 + p

(AF-F) Ferromagnética
Não Saturada

mAFF = 2p

(AF-Fr) Antiferromag-
nética Frustrada

mAFFr = p

Fonte: Autor, 2022

A magnetização indica a orientação média dos momentos magnéticos da cadeia,

que tem um comportamento caracteŕıstico para cada uma das fases apresentadas. Os

valores calculados para a magnetização por célula de cada fase estão dispostos na tabela 2.

Figura 5 – Gráfico da magnetização por célula da cadeia m nas fases F-F, AF-F e AF-Fr em
função da fração de diluição p para o caso ferro-antiferro.
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m
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Fonte: Autor, 2022

Para a fase ferromagnética saturada (F-F), com todos spins alinhados, em termos

de magnetização por célula, temos a contribuição de `1 para os śıtios nodais e p das

células com śıtios intersticiais. Por outro lado, da fase ferromagnética não saturada (AF-F),

a contribuição não nula vem das célula com śıtio intersticial, ou seja, ela soma 2p. Por

fim, para a fase antiferromagnética frustrada (AF-Fr), os śıtios nodais estão alinhados

antiparalelamente, então a contribuição destes é nula, e a contribuição vem diretamente

dos śıtios intersticiais, equivalente à p.
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2.3.2.2 Entropia

Como cada estado fundamental possui duas configurações posśıveis de célula, a

entropia da cadeia está intrinsecamente relacionada ao número de formas que podemos

organizá-las, dependendo da quantidade de células presentes na cadeia N e da fração de

diluição p. Para calculá-la, utilizaremos a relação entre a entropia S e o número de estados

acesśıveis ao sistema Ω:

S “ kBlnΩ, (42)

onde kB é a constante de Boltzmann. Cada uma das regiões do diagrama de fases (ver

figura 4) tem a sua maneira de organizar as configurações posśıveis para as células pela

cadeia, vamos dissecar primeiramente a entropia nas regiões das fases e, posteriormente,

nas curvas de coexistência.

Figura 6 – Representação ilustrativa das cadeias das fases F-F, AF-Fr e F-AF para campo
magnético não nulo (H ‰ 0).

(a) Fase Ferromagnética Saturada.

(b) Fase Ferromagnética Não Saturada.

(c) Fase Antiferromagnética Frustrada.

Fonte: Autor, 2022

Na fase ferromagnetica saturada (F-F), os spins estão alinhados em todas con-

figurações posśıveis de célula. Com isso, não há nenhuma restrição em como podemos

organizar a cadeia. Para a fase ferromagnética não saturada (AF-F), as células sem śıtio

intersticial devem se apresentar aos pares para conectar-se com o resto da cadeia. Por

fim, para a fase antiferromagnética frustrada (AF-Fr), não há restrição alguma em como

organizar as células, visto que as duas configurações posśıveis para cada célula da cadeia

não têm problema de se conectar. Em contrapartida, para campo magnético nulo, há

uma degenerescência de energia em relação ao alinhamento do spin intersticial, pois ele se

apresentar para cima ou para baixo não afeta a energia da célula, aumentando as formas

como a cadeia pode se organizar. Exemplos de um segmento da cadeia estão apresentados

na figura 6.

Para as linhas de transição entre as fases, entretanto, há a degenerescência que

permite que as células se apresentem em um número mais amplo de configurações, apre-
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Figura 7 – Representação ilustrativa das combinações entre as configurações posśıveis de células
nas transições entre as fases: (a) ferromagnética saturada e ferromagnética não
saturada; (b) ferromagnética não saturada e antiferromagnética frustrada.

(a) Combinações posśıveis para
a transição (F-F)-(AF-F).

(b) Combinações posśıveis para
a transição (AF-F)-(AF-Fr).

Fonte: Autor, 2022

sentadas na figura 7. Essas novas formas de parear as células dependem intrinsecamente

da quantidade de cada tipo de célula na cadeia.

Tabela 3 – Tabela contendo as expressões para a entropia por célula da cadeia para cada fase do
caso ferro-antiferro na extrapolação T “ 0.

Fase S{kBN

pF ´ F q, pAF ´ F qH“0

e pAF ´ FrqH‰0

p rlnp1 ´ pq ´ lnppqs ´ lnp1 ´ pq

pAF ´ F qH‰0
1
2
rp1 ` pqlnp1 ` pq ´ p1 ´ pqlnp1 ´ pqs ´ plnp2pq

pAF ´ FrqH“0
p rlnp1 ´ pq ´ lnppq ` lnp2qqs ´ lnp1 ´ pq

pF ´ F q ´ pAF ´ F q

p1 ´ qqlnp1 ´ qq ´ qlnpqq
´plnppq ´ p1 ´ p ´ 2qqlnp1 ´ p ´ 2qq

pAF ´ F q ´ pAF ´ Frq
´pp ´ qqlnr2pp ´ qqs ´ p1 ´ pqlnp1 ´ pq ´ qlnpqq
`1

2
rp1 ´ p ` qqlnp1 ´ p ` qq ` p1 ` p ´ qqlnp1 ` p ´ qqs

Fonte: Autor, 2022

Após computar as expressões para cada região do diagrama de fases (resultados

gerais na tabela 3, cujos racioćınios principais estão apresentados nos apêndices A e B,

pudemos construir as curvas do comportamento da entropia em função da fração de cadeias

que possuem o śıtio σ, dada por p. As curvas da entropias em cada região estão dispostas

na figura 8.

Podemos ver que nos casos onde não há restrição sobre as células com ou sem um

śıtio intersticial, o valor da entropia reflete a simetria sob a mudança na quantidade destas

células. Por outro lado, na fase ferromagnética não saturada, a simetria é quebrada devido

a forma como os śıtios sem σ sempre se apresentam aos pares, reduzindo consideravelmente

o número de estados acesśıveis para a cadeia. Em contrapartida, a degenerescência quando
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Figura 8 – Gráfico da entropia por célula da cadeia S{kBN em função da fração de diluição p
nas fases no estado fundamental e nas curvas de transição do caso ferro-antiferro.
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Fonte: Autor, 2022

a fase antiferromagnetica frustrada está em campo nulo faz com que a entropia aumente

consideravelmente, superando as curvas onde há degenerescência entre as fases para uma

cadeia com muitos śıtios intersticiais. As mudanças na entropia por fase para cada uma

dessas curvas mostram como efeitos da fração de diluição são expressivos.

2.4 Caso Antiferro-Antiferro

Para o caso antiferro-antiferro, vamos repetir os mesmos passos realizados anteri-

ormente, mas assumindo

J1 Ñ ´|J1|,

J2 Ñ ´|J2|,
(43)

onde as interações S-σ e as S-S são ambas de natureza antiferromagnética. Com estas

transformações, nós podemos analisar cada caso de maneira mais clara e escrever as curvas

de coexistência.

2.4.1 Diagrama de Fases

Para J1 ă 0 (antiferro) e J1 ă 0 (antiferro), podemos escrever as energias das

células s com śıtio σ da seguinte forma:

EFF “ 2|J1| ` |J2| ´ 2H “ EAFF , (44)

EFFr “ ´|J2| ´ H “ EFFr, (45)
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EFAF “ ´2|J1| ` |J2| “ EAFAF , (46)

onde todas as configurações para células com σ podem se tornar acesśıveis em algum

regime. As fases com alinhamento antiferromagnético entre S-σ só se tornam acesśıveis

em um regime em que tanto H quanto |J2| são muito pequenos e o comportamento

frustrado predomina na região intermediária do plano H{|J1| x |J2|{|J1| e onde |J2| é

grande o bastante para competir com o campo magnético. Logo, podemos nos poupar

de explicitamente calcular a curva de coexistência entre fases de célula com alinhamento

totalmente ferromagnético e fases com alinhamento antiferromagnético.

Vamos encontrar as curvas de coexistência entre as demais fases:

2|J1| ` |J2| ´ 2H “ ´|J2| ´ H

ñ H “ 2|J1| ` 2|J2|

6 H “ 2|J1| ` 2|J2|,

(47)

que reescrevemos de maneira que o problema se torne bidimensional (em relação aos

parâmetros):
H

|J1|
“ 2 ` 2

|J2|

|J1|
, (48)

que separa a região em que um alinhamento ferromagnético é predominante da região com

interações σ-S frustradas. Por outro lado, a fim de estudar a linha entre a região em que o

alinhamento antiferromagnético é favorável e o comportamento frustrado, fazemos

´2|J1| ` |J2| “ ´|J2| ´ H

ñ ´H “ 2|J2| ` 2|J1|

6 H “ 2|J1| ´ 2|J2|,

(49)

que se torna
H

|J1|
“ 2 ´ 2

|J2|

|J1|
. (50)

Em relação às células sem śıtio σ, o resultado ainda é dado pela curva dada na

equação 39. O diagrama de fases para este caso toma uma forma muito mais rica em fases,

exibida na figura 9.

Desta vez, temos em mãos um diagrama de fases muito mais rico devido à

maior competição entre as interações dos pares de spins interagentes. Para um regime de

campo magnético intenso e interação antiferromagnética pouco intensa, apresenta-se a

fase ferromagnética saturada (F-F), onde todos os spins estão alinhados. Com um valor de

campo magnético um pouco menos intenso e aumentando a razão em módulo das interações

de troca, a competição entre as interações de troca e a influência do campo magnético

dão lugar a uma fase ferromagnética frustrada (F-Fr), onde a maior parte dos spins estão

alinhados com o campo enquanto os spins nodais se alinham antiferromagneticamente
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quando estão sob interação com o spin intersticial. Quando a intensidade da razão entre as

interações de troca é ainda maior, o alinhamento antiferromagnético entre os spins nodais

é predominante, o que dá origem à fase antiferromagnetica frustrada (AF-Fr).

Figura 9 – Diagrama de fases do sistema no plano campo magnético externo H versus a razão
entre as constantes de troca |J2|{|J1| exibindo as cinco fases posśıveis: F ´F , F ´AF ,
F ´ Fr, AF ´ AF e AF ´ Fr. As curvas de coexistência são H{|J1| = 2|J2|{|J1|,
H{|J1| = 2 ˘ 2|J2|{|J1|, indicando as regiões onde as fases se tornam degeneradas.

Fonte: Autor, 2022

Por outro lado, quando as interações de troca não são tão intensas, mas o campo

magnético também não, temos duas fases: quando a interação de troca consegue subjugar

a influência do campo magnético, a cadeia se torna do tipo antiferromagnética saturada

(AF-AF), onde ou os spins nodais estão alinhados antiferromagneticamente entre si (sem

σ) ou em relação ao spin intersticial (com σ), e a antiferromagnética não saturada (F-AF),

que difere da anterior porque, sem o śıtio intersticial, o alinhamento dos śıtios nodais se

torna ferromagnético. Para campos magnéticos suficientemente mais altos, se torna mais

energeticamente favorável que os spins nodais se alinhem ao campo quando não interagem

com o spin intersticial.

2.4.2 Quantidades Termodinâmicas no Estado Fundamental

As expressões a serem apresentadas aqui foram computadas da mesma maneira

que as da seção anterior. Para evitar repetição, não repetiremos os passos lógicos aqui e

aconselhamos, em caso de dúvida, uma visita à seção anterior ou aos apêndices A e B.
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2.4.2.1 Magnetização

Vamos comentar brevemente sobre a magnetização em cada fase. O caso antiferro-

antiferro apresenta duas fases cuja magnetização não depende do número de śıtios in-

tersticiais presentes na cadeia: a fase antiferromagnética saturada, em que a soma dos

momentos magnéticos de cada uma das células é nula independentemente da presença ou

não de śıtios σ e a fase ferromagnética frustrada, onde os spins nodais somam zero devido

ao alinhamento antiferromagnético sob presença de um śıtio intersticial, fazendo com que

a magnetização seja por toda a cadeia, como mostrado nas curvas da figura 10.

Tabela 4 – Tabela contendo a magnetização da cadeia para cada fase do caso antiferro-antiferro
na extrapolação T “ 0 calculada através da equação 41 aplicada às expressões da
energia de uma célula unitária exibidas na tabela 1.

Fase Magnetização por célula
(F-F) Ferromagnética
Saturada

mFF = 1 + p

(F-AF) Antiferromag-
nética não Saturada

mFAF = 1 - p

(F-Fr) Ferromagnética
Frustrada

mFFr = 1

(AF-Fr) Antiferromag-
nética Frustrada

mAFFr = p

(AF-AF) Antiferromag-
nética Saturada

mAFAF = 0

Fonte: Autor, 2022

Quando o alinhamento dos śıtios nodais é antiparalelo em relação ao śıtio intersti-

cial, isto é, na fase antiferromagnética não saturada, a contribuição à magnetização de

uma célula com śıtio σ é nula, ou seja, conforme aumentamos a quantidade de células

deste tipo, a magnetização é reduzida, comportamento que não era visto no caso anterior.

2.4.2.2 Entropia

Como ressaltamos anteriormente, cada estado fundamental possui duas configura-

ções posśıveis de célula, a entropia da cadeia está intrinsecamente relacionada ao número de

formas que podemos organizá-las. Exemplos de um segmento da cadeia estão apresentados

na figura 11.

Na fase ferromagnetica saturada (F-F), os spins estão alinhados em todas confi-

gurações posśıveis de célula, semelhante à fase antiferromagnética não saturada (F-AF),

onde apenas o spin intersticial se opõe à orientação do campo. Com isso, não há nenhuma

restrição em como podemos organizar as células da cadeia nestas duas fases. Para a fase

ferromagnética frustrada (F-Fr), células com śıtio intersticial devem se apresentar aos

pares para conectar-se com o resto da cadeia. Por outro lado, a fase antiferromagnética
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Figura 10 – Gráfico da magnetização por célula da cadeia m nas fases F-F, F-AF, F-Fr, AF-Fr e
AF-AF em função da fração de diluição p para o caso antiferro-antiferro.

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

p

0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

m

F-F

F-Fr

AF-Fr

AF-AF

F-AF

Fonte: Autor, 2022

Figura 11 – Representação ilustrativa das cadeias das fases F-F, F-Fr, AF-Fr, AF-AF e F-AF
para campo magnético não nulo (H ‰ 0).

(a) Fase Ferromagnética Saturada. (b) Fase Ferromagnética Frustrada.

(c) Fase Antiferromagnética
Frustrada.

(d) Fase Antiferromagnética
Saturada.

(e) Fase Antiferromagnética
Não Saturada.

Fonte: Autor, 2022

saturada (AF-AF) exige que as cadeias sem o śıtio intersticial se apresentem em pares.

Por fim, para a fase antiferromagnética frustrada (AF-Fr), não há restrição alguma em

como organizar as células, visto que as duas configurações posśıveis para cada célula da

cadeia não têm problema de se conectar. Em contrapartida, para campo magnético nulo,

há uma degenerescência de energia em relação ao alinhamento do spin intersticial, pois ele

se apresentar para cima ou para baixo não afeta a energia da célula, aumentando as formas

como a cadeia pode se organizar. Tendo isso em mente, podemos computar as expressões

para a entropia nestas fases (ver apêndice A).

Nas curvas de transição, mais configurações entre células se tornam posśıveis, como
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Figura 12 – Representação ilustrativa das combinações entre as configurações posśıveis de células
nas transições entre as fases: (a) ferromagnética saturada e ferromagnética frustrada;
(b) antiferromagnética não satura e antiferromagnética saturada; (c) ferromagné-
tica frustrada e antiferromagnética frustrada; (d) ferromagnética não saturada e
antiferromagnética frustrada ou antiferromagnética saturada e antiferromagnética
frustrada; (e) antiferromagnética não saturada e ferromagnética frustrada.

(a) Combinações posśıveis
para a transição
(F-F)-(F-Fr).

(b) Combinações posśıveis
para a transição
(F-AF)-(AF-AF).

(c) Combinações posśıveis
para a transição
(F-Fr)-(AF-Fr).

(d) Combinações posśıveis
para a transição
(AF-F)-(AF-Fr) e
(AF-AF)-(AF-Fr).

(e) Combinações posśıveis para
a transição
(F-AF)-(F-Fr).

Fonte: Autor, 2022

ilustrado na figura 7. Para formar a cadeia, algumas células são restringidas a aparecerem

apenas em duplas e até trios. Consequentemente, o número de maneiras que podemos

montar a cadeia é afetado de maneiras diferentes pela diluição no sistema. Todas expressões

calculadas estão presentes na tabela 5 e o gráfico das curvas na figura 13.

Assim como na seção anterior, podemos ver que onde não há restrição sobre as

células com ou sem um śıtio intersticial, como nas fases F-F, F-AF e AF-Fr, o comporta-

mento da entropia traduz a simetria sob a troca na quantidade destas células. Por outro

lado, na fase ferromagnética frustrada (F-Fr), a simetria é quebrada devido a forma como

os śıtios com σ sempre se apresentam aos pares, reduzindo consideravelmente o número

de estados acesśıveis para a cadeia, que é oposto ao caso da antiferomagnética saturada

(AF-AF), fazendo com que a curva penda para um lado. Enfim, na degenerescência quando

a fase antiferromagnética frustrada (AF-Fr) está em campo nulo faz com que a entropia

seja maior em relação a qualquer outra região do diagrama de fases para uma grande

região de valores para p.

Para as transições, a presença de trios e múltiplas duplas faz com que curvas que

se comportam de maneira semelhante para p ñ 0 e p ñ 1 divirjam para p intermediário,
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Figura 13 – Gráfico da entropia por célula da cadeia S{kBN em função da fração de diluição p
do caso antiferro-antiferro (a) nas fases no estado fundamental e (b) nas curvas de
transição.

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
p

0.0

0.3

0.6

0.9

1.2
S
/k

B
N

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
0

F-F, F-AF e AF-Fr 
AF-AF
F-Fr
AF-Fr (H=0)

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
p

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

(F-F)-(F-Fr)

(AF-AF)-(AF-Fr)

(F-Fr)-(AF-Fr)

(F-AF)-(AF-AF)

(F-AF)-(F-Fr)

(a) (b)

Fonte: Autor, 2022

reiterando a influência de p para cada caso. As mudanças na entropia por fase para cada

uma dessas curvas mostram como efeitos da fração de diluição são expressivos.

2.5 Considerações Finais sobre a Entropia em T = 0

Devido à relação entre a variação da entropia com o efeito magnetocalórico, o

comportamento da entropia em função da diluição p se torna a parte crucial do nosso

estudo. O nosso modelo apresenta, nos casos em que há frustração magnética, múltiplas

fases que dependem intrinsecamente do valor do campo magnético aplicado (ver figuras 4

e 9). Dito isso, temos transições entre estas fases induzidas pelo campo magnético, algo

facilmente controlado em laboratório. Além disso, temos uma fração de diluição que, apesar

de não afetar o nosso diagrama de fases, afeta a estrutura da cadeia e, consequentemente,

a entropia.

Em particular, a junção destas duas caracteŕısticas do modelo faz com que uma

degenerescência apareça em H “ 0 na fase antiferromagnética frustrada (AF-Fr), com

uma entropia que não vai a zero nem quando p “ 1, diferente das demais fases. Esta

caracteŕıstica se torna interessante e frut́ıfera porque há uma grande variação na entropia

para uma baixa magnitude do campo magnético aplicado, que é um requisito para a

possibilidade de utilizar o efeito magnetocalórico para refrigeração no dia a dia.

O entendimento em torno da entropia de cada regime do modelo e de como é

que a cadeia pode se organizar no limite em que a temperatura é nula é imprescind́ıvel
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Tabela 5 – Tabela contendo as expressões para a entropia por célula da cadeia para cada fase
do caso antiferro-antiferro na extrapolação T “ 0. Aqui, q e r dependem do valor
da fração de diluição p e estão relacionadas à fração da cadeia que se apresenta em
duplas ou em trios.

Fase S{kBN

pF ´ F q, pF ´ AF q

e pAF ´ FrqH‰0

p rlnp1 ´ pq ´ lnppqs ´ lnp1 ´ pq

pAF ´ AF q
1
2
rp1 ` pqlnp1 ` pq ´ p1 ´ pqlnp1 ´ pqs ´ plnp2pq

F ´ Fr
lnrp2 ´ pq2´ps ´ plnrps ´ lnr2p1 ´ pqs1´p

pAF ´ FrqH“0
p rlnp1 ´ pq ´ lnppq ` lnp2qqs ´ lnp1 ´ pq

pF ´ F q ´ pF ´ Frq
p1 ´ qqlnp1 ´ qq ´ qlnq ´ p1 ´ pqlnp1 ´ pq

´pp ´ 2qqlnpp ´ 2qq

pAF ´ F q ´ pAF ´ Frq
p1 ` p ´ qqlnr1 ` p ´ qs1{2 ´ pp ´ qqlnr2pp ´ qqs

´qlnq ´ p1 ´ pqlnp1 ´ pq ´ p1 ´ p ` qqlnr1 ´ p ` qs1{2

pF ´ Frq ´ pAF ´ Frq
p2 ´ p ´ qqlnr2 ´ p ´ qs1{2 ´ pp ` qqlnr2pp ` qqs1{2

´qlnq ´ plnp ´ p1 ´ p ´ qqlnr2p1 ´ p ´ qqs

pF ´ AF q ´ pAF ´ AF q

p1 ´ r ´ 2qqlnp1 ´ r ´ 2qq ´ rlnr ´ qlnq
pp ´ qqlnpp ´ qq ´ r1 ´ p ´ 2pr ` qqslnr1 ´ p ´ 2pr ` qqs

pF ´ AF q ´ pF ´ Frq
p1 ´ r ´ 2qqlnp1 ´ r ´ 2qq ´ rlnr ´ qlnq
p1 ´ pqlnp1 ´ pq ´ pp ´ 2r ´ 3qqlnpp ´ 2r ´ 3qq

Fonte: Autor, 2022

para o entendimento do próximo caṕıtulo, que tratará das quantidades de interesse em

temperatura finita através de uma análise termodinâmica do modelo.
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3 ESTUDO DAS QUANTIDADES TERMODINÂMICAS

Neste caṕıtulo, queremos conectar o nosso modelo com a termodinâmica através

do formalismo da mecânica estat́ıstica. Para isso, vamos escrever a grande função de

partição canônica, que atende às nossas necessidades devido à variação no número de

constituintes do nosso sistema. Posteriormente, vamos escolher uma região do diagrama de

fases de cada caso para comparar o comportamento das quantidades termodinâmicas para

diferentes temperaturas com os resultados calculados analiticamente no caṕıtulo anterior.

Este caṕıtulo também pavimenta o caminho para o estudo do efeito magnetocalórico na

cadeia, pois nos permite, com os resultados a serem calculados, calcular as quantidades de

interesse, a variação na entropia e as taxas de desmagnetização adiabática.

3.1 A Grande Função de Partição Canônica

A fim de extrair as quantidades termodinâmicas que serão discutidas nas próximas

seções, nós precisamos escrever a função de partição grande canônica do modelo, isto é,

Ξ “
ÿ

tSu

ÿ

tσu

ÿ

ttu

exp t´βHu , (51)

onde introduzimos β “ pkBT q´1, sendo kB a constante de Boltzmann e a temperatura

absoluta T . Aqui, a soma
ř

tXu
é tomada em todas as configurações da quantidade X

pela cadeia. Nosso objetivo é utilizar a técnica de matriz transferência para escrevê-la.

Introduzindo H “
ř

i Hi, onde o hamiltoniano por célula é dado por

Hi “ ´J1pSi ` Si`1qσiti ´ J2SiSi`1

´H

„

1

2
pSi ` Si`1q ` σiti

ȷ

´ µti,
(52)

e tomamos as substituições Ki “ βJi, i “ 1,2, e L “ βH, que tornam a equação 51 em:

Ξ “
ÿ

tSu

ÿ

tσu

ÿ

ttu

N
ź

i“1

exptK1pSi ` Si`1qσiti

` K2SiSi`1 ` L

„

1

2
pSi ` Si`1 ` σitiq ` βµti

ȷ

u,

(53)

a partir da qual realizamos facilmente as somas sobre a variável ti “ t0,1u,

Ξ “
ÿ

S

ÿ

σ

N
ź

i“1

t1 ` exp rK1pSi ` Si`1qσi ` Lσiq ` βµsu

ˆexp

"

K2SiSi`1 `
1

2
LpSi ` Si`1q

*

,

(54)



Caṕıtulo 3. ESTUDO DAS QUANTIDADES TERMODINÂMICAS 39

e sobre a variável de spin intersticial σ “ ˘1, reduzindo a expressão à uma soma de estados

apenas sobre os spins nodais, que podemos usar para definir uma matriz T :

Ξ “
ÿ

tSu

ź

i

xSi|T |Si`1y , (55)

onde os elementos matriciais são dados por:

xSi|T |Si`1y “ t1 ` 2vcosh rK1 pSi ` Si`1q ` Lsu

ˆexp

„

K2SiSi`1 `
1

2
L pSi ` Si`1q

ȷ

,
(56)

com v “ exp tβµu sendo a fugacidade. A partir desta, podemos aplicar a identidade de

completeza I “
ř

i |Siy xSi`1| para relacionar a função de partição grande canônica com o

traço da N-ésima potência da matriz transferência T (BAXTER, 1982; MATTIS, 1993),

onde N é o número de células na cadeia:

Ξ “ TrTN

“ ΛN
` ` ΛN

´ ,
(57)

contendo Λ` e Λ´, autovalores de T, com Λ` ą Λ´. No limite termodinâmico (N " 1), a

função de partição grande canônica se torna Ξ “ ΛN
` . Os autovalores da matriz transferência

são dados por:

Λ˘ “
1

2

”

pa ` cq ˘
a

pa ´ cq2 ` 4b2
ı

, (58)

onde a “ x`1|T |`1y, b “ x`1|T |´1y e c “ x´1|T |´1y. Com a função de partição escrita,

podemos retirar todas as quantidades termodinâmicas do modelo para uma temperatura

finita. Entretanto, nosso modelo é dependente dos parâmetros pJ1,J2, H, µq, mas nosso

propósito é estudar também a dependência em p. Com isso, antes de prosseguir para a

análise termodinâmica, ainda se faz necessário trabalhar em cima deste problema.

3.2 A Fração Média de Śıtios Dilúıdos

Devido ao nosso propósito com o modelo, é necessário que a quantidade que

contém a informação sobre o número de śıtios σ presente na cadeia esteja bem definida,

principalmente para as análises subsequentes. Entretanto, como mencionado na seção

anterior, o nosso modelo depende inteiramente das quantidades pJ1,J2, H, µq, mas nosso

interesse é que o conjunto de quantidades seja pJ1,J2, H, pq. Para isso, devemos criar um

v́ınculo com p que nossas quantidades vão respeitar para quaisquer valores de entrada

escolhidos.

Logo, vamos recorrer ao formalismo da mecânica estat́ıstica de Boltzmann (REIF,

1985) para escrever a fração média de śıtios dilúıdos σ presente na cadeia, que denotamos

por p; esta quantidade é uma quantidade extensiva relacionada com o potencial qúımico µ,
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então podemos retirar a quantidade média de śıtios intersticiais através de:

p “ xty “
1

N

B

Bpβµq
lnΞ

“
1

Λ`

B

Bpβµq
Λ`

“
v

Λ`

B

Bv
Λ`,

(59)

onde colocamos as expressões em termos da fugacidade para tornar o v́ınculo mais prático:

ou seja, podemos retirar o v correspondente ao valor de p de interesse se resolvermos a

equação

p “
v

Λ`

BΛ`

Bv
, (60)

para v através de métodos numéricos. Para todas as análises subsequentes, utilizamos o

método de Newton-Raphson. Agora, podemos estudar as propriedades termodinâmicas

trazidas pela diluição em σ mais facilmente, assim como observar os efeitos da estrutura

da cadeia discutida no caṕıtulo anterior para temperatura finita.

3.3 Conexão com a Termodinâmica

Queremos retirar as propriedades termodinâmicas do modelo. Sendo U “ UpS,V,Nq

a energia interna do sistema, cuja dependência está na entropia S, no volume V e no nú-

mero de part́ıculas N . Querendo substituir a dependência na entropia S pela dependência

em T , usamos a transformação de Legendre. No nosso sistema, a dependência inclui o

campo magnético: U “ UpS,N,Hq. Logo, na forma diferencial,

dU “ TdS ` µdN ´ MdH, (61)

e procuramos uma quantidade F que dependa de T em vez de S. Assim,

dF “ dU ´ TdS ´ SdT

“ TdS ` µdN ´ MdH ´ TdS ´ SdT

“ µdN ´ MdH ´ SdT,

(62)

onde F é chamada de energia livre de Helmholtz, µ é o potencial qúımico e M é a

magnetização. Podemos concluir que

F “ U ´ TS (63)

e podemos retirar as quantidades termodinâmicas através das derivadas deste potencial

termodinâmico. A magnetização M é calculada a partir da derivada no campo magnético

externo H:

M “ ´

ˆ

BF
BH

˙

N,T

, (64)
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e a entropia é calculada através de

S “ ´

ˆ

BF
BT

˙

N,H

, (65)

que são as quantidades de maior interesse no estudo do nosso modelo.

A grande função de partição se relaciona com estas quantidades da seguinte

maneira:

ΞpH,T,pq “ exp
␣

´β
“

F ´ µN̄
‰(

ñ βrF ´ µN̄ s “ ´lnΞ

ñ F ´ µN̄ “ ´kBT lnΞ

ñ F “ µN̄ ´ kBT lnΞ,

onde N̄ é o número médio de śıtios σ presentes. Para colocar as quantidades em termos

mais práticos para nossos objetivos, usamos as relações

v “ eβµ

ñ µ “ kBT lnv
(66)

e podemos expressar, pela definição de p,

N̄ “ pN, (67)

o que nos permite escrever a energia livre de Helmholtz como

F
kBN

“ pT lnv ´ T lnΛ`, (68)

que é a principal expressão para que as quantidades termodinâmicas sejam extráıdas. As

quantidades termodinâmicas podem ser facilmente calculadas analiticamente em termos

de primeiras e segundas derivadas da equação 68. Para o nosso modelo, as quantidades

de interesse são: a entropia e a magnetização, cujo cálculo se dá pelas equações 65, 2 e 4,

respectivamente; além disso, podemos computar também variação da entropia, dada pela

equação

∆S
pT q

M “

ż H2

H1

ˆ

BSMpH,T q

BH

˙

T

dH

“ SpH2, T q ´ SpH1,T q.

(69)

Nas próximas duas seções, vamos discutir separadamente o comportamento da

magnetização e da entropia para os dois casos apresentados no caṕıtulo anterior (interações

de troca ferro-antiferro e antiferro-antiferro). Vamos entender a dependência destas quanti-

dades com a temperatura e com o campo magnético, dando foco no comportamento destas

quantidades na transição para variados valores de diluição p, comparado os resultados com

temperatura finita aos resultados do modelo em T “ 0.
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3.4 Caso Ferro-Antiferro

No caso ferro-antiferro, temos o seguinte regime para as interações de troca: J1 ą

0 e J2 ă 0, resultando num sistema com três fases predominantes, dependendo do valor do

campo magnético externo aplicado através de H{|J1| e da razão |J2|{|J1|, como apresentado

na figura 4. Vimos que as fases apresentadas são (ver tabela 1): (a) ferromagnética saturada

(F-F); (b) ferromagnética não saturada (AF-F); (c) antiferromagnética frustrada (AF-Fr),

esta apresentando degenerescência em H “ 0. Para prosseguir a nossa análise, vamos

selecionar os valores de diluição p = 0.2, 0.4, 0.8 assim como valores de interação de troca

que satisfaçam |J2|{|J1| “ 1.5, que passa por todas as transições apresentadas no diagrama

de fases do sistema.

3.4.1 Magnetização

Percorrendo a região escolhida no diagrama de fases (figura 4), |J2|{|J1| “ 1.5,

podemos ver na figura 14 a presença de duas transições induzidas pelo campo magnético,

denotadas pelos dois pontos destacados onde as curvas se cruzam. As curvas coloridas

são os valores calculados no estado fundamental seguindo as expressões apresentadas no

caṕıtulo anterior, em T “ 0. Para temperatura finita, este comportamento descont́ınuo da

magnetização é substitúıdo por curvas suaves, visto que as flutuações térmicas atenuam os

efeitos que definem estas fases. Além disso, como esperado, nosso modelo não apresenta

transição de fase para temperatura finita, então não há magnetização espontânea em

H “ 0 e todas as curvas convergem para zero para campo nulo.

Observe que para um dado valor de fração de diluição p, a partir de H “ 0,

quando o campo é aplicado, os spins nodais de células com śıtios intersticiais tendem a se

alinhar com o campo. Contudo, o estado AF ´ Fr permanece estável até um valor cŕıtico

do campo, acima do qual há uma transição para o estado AF ´ F . Tal estado persiste

até que valores maiores de campo externo induzam o alinhamento dos śıtios nodais em

células que não têm śıtios dilúıdos. Os valores de campo cŕıtico podem ser encontrados

através das equações 35 e 39. Para estes parâmetros, assumem-se os valores Hc{|J1| “

1.0 e 3.0, respectivamente. Para temperatura finita, este comportamento descont́ınuo da

magnetização é substitúıdo por curvas suaves, devido às flutuações térmicas. Além disso,

não há magnetização espontânea em H “ 0 e todas as curvas convergem para zero para

campo nulo.

Para H{|J1| ă 1.0, estamos na fase antiferromagnética frustrada (AF-Fr), onde os

spins nodais estão sob um alinhamento antiferromagnético em todas células que compõem

a fase, fazendo com que a magnetização dependa exclusivamente dos spins intersticiais

presentes na cadeia, visto que as contribuições dos nodais se cancelam. Nesta fase, os

valores da magnetização para as frações de diluição escolhidas, p “ 0.2, 0.4 e 0.8, são m =

0.2, 0.4, 0.8, de onde vemos o aumento da magnetização acompanhando o aumento de p
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Figura 14 – Curvas isotérmicas da magnetização m por célula extráıdas do cálculo exato em
kBT “ 0.0 (ver equação 41) e por derivada exata da energia livre em kBT {|J1| “

0.05, 0.1, 0.2, 0.4 com constantes de troca satisfazendo |J2|{|J1| “ 0.5 e frações de
diluição iguais a (a) p “ 0.2, (b) p “ 0.4 e (c) p “ 0.8.
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de 1 para 1.

Para 3.0 ą H{|J1| ą 1.0, temos um regime ferromagnético não saturado (AF-

F). Nesta fase, os spins nodais têm a interação de troca ferromagnética com o spin

intersticial forte o suficiente para fazê-los se alinhar, adicionando mais uma contribuição

ao valor da magnetização. Sem a presença do campo magnético, eles continuam alinhados

antiferromagneticamente, não contribuindo com o valor da magnetização. Nesta fase, os

valores da magnetização para as frações de diluição escolhidas, p “ 0.2, 0.4 e 0.8, são m =

0.4, 0.8, 1.4, de onde vemos o aumento da magnetização no dobro da fração de diluição p,

devido aos spins agora alinhados.

Por fim, para H{|J1| ą 3.0, temos a fase ferromagnética saturada (F-F), a estrutura

é simples e todos os spins estão alinhados com o campo magnético em todas as células. A

presença do spin σ apenas adiciona à magnetização dos spins nodais: para as frações de

diluição escolhidas, p “ 0.2, 0.4 e 0.8, os valores da magnetização são m = 1.2, 1.4, 1.8.

Os valores de campo cŕıtico podem ser encontrados através das equações 35 e

39. Para estes parâmetros, assumem-se os valores Hc{|J1| “ 1.0 e 3.0. Podemos também

encontrar o valor da magnetização nos campos cŕıticos.

Portanto, conseguimos ver como a fração de diluição p tem grande influência
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na magnetização da cadeia. Além disso, conseguimos notar que os estados fundamentais

têm influência no comportamento da magnetização, esta sendo atenuada pelos efeitos do

aumento da temperatura. De imediato, podemos notar a diferença na intensidade dos

picos conforme p varia, cujo papel é crucial no efeito magnetocalórico, a ser discutido no

próximo caṕıtulo.

3.4.2 Entropia

Con o intuito de melhor compreender o comportamento termodinâmico do modelo,

vamos analisar a dependência da entropia com o campo externo para diferentes valores de

temperatura e três valores da fração de diluição (ver figura 15). Aqui, como na análise da

magnetização, consideramos |J2|{|J1| “ 1.5. As linhas coloridas destacam os valores da

entropia em cada uma das fases fundamentais.

Em linhas gerais o que podemos observar é que há uma maior variação da entropia

nas vizinhanças dos campos cŕıticos. Por outro lado, como já era esperado, as flutuações

térmicas tendem a suavizar esses picos à medida que a temperatura aumenta. Além disso,

nota uma ńıtida influência na amplitude da entropia nas transições com a variação da

fração de diluição, reflexo do processo de reorganização dos spins nas transições de fase.

De fato, note que para p “ 0.2, a amplitude da entropia no primeiro pico (transição AF-Fr

Ñ AF-F) é maior do que no segundo pico (transição AF-F Ñ F-F). Tal situação vai se

invertendo gradualmente à medida que a fração de diluição aumenta.

Para campos muito próximos de H{|J1| “ 0, a fase antiferromagnética frustrada

(AF-Fr) nos fornece uma considerável variação no valor da entropia, devido à degeneres-

cência no spin intersticial na ausência de campo magnético externo aplicado. Este valor,

como esperado, aumenta conforme aumentamos o número de śıtios σ na cadeia.

Em intervalos onde a intensidade do campo magnético satisfaz 0 ă H{|J1| ă

1.0 e H{|J1| ą 3.0, estamos nas fases antiferromagnética frustrada (AF-Fr) e ferromag-

nética saturada (F-F), respectivamente; ambas se organizam da mesma forma, podendo

combinar as células (com ou sem diluição) sem restrições. Apesar desta semelhança, o

comportamento da entropia para temperatura finita destas fases difere consideravelmente

devido ao comportamento da cadeia nos campos cŕıticos. Para temperatura nula, o valor

da entropia é de S{kBN | “ 0.500, 0.673 e 0.500 para as frações de diluição p = 0.2, 0.4,

0.8, respectivamente.

Para campos magnéticos intermediários, 1.0 ă H{|J1| ă 3.0, estamos na fase

antiferromagnética não saturada (AF-F), que exige que células sem śıtio σ apresentem-se

aos pares. Esta restrição reduz o número de estados posśıveis para a cadeia, estando sempre

abaixo do valor da entropia das demais fases para o mesmo valor de diluição. Além disso,

seus maiores valores quando a cadeia está preenchida com células possuindo o spin σ em

menos do que a metade, visto que diminuir a quantidade de células sem σ significa também

reduzir a quantidade de combinações posśıveis a partir de certo ponto. Para p = 0.2, 0.4,
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Figura 15 – Curvas isotérmicas da entropia por célula S{kBN | extráıdas do cálculo exato em
kBT “ 0.0 e por derivada exata da energia livre em kBT {|J1| “ 0.05, 0.1, 0.2, 0.4
(de baixo para cima) com constantes de troca |J2|{|J1| “ 1.5 e frações de diluição
iguais a (a) p “ 0.2, (b) p “ 0.4 e (c) p “ 0.8.
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0.8, seus valores são S{kBN “ 0.382, 0.478 e 0.3139, respectivamente.

Vale salientar que todos os valores de entropia, em kBT “ 0, em cada uma das

fases e também nas linhas de transição são calculados de forma anaĺıtica.

3.5 Caso Antiferro-Antiferro

No caso antiferro-antiferro, temos o seguinte regime para as interações de troca:

J1 ă 0 e J2 ă 0, resultando num sistema com cinco fases predominantes, um cenário mais

rico do que o caso anterior, dependendo do valor do campo magnético externo aplicado

através de H{|J1| e da razão |J2|{|J1|, como apresentado na figura 9. Vimos que as fases

apresentadas são (ver tabela 1): (a) ferromagnética saturada (F-F); (b) antiferromagnética

não saturada (F-AF); (c) ferromagnética frustrada; (d) antiferromagnética saturada (AF-

AF); e a antiferromagnética frustrada (AF-Fr), esta apresentando degenerescência em H

“ 0. Para prosseguir a nossa análise, vamos selecionar os valores de diluição p = 0.2, 0.4,

0.8, assim como valores de interação de troca que satisfaçam |J2|{|J1| “ 0.25, que passa

por quatro das fases apresentadas no diagrama de fases do sistema.
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3.5.1 Magnetização

Para a análise do processo de magnetização, vamos percorrer o diagrama de fases

(figura 9) para |J2|{|J1| “ 0.25, onde se observa a presença de três transições induzidas

pelo campo magnético. A figura 16 mostra a dependência da magnetização com o campo

magnético para diferentes valores de temperatura e os mesmos valores de fração de diluição

analisados no caso anterior. Os pontos coloridos destacam os campos cŕıticos e as linhas

coloridas denotam os valores da magnetização em cada fase magnética. Os valores de

campo cŕıtico podem ser encontrados através das equações 35, 48 e 50. Para os parâmetros

utilizados, assumem-se os valores Hc{|J1| “ 0.5, 1.5 e 2.5.

Figura 16 – Curvas isotérmicas da magnetização por célula extráıdas do cálculo exato em kBT “

0.0 (ver equação 41) e por derivada exata da energia livre em kBT {|J1| “ 0.05, 0.1,
0.2, 0.4 (de baixo para cima) com constantes de troca satisfazendo |J2|{|J1| “ 0.25 e
frações de diluição iguais a (a) p “ 0.2, (b) p “ 0.4 e (c) p “ 0.8.
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Para H{|J1| ă 0.5, estamos na fase antiferromagnética saturada (AF-AF), onde os

spins nodais estão sob um alinhamento antiferromagnético com o spin intersticial quando

este está presente e antiparalelos quando não. Como todas células têm uma soma de spin

igual a 0, a magnetização é nula independentemente do valor de p, como podemos ver

nos três gráficos. Um comportamento independente de p ocorre também para a região 2.5

H{|J1| ă 1.5, que está na fase ferromagnética frustrada (F-Fr), onde as células com śıtio σ

têm spins nodais alinhados ferromagneticamente enquanto as células sem têm os śıtios



Caṕıtulo 3. ESTUDO DAS QUANTIDADES TERMODINÂMICAS 47

nodais alinhados antiferromagneticamente, mas com o spin intersticial alinhado ao campo.

Com isso, todas células desta fase somam spin igual a 1.

Das duas fases cuja dependência em p da magnetização é relevante, a primeira se

dá na região 0.5 ă H{|J1| ă 1.5. A fase nesta região é a antiferromagnética não saturada

(F-AF), onde as células sem σ têm spins nodais alinhados ferromagneticamente enquanto

as células sem σ têm alinhamento que faz com que o spin total da célula some 0. Com isso,

a magnetização depende estritamente da fração de śıtios σ na cadeia, diminuindo caso

aumentemos p. Para p “ 0.2, 0.4 e 0.8, neste caso, os valores da magnetização por célula é

m = 0.8, 0.6, 0.2.

Por outro lado, a segunda se dá na região H{|J1| ą 2.5, que corresponde à fase

ferromagnética saturada (F-F), cuja estrutura é simples: todas células possuem todos os

spins que as constituem alinhados com o campo magnético. A presença do spin σ apenas

adiciona à magnetização dos spins nodais: para as frações de diluição escolhidas, p “ 0.2,

0.4 e 0.8, os valores da magnetização são m = 1.2, 1.4, 1.8.

Como no caso anterior, devido aos efeitos das flutuações térmicas, os platôs na

magnetização vão gradativamente desaparecendo á medida que a temperatura cresce.

3.5.2 Entropia

Na figura 17 temos uma análise da dependência da entropia com o campo externo

para os mesmos parâmetros de fração de diluição e diferentes valores de temperatura.

Aqui, novamente, consideramos o regime de constantes de troca |J2|{|J1| “ 0.25. Podemos

observar três picos principais relacionados com as transições de fase em campos cŕıticos.

Nesta escolha de parâmetros, não temos degenerescência para H{|J1| “ 0, diferindo do que

foi escolhido no caso anterior. Vamos discutir brevemente o valor da entropia e a relação

de seu comportamento com cada fase.

Nos regimes para campo magnético 0.0 ă H{|J1| ă 0.5, 0.5 ă H{|J1| ă 1.5 e H{|J1|

ą 2.5, temos as fases antiferromagnética saturada (AF-AF), antiferromagnética (F-AF) e

ferromagnética saturada (F-F), respectivamente. Todas estas não têm quaisquer restrições

em relação a como podemos organizar a cadeia com suas células, então sua entropia para

temperaturas baixas é bem similar, assumindo valores iguais para temperatura nula: S{kBN

“ 0.382, 0.478 e 0.3139 para as frações de diluição p “ 0.2, 0.4 e 0.8, respectivamente.

Novamente, elas diferem em temperaturas finitas justamente pelo comportamento em

torno dos campos cŕıticos.

Em particular, a região H{|J1| ą 2.5, que corresponde à fase ferromagnética

frustrada (F-Fr), temos a seguinte restrição nas células com śıtio intersticial: elas devem se

apresentar em pares. Assim, a presença do spin σ diminui consideravelmente o número de

estados acesśıveis à cadeia, fazendo com que a entropia desta fase seja consideravelmente

menor em relação às demais, relação que pode ser vista inclusive em temperatura finita

suficientemente baixa.
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Figura 17 – Curvas isotérmicas da entropia por célula extráıdas do cálculo exato em kBT “ 0.0 e
por derivada exata da energia livre em kBT {|J1| “ 0.05, 0.1, 0.2, 0.4 com constantes
de troca satisfazendo |J2|{|J1| “ 0.25 e frações de diluição iguais a (a) p “ 0.2, (b) p
“ 0.4 e (c) p “ 0.8.

0.0 1.0 2.0 3.0

H/|J
1
|

0.4

0.8

1.2

1.6
S
/k

B
N

0.0 1.0 2.0 3.0 0.0 1.0 2.0 3.0

H/|J
1
|

0.4

0.8

1.2

1.6

0.0 1.0 2.0 3.0

0.0 1.0 2.0 3.0

H/|J
1
|

0

0.4

0.8

1.2

1.6

S
/k

B
N

0.0 1.0 2.0 3.0
0

p = 0.2 p = 0.4

p = 0.8

(a) (b)

(c)

Fonte: Autor, 2022

Conhecendo como se apresenta a entropia e a magnetização em cada conjunto de

parâmetros, vemos que há diferenças consideráveis em seus comportamentos mesmo em

temperatura finita, onde os efeitos da descontinuidade da transição de fase presente em

temperatura nula são atenuados. Dito isso, podemos prosseguir para o estudo da variação

da entropia e o efeito magnetocalórico associado ao nosso modelo.

3.6 Efeito Magnetocalórico

O efeito magnetocalórico tem o seu alicerce na variação da entropia magnética

com o campo magnético. No caṕıtulo anterior, investigamos os efeitos da competição entre

interações de troca em dois casos, verificando que a cadeia estudada pode se apresentar em

diversas fases, cujas transições podem ser induzidas pelo campo magnético com seus efeitos

perdurando mesmo em temperatura finita. Ou seja, a variação da entropia magnética do

sistema indica a presença do efeito magnetocalórico, que está relacionada com a capacidade

de refrigeração magnética de sistemas de spins unidimensionais que nos propusemos a

discutir.

Nas próximas seções, vamos investigar a variação da entropia nos casos já estudados,

priorizando as faixas de de constante de troca e frações de diluições utilizadas nas seções
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anteriores. Além disso, vamos discutir brevemente o contraste que o efeito da diluição nos

dá em relação aos limites p Ñ 0 e p Ñ 1.

3.6.1 Caso Ferro-Antiferro

No caso ferro-antiferro, onde assumimos |J2|{|J1| “ 1.5, variando o campo magné-

tico a partir do campo nulo, passamos pelas fases antiferromagnética frustrada pAF´FrqH“0

com degenerescência no spin intersticial, fase antiferromagnética frustrada pAF ´ FrqH‰0,

fase ferromagnética não saturada (AF-F) e a fase ferromagnética saturada (F-F). Em

função dos valores do campo magnético, esperamos encontrar expressivas variações na

entropia em torno dos campos cŕıticos onde há mudança na estrutura magnética da cadeia:

H{|J1| “ 0.0, 1.0 e 3.0.

Podemos observar o comportamento da entropia magnética com clareza ao nos

concentrarmos no plano da temperatura da cadeia kBT {|J1| versus do campo magnético

H{|J1|, que apresentam as curvas de desmagnetização adiabática, ao longo das quais a

entropia da cadeia é constante. Na figura 18, exibimos as curvas de isoentropia para p

“ 0.2 e p “ 0.8. Aqui, quanto mais intensa a cor, maior a amplitude da entropia na

região. O quadro na direita dos gráficos representa as cores e os intervalos de valores para

a entropia que aquelas cores representam. Nas regiões onde as curvas se aglutinam, há

maior densidade de curvas e intensidades de cor e, portanto, maior variação de entropia e

acentuado efeito magnetocalórico.

Observe que para ambos os valores de p, a maior variação na temperatura adiabá-

tica ocorre nas vizinhanças dos campo cŕıticos, como já era previsto. Ou seja, a maior taxa

de resfriamento é obtida no limite superior do campo cŕıtico ao passo que se diminuirmos o

campo a partir do valor ćıtico teremos o maior aquecimento. Esse duplo comportamento nas

proximidades do campo cŕıtico pode favorecer o uso de materiais com esse comportamento

como substâncias magnético ativas.

Para uma fração p “ 0.2 da cadeia preenchida por células com śıtios σ (ver figura

18 (a)), há maior variação em torno do campo cŕıtico H{|J1| “ 3.0, que marca a transição

entre as fases ferromagnética não saturada (AF-F) e a fase ferromagnética saturada (F-F).

Aqui, as curvas que atingem kBT “ 0 são as englobadas pelos valores da entropia no

estado fundamental, cujo limite superior é justamente a entropia na transição S{kBN «

0.832. Além disso, podemos ver que há uma pequena variação na entropia sob campo nulo,

devido à degenerescência da fase antiferromagnética frustrada.

Vimos anteriormente (ver figura 8) que o valor da fração de diluição pode aumentar

a entropia para campo nulo da cadeia. Os efeitos da diluição são melhor observados se

compararmos o gráfico de fração p “ 0.2 com o de fração p “ 0.8 (ver figura 18 (b)).

Para esta fração de śıtios intersticiais na cadeia, vemos, entretanto, que a região de

campo nulo H{|J1| “ 0.0 concentra bastante as curvas de desmagnetização adiabática,

em contraste com a fração anterior, refletindo os efeitos do aumento na entropia causado
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Figura 18 – Curvas de desmagnetização adiabática no plano da temperatura kBT {|J1| versus o
campo magnético externo aplicado H{|J1| para interações de troca |J2|{|J1| “ 1.50
e fração de diluição (a) p “ 0.2 e (b) p “ 0.8.

Fonte: Autor, 2022

pela degenerescência, mostrando que a diluição em conjunto com a frustração podem

beneficiar o efeito magnetocalórico no modelo em regiões de campo magnético baixo, o

que é vantajoso para aplicações devido aos custos para atingir campos magnéticos de alta

intensidade.

Motivados por este comportamento em campos magnéticos baixos, podemos

monitorar a variação da entropia ∆S “ SpHq ´ SpH “ 0q em função da fração de diluição

p em uma temperatura constante kBT {|J1| “ 0.1, como no gráfico mostrado na figura

19. Para campos relativamente baixos, já temos um expressivo aumento na variação da

entropia para valores não nulos de p. Por outro lado, para valores pequenos p “ 0, na

vizinhança do segundo ponto cŕıtico H{|J1| “ 3.0, é posśıvel observar a presença de um

efeito magnetocalórico inverso, que desaparece para valores maiores de p.

Para o limite p Ñ 0.0, a cadeia representa um antiferromagneto, enquanto para
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Figura 19 – Variação na entropia magnética da cadeia no caso de interações de troca |J2|{|J1|

“ 1.5 partindo da fase antiferromagnética frustrada em H{|J1| “ 0 até um campo
magnético H{|J1| com temperatura kBT {|J1| “ 0.1 para diversos valores de fração
de diluição p “ t0.0, 0.2, 0.4, 0.8, 1.0u.
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o limite p Ñ 1.0 a cadeia é uma cadeia triangular com competição entre as interações

de troca. Ambos casos estão na figura como linhas tracejadas. Como limites do sistema,

nos campos magnéticos H{|J1| “ 1.0 e H{|J1| “ 3.0, os valores da variação da entropia

atuam como um limite superior e inferior para a variação da entropia de cadeias com

frações de diluição intermediárias. A grande diferença acontece na fase ferromagnética não

saturada (F-F), que mencionamos anteriormente que a entropia é menor que as demais.

Esta caracteŕıstica trazida pela fração de diluição faz com que, para algumas frações de

diluição, a variação na entropia supere os casos limites para determinadas variações de

campo magnético.

É claro, estes efeitos só podem ser observados em temperaturas que estejam na

ordem de |J1|{kB, que dita a escala de nossa análise. Para valores em ordens muito maiores,

os efeitos das diferentes fases são mitigados pelas flutuações térmicas.

3.6.2 Caso Antiferro-Antiferro

No caso antiferro-antiferro, assumindo um valor de interação de troca |J2|{|J1|

“ 0.25, variando o campo magnético a partir do campo nulo, passamos pelas: fase an-

tiferromagnética saturada (AF-AF), fase antiferromagnética não saturada (F-AF), fase

ferromagnética frustrada (F-Fr) e a fase ferromagnética saturada (F-F). Em função dos

valores do campo magnético, esperamos encontrar as maiores variações na entropia em

torno dos campos cŕıticos onde há mudança na estrutura magnética da cadeia: H{|J1| “

0.5, 1.5 e 2.5.

Ao nos voltarmos ao plano da temperatura da cadeia kBT {|J1| versus do campo

magnético H{|J1|, vemos novamente a aglutinação de curvas das curvas em torno dos



Caṕıtulo 3. ESTUDO DAS QUANTIDADES TERMODINÂMICAS 52

Figura 20 – Curvas de desmagnetização adiabática no plano da temperatura kBT {|J1| versus o
campo magnético externo aplicado H{|J1| para interações de troca |J2|{|J1| “ 0.25
e fração de diluição (a) p “ 0.2 e (b) p “ 0.8.

Fonte: Autor, 2022

campos cŕıticos (ver 20). Note a diferença agora de não termos uma mudança na estrutura

magnética da cadeia de campo magnético nulo para um finito: não há múltiplas curvas

atingindo kBT “ 0 para campos pouco intensos, visto que a fase antiferromagnética

saturada não apresenta nenhuma mudança drástica na configuração magnética de H “ 0

para campos finitos.

Para uma fração p “ 0.2 da cadeia preenchida por células com śıtios σ (ver figura

20 (a)), há maior variação em torno do campo cŕıtico H{|J1| “ 0.5, que marca a transição

entre as fases antiferromagnética saturada (AF-F) e a fase ferromagnética frustrada (F-F).

Para notarmos os efeitos da diluição, comparamos o gráfico de fração p “ 0.2 com

o de fração p “ 0.8 (ver figura 20 (b)). Para esta fração de śıtios intersticiais na cadeia,

vemos, entretanto, que a região de campo nulo H{|J1| “ 1.5 agora que retém as maiores

variações na entropia. Entretanto, regiões de campo alto não são tão interessantes para o
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efeito magnetocalórico utilizado para refrigeração magnética devido ao custo de manter

campos magnéticos intensos.

Para avaliar o efeito magnetocalórico em termos das frações de diluição, podemos

monitorar a variação da entropia ∆S “ SpHq´SpH “ 0q em função da fração de diluição p

da cadeia numa variação de campos magnético com valor inicial de H “ 0, como no gráfico

mostrado na figura 21. Para o limite p Ñ 0.0, a cadeia representa um antiferromagneto,

enquanto para o limite p Ñ 1.0 a cadeia é uma cadeia triangular com competição entre

todas as interações de troca entre todos spins. Ambos casos estão na figura como linhas

tracejadas. Como limites do sistema, nos campos magnéticos H{|J1| “ 0.5, H{|J1| “ 1.5 e

H{|J1| “ 2.5, os valores da variação da entropia atuam como um limite superior e inferior

para a variação da entropia de cadeias com frações de diluição intermediárias.

Para quase todos os campos magnéticos externos aplicados, a variação da entropia

em relação a de campo nulo nos fornece um efeito magnetocalórico inverso.

Figura 21 – Variação na entropia magnética da cadeia no caso de interações de troca |J2|{|J1| “

0.25 partindo da fase antiferromagnética frustrada em H{|J1| “ 0 até um campo
magnético H{|J1| com temperatura kBT {|J1| “ 0.1 para diversos valores de fração
de diluição p “ t0.0, 0.2, 0.4, 0.8, 1.0u.
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A grande diferença acontece na fase ferromagnética não saturada (AF-F), que

mencionamos anteriormente que a entropia é menor que as demais (ver figura 13), cuja

região de campos nos fornece um efeito magnetocalórico. Esta caracteŕıstica trazida pela

fração de diluição faz com que, para algumas frações de diluição, a variação na entropia

supere os casos limites para determinadas variações de campo magnético. É claro, esta

constatação leva em conta uma variação partindo de um campo nulo. Para efeitos práticos,

as regiões de campo cŕıtico e de campos pouco intensos são a maneira ideal de alcançar um

efeito magnetocalórico eficiente. Vale ressaltar que estes efeitos só podem ser observados

em temperaturas que estejam na ordem de |J1|{kB, que ditou a escala de nossa análise.
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4 CONCLUSÃO

Neste trabalho, apresentamos uma cadeia magnética com spins do tipo Ising com

interações de primeiros e segundos vizinhos, incluindo diluição nos primeiros. A cadeia

pode ser representada como uma cadeia triangular onde dois vértices do triângulo são ditos

spins nodais e o spin intersticial se posiciona no vértice intermediário. Esse spin intersticial

traz consigo a possibilidade de aparecer ou não na cadeia, que faz com que tenhamos um

sistema dilúıdo. Este modelo foi motivado pelo comportamento apresentado em planos de

CuO2, constituintes de cerâmicas supercondutoras de alta temperatura cŕıtica.

Buscamos investigar as quantidades termodinâmicas do modelo em cenários onde

há competição entre as interações de troca entre os spins. Em particular, também nos

propusemos a estudar o efeito magnetocalórico. Os casos analisados foram: (a) o caso

ferro-antiferro, onde os spins nodais têm interação de troca de natureza antiferromagnética

entre si e de natureza ferromagnética com o spin intersticial, quando presente; (b) o caso

antiferro-antiferro, onde todas as interações de troca são de natureza antiferromagnética.

Antes de explorar o modelo para cada caso, retiramos diretamente do hamiltoniano os

estados fundamentais posśıveis.

Para o caso ferro-antiferro, o diagrama de fases apresenta três fases: ferromagnético

saturada (F-F), ferromagnética não saturada (AF-F) e antiferromagnética frustrada (AF-

Fr). Por outro lado, o do caso antiferro-antiferro apresenta um diagrama de fases mais rico,

com as fases: ferromagnética saturada (F-F), ferromagnética frustrada (F-Fr), antiferromag-

nética frustrada (AF-Fr), antiferromagnética não saturada (F-AF) e antiferromagnética

saturada (AF-AF). Quantidades como a entropia e a magnetização podem ser calculadas

exatamente para todas as regiões do diagrama de fases no estado fundamental (T “ 0).

A estrutura magnética da cadeia e, consequentemente, as quantidades termodinâmicas

têm grande dependência com a fração de diluição, que indica a fração de śıtios intersticiais

espalhados pela cadeia.

Para conectarmos com a termodinâmica em temperatura finita (T ‰ 0), escrevemos

a grande função de partição canônica do modelo através da técnica de matriz transferência

e conseguimos uma expressão para a energia livre de Helmholtz, a partir da qual fizemos

nossa análise. Conseguimos verificar a influência dos estados fundamentais mesmo em

temperatura finita, onde não há transição devido à natureza unidimensional e de interações

de curto alcance do nosso modelo, comparando com os resultados retirados do estado

fundamental de cada caso. Constatamos a expressiva influência da fração de diluição tanto

na entropia quanto na magnetização.

Por fim, discutimos o efeito magnetocalórico da cadeia nos atentando às regiões

de campo magnético de baixa intensidade, onde há maior interesse em aplicações para

refrigeração magnética. Conseguimos ver para fase antiferromagnética frustrada (AF-Fr) a
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presença do efeito magnetocalórico através de curvas de desmagnetização adiabática e de

variação da entropia magnética para campos magnéticos baixos devido à degenerescência

presente no spin intersticial. Também avaliamos o efeito magnetocalórico em torno dos

campos magnéticos cŕıticos, onde há a transição entre as fases e grande variação na

entropia magnética. Constatamos que os efeitos da diluição influenciam consideravelmente

a magnitude da variação da entropia magnética em todos os casos.

Em um modelo relativamente simples munido de uma solução exata, conseguimos

estudar as quantidades termodinâmicas e o efeito magnetocalórico em um cenário de

competição entre as interações de troca e diluição no śıtio intersticial. Exibindo o efeito

magnetocalórico, procuramos entender melhor o papel da diluição em sistemas magnéticos

deste tipo. Entretanto, descrições mais precisas exigiriam o uso de modelos mais robustos

e soluções que envolvem métodos numéricos, como técnicas de grupo de renormalização de

matriz densidade.
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BELL, J. S. Speakable and Unspeakable in Quantum Mechanics. Cambridge: Cambridge
University Press, 1987. Citado na página 16.

BIRGENEAU, R.; KASTNER, M.; AHARONY, A. Z. Magnetic frustration model for
superconductivity in planar cuo2 systems. Physik B - Condensed Matter, v. 71, p. 54–62,
1988. Citado na página 20.

BLUNDELLL, S. Magnetism in Condensed Matter. New York: Oxford University Press
Inc., 2001. Citado 4 vezes nas páginas 11, 12, 13 e 14.
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APÊNDICE A – ENTROPIA NOS ESTADOS FUNDAMENTAIS

A.1 Caso 1: Fases F-F, AF-Fr e F-AF

Para o primeiro caso, não há nenhuma restrição em como combinar as N células

presentes na cadeia (ver figura 22). Dada uma fração de diluição p, há pN células com

śıtio σ na cadeia e p1 ´ pqN células sem śıtio σ. O total de células é N, então o número de

estados acesśıveis para este caso é

Ωpp,Nq “
N !

rp1 ´ pqN s! ppNq!
. (70)

Figura 22 – Representação ilustrativa das cadeias das fases F-F, AF-Fr e F-AF para campo
magnético não nulo (H ‰ 0), apresentando nenhuma restrição.

(a) Fase Ferromagnética Saturada.

(b) Fase Antiferromagnética Frustrada.

(c) Fase Antiferromagnética não Saturada.

Fonte: Autor, 2022

Com o aux́ılio da equação 42 e do resultado 70, podemos escrever a entropia da

cadeia:

S “ kBlnΩ

ñ
S1

kB
“ ln

"

N !

rp1 ´ pqN s! ppNq!

*

“ lnN ! ´ ln rp1 ´ pqN s! ´ ln ppNq!

e, para alcançar o limite termodinâmico (N " 1), usaremos a fórmula de Stirling

lnN ! « NlnN ´ N (71)

que nos fornece, após algumas manipulações algébricas, a seguinte expressão para a entropia

da cadeia nestas fases:
S

kBN
“ ´ln

“

ppp1 ´ pq
1´p

‰

, (72)

cujo valor máximo ocorre para a fração de diluição p “ 1{2. Na figura 23, exibimos o

comportamento da entropia no caso 1 em função da fração de diluição. A entropia é

máxima quando o número de células com σ é equivalente ao número de células sem.
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Figura 23 – Gráfico da entropia por célula S{kBN nas fases F-F, AF-Fr, F-AF e AF-F (H “ 0)
com dependência na fração de diluição p.
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Fonte: Autor, 2022

A.2 Caso 2: Fases AF-F e AF-AF.

Para o segundo caso, devemos combinar as N células presentes na cadeia (ver

figura 24) atentando ao fato de que as células sem śıtio σ devem aparecer aos pares. Assim,

dada uma fração de diluição p, há pN células com śıtio σ na cadeia e p1 ´ pqN células

sem śıtio σ, estas, por sua vez, sempre se apresentam aos pares. O número de pares é

p1 ´ pqN{2; então, o número efetivo de células nesta cadeia é de p1 ´ pqN{2 ` pN “

p1 ` pqN{2, nos dando o número de estados acesśıveis:

Ωpp,Nq “

“

p1 ` pq N
2

‰

!

ppNq!
“

p1 ´ pq N
2

‰

!
. (73)

Figura 24 – Representação ilustrativa das cadeias das fases AF-F e AF-AF, que apresentam
células sem śıtio σ aos pares.

(a) Fase Ferromagnética Não Saturada.

(b) Fase Antiferromagnética Saturada.

Fonte: Autor, 2022

Com o aux́ılio da equação 42 e do resultado 73, e, após algumas manipulações

algébricas, podemos escrever, fazendo uso da equação 71, a entropia da cadeia no limite
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termodinâmico:

S

kBN
“ ln

$

&

%

1

p2pqp

«

p1 ` pq
1`p

p1 ´ pq
1´p

ff
1
2

,

.

-

, (74)

cujo valor máximo ocorre para a fração de diluição p “ 1{
?

5. Na figura 25, exibimos o

comportamento da entropia no caso 2 em função da fração de diluição. A entropia máxima

se apresenta na região onde há mais células sem σ.

Figura 25 – Gráfico da entropia por célula S{kBN nas fases AF-F (H ‰ 0) e AF-AF com
dependência na fração de diluição p.
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Fonte: Autor, 2022

A.3 Caso 3: Fase F-Fr

Para o terceiro caso, devemos combinar as N células presentes na cadeia (ver

figura 26) atentando ao fato de que as células com śıtio σ devem aparecer aos pares. Assim,

dada uma fração de diluição p, há pN células com śıtio σ na cadeia e p1 ´ pqN células sem

śıtio σ. O número de pares é pN{2, então o número efetivo de células nesta cadeia é de

p1 ´ pqN ` pN{2 “ p2 ´ pqN{2, nos dando o número de estados acesśıveis:

Ωpp,Nq “

“

p2 ´ pq N
2

‰

!
`

pN
2

˘

! rp1 ´ pqN s!
. (75)

Figura 26 – Representação ilustrativa da cadeia da fase F-Fr, que apresenta células com śıtio σ
aos pares. Fase Ferromagnética Frustrada.

Fonte: Autor, 2022
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Com o aux́ılio da equação 42 e do resultado 73, e, após algumas manipulações

algébricas, podemos escrever, fazendo uso da equação 71, a entropia da cadeia no limite

termodinâmico se dá por:

S

kBN
“ ln

$

&

%

1

r2 p1 ´ pqs
1´p

«

p2 ´ pq
2´p

pp

ff
1
2

,

.

-

, (76)

cujo valor máximo ocorre para a fração de diluição p “ 1 ´ 1{
?

5. Na figura 27, exibimos o

comportamento da entropia no caso 3 em função da fração de diluição. A entropia máxima

se apresenta na região onde há mais células com σ.

Figura 27 – Gráfico da entropia por célula S{kBN nas fase AF-Fr com dependência na fração de
diluição p.
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Fonte: Autor, 2022

A.4 Caso 4: AF-Fr para H = 0

Figura 28 – Representação ilustrativa das células da cadeia da fase F-Fr, apresentando degene-
rescência nas células com śıtio σ.

Fonte: Autor, 2022

Na fase AF-Fr sem o campo magnético externo (H “ 0), o spin σ pode estar para

cima ou para baixo sem alterar a energia da célula, isto é, há uma degenerescência de

estados que devemos levar em conta (ver figura 28). Para casos como este, o número de
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estados para um único spin σ é 2 e o número de spins σ presentes na cadeia é pN . Logo, o

número posśıvel de estados para cada célula com sigma é de 2pN . Por tanto, o número de

estados acesśıveis de uma fase qualquer é multiplicado por este fator:

ΩH“0 “ 2pNΩH‰0 (77)

e, consequentemente, o valor da entropia seria alterado adicionando um termo pln2:

SH“0

kBN
“
SH‰0

kBN
` pln2. (78)

No caso da fase AF-Fr, a entropia toma a seguinte forma:

SH“0

kBN
“ ln

„

2p

ppp1 ´ pq1´p

ȷ

, (79)

cujo máximo ocorre para a fração de diluição p “ 2{3. Além disso, o valor da entropia

não se anula para p Ñ 0. A dependência da entropia em função da fração de diluição está

exposta na figura 29.

Figura 29 – Gráfico da entropia por célula S{kBN nas fase AF-Fr no regime de campo magnético
nulo (H “ 0) com dependência na fração de diluição p.
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Fonte: Autor, 2022
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APÊNDICE B – ENTROPIA NAS CURVAS DE COEXISTÊNCIA DE FASES

Nas curvas de coexistência, as células do estado fundamental de cada fase possuem

a mesma energia, então o número de estados em que podemos organizar as células deve

ser contado de maneira diferente, pois há a adição de um ou mais tipos de células à cadeia.

Assim como na seção anterior, iremos separar o problema em casos pautados nas maneiras

como a cadeia se organiza em cada curva de coexistência de fases. Os tipos de células

que podem aparecer na cadeia em cada curva de existência podem ser melhor observados

através das figuras 4 e 9. Os casos são:

• caso 1: três tipos de células, sendo duas delas sem śıtio σ, uma se apresentando aos

pares. Neste caso, estão as curvas de coexistência entre as fases (F-F)-(AF-F);

• caso 2: três tipos de células, sendo duas delas com śıtio σ, uma se apresentando aos

pares. Neste caso, estão as curvas de coexistência entre as fases (F-F)-(F-Fr);

• caso 3: três tipos de células, sendo duas delas com śıtios σ, uma sem śıtio σ e uma

com śıtio σ se apresentando aos pares. Neste caso, estão as curvas de coexistência

entre as fases (AF-F)-(AF-Fr) e (AF-AF)-(AF-Fr);

• caso 4: quatro tipos de células, sendo duas delas com śıtios σ, duas delas sem śıtio σ,

uma célula sem śıtio σ e uma célula com śıtio σ podendo se apresentar em pares.

Neste caso, está a curva de coexistência entre as fases (F-Fr)-(AF-Fr);

• caso 5: três tipos de células, sendo uma delas com śıtios σ, duas delas sem śıtio σ;

elas se apresentando das seguintes maneiras: duas células sem śıtio σ aos pares ou

duas célula sem śıtio σ com uma com śıtio σ se apresentando em trios. Neste caso,

está a curva de coexistência entre as fases (F-AF)-(AF-AF);

• caso 6: três tipos de células, sendo duas delas com śıtios σ, uma delas sem śıtio σ,

uma célula com śıtio σ aos pares ou duas célula com śıtio σ se apresentando em trios.

Neste caso, está a curva de coexistência entre as fases (F-AF)-(F-Fr);

B.1 Caso 1: (F-F)-(AF-F)

Vamos começar contando o número de estados acesśıveis ao sistema (ver figura

30). Numa cadeia com N células , há pN com śıtio σ e p1 ´ pqN sem. Há dois tipos de

células sem o śıtio. Vamos introduzir a fração q tal que qN seja o número de células sem

śıtio σ com alinhamento antiferromagnético, então o número de pares é qN{2 e o número

de células sem śıtio σ com alinhamento ferromagnético é p1 ´ p ´ qqN . O número efetivo

de células na cadeia é pN + p1 ´ p ´ qqN + qN{2 = p2 ´ qqN{2.

O número de estados acesśıveis é

Ωpp,q,Nq “

“

p2 ´ qq N
2

‰

!

pqq! ppNq! rp1 ´ p ´ 2qqN s!
, (80)
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Figura 30 – Representação ilustrativa das organizações posśıveis entre as células da cadeia no
caso 1.

Fonte: Autor, 2022

que, se fizermos q Ñ 2q, q representando agora a fração de pares na cadeia, podemos

reescrevê-lo da seguinte maneira:

Ωpp,q,Nq “

“

p2 ´ qq N
2

‰

!
`

qN
2

˘

!
`

pN
2

˘

! rp1 ´ p ´ 2qqN s!
, , (81)

que nos permite usar a relação de Boltzmann e a aproximação de Stirling (ver equações 42

e 71) para retirarmos a entropia na curva de existência neste caso:

S

kBN
“ ln

«

p1 ´ qq1´q

ppqqp1 ´ p ´ 2qq1´p´2q

ff

. (82)

Diferente das demais expressões, temos a dependência na fração de diluição p

que apresenta a informação sobre um dos focos do nosso modelo e q, que foi introduzida

posteriormente para dar conta das múltiplas células que a cadeia apresenta na transição.

Necessitamos de um v́ınculo que ponha q em função de p. Para isso, usaremos o prinćıpio

de entropia máxima: o sistema se apresenta na distribuição de probabilidade em que a

entropia é máxima, ou seja, devemos respeitar a condição que maximiza a função da

entropia dada na equação 31 em relação à q. A condição é que

BS

Bq
“ 0, (83)

que, com um cálculo extremamente direto, nos leva à relação entre p e q para este caso:

q “
p5 ´ 4pq ´

a

5 ´ 4p2

10
, (84)

que é a condição que satisfaz a desigualdade 1 ą p ` 2q, que vem naturalmente das

definições de p e q. Além disso, podemos nos perguntar qual é o valor que maximiza a

entropia em relação a p. Fazendo a mesma condição apresentada em 83, só que para p,

obtemos a relação

p ` q “
1

2
, (85)

que nos permite encontrar o valor de p para o qual a entropia é máxima, p “
?

2{4. Na

figura 31, vemos o gráfico da entropia S em função de p neste caso das curvas de transição.
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Figura 31 – Gráfico da entropia por célula S{kBN nas curvas de transição entre as fases (F-F)-
(AF-F) com dependência na fração de diluição p.
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Fonte: Autor, 2022

B.2 Caso 2: (F-F)-(F-Fr)

Vamos começar contando o número de estados acesśıveis ao sistema (ver figura

32). Numa cadeia com N células , há pN com śıtio σ e p1 ´ pqN sem. Há dois tipos de

células sem o śıtio. Vamos introduzir a fração q tal que 2qN seja o número de células com

σ em pares, então o número de pares é qN e o número de células sem śıtio σ que não se

apresentam em pares são pp ´ 2qqN . O número efetivo de células na cadeia é p1 ´ pqN +

qN + pp ´ 2qqN = p1 ´ qqN .

Figura 32 – Representação ilustrativa das organizações posśıveis entre as células da cadeia no
caso 2.

Fonte: Autor, 2022

O número de estados acesśıveis é

Ωpp,q,Nq “
rp1 ´ qqN s!

rp1 ´ pqN s! pqNq! rpp ´ 2qqN s!
, (86)

que nos permite usar a relação de Boltzmann e a aproximação de Stirling (ver equações 42

e 71) para retirarmos a entropia na curva de existência neste caso:

S

kBN
“ ln

«

p1 ´ qq1´q

qq p1 ´ pq
1´p

pp ´ 2qqp´2q

ff

. (87)
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Para relacionar q à p, utilizamos a condição dada na equação 83, obtendo

q “
p4p ` 1q ´

a

4p2 ´ pqp ` 1

10
, (88)

que é a condição que satisfaz a desigualdade p ´ 2q ą 0, que vem naturalmente das

definições de p e q. Por fim, podemos nos concentrar em qual é o valor que maximiza a

entropia em relação a p. Fazendo a mesma condição apresentada em 83, só que para p,

obtemos a relação

p ´ q “
1

2
, (89)

que nos permite encontrar o valor de p para o qual a entropia é máxima, p “ 1 ´
?

2{4. Na

figura 33, vemos o gráfico da entropia S em função de p neste caso das curvas de transição.

Figura 33 – Gráfico da entropia por célula S{kBN nas curvas de transição entre as fases (F-F)-
(F-Fr) com dependência na fração de diluição p.
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Fonte: Autor, 2022

B.3 Caso 3: (AF-F)-(AF-Fr) e (AF-AF)-(AF-Fr)

Neste caso, há três tipos diferentes de pares que podem ser formados (ver figura

34). Com isso, temos que não apenas contar as ΩC maneiras como as células solitárias

se organizam com os pares, mas também as ΩP maneiras que podemos montar os pares.

Logo, o nosso número de estados acesśıveis vai ser o produto entre estas quantidades:

Ω “ ΩCΩP . (90)

O número de células com śıtio σ é pN e p1 ´ pqN é o número de células sem. Logo,

o número de pares sem śıtio σ é p1 ´ pqN{2 e introduzimos q tal que qN é o número de

células com σ em pares. Logo, dentre as células com, o número de pares é qN{2 e o número
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Figura 34 – Representação ilustrativa das organizações posśıveis entre as células da cadeia no
caso 3.

Fonte: Autor, 2022

de células sozinhas é pp´ qqN . O número efetivo de células na cadeia é p1 ` p´ qqN{2 e o

número de células em pares é p1 ´ p ` qqN . Portanto, o número de estados acesśıveis é:

Ωpp,q,Nq “

“

p1 ` p ´ qq N
2

‰

!

rpp ´ qqN s!
“

p1 ` q ´ pq N
2

‰ ¨
rp1 ´ p ` qqN s!

rp1 ´ pqN s! pqNq!
, , (91)

que nos permite usar a relação de Boltzmann e a aproximação de Stirling (ver equações 42

e 71) para retirarmos a entropia na curva de existência neste caso:

S

kBN
“ ln

«

r2 pp ´ qqs
´pp´qq

p1 ´ pq1´pqq

d

p1 ` p ´ qq1`p´q

p1 ´ p ` qq1´p`q

ff

. (92)

Para relacionar q à p, utilizamos a condição dada na equação 83, obtendo a

equação transcendental:
2pp ´ qq

q
“

c

1 ` p ´ q

1 ´ p ` q
, (93)

que é a condição que satisfaz a desigualdade p ą q. Por fim, podemos nos concentrar

em descobrir qual é o valor que maximiza a entropia em relação a p. Fazendo a mesma

condição apresentada em 83, só que para p, obtemos a relação

2pp ´ qq

1 ´ p
“

c

1 ` p ´ q

1 ´ p ` q
, (94)

que nos permite encontrar o valor de p para o qual a entropia é máxima, p “ p1`
?

17{17q{2.

Na figura 35, vemos o gráfico da entropia S em função de p neste caso das curvas de

transição. Como a equação 93 é transcendental, este gráfico foi constrúıdo após calcularmos

a solução numérica em um programa com o Método de Newton–Raphson(BURDEN;

FAIRES; BURDEN, 2015) utilizando a linguagem FORTRAN.

B.4 Caso 4: (F-Fr)-(AF-Fr)

De maneira similar ao caso anterior, vamos nos atentar à forma como podemos

organizar as células solitárias com os pares e em todas maneiras de formar pares (ver figura

36). O número de células com śıtio σ é pN e p1 ´ pqN é o número de células sem. Logo, o
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Figura 35 – Gráfico da entropia por célula S{kBN nas curvas de transição entre as fases (AF-F)-
(AF-Fr) e (AF-AF)-(AF-Fr) com dependência na fração de diluição p.
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Fonte: Autor, 2022

número de pares com śıtio σ é pN{2 e introduzimos q tal que qN é o número de células

sem σ em pares. Logo, dentre as células com, o número de pares é qN{2 e o número de

células sozinhas é p1 ´ p ´ qqN . O número efetivo de células na cadeia é p2 ´ p ´ qqN{2 e

o número de células em pares é pp ` qqN .

Figura 36 – Representação ilustrativa das organizações posśıveis entre as células da cadeia no
caso 4.

Fonte: Autor, 2022

Portanto, o número de estados acesśıveis é:

Ωpp,q,Nq “

“

p2 ´ p ´ qq N
2

‰

!
“

pp ` qq N
2

‰

! rp1 ´ p ´ qqN s
¨

rpp ` qqN s!

ppNq! pqNq!
, , (95)

que nos permite usar a relação de Boltzmann e a aproximação de Stirling (ver equações 42

e 71) para retirarmos a entropia na curva de existência neste caso:

S

kBN
“ ln

«

a

p2 ´ p ´ qq2´p´qpp ` qqp`q

r2p1 ´ p ´ qqs
1´p´q qqpp

ff

. (96)
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Para relacionar q à p, utilizamos a condição dada na equação 83, obtendo a

equação transcendental:
2p1 ´ p ´ qq

q
“

c

2 ´ p ´ q

p ` q
, (97)

que é a condição que satisfaz a desigualdade p ą q. Por fim, podemos nos concentrar

em descobrir qual é o valor que maximiza a entropia em relação a p. Fazendo a mesma

condição apresentada em 83, só que para p, obtemos a relação

2p1 ´ p ´ qq

p
“

c

2 ´ p ´ q

p ` q
, (98)

que nos permite encontrar o valor de p para o qual a entropia é máxima, p “ p1´
?

17{17q{2.

Na figura 37, vemos o gráfico da entropia S em função de p neste caso das curvas de

transição. Como a equação 97 é transcendental, este gráfico foi constrúıdo após calcularmos

a solução numérica em um programa com o Método de Newton–Raphson utilizando a

linguagem FORTRAN.

Figura 37 – Gráfico da entropia por célula S{kBN nas curvas de transição entre as fases (F-Fr)-
(AF-Fr) com dependência na fração de diluição p.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

p
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

S
 /

 k
B
N

Fonte: Autor, 2022

B.5 Caso 5: (F-AF)-(AF-AF)

Agora, devido à presença de trios, devemos adicionar uma variável associada a

presença de trios, além da que a gente já estava adicionando para contabilizar os pares (ver

figura 38). Desta forma, contemos: há pN células com śıtio σ na cadeia, sendo qN o número

destas aparecendo aos trios, sobrando pp ´ qqN sozinhas; temos 2rN das células sem śıtio

σ aparecendo aos pares e 2qN aparecendo aos trios, sobrando apenas p1 ´ p ´ 2r ´ 2qqN

sozinhas. Na cadeia, há efetivamente p1 ´ r ´ 2qqN células.
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Figura 38 – Representação ilustrativa das organizações posśıveis entre as células da cadeia no
caso 5.

Fonte: Autor, 2022

Deste modo, o número de estados acesśıveis é

Ωpp,q,r,Nq “
rp1 ´ r ´ 2qqN s!

pqNq! prNq! rpp ´ qNqs! rp1 ´ p ´ 2r ´ 2qqN s!
, (99)

que, ao utilizarmos a relação de Boltzmann e a aproximação de Stirling (ver equações 42 e

71), podemos escrever a entropia nesta curva de coexistência:

S

kBN
“ ln

„

p1 ´ r ´ 2qq1´r´2q

rrqqpp ´ qqp´qp1 ´ p ´ 2r ´ 2qq1´p´2r´2q

ȷ

. (100)

O problema neste caso é tridimensional, então iremos ter dois v́ınculos: um para

relacionar r a p e outro para q à p; em ambos, utilizamos a condição dada na equação 83,

obtendo as equações transcendentais:

p1 ´ r ´ 2qq2q “ pp ´ qqp1 ´ p ´ 2r ´ 2qq2, (101)

a partir da condição aplicada à q e a

r “
qp1 ´ 2qq

p
, (102)

obtida a partir da condição aplicada à q combinada com a encontrada para r, ambas

satisfazendo as desigualdades p ´ q ą 0 e 1 ´ p ´ 2q ´ 2r ą 0. Resolvemos facilmente

essas equações através de métodos numéricos para cada valor de p posśıvel. O gráfico da

entropia está disposto na figura 39.

B.6 Caso 6: (F-AF)-(F-Fr)

Agora, devido à presença de trios, devemos adicionar uma variável associada a

presença de trios, além da que a gente já estava adicionando para contabilizar os pares (ver

figura 40). Desta forma, há pN células com śıtio σ na cadeia, sendo 3qN o número destas

aparecendo aos trios, 2rN aparecendo aos pares e pp´ 2r´ 3qqN aparecendo sozinhas. Na

cadeia, há efetivamente p1 ´ r ´ 2qqN células.

Deste modo, o número de estados acesśıveis é

Ωpp,q,r,Nq “
rp1 ´ r ´ 2qqN s!

pqNq! prNq! rpp ´ 2r ´ 3qqN s!
, (103)
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Figura 39 – Gráfico da entropia por célula S{kBN nas curvas de transição entre as fases (AF-
AF)-(AF-F) com dependência na fração de diluição p.
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Fonte: Autor, 2022

Figura 40 – Representação ilustrativa das organizações posśıveis entre as células da cadeia no
caso 6.

Fonte: Autor, 2022

que, ao utilizarmos a relação de Boltzmann e a aproximação de Stirling (ver equações 42 e

71), podemos escrever a entropia nesta curva de coexistência:

S

kBN
“ ln

„

p1 ´ r ´ 2qq1´r´2q

qqrrp1 ´ pq1´ppp ´ 2r ´ 3qqp´2r´3qq

ȷ

. (104)

O problema neste caso é tridimensional, então iremos ter dois v́ınculos: um para

relacionar r à p e outro para q à p; em ambos, utilizamos a condição dada na equação 83,

obtendo as equações transcendentais:

pp ´ 2r ´ 3qq3 “ qp1 ´ r ´ 2qq2, (105)

a partir da condição aplicada à q e a

r “
1

4

”

p ´ 2q ´
a

p2q ´ pq2 ´ 8p1 ´ 2qqqq
ı

, (106)

obtida a partir da condição aplicada à q combinada com a encontrada para r, ambas

satisfazendo a desigualdade p ą 2r ` 3q. Resolvemos facilmente essas equações através de
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métodos numéricos para cada valor de p posśıvel. O gráfico da entropia está disposto na

figura 41.

Figura 41 – Gráfico da entropia por célula S{kBN nas curvas de transição entre as fases (F-AF)-
(F-Fr) com dependência na fração de diluição p.
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Fonte: Autor, 2022
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