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RESUMO

O presente trabalho traz uma proposta de Sequéncia Didética (SD) que utiliza a resolugdo de
problemas relacionados aos temas de Aritmética da Olimpiada Brasileiras de Matematica das
Escolas Puablicas (Obmep), de seu banco de questdes, do material de “Encontros de Aritmética”
do Programa de Iniciac¢do Cientifica (PIC), com o objetivo de verificar e desenvolver das habili-
dades EFO6MAOS5, EFO6MAO06 ¢ EFO7TMAO1 da BNCC (Base Nacional Comum Curricular).
Para analisar a efetividade da SD, a proposta foi aplicada em duas turmas de primeira série
do Ensino Médio de uma escola estadual localizada na cidade de Arapiraca-AL. Na resolucao
desses problemas, procurou-se refletir sobre os procedimentos utilizados em cada questao, moti-
vando o senso critico dos estudantes, buscando motivar e instigar a participacao deles nas aulas.
Trabalhar os problemas da Obmep € trazer a matemaética de uma forma diferente, a partir de
uma aplicagdo, dando significado e desmistificando a imagem de uma disciplina engessada e
puramente calculista.

Palavras-chave: Sequéncia Didatica. Aritmética. Resolu¢do de Problemas. Ensino. Metodologia.



ABSTRACT

The present work presents a proposal for a Didactic Sequence (SD) that uses the resolution of
problems related to the Arithmetic themes of the Brazilian Public Schools Mathematics Olympiad
(Obmep), from its bank of questions, from the material of "Encontros de Arithmetica"of the
Scientific Initiation Program (PIC), with the objective of verifying and developing the skills
EFO6MAOQS5, EFO6MAO6 and EFO7TMAO1 of the BNCC (Base Nacional Comum Curricular). To
analyze the effectiveness of SD, the proposal was applied in two classes of the first grade of High
School of a state school located in the city of Arapiraca-AL. In solving these problems, we tried
to reflect on the procedures used in each question, motivating the students’ critical sense, seeking
to motivate and instigate their participation in the classes. Working with Obmep’s problems is to
bring mathematics in a different way, from an application, giving meaning and demystifying the
image of a rigid and purely calculating discipline.

Keywords: Following teaching. Arithmetic. Problem solving. Teaching. Methodology.
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1 INTRODUCAO

E historicamente perceptivel quio imenso é o universo de dificuldades enfrentadas pelos
professores em seu exercicio docente e, se tratando do ensino de matematica, tais dificuldades
aumentam exponencialmente, sobretudo na realidade atual, desencadeada pela Pandemia da
Covid-19 nos ultimos 2 anos. Essa realidade recente imp0s fortes desafios as escolas, professores
e estudantes, os quais precisaram se reinventar frente a alternativa encontrada pelo Ministério
da Educagdao (MEC) para o ensino remoto, acentuando ainda mais as dificuldades postas ao
processo de ensino e aprendizagem, expandindo o j4 tdo acentuado déficit no rendimento escolar.
Nesse circuito adverso, certamente pode ter destaque a drea da matematica, se considerarmos
o fato de que os estudantes ndo a compreendem com a relevancia necessdria para a sua vida
cotidiana e social e, assim sendo, sentem-se desestimulados.

Sobre tal déficit, Lima et al. (2007) analisam que sdo diversos os motivos que contribuem
para o baixo rendimento no ensino de matemética e 0 primeiro passo para 0 Sucesso no processo
de ensino e aprendizagem de matemadtica € ter estudantes motivados, sendo deste modo funda-
mental buscar formas diversas para fazer com que isso venha acontecer, apesar de nao ser uma
tarefa facil. Afinal, a palavra motivacao €, atualmente, segundo Ribeiro (2011, p. 1), “uma das
mais usadas pelos professores e outros responsaveis pela educacdo, em particular a educagao
formal, para justificar quer o insucesso quer o sucesso dos alunos, em particular no ensino e na
aprendizagem da ciéncia escolar”.

Observa-se nessa perspectiva, que o eixo da resolu¢dao de problemas no ensino da mate-
matica é uma pratica desafiadora e motivadora, considerando ser esta uma importante ferramenta
pedagdgica para facilitar na mediacao, na assimilacao e acomodacao dos conteudos abordados.
Para tanto, se faz necessario realizar o planejamento adequado das estratégias escolhidas para
obter €xito na aprendizagem e possibilitar com que os estudantes continuem aprendendo.

Nesse contexto, 0 momento € oportuno para refletirmos sobre as experiéncias educativas
que apresentam relevancia a Educagao Bésica no Brasil, podendo-se destacar a proposta da Olim-
piada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas (Obmep), por meio da qual os estudantes
tornam-se sujeitos “ativos” em sua aprendizagem, além de aprenderem conceitos matematicos
que ndo se resumem as simples técnicas de fazer conta, uma vez que os problemas da Obmep se
assemelham muito a situagdes de resolug@o de problemas reais, que podem ser comparados com
o cotidiano dos estudantes. Assim sendo, a Obmep contribui significativamente para despertar

nos estudantes o interesse em estudar matematica, significativamente.
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Foi inspirado na necessidade de melhorar a transposi¢cdo didética frente ao fascinante
mundo da Obmep, bem como conhecer os mistérios que envolvem os ndmeros primos € a
aritmética como um todo, que ocorreu a definicdo por este estudo, na forma de experimento,
utilizando o instrumento de Sequéncia Didética (SD), em uma defini¢do objetiva e direta, uma
sequéncia didética é

(...) um conjunto de atividades pensada e desenhada para estudantes, cujo
objetivo € o de avaliar e desenvolver destrezas cognitivas e metacognitivas dos
mesmos, em relacdo a um determinado contetido matemdtico, por meio da

aprendizagem significativa de conceitos e do desenvolvimento da aprendizagem
cientifica (GUSMAO, 2014, p. 2).

A presente SD foi desenvolvida em 02 (duas) turmas de 1* série do Ensino Médio de
uma escola estadual localizada na cidade de Arapiraca-AL, no periodo compreendido entre 15 a
17 de junho de 2021. Devido os déficts existentes em matematica e as dificuldadas existentes,
decidiu-se escolher as duas turmas do ensino médio para verificar se os estudantes desenvolveram
as habilidades no tempo certo e desenvolvé-las, caso ndo tenha acontecido.

A referida proposic¢ao da SD foi realizada com o objetivo de auxiliar na aprendizagem dos
estudantes por meio da resolugdo dos problemas olimpicos buscando possibilitar aos professores
trabalharem as habilidades EFO6MAO5!, EFO6MAO06? ¢ EFO7TMAO1° da BNCC, a partir da
resolucdo de problemas da Obmep, de seu banco de questdes e do material “Encontros de
Aritmética” do Programa de Iniciag¢ao Cientifica (PIC). Essas habilidades foram escolhidas para
verificar se os estudantes da primeira série do ensino médio desenvolveram-as ou ndo no tempo
certo, caso nao tenham desenvolvido, procurar contribuir para que eles possam deenvolvé-las.
A escolha dos problemas se deu a partir de pesquisa em todas as edi¢cdes da Obmep e seus
materiais de apoio, escolhendo as que mais se enquadravam na proposta da SD. A maior parte
dos problemas foram aplicados no Nivel 1, Nivel 2 e Nivel 3 da Obmep, enquadrando assim
esses problemas na proposta da SD e validando sua aplica¢do na primeira série do ensino médio.

A Relevancia dessa SD reside em proporcionar aos estudantes a interagdo com problemas
da Obmep, dos quais, em sua maioria, sao problemas voltados ao cotidiano e que se tornam
ferramentas efetivas para o ensino e aprendizagem de matemadtica. Tal relevancia é corroborada

em Shine (2009), ao versar que o papel das olimpiadas de matematica é de fundamental impor-

' EFO6MAOS: Classificar nimeros naturais em primos e compostos, estabelecer relacdes entre nimeros, expressas

pelos termos ““€é multiplo de”, “€ divisor de”, “é fator de”, e estabelecer, por meio de investigacdes, critérios de
divisibilidade por 2, 3, 4, 5, 6, 8,9, 10, 100 e 1000.

EF06MAOQ6: Resolver e elaborar problemas que envolvam as ideias de multiplo e de divisor.

EF07MAO1: Resolver e elaborar problemas com nimeros naturais, envolvendo as no¢des de divisor e de
multiplo, podendo incluir maximo divisor comum ou minimo multiplo comum, por meio de estratégias diversas,

sem a aplicagdo de algoritmos.
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tancia para modificar a concep¢do que as pessoas t€ém de matemadtica e mostrar uma matematica
diferente.

Para que nosso objetivo pudesse ser atingido, dividimos o nosso trabalho em trés partes
inter-relacionadas. Na primeira parte, a discussdo apresenta um breve histérico da Olimpiada
Brasileira de Matematica nas Escolas Publicas (Se¢do 2), ressaltando sua contribuicdo para a
melhoria do ensino de matemaética e traz o embasamento tedrico e histérico dos principais temas
de aritmética necessdrios para o desenvolvimento da sequéncia didatica (Secdo 3). Na segunda
parte (Se¢do 4) discorremos sobre o percurso metodolégico, isto €, como serd desenvolvida a
sequéncia diddtica, quais os problemas utilizados e toda a descri¢cdo de sua aplicagdo. E por fim, a
terceira parte (Se¢do 5) trata da andlise dos resultados obtidos na aplicagdo da sequéncia didatica
de forma qualitativa, buscando refletir sobre os dados e analisar se a aplicagao da proposta foi

exitosa.
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2 AS OLIMPIADAS DE MATEMATICA DAS ESCOLAS PUBLICAS

Segundo Obmep (2020), a Olimpiada Brasileira de Matemadtica das Escolas Publicas é
um valioso projeto que vem desde 2005 motivando e incentivando alunos e professores para o
estudo da Matematica em todo o Brasil. A mobilizacao dos estudantes vai além do ambito de sala
de aula, pois visa os desafios e as possibilidades de transformacao que lhes sdo oportunizadas,
inclusive a dos estudantes do Ensino Fundamental e Ensino Médio terem a oportunidade de
frequentar um curso sobre matematica em uma universidade e se desenvolver cognitivamente,
obtendo uma formacao integral na matematica e, consequentemente, em todas as outras areas do

conhecimento.

2.1 AS OLIMPIADAS DE MATEMATICA NO BRASIL

Desde a sua primeira edi¢do, no ano de 2005, a Obmep vem se destacando no cendrio
educacional pelo fomento em estimular o interesse pelo estudo da matemaética nas escolas
publicas do pais, com o apoio e colaboragdao do Ministério da Educagao (MEC), do Ministério da
Ciéncia e Tecnologia (MCT), do Instituto de Matemaética Pura e Aplicada (Impa) e da Sociedade
Brasileira de Matematica. Analisando os dados disponiveis em Obmep (2021) € possivel concluir
que a cada ano o nimero de inscritos vem aumentando, expandindo de 10,7 milhdes em 2005 para
17,7 milhdes em 2020, atingindo 51.940 escolas publicas em 99,84% dos municipios brasileiros,
conseguindo acentuar a concep¢ao de matematica dos estudantes das escolas participantes, tendo

em vista o conjunto de seus objetivos:

- Estimular e promover o estudo da Matematica entre estudantes das escolas
publicas.

- Contribuir para a melhoria da qualidade da Educagéo Basica.

- Identificar jovens talentos e incentivar seu ingresso nas areas cientificas e
tecnoldgicas.

- Incentivar o aperfeicoamento dos professores das escolas publicas, contri-
buindo para a sua valorizac¢ao profissional.

- Contribuir para a integracdo das escolas publicas com as universidades ptibli-
cas, os institutos de pesquisa e as sociedades cientificas.

- Promover a inclusao social por meio da difusdo do conhecimento (BRASIL,
2011, p. 16).

Para convergir aos objetivos acima, segundo Obmep (2020) a Coordenagdo Geral da
Obmep e as escolas participantes trabalham em regime de colaboragdo, ndo somente na rea-
lizagdo das provas da primeira e segunda fases, mas também na divulgacdo da iniciativa e no

desenvolvimento de acdes preparatdrias para as fases da Obmep.
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A coordenacgdo geral da Obmep, que € designada pela diretoria do Impa, € responsavel

pelo:

a) Planejamento e organizagéo do projeto.

b) Elaborag@o de material didético, das provas e dos gabaritos.

¢) Envio dos gabaritos das provas da Primeira Fase e de material didatico as
escolas.

d) Processamento das informagdes enviadas pelas escolas com os resultados da
Primeira Fase.

e) Aplicagdo das provas da Segunda Fase.

f) Correcdo das provas da Segunda Fase e indicacdo de todas as premiacdes.
g) Conservacao das provas da Segunda Fase por um periodo de 4 (quatro)
meses a contar da data da divulgacdo dos resultados. Apds esse periodo, a
Coordenacdo Geral poderd autorizar a reciclagem do papel das provas.

h) Manuteng¢do da pagina atualizada com informacdes sobre a Obmep.

1) Elaboracao do Relatério Final dos resultados da Obmep (OBMEP, 2020, p.
33)

Por outro lado, as escolas participantes da Obmep, sob a supervisdo da Coordenagao
Geral, sdo responsdveis pela organizagao e realizacdo da Primeira Fase, na qual todos os estu-
dantes do Ensino Fundamental e Médio sdo inscritos pelas escolas. Segundo Obmep (2020), na
fase inicial ndo ha limite no ndmero de estudantes inscritos, ficando a cargo da escola inscrita
a definicao quanto ao quantitativo de estudantes que irdo participar. Por outro lado, a Segunda
Fase é executada somente pela Coordenacdo Geral, sendo responsdvel por determinar os locais
de realizacdo das provas, e desta participam apenas os estudantes que tiveram melhor desem-
penho na primeira fase. Os estudantes que serdo premiados com medalhas de ouro, bronze e
mencdes honrosas sdo conhecidos nessa segunda fase, e a quantidade de premiados € anualmente
determinada pela Coordenacdo Geral da Obmep.

Segundo Obmep (2020), para participarem da Obmep os estudantes devem estar devida-

mente matriculados e sdo divididos em trés niveis, de acordo com a sua escolaridade:

e Nivel I - composto por estudantes de sexto e sétimo ano do Ensino Fundamental;
e Nivel I - composto por estudantes de oitavo e nono ano do Ensino Fundamental;

e Nivel III - composto por estudantes do primeiro, segundo e terceiro ano do Ensino Médio;

Para Landin (2014, p. 1-2), entdo Coordenador da Obmep, em 2014, e professor do

Instituto de Matematica Pura e Aplicada, o Impa:

os testes sdo concebidos de forma a detectar alunos que tenham potencial para
Matemadtica. Queremos detectar alunos talentosos. As perguntas formuladas
envolvem raciocinio, abstracdo e criatividade, ndo é necessario qualquer co-
nhecimento formal sobre Matematica. Foram feitos dois estudos, ha trés anos
atrds, que mostram que as escolas que participam da Obmep acabam tendo
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um desempenho melhor na Prova Brasil. H4 também, um desempenho melhor
no ENEM!. A Olimpiada cria um ambiente estimulante para que os alunos
anualmente se esforcem para participar.

Dessa maneira, a Obmep caracteriza-se por ser uma politica publica reconhecida por
sua abrangéncia e mobiliza¢do, e como uma das maiores iniciativas do governo voltadas ao
desenvolvimento da aprendizagem em matematica, como instrumento e estratégia possivel,
buscando melhorar a qualidade do ensino, por meio do estimulo ao interesse e o desempenho

dos estudantes das escolas publicas brasileiras em matematica.

2.2 AS CONTRIBUICOES DA RESOLUCAO DE PROBLEMAS PARA A APRENDIZA-
GEM NAS AULAS MATEMATICA

Conforme pontuado por Romanatto (2012), o ensino de matemdtica por meio da resolucio
de problemas, tem se tornado uma proposta amplamente discutida no decorrer das ultimas
décadas por diversos pesquisadores, especialistas e professores da area.

Para Konig (2013), em uma anélise realizada com os trabalhos apresentados na 10* edicao
do Encontro Nacional de Educacdo Matematica (X Enem), realizado em 2010, observou-se que
do total de trabalhos apresentados, 79 eram sobre a resolu¢do de problemas e investigagdes
matemadticas. O que mostra a preocupacao existente com os processos de ensino e aprendizagem
de matemadtica, uma vez que os métodos tradicionais nos quais os professores explanam os
contetidos com exemplos, definicdes, e posteriormente aplicando exercicios para fixagdo e

avaliacdo para verificar a aprendizagem, sdo engessados e necessitam ser revistos.

E importante que a presenga do conhecimento matematico seja percebida, e
claro, analisada e aplicada as inimeras situa¢des que circundam o mundo, visto
que a matematica desenvolve o raciocinio, garante uma forma de pensamento,
possibilita a criacdo e amadurecimento de ideias, o que traduz uma liberdade,
fatores estes que estdo intimamente ligados a sociedade. Por isso, ela favorece
e facilita a interdisciplinaridade, bem como a sua relacdo com outras dreas
do conhecimento (filosofia, sociologia, literatura, musica, arte, politica, etc.
(RODRIGUES, 2005, p.5).

Sabe-se que a matematica € a ci€ncia na qual os problemas sido solucionados a partir
da utilizacdo de teoremas, postulados, defini¢cdes e propriedades, além de contribuir para o
desenvolvimento do raciocinio l6gico-matematico utilizado na resolu¢ao de cada problema,
dando assim condicdes para que haja o aprimoramento das habilidades adquiridas no decorrer da

vida de cada individuo. Segundo Andrade (2015, p. 13), “as Olimpiadas de Matemaética visam

I Exame Nacional do Ensino Médio
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melhorar acima de tudo a qualidade do ensino, da educacdo matematica, visando encontrar
aqueles talentosos em célculos, que tenham um raciocinio agil e preciso”.

Um fato relevante presente na resolugcao de problemas, muitas vezes de forma indireta, € a
necessidade que surge em rever cuidadosamente conteidos mateméticos, muitas vezes passando-
se despercebidos e gerando uma inapropriada compreensao de suas propriedades no momento
da mediacdo. Com isso tem-se na interag@o e na discussdo mutua desses contetidos, uma forma

dinamica e interativa de aprendizagem coletiva.

Estudar Matemdtica € resolver problemas. Portanto, a incumbéncia dos professo-
res de Matemadtica, em todos os niveis, € ensinar a arte de resolver problemas. O
primeiro passo nesse processo é colocar o problema adequadamente. (DANTE,
2003, p. 43)

Deste modo, os estudantes devem ser direcionados pelos professores a partirem do
pressuposto de estudar matemdtica tendo como ponto principal a discussdo e reflexdo sobre
contetidos matematicos necessarios na resolu¢ao de problemas. Deve-se ainda, evidenciar e
direcionar o conhecimento de tal forma que os estudantes possam compreender e assimilar
o contetido mediado, “[...] ndo apenas para nos adaptarmos a realidade, mas, sobretudo, para
transformar, para nela intervir, recriando-a” (FREIRE, 1996, p. 28). Nessa perspectiva, deve-se
trabalhar a matematica de tal forma que os contetdos sejam acessiveis, criando condi¢des para
que os estudantes possam se desenvolver cognitivamente e associar o conteddo com a realidade.

Segundo os Parametros Nacionais da Educacao (PCN):

As necessidades cotidianas fazem com que os estudantes desenvolvam uma
inteligéncia essencialmente prética, que permite reconhecer problemas, buscar
e selecionar informacdes, tomar decisdes e, portanto, desenvolver uma ampla
capacidade para lidar com a atividade matematica. Quando essa capacidade é po-
tencializada pela escola, a aprendizagem apresenta melhor resultado. (BRASIL,
1998, p. 29)

Portanto, os professores devem partir da premissa de que a matemdtica tem que ser
pratica, devem ser mostrados os caminhos para fazer com que a acomodacao do conhecimento
seja efetiva, possibilitando ao estudante tomar decisdes e ter clareza de quais ferramentas e
informacdes deve utilizar para resolver um dado problema.

Trabalhar a matematica evidenciando a resolucdo de problemas aplicados ao cotidiano,
pode fazer com que os estudantes desenvolvam habilidades de aplicabilidade destes em situagdes
reais vivenciadas, e a Obmep possibilita conhecer diversas situagdes reais, as quais dao sentido
ao conteudo. Nessa percepg¢ao, pode-se evitar que os estudantes desenvolvam sentimentos de

pavor pela matematica, possam conhecer a resolucao de problemas ndo somente como uma
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ferramenta tedrica, mas como uma ferramenta de resolucdo de diversos problemas aplicados
ao seu cotidiano. Com isso, a matemadtica se torna acessivel e pratica, quando se evidencia a

aplicagdo de conteddos em situagdes diversas, conforme sinaliza os PCN:

A pratica mais frequente na Resoluc@o de Problemas, consiste em ensinar um
conceito, um procedimento ou técnica e depois apresentar um problema para
avaliar se os estudantes sdo capazes de empregar o que lhes foi ensinado. Para
a maioria dos estudantes, resolver um problema significa fazer calculos com
nimeros do enunciado ou aplicar algo que aprendam nas aulas. Desse modo
o que o professor explora na atividade matemadtica ndo € mais a atividade, ela
mesma, mas seus resultados, técnicas e demonstragdes. (BRASIL, 1998, p.40)

Diante do exposto, os professores devem sair do campo da matematica mecanica, isto €,
da matemadtica voltada apenas ao fazer contas por fazer contas, sem nenhuma significa¢do pratica
e social, uma vez que para Moreira e Masini (2002) quando o individuo tem sua aprendizagem
de maneira mecanica, poderd facilmente ignorar ou, pode até utiliza-la de maneira automatica em

algum momento, no entanto aquele conhecimento ndo apresentara significado algum ao aprendiz.

Quando a matemdtica € mediada sem nenhum significado

os alunos passam a acreditar que a aprendizagem da matemadtica se dd através de
um actiimulo de férmulas e algoritmos. Alids, nossos alunos hoje acreditam que
fazer matemdtica € seguir e aplicar regras. Regras essas que foram transmitidas
pelo professor. Segundo, os alunos pensam que a matemdtica € um corpo
de conceitos verdadeiros e estdticos, dos quais ndo se duvida ou questiona,
e nem mesmo se preocupam em compreender porque funciona. Em geral,
acreditam também, que esses conceitos foram descobertos ou criados por génios.
(D’AMBROSIO, 1989, p.16)

Embora avangos sejam observados, essa pratica ainda € muito difundida, e o ensino da
matemadtica nao deveria ter como foco somente encontrar a solu¢do dos problemas propostos.
Segundo Onuchic (1999), o papel da resolucdo de problemas no curriculo de matemaética
na contemporaneidade seria um caminho de aquisicdo para novos conhecimentos, ou seja,
compreender a resoluc@o de problemas deveria ser o principal objetivo do ensino.

Partindo do ponto de vista dos tedricos supracitados, € possivel concluir que apesar
dos esfor¢os de muitos profissionais da drea, o estudo da matematica em ambito mecanico faz
com que o individuo realize cédlculos e memorize procedimentos nos quais ele ndo sabe sua
importancia, caracterizando uma forma de educar que prioriza a memorizagao.

Para que se possa compreender um dado fendmeno, se faz necessario questionar sobre

sua constitui¢ao. Diante disso:

O que o professor deveria ensinar — porque ele préprio deveria sabé-lo — seria,
antes de tudo, ensinar a perguntar. Porque o inicio do conhecimento, repito,
¢é perguntar. E somente a partir de perguntar é que se deve sair em busca de
respostas e ndo o contrario (FREIRE & FAUNDEZ, 1998, p.46).
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A indagacdo ndo se restringe a exposi¢cdo do problema mas, sobretudo, a acao que permeia
o processo de resolucdo. A partir do momento em que se tem a modelagem em contexto scio
critico, a indagagao extrapola a formalizac@o ou entendimento de um problema, compartilhando
os conhecimentos de matemadtica, a partir da reflexdo. OS questionamentos possibilitam que os
estudam possam ter uma visdo abrangente do problema e da realidade a qual ele pertence.

Sobre essa necessidade de se trabalhar a matemadtica aplicada, Piaget (1967) relata que o

conhecimento do individuo sobre o mundo estd ligado a sua adaptagdo a realidade.

Saibam usar a Matemdtica para resolver problemas praticos do cotidiano; para
modelar fendmenos em outras dreas do conhecimento; compreendam que a
Matemdtica € uma ciéncia com caracteristicas proprias, que se organiza via teo-
remas e demonstrag¢des; percebam a Matemdtica como um conhecimento social
e historicamente construido; saibam apreciar a importancia da Matematica no
desenvolvimento cientifico e tecnolégico (BRASIL, 2006, p. 69).

De fato, percebe-se que hd realmente a necessidade de se trabalhar a matematicos sempre
buscando aplica¢des com a realidade concreta, fazendo com que os individuos que estudam
matemadtica vejam que além de nimeros, a matemadtica é raciocinio, criatividade e além de tudo,
engenhosidade, para saber como sair de uma situagdo problema utilizando sempre artificios
matemaéticos vélidos, buscando compreender o mundo a sua volta, visando sempre o debate, a
reflexdo e a troca de saberes.

Segundo Breuckmann (1998, p. 85)

Um conceito ndo se forma ao acaso, de maneira aleatéria, existe sempre uma
situacdo provocadora, que garante ao mesmo uma finalidade. Esta situacio con-
figura, portanto, uma crise. Nao que precise ser, obrigatoriamente, uma situacao
desagraddvel: pode ser, quicd, uma situagdo prazerosa e que, exatamente por
isso, merece ser cuidada para que se perpetue e/ou seja aperfeicoada.

Dessa forma, a dimensao histérica da matematica também deve ser lembrada, buscando-
se evidenciar as contribui¢des dos grandes tedricos para o desenvolvimento da matemadtica e que

seu conhecimento sistematizado ndo surgiu em passe de magica.

2.3 OBMEP: UMA ANALISE SOBRE A PARTICIPACAO DOS ESTUDANTES
2.3.1 Consideracoes Iniciais

Entender a participag¢ao dos estudantes na Obmep nos leva a refletir sobre como o ensino
da matematica estd inserido em praticamente todas as iniciativas e inova¢des humanas, e tendo em
vista o déficit de aprendizagem em conhecimentos matematicos por grande parte dos estudantes,

no ambito escolar ela ndo tem sido campo de estudo e nem se tornado a primeira opg¢ao para
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estes. Para Miguel (2005, p. 378) “A matemdtica se consolida como fundamental componente da
cultura geral do cidaddo que pode ser observada na linguagem corrente, na imprensa, nas leis, na

propaganda, nos jogos, nas brincadeiras e em muitas outras situa¢des do cotidiano”.

(...) ndo é hora de buscarmos ressignificar a Matemadtica com a qual trabalha-
mos? (...) Nao é hora de buscarmos uma Matemadtica que instrumentalize o
cidad@o para atuar e transformar a realidade em que vive? Uma Matematica
critica, que o ajude a refletir sobre as organizacdes e relagdes sociais? Uma
Matematica proxima da vida, 1til, compreensivel, reflexiva? Uma Matemaética
que ndo se mostre perfeita, infalivel, mas que seja capaz de ajudar a encontrar
solugdes vidveis? (MUZZI, 2004, p. 39).

Fazer uma reflexdo acerca dessas questdes equivale buscar um ensino de Matematica que
nao so cultive nos individuos a aptiddo de compreender como a Matemaética pode ressignificar
nossa compreensao de mundo, mas também proporcionar aos estudantes compreender a Mate-
matica presente no seu cotidiano, a forma como ela foi organizada, suas origens e sua relevancia
atualmente. Dessa maneira, € preciso buscar novos rumos para transformar a matemdtica em
uma disciplina significativa e envolvente, onde os estudantes possam confiar na sua capacidade
de moldar aquilo que j4 estd criado e que também desenvolva novas habilidades para interpretar,
opinar, debater e ter argumentos, e assim sendo, se constituir sujeito da sua propria aprendizagem.

Ao considerarmos qudo importante é o papel da matemadtica e seus desafios para a
superacao dos déficit na Educacdo Bdsica, a descoberta de novos talentos e a abordagem da
matematica, cotidianamente, tem sido muito comum na Obmep, contribuindo de forma positiva

no desenvolvimento da educag@o no pais.

A presente avaliacdo € uma 6tima oportunidade para os interessados no ensino
publico de refletir sobre a importincia das Olimpiadas como projeto nacional,
e os meios de aprimora-lo como instrumento de avanco da educagéo escolar
que conduza a abertura de oportunidades de ingresso nas carreiras cientificas e
tecnoldgicas dos estudantes da rede publica (DRUCK, 2011, p. 10).

Neste sentido, surgem indmeras competi¢des através das politicas piblicas educacionais
ou iniciativas da sociedade civil e de empresas privadas, voltadas para melhoria da qualidade da
educacdo bdsica das escolas publicas nacionais. Neste contexto, a Obmep foi desenvolvida com
o intuito de estimular os estudantes no estudo da matemaética e incentiva-los na busca de novos
conhecimentos, conforme pontuado em Obmep (2020).

Segundo Brasil (2011) € de extrema importancia ampliar os campos de estudo e discussao
e tornar notorias as politicas publicas educacionais e avaliagdes para que se possa desenvolver
um sistema democratico para que todos sejam capazes de conjeturar e participar das decisoes,

buscando novas saidas para a conquista da autonomia.
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2.3.2 Estrutura e execuc¢ido da Obmep

A estrutura da Obmep envolve duas fases de provas. Segundo Obmep (2020), na primeira
fase sdo aplicadas provas de multipla escolha para todos os estudantes inscritos. A prova tem
duracdo de 2h e 30 min e € realizada em cada escola inscrita e aplicada pelos professores da
mesma escola, em cada turno de seu funcionamento. A corre¢do das provas desta fase € realizada
pelos docentes da prépria escola inscrita, tendo como base as mascaras (gabaritos) enviadas pela
Coordenacgdo Geral da Olimpiada, obedecendo o calendério anual das datas importantes que sdo
disponibilizadas no site da Obmep. Na segunda fase € realizada através de uma prova discursiva
para 5% dos estudantes inscritos de cada nivel, em cada escola inscrita. Esta etapa € realizada
em uma escola polo e aplicada por estudantes e professores de Universidades contratadas, tendo
duragdo de trés horas.

Considerando a sua aceitagdo e credibilidade pelas escolas participantes, a tabela abaixo

mostra a evolu¢do da Obmep desde a sua primeira edi¢do, em 2005.

Tabela 1 — Inscritos na primeira fase da Obmep (2005 - 2019)

Ano Escolas Estudantes Municipios
2005 31.031 10.520.831 93,50%
2006 32.655 14.181.705 94,50%
2007 38.450 17.341.732 98,10%
2008 40.397 18.326.029 98,70%
2009 43.854 19.198.710 99,10%
2010 44717 19.665.928 99,16%
2011 44.691 18.720.068 98,90%
2012 46.728 19.166.371 99.,42%
2013 47.144 18.762.859 99,35%
2014 46.711 18.192.526 99,41%
2015 47.582 17.972.333 99,48%
2016 47.474 17.839.424 99,59%
2017 53.231 18.240.497 99.57%
2018 54.498 18.237.996 99,44%
2019 54.831 18.158.775 99,71%

Fonte: Obmep em niimeros

Os dados acima nos mostram a evolucdo, grandiosidade e abrangéncia da Obmep, mobi-
lizando professores e estudantes das escolas participantes, compondo um cendrio de participagdo
de todo o pais.

A participagdo das escolas proporciona um estudo miituo entre os professores e estudantes,
a medida que em contato com a matematica aplicada nos problemas propostos nos bancos de

questdes de edi¢des anteriores, disponibilizados no site, auxiliam na mediag@o e preparacao dos
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estudantes.

A “Avaliagcdo do impacto da Obmep” feita em 2011, deixa claro que:

(...) nos dois grupos, tanto estudantes quanto professores concordam sobre a
importancia desse material, ndo apenas para a preparacdo para a Olimpiada,
mas principalmente para o seu uso em sala de aula, que é percebido como
inovador, desafiador e que exige raciocinio 16gico dos estudantes — apenas
3% dos gestores afirmaram que os professores ndo utilizam o material. Por
outro lado, h4 unanimidade entre os consultados de que as provas apresentam
alto nivel de dificuldade em relacdo ao atual nivel de ensino-aprendizagem
nas escolas publicas. Fica clara a percepcao desse publico da baixa qualidade
atual do ensino publico, e a sua disposi¢cdo de mudar essa situagcdo apontada no
uso do material diddtico da Obmep, que prima pela alta qualidade académica.
(BRASIL, 2011, p. 10)

A avaliagdo pontua que os materiais didaticos entregues as institui¢des de ensino pela
Obmep (Bancos de Questdes e avaliagdes anteriores) sao elementos de concordancia no meio
das escolas que obteram sucesso e entre aquelas que nao tém tido sucesso na Obmep. Os
dados dispostos acima indicam que os materiais da Obmep sdo riquissimos para a construcao e
desenvolvimento do conhecimento matemético, no entanto poucos professores os utilizam em
sala de aula.

Na tabela 2, estd explicito a quantidade de escolas, de estudantes e de municipios que
participaram da segunda fase. Percebe-se que a quantidade de escolas que t€ém estudantes
aprovados para a segunda fase vem aumentando e a quantidade de estudantes inscritos para a
segunda fase com significativa expansao, analisando desde 2005, a quantidade de participantes

aumentou por volta de 107% e a tendéncia € aumentar ainda mais esses indices.
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Tabela 2 — Inscritos na 2? fase (2005 — 2019)

Ano Escolas Estudantes Municipios
2005 29.074 457.725 91,90%
2006 29.661 630.864 92,40%
2007 35.483 780.333 96,90%
2008 35913 789.998 96,90%
2009 39.387 841.139 98,10%
2010 39.929 863.000 98,30%
2011 39.935 818.566 98,10%
2012 40.770 823.871 98,50%
2013 42.480 954.926 99,35%
2014 41.302 907.446 98,83%
2015 42.316 889.018 97,62%
2016 43.232 913.889 99,05%
2017 49.617 941.630 99,23%
2018 50.183 952.782 98,89%
2019 50.663 949.240 99.03%

Fonte: Obmep em nimeros

A tabela mostra a crescente participacao de estudantes participantes de segunda fase da
Obmep, chegando a um total de 949.240 participantes na segunda fase em 2019, possibilitando

aos estudantes colocarem a prova seus conhecimentos.

2.4 PROGRAMAS E INCENTIVOS

A Obmep € uma iniciativa que coroa os melhores estudantes como forma de incentivo.
Esta premiagdo corresponde apenas ao resultado da segunda etapa, sendo feita a partir da
distribui¢do de medalhas de ouro, prata e bronze e de meng¢ao honrosa. A tabela 3 apresenta
a quantidade de estudantes que receberam as respectivas premiacdes em cada ano/edi¢ao da

Obmep.
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Tabela 3 — Premiados por edi¢ao (2005 — 2019)

Ano Ouro Prata Bronze Mencao Honrosa
2005 300 405 405 29.999
2006 300 405 405 33.633
2007 301 600 2.101 30.001
2008 301 901 1.803 33.012
2009 300 900 1.800 33.011
2010 500 900 1.804 30.048
2011 500 900 1.802 29.999
2012 500 902 3.102 40.929
2013 499 900 4.599 38.836
2014 501 1.500 4.500 42.044
2015 500 1.500 4.501 42.283
2016 501 1.500 4.500 42.842
2017 576 1.727 5.188 44.386
2018 575 1.725 5.175 46.646
2019 579 1.746 5.183 48.163

Fonte: Obmep em nimeros

Analisando os dados da tabela acima, percebe-se que a quantidade de estudantes premi-
ados no percurso histérico de edi¢des da Obmep teve um aumento significativo em relagdo a
quantidade de estudantes premiados em sua primeira edi¢do, todavia € facil perceber que esse
aumento se deu pela expansao de participantes, tanto na primeira fase, quanto na segunda fase.
Por outro lado, vale observar que em 2005 a porcentagem de premiados com relagcdo ao total
de estudantes participantes na primeira fase € de aproximadamente 0,3%, enquanto em 2019
essa porcentagem foi de aproximadamente 0,307%, o que implica dizer que nao houve um
crescimento significativo.

Os dados referentes aos premiados em Alagoas podem ser vistos na tabela a seguir:
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Tabela 4 — Premiados em Alagoas (2005 — 2019)

Ano Ouro Prata Bronze Mencao Honrosa
2005 1 15 15 543
2006 0 15 15 159
2007 0 5 19 116
2008 2 4 22 153
2009 1 6 22 141
2010 1 5 21 86
2011 4 3 23 129
2012 1 3 17 249
2013 0 5 64 273
2014 0 4 63 345
2015 0 3 61 403
2016 2 8 63 462
2017 4 8 75 381
2018 1 12 77 456
2019 4 7 78 609

Fonte: Obmep em niimeros

Os numeros dos premiados no Estado de Alagoas ndo estdo entre os maiores do Brasil,
no entanto como observado na tabela acima, o nimero de medalhistas de bronze aumentou
significativamente entre as edi¢des de 2005 a 2019, representando um aumento de 420% nesse
periodo. Ja a quantidade de estudantes premiados com mencdes honrosas também € um destaque
positivo para o Estado, no entanto a quantidade de medalhistas de prata e ouro nao obedecem um
padrdo de crescimento ou decréscimo, uma vez que os nimeros sao muito dindmicos. O que pode
justificar isso € a quantidade de inscritos no estado, comparado com estados maiores, a exemplo
de Sao Paulo e Minas Gerais, acumulando atualmente os maiores quadros de medalhistas no pais.
Além da premiagdo para os estudantes, também hd uma premiac¢do aos docentes que tiverem o
maior nimero de premiados, premiacao para as escolas e para as Secretarias de Educacgdo, cujas
escolas, estudantes e docentes estejam vinculados.

Segundo Obmep (2020), para os estudantes contemplados com as medalhas, hd também
uma Bolsa de Iniciacdo Cientifica Jr (PIC Jr.). O PIC Jr € oferecido para os estudantes medalhistas
com duragdo de 1 ano e proporciona aos participantes o estudo de topicos interessantes de

Matematica. Sobre o BIC Jr:

A Iniciagdo Cientifica (em matemadtica) ¢ um programa que visa transmitir aos
estudantes cultura matemadtica bésica e treina-los no rigor da leitura e da escrita
de resultados, nas técnicas e métodos, na independéncia do raciocinio analitico,
entre outros. O estudante participa em atividades de pesquisa cientifica ou
tecnoldgica, orientados por professores qualificados, nas institui¢des de ensino
superior e de pesquisa. Com isso, pretende-se despertar a vocagdo cientifica
do estudante, além de estimular a criatividade por meio do confronto com
problemas interessantes da Matemadtica (IMPA, 2021)
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Segundo Obmep (2021), o medalhista tem a oportunidade de frequentar um curso sobre
a Obmep em uma universidade, com encontros semanais para debater e estudar matemadtica.
Além dos encontros presenciais, hd um férum virtual para os estudantes mostrarem suas tarefas
e compartilhar seus conhecimentos com todos os outros estudantes do pais inteiro, em seus
respectivos estados. As bolsas sdo pagas com recursos do Conselho Nacional de Desenvolvimento
Cientifico e Tecnoldgicos (CNPq) e da Coordenacao de Aperfeicoamento de Pessoal de Nivel
Superior (Capes).

Os encontros presenciais sao de responsabilidade de professores orientadores das univer-

sidades onde os cursos sdo realizados. De uma forma geral, a bolsa

é um diferencial na visdo de um estudante pela exceléncia que caracteriza
essa bolsa. Com certeza, € uma valorizacdo especial do curriculo de qualquer
estudante! Espera-se de um bolsista uma grande dedicag@o ao programa e que
sua participac@o seja uma experiéncia enriquecedora que ird marca-lo por toda
a vida (OBMEP, 2021).

Em 2009, segundo Obmep (2019), foi criada uma outra premiacdo destinada a alguns
medalhistas de ouro — a Preparacdo Especial para Competi¢Oes Internacionais (Peci). Essa
preparacao acontece ao longo do ano e € regida por um professor com ampla bagagem em
competi¢des internacionais. Os encontros sdo presenciais e as discussdes se estendem em um
férum no site da Obmep. Existe ainda, o Programa de Iniciacdo Cientifica e Mestrado (Picme),
que segundo Obmpe(2017), disponibiliza aos discentes de graduagao que foram medalhistas na
Obmep, a chance de desenvolver estudos aprofundados em Matematica, com a orientacdo de um
professor, concomitantemente com a graduagao.

A bolsa € disponibilizada através da parceria com o CNPq e a Capes com durabilidade
de dois anos, podendo ser renovada apds 12 meses, de acordo com o desenvolvimento e a
desenvoltura nas atividades propostas. Através do Picme, o graduando tem a possibilidade de
ingressar no mestrado, sendo contemplado com uma bolsa da Capes.

Uma outra iniciativa da Obmep, segundo Impa (2021) € o programa Polos Olimpicos de
Treinamento Intensivo (Poti) que disponibiliza cursos de matematica para todos os estudantes
que estejam no oitavo ou nono ano do Ensino Fundamental e em qualquer série do Ensino
Médio. Os cursos s@o gratuitos e destinados aos estudantes que gostam € se interessam em
estudar matemadtica. Os encontros presenciais e as inscri¢des para participar do Poti acontecem
atualmente nos polos do Rio de Janeiro (RJ), Sao Paulo (SP), Campinas (SP), Sao Bernardo do
Campo (SP), Sdo José dos Campos (SP), Salvador (BA), Fortaleza (CE), Macei6 (AL), Jodao
Pessoa (PB), Porto Alegre (RS), Campo Grande (MS), Maringd (PR), Ponta Grossa (PR) e
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Lajeado (TO). Para os estudantes que ndo tém acesso as aulas presenciais, o POTI disponibiliza
aulas em video gravadas pelo Impa.

Segundo Obmep (2019), a Obmep também proporciona aos professores de matematica
de escolas publicas um programa ao qual eles s@o submetidos a um exame, e quando aprovados,
submetem e defendem seus projetos visando contribuir para a melhoria da educacao, projeto
denominado Obmep na Escola. O melhor projeto é desenvolvido pelo professor que o desenvolveu
e esse recebe uma bolsa da Capes. Os professores sdo preparados para desenvolver seus projetos
em suas escolas ou em escolas vizinhas. O programa visa estimular atividades extraclasse com o

uso dos materiais da Obmep, tais como provas e bancos de questdes.
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3 CONHECENDO A ARITMETICA

Para Barreiros (2018, p. 1) a "aritmética € a parte da matemdtica que lida com as
operacdes numéricas: soma, subtracdo, divisao e multiplicacao". Segundo Hefez (2016) a parte
mais elementar da teoria dos nimeros. De uma forma geral, a aritmética se dedica ao estudo
dos nimeros inteiros e suas especificidades e generalizacdes operatdrias, conforme visto em
Hefez (2016). Ja para Dantzig (1970, p. 44), “a aritmética € a base de toda a Matemadtica, pura
ou aplicada. E a mais til das ciéncias e provavelmente ndo existe nenhum outro ramo do

conhecimento humano tdo espalhado entre as massas.”

3.1 ARITMETICA NA HISTORIA E SEU SIGNIFICADO

Segundo o diciondrio Michaelis (2021), a palavra aritmética € de origem grega, arithmeétike,
que por sua vez deriva do grego arithmos que significa “nimero”. Para Hefez (2016) a origem da
aritmética se confunde com a origem do estudo da matemdtica e alguns historiadores relatam que
a o estudo da matematica surgiu na Grécia com Tales de Mileto (640- 546 a.E.C.). Hefez (2016)
ainda acrescenta que Tales teve forte influéncia dos egipcios e mesopotamicos, ao introduzir a
estrutura inicial da geometria e da aritmética, dando inicio a um periodo de mais 500 anos de
estudos dedicados a matematica.

Um outro nome a se considerar é Pitdgoras de Samos (580-500 a.E.C.) e sua escola, os
quais foram responsdveis por difundir a matemaética pela Grécia e regido. Segundo Vasconcellos
(1925) os pitagéricos, nome dado as pessoas que faziam parte da escola, consideravam que
0 numero era muito importante para descrever fenOmenos da natureza, e como para eles os
nimeros tinham poderes misticos, a filosofia da escola era que “O nimero € tudo” ou que o
“ndmero era a substancia de todas as coisas”, tornando assim a aritmética como a base filoséfica
da escola pitagérica da época.

Com todo esse retrospecto positivo de estudos e difusdo da matematica na Grécia, uma
obra fundamental da aritmética surge, denominada Os Elementos, de Euclides (aprox. 300
a.E.C.).

Segundo Roque (2012), Os Elementos foram construidos por Euclides a partir do método
l6gico dedutivo. Esse método faz uso de certos principios, os axiomas, a partir dos quais 0s
primeiros teoremas e proposi¢des foram construidos. O método dedutivo utiliza da argumentacao
légica para realizar a demonstracdo de uma certa proposi¢ao ou teorema, isso faz com que a

demonstracdo nio € o método da demonstracdo matemaética para garantir que ndo cometem erros
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ao chegar aos seus resultados.

Na visao de Hefez (2016), a obra Os Elementos na verdade é um tratado constituido por
13 livros, dos quais 10 tratam sobre geometria e 3 sobre aritmética. Os livros que tratam sobre
aritmética sao os livros VII, VIII e IX, e nesses Euclides trata dos nimeros como se eles fossem
segmentos de reta, j4 um nimero ao quadrado € visto como uma drea. Uma obra gigante de
importancia inestimdvel, Os Elementos podem ser vistos como uma verdadeira enciclopédia
matematica. Diferente do que se pensa, os elementos ndo sao um tratado sobre geometria, ao
contrario, sdo um tratado sobre matematica.

Segundo Roque (2002), no livro VII Euclides da a defini¢do de divisibilidade, argumenta
e define os nimeros primos, trata sobre as particularidades de médximo divisor comum e de
minimo miltiplo comum. E nesse livro que Euclides mostra o eficaz algoritmo, que & utilizado
até os dias atuais, utilizado para determinar o maximo divisor comum de dois inteiros, esse
fantastico algoritmo € denominado de Algoritmo de Euclides, que apresentaremos na Se¢do 3.4.

Ja no Livro VIII, para Hefez (2016), Euclides trata das propriedades das sequéncias de
nimeros em progressao continuas ou em linguagem atual progressdes geométricas.

Euclides no livro IX, apresenta um dos grandes resultados da matematica, ele mostra
que dado um nimero qualquer, € possivel determinar uma quantidade de ndmeros primos
maior que esse nimero, isto é, segundo Hefez (2016), Euclides mostra a existéncia de infinitos
nimeros primos. Além disso, Euclides descreve o atualmente chamado Teorema Fundamental
da Aritmética (3.4), propondo que todo nimero natural pode ser escrito, de forma tinica, como
produto de nimeros primos.

A aritmética, apds Euclides, passa por um hiato cientifico de 500 anos, onde poucas
foram as contribuicdes na drea apds a obra euclidiana. Segundo Hefez (2016), somente por
volta de 250 (E.C) Diofanto, com suas equacdes diofantinas, traz uma nova forma de tratar a
aritmética, mais algébrica, diferentemente da forma geométrica tratada por Euclides.

ApGs isso, a aritmética s6 se depara no século XVII com as contribui¢des de Pierre de
Fermat (1601 - 1665) como um dos maiores de sua €poca e grande estudioso da aritmética Fermat,
exercendo grande influéncia sobre os estudos da aritmética e contribuindo significativamente para
o desenvolvimento da dlgebra. Diversas foram suas contribui¢des, com destaque para o Principio
de Fermat, o Pequeno Teorema de Fermat, ultimo teorema de Fermat, o teste de primalidade de
Fermat, conforme versa Hefez (2016).

Um outro matematico que teve grande influéncia para a evolucdo da aritmética foi

Lehonard Euler (1707 - 1783). Além disso, Euler refutou uma tese em que Pierre afirmava que
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todos os nimeros da forma 22" + 1 sdo primos. Segundo D’ Ambrosio (2009), salvo o “Ultimo
Teorema de Fermat”, todos os outros teoremas enunciados por Fermat foram demonstrados por
Euler.

A seguir trataremos sobre o embasamento tedrico matematico utilizado no trabalho. Dis-
correremos sobre 0s principais aspectos tedricos relacionados a aritmética, a partir de teoremas,
proposicdes e exemplos. Trataremos sobre os conceitos de divisibilidade, versaremos sobre os
critérios de divisibilidade mais importantes, abordaremos sobre os nimeros primos, o Algoritmo
de Euclides, Minimo Miltiplo Comum (mmc), Madximo Divisor Comum (mdc) e um pouco

sobre congruéncias modular.

3.2 CONCEITOS PRELIMINARES

Nesta secdao vamos tratar de alguns conceitos preliminares tteis no decorrer da funda-
mentagdo. O primeiro desses conceitos € o Principio da Boa Ordenagao (PBO), tido como uma
das mais sélidas ferramentas utilizadas nas demonstracdes matematicas, e base para a construgdo
de diversos resultados relacionados aos nimeros inteiros.

As demonstragdes, teoremas e proposi¢des realizadas no decorrer dessa se¢do foram

retiradas/embasadas nas obras de Hefez (2016) e De Oliveira Santos (1998).

Definicao 3.1 Seja X um subconjunto ndo vazio de Z. Dizemos que X é limitado inferiormente

quando existe um elemento x € 7 tal que

rg < z,Vr € X.

De modo andlogo, podemos definir um conjunto limitado superiormente e seu elemento

maximo (ou maior elemento).

Axioma 3.1 (PBO) Todo subconjunto ndo vazio e limitado inferiormente X de Z possui menor

elemento.

Analisando o PBO e o conjunto dos nimeros naturais, podemos inferir que todo sub-
conjunto X, ndo vazio, de N possui um menor elemento, ou seja, isso significa dizer que todo

subconjunto X de N € limitado inferiormente.

Proposicao 3.1 Dado um conjunto X € N, o seu elemento minimo é uinico.
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Demonstracao: Suponha que a e b sejam dois elementos minimos de X. Como a é o0 minimo,
temos pelo PBO:
a < b. (1)

Agora como b é o minimo, temos também pelo PBO:
b < a. ()

Como a e b sdo naturais, das equagdes 1 e 2 podemos concluir que a = b. Assim resulta

que o elemento minimo € tnico. |
Proposicao 3.2 Seja a um niimero inteiro. Se a > 0, entdo a > 1.

Demonstracdo: Suponha por absurdo que exista m € Z tal que m0 < m < 1. Deste modo,

podemos construir
X={meZ|0<m<1}.

Agora note que X € ndo vazio e limitado inferiormente e de acordo com o PBO, possui

um menor elemento, xy. Dessa forma
0<zg <1

Desse fato, oberve que 0 < z3 < 1 e que 73 < zy 0 que é absurdo, uma vez que g € 0
minimo de X. Dai, ndo existe m € Z tal que m0 < m < 1.

Portanto, Se a > 0, entdoa > 1. [ ]
Corolario 3.1 Sejam a e b inteiros quaisquer. Se a > b, entdo a > b+ 1.

Demonstracao: Como a > b, segue que a — b > 0. Da proposi¢do 3.2, temos que se a — b > 0,

entdo a — b > 1 e consequentemente, a > b + 1. [ |

Proposicao 3.3 (Propriedade Arquemediana) Se a e b sdo niimeros naturais, entdo existe um

niimero natural n tal que na > .

Demonstracao: Suponha que a afirmagdo ndo seja verdadeira, tal que para todo natural n, temos
na < nb. Consideremos um conjunto S = {b — na | n € N} constituido apenas por nimeros
naturais. Pelo PBO, o conjunto S possui elemento minimo, digamos que m seja esse elemento.
Agora como m € S, entdo vai existir ng € N tal que m = b — nga. Agora tomando um outro
elemento my, tal que m; = b — (ng + 1)a, temos que m; € S, uma vez que os elementos de .S,

sao dessa forma. Dai, temos que:
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my=b—(ng+1)a=b—nea—a=m—a.

Deste modo, podemos inferir que m; < m, isto €, que m; € o minimo de S. O que ndo
pode acontecer, uma vez que foi dito no inicio que m é o minimo de S, e este € inico, conforme

proposic¢ado 3.1 ele € inico. Dessa forma segue que na > b. |

Teorema 3.1 (Principio de Inducéo Finita - Inducao Fraca) Seja P(n) uma sentenga tal que
{n €Z | n>=ng}, em que ny € Z. Entdo, P(n) é verdadeira para todo n > ny, desde que
P(n) satisfaca as seguintes condigdes:

(i) P(ng) € verdadeira;

(ii) Se P(n) é verdadeira para n > ny, entdo P(n + 1) também é verdadeira.
Demonstracao: Considere um conjunto
X={neZ|n=>=ngeP(n) falsa}.

Queremos mostrar que X = (). Para isso, suponha por absurdo que X = (). Observe que
X € limitado inferiormente, entio pelo PBO, existe um y € X tal que y € o menor elemento de

X, tal que
y<n,vneX.

Do fato de y € X, temos que y > ng, P(y) é falsa e y # ng, uma vez que P(ng) é verdadeira.
Deste modo concluimos que y > ng e pelo corolério 3.1, temos que y — 1 > ng. Como y € o
minimo de X, resulta que y — 1 ¢ X. Dessa forma concluimos que P(y — 1) é verdadeira e
desse fato decorre que P(y) também € verdadeira pela condicéo (ii). Dai segue y € X, o que
¢ absurdo, uma vez que tomamos y € X. Logo X = () e portanto P(n) é verdadeira para todo

n = ny. |

1)(2 1
Exemplo 3.1 Mostre que 1> + 2% + 3> + .- +n? = nn + )6( nt )

Solucdo: Vamos mostrar o fato acima por indugdo sobre n.

A proposicdo é verdadeira para P(ng = 1), uma vez que temos

I(14+1)(21+1)
6
= 1.

1=

1

Agora considere que a proposicao é verdadeira para n = k, com k > 1,isto é, que
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124922432 4... 4 k2= k(k+1)6(2k+1).

Essa serd a nossa hipétese de indu¢do. Agora vamos mostrar que a proposicao € verdadeira para

n =k + 1. Somando (k + 1)? em ambos os lados temos:

k(k +1)(2k + 1)

P4+22437 4 k24 (k4 1) = + (k+1)?

6
12+22+32+...+k2+(k+1)2_/f(k+1)(2k+61)+6(k+1)2
12+22+32+...+k2+(k+1)2:k(k+1)(2k+1)6+6(k+1)(k+1)
124224324+ 4 k24 (k+1)2 = (k+1)[2k2-gk+6k+6]
12492432 4 p K24 (k1) = (k+1)[2k2+7k+6]
124224324 4 k24 (k+1)2 = (k"‘l)(k‘;Q)(?k-l-?))
124922432 4 4 K24 (k4 1) = (’f+1)[(/€+1)4g1][2(k:+1)+1]'

Assim, a proposicdo € verdadeira para n = k + 1. Portanto a proposicao € verdadeira para todo
n € N.
Existe uma segunda forma de demonstrag¢do por inducdo, a qual chamaremos de Inducdo

Forte que serd mostrado a seguir.

Teorema 3.2 (Principio de Inducao Finita - Inducao Forte) Seja P(n) uma sentenca tal que
{n €Z | n>=no}, emque ny € Z. Entdo, P(n) é verdadeira para todo n > ny, desde que
P(n) satisfaga as seguintes condi¢des:

(i) P(ng) € verdadeira;

(ii) Se P(k) é verdadeira para todo k, tal que ny < k < n, entdo P(n+ 1) também é verdadeira.

Demonstracao: A demonstracdo transcorre analogamente como fizemos na primeira forma,

basta tomarmos o conjunto
S={n€Z|n=nyeP(n) falsa}.

Queremos mostrar que S = (). Suponha por absurdo que S # &. Observe que S é
limitado inferiormente, entdo pelo PBO, existe um y € S tal que y é o menor elemento de S, tal

que

y<n,Vnes.
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Do fato de y € S, temos que y > ng, P(y) é falsae y # ng, uma vez que P(ng) é
verdadeira. Deste modo concluimos que y > ng € pelo corolério 3.1, temos que y—1 > ny. Como
y é o minimo de S, entdo temos que P(k) é verdadeira para todo k € Z tal que ng < k < y — 1.
Do item (i) segue que P(y) também é verdadeira, isto é, que y ¢ S, o que é um absurdo, uma
vez que tomamos y € S. Logo S = () e portanto P(n) é verdadeira para todo n > ny. |

O item (7) dos dois teoremas anteriores € chamado de base da inducao, a qual usamos
para analisar a validade de P(n) quando n = ng, o qual é denominado valor inicial. Por outro
lado, o item (7z) € denominado passo indutivo ou passo de indu¢do, onde a hipétese € denominada
de hipétese de indugio.

O passo indutivo € utilizado para verificar a validade de P(n + 1), sempre que P(n) é
verdadeira, com n > ny. Verificado que P(n + 1) também é verdadeira, resulta que a proposi¢do

serd verdadeira para todo n.

Exemplo 3.2 Prove que: “Todo niimero natural maior ou igual a 2 pode ser decomposto num

produto de niimeros primos".

Solugao: Vamos mostrar o fato acima pelo principio inducdo forte sobre n. Considere n > 2.
Para n = 2 a decomposicdo em nimeros primos € simples, uma vez que o proprio 2 € um nimero
primo. Assim a proposi¢do € verdadeira paran = 2.

Agora suponha que a proposi¢do seja verdadeira para todo n = 2, 3,4, - - - k, isto é, que
todo nimero natural n = 2, 3,4, - - - k pode ser decomposto num produto de nimeros primos.
Essa serd a nossa hipétese de inducao.

Agora vamos mostrar que a proposi¢do € verdadeira paran = k + 1.

Temos duas situagdes, se k& + 1 for primo, ndo hd o que mostrar, uma vez que ele mesmo
serd a decomposicao buscada. Entdo vamos supor que k£ + 1 ndo € primo, daf existirdlo r e y € N
talque k+ 1=z -ycomz < k+ 1ey < k + 1. Deste modo, da hipdtese de inducdo sabemos
que x e y podem ser decompostos em um produto de nimeros primos e como k+ 1 = z -y, entdo
k + 1 pode ser decomposto num produto de nimeros primos. Assim, todo nimeron € N, n > 2

pode ser decomposto num produto de nimeros primos.

3.3 DIVISIBILIDADE

A divisao de um ndmero inteiro por outro € algo muito interessante pra se abordar, uma
vez que nem sempre € possivel realizar tal operacdo. Essa possibilidade é expressada a partir

da relagdo de divisibilidade, caso ndo exista essa relacdo, mesmo assim serd possivel realizar
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uma “divisdo com resto pequeno”, a qual € denominada de divisdo euclidiana. Os resultados
enunciados e demonstrados aqui foram retirados/embasados nas obras de Hefez (2016) e De

Oliveira Santos (1998).

Definicao 3.2 Dados a e b niimeros inteiros, com a # 0, diremos que a divide b e denotamos

por alb, se existir um inteiro c tal que b = c - a.
Por outro lado, se a ndo divide b, escreveremos a 1 b.
Exemplo 3.3 Veja que 3|27, uma vez que existe um inteiro ¢ = 9, tal que 27 = 3 - 9

Exemplo 3.4 Agora observe que 8 1 33, uma vez que ndo existe um inteiro c, tal que 33 = 8 - ¢

Em linhas gerais dizer que a|b significa dizer que a é um divisor de b e, consequentemente,

podemos dizer ainda que b ¢ um multiplo de a.

Proposicdo 3.4 Sejam a, b e c sdo inteiros, se alb e b|c, entdo a|c

Demonstracdo: Como a|b e b|c, entdo existem ¢; e ¢o inteiros taisque b =¢q;-a e ¢ = ¢y - b.
Substituindo agora b na igualdade ¢ = ¢, - b, resulta que ¢ = ¢5 - q1 - a = ky - a, 0 que implica

dizer que ac . |

Exemplo 3.5 Observe dados os niimeros inteiros 3, 6 e 24, tal que 3|6 e 6|24, entdo resulta

que 3|24.

Proposicao 3.5 Sejam a, b, ¢, d € 7. Tem-se que

i) 1]a, ala e al0

ii)sealb e c|d, entdoa-clb-d.

Demonstracao:

i) A prova deste item segue das seguintes igualdadesa =a-1l,a=a-1 e 0=0-a.

i) Se alb e c|d, entdo existem q; e ¢ inteiros taisque b = ¢; -a e d = gy - ¢. Multiplicando

membro a membro os termos das duas equagdes temos que b-d = (q1 - ¢2) - (a-¢) =k - (a - ¢),

daf concluimos que a - ¢|b - d. |
Uma particularidade da proposi¢o acima seria tomar d = ¢, neste caso se a|b poderiamos

reescrever afirmando que a - ¢|b - ¢ para todo a, b, ¢ € Z.

Proposicdo 3.6 Sejam a,b,c € Z, tais que a|(b %+ ¢). Entdo a|b < alc.
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Demonstracdo: =) Suponha que a|(b + ¢). Queremos mostrar que a|b = alc.
Como a|(b + ¢), entdo existe ¢; € Z tal que b+ ¢ = a - ¢;. Por outro lado, se a|b, entdo

G2 € Z tal que b = a - qo. Substituindo b na primeira igualdade temos:

b+c=a-q
a-gat+c=a-q
C=a-q—a-q

C:(%—(h)'a-

Dessa forma, segue que a|c.
<) Suponha que a|(b + ¢). Queremos mostrar que a|c = alb.
Como a|(b + ¢), entdo vai existir ¢; € Z tal que b + ¢ = a - ¢;. Por outro lado, se alc,

entdo ¢, € Z tal que ¢ = a - ¢». Substituindo ¢ na primeira igualdade temos:

b+c=a-q
b+a-¢x=a-q
b=a-q1—a-q
b= (g1 — @) - a.

Dessa forma, segue que alb.
Analogamente mostramos que se a|(b — ¢) e se al|b, entdo teremos que a| — ¢ 0 que
consequentemente nos diz que a| — c. Também de acordo com o item anterior mostramos que se

alec = alb. |

Proposicdo 3.7 Se a,b, c € Z, sdo tais que alb e alc, entdo a|(xb+ yc) paratodo x e y € 7.

Demonstracio: Inicialmente veja que alb e alc, logo existem ¢; e ¢ € Ztalqueb=a- ¢

e ¢ = a - ¢o. Deste modo,

b+yc=z-a-qu+y-a-q
zb+yc=(r-q +y-q)a.

Assim, temos que a|(xb + yc). [
Proposicao 3.8 Sejam a,b € Z e n € N. Temos que a — b divide a™ — b".

Demonstracao: Iremos demonstrar a proposi¢ao acima por inducao sobre 7.

Para n = 1 a proposi¢do é verdadeira, pois (a — b)|a' — b'.
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Agora suponha que a proposic¢do é verdadeira para n = k, com k£ € N, isto é que,
(a — b)|a® — V",

Agora vamos mostrar que a proposicao é verdadeira para n = k + 1. Para isso veja que:

k+1 bk—l—l — aka o bkb

a
ak+1 _ bk+1 — aka _ bkb + abk _ abk
abFtt — ol = gFq — abF + abk — bFD

aftt — oL = a(a® — bF) + b¥(a — b).

Veja que da hipétese de indugdo temos (a — b)|(a® — b*) e por outro lado, temos que

k+1l P+l Assim a proposigio

(a—0b)|(a—10), da proposi¢do 3.7 podemos concluir que (a —b)|a
¢ verdadeira para todon € N. |

Uma observacdo importante da proposi¢do acima € que todo nimero da forma 10" — 1 ¢
divisivel por 9, basta tomarmos a = 10, b = 1, com n € N, substituirmos na proposi¢ao acima e

logo teremos @ — b = 9, a™ — b" = 10" — 1, ou seja, resultard que 9|(10™ — 1).
Exemplo 3.6 Mostre que 5[(137 — 8%).

Solucdo: Da proposi¢do 3.8 temos que a — bja™ — b™ para todo n € N. Dessa forma, decorre

que 13 — 8]13™ — 8" e como 5 = 13 — 8 podemos concluir que 5/137 — 87,
Proposi¢iio 3.9 Sejam a,b € Z e n € NUQO. Temos que a + b divide a** ! + v*" 1,

Demonstracao: Aqui também iremos demonstrar a proposi¢ao acima por indugdo sobre n.
Para n = 0 a proposi¢do é verdadeira, uma vez que (a + b)|a' + b'.
Agora vamos supor que a proposi¢ao é verdadeira paran = k, com kn € NU 0, isto é
que, (a =+ b)|a2k+1 — B2k
Agora vamos mostrar que a proposicdo é verdadeira paran = k + 1.

De fato, observe que:

Q2D L p2(ktD)+1 2k 2 4 2kl
q2FDFL L p2(ktD)+1 24102 4 2k lp2 4 g2 2kl 2,2k
Q2D 2kt D)+1 — 264102 p2,2k+1 4 p2klp2 4 p2 2k

Q2D+ 4 (k)1 a2k+1<a2 —b?) + b2(a2k+1 + 62k+1).

Observe agora que (a + b)|(a® — b?), uma vez que (a®> — b?) = (a + b) - (a — b) € que pela
hipétese de indugdo, temos que (a + b)|(a®* T + b**1). Daf da proposi¢do 3.7 temos que

(a +b)|(a?F+1+1 4 p2(+1)+1) - Assim temos que a proposicio é verdadeira para todo n € N U 0.
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Exemplo 3.7 Mostre que 13|(2° + 37).
Solucdo: Veja que .
270 + 370 — 435 + 935.

Como 35 é impar, da proposi¢do 3.9 temos a + b divide a** ! + b?" 1, Dessa maneira

temos que 4+9 divide 4% + 9%°.Dai, concluimos que 13|(27° + 37).
Proposi¢io 3.10 Sejam a,b € Z e n € N. Temos que a + b divide a** — b*".

Demonstracao: O método de demonstragdo utilizado aqui serd também a indugdo sobre n.
Veja que para n = 1 a proposicio é verdade, pois a + b divide a® — b%, porque (a® —b?) =
(a+b)-(a—0).
Suponhamos que a proposi¢io é verdadeira para n = k, isto é, que (a + b)|(a®* — b%*).
Agora vamos mostrar que a proposicdo é verdadeira paran = k + 1.
Q21 _ p2(k+1) 2,2k _ 232k
Q2(k+1) _ p2(k+1) — 242k _ p2p2k o p2o2k _ 2,2k
Q21 _ p2(kt1) 202k 22k _ p2p2k 4 p2,2k

a2(k+1) _ b2(k+1) — a2k(a2 _ bZ) + b2(a2k _ b2k)

Observe agora que (a + b)|(a? — b?) e da hipétese de indugdo, temos que (a + b)|(a?* — b*).
Desses fatos e da proposi¢do 3.7 temos que (a + b)|(a?*T1) — p2F+1)) Assim temos que a

proposicao € verdadeira para todon € N. |
Exemplo 3.8 Mostre que 9 e 41 dividem 5** — 4?4,
Solucao: Inicialmente veja que:

524 _ 424 — 52-12 _ 42~12 — (25)26 _ (16)26

Da proposicdo 3.10 temos que a + b divide a®® — b*", como 9 = 5 + 4 e 41 = 25 + 16, logo

temos que:

(5 + 4)‘(5212 _ 42~12).

(25 4 16)| (2526 — 1629).
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Assim, resulta que 9 e 41 dividem 52 — 4%,

Teorema 3.3 (Divisao Euclidiana) Sejam a e b dois niimeros inteiros com b # 0. Existem dois

inicos niimeros inteiros q e r tais que
a=0bq+r, com0<r<|b.

Demonstracao: Inicialmente vamos demonstrar a existéncia de tais nimeros.

Inicialmente considere o seguinte conjunto:
S={r=a—-by|lyeZNn{NU{0}}.

De acordo com a proposi¢ao 3.3, Propriedade Arquimediana, existe um nimero n € Z
tal que n(—b) > —a, o que implica a - n(—b) > 0. desse fato, temos que o conjunto S ndo é
vazio. Dai, temos que S € limitado inferiormente por zero e o Principio da Boa Ordenag@o, nos
diz que S possui um menor elemento, que denotaremos por 7.

Agora suponha que 7 = a — bq. Logo temos que 7 > 0. O que mostra a primeira parte da
desigualdade.

Nos falta mostrar que r < |b).

Para isso, Suponha por absurdo que r > |b|. Dai temos que existe um s em N U {0} tal
que r = |b| + s, logo 0 < s < r. No entanto, isso contradiz o fato de r ser o menor elemento de
S,uma vez que s = a — (¢ = 1)b, com s < r. Assim segue que 7 < |b|.

Deste modo, existem ¢ e 7 tais que
a=>bqg+r, com0<r<]|b.

Vamos mostrar agora a unicidade. Suponha que existam ¢, ¢’ e r, 1/, taisque a = bg+r e
a=>bq +r',talque q,q¢',r,r" €Z, 0<r<|blel<r <lb.

Veja que
r—r<r =1 —r <.
Por outro lado, temos
—r<r'—r =1 <r'—r.
Agora note que r < |b|, entdo —r > —|b| 0 que implica —|b| < —r. Dai podemos concluir que

—bl < —r <7 —r < < b

—|b] <" —1r < |b|
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|7 —r[ < [b]. 3)
Como a = bg +r e a = bg’ + 1/, subtraindo membro a membro, temos:

a—a=bg—bq +r—1'
0=(q—q¢)b+r—1"
(=)= —r.

Aplicando o médulo, membro a membro temos:
lg—d'|.|b] = | —7]. 4)

De 3 e 4, temos:

g = 'l = " —r| < []. (5)

Dessa forma, para que a desigualdade 5 seja verdadeira, devemoster¢g — ¢ =0er’ —r =0, 0
que nos fornece que ¢ = ¢’ e ' = r. Assim, temos que ¢ e 7 sdo Unicos. |
Os termos ¢ e r do teorema acima sao chamados, respectivamente, de quociente e resto

da de a por b. Na divisdo euclidiana, se ao dividir a por b tivermos r = 0, significa que a/b.

Exemplo 3.9 O quociente e o resto da divisdo de 13 por 3 é 4 e 1 respectivamente, uma vez que

13=43+1.

Exemplo 3.10 Dado um niimero inteiro n € 7 qualquer, temos duas possibilidades:
(i) o resto da divisdo de n por 2 é 0, isto é, existe k € N tal que n = 2k; ou

(ii) o resto da divisdo de n por 2 é 1, ou seja, existe k € N tal que n = 2k + 1.

Isso significa que os nimeros inteiros podem ser divididos em dois grandes conjuntos, o
dos que s@o da forma 2k para algum k € Z, que denominamos nimeros pares, € a dos nimeros
da forma 2k + 1, que denominamos nimeros impares. De modo geral, os niimeros pares sao
aqueles que deixam resto 0 ao dividi-los por 2 e impares sdo aqueles que deixam resto 1 ao
dividi-los por 2. Desde os tempos de Pitdgoras, por volta de 500 a.E.C. que ja dividiam os

nimeros inteiros entre pares e impares.

Exemplo 3.11 Seja n um niimero natural e a sequéncia n,n + 1,n + 2. Mostre que somente um

dos termos da sequéncia é divisivel por 3.

Soluc¢ao: Os nimeros naturais podem admitir somente uma representacio a seguir 3k, 3k + 1 ou

3k 4+ 2,k € N. Dessa forma: Para n = 3k, temos
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n,n+1,n+2
3k, 3k + 1,3k + 2.

Logo, somente o primeiro serd divisivel por 3. Para n = 3k + 1, temos

n,n+1,n+2
3k+1,3k+1+4+1,3k+1+42
3k+1,3k+2,3k+3
3k+1,3k+2,3(k+ 1)
3k + 1,3k + 2, 3q.

Assim, somente o terceiro serd divisivel por 3, para algum ¢ € N.
Por fim, para n = 3k + 2, segue que:

Para n = 3k, temos

n,n+1,n+2
3k+2,3k+2+1,3k+2+2
3k+2,3k+3,3k+3+1
3k+2,3(k+1),3(k+1)+1
3k +2,3q,3q + 1.

Portanto, somente o segundo termo serd divisivel por 3, para algum ¢ € N.

3.4 ALGORITMOS DE EUCLIDES

Trataremos nessa secao do algoritmo de Euclides e suas implicagdes. Todos os resultados
mostrados aqui podem ser vistos no Livro VII Elementos de Euclides, que trata inicialmente do
algoritmo euclidiano, como determinar o mdc de dois ou mais ndmeros inteiros e além disso, usa
esse resultado para verificar se dois inteiros sdo primos entre si. No livro VII também podemos ver
um pouco de propor¢des numéricas ou pitagdricas. Isso mostra o quao a contemporaneidade dessa
obra, que apesar dos tempos, tem uma importancia relevante para a constru¢do do conhecimento
matematico. Os resultados enunciados e demonstrados aqui também foram extraidos/embasados

nas obras de Hefez (2016) e De Oliveira Santos (1998).

Definicao 3.3 Sejam dados dois a, b € 7Z, ndo necessariamente diferentes. Um niimero d € 7

serd dito um divisor comum de a e b se d|a e d|b.

Exemplo 3.12 Os niimeros £1,£2 + 3, +6 sdo divisores comuns de 18 e 24.
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A seguir temos basicamente a definicdo dada por Euclides em Os elementos, essa defini-

¢do é tida como peca fundamental da aritmética euclidiana.

Definicao 3.4 (Maximo Divisor Comum - Euclides) Diremos que um niimero inteiro d > 0 é

um mdximo divisor comum de a, b € 7Z,se possuir as seguintes propriedades:

i)d|a e d|b;

ii) d é divisivel por todos os divisores de a e b;

iii) Se ¢ é um divisor comum de a e b, entdo c|d.

Nessa ultima defini¢do, o item (iii) nos permite afirmar que o mdc de a e b € Gnico. De
fato, suponha que existam dois, d e d’, do item (iii) temos que qualquer divisor comum de a € b,
divide o mdc. Como d é um divisor comum e d’ é o mdc, entdo temos que d|d’. Por outro lado,
como d’ é um divisor comum e d é o mdc, entdo temos que d'|d. Assim, como d|d’ e d'|d, entdo
d = d'. O que mostra a unicidade do mdec.

Denotaremos o mdc de a e b, por mdc(a, b). Vale notar que mdc nido depende da ordem,
sendo assim, mdc(a, b) = mde(b, a).

Vamos mostrar a existéncia a partir da identidade de Bézout (1730 - 1783).

Teorema 3.4 (Identidade de Bézout) Se a e b sdo dois inteiros, entdo existem inteiros “xy” e

“yo” tais que mde(a,b) = azy + byp.

Demonstracao: Considere P o conjunto formado por todos os nimeros inteiros da forma ax -+ by

comx,y € 7, isto é,
P ={ax+by|zx,yel}.

Agora, se considerarmos y = 0 e x = 0 podemos ver que 0 € P. Além disso, veja que
P é formado por nimeros positivos e negativos, para constatar o fato, basta tomar os nimeros
inteiros a # 0 e fazer da seguinte maneiraa =a-1+b6-0 ¢ —a=a(—1)+b-.Comoae —a
sdo numeros simétricos, temos dois nimeros, um positivo € outro negativo e ambos pertencem a
P.

Pelo PBO temos que existe um menor inteiro positivo em P que denotaremos por de d.
Agora perceba que pela construcdo de P, existem inteiros xg e yy tais que d = axg + byy. Deste
modo, basta mostrarmos que d = mdc(a, b).

Pelo Algoritmo da divisdo, o Teorema 3.3, temos que existem « € 7, tais que
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a=du+rcom0<r<d
r=a—du
r=a— (axo+ byo)u
r=a(l —uxgy) + b(—uyo)
r=a— (axo+ byo)u
r=a(l — uxy) + b(—uyo).

Dai, temos que r; € uma combinagdo linear de a e b, isto é, r; € P. Agora note que
0 <ry <d ecomod > 0¢é o menor elemento positivo de P, resulta que 1, = 0, a = duy e
consequentemente d|a. Do mesmo modo se prova que d|b, basta utilizar o Algoritmo da divisdo,
que diz existir us e ry e analogamente obteremos b = dus. Dessa forma, temos que d € um
divisor comum positivo de a e b, isto é, podemos dizer que d < mdc(a,b) e d|mdc(a,b) de
acordo com o item iii da Defini¢do 3.4.

Considere agora que ¢ é um divisor inteiro comum positivo de a e b, podemos inferir que
claxg, clayy e consequentemente c|(axq + byo), 0 que nos fornece que ¢|d. Logo ¢ < d.

Agora se ¢ é o mdc(a, b), entdo temos que mdc(a, b)|d, isto é, mdc(a, b) < d, no entanto
sabemos que d < mdc(a, b), daf segue que mdc(a, b) = d, ou melhor, mdc(a, b) = axy + byp.

|

A seguir apresentaremos a demonstracao do método pratico do Algoritmo de Euclides
e iremos determinar o mdc de dois numeros usando esse método, que € uma das principais
ferramentas utilizada em diversos problemas aritméticos envolvendo esse conceito. Pela sua
simplicidade e manipulagdo pode ser ensinado aos estudantes a partir do 6° ano do ensino
fundamental, esse método esta disposto no Livro VII de Os Elementos de Euclides.

Inicialmente vamos demonstrar o lema de Euclides, em seguida apresentaremos a prova

construtiva da existéncia do mdc e como funcionam na pratica.

Lema 3.1 (Lema de Euclides) Sejam a, b,n € Z. Se existem mdc(a, b — na), entdo, mdc(a, b)

existe e
mdc(a,b) = mde(a, b — na).

Demonstracao: Inicialmente, considere que d = mdc(a, b — na). Dai temos que d|a, conse-
quentemente d|na, e d|(b — na). Como d|na e d|(b — na), entdo d|(b — na + na), o que nos
fornece que d|b. Assim d é um divisor comum de @ e b. Suponha agora que e seja um divisor

comum de a e b, logo temos que e|(b — na) e consequentemente, temos que c|(b — na). Assim,
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segue que ¢ é um divisor comum de a e b — na. Dessa forma, segue que c|d e d|c, 0 que mostra
que ¢ = d e dai d = mdc(a, b). [

Podemos reescrever o lema acima tomando b = na +r = r = b — na e substituir
o resto no lugar da combinagdo linear de a e b, ou seja, se 0 mdc(a,b — an) existe, entdo

mdc(a,b) = mde(a, ).

Teorema 3.5 (Algoritmo de Euclides) Sejam a e b niimeros inteiros ndo negativos com a # 0.

Ao se aplicar o Algoritmo da divisdo para se obter a sequéncia

b=uag +ricom0<r <a
a=r1qs+1rocom0 <ry <rg

1 =19q3 +1r3com 0 < rg <rg

Tneg = Tpn_1Qn +Tncom 0 <r, <r, —1

Tho = TnGn + 0.

ou seja, até o niimero v, dividir r,_,, segue que o mdc(a,b) é o iltimo resto ndo nulo da

sequéncia de divisoes.
Demonstracao: De fato, aplicando o lema de Euclides nas igualdades acima, temos que:
rn = mde(ry,_1,7,) = mdce(rp_o,n—1) = ... = mdc(ry,re) = mdc(a,r1) = mdc(a, b).

Assim, resulta que o mdc de a e b serd equivalente ao ultimo resto nao nulo das divisdes
acima. |
Nas tabelas abaixo podemos ver como utilizar o Algoritmo de Euclides na pratica.

Inicialmente efetuamos a divisdo de a = bq; + r; e colocamos os niimeros na tabela a seguir:

q1
al|b

(&1

Tabela 5 — Inicio do algoritmo.

Em seguida continuamos a divisdo, agora fazendo b = ry1qy + r3:

q1 | 42
a | b |nr
ry | e

Tabela 6 — Continuacdo do algoritmo.



Fazendo a divisdo até quando for possivel, temos:

ol e |la] ] @ | 1
a‘b‘rl‘rg‘--- ‘rn,g‘rn,l‘rn:mdc(a,b)
rofre s el o | ]

Tabela 7 — Visao final do algoritmo.

A seguir mostraremos na pratica a utilizacdo do Algoritmo de Euclides.

Exemplo 3.13 Calcule o mdc(92,72).

Solucao: Realizando a divisdo de 92 por 72,temos:

11311 1]1]2
92 | 7212012 |8 |4
200121 8 1 4 |0

Tabela 8 — mdc entre 92 e 72.

Agora observe que o algoritmo acima nos fornece as seguintes igualdade:

4=12-8-1
8§=20—-12-1
12=72-20-3
20=92—-72-1.

Fazendo as devidas substitui¢des na primeira igualdade, temos.
4=12-8-1
4=12—-(20—-12-1)-1
4=12-20-1412-1
4=12-2-20-1
4=(72—-20-3)-2—-20-1
4=72-2-20-6-20-1
4=72-2-20-7
4=72-2—-(92-72-1)-7
4=72-2-92-T+72-7
4=72-9-92-7.

Dai temos que:

mde(92,72) =4 =729+ (=7) - 92.

48
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Observe que o Algoritmo de Euclides nos forneceu o mdc procurado, isto €, fazendo
de tras para frente, escrevemos 6 como uma combinagdo linear de 72 e 92. De um modo
geral, o Algoritmo de Euclides nos possibilita expressar o mdc de dois ndmeros, a e b, como a
combinacdo linear de a e b, ou seja, ao utilizar o algoritmo, podemos escrever o questao ponto
essa é uma encontraremos com toda rigor namdc(a, b) = ax + by, com x e y € Z. Esse método

de expressar o mdc(a, b) = ax + by é chamado de Algoritmo de Euclides Estendido.
Teorema 3.1 Se a|bc e mdc(a,b) = 1, entdo alc.

Demonstracao: Inicialmente como a|be, entdo, temos que bc = a - ¢;. Por outro lado, como o
mdc(a,b) = 1, entdo existem x e y, tais que n - a + m - b = 1. Multiplicando-se os membro

dessa igualdade por c, temos:

c(x-at+y-b)=c-1
clx-at+y-b)=c
z(a-c)+ylb-c)=c.

Como bc = a.qq, temos:

w(a-c)+yla-q)=c
a(z-c+y-q)=c

Dai, temos que alc. [

Exemplo 3.14 Oberve que 4|(25.20), como mdc(4,25) = 1, entdo 4/20.

Definicao 3.5 Dados dois niimeros inteiros a e b, ndo necessariamente nulos, dizemos que eles

sdo primos entre si, se o mdc(a,b) = 1.

Teorema 3.2 Seja b um inteiro, com b > 1: Entdo, todo inteiro positivo a pode ser escrito de

modo tnico na forma
a=1r,b"+r, 1b" 1+ ...+ rb+ o
emquen =0, r, #0.epara cada i com(0 < 1 < n, temos que 0 < r; < b.

Demonstracao: Para realizar a demonstracao, demos mostrar a existéncia e unicidade dos
, / . » . e~ .
ndameros 7;s, com ¢ = 0,1,2,--- ,n, o que serd feito usando divisdes sucessivas.
De fato, para mostrar a existéncia, vamos dividir o nimero a por b, dai obtemos, de

acordo com o Algoritmo da divisdo euclidiana:
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a=0bgy+ 1y, 0<rg<h.
Dividindo agora ¢ por b, temos:

g =bg +71, 0<r; <b.
Agora, se q; > b, entdo dividindo ¢; por b, segue que:

g1 =0bgy+ 12, 019 <D

Repetindo esse procedimento e tendo em vista que cada quociente g; € ndo negativo e
gi+1 < q; parat > 1, devemos obter necessariamente um quociente igual a zero, digamos ¢, = 0.

Desse maneira,

Gn—2 = bgn—1 +1p_1,

com(0<r, 1 <beq,.1=>bq,+r,=r,
Substituindo os valores dos ¢;s sucessivamente a partir de gq, resulta que:
a=bg+19 = blbg +11)+ 10
= Vg +bri+ 1o
= b*(bgz + 12) + bri + 10

= bSQQ + b27’2 + b’l"l + 7

= 0" (bgpo1 + o1 + 0" g+ + Do 4 by + 1o

= VG 0" ) F 0 P g e Dy by .
No entanto, como ¢,,_1; = 7, temos:
a=rb"+r, b+ ...+ rb+r1p.

Isso mostra a existéncia de a de acordo com as hipéteses dadas.
Agora mostraremos a unicidade de a. Para isso, mostraremos que b, < a < b""!. De

fato, como 1 < r,, entdo b" < r,b, < a. Além disso, como r; < b, resulta que r; < b — 1. Dat:
a = ’l“nbn + Tn_lbn_l + ...+ le + 79
< b= +0G-1)"""+. . +0b0-1b+(b-1)
= vt -1

< bn+1'
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Logo, 0" < a < by,4+1. Vamos supor agora que
a = 5,0™ + 516"+ .+ 510+ S.

emque (0 < s; <bparat =0,1,---,m. Nestas condi¢cdes, n = m. De fato, se m < n, entdo
m + 1 < n, de modo que, b < b < a, 0 que ndo é possivel, uma vez que a < b™"!. Da

mesma forma, ndo podemos ter n < m. Portanto, m = n. Dessa forma,
b + 7 0V 4 b+ 1o = 5,07 + 5,10+ .+ s51b+ .
Assim temos que:
b(rnb™" L+ .+ reb 4 1ry) + 1o = (5,0 + L+ s9b + 51) + S0

Do fatode 0 < r; < be (0 < s; < b, entdo da unicidade garantida do quociente e do resto pelo
Algoritmo da divisdo, podemos concluir que a igualdade anterior s6 € verdadeira se oy = s.

Logo:
b A, D2 b = 8,0 8, B2 4+ Sob + sy,
Fazendo da mesma forma que fizemos anteriormente, temos:
b(rpb" ™2 + 1y b3+ ) = b(8b" 2+ 8, 16T L+ sab + s9) + Sy
e pela mesma justificativa, temos que 71 = $; €
Pab" 2 4 1y 0V g = 5, b 45, 6T L+ s,

Continuando estes processo sucessivamente, concluimos que r; = s; parat = 1, ..., n. Portanto,

temos que a representacdo € unica. |

Teorema 3.3 Dados dois niimeros inteiros a e b ndo conjuntamente nulos, dizemos que eles sdo

primos entre si, se o mdc(a,b) = 1.

Demonstracdo:(=) Ora, se a e b sdo primos entre si, entdo o mdc(a,b) = 1, por outro lado,
como o mdc(a,b) = 1 entdo existem x e y inteiros tais que ax + by = 1.

(<) Reciprocamente, se existem inteiros x e y tais que ax + by = 1 e considerando que o
mdc(a, b) = d, entdo d|a e d|b. Logo, d|(azx + by) e consequentemente d|1, o que implica d = 1,
isto é, mdc(a, b) = 1, acarretando no fato de que a e b sdo primos entre si.

A seguir trataremos de um conceito de fundamental importancia para a matematica, os

nimeros primos.
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3.5 NUMEROS PRIMOS

Nessa secdo trataremos sobre os nimeros primos que € um dos conceitos mais relevantes
na matematica e para a sociedade. Os nimeros primos estio presentes em diversos problemas
que despertam a curiosidade de matematicos de geracdo em geragdo. Os resultados relacionado
aos nimeros primos enunciados e demonstrados aqui também foram extraidos/embasados nas

obras de Hefez (2016) e De Oliveira Santos (1998).

Definicao 3.6 Um niimero inteiro n, com n>1, que possui somente dois divisores positivos n e 1

é chamado de niimero primo. Se n > 1 ndo é primo, entdo dizemos que n é um niimero composto.
Proposicao 3.11 Se p|ab, com p primo, entdo p|a ou plb.

Demonstracio: De fato, suponha que p 1 a, entdo mdc(a, p) = 1, logo pelo Teorema 3.1, temos
que pl|b. De igual modo, supondo que p 1 b, entdo mdc(b, p) = 1, logo pelo Teorema 3.1, temos

que p|a. Portanto, se p|ab, com p primo, entdo p|a ou p|b. [

Teorema 3.4 (Teorema Fundamental da Aritmética) Todo inteiro maior que 1 pode ser re-

presentado de maneira uinica (a menos da ordem) como um produto de fatores primos.

Demonstracao: Inicialmente vamos mostrar a existéncia de tal fatoracdo. Se n for um nimero
primo, nada hd o que mostrar, porque a fatoracao terd somente o proprio n como fator primo.
Entao vamos supor que n é composto. Logo, existird p; como o menor divisor primo de n, ou
seja, ndo existe p primo, com 1 < p < p; tal que p|n. Dessa forma, n pode ser escrito como
n = pp - n1. Veja que se ny for primo, a demonstragdo acaba aqui. Agora se ndo for composto, de
acordo com a argumentagao anterior, existird p, primo tal que n; = ps - no. Logo n = py - po - ny.
Repetindo esse procedimento enquanto for possivel, obteremos uma sequéncia decrescentes
de inteiros positivos 11, ng, - - - , n,. Como todos esses nimeros sao inteiros positivos maiores
que 1, em algum momento esse processo deve acabar. Agora, como 0s primos na sequéncia

P1,D2,° - , Pr NA0 s30 necessariamente distintos, n terd, em geral a forma:
J— al a2 ag
n=0p Py Dy -

Agora para mostrar a unicidade dessa fatoracao, usaremos indugao forte sobre n. Para
n = 2 a afirmacdo é verdadeira, uma vez que 2 € primo e a representacao € unica, ele mesmo.

Agora suponha que a proposi¢ado seja verdadeira para todos os niimeros naturais maiores que 1 e
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menores que n, ou seja, que se houver duas representacdes para um nimero primo elas serao
iguais, a menos da ordem. Agora vamos mostrar que a proposicao € verdadeira para n.
De fato, se n € primo, nao hd o que mostrar. Entdo vamos supor que n seja composto e

que tenha duas fatoragdes, isto €,

n=pi-p2-..."Ps=4q1-q2" ... - qr.

Queremos mostrar que s = r e que cada p; € igual a algum g;. Veja que p; divide
q1 - q2- -+ -qr, logo ele divide pelo menos um dos fatores g;. Agora podemos supor, sem perda

de generalidade, que p;|q;. Como p; e ¢; sdo primos, segue que p; = ¢;. Dai, podemos dizer que

n/pr =pa.-c Ps=qo. " G

Agora note que 1 < n/p; < n, logo da hipétese de inducéo temos que n/p; possui
representacgdo unica, logo s = r e cada p; € igual a algum g;. Portanto a representac@o de n é

unica a menos da ordem de seus fatores. [ |

Teorema 3.5 Se n' = p{*.--- .p € a fatora¢do candnica de n > 1, entdo um inteiro n’ é um

divisor positivo de n, entdo

5 :
n=pyte

onde 0 < B; < oy para algumi =1, ..., r.

Demonstracao: Considere que n’ seja um divisor positivo de n, logo existe ¢ € Z tal que

n = n'.c. Pelo teorema fundamental da dlgebra podemos decompor ¢ e n’ da seguinte maneira:

k
c:pll.n-.pren’:pfl.---.fr.

Dai, temos:

n=n'c
p(lxl p;‘f’” — (pfl prT)(plfl.. p”lfT)

ar _ Ptk

a ke
Pyt P =y :

""pr

Para que a igualdade seja satisfeita, devemos ter o; = §; + k; paracadai =1,....,7. O
que nos fornece 0 < f; < «; paraalgumi =1,--- ,r. |
No estudo dos niimeros, € muito comum questionar se um certo nimero natural € primo

ou ndo, e além disso, como inferir a respeito dele. Mediante os métodos cldssicos utilizados
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para dar a resposta a tal pergunta, podemos destacar o Teste da Primalidade que destacamos no

teorema abaixo, que nos leva a descoberta de um algoritmo que trataremos logo em seguida.

Teorema 3.6 Se n > 1 for composto, entdo n possui, necessariamente, um divisor primo p tal
que p < \/n. Ou seja, se n ndo possui divisores diferentes de 1, menores ou iguais a \/n, entdo

n é primo.
Demonstracao: De fato, se n € um nimero composto, entao n
n=ab com 1<ab<n.

agora veja que se a > \/n e b > \/n teremos:

n=ab>\n-y/n=n.

0 que é absurdo. Dai, temos que a < y/n ou b < y/n. Vamos supor que a < /n. Do fato de
a > 1, temos que existird um primo p, tal que p|a. Como n = a - b, podemos dizer que a|n, por
transitividade, temos que pl|a, logo p < a. Tendo em vista que a < /n, resulta que p < /n. B

O teste de primalidade acima, nos permite verificar se um certo nimero n € primo, basta
verificar se ele ndo € divisivel por nenhum primo p que ndo supere 1/n, em outras palavras, um
nimero n s6 é primo se nenhum outro primo do intervalo [1, /n] dividir n.

O teste acima também nos fornece um método chamado de Crivo de Eratdstenes (285-194
a.E.C.), que nos possibilita a determinar todos os nlimeros primos menores ou iguais a um dado
numero natural n. O crivo de Eratdstenes em si € simples, escreva todos os niimeros de 2 até
nimero que vocé quer determinar os primos, digamos n. Em seguida pegue todos os niimeros
primos conhecidos até y/n. Pegue o primeiro niimero primo e marque todos os seus multiplos,
repita esse processo até o dltimo ndmero primo /n. Assim, os nimeros marcados sdo todos

compostos e os nimeros que sobraram sem serem marcados sdo todos primos.
Exemplo 3.15 Determine todos os niimeros primos existentes de 2 até 100.

Solucio: Para determinar os primos, vamos utilizar o Crivo de Eratéstenes. Inicialmente vamos
calcular a /100, que no caso é 1/100 = 10. Os nlimeros primos que sio menores ou iguais a
10 sd0 2, 3, 5 e 7. Vamos escrever na tabela a seguir todos os nimeros de 2 até 100, feito isso
iremos marcar todos os multiplos de 2, depois de marcar todos os multiplos de 2, iremos marcar
todos multiplos de 3, depois todos os multiplos de 5 e por fim todos os multiplos de 7. Veja que

os nimeros que ndo foram riscados sio justamente os nimeros primos.
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Tabela 9 — Crivo de Eratdstenes.

2 (3 | A5 | 6| T | 8| H
11 (/W2 | 13 | /¥4 |3 |/V6 | 17 | /V8 | 19
20 |22 | 23 |24 |23 |26 | 27 | 28 | 29
31|82 |33 |34 |33 |36 |37 |38 |39
41 (A2 | 43 |A4 (A5 (A6 | 47 | A8 | A9
31 |H52 |53 |54 |55 |66 | BT |68 |59
61 |62 |63 |64 |63 | B6 | 67 | B3 | 49
T\ T2\ 73 |14 |15 | 116 | 1T | /18 | 9
g1 |82 | 83 |84 B3 | B6 | BT | B3 | 89
91 P2 | Q3 | A4 (A3 | O6 | 97 | B8 | A9 | VOO

Fonte: Préprio autor.

&8 &S EEEES

Por outro lado, veja que da Proposic¢ao 3.6, podemos analisar se sdo 100 € um nimero
primo, basta que ele nao seja divisivel por nenhum dos primos menores que v/100 = 10, isto €,
que ele nao seja divisivel por 2, 3, 5 ou 7. No entanto 100 é par e € divisivel por 2, logo 100 ndo

€ primo de acordo com o teste de primalidade.
Lema 3.2 Seja p um niimero primo. Os niimeros (f ), onde 0 < 1 < p, sdo todos divisiveis por p.

Demonstracao: De fato, veja que o resultado vale trivialmente paraz = 1, uma vez que (11’) =p
e p|p. Podemos entdo supor que 1 < i < p. Nesse caso, i!|(p — 1)--- (p — i + 1), ou seja, que !

divide 7 inteiros consecutivos. Como mdc(i!, p) = 1, decorre que i!|p(p — 1) --- (p—i+ 1), e

Assim, temos que 0s nimeros (’i’), onde 0 < 7 < p, sdo todos divisiveis por p. |

logo temos que

O lema acima servird de base para a demonstracdo do Pequeno Teorema de Fermat. Esse
teorema € um resultado significativo para a matemadtica, no entanto esse conhecimento ja era
difundido na China, por volta de 500 antes de Cristo, os chineses ja sabiam que, se um nimero p
¢ primo, entdo p|(2P — 2). Todavia, coube a Pierre de Fermat, no século XVII, generalizar esse

resultado, enunciando um pequeno, mas notdvel teorema para a teoria dos nimeros.

Teorema 3.7 Pequeno Teorema de Fermat Dado um niimero primo p, tem-se que p divide o

niimero aP — a, para todo a € 7.

2

Demonstracio: Se p = 2 o resultado é ébvio, jd que a* — a = a(a — 1) representa um nimero

par, uma vez que temos o produto de dois nimeros consecutivos. Entdo suponha que p é impar.
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Nesse caso, basta mostrar que o resultado € valido para a > 0. Vamos mostrar o resultado por
indugdo sobre a.

O resultado é vdlido para a = 0, pois 0P —0 = 0 e p|0. Agora vamos supor que proposi¢ao
¢ verdadeira para a = k, com k > 0, ou seja, que p|(kP — k). Vamos mostrar que ela também ¢é
verdadeira paraa = k + 1

De fato, observe que da férmula do Bindmio de Newton, temos:

(k+1)p—(k+1):kp—k+<p>k;p‘1+~-+( P >a.
1 p—1

Agora veja que pelo Lema 3.2 temos que p divide todos os (f) e por outro lado da
hipétese de indugdo temos que p|(k? — k). Assim, segue que p|[(k + 1)? — (k + 1)]. Logo a

proposi¢do € verdadeira para todo a € N. |
Exemplo 3.16 Mostre que 42|(a” — a).

Resolugdo: Analisando a paridade de a” — a = a(a® — 1), temos que 2|(a” — @), uma vez que a

e a’ tem a mesma paridade. Além disso:
o’ —a=ua(a®—1)=a(a®* —1)(a* +a* +1) = (a® — a)(a* + a* + 1).

De acordo com o Pequeno Teorema de Fermat, temos que 3|(a® — a) e consequentemente
3|(a”—a). Como 2|(a” —a) € 3|(a” —a), entdo 6|(a” —a). Agora veja que 6|(a” —a) e 7|(a” —a),

assim temos que 42|(a” — a), como queriamos.

Corolario 3.2 Se p é um niimero primo e se a é niimero natural ndo divisivel por p, entdo p

divide a?~' — 1.

Demonstracdo: Do Pequeno Teorema de Fermat, temos que p|(a? — a), que pode ser escrito
como pla(aP~! — 1). Veja que p 1 a, logo s6 resta que p|(a?~! — 1). |

O corolério acima também € conhecido como Pequeno Teorema de Fermat.
Exemplo 3.17 Se51n, 51 (n—1),51 (n+ 1), entdo 5|(n* + 1).

Solucdo: De acordo com o Pequeno Teorema de Fermat, temos que 5|(n® — n), ou melhor,

5/n(n* — 1), como por hipétese, 5 { n, entdo segue que 5|(n? — 1). Agora veja que:

(n*—=1)=m?>-1)(n*>+1)
(n*—1)=(n—-1)(n+1)(n*+1).
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como 51 (n—1)e5¢f (n+ 1), entdo temos que 5|(n* + 1), como queriamos.

Ao se falar em nimeros primos € impossivel ndo lembrar de alguns nimeros que re-
ceberam uma atencao diferenciada, O primeiro resultado estd relacionados com os nimeros
conhecidos como nimeros de Fermat, em homenagem a Pierre de Fermat (1601-1665), jurista
francés, que apesar de ter se dedicado a matematica como amador foi um dos grandes matemati-
cos de seu tempo. Pode-se dizer que foi o primeiro matematico a contribuir significativamente,
do ponto de vista tedrico, para a evolucdo da Teoria dos niumeros, apos Euclides e Eratdstenes.
Muitos dos resultados e problemas deixados por Fermat motivaram o extraordindrio avango da
Matemdtica.

J4 um segundo resultado importante relacionado aos nimeros primos, diz respeito aos
chamados “Numeros de Mersenne”, assim chamados em homenagem ao padre Marin Mersenne
(1588 - 1648), que desempenhou papel importante na difusdo da ciéncia, e em particular da
matematica, de sua época através de sua extensa correspondéncia com os maiores cientistas de

seu tempo.

Definicao 3.7 Os niimeros de Fermat sdo os niimeros da forma
F,=2"+1,com0,1,2, ...

Por volta de 1640, em uma de suas cartas a Mersenne, Fermat relatava que esses nimeros
eram todos primos. De fato, F} = 5, Fy, = 17, F3 = 257, Fy = 65537 s@o primos, ndo sabe até
hoje o porqué Fermat achava que todos os nimeros descritos pela definicao acima eram primos.

Em meados de 1732, Leonhard Euler mostrou que
Fy = 22° 4 1 = 4294967297 = 641.(6700417).

¢ um numero composto, multiplo de 641, refutando assim a afirmacdo de Fermat sobre seus
nimeros primos. No entanto, os cincos primeiros nimeros de Fermat, que sdo realmente primos,

Fy=5F, =17, F3 = 257, I, = 65537 sdo chamados de Primos de Fermat.

Definicao 3.8 Os niimeros de Mersenne sdo os niimeros da forma
M,=2F -1
onde p é um niimero primo.

No intervalo 2 < p < 5000 foram encontrados alguns nimeros de Mersenne primos,

esses numeros sao chamados de primos de Mersenne. Eles sdo obtidos tomando p igual aos
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seguintes nimeros primos: 2, 3, 5, 7, 13, 19, 31, 61, 89, 107, 127, 521, 607, 1 279, 2 203, 2
281,3 217, 4 253 e 4 423. Até o presente momento, o maior primo de Mersenne conhecido é

M 3112609, descoberto em agosto de 2008 e que possui no sistema decimal 12978189 digitos.

3.6 MINIMO MULTIPLO COMUM

Os resultados enunciados e demonstrados aqui também foram extraidos/embasados nas

obras de Hefez (2016) e De Oliveira Santos (1998).

Definicao 3.9 Diremos que um m é niimero inteiro é miiltiplo comum de dois niimeros inteiros

a e b dados, se ele é simultaneamente miiltiplo de ambos os niimeros.
Agora veja que em qualquer caso, os nimeros ab e 0, sdo sempre os multiplos comuns de a e b.

Definicao 3.10 (Minimo Multiplo Comum) Diremos que um niimero inteiro m > 0 é Minimo
Muiltiplo Comum de dois niimeros inteiros, se possuir as seguintes propriedades:
i) m é um multiplo comum de a e b;

ii) se ¢ é um miiltiplo comum de a e b, entdo m|c.

Em outras palavras, o minimo multiplo comum (mmc) de dois inteiros "a” e ”b” ndo

nulos (a # 0 e b # 0), que denotaremos por mmc(a, b), € o menor inteiro positivo que é multiplo
de a e b simultaneamente.

Da defini¢@o 3.10 podemos tirar algumas conclusdes, suponha que dois inteiros positivos

;- L oy ~ . . ,
m e m’ sdo dois minimos multiplos comuns de @ e b, entdo pelo item (ii) obtemos que m|m' e
também que m’|m. Como m e m' sdo inteiros, resulta que m = m’, o que nos mostra que se
existir o mmec de dois nimeros € Uinico.

Além disso, se m € o mmcde aebec > 0¢émiltiplo comum de a e b, entdo resulta que

m < ¢, 0 que nos mostra que m é o menor multiplo comum positivo de a e b.

Proposiciao 3.12 Se v = pi' - p5*> - plre B = il - pbn, onde py - py - ... - py, s@0 05 primos

que ocorrem nas fatoragoes de a e b, entdo

mme(a, §) = prarlat | pmac{azbel | mactanba}

Demonstracao: Observe que da definicdo de minimo multiplo comum, nenhum fator primo p;
deste minimo poderd ter um expoente que seja menor nem a a; € nem a b;. Se tomarmos, o maior
destes dois expoentes de p;, teremos ndo apenas um multiplo comum, mas o menor possivel

dentre todos eles, o que conclui a demonstracgao. ]
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Proposicao 3.13 Se a e b sdo niimeros reais, entdo
maz{a,b} + min{a,b} = a +b.

Demonstracao: De fato, temos duas situacdes a considerar, o caso em que a = b e 0 caso em
que a # b. Se a = b, entdo max{a,b} = min{a,b} = a = b e assim o resultado é trivial. No
caso de a # b, podemos supor sem perda de generalidade que b < a, deste modo, temos que

max{a,b} = aemin{a,b} =b

max{a,b} + min{a,b} = a+ 0.

Teorema 3.8 Dados a,b € N, temos que ab = mmc(a, b) - mde(a, b).

Demonstracdo: Considere que d = mdc(a, b). Deste fato temos que d|a, que d|b e consequente-

mente d|ab, logo existirdo inteiros xq, Yo € m, tais que:

a b ab
a=d-x9,b=d-yp,a-b=d - m=zr0=—=,yp=—-em = —.
0 Yo 0 d Yo d d
a b ab , .
em outras palavras xy = p Yo = p e m= ’l representam nimeros inteiros. De posse dessas

informagdo, vamos mostra que m = mmc(a, b).

Inicialmente veja que podemos escrever m de duas maneiras:

be m=-a

a
d d”

m =

dai, podemos concluir que a|m e que b|m, ou seja, m é um miltiplo comum de a e de b.
Seja ¢ um outro multiplo comum de a e b, dessa forma segue que alc e que b|c, logo

existem existirdo inteiros q; € ¢s , tais que:

c=a-q

c=0b-qs.

Como d = mdc(a,b), da Identidade de Bézout, o Teorema 3.4, e existirao inteiros x e y , tais

que:
d=a-x+0b-y.

Multiplicando por ¢, temos:
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c-d=c-(a-xz+b-y)
c-d=c-a-x+c-b-y
Cd:bq2a$+a/q1by

c-d=ab(gz v+ q - y)
oo W(e Tt ar-y)

d
ab
=P w0,

ab
como m = i segue que

c=m-(g@r+q-y)
daf concluimos que m|c. Assim segue que

b
mmc(a, b) - mdc(a,b) = % -d=a-b.

3.7 ALGUNS CRITERIOS DE DIVISIBILIDADE

Segundo Junqueira (2001, p. 38), “chama-se de critério de divisibilidade todo conjunto
de condi¢des que permitem reconhecer se um inteiro dado é divisivel por outro”. Dessa forma, os
critérios de divisibilidade nos possibilitam saber antecipadamente se um nimero natural é ou ndo
divisivel por outro, baseando-se em propriedades da sua representacdo decimal. Os resultados
enunciados e demonstrados aqui também foram retirados embasados nas obras de Hefez (2016)

e De Oliveira Santos (1998).
Definicao 3.11 Nas condi¢cées do Teorema 3.2, a expansdo
4= Tpb" + 1y 0" b+
é chamada expansdo de a na base b ou expansdo b-ddica de a, a qual indicaremos por
[TnTn—1"T170]p-

De acordo com o Teorema 3.2, e a defini¢do acima, podemos escrever uma nimero inteiro a na

base 10 de forma tnica como:

a=r,10"+r, 110" 4+ .- 4+ 110 + ro.
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talque n > 0, r, # 0, e paracada i, com 0 < i < n, 0 < r; < 9. A seguir estdo os critérios de
divisibilidade para os nimeros inteiros 2, 3, 4, 5, 6, 8,9 e 10.
(i) Critérios de divisibilidade de 2, 5 e 10.

Os critérios de divisibilidade por 2, 5 e 10 seguem 0 mesmo principio, analisar o algarismo
das unidade.

Para que o nimero natural
a=r,10" +r, 110"t 4+ ... 4+ 7,10 + ro.

seja divisivel por 2, isto é, para que 2|a, é necessdrio que 2|ry, onde 7 é o algarismo das
unidades de a, uma vez que 2|(r, 10" + 7, 110" "' 4 - - - + r,10). Desse modo, devemos ter que
ro € {0,2,4,6,8}, ou seja, ry tem que ser par. Assim, um inteiro a serd divisivel por 2 se a for
par, o melhor, um niimero serd divisivel por 2 quando ele terminar em 0, 2, 4, 6 8.

Agora para que 0 5|a, devemos ter que 5|rg, pois 5|(r, 10" + r, ;10" ' + .- +7110) e
como 7 representa o algarismo das unidades de a, logo ro € {0,5}. Assim, um niimero inteiro a
qualquer serd divisivel por 5 se, terminar em 0 ou 5.

Por fim, para que um nimero inteiro a seja divisivel por 10, isto é, para que 10|a
devemos que 10|ry, pois veja que 10|(r,10™ + 7,,_;10""1 + ... + r;10). Como cada ndmero
r; €{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} e como r( representa o algarismo das unidades de a, entdo para
que 10|a, devemos ter que ro = 0. Assim um niimero inteiro a qualquer € divisivel por 10 quando
ele terminar em Q.

(ii) Critérios de divisibilidade de 3 de 9.
Ja os critérios de divisibilidade de 3 e de 9 sdo semelhantes. Inicialmente, vamos mostrar

por indugdo sobre n que

9/(10™ — 1), ¥n > 0. ©6)
De fato, para n = 0, temos que
9(10° — 1) = 90.

Considere que a proposi¢io é verdadeira para n = k, isto €, que 9|(10* — 1), em outras
palavras, como 9|(10¥ — 1), logo existe ¢ € Z tal que 10* — 1 = 9¢ = 10¥ = 9¢ + 1. Agora

vamos mostrar que ela também é verdadeira para n = k + 1. Agora veja que:
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101 —1 = 10%10-1
= (9¢+1)-10—-1
= 90¢+10—1
= 90¢+9

= 9(10q 4 1).

ou seja, temos que 10" — 1 = 9(10q + 1), segue que 9|(10%1 — 1).
Considere um nimero a = r,10" + r,,_110" ! + ... + ;10 + r e , vamos subtrair em
ambos os lados de a o inteiro (r,, + r,_1 + - -+ + 71 + 1), que € a soma de todos os algarismos

de a. Logo ficard da seguinte maneira:

a=r7r,10" + 7, 110"+ + 710 + 1y
a—(rp+rp_1+-4ri+re) =1,10"+7r, 110"+ -+ 10+70— (rp+7rn_1+- - +r1+70)
a=r,10" +7r, 110"+ .. + 710+ 19
a—(Tp+rp1+-+r1+710) =rn(10" = 1) + 7,1 (10" = 1) + -+~ + 7 (10 = 1).

Note agora que 9|[r,,(10" — 1) + r,,_1(10"* — 1) + - - - + r1(10 — 1)] de acordo com a

igualdade 6, isto &,
(10" — 1) + 71 (10" = 1) + -+ - + 71 (10 — 1) = 9p-
com p € Z. Dessa forma temos que
a—(rp+rp1+--+1r1+r9) =9

o que nos dizque 9a — (r,, + rp_1+ -+ 711+ 70)-

Assim, se 9|a, entdo 9|(r,, + 1,1 + - - - + 71 + 1) e reciprocamente, se tivermos 9|(r,, +
Tn_1+ -+ 11 + 10), entdo 9|a. Em outras palavras, um niimeros a serd divisivel por 9 se a
soma dos seus algarismos for divisivel por 9. Por outro lado, como 3|9 e 9|a, entdo de maneira

andloga, um niimeros a serd divisivel por 3 se a soma dos seus algarismos for divisivel por 3.

Exemplo 3.18 O niimero 684 é divisivel por 9, pois 6 + 8 + 4 = 18 e 9|18. Por outro lado, o
niimero 217 ndo é divisivel por 9, pois 2+ 1+ 7 =10 ¢ 9 1 10.

Jd o niimeros 537 é divisivel por 3, pois 5+ 3 + 7 = 15 e 3|15. No entanto o niimero 809
ndo é divisivel por 3, pois 8 + 0+ 9 = 17 e 3 1 17.
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(iii) Critérios de divisibilidade de 4 ¢ de 8

Tomando um numero inteiro
a=1r,10" +r,_110" 71 + - -+ +1910% + 7110 + 7.
Podemos reescrevé-lo da seguinte maneira:
a=100(r,10"2 +r, 110" 3 + -+ +1r9) + 1,10 + 70.

como 4100, entdo temos que 4|[100(r, 10" 2 + r,_110" 3 + - - + ry)]. logo, para que 4|a ,
devemos ter que 4|(110 4 1¢). Veja que 7110 4 1o formam os algarismos das dezenas e unidades
de a, ou seja, 1110 + 7o € nimero inteiro no intervalo [00,99]. Assim, podemos concluir que um
nimero inteiro a serd divisivel por 4 quando o niimero formado pelos digitos das dezenas e das

unidades for divisivel por 4.

Exemplo 3.19 O niimero 732 é divisivel por 4, pois 32, o niimero formado pelos algarismos das
dezenas e unidades é divisivel por 4, isto é 4|32. Por outro lado, o niimero 254 ndo é divisivel

por 4, uma vez que 4 1 54.
Para que um niimero «a seja divisivel por 8, a ideia é semelhante, basta notar que

a=r,10" 4+ r,_110" " + .- +1510% 4+ 110 + 7
a =1000(r,10"73 4+ 7, 110" 4 - - - + r3) + r210% 4+ 7110 + ro.

como 8]1000, seguindo o mesmo raciocinio, temos que a s6 serd divisivel por 8 se
8‘(7’2102 + 7“110 + 7"0).

Agora veja que 73 - 10% + r; - 10 + 79 formam os algarismos das centenas, dezenas e
unidades. Deste modo, 75 - 102+ 177 - 10+ 7 é um ndmero n intervalo [000,999]. Assim, podemos
conclui que um niimero inteiro a serd divisivel por 8 quando o niimero formado pelos digitos

das centenas, dezenas e das unidades for divisivel por 8.

Exemplo 3.20 O niimeros 1528 é divisivel por 8, pois 528, o niimero formado pelos algarismos

528. Jd o numero 1253 ndo é divisivel

das centenas, dezenas e unidades é divisivel por 8, isto é 8

por 8, uma vez que 8 1 253.

(iv) Critérios de divisibilidade de 6 Como 2|6, 2|6 e mdc(2,3) = 1, um nimero a serd divisivel

por 6 quando ele for divisivel por 2 e 3 simultaneamente.
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Exemplo 3.21 O niimeros 348 é divisivel por 6, pois 2|348, uma vez que 348 é par e 3|348,
porque 3+ 4 + 8 = 15 e 3|15. Agora veja que o niimero 621 ndo ¢ divisivel por 6, uma vez que
21 621, pois 621 é impar. No entanto veja que 621 é divisivel por 3, mas sé isso ndo € suficiente

para ser divisivel por 6.

Esse foi 0 embasamento tedrico necessario para que o professor possa desenvolver com

maestria a SD descrita a seguir.
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4 PERCURSO METODOLOGICO

O objetivo desta sec@o consiste em descrever o percurso metodoldgico desenvolvido na
pesquisa, por meio da aplicacdo de uma SD no intuito de explorar conceitos aritméticos como:
nimeros primos, critérios de divisibilidade, o conceito de multiplos, mmc, mdc através das
questdes das provas da Obmep, do Banco de questdes da mesma e do Material “Encontros de

Aritmética” do PIC jr.

4.1 ELEMENTOS DA CARACTERIZACAO DA PESQUISA
4.1.1 Tipo de Pesquisa

O método de pesquisa utilizado foi o qualitativo, a partir da andlise dos questionarios
pré-teste, pds-teste e questiondrio investigativo. Uma vez que os dados obtidos neles foram
necessarios para se ter um parametro de comparagao. Nesse sentido, Strauss (2008), discorre
que ha trés elementos indispensaveis na pesquisa qualitativa: a) os dados, colhidos por meio de
vdrias fontes; b) os procedimentos usados para interpretar e organizar os dados e; ¢) os relatérios
— escritos e verbais.

Para D’ Ambrosio (2006, p. 14), “a investigacdo em Educacdo Matematica procurava
se tornar sistemadtica e rigorosa e via o tratamento estatistico como capaz de conduzir o rigor
desejado [...] s6 era considerada boa pesquisa aquela que tivesse um tratamento estatistico
rigoroso”.

A pesquisa qualitativa vem se figurando como método dindmico e utilizado em diferentes
areas, principalmente nas exatas. Partindo deste ponto de vista, a pesquisa qualitativa pode
ser compreendida como uma via efetiva que possibilita compreender melhor os significados e
nuances das quais os pesquisadores tanto buscam entender em seus projetos.

Nesta perspectiva

ha muitas escolhas e decisdes e elas sdo diferentes para os varios aspectos
do processo geral de pesquisa. [...] a pesquisa pode ser concebida como um
processo circular, que envolve muitas idas e vindas e caminhadas em circulo
antes de finalmente atingir um objetivo (STRAUS, 2008, p.41).

Dessa forma, em uma pesquisa qualitativa, surgem aspectos subjetivos, que remetem a
ideias nao explicitas, mas que estdo implicitas nas informagdes obtidas.

Segundo Bicudo (2006, p. 106)

o qualitativo engloba a ideia do subjetivo, passivel de expor sensagdes e opi-
nides.[...] entende-se que a nocdo de rigor ndo seria aplicdvel a dados quali-
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tativos, uma vez que a eles faltaria precisdo e objetividade, dificultando ou
impossibilitando a aplicacdo de quantificadores.

A andlise feita aqui busca refletir sobre as nuances observadas no processo de execucao
da SD e compreender os resultados obtidos nos questiondrios. Considerando a opinido de Strauss
(2008, p. 18), “os pesquisadores que usam essa metodologia tendem a ser flexiveis”.

As informacgdes obtidas nos questiondrios foram importantes para compreender a reali-
dade dos estudantes, compreender se os mesmos haviam desenvolvido as habilidades seleciona-
das, e caso contrdrio, ao trabalhar a resolucio de problemas foi possivel verificar se as mesmas
foram desenvolvidas com a aplicacdo da SD. Além disso, a avalicdo da SD € necessdria para que
sejam alinhadas as a¢des e metodologias a serem aplicadas para tornar a sequéncia ainda mais
efetiva.

A amostra utilizada para realizar a pesquisa foram duas turmas da primeira série do
Ensino Médio' de uma escola estadual em Arapiraca, que devido as dificuldades impostas pelas
aulas remotas, totalizaram um grupo de 23 estudantes. Todavia para Deslauriers (2008) o objetivo
da amostra é de produzir informagdes aprofundadas e ilustrativas: seja ela pequena ou grande, o
que importa € que ela seja capaz de produzir novas informagdes.

A presente SD pode ser aplicada em qualquer turma a partir do 6° ano do Ensino
Fundamental. A mesma tanto servird para fixar os contetidos trabalhados nos 6° e 7° anos,
buscando aprofundar e verificar o desenvolvimento das habilidades EFO6MA052, EFO6MA06* e
EF07MAO01#, quanto para analisar o conhecimento aritmético dos estudantes nas séries a partir
do 8° ano, analisando ainda, se as habilidades foram devidamente desenvolvidas.

A escolha dessas turmas se deu pelo fato de estarmos no segundo ano de experiéncia com
0 ensino remoto, e apesar das habilidades propostas estarem relacionadas ao 6° e 7° ano do Ensino
Fundamental, surgem algumas indagacdes como: os estudantes desenvolveram essas habilidades
nos respectivos anos? Se ndo desenvolveram, podemos usar a sequéncia didatica para desenvolvé-
la? Diante desse contexto pandémico, € possivel aplicar uma SD e obter o desenvolvimento
cognitivo matematico dos estudantes por meio das aulas remotas? Essas indagacdes foram

interessantes e motivadoras para o desenvolvimento da proposta.

1
2

As turmas foram a 1? série A e 1? série B.

EF06MAQOQS5: Classificar nimeros naturais em primos e compostos, estabelecer relacdes entre nimeros, expressas
pelos termos ““é mdltiplo de”, “€ divisor de”, “é fator de”, e estabelecer, por meio de investigacdes, critérios de
divisibilidade por 2, 3, 4, 5, 6, 8,9, 10, 100 e 1000.

EF06MAO06: Resolver e elaborar problemas que envolvam as ideias de multiplo e de divisor.

EFO7MAO1: Resolver e elaborar problemas com numeros naturais, envolvendo as no¢des de divisor e de
multiplo, podendo incluir médximo divisor comum ou minimo multiplo comum, por meio de estratégias diversas,

sem a aplica¢do de algoritmos.



67

4.2 SEQUENCIA DIDATICA E RESOLUCAO DE PROBLEMAS

Uma SD pode ser vista como uma metodologia educacional que visa auxiliar os estudantes
a superarem uma ou mais dificuldades reais acerca de uma temética especifica. Segundo Zabala
(1998), a partir do momento em que se pensa na forma das sequéncias didaticas esse € um dos

rumos mais coerentes para aprimorar a pratica educativa. Para ele uma sequéncia didética é

Um conjunto de atividades ordenadas, estruturadas e articuladas para a realiza-
¢do de certos objetivos educacionais, que tem um principio e um fim conhecido
tanto pelos professores como pelos alunos. A sequéncia didética dependera
da interven¢do metodoldgica elaborada e do planejamento dos conteddos a
serem desenvolvidos. Toda interveng¢ao metodolégica é associada com “o que
fazer” para obtermos melhores resultados de aprendizagem, ou seja, que tipo
de atividade ou aula deve ser programada para a melhoria do ensino e, ainda,
todo planejamento dos contetdos € associado com o “como fazer” para que
isto aconteca. O contetdo € “tudo quanto se tem que aprender para alcancar
determinados objetivos que ndo apenas abrangem as capacidades cognitivas,
como também incluem as demais capacidades.” (ZABALA, 1998, p. 18).

Deste modo, os conceitos trabalhados devem acrescentar efetivamente para que a socie-

dade tenha cidadios conscientes, conhecedores do mundo ao seu redor e transformadores do

local onde estd inserido. Potencializando essa ideia, segundo a BNCC de Matematica traz que:

A Matematica ndo se restringe apenas a quantificacdo de fendmenos determi-
nisticos — contagem, medic¢do de objetos, grandezas — e das técnicas de cdlculo
com os nimeros e com as grandezas, pois também estuda a incerteza proveni-
ente de fendmenos de carater aleatério. A Matematica cria sistemas abstratos,
que organizam e inter-relacionam fendémenos do espago, do movimento, das
formas e dos ndmeros, associados ou ndo a fendmenos do mundo fisico. Esses
sistemas contém ideias e objetos que sdo fundamentais para a compreensdo
de fendmenos, a constru¢do de representacdes significativas e argumentagdes
consistentes nos mais variados contextos. (BRASIL, 2018, p. 265)

Dito isso, faz-se necessdrio ainda propor investigacdes acerca dos resultados obtidos nos
problemas e analisar as formas de chegar ao resultado, como poderiam desenvolver uma forma
mais pratica, desenvolvendo caminhos para uma melhor aprendizagem. Dessa maneira, por meio
de uma SD que evidencie também as atividades investigativas, o desenvolvimento cognitivo
pode ocorrer de modo a possibilitar a experimentagdo, generalizacdo, abstracdo e formacao de
significados (LINS ; GIMENEZ, 2001).

Seguindo esse ponto de vista, podemos esquematizar, em linhas gerais, a composicao
de uma situacdo de aprendizagem que permita desenvolver os processos sociais de ensino

aprendizagem. Segundo a BNCC:

O conhecimento matemético € necessdrio para todos os alunos da Educagdo
Basica, seja por sua grande aplicagdo na sociedade contemporanea, seja pelas
suas potencialidades na formagdo de cidaddos criticos, cientes de suas respon-
sabilidades sociais. (BRASIL, 2018, p. 265)
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De posse dessa visao mostrada pela BNCC, desenvolver uma SD aliada a resolucdo de
problemas, possibilita a reflexdo que permitird o desenvolvimento necessério para compreender
problemas praticos do dia a dia dos estudantes.

Segundo Onuchic (1999), a Resolucio de Problemas vem ganhando espaco no campo
educativo desde no final da década de 70, alcancando seu auge internacionalmente na segunda
metade dos anos 80, os quais comecaram o desenvolvimento dos primeiros trabalhos nessa drea
e comegam a aparecer no Brasil.

Dante (2003) discorre que € conveniente utilizar situagdes-problema pelos professores
em suas aulas de matemadtica, especialmente aquelas que estejam relacionadas a eventos e casos
do cotidiano dos estudantes, atribuindo a estas praticas uma criticidade e um poder de andlise da
fatos através do conhecimento matematico.

A presente SD buscou trabalhar a resolu¢do de alguns problemas da Obmep, de seus
bancos de questdes e dos materiais do PIC jr. que tratam de alguns temas de Aritmética, para

que sejam desenvolvidas as habilidades EFO6MA06, EFO6MAO5 e EFO7TMAO1 da BNCC.

4.2.1 Etapas da Sequéncia Didatica

A SD foi aplicada em trés etapas: aplicacdo de um questionario diagndstico (pré-teste),
aulas com resoluc¢do de problemas da Obmep, aplica¢do do questiondrio (pds-teste) e aplicagcdo de
um questiondrio investigativo, a fim de avaliar as atividades desenvolvidas ao longo da sequéncia
didética.

A aplicacdo da SD foi realizada de forma remota, onde as aulas foram realizadas por meio
do aplicativo de video conferéncia Google Meet, enquanto os questionarios foram realizados
por meio do Google Forms. Além disso, foi utilizado um computador e um rablet para que
fossem realizadas as devidas explanagdes e consequentemente as resolucdes dos problemas
com o auxilio dos estudantes. Como pode ser observado no Quadro 1, na primeira etapa foi
apresentada a contextualizacdo histérica da Aritmética, como iria ser o desenvolvimento do
projeto de pesquisa e por ultimo a aplicagdo do questiondrio diagnostico (pré-teste) para avaliar
os conhecimentos prévios dos estudantes.

Na segunda etapa foram ministradas trés aulas com resolu¢@o de problemas das provas
da Obmep e do banco de questdes, explorando os conteudos: nimeros primos, critérios de
divisibilidade, o conceito de multiplos, mmc, mdc. A escolha dos problemas se deu apartir
de um levantamento realizado com as provas anteriores, 0os bancos de questdes e o material

dos Encontros de Aritmética. A partir dai, foram escolhidos os problemas que possibilitavam a
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vericacdo e o desenvolvimento das habilidades da BNCC supracitadas. A abordagem foi realizada
de maneira dialdgica e a partir da resolucao de problemas.

Na ultima etapa, foram aplicados dois questiondrios: o pds-teste para que seja realizado
o levantamento de dados e posteriormente a comparagao dos dados do antes (questiondrio do
pOs-teste) e depois da SD, e um questiondrio investigativo visando identificar a percep¢ao dos
estudantes sobre os contetidos explorados na sequéncia didatica. O objetivo dos questiondrios
foi compreender qual era o conhecimento aritmético dos estudantes antes da sequéncia didética,
compreendendo quais foram os avancos em aprendizagem obtidos pds-sequéncia didatica e
analisar assim o sucesso da proposta.

No quadro a seguir € possivel verificar como se deu a aplicaciao da sequéncia didética.

Quadro 1- Instrumentos empregados na presente pesquisa
Atividades Tempo N° de alunos Data
participantes

I Etapa
Aula 1:

- Contextualizacdo
histérica da Aritmética N
1h 17 15/06/2021

- Apresentacgdo do
Projeto de pesquisa aos
estudantes

- Aplicagfo do Pré-teste

IT Etapa
Aula 2:
Resolucdo de questdes lh 17 15/06/2021
da OBMEP com
Numeros Primos
Aula 3:

Resolugdo de questdes
da OBMEP explorando
os Critérios de
Divisibilidade

Aula 4:

1h 23 16/06/2021

Resolucio de questdes 1h 23 16/06/2021

da OBMEP com MMC
e MDC

IIT Etapa
Aula 5:

17/06/2021
Aplicacdo do Pos-teste th 2
e do questionario

investigativo

Fonte: Criacdo do autor.
4.3 DESCREVENDO AS ETAPAS DA SEQUENCIA DIDATICA

Aula 1 — Contextualizacao histérica da Aritmética
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A Aritmética estd presente em diversas situagdes problemas, nos mais variados exames
que acontecem no pais e principalmente nas olimpiadas de matematica. O desenvolvimento
da Aritmética na histéria nos levou a matemadtica que temos hoje, e conhecer um pouco da
contextualizacdo histdrica da Aritmética € pode nos fazer compreender um pouco mais do mundo

a nossa volta.
Objetivo geral

Possibilitar o conhecimento dos principais temas de Aritmética na Educacao Basica ao

logo do tempo, bem como enfatizar a importancia das Obmep para os estudantes.
Objetivos especificos

e Contextualizar aspectos historicos da Aritmética ao longo do tempo;
e Apresentar a importancia da OBMEP e o projeto de pesquisa a ser desenvolvido;
e Contribuir para o desenvolvimento cognitivo dos temas de Aritmética;

e Mostrar o Portal da Obmep e os Clubes de Matematica;
Metodologia

Na aula inicial, foi realizada uma contextualizacdo histdrica sobre a Aritmética, seguindo-
se da apresentacdo sobre a importancia da Obmep na Educacgdo Bdésica e a proposta do projeto de
pesquisa. E por ultimo, foi aplicado um pré-teste com questdes relacionadas a Aritmética com
a finalidade de diagnosticar os conhecimentos prévios dos estudantes em relacdo aos nimeros

primos, critérios de divisibilidade, multiplos, mmc e mdc.
Recursos materiais necessarios

A aula foi realizada de forma remota com um notebook por meio do aplicativo Google
Meet, adicionando-se de um tablet para que fossem realizados os devidos cdlculos e as devidas
explanagdes, sendo o formuldrio aplicado a partir de link do Google Forms na aula com o Google

Meet.

Desenvolvimento da proposta
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e 1° momento - Com a utilizagdo de uma apresentacao em slides foi realizada uma abor-
dagem historica, desde os egipcios e seus métodos primitivos de contar, dispostos no
Papiro de Rhind “escrito em hierdtico e datado de cerca de 1650 a.E.C. O nome se deve ao
escoces Alexander Henry Rhind que o comprou, por volta de 1850, em Luxor, no Egito.

Este documento também € chamado papiro de Ahmes, o escriba egipcio que o copiou’

(ROQUE, 2012, p. 5).

Roque (2012) ainda discorre que o papiro detalha a solucao de 85 problemas aritméticos
da época, que envolviam desde problemas relacionados as fragdes, até problemas que
tratavam de trigonometria bdsica e geometria. O Papiro de Rhind € um dos mais antigos
documentos que se tem conhecimento na matematica. O Papiro atualmente se encontra
no British Museum na Inglaterra, passando pelos babilonios que impulsionaram os drabes
a construcao inicial do nosso sistema de numeragdo, chegando a Peano e seus axiomas

matematicos que possibilitaram a estruturagdo dos nimeros naturais.

e 2° momento - Foi apresentado um documentario sobre a Obmep, disponivel em Obmpe(2014)

e como ela tem um poder de transformar a realidade a qual os estudantes estdo inseridos.

e 3° momento - Foi aplicado o pré-teste sobre os conceitos aritméticos, visando diagnosticar

os conhecimentos prévios dos estudantes.

Avaliacdo

A avaliacdo da Aula 1 foi realizada por meio da participacdo dos estudantes nas teméticas

exploradas e com a correcao e andlise do questiondrio do pré-teste.

AULA 2 - Explorando o conceito de multiplos e divisores com as questoes da Obmep

Compreender o conceito de miiltiplos e divisores de um nimero natural, estamos tratando
de um conglomerado de nimeros que satisfazem determinadas condi¢des. Vale notar que os
multiplos sdo obtidos apds a multiplicagdo de numeros inteiro por nimeros inteiros, enquanto os

divisores sdao aqueles ndmeros que podem dividir um determinado nimero inteiro.

Objetivo geral

Explorar o conceito de multiplos e divisores de um nimeros inteiro a partir da resolu¢do

de problemas da Obmep, de seu banco de questdes e dos materiais do PIC jr.



Objetivos especificos

e Explicar o conceito de multiplos e divisores de um niimero inteiro;

Habilidade da BNCC

Apresentar a importancia da Obmep e o projeto de pesquisa a ser desenvolvido;
Diferenciar divisor de multiplo.
Explicar simultaneamente esses conceitos inseridos nos problemas olimpicos;

Resolver os problemas olimpicos com auxilio dos estudantes;
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(EFO6MAO06) Resolver e elaborar problemas que envolvam as ideias de multiplo e de divisor.

Metodologia

Nessa Aula 2 foi explicado de forma expositiva e dialégica, a partir da resolucdo de 3

problemas olimpicos, o conceito de multiplos e divisores de um nimero inteiro. Os problemas

foram resolvidos com a participag¢do dos estudantes, visando compreender a tematica tratada

na aula. No quadro a seguir estdo postas as questdes selecionadas que foram resolvidas com os

estudantes.

Quadro 2 — Ficha das questdes da Aula 2

Problemas trabalhados

OBMEP 2005 - Problema 8 — Nivel 2;
OBMEP 2015 - Problema 2 —Nivel 1;
BANCO DE QUESTOES 2006 - Problema 1 - lista 4 - Nivel 1.

Conteudos
desenvolvidos/competé
ncias e habilidades

Com esses problemas foram abordados os conceitos de multiplos
e divisores de um numero e com eles buscou-se desenvolver a

habilidade EFO6MAO06 da BNCC.

Objetivo/elaboracao da
atividade

Nesse primeiro momento da sequéncia didatica foi trabalho
juntos com a realizag¢do de problemas os conceitos de multiplos
e divisores que estavam inseridos nos problemas ¢ eram
necessarios para realizar a solugdo dos problemas

Problemas utilizados na aula

Fonte: Criac¢ao do autor.

(OBMEP, 2005, p. 2) Quantos nimeros inteiros, multiplos de 3, existem entre 1 e 2005?

Solucao sugerida:

Os multiplos de 3 maiores do que 1 e menores do que 2005 sdo os ndmeros
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3.1,3-2,3-3,...,3-n

onde 3 - n é o maior multiplo de 3 menor do que 2005. Usando o algoritmo da divisdo, podemos

escrever 2005 = 3.668 + 1 dai, segue que n = 668.
Comentarios sobre o problema:

O conceito de multiplo de um ndmero € bem explorado nesse problema, uma vez que
para ter um desenvolvimento continuo na resolucao, se faz necessério o conhecimento do tema.
Além disso, compreender que possamos construir a sequéncia dos multiplos maiores que 0 de
um ndmero, a partir da multiplicacdo desse nimero por 1, 2, 3 e assim sucessivamente. Como no

problema em questao:
m(3)=3-1,3-2,3-3,3-4,3-5,3:6,...3-n

Veja que para encontrarmos o tltimo multiplo antes de 2005 devemos dividir 2005/3 =
668 - 3 + 1.

Logo 0 668-3 € o dltimo mdltiplo de 3 antes de 2005. A escrita da sequéncia dos mdltiplos
dessa forma, faz com que os ndmeros 1, 2, 3,4, 5, ..., 668 sejam os marcadores da quantidade
de multiplos até um certo nimero. Essa visdo é de grande valia na resolu¢do de problemas
desse tipo envolvendo multiplos, possibilitando assim trabalhar para desenvolver a habilidade

(EFO6MAO06).

(OBMEP, 2015, p. 1) O ntimero 4580254 € multiplo de 7. Qual dos nimeros abaixo também ¢é
multiplo de 7?

A) 4580249 B) 4580248; C) 4580247

D) 4580246 E) 4580245 E) 4580245
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Solucao sugerida:

Como 4580247 = 4580254 — 7, concluimos que 4580247 € multiplo de 7, uma vez que estamos
tirando 7 de um multiplo de 7. Este fato também pode ser verificado diretamente, efetuando-se a
divisao e notando-se que o resto obtido é zero. Observe ainda quais sao os restos das divisdes

por 7 para os nimeros presentes nas demais alternativas:

4580249 =7 - 654321 + 2
4580248 =7 - 654321 + 1
4580246 =7 - 654320 + 6
4580245 =7 - 654320 + 5.

Comentarios sobre o problema:

Um problema sutil e bem interessante, o conceito de multiplo e divisor de um nimero é
necessdrio para alcancar a resposta pretendida. Compreender ainda que ao somar ou subtrair um
nimero n ao seu multiplo, obteremos um outro multiplo de n € de grande valia para resolver
problemas como esse. Veja que uma outra alternativa seria dividir cada uma das alternativas por
7, 0 que demandaria um tempo bem maior do que simplesmente subtrair 7 do multiplo dado.

Caso o caminho de testar fosse seguido, também demandaria de um outro conceito que é
o de divisibilidade e notar que se um nimero a € divisivel por um nimero b (deixa resto zero),
podemos concluir que a € multiplo de b, caso contrdrio nao serd. Um problema que pode ser

explorado, se tornando um aliado no desenvolvimento da habilidade (EFO6MAO06).

(OBMEP, 2006, p. 22) Da igualdade 9174532 - 13 = 119268916 pode-se concluir que um dos
nimeros abaixo € divisivel por 13. Qual € este nimero?

(A) 119268903

(B) 119268907

(C) 119268911

(D) 119268913

(E) 119268923

Solucao sugerida:
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Como 119268916 ¢ divisivel por 13, podemos concluir que os nimeros divisiveis por 13
sdo aqueles obtidos somando-se ou subtraindo-se miltiplos de 13 ao numero 119268916. Dentre

os nimeros apresentados, o nimero 119268916 — 13 = 119268903 € o unico divisivel por 13.
Comentarios sobre o problema:

Essa relacao de divisor e multiplo tem que estar clara na concepcao operatéria dos
estudantes, uma vez que dizer que um nimero a é multiplo de outro b é o mesmo que dizer
que b divide a. Além disso, conhecer inicialmente o que sdo as sequéncias dos multiplos de
um nimero também € fundamental para resolver problemas desse tipo com mais clareza e sem
maiores dificuldades. O problema ainda traz o nimero 13, com o qual podemos fazer um link e
abordar o conceito de nimeros primos.

De um modo geral, os conceitos de multiplos e divisores também nos remetem a habili-

dade (EFO6MAO06) que pode muito bem ser explorada com esse problema.
Recursos materiais necessarios

A aula foi realizada de forma remota com um notebook por meio do aplicativo Google
Meet, adicionando-se de um tablet para que fossem realizados os devidos cdlculos e as devidas

explanagdes dos contetidos.

Desenvolvimento da proposta

1° momento - Inicialmente retomaremos a discussao da aula anterior, visando ambientar

novamente os estudante ao tema;

e 2° momento - Resolver os problemas que envolvam multiplos e divisores de um niimero

natural,
e Diferenciar divisor de multiplo;
e 3° momento - Apresentar aos estudantes as sequéncias dos multiplos de um nimero;

e 4° momento - Fazer uma breve revisdo sobre a tematica desenvolvida na aula, visando

fixar o conteddo explorado.

Avaliacao
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A avaliagdo da aprendizagem foi realizada qualitativamente de maneira continua, através
da participacdo e interesse dos estudantes, ou seja, a partir das agdes e reacdes que demonstrarem

na resolucdo das questdes apresentadas.

Aula 3 — Explorando os Critérios de Divisibilidade com as questoes da Obmep

Objetivo geral

Explorar os critérios de divisibilidades mais utilizados, classificar os nimeros como
primos e compostos a partir dos problemas da Obmep, de seu banco de questdes e dos materiais

do PIC.

Objetivos especificos

Contextualizar aspectos historicos da Aritmética ao longo do tempo;

Explorar o conceito de niimero primo;

Diferenciar nimero primo de nimero composto;

Mostrar o que € o crivo de Eratdstenes;

Mostrar os critérios de divisibilidade por 2, 3, 4, 5, 6, 8,9, 10, 100 e 1000.

Resolver os problemas olimpicos com ajuda dos estudantes.

Habilidades da BNCC

(EFO6MAO0S) Classificar nimeros naturais em primos e compostos, estabelecer relacoes

entre ndmeros, expressas pelos termos “é multiplo de”, “€ divisor de”, “¢ fator de”, e estabelecer,

por meio de investigacdes, critérios de divisibilidade por 2, 3, 4, 5, 6, 8, 9, 10, 100 e 1000.

Metodologia

Na terceira aula foi retomada a discussao sobre Aritmética, por meio da resolugdo de
3 questdes olimpicas. A partir da resolucdao de cada problema foi tratado o conhecimento
relacionado a ela, dando énfase ao método de resolu¢do e montagem da estratégia utilizada para
chegar a resposta. A aula foi dialégica e participativa, buscando sempre o protagonismo dos

estudantes, visando com que eles sugiram caminhos, tracem estratégias que contribuam para que



77

Quadro 3 — Ficha das questdes da Aula 3

OBMEP 2019 - Problema 7 — Nivel 1;

Problemas trabalhados BANCO DE QUESTOES 2010 - Problema 136 - Nivel 1;
BANCO DE QUESTOES 2010 - Problema 169 - Nivel 1.
Nessa terceira aula, foi realizada a abordagem dos niimeros

Conteudos primos, numeros compostos ¢ na medida que os problemas
desenvolvidos/competéncias | foram sendo resolvidos com os estudantes foi sendo inserido
e habilidades os critérios de divisibilidade. O trabalho foi focado para

desenvolver a habilidade EFO6MAOS5 da BNCC.
Nesse segundo momento da sequéncia didatica foi feita
Objetivo/elaboracio da uma breve revisdo do que foi trabalhado na aula anterior e
atividade foi trabalhado os contetidos a medida que os problemas
estavam sendo resolvidos com os estudantes.
Fonte: Proprio autor.

haja a construgdo coletiva do conhecimento através da participacdo. As problemas que foram

exploradas nesta aula podem ser visualizados no quadro 3.

(OBMEP, 2019, p. 2) As casas da figura abaixo devem ser preenchidas com ndmeros primos.
Em cada linha ou coluna, o produto dos nimeros deve ser igual ao ndmero indicado pela seta.
A coluna indicada por 294 ja esta preenchida. Qual € o nimero que deve ser escrito na casa

marcada com *?

462

495 <=150

<&
~ w ~ N <~

84 = *

Solucao sugerida:

Inicialmente, observamos que as decomposi¢des em fatores primos dos nimeros que aparecem

no enunciado sio:

462 = 2.3.7.11
150 = 2.3.5.5
495 = 3.3.5.11

84 =2.2.3.7
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Na intersecdo de 150 com 462, deve aparecer o 2, pois o 3 jd estd na intersecao de 150
com 294.

A intersecdo de 495 com 84 deve ser preenchida com o 3, pois € o Unico fator primo
comum entre esses dois ndmeros. Desta forma, sobra o 7 para a interse¢ao de 462 com 84.

Entdo, como a fatoracdo do 84 é 3 - 7 - 2, concluimos que * = 2.
Comentarios sobre o problema:

Um problema bem elaborado, que chama atenc@o por sua constru¢do e exige atenc¢ao
de quem esté resolvendo, principalmente aos pontos chaves que sdo aqueles das intersecdes
(divisor primo comum) das formas fatoradas dos numeros dados. O conhecimento dos nimeros
primos, niimeros compostos e da fatora¢do de um niimero composto sao elementos fundamentais
para chegar a resoluc¢do do problema. O problema em si € uma 6tima op¢ao para que possamos

desenvolver a habilidade (EFO6MAOQS).

(OBMEP, 2010, p. 20) No nimero 6a78b, a denota o algarismo da unidade de milhar e b denota
o algarismo da unidade. Se © = 6a78b for divisivel por 45, entdo quais sdo os possiveis valores

de x?
Solucio sugerida:

Como o numero z € multiplo de 45 = 5.9, ele também é um muiltiplo de 5 e de 9. Todos
os multiplos de 5 terminam em 0 ou em 5. Dai o numero procurado tem a forma z = 64780 ou a
forma x = 6a785. Agora vamos achar o algarismo a, sabendo que para ser multiplo de 9 a soma

dos algarismos de = deve ser um multiplo de 9.

e Sex = 6a780 entdo 6 + a + 7+ 8 + 0 = 21 + a deve ser um multiplo de 9. A tnica
possibilidade e 21 + a = 27 donde a = 6 e x = 66780.

e Sex =6a78bentdo 6 + a + 7+ 8 + 5 = 26 + a deve ser um multiplo de 9.

A tnica possibilidade € 26 + ¢ = 27 donde @ = 1 e x = 61785. Portanto o nimero

procurado € x = 66780 ou x = 61785.
Comentarios sobre o problema:

O problema € interessante, pois nas entrelinhas podemos observar que para resolvé-lo é

necessario ter uma visao além dos critérios de divisibilidade de forma isolada, uma vez que ndo
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estudamos os critérios de divisibilidade de 45, entretanto ao analisar que 45 = 9 - 5, podemos
concluir que um nimero que € divisivel por 45 também sera divisivel por 9 e por 5. De posse
desses critérios o problema € tranquilamente resolvido sem maiores complicacdes, 0 que nos

possibilita desenvolver a habilidade (EFO6MAOQS).

(OBMEP, 2010, p. 26) Qual ¢ o menor nimero de cinco algarismos divisivel por 4 que se pode

formar com os algarismos 1, 2, 3,4 ¢ 9?
Solucao sugerida:

Um numero € divisivel por 4 se o nimero formado pelos seus dois ultimos algarismos
for divisivel por 4. Assim, usando apenas os algarismos 1, 2, 3, 4 ¢ 9, as tnicas possibilidades
para os dois dltimos algarismos do nimero procurado sdo 12, 24, 32 ou 92. Como 9 € o maior
algarismo, devemos coloca-lo “o mais a direita possivel”, de modo que 9 deve ser o algarismo da
casa das dezenas, ou seja, nosso nimero termina com 92.

Os outros algarismos 1, 3 e 4, devem aparecer em ordem crescente a esquerda de 92, ou

seja, os trés primeiros algarismos do nimero devem ser 134. Portanto, o niimero procurado e

13492.
Comentarios sobre o problema:

O critério de divisibilidade por 4 € amplamente usado nesse problema de dois modos,
inicialmente para identificar os nimeros divisiveis por 4 na composi¢ao do niimero formado pelos
dois ultimos algarismos da direita que ird compor as opg¢des de resposta e consequentemente
a resposta final. Além disso, as escolhas realizadas quando se faz a comparagao dos nimeros
também tem grande relevancia na composi¢ao do resultado final. Um problema classico que

explora bem a habilidade (EFO6MAOS5) no que se refere aos critérios de divisibilidade por 4.
Recursos materiais necessdrios

A aula foi realizada de forma remota com um notebook por meio do aplicativo Google
Meet, foi utilizado ainda um fablet para que fossem realizados os devidos cdlculos e as devidas

explanagdes dos contetidos.
Desenvolvimento da proposta

e 1° momento - A principio foi realizada uma revisdo do que foi explicado na aula anterior,

visando ambientar os estudantes na tematica a ser estudada.
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e 2° momento - Resolvemos os problemas que envolvem os nimeros primos, tratando do
que € um nimero primo e composto, sua defini¢do, exemplos, como identificar, diferenciar

e mostrar algumas férmulas que geram alguns nimeros primos;
e Diferenciar divisor de multiplo;

e 3° momento - Exploramos o crivo de Eratéstenes como método de encontrar nimeros

primos;

e 4° momento - Em seguida foram trabalhados os problemas, buscando sempre a participacao
efetiva dos estudantes. Nesse momento foram tratados dos critérios de divisibilidades, a
medida que os problemas foram sendo resolvidos com o auxilio dos estudantes, visando

com que eles identificassem o tema tratado no problema que foi resolvido.

e 5° momento - No momento final foi realizada uma breve revisao dos conceitos vistos na

aula, para que ocorresse uma melhor assimilacdo e compreensao.
Avaliacdo

A aprendizagem serd avaliada qualitativamente de maneira continua, por meio da partici-
pacdo e interesse dos estudantes, ou seja, a partir das agdes e reacdes que demonstrarem diante

dos conceitos apreendidos na aula.
Aula 4 — Explorando o mmc e mdc com as questoes da Obmep

E sabido de todos que a Matemadtica estd em toda parte, inclusive nos mais diversos
problemas do nosso cotidiano. Os conceitos de mmc e de mdc podem ser aplicados em vérias
situagOes problemas. Nas olimpiadas podemos notar essa aplicagdo, varios sdo os problemas
que temos com essa temadtica, isso faz deles temas que possibilitam um estudo mais amplo,

desenvolve e potencializa as habilidades matemadticas relacionados a esses conceitos.
Objetivo geral

Explorar os conceitos de mmc e mdc, sem usar os algoritmos, a partir dos problemas da

Obmep, seu banco de questdes e materiais do PIC.
Objetivos especificos

e Explicar simultaneamente os conceitos de mmc e mdc inseridos nos problemas olimpicos;
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e Diferenciar mmc de mdc.
e Mostrar como se calcula o mdc;

e Mostrar como se calcula o mmc;
Habilidades da BNCC

(EFO7TMAO1) Resolver e elaborar problemas com niimeros naturais, envolvendo as nogdes
de divisor e de multiplo, podendo incluir mdc ou mmc, por meio de estratégias diversas, sem a

aplicacdo de algoritmos.
Metodologia

Nessa Aula 4 foi dado continuidade aos conceitos aritméticos desenvolvidos na aula
anterior, de forma expositiva e dialégica, enfatizando o método de resolu¢do e montagem da
estratégia utilizada para chegar a resposta. A partir da resolu¢do de cada problema foi tratado
o conhecimento relacionado a ela, buscando sempre o protagonismo dos estudantes, visando
com que eles sugerissem caminhos, tracassem estratégias que contribuissem para que houvesse a
constru¢do coletiva do conhecimento através da participagdo. No Quadro 4 pode-se visualizar as

questdes que foram exploradas nesta aula.

Quadro 4 — Ficha das questdes da Aula 3
Banco de Questdes 2010 - Problema 28 - Nivel 1;

Problemas trabalhados Banco de Questoes 2010 - Problema 158 - Nivel 1;
Livro Encontros de aritmética PIC, pag. 87, exercicio 26.
Conteudos Nessa ultima aula foi trabalho de forma implicita os conteitos

desenvolvidos/competéncias | de mdc e mmc a partir dos problemas da OBMEP visando
e habilidades desenvolver a

Objetivo/elaboragio da Fechando a aplicagdo da sequéncia didatica, apds resolver os
atividade problemas com a turma e tratar sobre os conceitos citados
acima, foi aplicado o pos-teste para comparar com o pré-teste
e analisar os dados qualitativamente.

Fonte: Proprio autor

(OBMEP, 2010, p. 6) Uma bibliotecaria recebe 130 livros de Matematica e 195 livros de
Portugués. Ela quer arrumé-los em estantes, colocando igual quantidade de livros em cada
estante, sem misturar livros de Matematica e de Portugués na mesma estante. Quantos livros ela

deve colocar em cada estante para que o nimero de estantes utilizadas seja 0 menor possivel?

Solucio sugerida:
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Denotando por n o nimero de livros que a bibliotecaria vai colocar em cada estante,
temos 130 - n = numero de estantes para os livros de Matemadtica e 195 - n = numero de estantes
para os livros de Portugués. Isso mostra que n deve ser um divisor comum de 130 e de 195, pois
o numero de estantes utilizadas € inteiro. Sabemos que, quando aumentamos o denominador de
uma fracdo, esta fragdo diminui, por exemplo, 27/10 e menor do que 27/8. Logo, quanto maior
for o denominador 72, menores serdo as fracdes 130/n e 195/n, o que significa que menor serd o
numero de estantes utilizadas. Vemos, assim, que n deve ser o maior comum de 130 e 195.

Como as decomposicdes destes nimeros em fatores primos sdo 130 = 2-5-13 e
195 = 3 -5 - 13, segue que o mdc de 130 e 195 € 5.13 = 65. Logo, a bibliotecdria vai colocar
65 livros em cada estante, o nimero de estantes para os livros de Matemética e 130/65 =2 e o

nimero de estantes para os de Portugués e 195/65 = 3, o que dd um total de 2 + 3 = 5 estantes.
Comentarios sobre o problema:

Observe que resolvemos o problema indicado, sem a necessidade de utilizar o algoritmo
para calcular o mdc, somente a partir da constru¢ao dos argumentos, pudemos sistematizar os
dados, analisar a situa¢do problema e encontrar a resposta. Para isso € necessdrio se ter em mente
o conceito de divisor de um nimero e a clareza para concluir que ele é um divisor comum a
outro nimero. Esses aspectos sdo justamente o que pretendemos desenvolver com a habilidade

(EFO7MAO1), uma vez que estamos determinando o mdc sem propriamente utilizar o algoritmo.

(OBMEP, 2010, p. 24) No ponto de 6nibus perto de sua casa, Quinzinho pode pegar os dnibus
de duas linhas para ir 4 escola. Os 6nibus de uma linha passam de 15 em 15 minutos e os da outra
de 25 em 25 minutos, sendo que as 7h30m da manha os 6nibus das duas linhas passam juntos.
(a) A que horas passardo juntos novamente?

(b) Entre as 7h30min da manhi e a meia noite, quais sao os hordrios em que os 6nibus passam

juntos neste ponto perto da casa de Quinzinho?
Solucao sugerida:

a) Fatorando temos 15 = 3 - 5 e 25 = 52. Portanto o menor multiplo comum de 15 e 25 é
75 = 3 - 52. Assim, os dois Onibus passardo juntos novamente no ponto a cada 75 minutos, ou
seja, a cada 1~A15min. Logo, os Onibus passardo juntos novamente no ponto perto da casa de
Quinzinho, as Th30min + 1h15min = 8h4bmin.

b) Para obter os hordrios em que os 0nibus passardo juntos no ponto de 6nibus perto

da casa de Quinzinho, devemos ir somando 1h15min, obtendo 8h4bmin, 10h, 11h15min,
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12h30min, 13h45min, 15h, 16h15min, 17h30min, 18h4d5min, 20h, 21h15min, 22h30min e

23h45min. O préximo Onibus s6 passa depois da meia noite.
Comentarios sobre o problema:

Do mesmo modo que o problema anterior, pudemos determinar o mmc sem a necessidade
de utilizar o algoritmo propriamente dito. No item a) uma outra alternativa seria fazer as
sequéncias dos multiplos ndo nulos de 15 e 25 e pegar a primeira interse¢do entre elas, ou seja, o

primeiro nimero comum que aparecer.

Muiltiplos de 15:15, 30,45, 60, 75,90, 105, ...
Multiplos de 25:25, 50, 75, 100, 125, ...

Veja que o 75 indica que os Onibus irdo passar novamente depois € 75 minutos, ou seja,
1h15min depois das 07:30.

O fato de utilizar as horas e analisar a soma dos minutos as quais teremos sempre uma
hora depois de cada 60 minutos, isso remete aos nimeros de base 60 ou sistema sexagesimal
utilizado por muito tempo pelos babilonios. Além disso, no item b) ao somar sempre 1h15min
ao hordrio inicial, as 07:30, que € o horario que os dois dnibus passam simultaneamente, teremos
uma P.A. cuja razdo é 1h15mun, onde a cada soma da “razdo”, a partir de 07:30, teremos o
hordrio o qual os Onibus passardo simultaneamente e a partir dai podemos indicar os horérios

entre as 7h30min da manh3 e a meia noite.

(CADAR, 2015, p. 87) Determine o menor nimero inteiro positivo de trés algarismos que é

divisivel, a0 mesmo tempo, por 4, 8 e 12.
Solucdo sugerida:

Dizer que um niimero € divisivel por 4, 8 € 12 é o mesmo que dizer que este nimero €
um multiplo, a0 mesmo tempo, de 4, 8 e 12. Como sabemos, todos os multiplos de 4, 8 e 12
sao multiplos do mmc(4; 8; 12) = 24. Como 2.24 = 48, 3.24 = 72, 4.24 = 96 e 5.24 = 120,
concluimos que o menor nimero inteiro positivo de trés algarismos que € divisivel, a0 mesmo

tempo, por 4, 8 e 12 € o numero 120.
Comentarios sobre o problema:

A ideia de multiplo € fundamental para que o problema seja resolvido. Inicialmente para

que seja determinado o minimo multiplo comum e em seguida para encontrar o menor multiplo
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comum de trés algarismos. Um ponto chave também € notar que o menor multiplo comum de
trés algarismos que buscamos € um multiplo do mmc. Como queremos o menor miultiplo de 24
com trés algoritmos, basta fazer a sequéncias dos multiplos de 24 e a resposta buscada serd o

primeiro ndmero que possuir trés algarismos.

Recursos materiais necessarios

A aula foi realizada de forma remota com um notebook por meio do aplicativo Google
Meet, foi utilizado ainda um fablet para que fossem realizados os devidos cdlculos e as devidas

explanacdes dos contetdos.

Desenvolvimento da proposta

e 1° momento - No inicio serd feito uma revisao do que foi visto nas aulas anteriores,

relembrando os conceitos de Aritmética.

e 2° momento - Posteriormente serdo trabalhados os problemas olimpicos que envolvem
mmc e mdc, em paralelo a explicacdo desse temas, tratando de suas especificidades e

diferengas entre eles.

e 3° momento - Por fim, serd apresentado o algoritmo da divisdo de Euclides, para que sirva

de embasamento para resolucao de outros problemas relacionados a tematica.

Avaliacdo

A aprendizagem foi avaliada qualitativamente de maneira continua, por meio da partici-
pacdo e interesse dos estudantes, ou seja, a partir das acdes e reacdes que demonstraram atitudes

de protagonismo e da utilizacao dos conceitos aprendidos na aula.

Aula 5 — Aplicaciao do Pos-teste e do questionario investigativo

Esta aula foi somente para aplicacdo dos questiondrios pds-teste e do questiondrio

investigativo.
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5 ANALISE DOS RESULTADOS

Nesta secdo iremos fazer a andlise dos dados referentes aos questiondrios do pré-teste,
aplicado na primeira aula, comparando seus resultados com os do questiondrio pds-teste, aplicado
na quinta aula, e ao final, obter a opinido dos estudantes sobre a aplicacdo da sequéncia didatica
por meio do questiondrio investigativo.

Os trés questiondrios referentes a sequéncia didética, foram aplicados em duas turmas
de 1? série do ensino médio. No pré-teste participaram 17 estudantes, enquanto no pds-teste
participaram 23 e apenas 13 estudantes quiseram expressar suas opinidoes sobre a proposta no
questiondrio investigativo, isso se deve a dinamica das aulas on-line, as quais nao ha um padrao
na quantidade de estudantes participantes por aula.

Com relagdo a estrutura das anélises a seguir, quando existirem duas perguntas, a primeira

¢ referente ao pré-teste, enquanto a segunda ao pds-teste.

5.1 COMPARACAO DOS DADOS DOS QUESTIONARIO PRE E POS-TESTE

Pergunta 1 - NOME COMPLETO: A pergunta 1 questionava o nome dos estudantes, sem
contudo ser citado o nome de nenhum para preservagdo de suas identidades. Esse questionamento
foi realizado apenas para obter os dados especificos para uma anélise da evolucdo individual de
cada estudante.

Pergunta 2 - TURMA: A turma também € um questiondrio que sé serd util para que possamos
verificar algumas especificidades analiticas de cada uma das turmas.

Problema 1.

Figura 1 — Problema 1

Pré-teste Pés-teste
1- O que é um numero 1- 0 que é um numero
Primo? Primo?

10

(58,8%) 1

(82,6%)

B Sabiam M N3o sabiam B Sabiam M N3o sabiam

Fonte: Construido pelo préprio autor a partir da sistematiza¢do dos dados
do Google Forms.

O Problema 1 foi aplicado na integra nos questiondrios pré e pos-teste. Muitos estudantes
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conhecem o conceito de nimeros primos, no entanto € perceptivel que ainda, mesmo estando na
primeira série do Ensino Médio, temos estudantes que ndo sabem ou ndo lembram o que seria um
nimero primo. Isso € um pouco preocupante, uma vez que, a priori, os estudantes deveriam ter
propriedade sobre essa temdtica. Em uma das respostas, o Estudante 1, por exemplo, no pré-teste
respondeu que “Numero primo € qualquer nimero cujo conjunto dos divisores ndo invisiveis nao
€ vazio.”, o que € confuso, uma vez que nao foi trabalhado nada sobre isso na primeira aula e isso
acende um alerta acerca do uso indevido da internet. Ja no pds-teste o Estudante 2 respondeu a
esse pergunta dizendo que “Um nimero que pode ser dividido por 1 e por ele mesmo”, o que
nos leva a acreditar que quando o estudante tem conhecimento de uma certa tematica ele nio ird
em busca de informagdes de terceiros.

Problema 2.

Figura 2 — Problema 2

Pré-teste Pos-teste
2 - Dos numeros a seguir, 2 - Dos nUmeros a seguir,
qual NAO E um numero qual NAO E um numero
primo? primo?
m7 m?2
HS m3
mi11 m4
(73,9%)
(70,6%) 13 H5

Fonte: Construido pelo proprio autor a partir da sistematizacdo dos dados
do Google Forms.

De forma sincronica faremos a andlise da segunda questdo onde solicitamos para o
estudante identificar os nimeros que NAO sio primos. Essa questdo torna-se mais complexa,
pois para os estudantes identificarem os niimeros que NAO sio primos eles precisam primeiro
conhecer e reconhecer os que sdo, mostrando assim o nivel de compreensao assimilado pelos
estudantes nos dois momentos de aprendizagem.

Como resultados obtivemos que do mesmo total de 17 estudantes no primeiro momento
(pré-teste) apenas 12 conseguiram fazer essa andlise, representando um total de 70,6%, e ja no
segundo momento (pds-teste) esse percentual subiu para 73,9%, tendo em vista as 23 respostas,
representando uma alteracao positiva de 2,3%, ou seja, nesse segundo momento mais estudantes
conseguiram fazer essa andlise mais sistematicamente, indo além do fato de compreensao e
partindo para a representacdo matematica.

Os estudantes compreenderam, e explicaram o que compreenderam, e essa andlise fica
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ainda mais complexa, pois devemos considerar um fator importante que € a alteracdo das
respostas do primeiro questiondrio para o segundo. Por isso o estudante teve que utilizar um
raciocinio l6gico mais agucado em funcao de respostas complexas, ndo deixando o estudante
alienado a uma tnica resposta, fazendo com que o estudante realmente mostre que foi aprendido
e sistematizado por ele do que foi estudado.

Problema 3.

Figura 3 — Problema 3

Pré-teste Pos-teste
3 - O que é um numero 3 -0 que é um numero
composto composto?

11

(64,7%)

B Sabiam M N3o sabiam M Sabiam M N3o sabiam

Fonte: Construido pelo proprio autor a partir da sistematizacdo dos dados
do Google Forms.

Assim como feito no Problema 1, o Problema 3 também foi colocado na integra no
questiondrio pré e pés-teste. Podemos notar que na primeira aplicacdo poucos estudantes sabiam
de fato o que era um nimero composto. Conhecer os nimeros compostos € importante para
resolver problemas de decomposi¢do de um nimero em fatores primos, uma vez que ao diferen-
ciar um ndmero primo de um composto, é garantia de ganho de alguns minutos na resolucio de
problemas envolvendo esses ndmeros.

Problema 4.

Figura 4 — Problema 4

Pré-teste Pos-teste
4 - Dos nUmeros a seguir, 4 - Dos nUmeros a seguir,
qual é um numero qual é um numero
composto? composto?
H 25 5 (43%) (8 m5
17,4%
m31 L m6
m29 m7
m1ll (69,6%) H1l

Fonte: Construido pelo préprio autor a partir da sistematizacdo dos dados
do Google Forms.
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Conforme a compilagdo das informacdes, os dados mostram que no questiondrio 1
(questionario pré-teste) apenas 10 estudantes do total de 17 souberam identificar um nimero
composto correspondendo um percentual de 58,8% e ja no segundo momento, ap6s a explanacao/
explicacdo do contetdo e com o subsidio das questdes da OBMEP, esse percentual alterou de
forma positiva e significativa, onde obtivemos os seguintes resultados - dos 23 que responderam,
16 souberam apontar corretamente o que fora solicitado na questdo, que foi para apontar qual
nimero era composto. O percentual neste segundo momento foi de 69,6%. Representando
matematicamente uma alteracao de 10,8% em respostas corretas obtidas.

Analisando esses dados, podemos perceber que o que esperdvamos era que esses es-
tudantes j4 dominassem o que era esperado em matemadtica como dominar nimeros primos,
nimeros compostos e resolver problemas que envolvam tais tematicas. Ao final, analisamos uma
significativa alteracdo em aprendizagem e compreensao do contetiido, que nos faz concluir que
ap6s maior compreensao da temdtica os estudantes puderam assim dominar os conteidos que
tiveram um pouco de dificuldade no primeiro questiondrio. Terminaram por resolver até questoes
que ficaram sem respostas, e devemos ressaltar ainda, que o nivel de proficiéncia considerado
adequado envolve também escala de uma leitura matemadtica. Significa com os resultados finais
obtidos que para se resolver uma questdo de matemadtica os estudantes devem identificar o
tema matematico abordado, localizar informacdes explicitas e implicitas, para assim estabelecer
relacdes, sejam elas cognitivas ou relacdes de causa do efeito. Isso fica evidenciado no segundo
questiondrio onde os estudantes conseguiram fazer essas relacdes com mais precisao do que no
questiondrio 1, ainda sem a explanacio do conceitos/contetudos.

Problema 5.

Figura 5 — Problema 5

Pré-teste Pds-teste
4 — Das opgles a seguir, 4 — Das opgbes a seguir,
qual delas tém dois qual delas tém dois
divisores de 727 divisores de 45?
m4e5 m3el0
m8e5 m7e9
m3e8 m8eb
Wie7 m3e5
(52,9%) H8ell m2e5

Fonte: Construido pelo proprio autor a partir da sistematizacdo dos dados
do Google Forms.

Os problemas em questao buscam analisar se os estudantes compreendem o conceito
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de divisores de um niimero. No primeiro questiondrio(pré-teste), de um total de 17 respostas 9
estudantes acertaram a resposta correta, o que equivale a 52,9% do total, revelando que pouco
mais da metade compreendem o conceito de divisibilidade, no entanto muitos deles ainda sentem
ddvida com relag@o ao tema, uma vez que eles estavam muito divididos nas outras alternativas.
Ja no questiondrio pos-teste, apos aplicacdo da sequéncia didética esse percentual aumentou para
69,6%. Dos 23 que responderam, isso mostra um avanco significativo de 16,7% apds a exposi¢do
e resolugdo dos problemas da OBMEP.

Problema 6.

Figura 6 — Problema 6

Pré-teste Pés-teste
6 - Qual a forma fatorada 6 - Qual a forma fatorada
em fatores primos do em fatores primos do
§ ? y ?
numero 727 m 2332 numero 1207 m 2335
m2.3? m2335
9
Sl w223 m 22325
2
(11,8%
H2.3.52 H2.3.52

Fonte: Construido pelo préprio autor a partir da sistematiza¢do dos dados
do Google Forms.

Neste problema 6, faremos uma anélise mais aprofundada pois a questdo solicitava dos
estudantes a forma fatorada em fatores primos do numero 72 e 120. Para tanto, os estudantes
deveriam saber decompor um niimero composto, realizar divisdes sucessivas por nimeros primos,
até que o quociente seja igual a um, e ao final representar os nimeros primos utilizados em forma
de multiplicagdo que seria o resultado final, ou seja, a forma fatorada.

Considerando o nimero 72 no primeiro questionario € um nimero maior no segundo
questiondrio — de 120, e considerando a maior compreensao apds o momento de interacdo com
os estudantes, o resultado no primeiro momento apresentou que dos 17 estudantes apenas 9
conseguiram responder corretamente, representando uma porcentagem de 52,9%, ja no segundo
questiondrio, apesar do nimero ser maior € exigir um pouco mais no processo matemdtico, dos
23 estudantes 12 acertaram com uma representacao percentual de 52,2% com uma alteracao
significativa de 0,7%. Observa-se que apesar de parecer pouco, ela representa muito em apren-
dizagem e considerando todo processo matemético que os estudantes fizeram para chegar na
resposta correta.

Problema 7.



Figura 7 — Problema 7

Pré-teste
7 - Quantos multiplos
COMUNS de2e3hadel

a20?

0
(0,0%) mo

1
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7 - Quantos multiplos
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0
a31? 0.0%) =0
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(30,4%)

m2

1
(47,8%)

H3

Fonte: Construido pelo préprio autor a partir da sistematizacdo dos dados

do Google Forms.
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Continuando nossa analise dos dados, nesta 7 questdo a qual pergunta sobre quais

multiplos comuns de 2 e 3 hd de 1 a 20, obtivemos os seguintes valores. No primeiro momento

de 17 estudantes, 10 conseguiram acertar a questdo representando um percentual de 58.8%, ja

no segundo momento dos 23 estudantes 11 acertaram, representando um percentual de 47,8%.

Fazendo um andlise desses valores percebemos um pequeno decréscimo de -1.1% do segundo

momento para o primeiro momento. No entanto, fazendo um paralelo com esses dados e com

o que foi observado em sala € que os estudantes realmente tiveram dificuldades com relagdo a

esses conceitos. Isso € importante porque possibilita a realizagdo de um refor¢co quando esses

temas forem tratados.

Problema 8.

Figura 8 — Problema 8

Pré-teste

8 - Qual dos numeros a

seguir NAO E multiplo de
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8 - Qual dos numeros a
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315
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Fonte: Construido pelo proprio autor a partir da sistematizacdo dos dados

do Google Forms.

Novamente temos aqui uma questdo que analisa o grau de compreensao e assimilagcdo do

que foi aprendido e apreendido pelos estudantes. Isso nos faz refletir sobre como os estudantes

aprendem melhor ao serem estimulados, seja por questionamentos (como fizemos nos dois
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momentos), ou por outros estimulos como visuais ou de midias.

Enquanto professor, devemos considerar diversas formas de ensino para que possamos
alcancar a maior parte dos estudantes. Pensando dessa forma, os estudantes foram instigados
nos dois momentos com questionamentos que iam de um nivel simples a um nivel de maior
dificuldade.

Como resultados dos dados nesta questdo, tivemos no primeiro momento que dos 17
estudantes 6 apenas acertaram representando percentualmente 35,3% e no segundo momento
dos 23 estudantes, 13 acertaram representando 56,5% com um valor muito significativo de
alteracdo de 21,2% do segundo momento para o primeiro. Os dados mostram que os estudantes
conseguiram compreender e representar matematicamente o que foi assimilado.

Problema 9.

Figura 9 — Problema 9
Pré-teste Pos-teste

9 - Meu irmdo foi viajar com a turma do 9 - Minha avo foi viajar com a turma de
curso de matematica. Quantos estudantes melhor idade do bairro. Quantos idosos
haviam na viagem, sabendo que eram haviam na viagem , sabendo que eram
menos de 50 e que podemos conta-los de menos de 60 e que podemos conté-los de
9em9oude12em12? 8e8oudel0em10?

27 f 32
(17,4%)
P m2 m 24
m36 m 40
438 m 18

Fonte: Construido pelo proprio autor a partir da sistematizacdo dos dados
do Google Forms.

Analisando o problema 9, temos alguns elementos nela que a tornam mais dificeis que as
demais, pois além de compreender a matematica propriamente dita, temos que levar em consi-
deragdo que o estudante tem que fazer a anélise interpretativa da questio para entdo organizar o
raciocinio l6gico e conseguir respondé-la, ou seja, além de considerar o rendimento do estudante,
temos que considerar também o processo que o estudante fez para que ele possa representar o
que lhe foi ensinado e o que ele aprendeu. Dessa forma, temos que considerar que houve uma
aprendizagem significativa, pois no primeiro momento dos 17 estudantes apenas 6 acertaram a
questao totalizando 35,3%, ja no segundo momento dos 23 estudantes, 12 acertaram a questao
representando em porcentagem 52,2%.

Como resultado geral, observa-se um aumento representativo de 16,9% e esse aumento
se torna mais significativo quando avaliamos que eles conseguiram fazer a interpretacdo correta

da questdo e sua andlise mateméatica também.
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Problema 10.

Figura 10 — Problema 10

Pré-teste Pds-teste

10 - Os numeros 48 e 64 10 - Os numeros 54 e 72

tém divisores comuns. tém divisores comuns.
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m16 18
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Fonte: Construido pelo préprio autor a partir da sistematizagdo dos dados
do Google Forms.

E por fim, chegamos a andlise da dltima questdo, a qual perguntava os divisores comuns
de 48 e 64 e qual seria o maior deles. Aqui temos uma questdo que necessitava dos estudantes
um dominio cognitivo, envolvendo aspectos como conhecer quais sdo os divisores comuns dos
nimeros. Os estudantes deveriam analisar também que matematicamente dois ndmeros naturais
sempre t€m divisores comuns e, para tanto, os estudantes tinham que organizar e sistematizar os
elementos citados para, a partir de entdo, atribuir sentido aos processos matematicos que foram
realizados para resolucdo da questao.

No primeiro momento dos 17 estudantes apenas 7 conseguiram acertar representando
41,2% e no segundo momento dos 23 estudantes 10 conseguiram €xito nas respostas totalizando
43,5% com uma alteragdo positiva de 2,3%, fazendo- nos compreender que no segundo mo-
mento, apds a explanagdo dos conceitos e contetidos com resolucdo da OBMEDP, os estudantes

conseguiram assimilar melhor o que foi abordado.

5.2 O QUESTIONARIO INVESTIGATIVO

O questiondrio investigativo foi importante para obter a impressao dos estudantes sobre a
aplicacdo da SD. Foram realizadas apenas 5 perguntas:
1 - O que achou da sequéncia didatica?
2 - O que mais gostou?
3 - O que menos gostou?
4 - Sugestoes e criticas.

5 - Elogios.
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Na primeira questdo, os estudantes usaram sua sinceridade acerca da SD, uma vez que

nesse questiondrio era andénimo e os resultados obtidos foram os seguintes:

Figura 11 — Pergunta 1

O que achou da sequéncia didatica

14 respostas

@ Otimo

® Bom
Regular

@ Nzo gostei

Fonte: Construido pelo préprio autor a partir da sistematiza¢do dos dados
do Google Forms.

Na primeira questdo, os estudantes usaram sua sinceridade acerca da SD, uma vez que
nesse quetiondrio, era andnimo e os resultados obtidos foram os seguintes:

De acordo com o que estd disposto acima, 50% acharam 6tima, 35,7% boa e 14,3%
regular a SD, mostrando que o trabalho desenvolvido foi bem aceito e os estudantes gostaram da
dinamica da proposta.

Analisando a pergunta 2, obtivemos algumas respostas como: “De como a gente relem-

29

brou o passado”, “Que revi assuntos e pude aprender até mais”, “Relembrar os assuntos que
acabam caindo no esquecimento”, “Gostei de tudo praticamente”. Muitas dessas questdes eu
nao acertaria se ndo tivesse essas explicacdes. De um modo geral isso mostra que muitos dos
conceitos de fato acabaram caindo no esquecimento ou os estudantes ndo aprenderam realmente.

Na pergunta 3, ndo obtivemos respostas negativas, apenas a consciéncia dos estudantes
ao fazer uma autoandlise, sendo algumas respostas obtidas: “Percebi que devo voltar a rever os
assuntos bdsicos”, “Nao teve o que menos gostei”, “Sem reclamacgdes!”, “Para mim foi muito
bom, gostei dessa aula."

Ja na pergunta 4, poucas foram as respostas, uma vez que a maioria respondeu “Ne-
nhuma”, mostrando que eles ndo tinham nada a sugerir ou a criticar.

Por fim, na pergunta 5, os estudantes elogiaram bastante a forma como os conceitos
foram abordados e como foi providencial para que eles tirassem a divida sobre os conceitos
estudados por eles anteriormente. Algumas respostas obtidas foram: “Parabéns por esse momento

de aprendizagem", “Achei maravilhoso. Vou estudar bastante pra fazer essa prova”, “S6 agradecer

pela iniciativa e nos ajudar novamente", “Ajudou muito e tirou algumas dividas”, “Explicacao
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perfeita, entendi muito bem e aprendi mais sobre os multiplos”.
Foi um momento satisfatério, de muita aprendizagem e que possibilitou aos estudan-
tes reverem os conteudos, analisarem a matematica a partir da resolu¢ao de problemas e de

conhecerem a OBMEP e seu poder transformador.

5.3 ANALISE FINAL DOS QUESTIONARIOS

Ao analisar as 10 questdes nos dois momentos, percebemos que os estudantes tiveram que
desenvolver nesse intervalo, ndo apenas aspectos quantitativos, mas também aspectos qualitativos.
Os quantitativos estariam representando em niimeros as respostas dos estudantes e os qualitativos
que nos permitem compreender, apds analisar os detalhes das informagdes explicitas, implicitas
e a complexidade das informag¢des que foram obtidas com os dados dentro desse processo de
aprendizagem.

A partir da anélise dos dados podemos afirmar que houve o desenvolvimento das habili-
dades de diversos estudantes apds a aplicacio da sequéncia diddtica. Além disso, diante desse
contexto pandémico, ao analisar os trés questiondrios foi observado a real possibilidade de se
aplicar uma sequéncia didética e obter o desenvolvimento cognitivo dos estudantes por meio das
aulas remotas. Mesmo com os diversos entraves que esse momento impde como dificuldades de
acesso e falta de equipamentos, por exemplo, a aplicac@o foi proveitosa e positiva.

Os resultados obtidos foram positivos, se considerarmos que a0 comparamos 0 pds com o
pré-teste, em apenas uma das 10 questdes tivemos um decréscimo. Concluimos com as andlises
que trabalhar matemaética vai além de explicar um contetido ou revisa-lo, pois estamos tratando
de como os estudantes irdo compreender esse conteido, de como trazer essas questdes de forma
mais atrativa, e ao final investigar o que de fato foi aprendido e como consequéncia disso verificar

os resultados positivos com relagdo a aprendizagem dos estudantes.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Inicialmente, ao desenvolver a proposta da SD, ja tinhamos uma boa expectativa sobre
ela, uma vez que o planejamento de uma proposta € o passo inicial para o sucesso. A partir
da resolucdo dos problemas da OBMEP com as turmas, ao comparar os resultados obtidos,
observamos que as respostas foram coerentes com a iniciativa e isso ficou demonstrado tanto
com os resultados dos questiondrios quanto na participacao e aceitagdao da proposta.

A pesquisa alcangou os objetivos tragados, foi notdrio que os estudantes puderam rever e
reaprender os conceitos que possivelmente tenham ficado esquecido no decorrer dos anos. Tratar
a OBMEP em sala de aula possibilita sempre a discussdo e debates sobre aplicdes da matematica
nos problemas da Obmep e isso € relevante para o desenvolvimento cognitivo dos estudantes.

Ap6s ler a secdo 4 € possivel notar que algumas solu¢des sugeridas seguem uma linha
bem conservadora, sendo que seria possivel seguir por outros caminhos até chegar a solucao.
A partir das observagdes mencionadas durante a aplicacdo da SD, houve a troca de ideias e
surgiram a partir dai, outras op¢des de raciocinio de resolucdo. Todavia as observagdes feitas e
sugestoes dadas foram relevantes para o estudo e melhoria do desempenho dos estudantes na
resolucao dos problemas.

A Obmep tem se mostrado uma grande ferramenta para ajuda a tornar a matematica
mais prética, acessivel aos estudantes, desde 2005 se constituiu como uma tradicional avaliacdo
externa que acima de tudo, tem um poder transformador para aqueles que gostam de matematica.
Diversos sdao os exemplos de estudantes que tiveram suas vidas transformadas pela OBMEP,
através das bolsas do PIC jr. e dos incentivos das medalhas e mencdes honrosas dadas aos que
tiveram melhor desempenho.

A aritmética tem grande importancia para a sociedade, a partir do advento da contagem,
antes mesmo do significado especifico dos nimeros e operagdes aritméticas relacionadas a
eles. Vale notar que a aritmética desde o inicio figurou-se como uma ciéncia relacionada as
necessidade pratica, sendo utilizada para medir e calcular. No entanto hoje, seu estudo vai muito
além disso, estendendo-se a teoria dos ndmeros, uma das areas fabulosas da matematica.

Ao observarmos a secdo 3 € notério que temos uma matematica avangada que nao é
trabalhada, tal como estd ali, em sala de aula, todavia todas as operacdes e observagdes realizadas
nos problemas trabalhados na SD, se justificam a partir dos resultados contidos na se¢do 3. Faz-se
necessario ao docente compreender os conceitos da referida se¢do para que sejam sanadas todas

as dificuldades e duvidas ora existente dos estudantes.
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Ao ler o capitulo referente aos resultados sistematizados, € possivel observar que das 10
questdes propostas nos questionarios, obtivemos resultado positivo em 9 deles, o que foi muito
interessante, mostrando o potencial da proposta, buscando desenvolver as habilidades da BNCC.
Por meio das conclusdes tiradas ao comparar os formuldrios, ficou evidente que os resultados
obtidos com a SD foram os melhores possiveis, ndo s para estruturar o trabalho pedagogico,
mas também para levar uma nova proposta para os estudantes.

Um fato que chama atencao na pesquisa, é que apesar das habilidades tratadas serem
do ensino fundamental, fica evidente que nem todos os estudantes as desenvolveram em seus
respectivos anos escolares, isso € de certa forma preocupante, uma vez que vai demandar de
mais tempo, para o professor realizar a abordagem dos conceitos que elas estao inseridas, o qual
ele poderia estd ministrando aula para os estudantes desenvolverem outras habilidades.

A partir das conclusdes obtidas da andlise dos questiondrios, observou-se que a SD, ndo
s6 € importante para o apoio ao professor durante sua pratica pedagdgica, mas também, se
desenvolvida corretamente, ¢ de suma importancia para o desenvolvimento das habilidades em
seus estudantes, possibilitando ainda desenvolver estratégias para a resolu¢do de problemas.

Como dito, a SD foi realizada remotamente e isso foi um fator que dificultou um pouco a
sua execugdo, uma vez que alguns estudantes ndo participaram da maneira que foi planejado.
Caso a SD tivesse sido realizada presencialmente, possivelmente o resultado seria ainda mais
efetivo. Todavia s6 teria como concluir isso se a mesma fosse aplicada novamente e os dados
obtidos na segunda aplicac@o fossem ainda mais positivos.

Para expandir a ideia da SD, uma sugestao seria, por exemplo, desenvolver as habilidades
de geometria plana com o auxilio dos problemas da OBMEP, isso seria interessando para que
fosse possivel testar o potencial dos problemas olimpicos. Essa complementagdo poderia ser até
um trabalho complementar a ser realizado no doutorado, buscando solugdes alternativas para
desenvolver habilidades da BNCC nos estudantes a partir dos problemas da OBMEP.

As dificuldades encontradas no desenvolvimento da SD ndo foram muitas, as que exis-
tiram estavam de fato relacionadas ao momento pandémico vivenciado durante sua execucao.
Nesse periodo havia uma auséncia grande de estudantes, por conta da dificuldade de conectivi-
dade e afins, o que acarretou na inconstancia do nimero de estudantes durante o desenvolvimento
da SD.

Por fim, esperamos com esse trabalho inspirar mais professores a trabalharem a OB-
MEP em suas aulas, uma vez que os problemas proporcionam discussdes e debates calorosos.

Além disso, acreditamos que os docentes vao explorar todas as potencialidades da sequéncia
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didatica aqui descrita e até buscar outros problemas que venham contribuir ainda mais para o

desenvolvimento das habilidades selecionadas.
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APENDICE A - CAPTURAS DE TELA

[¥] Vocé esta apresentando para todos

Audio da apresentacio Wil

A ARITMETICA DAS OLIMPIADAS

09:24 | wam-qykn-evr

€« wam-gykn-evr *

ESCOLA ESTADUAL esta apresentando

%

Gustavo

T

Vocé Fell Mais 17 pessoas

200

&< wam-qykn-evr »

Problema 2

Exercicio 43: [Banes de Questdes 2010, nivel 1, problema 136) o
nimero 6a78b, a denota o algarismo da unidade de milhar e b
denota o algarismo da unidade. Se x = 678 for divisivel por 45,
entlo quais 550 05 possiveis valores de x?

ESCOLA ESTADUAL esta apresentando

ESCOLA'ESTA...

T

Vocé Bia  Mais 17 pessoas

200 °

M

Mais 24 pessoas

€ wam-qykn-evr *

Problema 2

o 44 (Bancn e el 3038, et 1. e 136} o

ESCOLA ESTA... H Bianca

T

Vocé Gu' 'Mais 17 pessoas

200
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Problema 3

|gua|dade 9174532 x = 1192689{ pode-se concluir que um
dos numeros abaixo é dlwsnTT or 13, Qual é este numero?

mnszs 5/ \ir3

(B) 119268 \
(c) 11926891) 4 {4268903 1192¢2929 -~ 1
3

(D) 119268913]
(E) 119268923

16 =4 =440
= 3 g

(Banco de Questdes 2006, nivel %Ilsta 4, problema 1) Da
1

.’."f)‘ é

136@

(3 2 4 )
R diunind) Jon 5

Q:=H.K+0

\D] 458024 9
|E) 4580

F/i»ﬁid
<

Problema 2 R——
;:_%i i >

Qual dos numeros abaixo também é multiplo de 7?

A) 458024 %

' B) asrso::@3

C) 4580247 |

ﬂ mM@&?ﬁai;
Q foogout )



APENDICE B - QUESTIONARIO PRE-TESTE

Questionario Pré-teste

Esse formulario tem o objetivo de fazer uma sondagem inicial sobre o conhecimento de
aritmética dos estudantes da 1°M01-ER e 1°M02-ER da Escola Estadual de Educagdo
Basica Artur Ramos em Arapiraca-AL.

*Obrigatdrio

NOME COMPLETO *

Sua resposta

TURMA *
O 1*M01-ER

O 1"MO2-ER

1-0 que & um nlimero primao? * 1 ponto

Sua resposta

2 - Dos ndmeros a sequir, qual NAOQ E um nimero primo? * 1 ponita

O
O s
O n
O 13

3 -0 gue € um NOMmero Composta? * 1 ponta

Sua resposta
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4 - Dos ndmeros a seguir, qual & um nimero composto? *

QO 2
QO
O 29
O n

5 -Das opgdes a sequir, qual delas tém dois divisores de 727 #

Q 4es
() ses
(O 3es
() 4e7
O sen

6 - Qual a forma fatorada em fatores primos do ndmero 727 *

Q z7
() 23
() 23
QO 235

7 - Quantos maltiplos COMUNS de 2e 3hade 12207 *

Q3
Qo
A
[

106

1 ponto

1 ponio

1 ponto

1 ponto
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& - Qual dos nimeros a seguir NAO E miltiplo de 67 * 1 pante

{:) 333

O 120
(O 234
() 328
O s12
9 - Meu irmao foi viajar com a turma do curso de matematica. Quantos 1 ponto

estudantas haviam na viagem, sabendo que eram menos de 50 e que
podemos conta-los de 9em 9oude 12em 127 *

O 3.
O 27
O 24
O a8

10 - 0s nimeros 48 e 64 tém divisores comuns. Qual & o maior deles? * 1 ponto

O 18
O 18
O 24
O =

Munca envie senhas pelo Formuldrios Google.

Este formuldrio foi criade em Secretaria de Estado da EducagSo de Alageas. Denunciar sbuso

Formularios
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APENDICE C - RESPOSTAS DO QUESTIONARIO PRE-TESTE

Questionario Pré-teste

17 respostas

Publicar analise

NOME COMFPLETO

17 respostas

TURMA

17 respostas

& 1"MO1-ER
& 1"MO2-ER
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1-0 que é um namero primo?

1T respostas

Um que se divide por 1 e ele mesmo

E um nimero que so se divide por 2 niomero que sdo por 1 & por ele

mesmao Mimero que tem apenas dois divisores 1 & ele mesmao

Cualguer nimero cujo conjunto ndo inversiveis ndo & vazio

E o nimero que divide por um e por ele mesmo.

Os niomeros primos a0 0s niumeros naturais que s0 s3o divididos por um fator.

Mimeros que sdo divisiveis apenas por 1 e por ele mesmo.

Mimero divisivel por 1 e por ele mesmao.

Mlimero primoe e gualguer ndmero cujo conjunto dos divisores ndo inversiveis ndo e
Vazio

2 - Dos nimeros a seguir, qual NAO E um nimero primo?

17T respostas

&7
$:
& 11
[ Rk




3 -0 gue € um ndmero composto?

17 respostas

Mameros naturais que possuem mais de dois divisores.
E um nimero que se divide por mais que dois nimeros

Mamero divisivel por 2

Cuando tem mais de dois divisores naturais

O nimero composto da pra de divide por dois ou por mais ndmercs.

Guando um nimero natural composte tem mais de dois divisores

Mameros que sdo dividos além de dois nimeros.

Mamero que divisivel por maiz de 2 ndmeros.

Mamero & quando tem mais de dois divisores naturais distintos

4 -Dos ndmeros a seguir, qual € um nimero composto?

17 respostas

5 - Das opgdes a seguir, qual delas tém dois divisores de 727

17 respostas

@
&3
&
®n

® =5
$P3=5
Diesd
®:ie7
@3
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& -Qual a forma fatorada em fatores primos do nimero 727

1T respostas

Rk
@2
o=
@235

7 - Quantos miltiplos COMUNS de 2e 3ha de 1a 207

e

& - Qual dos nimeros a seguir NAO E miltiplo de &7

9 - Meu irmdo foi viajar com a turma do curso de matematica. Quantos
estudantes haviam na viagem, sabendo que eram menos de 50 e que
podemos conta-los de 9em 9 ou de 12em 127

17 respostas

17 respostas

@120
@61z
®3m
[ Jekk
® 234

1T respostas

&7
® 24
® 8
L X
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10 - 0Os nimeros 48 e 64 tém divisores comuns. Qual & o maior deles?

17 respostas

#:
15
P 24
[ _RE:

Este conteddo nao foi criado nem aprovade pelo Google. Denunciar abuso -Termos de Servico -Polifica de
Brivacidads

Formularios




APENDICE D - QUESTIONARIO POS-TESTE

Questionario Pos-teste

Esse formulario tem o objetivo de fazer uma sondagem final, a ponto de comparar o

rendimento dos estudantes, relacionando os dados obtidos agora com os dados obtidos no

formulario de sondagem inicial. O presente formulario foi aplicado aos estudantes da

12MO01-ER e 12M02-ER da Escola Estadual de Educacédo Basica Artur Ramos em Arapiraca-

AL.

*Qbrigatério

NOME COMPLETO

Sua resposta

TURMA

O 1°M01-ER

O 1*M02-ER

1- O que € um numero primo? *

Sua resposta

2 - Dos niimeros a seguir, qual NAO E um nimero primo? *

O 2
O s
O 4
O s

3 - O que € um numero composto? *

Sua resposta

1 ponto

1 ponto

1 ponto
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4 - Dos nlmeros a seguir, qual & um ndmero Composto? * 1 ponto

Os
O s
O
O n

5 - Das opgdes a seguir, qual delas t8m dois divisores de 457 * 1 ponto

O ze10
() 7es
O 8esd
O 3es
O 269

6 -Qual a forma fatorada em fatores primos do nlmero 1207 * 1 pento

QO za3s
)23
QO 235
O 237

7 -Quantos multiplos COMUNS de 3e 5hide 1a 3R ¥ 1 ponte

Qo
(@
[
O3
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8 - Qual dos nimeros a seguir NAO E maltiplo de 152 * 1 ponto

{:} 135

315
355

T8

O O 0O

815

9 - Minha avo foi viajar com a turma de melhor idade do bairro. Quantos 1 ponto
idosos haviam na viagem , sabendo que eram menos de 60 e que
podemos conta-los de 8e Boude 10 em 107 *

() 40
O 32
O 18
O 24

10 -0s nameros 54 e 72 tém divisores comuns. Qual € o maior deles? * 1 ponto

ON:
K
O 18
O 24

Munca envie senhas pelo Formularios Soogle.

Este formuldrio foi criade em Secretaria de Estado da Educagio de Alspoas. Denunciar abuso

Formularios




APENDICE E - RESPOSTAS DO QUESTIONARIO POS-TESTE

Questionario Pos-teste

23 respostas

Publicar analise

NOME COMFLETO

23 respostas

TURMA

23 respostas

& 1"MO1-ER
& 1"MO2-ER

116



117

1-0 que € um ndamero primao?

23 respostas

Um nimeros que pide ser divididos por 1 & por ele mesmo

E gualguer ndmere P dos conjuntos dos divizores inversiveis.

Mimero que ndo da pra dividir por ele.

s nimeros primos 230 0% nimeros naturais que podem =zer divididos por apenas
dois fatores: o ndmero um e ele mesmo.

Tive dificuldade nessa parie
024668
Mimeros primos =30 os nimeros naturais que tém apenas dois divisores diferentes

530 agqueles que & dividido por um e por ele mesmo

Mimero primo & qualguer ndmero p cujo conjunto dos divisores nao inversiveis nao &

2 - Dos ndmeros a sequir, qual NAO E um nimero primo?

23 respostas

9?2
$:
&4
@5
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3 -0 gue € um ndmero composto?

23 respostas

Um nimero composto que tem mais nimeros naturais =
Mamero que tem mais de doeis divisores naturais.

Que da pra ser dividido por ele & por mais nimeros.

Um nimero natural € composto quando tem mais de dois divisores naturais distinfos.
Multiplicado por todos € por ele mesmo

2,3,5,11,13,17.19,23,.29 31

Um nimero composto & um nimero que & divizivel por mais de dois nimeros

S3o nomeros naturais gue possuem mais de dois divisores

Um nimere composto guando tem mais de dois divisores naturais distintos.

4 - Dos niimeros a seguir, qual € um nimero composto?

23 respostas

@5
@0
o7
®n

5 -Das opgdes a seguir, gual delas tém dois divisores de 457

23 respostas

®3iz10
[ Y
®:ed
®3=5
®2=0
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& - Qual a forma fatorada em fatores primos do nimero 1207

23 respostas

@ =35
@235
@ =F5
@235

7 -Quantos mukiplos COMUNS de 3e Shade 1a 31

23 respostas

Y
81
82
[ K

& - Qual dos niimeros a sequir NAO E maltiplo de 157

23 respostas

@ 135
@ 315
® 555

[ i
@ 915

9 - Minha avé foi viajar com a turma de melhor idade do bairro. Quantos
idosos haviam na viagem , sabendo que eram menos de 60 e que
podemos conta-los de 8e 8oude 10 em 107

23 respostas

[ kA
[ JeL
& 40
[ _RE]
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10 - Os nimeros 54 e 72 tém divisores comuns. Qual € o maior deles?

23 respostas

s
R
$o
& 24

Este conteddo n3o foi criado nem aprovado pelo Goopgle. Denunciar abuse -Termos de Servico -Polifica de
Erivacidads

Formularios
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APENDICE F - QUESTIONARIO INVESTIGATIVO

Questionario investigativo

Formulério de avaliagdo da atividade da sequéncia didatica aplicada nas turmas do 12MO01-
ER e 12M02-ER da Escola Estadual de Educagdo Bdsica Artur Ramos em Arapiraca-AL.

O que achou da sequéncia didatica

O otimo
Bom

O
O Regular
@)

Nao gostei

O mais gostou?

Sua resposta

O que menos gostou?

Sua resposta

Sugestoes e criticas

Sua resposta

Elogios

Sua resposta

Nunca envie senhas pelo Formularios Google.

Este formuldrio foi criado em Secretaria de Estado da Educagao de Alagoas. Denunciar abuso
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APENDICE G - RESPOSTAS DO QUESTIONARIO INVESTIGATIVO

Questionario investigativo

14 respostas

Publicar analise

O que achou da sequéncia didatica

14 respostas

@® Otimo

® Bom

@ Regular
@ Nazo gostei

O mais gostou?

13 respostas

Gostei de tudo praticamente. Muitas dessas questdes eu ndo acertaria se ndo tivesse
essas explicagdes.

De como a gente relembrou o passado

Relembrar os assuntos que acabam caindo no esquecimento.
Das explicagdes

Sei la

Tudo, um pouco dificil mas compreendi

A explicacdo foi 6timo

Halloween.

Eu so n tive como assistir direito por conta aue estou sem celular ...mas o pouco a
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APENDICE H - RESPOSTA DO QUESTIONARIO INVESTIGATIVO

Questionario investigativo

14 respostas

Publicar analise

O que achou da sequéncia didatica

14 respostas

@ Otimo

@ Bom

@ Regular
@ MEogostsi

O mais gostou?

13 respostas

Gostei de tudo praticamente. Muitas dessas quesides eu ndo acertaria se ndo tivesse
essas explicacies.

De como a gente relembrou o passado

Relembrar os assunios gue acabam caindo no esquecimento.
Das explicacies

Seila

Tudo, um pouco dificil mas compreendi

A explicacdo foi dtimo

Halloween.

Eu so n tive come assistir direito por conta que estou sem celular ...mas o pouco g
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O gue menos gostou?

12 respostas

Mio teve og eu menos gostei.

Para mim foi muite bom_gostei dessa aula.

Seila
Nada a declarar.

Mio tem nada que eu ndo tenha gostado

Hmm, Halloween.

Sem reclamagdes!

Que algumas coisas ndo entendi

-
Sugestdes e criticas
10 respostas
Eu s0 queria que toda semana nois livéssemos essas aulas até a prova. -

Mao tenhe criticas

Mao fui ruim

Menhuma.

An, halloween, halloween

Menhuma

Teste bem feito

Nenhuma
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Elogios

12 respostas

Achei maravilheso. Vou estudar bastante pra fazer essa prova. -
Parabéns por esse momento de aprendizagem

MUITO BOM

Tava até bom o assunto

Muito bom, parabéns.

Explicacdo perfeita, entendi muito bem e aprendi mais sobre oz miltiplos

HALLOWEERMN!

MNao seiil

Foi atimo

Este conteddo ndo foi criade nem aprovade pele Goopgle. Denunciar sbuse -Termos de Servico -Politica de
Privacidads

Formularios



APENDICE I - SLIDES USADOS NAS AULAS

O que veremos hoje

oo da proposta;

A ARITMETICA DAS i —
OI.I MPIADAS = 0 poder transformador da OBMER;

+ Questionario de sondagem;

A
g Yy =  ConsderagBes finais do encontro;
[ dada

1T 0 man UFAL PROFMIAT

Emerzon Feliciane da Silva
12 Momento

Apresentacao da proposta Apresentagao da proposta

* O presente trabalho consiste na aplicagio de uma sequénca di nas = Ma segunda etapa, o iremas
turmas da primeira sério do Ensino Médio da Escola Estadual de Educacio algumas questSes de e
Basica Artur Ramas,

=3 erior

Questfes, A sbardagem sera realiz
resolucio de problemas.

A sequéncia em gquestdo ¢ conmstituida emn trés etapas: na primei

4 ntada a temdtica a ser trabalhada, i
olimpiadas de mat
awaliagio diagnastica v
estudantes sobre aritmed

ematica @ ao fim desse momento conceites envolvides nos prablemas ©
do mensurar o nivel de conhecimentos dos uma

ar o5 conceitos de aritmética a partir de
OBMEF & de sew Banco de
e mmaneira

Mz Jdltima etapa, serd realizada uma discusio e
as na etapa anterd
ndizagem efetiva sobre os métados e e
resclugdo de cada um. Messa etapa final serd

L tamente de dados e posteriormente
depois da sequéncia didatica.

Aritmética na historia; Aritmética na historia;
BEM, DIZIA EU

Evidencias de relacionadas 3 contagem
em [shango, na Africs, e datado entre
wvinte mil & dez mil anos a.E.C.

A palavra aritmética é de arigem
grega, derivada da  palavra
arithmos gue significz “nimera”.

A origem da aritmética se confumde com a
origem do  estudoc daz  matemdtica, alguns
historiadores  relatam que a o estudo da
matematica surgiv ns Grécia com Tales de
f“ Mileto (640-5462.C.).

Fgura 1.1 0 s de Iehanga

A matzmatica na Bzbildniz 2 no Antigo Egita

-

126



Aritmética na histoéria;

Um outro nome = se considerar & @
Pitagoras de Samos (S80-500 aC) e
suz escola gque também foram
responsivais por difundir a
matematica pela Grécia e regido

Com todo ess= retrospecto  positive de
estudaos e difusfo da matemética nz Gréda,
uma obra fundamental da aritmética surge:
"0 Elementos” de Eudlides (aprox. 2002.C.).

Aritmética na histéria;

Mo sécule ¥VIl com as contribuicdes de Fiere de
Fermat (1601 - 1565) um dos maiores de sus época,
grande estudioso da aritmética  Fermat exerce
grande influgncia sobre oz estudos da aritméticz,
contribuinda significativaments para o
desznvolviments da dlzzbra.

Um outro matemitico que teve grande
influéncia para & evolugSo da aritmética foi
Lehonerd  Euler (1707 - 1783), que
demonstrou guase todos os tecremas de
Fermat, ¢ dnice que ele néo demonstrou foi o
"Ultimo Teorema de Fermat”.

Aritmética na histéria;

Johann Carl Friedrich Gauss (1777-1855) conheddo come “0
principe  da  matemitica® em  livro  "Disquisitiones
Arithmeticad’  (Pesguisas  Aritméticas) el desorave =
notagbes da Teeriz dos MUmeros, nele h2 & notagdo b=t
[mod a), para relagdo de congruénciz, que € uma relzgdo de
equivaléncia.

Umz das grandes contribuigBes para @ matematica, e

s porgue n3c para a aritmetica, sao os axiomas de Peana,
3o um conjunto de axiomas pare o5 numeros
naturais agresentzde pelo matematico itzlizno Givssope
Peano [1838-1932).

0 poder transformador da OBMEP

= & OEMER & realizadz desde 2005;

= Comofuncions;

- Oz prémics dades 205 vencedores;
- video dos wencedores da OBMER;

Questiondrio de sondagem

Vocés vio ter 10 minutos para responder
o guestiondric de sondagem.

Consideragdes finais

Obrigado a todos pela presenca!
Até a proxima




A ARITM ETICA DAS
OLIMPIADAS
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e s;: FROFMAT

Emerzon Feliciane da Silva
22 Momento

O que veremos hoje

= Enaavla anterior...
Desenvolvendo as habilidades com o GEMEF;

blltiplos de um numero;

Sequéncia dos multiples de um nomens;

Divisores de wrn mdmera;

E na aula anterior...

Aritmeética na linha do tempo;

* O caminhos alimpic

Sobre o gue

Habilidades de Hoje

Haoje iremos desenvolver 25 seguintss habilidades da Bass
Madional Comum Curricular

FOSMADS) Resolver 2 elzborar problemas que envolvam as
ideias de mdltiplo & de divisor.

Problema 1l

Problema B - Nivel 2 - [Ano 2005] Quantos nomeros inteiros, mdltiplos de
3, existem entre 1 « 20057

Problemal

Solucdo Sugerida

Oz muitiplos de 2 maiores do que 1 & menores do que 2005 s8o0 os
nimeros 3x 1, 3x2 3x3 ., 3xnonde 3x né omaior miltiplo
de 3 menor do que 2005, Usando o algoritme da divis3o, podemos
escraver 2005 = 3w 655 + 1 2 segue que n = 555,

128



Problemal

Comentarios sobre o problema

O conceita de muiltiplo de um nimers & bem explorsdo nesse
proklema, uma vez que para ter um desenvolvimento continuo na
resoluclio, se faz necessanio o conheciments do tema. Alm disso,
compreender que possamos construir @ segquénciz dos miditiplos
maicras que O de um nimers, a pamic da multiplicagiio desse
nimero por 1, 2, 3 e assim suczssivamantz. Como no problema
em questic;

mi3)=3x1, 3x2, 2x3, 3, 3xE, 36, .. 3nn

Problemal

Comentarios sobre o problema

Veja que para encontrarmos o Ultimo mlltiplo antes de 2005
devemos dividir 2005/3 = 668x3 +1.

Logo o 688x3 & o (itimo mlltiplo de 3 antes de 2005, A escrita da
seguéncz dos multiplos dessa forma, faz com gue os ndmeros 1,
2,3 4, 5 .. , 668 sejam o3 marcadores da gquantidade de
miitiplos até um certo ndmero. Ess2 vislo & de grande valia na
resolucio de problemas desse tipo envolvendo mditiplos,
possibilitando  assim  trzbalhar para desenwolver 3 habilidads
(EFDSMADE) .

Problema 2

[Problema 2 — Nivel 1 - OBMEP 2015) O ndmero 4 580 254 & mdltplo de 7.
Qusl Sus simetos abains tambim ¢ multislo de 77

Resolvendo com a turma

(Problema 2 — Nivel 1 - OBMEP 2005) O ndmero 4 580 254 ¢ multiplo de 7.
Qual dos nomiros sbains tambem ¢ mulliple de 77

A) 4580249 A) 4580243

B} 4580248 a) 4580248

) 4580247 €) 4580207

D) 4580245 D) 4580246

) 4580245 [} 4550245

Problema 2 Problema 2

Solucio Sugerida Comentirios sobre o problema

Como 4580247 = 4580254 — 7, conduimos que 4580247 & maitiplo
de 7. Este fato também pode ser verificado diretamente, efetuando-
se = divis3o & notanda-s= que o resto obtido € zero. Observe zinda
quais sBo os restos das divisBes por 7 para o8 nimeros presentes
nas demais alternativas:
4580245 = Tx 654321+ 2,
4580246= T x 654320+ 6 ]

4580248 = 7 x 654321 + 1,
4580245 = 7 x 654320 + 5.

Um problema sutil & bem intersssante, o conceito de mditiplo 2
divisor de um nUMerc & NEceISEno para BICANGET 8§ rEIPOItE
pretendida. Compresnder aindz gue 20 somar ou subirair um
numere n 20 seu mUltiple, abteremes um outre mditipic de n & de
grande waliz para resolver problemas come esse. Veja gue uma
outra alternativa seria dividir cada uma das alternativas por 7, o
gue demandaria um tempo bem maior do que simpleasmeants
subtrair 7 do mditiplo dado.
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Problema 2

Comentarios sobre o problema

Caso 0 caminho de testar fosse seguide, também demandaria de
um outre concsits que € o de divisibilidade e notar qus s um
nimera a & divisivel por um nimero b{deixz resto zera), podemos
concluir que 2 & miltiplo de b, caso contraric ndo ser2.Um

Problema 3

(Banco de Questdes 2006, nivel 1, lista 4, problema 1) D=
igualdade 9174532 x 13 = 119268916 pode-s= concluir que um
dos ndmieros abaixo & divisivel per 13. Qual & este nlmera?

(A} 113268903

B) 119268507
problema gque pode ser sxplorzdo, == tornando um zlizdo no (8) .
desenuolvimenta da habilidade. (EFDEMADS) . (C) 115268911

(D) 119268513

(E} 119268323
Problema 3 Problema 3

Solucdo Sugerida

Como 119268916 & divisivel por 13, podemos condluir que os
nimeros divisiveis por 13 s3o agueles obtidos somando-se ou
subtraindo-se miitiples d= 12 20 ndmero 119263916, Dentrz os
ndmeras apresentados, o nimero 119268316 x 13 = 119268903 &
o Unico divisivel por 13.

Comentirios sobre o problema

Esza relacio de divisor 2 mlitipla tem que 25t3 clara nz concepcio
operatdria dos estudantss, uma vez que dizer que um aumerg g 8
multipla de outro B & o mesmo que dizer que b divide a. Além
conhecer inicialmente o gue 20 a5 seguéncizs dos
miltiplos de um ndmero também & fundamental parz resolver
problemas desse tipo com mais clareza e sem  maiores
dificuldades. O problema ainda trds o ndmera 13, o qual podemas
fazer um link & abordar o conceito de ndmeros primos.

Problema 3

Comentarios sobre o problema

De um modo geral, os conceitos de multiplos e divisores tambem
nos remetem a habilidade (EFJSMADS) que pode muito bem ser
explorada com esse problema.

Uma breve revisdo

*  Maltiplos de um numero;

* Segué o moltiphos de um nbmens;

*  Divisores de urn mdmera;
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ConsideracGes finais

QObrigado a todos pela presenga!
Até a proxima

131



A ARITM ETICA DAS
OLIMPIADAS
= ] m ‘L‘A

Emerson Feliciano da Silva
32 Momento

O que veremos hoje

»  Enaaula anterior_..

*  Desenvolvendo as habilidades com a OBMEP;

»  Moimeros primos e nimeros compostos ;

tenes;

= 0 Criva de Erats
drios de divisibilidade de 2, 3,4, 5,6, 8,3 10

= Uma breve

= 0

E na aula anterior...

*  Muiltiplos e divisares

Habilidade da BNCC

Hoje iremos dessnvolver 3= seguintss habilidades da Base
Nacional Comum Curricular

(EFDSMADS) Classificar nimeros naturais em primos e compostos,
estabelzcer relagles entre nlmeros, espressas pelos termos "8
mdltiplo de”, "8 divisor de”, "2 fator de”, & estabelecer, por meio
de investigagdes, critérios de d lidade por 2,3, 4 5,5, 8, 9,
10, 100 e 1000,

Problema 1l

[Problema 7 — Nivel 1 - OBMEP 2009) As casas da figura abaiso devem ser

preen com ndmeros primas. Em cada linha ou coluna, o produto dos
nameros de igual @0 ndmero indicado pela seta. A colu ndicada por
hida. Queal & o nimers que deve se ¥ M@ casa
24
£
i i
o
3 3 =150

Resolvendo com a turma
94

462 ,
i 2

485
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Problema 1

Solucdo Sugerida

Inicialmente, cbservamos que 25 decomposiges em fatoras
primas dos ndmeros que aparecem no enunciade sio:

462=23711
150=2355
455=33511
84=2237

Mz intersecio de 150 com 262, deve aparscer o 2, poiz o 3 j& 2std
na intersecdo de 150 com 254,

Problemal

Solucdo Sugerida

A interseco de 495 com 54 deve ser preenchida com o 3, poisé o
Unico fator primo comum entre esses dois ndmeros. Desta forma,
sobra o 7 para a intersecdo de 462 com 24,

Entdo, coma 2 fatoraciodo 84£3 .2 7.2, concluimas que = = 2.

Problema 1l

Comentarios sobre o problema

Um problema bem elaborado, gue chama atznclo por sua
construg3o e exige atemgdo de gquem esta  resclvendo,
principalmentz 205 pontos chaves gue s3o agueles  das
intersegdes(divisor primo comum) das formas fatoradas dos
ndmeros dades. O conheciments dos nUmeros primos, nibmeros
compostos e da fatoracio de um nlmere composto sio elemantos
fundamentais para chegar 2 resclucdo do problema. O problema
em si & umz Stima opcdo para que possamos desenwolver a
habilidade (EFOEMADS) .

Problema 2

(Banco de Questdes 2010, nivel 1, problema 136) MNo nimero
Ea7Eb, @ denota o algarismo da unidade de milhar e b denota o
algarismo da unidade. 32 x = 5a78b for divisivel por 45, entdo
quais s30 oz possiveis valorss de x?

Problema 2

Solucdo Sugerida

Coma o nimero x & miltiplo d= 45 = 539, elz também & um
miditiple de 5 & de 9. Todos os miitiplos de 5 terminam em 0 ou
em 5. Dai o ndmero procurado tem a forma x = 62780 ou a forma
¥ = 6a7B5. Agora vamas achar o slgarismo g, szbendo gque para ser
miditiplo de 2 soma dos algarismos de x deve ser um multiplo de
9.

Problema 2

Solucdo Sugerida

* Sex=5a750 entio 5+a+7+8+0 = 21+a deve s2r um mlltiplo d=
5. & Unica possibilidade 2 21+a =27 donde 2 = 6 2 x = 56730,

* Sex=0a785 entdo G+a+7+E+5 = 26+a deve serum maltipla de
a.

A Unica possibilidade & 2642 = 27 donde 2 = 1 e x = 61785,

Partanto o nimero procurade & x= 56780 ou x = 51785,
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Problema 2

Comentarios sobre o problema

O problema & interessants, pois  nas entrelinhas podemos
obssrvar que para resclvé-lo & necessario ter uma vis3o além dos
critérios de divisibilidade de formz isclada, uma wvez gue ndo
estudamas o critérios de divisibilidade de 45, entretanto ao
anzlisar que 45=5.5, podemos concluir gue um ndmero que &
divisivel por 45 também sera divisivel por 9 e por 5. De posse
desses critérios o problema € tranguilamente resolvide sem
maiores complicacdes, o gque nos possibilita desemwaolver 2
habilidzds (EFOSMADS).

Problema 3

(Banco de Questies 2010, nivel 1, problema 165) Qual £ o menor
nimers de cinca algzrismos divisivel por 4 que s= pode formar
com as algarismes 1, 2, 3, 4297

Problema 3

Solucdo Sugerida

Um mimers & divisivel par 4 52 o nimero farmada pelos szus dois
Ultimos zlgarismeos for divisivel por 4. Assim, usando apenas o:
algarizmos 1, 2, 3, 4 2 5, as unicas possibilidades para oz dois
uitimas zlgarismos do mumero procurado s3o 12, 24, 32 ou 92,
Como 3 £ o maior zlgarisma, devemos coloca-lo "o mais 2 direita
possivel’, de modo gque 9 deve ser o zlgarismo da casa das
dezenas, ou ssja, nosse ndmearg termina com 92,

Problema3

Solucdo Sugerida

Oz outros zlgarismos 1, 3 & 4, devem zparecer em  ordem
crescente 2 esguerds de 92, ou sejz, o trés primeiras algarismos
do numero devem s=r 134. Portamto, o mumerc procurado e
13482,

Problema 3

Comentarios sobre o problema

O critéric de divisibilidade por 4 & amplaments usando nesss
problema de dois modos, inicialmente para identificar oz nimeros
divisiveis por 4 na composicao do ndmero formado pelos dois
Ultimos algarismos da direita gue ird compor as  opgies de
resposta e conssquentements 3 resposta final. Além disso, as
tomadas decizies no que se refere 2 comparacio dos numeros
também tem grande relevincia na composico do resultado final.
Um problema cldssico que explora bem 2 habilidade [EFOSMADE)
na que se refers 2oz critério de divisibilidade por 4.

Uma breve revisdo

= 0O gue s3o ndmeros Primos?

* O gue sdo nimeros compostos?

+ (Critérios de divisibilidade de 2, 3, 4,5, 6, 8,
9e10
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Consideracoes finais

Obrigado a todos pela presenga!l
Até a proxima
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A ARITM E:I'ICA DAS
OLIMPIADAS
e £ A
1T W AT 5?.«: PROFMAT

Emerson Feliciano da Silva
42 Momento

O que veremos hoje

= Enaaula anterior...

wende as habilidades com a DEMER;

= Desenval
= Ogue ¢ o méc e coma se caloula;
= Oqueeo mmc e como se calouls;

= Uma breve revisio;

E na aula anterior...

= Relembrando os oritérios de divisibilidade;

Habilidades de hoje

Hoje iremos desenvolver 25 seguintes habilidades da Bass
Macional Comum Curricular

(EFOTMADL] Resolver = elaborar problemas com  ndmeros
naturais, envolvendo as nogdes de divisor e de multiplo, podende
incluir maximo divisor comum ou minima mdltiplo comum, por
meio de estratégias diversas, sem a aplicacio de algoritmos.

Problema 1

(Banco de Questbes 2010, nivel 1, problema 28] Ums
biblioteciria recebs 130 livros de Matematia = 155 livros de
Portugués. Ela guer arrumé-los em estantes, colocando igual
guantidade de livros em cada estante, sem misturar liveos de
lMatemitica e de Portugués n2 mesma estante. Quantos livros =la
deve colocar em cada estante parz gue o numerc de sstantes
utilizadas sejz o menor possivel?

Problema 1

Solugdo sugerida

Denotando por n o ndmero de livras que 2 bibliotecdriz vai colocar
em cada estante, temos 130 n = nlmero de estantes pars os livros de
Matematica & 185 nm = nimero de estamies para os livros de
Portugués. Isso mostra que n deve ser um divisor comum de 120 e de
1895, pois ¢ numero de estantes utilizadas e intsiro. Sabemos gue,
quands aumsntamos o denominador de uma fraclo, esta fracdo
diminui; por exempla, 27=10 & menor do que 27=8. Logo, gquanto
maior for o denominador n, menoras serdo as fragies 130=n & 193=n,
o gus significz que menor serd o numero de estantes utilizadas.
‘Wemos, 2ssim, que n deve ser o maior comum de 130 e 195,
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Problemal

Como a5 decomposicdes destes nimeros em fatores primos =30
130=2513& 195= 3513, segue que o mdc de 1302 1954 513 =
£5. Logo, 2 bibliotzcdriz wai colocar 65 livros em cada estantz, o
numero de estantes para os livros de Matematica 2 130/85 =2 =0
numera de estantes para os de Portugués = 195/65 = 3, o que di um
total de 2+ 3 = § estantes.

Problema 1

Comentarics sobre o problema

Observe gue resolvemos o problema indicado, sem a necessidade de
utilizar o algoritmo para calcular o mdc, soment= 3 partir da
construcio dos argumentos, pudemaos sistematizar os dados, analizar
2 situacio problema & encontrar a resposta. Para isso € necessario se
ter em mente o conceite de divisor de2 um nimero e 2 clareza para
concluir que 2le & um divisor comum a outro numera. Esses aspectos
zfo justamente o gque pretendemos deserwaolver com a habilidade
[EFOPRIADL), uma wez que =stamos detsrminando o mdc sem
propriamante utilizar o algeritmo.

Problema 2

(Banco de Questdes 2010, nivel 1, problema 158) Mo ponto de
gnibus perto de sua casa, Quinzinho pode pegar os dnibus de duas
linhas para ir 3 escola. Os dnibus  de uma  linha passam de 15 em
15 minutos & os da outra d2 25 em 25 minutos, sendo que as
7h30m da manh3 os dnibus das duas linhas passam juntos.

[2) A gue horas passardo juntos novaments?

[B}Entre s 7h30min da manhi & a meiz noite, quais 30 os
horérios em gue os &nibus passam juntos neste ponto perto da
casa de Quinzinho?

Problema 2
Selugdo sugerida

{a) Fatorando temos 15 = 3.5 e 25 = 5% Portanto o menor muktiplo
comum de 15 e 25 & 75 = 3.5% Assim, os dois &nibus passardo
jumtos nowvaments no ponto a cada 75 minutos, ou sejg, 2 cada
1n15min. Logo, os Gnibus passardc juntos novamentz no ponto
perto da casa de Quinzinho, as Th30min + 1h15min = Sh45min.

Problema 2
Solugdo sugerida

(b} Para obter os horarios em gque os Gnibus passardo juntos no
ponto de dnibus perto da casa de Quinzinho, devemas ir somando
1h15min, obtendo Sh45min, 10k, 11h15min, 1Zh30min,
13R45min, 15h, 16R15min, 17h30min, 18h45min, 20h, 21R15min,
22h30min = 22h45min. O proximo onibus 56 passa depoiz da meia
noite.

Problema 2
Comentdrios sobre o problema

Do mesmo modo gue o problema anterior, pudemos determinar o
mmc sem a necessidade de utilizar o algoritma propriamente dito.

Mo item z) uma outrz zhermative seriz fazer 23 ssquéncias dos
miltiplas ndo nulos de 15 & 25 e pegar 2 primeirz intersscdo entre
2las, ou seja, o primeiro ndmeno comum gue aparecer.

15— 15, 30, 45, &0, 75, 50, 105, .

25-25,50, 75, 100, 125, ...

Weja que o 75 indica que os dnibus irdo passar novaments depois &
75 minutos, ou seja, 1h15min depois das 07:30.
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Problema 2
Comentdrios sobre o problema

O fato de wtilizar as horas e analiszr 2 soma doz minutos 35 guais
teremos sempre uma hora depois de cada 60 minutos, isso remete
20z nimercs de base S0 ou sistema sexsgesimal utilizado por muito
tempa pelos babildnios. Além disso, no item b} ao somar sempre
1h15min 2o horario inicial, as 07:30, que & o horaric que os dois
dnibus passam simuftaneaments, teremos uma PA cujz razdo &
1h1Smin, onde a cada soma da “razdc”, a partir de 07:30, teremos o
horario o gual os onibus passarfo simultanezmente & a partir dai
podemos indicar os hordrios entre as 7h30min dz manhi = a meia
noite.

Problema 3

(Livro encontros de aritmética PIC, pdg. 87, exercicio 26)
Determine o menor nlimera inteiro positivo de trés algarismos
que & divisivel, 20 mesmo tempao, por 4, Be 12

Problema 3
Solugdo sugerida

Dizer que um numero & divisivel por 4, B & 12 & o mesmo gue dizer
gue este nimero é um mdltiplo, ac mesmo tempao, de 4, 8 e 12,
Comgo sabemes, todos os multiplos de 4, 8 e 12 s8o multiplos do
mmc(4; 8;12)= 24 Como 2x24=48,3x24=72,4x24=965=25x
24 = 120, concluimas que o menor nlmero intsiro positivo de trés
algarismos gue & divisivel, 30 mesmao tempo, por 4, B e 12 2 o
namero 120.

Problema 3
Comentdrics sobre o problama

A ideiz de mdltipla & fundamentzal para qus o problema sejz
resolvida. Inicialments para que sejz determinada o minima midltiple
comum e em seguida para encontrar ¢ menor muktiple comum de
trés algarismos. Um ponto chawe também & motar qus o menor
multiplo comum de trés algarismos que buscamos & um mdltiple do
mme. Coma queremos o menor multiplo de 24 com trés 2lgoritmos,
bastz fazer 2 sequéncizs dos mdltiplos  de 24 e a resposta buscadz
52rad o primeiro NOmene que possuir trés 2lgarismos.

Uma breve revisdo

= O gue é o MDC e como se calcula?
= 0 gue é o MMC e como se calcula?

A ARITMETICA DAS
OLIMPIADAS
QD?N ¥ aoiun

Emerson Feliciano da Siva
52 Momento
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Questionario de sondagem

Vocés vao ter 30 minutes para responder
o questiondrio de sondagem e o
guestiondrio investigativo.

Consideragdes finais

Obrigado a todos pela presencga!
Até a proxima
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