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RESUMO

Tendo em vista que a luz pode carregar momento angular orbital (MAQ), nesta tese de
doutorado investigamos, de maneira experimental e tedrica, diversos aspectos de feixes Opticos
com esta propriedade. Nossas investigagdes englobam geracdo de feixes com novas geome-
trias, conservacao do MAOQ, separacdo e classificagao de estados de MAO multiplexados tanto
no cendrio de luz coerente quanto incoerente e caracterizagdo de vortice incoerente via geo-
metria da funcio de coeréncia. Em nosso primeiro trabalho mostramos, tedrica e experimen-
talmente, um novo método de geracdo de feixes nao difrativos que transportam MAO com
formas geométricas arbitrarias através da parametrizacdo de curvas simples. O comportamento
nao difrativo faz com que esses feixes sejam mais resistentes a turbuléncias atmosféricas, o
que os torna bons canais para envio de informag¢do em um sistema de comunicagdo Optica
(CO), além de serem potencialmente aplicdveis na micromanipulacdo. Em seguida estudamos
a conservacgao da carga topologica (CT) de modos Laguerre-Gauss (LG) difratados por abertu-
ras arbitrarias. O caréter conservativo da CT implica na conservacdo do MAO. Desta maneira,
sabendo que € possivel codificar informagdo em estados de MAO, observa-se a importancia
deste estudo para COs, pois € esperado que os dados enviados em um sistema de COs sejam
robustos na propagacdo. Em outra de nossas investigagdes, estados de MAO coerentes mul-
tiplexados foram separados e classificados por meio de um esquema de classificacdo de alta
resolucdo. Esse mesmo esquema foi usado para classificar estados puros de MAO incoerentes.
No cendrio das COs, esta pesquisa contribui para a decodificacao eficiente de informagao, no
aumento da capacidade de envio de dados e na seguranca de um sistema Optico de comunicagao.
Por fim, exploramos aspectos geométricos da fun¢do de coeréncia da autocorrelacdo de vortices
opticos incoerentes com o intuito de determinar a carga topolégica de um dado estado de MAO
espalhado. Este estudo também contribui para a decodificacdo eficiente de informagdo e na

seguranca de um sistema Optico de comunicagao.

Palavras-chave: Feixes nao difrativos. ondas planas. abertura genérica, funcao de coeréncia,
carga topoldgica, singularidade de fase, vortices. mutiplexacao e separacio de estados de mo-

mento angular orbital.



ABSTRACT

Given that light can carry orbital angular momentum (OAM)), in this doctoral dissertation we
investigated, in an experimental and theoretical manner, several aspects of optical beams with
this property that could somehow contribute to advances in optical communications (OCs). Our
investigations include beam generation with new geometries, conservation of OAM, separa-
tion and classification of multiplexed OAM states in the coherent and incoherent light scenario
and incoherent vortex characterization via coherence function geometry. In our first work we
show, theoretically and experimentally, a new method of generating non-diffractive beams that
carry OAM with arbitrary geometric shapes through the parameterization of simple curves. The
non-diffractive behavior makes these beams more resistant to atmospheric turbulence, which
makes them good channels for sending information in a communication system besides being
potentially applicable in micromanipulation . We then study the conservation of topological
charge (TC) in Laguerre-Gauss (LG) modes diffracted by arbitrary openings. The conservative
character of TC implies the conservation of OAM. Thus, knowing that it is possible to encode
information in OAM states, the importance of this study for OCs is observed, since the data
sent in a OC system is expected to be robust in propagation. In another of our investigations,
coherent multiplexed OAM states were separated and classified using a high-resolution classi-
fication scheme. This same scheme was used to classify incoherent pure OAM states. In the
OC scenario, this research contributes to the efficient decoding of information, increased data
sending capacity and security of an optical communication system. Finally, we explore geome-
tric aspects of the coherence function of autocorrelation of incoherent optical vortices in order
to determine the CT of a given scattered OAM state. This study also contributes to the efficient

decoding of information and the security of an optical communication system.

Keywords: Nondiffractive beams, plane waves, Generic aperture, coherence function, topo-
logical charge, phase singularity, vortex. mutiplexing and sorter of states of angular orbital

momentum.
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1. Introducao

O estudo dos fendmenos luminosos fornece informagdes valiosas sobre o mundo macroscopico
e microscopico ao nosso redor e também permite gravar, armazenar e transmitir essas informacoes
[1]. Atualmente, o nivel de conhecimento e de técnicas para manipulacdo da luz nos permite
usa-la como ferramenta em diversos campos da ciéncia. Entretanto, para se chegar neste ponto,
a pesquisa sobre as propriedades mecanicas da luz teve papel fundamental. Porém, ainda ha
muito o que explorar a respeito dessas propriedades.

As propriedades mecanicas da luz vém sendo observadas had bastante tempo, pois ja no
século dezessete, em seus estudos de astronomia, Johannes Kepler sugeriu que as caudas dos
cometas sempre apontam para longe do Sol devido a luz carrega um momento linear [2]. Con-
tudo, o alicerce tedrico, que tornou o estudo dessas propriedades mais palpdvel, foi sistemati-
zado por James Clerk Maxwell, ao identificar a luz como uma onda eletromagnética. A teoria
eletromagnética possibilitou que os cientistas passasem a saber que o0 0 momento carregado pela
luz pode ser transferido para um objeto, empurrando-o.

Posteriormente a teoria eletromagnética de Maxwell, quem contribuiu significativamente
para o entendimento das propriendas mecanicas da luz foi John Poynting. Pois, em 1905, foi
ele quem desenvolveu a teoria da pressdao de radiacdo e densidade de momento. Além de, em
1909, ter bercebido que a luz polarizada tem momento angular - momento angular de spin de
+h por féton, associado a polarizagdo circular [3]. A primeira constatacdo experimental do
efeito do momento angular de spin foi feita por Beth, em 1936 [4].

Outra contribuicdo relevante para o entendimento da luz com momento angular foi dada
por Allen et al, em 1992. Eles proporam que as solucdes da equacao de Helmholtz (EH) que
tém uma dependéncia de fase azimutal, da forma exp(ime), representam feixes de luz que
carregam momento angular orbital de £mhA por féton [5]. Por isso que atualmente é bem
conhecido que o momento angular da luz € composto por uma componente intricica (spin) e
por uma componente orbital, 0 momento angular orbital (MAQO). Para tal anélise, foi utilizado
os modos Laguerre-Gauss (LG), os quais constituem um conjunto completo de solu¢des da EH
paraxial em coordenadas cilindricas. Neste cendrio, m é o indice azimutal do modo e ¢ € o
angulo polar no referido sistema de coordenadas.

Entretanto, antes do trablho de Allen, Durnin mostrou, em 1987, que a solucao exata da

EH representa feixes de luz que ndo mudam seu perfil de intensidade ao longo da propagacao.



Para tal, ele analisou a solucdo exata da EH em coordenadas cilindricas circulares, e obteve
que a intensidade 6ptica do campo € proporcional a um modo Bessel [6]. Feixes com esta
caracteristica sdo referidos como nao difrativos. Este trabalho teve grande importancia devido
ao fato de ser um evento bastante especial, uma vez que a difracdo € um fendmeno geralmente
presente durante a propagacao da luz.

O Trabalho de Allen et al juntamente com o fato de os modos Laguerre-Gauss serem espaci-
almente ortogonais faz surgir o interesse na utilizar desses feixes para implementar sistemas de
comunicacao Optica com maior capacidade de transmissao de informacdo [7], pois esta classe
de feixes permite a propagacdo de uma multiplexacdo espacial de diferentes estados azimutais,
bem como a separacdo eficientemente dos mesmos.

Quando se pensa na utilizacdo dos modos de luz espacilmente ortogonais para favorecer o
desenvolvimento da comunicacdo Optica, em um aspecto amplo, a CT € o agente que representa
a informacao. Isso faz dos feixes Opticos que transportam MAO ferramenta interessantissimas,
pois ja é conhecido que a CT de tais feixes se conserva durante a propagacao da luz no espaco
livre [8], através da atmosfera turbulenta [9], bem como quando um feixe € perturbado por uma
abertura [10,11].

Uma répida revisdo na literatura cientifica que trata do uso de feixes de luz com MAO,
também conhecidos como vértices opticos (VO), na implementacao de sistemas de comunicagao
Optica, percebemos que ja ha uma gama de trabalhos a respeito deste tema. Com base nisso, a
seguir, citaremos algumas dessas producdes para constatarmos a importacia do estudo dos VO,
tando do ponto de vista do que j4 foi alcangado quanto do que ainda pode ser feito.

Por exemplo, Gibson et al [12] realizaram a transferéncia de informagdes codificadas como
estados de MAO de um feixe de luz. Fickler et al [13] realizaram experimentalmente a trans-
missao de informagdes cldssicas, codificadas em estados de MAO multiplexados como superposicoes
de modos Laguerre-Gauss, através de 3 km de forte turbuléncia sobre a cidade de Viena. Em
2016, a técnica de Fickler foi significativamente melhorada por Krenn et al [14], pois eles repor-
taram uma realizacao experimental em que consta a transmissao de informacgao codificadas em
estados de momento angular orbital a uma distancia de 143 km. Outra contribui¢do relevante foi
dada por Wang et al [7], eles reportaram um sistema de comunica¢ao no espago livre com uma
capacidade de envio de dados da escala de terabit por segundo combinando a multiplexacdo de
estados de MAO com a multiplexa¢do de estados de polarizacao.

Uma vez que em um sistema de comunicacao 6ptica a CT de um feixe Optico representa
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a informacao codificada, para um dado modo de entrada, necessita-se caracterizar o estado de
MAO detectado. Neste sentido, a partir do trabalho seminal de Allen [5], passou-se a investigar
formas de como classificar a CT de um feixe 6ptico de saida. Atualmente ha uma grande quanti-
dade de conhecimento para esse proposito, contudo, as investigacdes a esse respeito continuam.

Portanto, é notdria a importancia do estudo dos modos de luz que carregam MAO, desta
maneira, no capitulo 2 testa tese, faremos uma breve revisao tedrica dos feixes Opticos, onde
exibiremos as formas de como obté-los a partir da solu¢do da EH. Além disso, mostraremos
os conceitos bdsicos sobre singularidade de fase, fundamentos da teoria da coeréncia e sobre
holografia.

No capitulo 3, propomos uma nova forma de obter feixes nao difrativos que possuem MAO
a partir da transferéncia da informacdo geométrica de uma curva simples para a distribuicdo
de intensidade transversa dos feixes [15]. Uma vez que as prospostas encontradas na literatura
até entdo consistem na resolu¢do de uma equacdo diferencial [16], EH, ou via procedimentos
de otimizacao [17]. Nossa proposta oferece a possibilidade de obter modos de luz com novas
geometrias transversas sem necessitar resolver explicitamente a EH.

Ao observarmos que na literatura ainda nao constava uma abordagem tedrica que generaliza
a questdo da conservagdo da CT de um feixe Optico passando por uma abertura arbitraria, no
capitulo 4 apresentamos um modelo tedrico que pretente sanar esta lacuna. A confirmagdo
experimental da proposta foi obtida através das medidas de fase do campo difratado por uma
abertura na zona de Fraunhofer. A partir dos padroes de fase, verifica-se se houve conservagao
da CT.

No capitulo 5, propomos separar estados de MAO da luz coerente componentes de um con-
junto de estados multiplexados através da técnica de transformagao espiral [18]. Tal estudo se
mostra importante para comunicagdes opticas, pois, comumente, consegue-se enviar um nico
estado de MAO em cada feixe Optico. Desta forma, mostramos que € possivel aumentar a
capacidade de informacdo a ser transmitida por um tnico canal.

No capitulo 6, também utilizando a transformacao espiral [18], realizaremos a classificacao
de estados de MAO incoerentes puros representados pela funcao de correlagao cruzada de inten-
sidade de um feixe sinal e um referéncia. Para tal, lancamos mao do fato de que j4 é conhecido
que um dado estado de MAO ¢ preservado, ao longo da propagagdo, na correlagdo de inten-
sidade dos campos eletromagnéticos parcialmente coerentes, mesmo quando estes sdo parcial-

mente bloqueados por um obstdculo [19]. Dizemos que uma informag¢do enviada desta maneira
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¢ mais robusta e isso faz de nossa proposta uma relevante contribuicio para comunicagdes
opticas.

No capitulo 7, propomos a classificacdo de estados de MAO de luz parcialmente incoe-
rente que emergem na fungdo de correlagdo cruzada a partir da autocorrelacdo de intensidade.
Para tal, exploraremos a geometria plana desta funcdo. Nossa proposta consiste de um modelo
tedrico, bem como confirmacao experimental. Para o presente caso, os feixe sinal e referéncia
coincidem ser a mesma distribui¢do de intensidade. Por fim, no capitulo 8, apresentamos nossas

conclusoes.



2. Vértices Opticos

2.1 Equacoes de Maxwell e os Feixes Opticos

Os fendmenos luminosos sdo observados e discutidos desde a Grécia Antiga [20]. No en-
tanto, discussOes mais sistematizadas a respeito da luz se intensificaram a partir dos estudos
Huygens e Isaac Newton [20]. Enquanto Huygens defendia que a luz era uma onda, Newton
acreditava que esta seria composta de particulas. Porém, em 1865, James Clerk Maxwell mos-
trou que a luz é uma onda eletromagnética propagante [21]. Tal fato surgiu como consequéncia
da unificacio dos fendmenos elétrico e magnético, realizada por Maxwell, os quais foram re-
sumidos em quatro equagdes. Estas equagdes ficaram conhecidas como equacdes de Maxwell,

que ao considerar a propagacdo da luz no espaco livre (vacuo), podem ser escritas da seguinte

forma:
V- -E(r,t) =0, (2.1a)
V-B(r,t) =0, (2.1b)
B _8B(r, t)
V x E(r,t) = ST (2.1¢)
OE(r,t)

V x B(r,t) = €opto (2.1d)

ot

com € € jip sendo a permissividade e a permeabilidade do véacuo, respectivamente.
Tomando o rotacional da Eq.(2.1¢) e utilizando as Eq(2.1a) e Eq(2.1d), € uma tarefa simples

mostrar que o campo elétrico E(r, ¢) satisfaz a equacdo de onda

O%E(r, t)

2E(r, t) —
\% (I’, ) €olto 8t2

= 0. (2.2)

Deste modo, podemos inferir que o campo elétrico, E(r, ), é uma onda que se propaga com

uma velocidade dada por

~ 2,99792 x 10%m/s.

C =
€oMo

Uma manipulacao das Eq(2.1b) e Eq(2.1d) levam a uma equacdo similar a Eq.(2.2), mas em
termos do campo indugdo magnética B(r,¢). No entanto, do ponto de vista das magnitudes,
o campo elétrico € muito mais evidente que o magnético, uma vez que £ = cB. Portanto, é

comum representar um campo de luz apenas por E(r, ).

12
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Uma maneira usual de estudar a luz é comecar considerando campos de ondas com uma
unica frequéncia (campo monocromético) linearmente polarizados, de modo que o campo elétrico

possa Ser eXpresso na forma:
. 1 . .
E(r,t) = Re{E(r)e™'} = S[E(r)e™" + E*(r)e™"], (2.3)

onde w € a frequéncia de oscilacdo dada em Hertz (Hz). A substitui¢do da Eq.(2.3) na Eq.(2.2)
leva a equacdo que descreve a propagacao de luz monocromadtica, a qual € chamada de equagao
vetorial de Helmholtz

V2E(r) + k’E(r) = 0, (2.4)

em que k = w/c é o médulo do vetor de onda e E(r) é um vetor complexo que s6 depende da
posicdo. Porém, é de maior interesse campos altamente direcionais, semelhantes a feixes que
se propagam ao longo de um unico eixo.

Uma maneira habitual de representar o comportamento de feixe de E(r) é tomar o eixo 2

para a dire¢do de propagacdo. Deste modo, pode-se escrever E(r) como
E(r) = E\U(r), (2.5)

em que Ej é um vetor constante que determina a polarizacao do campo, enquanto que a fungdo
escalar U(r) é o que chamamos de amplitude complexa do campo elétrico. Substituindo a

Eq.(2.5) na Eq.(2.4), obtém-se a seguinte expressao
V2U(r) + K*U(r) = 0, (2.6)

a qual é chamada de equacgdo escalar de Helmholtz. Deste modo, nota-se que, mesmo sabendo
que a luz possui natureza vetorial, pode-se fazer um tratamento escalar da mesma.
A amplitude complexa, U(r), do campo pode ser escrita, genericamente, da seguinte forma
[22]
U(r) = a(r)e®, (2.7)

em que as fungdes reais a(r) e ¢(r) sdo a amplitude e o angulo de fase de U(r). Nota-se de
imediato que a*(r) = |U(r)|?. Sendo a intensidade optica, I(r,t), definida como a poténcia
Optica por unidade de édrea, a qual é proporcional a média temporal da fungcdo de onda ao qua-
drado [22]:

I(r,t) = 2(E*(r,t)),. (2.8)
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Tal média temporal € tomada para intervalo de tempo muito grande comparado com o periodo
Optico, mas curto para qualquer outro tempo de interesse. Isso implica, a partir da Eq.(2.7), é

facil mostrar que a intensidade 6ptica também pode ser expressa como:

Portanto, nota-se que o modulo da amplitude complexa esta diretamente relacionada a intensi-
dade optica, a qual é uma quantidade fisicamente mensuravel, pois do pondo de vista experi-
mental o que se detecta € intensidade.

A partir deste ponto, pode-se afirmar que a Equacao de Helmholtz (EH) escalar, Eq.(2.6),
descreve a propagacdo de ondas monocromaticas. Esta equacdo € o ponto de partida para a
andlise dos feixes de luz que carregam momento angular orbital [23]. A evolu¢do espacial da
amplitude complexa U (r) pode ser descrita pelas partes transversal (z,y) e longitudinal z. O
primeiro termo da equacao acima descreve o efeito da difracdo ao longo da propagacao.

A partir do exposto logo acima, é sugestivo pensar que U (r) representa apenas feixes de
luz difratantes ao longo da propagacdo. No entanto, € importante salientar que podemos resol-
ver a Eq.(2.6) de maneira exata ou via aproximac¢ao paraxial. Qualquer solu¢do obtida com a
aproximacdo paraxial dard origem ao que chamamos de feixe paraxial o qual estd sujeito aos
efeitos da difracdo. Enquanto que sob condi¢des especiais, as solugdes exatas da EH originam
feixes que nao sentem os efeitos difrativos. Isto é, o perfil transverso da intensidade de tais
feixes € invariante ao longo da propagacao.

Embora a equag¢do de Helmholtz possa ser separdvel em 11 sistemas de coordenadas, a
separagdo nas partes transversa e longitudinal sé € possivel em coordenadas cartesianas, cilindricas
circulares, cilindricas parabolicas e cilindricas elipticas [24]. Tais sistemas de coordenadas nos
lavam aos feixes opticos Gaussiano, Laguerre-Gauss, Bessel [25], Elipticos [16], parabdlicos
[26], e etc. Nas secOes seguintes, faremos uma breve explanagdo dos feixes Laguerre-Gauss e
Bessel. Uma vez que aquele surge da equagao paraxial de Helmholtz e este da solug¢do exata da
EH.

A equacdo paraxial de Helmholtz surge quando € usado o conceito de onda paraxial, a qual
¢ definida como sendo uma onda plana que se propaga ao longo do eixo z e que a amplitude da

mesma varia lentamente com a posi¢ao r. Esta onda pode ser expressa da seguinte maneira:
U(r) = A(r)e =, (2.9)

A variagdo do envelope A(r) e sua derivada com a posicao z deve ser lenta dentro da distancia
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de um comprimento de onda A = 27 /k, de modo que a onda mantém sua natureza de onda
plana [22]. Assumir que A(r) varia lentamente em relacdo a z significa que, dentro de uma
distdncia Az = A, a mudanga AA(r) é muito pequena quando comparada ao préprio A(r), isto

é, AA <« A [22]. Deste modo, teremos:

O0A(r)
A 2.1
o < kA(r), (2.10)
e consequentemente
P A(r) 2
9.2 < k7 A(r). (2.11)

Com essas aproximacdes e substituindo a Eq.(2.9) na Eq.(2.6), obtemos

9A(r)

VZA(r) — 2ik———= e

=0, (2.12)

em que V? = 0%/0z* + 0%/0y* é o laplaciano transverso. A Eq.(2.12) é conhecida como

equacao paraxial de Helmholtz.

2.2 Feixe Laguerre-Gauss

Ao resolver a EPH em coordenadas cilindricas, obtém-se um conjunto completo de solucdes
conhecidas como modos ou feixes Laguerre-Gauss. A equagdo paraxial em questdo toma a
seguinte forma em coordenadas cilindricas:

(%%-ﬁ-aa: —l—%%—i—%k 6’) U(p,¢,z) =0. (2.13)
Enfatiza-se que o sistema de coordenadas cartesiano (x, y, z) € transformado no sistema cilindrico
(p, ¢, z) a partir de x = pcos¢, y = psen ¢, em que p é a coordenada radial e ¢ é o angulo

azimutal. A Eq.(2.13) tem como solucdo a expressao seguinte

st = () )57 (2o o

2

2R( )

X exp (—zk‘z — ik +i(lm| + 2p + 1)C(Z)> )

em que L' () € o polindmio de Laguerre generalizado que € escrito como

L7 (z) = (x_mew) O (miveny,

p! OxP
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deste modo, nota-se que IL{"(z) = 1 para qualquer valor de /. O angulo de fase
((2) = tan"'(2/zr) (2.15)

é conhecido como fase Gouy. A fun¢fo w(z) é o que chamamos de cintura do feixe ao longo

da propagacao e € dada por

2
w(z) = wot |1+ (i) , (2.16)

ZR
em que wy € o menor tamanho da cintura do feixe. Por conveniéncia, costuma-se localizar

wp em z = (. Desta maneira, define-se o comprimento Rayleigh 2z = wik/2. Além disso,
k = 2w /X é o médulo do vetor de onda e A é o comprimento de onda da luz. Outra defini¢do

importante € o raio de curvatura do feixe:

R(z) = = ll + (Z—R)Q} . 2.17)

z

Os sobre e sub escritos, m e p, sdo chamados de indices azimutal e radial, respectivamente.
Enquanto que A,,, é uma constante de normaliza¢do. Para maior compreensdo, a Fig.(2.1)
mostra os padrdes de intensidade gerado a partir da Eq.(2.40).

Figura 2.1: Representagio dos padrdes de intensidade para modos Laguerre-Gauss de diferentes indices azimutal

e radial. Cada modo € identificado pelo par (m, p).

1
‘©
= O O
I~
(1,1) ) 0
x [u.a]
bis
‘©
3
I~
—TT

x [u.a]
Fonte: Autor
Ao observar a figura acima, nota-se que o modo Laguerre-Gauss fundamental, Uy (p, ¢, 2),

¢ o feixe Gaussiano. Por isso, algumas vezes, diz-se que os modos Laguerre-Gauss tém modulacdo

gaussiana.
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Diz-se que a familia de modos Laguerre-Gauss € um conjunto completo de solu¢des da
equacao paraxial de Helmholtz devido estes obedecerem a relacdo de ortonormalidade em am-

bas a varidveis, p e ¢. Ou seja,

27 e
/0 d /0 Uno (0265 2)Ung (0, 6, 2" pidp = S (2.18)

Por isso que o numero de anéis de um determinado modo esta associado ao indice radial p. O
indice m estd contido no termo de fase azimutal exp(—im¢) que dd origem a |m| frentes de
onda helicoidais entrelacadas, as quais t€m iguais superficies de fase [23]. Nesta tese, nos aten-
taremos apenas aos modos Laguerre-Gauss U, o(p, ¢, ), dessa maneira, a Eq.(2.15) é reduzida

a

2

exp <—ikz - Zk2}§(z) +i(|m| + 1)((27)) ,

(2.19)

X

de maneira que a expressdo para a intensidade optica desses modos € dada por

inns = (3 () () e

A presenga do termo de fase azimutal exp(—im¢) na Eq.(2.19) faz com que o estudo dos

modos Laguerre-Gauss sejam de grande interesse cientifico, pois esses feixes possuem mo-
mento angular orbital bem definido de mA por f6ton e que este momento angular € independente
dos estados de polarizacao da luz em questdo [5]. Este tipo de campo luminoso pode transfe-
rir torque a um dado sistema iluminado. As frentes de onda desses feixes tém uma estrutura
helicoidal ao longo do eixo de propagacao.

Afim de deixar claro a influéncia do termo de fase azimutal, exibimos a Fig.(2.2) para ilus-
trar como o perfil de intensidade transversa e a distribuicdo fase de modos LG mudam para
diferentes m, além disso, também é possivel observar o comportamento do vetor de Poynting
para tais modos.

Diferentemente das ondas com superficie de fase plana, como é caso do feixe Gaussiano,
feixes com superficie de fase helicoidal implicam que, mesmo no espaco livre, as frentes de
onda ndo sdo perpendiculares a direcao de propagacdo do feixe e, portanto, o vetor de Poynting
ndo € paralelo a direcdo de propagacao [27]. Deste modo, € intuitivo pensar que o vetor de

Poynting tem uma componente azimutal e outra radial a medida que se propaga, como de fato
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Figura 2.2: Tlustragio das frentes de ondas helicoidais, dos padrdes de intensidade e de fase no plano transverso,

bem como a dire¢do do vetor de Poynting.

Fonte: Adaptado de Padgett [2], 2004, pg. 36.

acontece [27]. A componente azimutal é a responsdvel pelo surgimento do momento angular
orbital, enquanto que a componente radial contribui para a divergéncia do feixe observada ao
ser propagado [28]. Na Fig(2.2), a dire¢do do vetor de Poynting esta ilustrado pela seta verde.

Como vimos anteriormente, para p = 0, um dado feixe Laguerre-Gauss consiste em uma
distribui¢cdo de amplitude em forma de anel com um zero de intensidade em seu eixo, isso
acarreta o surgimento de uma singularidade de fase ou defeito topolégico em sua regido central.
Por isso, modos LG também sdo conhecidos como vortices 6pticos, pois, para m # 0, estes
modos possuem uma singularidade de fase. Além disso, em Optica singular, passa-se a chamar
m de carga topoldgica que representa o tamanho da singularidade, pois quanto maior o valor
absoluto de m, maior serd o tamanho do anel, como mostra a Fig.(2.2).

No entorno da singularidade, a fase do feixe Laguerre-Gauss aumenta ou diminui em multiplos
inteiros de 27. Ou seja, quando m = 1, a fase varia de 0 a 27 uma vez. Para m = 2, a fase
varia de 0 a 27 duas veze e assim sucessivamente, tal comportamento pode ser observado na

Fig(2.2). Além disso, pode-se constatar que, ao propagar o feixe a uma determinada distancia,
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a singularidade de fase se mantém, e portanto, a carga topoldgica, que representa seu tama-
nho, se conserva. Veremos um estudo mais detalhado sobre os fundamentos da dptica singular
posteriormente.

A partir da Fig.(2.3), fica evidente o efeito da difragdo da luz ao longo da propagacao,
pois, como ja citado anteriormente, este efeito surge naturalmente na equagao de Helmholtz. A
Fig.2.3(a) mostra o perfil da propagacao de um modo LG de CT m = 2, além disso, a medida
que tal modo se propaga ocorre uma divergéncia. Como foi citado anteriormente, além dos

efeitos naturais de difracdo, isso também se deve a contribui¢ao radial do vetor de Poynting.

Figura 2.3: Tlustragdo do perfil de propaga¢do de um modo LG com m = 2. (a) visdo lateral da intensidade do
feixe; (b) padrdo de fase no plano da menor cintura do LG; e (c) padrao de fase apds o feixe ter sido propagado de

uma distancia arbitraria z.

(a) (b)

y [u.a]
y [u.a]

z [al x [u.a]

Fonte: Autor.

Ja nas Fig.2.3(b) e (c), é mostrado os padrdes de fase no plano onde o feixe tem menor
cintura e depois deste ser propagado no espago livre de uma distancia z arbitraria. Compa-
rando essas duas figuras, facilmente se constata que a singularidade correspondente a m = 2 se

mantém. Neste caso, diz-se que a CT se conserva.

2.3 Feixe Bessel

Na secdo anterior, vimos que os modos Laguerre-Gauss (LG) surgiram a partir da solucdo da
EPH em coordenadas cilindricas. Viu-se que a difracdo é um fendmeno natural na propagagao
desses modos. Porém, a solugcdo exata da EH, Eq.(2.6), da origem a uma familia de feixes
que tem sua distribuicdo de intensidade inalterada ao longo da propagacgdo. Tais solucdes sao
conhecidas como ndo difrativas. Uma dessas familias ¢ nomeada de feixes ou modos Bessel, e

foi a primeira a ser obtida com tal caracteristica [6,25].
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Para encontrar a expressao analitica que representard a familia de feixes Bessel, o ponto de

partida é resolver a EH, Eq.(2.6), em coordenadas cilindricas [29], a qual € dada por

10 (0U(p o)\, 10Up oz Ul é2)
2 0p Op 2 02 022

O fato de que a solucao procurada deva ser ndo difrativa sugere que a distribui¢do de intensidade

+ E*U(p, ¢, 2) = 0. (2.21)

optica do campo de luz ao longo da propagacao seja constante, ou seja, [ 0)=1 z >
p p g propagag ) ) P @, P Py

0). Desse modo, uma solug@o para a Eq.(2.21) deve ter a seguinte forma

Ulp, ¢,2) = A(p, ¢) exp(if3z), (2.22)

em que § é uma constante a ser especificada. Além disso, assumindo separacdo de variaveis,

podemos escrever A(p, ¢) = R(p)P(¢), desta maneira a Eq.(2.22) toma a forma:

Ulp, ¢,2) = R(p)®(9) exp(ifz). (2.23)

Agora, substituindo a Eq.(2.23) na Eq.((2.21)) e dividindo o resultado disso por R(p)®(¢) exp(ifz),
obtém-se a seguinte expressao

1 0 ( OR 1 920
Lo ok - o? _ 2.24
pRdp (p 0[)) " p*® 0¢? =0 (229

em que a® = k? — 2. Multiplicando ambos os lados da Eq.(2.24) por p?, pode-se reescrevé-la

p 0 ( OR 5 o 10%®
p 0 ( OR _ 102 22
Rp (pap)“”’ b 062 (2.25)

Uma vez que o lado esquerdo da Eq.(2.25) depende somente de p e o lado direito depende

como:

apenas de ¢, consequentemente, para a igualdade ser valida € necessario que os dois lados
sejam igual a uma constante m?. Isso implica que:

%P 9
Uma forma simplificada de expressar a solucao da Eq.(2.26) € dada por:

O (p) = exp(—imo). (2.27)

A funcdo ®(¢) é periddica e deve se repetir a cada intervalo de 2, logo, ®(¢) = ®(¢ + 27), 0
que implica que m deve ser inteiro ou igual a zero, ou seja, m = 0, =1, +2,---.

O préximo passo € encontrar a solugdo radial, R(p), da equacdo diferencial, para isso, o
lado direito da Eq.(2.25) deve ser igual a m?. Multiplicando toda a equagdo por R(p), fica-se

com:

pa% (p%—lj) + (®p* —=m*) R =0. (2.28)
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Desenvolvendo a derivada no primeiro termo do lado esquerdo da Eq.(2.28) e dividindo tudo

9?R  10R , m?
i - =0. 2.2
8p2+p8p+(a pz)R 0 (2.29)

A Eq.(2.29) é conhecida como equacao diferencial de Bessel de ordem m. Suas solucdes sdao

por p?, tem-se:

funcdes de Bessel [29], J,,(ap), de ordem m. Finalmente, a amplitude complexa da onda,

Eq.(2.22), pode ser escrita da seguinte forma:

U(p, ¢, z) = Apmdm(ap) exp(—imo) exp(ifsz), (2.30)

onde A,, é uma constante, J,,, é a funcdo de Bessel de primeiro tipo e ordem m, « e (3 sdo as
componentes transversal e longitudinal do vetor de onda, onde k£ = /a? + (2.

Observa-se que, para m = 0, podemos escrever a amplitude complexa da Eq.(2.30) como:
Ulp, ¢, z) = AgJo(ap) exp(ifz), (2.31)
a qual tem uma distribui¢ao de intensidade é dada por:
I(p, ¢, 2) = |Aol* J (ap). (2.32)
A Eq.(2.32) possui simetria circular variando com p e invariante em 2z, como mostra a fig.(2.4)

Figura 2.4: O perfil horizontal da distribui¢do de intensidade do feixe Bessel no plano transverso é independente

de z.

e

Fonte: Adaptado de Saleh, 2007, pg. 99.
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Notamos mais uma vez que a intensidade do feixe Bessel ndo depende da coordenada z. Na
Fig.2.5 mostramos os padrdes de intensidade e de fase no plano transverso, (p, ¢), em um dado

ponto z.

Figura 2.5: Distribui¢do de intensidade e fase no plano transverso para algumas ordem do feixe Bessel.

m=20 m=1 m=2 m=23
|1
©
=
=
0
X [u.a]
o
=
-~

Fonte: Autor.

E importante enfatizar que a presenca do termo de fase e "% nos feixes Bessel indica que
estes também carregam momento angular orbital. Outra caracteristica marcante do feixe Bessel
€ seu comportamento ndo difrativo. Tal comportamento pode ser observado na Fig.2.6, a qual
mostra a propagacdo do modo de ordem m = 4. Na Fig.2.6(a), temos o padrdo de intensidade
no plano transverso em um dado ponto z. Na Fig.2.6(b), tem-se a visao lateral do perfil da
propagacdo, ao longo do eixo z, da intensidade optica.

Teoricamente, o feixe Bessel pode ser propagado, livre dos efeitos da difracdo, de uma
distancia infinita. Uma vez que foi suposto que o feixe é composto de uma superposi¢ao de
multiplas ondas planas, para que este se propague de uma distancia infinita, cada onda plana
componente deve ser vista como tendo extensdo espacial infinita. Devido a isto, diz-se que o
feixe tem energia infinita.

Porém, na pratica, os modos Bessel, bem como qualquer outro, sdo gerados sobre uma

regido finita. Logo, seu comportamento ndo difrativo se da para uma distancia finita do eixo z.
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Figura 2.6: Distribui¢io de intensidade e perfil da propagagdo de um feixe Bessel de ordem m = 4.

I(x,y,0) 1(0,y,2)

ylual]

% jua] Z [u.a.]

Fonte: Autor.

A Fig.2.7(a) mostra o padrao de intensidade do feixe Bessel no plano z = 0 para uma carga
topologica m = 4. J4 a Fig.2.7(b) mostra o perfil de intensidade ao longo da propagacao,
enquanto que a Fig.2.7(c) exibe o padrao de intensidade do feixe depois de ser propagado de

uma distancia z = 1000 mm.

Figura 2.7: Distribuigdo de intensidade e fase no plano transverso para algumas ordem do feixe Bessel.

Iy z=10) I(x=0,y,2) I(x,y,z=1000)
2 (1
-
_ (a) (b) Gl
-2 0 2 0 500 1000 —2 0 2
x [mm] z [mm] x [mm]

Fonte: Autor.

A propagacdo do feixe mostrado na Fig.2.7 se deu via método do espectro angular [30],
0 que equivale a geracdo de um campo 6ptico limitado por uma abertura quadrada finita. Tal
abertura foi simulada para ter lado L = 4 mm e o campo a partir dela foi propagado de uma
distancia de z = 1000 mm. A propagacdo foi realizada numericamente com o intuindo de
simular o que acontece na pratica de laboratério. Deste modo, a partir da Fig.2.7(b), percebe-

se que o feixe se propaga livre dos efeitos difrativos por uma distincia de aproximadamente



24

700 mm, a partir desse ponto o feixe comeca a colapsar e em 1000 mm estd praticamente todo

deformado.

2.4 Holografia

A holografia € um método tnico de armazenamento e reconstru¢ao de toda a informacao,
como amplitude e fase, contida na luz que € dispersa a partir de um corpo iluminado [31]. Esta
técnica € usualmente datada de 1948, quando Dennis Gabor a criou para melhorar a utilidade
da microscopia. No entanto, foi a partir da década de 1960 que se teve bastantes avangos nessa
area, pois a invencao do laser deu aos pesquisadores uma fonte de luz altamente coerente, dando
inicio a holografia interferométrica.

Uma nocao clara do que é um holograma é dada por Heckenberg, em que ele afirma que
um holograma consiste na gravacdo do padrdo de interferéncia entre o feixe de interesse com
um feixe de referéncia, geralmente uma onda plana [32]. Deste modo, nos atentaremos no
método de constru¢do de um holograma através do registro da amplitude e da fase de ondas
monocromadticas. Tal holograma é obtido langando mao da interferéncia de uma onda objeto
U,(x,y) com uma onda referéncia U,.(z,y), de modo que se registre o padrdo de interferéncia
em um dispositivo de gravacdo, como uma transparéncia. Em seguida, ilumina-se o dispositivo
com U, (z,y) para se obter a reconstrugdo da onda objeto. O processo de gravacao esta ilustrado
na Fig.2.8.(a), enquanto que a reconstrucao € ilustrada na Fig.2.8.(b).

Podemos fazer o tratamento quantitativo do processo de constru¢do de um holograma con-
siderando que tal transparéncia tenha uma transmitincia ¢(z, y), desta maneira, supondo que
t(z,y) seja proporcional a intensidade do padrdo de interferéncia das ondas objeto e de re-

feréncia, t o< |U, + U, |?, entdo

|Uo + UT|2 = |U7”|2 + |U0|2 + U:UO + UT’U:
= L+1,+UU,+U.U;
e portanto,
t o< I, + 1, + 2 cos[Arg{U,} — Arg{U,}|, (2.33)

onde I, e I, sdo as intensidades das ondas referéncia e objeto, respectivamente. A transparéncia
€ o que chamamos de holograma, e claramente vemos que a mesma contém informagdo de

amplitude e fase das ondas objeto e referéncia.
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Figura 2.8: Tlustracdo da construgdo de um holograma. (a) Etapa de gravacio. (b) Etapa de reconstrugao.

Objeto
Referéncia: ” . \\
0\\\\\ 4 ﬁologmma 'I:g;logmmﬂ

Objeto
(a) (b)

Fonte: Adaptado de Saleh, 2007.

A reconstrucdo da onda objeto se da através da incidéncia da onda de referéncia sobre o
holograma, como mostrado na Fig.2.8(b). O resultado € uma onda com amplitude complexa
dada por

U(z,y) =tU, < (I, + 1)U, + LU, + U?U?. (2.34)

Como consequéncia do exposto acima, nota-se que no plano do holograma, assumido estar
em z = 0, o terceiro termo na Eq.(2.34) € a propria onda objeto multiplicada pela intensidade
da onda referéncia. Desde que [, ndo dependa de x e y, o termo [,.U, constitui a onda desejada
reconstruida. O quarto termo € a onda objeto conjugada, no entanto, modulada por U?. O
primeiro e segundo termo representam a onda referéncia modulada pela soma das intensidades
das ondas referéncia e objeto.

Como ilustragdo, pode-se supor que a onda objeto seja uma onda plana obliqua da forma

Uo = /1y exp(—ikx sin §), de modo que
Ulz,y) < I, + I, + \/I.1,exp(—ikz sin 0) + /I, 1, exp(ikz sin ). (2.35)

Desde que I, e I, sejam constantes, os dois primeiros termos representam uma onda que se
propaga na direcdo z. O terceiro termo representa a onda reconstruida, enquanto que o quarto
termo representa a onda conjugada, viajando em um angulo —6. E notério, portanto, que a onda
objeto € separdvel das demais ondas.

Como foi definido anteriormente, este holograma consiste na gravagao do padrio de inter-
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feréncia formado a partir de duas ondas planas em um angulo obliquo 6, o qual serve como
uma rede de difracdo senoidal que divide uma onda de referéncia incidente em trés ondas em
angulos 0, # e —6 [22]. Essa situagdo constitui o método classico de geracdo de hologramas.

Tudo que abordamos até agora a respeito de holografia, estd no contexto cldssico deste
assunto, ja que a construcao do holograma se d4 pela gravacdo da intensidade de um padrao de
interferéncia. No entanto, podemos produzir um holograma usando um modulador espacial de
luz (Spatial Light Modulator, SLM), o qual impde uma variagdo na modulacdo espacial de fase
do feixe. Com este dispositivo, pode-se controlar a amplitude e fase, ou até mesmo os estados
de polarizacdo da luz [33]. A distribui¢dao de fase desejada é gerada por computador, sendo
envidada eletronicamente ao SLM, o chamado holograma gerado por computador (CGH).

Um modulador espacial de luz é composto por um espelho e em cima deste € colocado uma
fina camada constituida de pixels eletrodos referida como matriz ativa, logo apds, tem-se uma
camada de cristal liquido, em seguida uma camada de pixels eletrodos transparente e por fim
uma camada de vidro transparente. Cada pixel controla seu proprio potencial elétrico de forma
independente, assim, o campo elétrico através da camada de cristal liquido pode ser controlado
pixel a pixel.

Inicialmente as moléculas de cristal liquido estdo alinhadas em paralelo, no entanto, quando
os eletrodos sdo submetidos a uma diferenca de potencial as moléculas do cristal liquido se
inclinam de acordo com o campo elétrico, de modo que a fase de luz pode ser modulada. A
diferenca nos indices de refracao do cristal liquido ocorre em diferentes angulos de inclinagao.
Isto altera o comprimento do percurso 6ptico na camada de cristal liquido e assim provoca uma
diferenca de fase na luz refletida. Para um melhor entendimento, representaremos de maneira

esquematica o SLM na Fig.(2.9).
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Figura 2.9: Tlustragdo de uma modulador espacial de luz.
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Fonte: Hamamatsu, 2014.

A técnica de construcdo de hologramas utilizada nesta tese € a idealizada por Victor Arrizén
[34], a qual consiste na codificacdo de amplitude e fase de um campo arbitrario cuja modulagdo
de amplitude e fase sejam especificadas de maneira independente. Tal campo € pode ser escrito
genericamente como

S(x,y) = a(z, y)e =), (2.36)

onde a(x,y) e ¢(z,y) tomam valores nos intervalos [0, 1] e [, 7], respectivamente [34].

2.5 Conceitos Fundamentais sobre Singularidade de Fase

Uma abordagem sobre singularidade de fase de campos 6pticos faz surgir a seguinte questao:
qual o significado da palavra ‘singularidade’? Do ponto de vista matemaético, tem-se uma sin-
gularidade quando uma determinada quantidade se torna infinita ou muda abruptamente em um
determinado ponto no espago [35]. Do ponto de vista fisico, diz-se que uma grandeza é singu-
lar quando nao podemos ou ndo conseguimos definir o seu valor numérico [36]. Além disso,
Winfree e Arthur afirmam que uma singularidade de fase € um ponto em que a fase é ambigua
e proximo do qual a fase assume todos os valores [37].

H4 muitos exemplos ilustrativos que visam explicar qualitativamente o que é uma singula-
ridade, como se pode ver na referéncia [37], mas um que se destaca significativamente para o

entendimento do leitor foi muito bem exposto por Brandao Filho [36]. Através da verificacdao
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das horas em vérias partes do mundo, conclui-se que a hora depende da regido espacial em que
nos encontramos, de modo que se torna possivel construir um “mapa hordrio mundial” imagi-
nando varios relogios dispostos ao redor do globo terrestre, como esquematizado na Fig.2.10.
Nesta situagdo, a singularidade é detectada nos Polos da Terra, pois nestes pontos a hora é

indefinida.

Figura 2.10: Tustragdo da distribuigdo das horas ao longo da superficie do globo terrestre.

Polo Nnrte

P-‘Jlﬂ Sul

Fonte: Branddo Filho [36], 2016, pg. 11.

Sabe-se que os campos Gpticos monocromaticos t€m cardter vetorial e 0s associamos a uma
perturbacao eletromagnética caracterizada por campos elétricos e magnéticos de variagao tem-
poral harmoénica cujas amplitudes, fases e direcdes variam de ponto a ponto [8]. Porém, nos
problemas de 6ptica em que a polariza¢do da luz ndo desempenha um papel fundamental, po-
demos ignorar esse carater vetorial. Deste modo, pode-se tratar os campos luminosos como se
fossem grandezas escalares harmonicamente variaveis no tempo.

J4 vimos que um campo Optico monocromadtico, de frequéncia angular w, em um ponto no
espaco localizado pelo vetor posi¢do r em um determinado tempo ¢, é descrito por um campo

escalar complexo E(r,t), que assume uma solugio separdvel da equacdo de onda linear dada
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por

E(r,t) = U(r)e ™",

em que a perturbac@o ou campo fisico é considerado como a parte real de E(r, ). Além disso,

U (r) é a amplitude complexa deste campo, a qual pode ser escrita da seguinte forma
U(r) = A(r)e ",

em que A(r) e a ¢(r) sdo fungdes reais que representam as distribuicdes espaciais de amplitude
e de fase, respectivamente. Deste modo, as singularidades do campo, E(r, ), sdo referidas por
Nye e Berry como deslocamento de onda [38]. Elas surgem onde U (r) € zero, fato que acarreta
um comportamento indeterminado de ¢(r), caracterizando-se como uma singularidades de fase.

O cardter complexo do campo 6ptico indica que U(r) assumird um valor nulo somente
quando suas partes real e imaginaria, Ur(r) e U, (r), forem simultaneamente nulas. Além disso,
uma vez que A(r) e ¢(r) sdo fungdes reais, acarreta que Ug(r) e U;(r) sdo fungdes suaves,
que determinam superficies (curvadas) em trés dimensdes e estas duas superficies se cruzam
genericamente em uma linha suave. Portanto, em geral, um deslocamento de onda, onde a
amplitude € zero, é uma linha curva estaciondria em trés dimensdes (ou um ponto estacionério
em duas dimensodes).

Enfatiza-se que um dado campo luminoso que possue pelo menos uma singularidade da
fase é chamado de vortice Optico [39], pois a distribui¢do luminosa gira em torno do nucleo do
vortice em uma dada direcdo; no centro, a velocidade dessa rotacdo € infinita e a intensidade da
luz desaparece [35].

Quantitativamente, a maneira de verificar uma provavel singularidade de fase do campo
optico U(r) € langando mao do fato de que este pode ser decomposto em suas partes real e

imagindria ou ser escrito em sua forma polar, como segue

U(r) = Ug(r) +iU;(r) = |U(r)[e"), (2.37)

mas sabemos que |U(r)| = /(Ux(r)) + U%(r) e ¢(r) = tan[U;(r)/Ug(r)], logo, impondo
que em um dado ponto do espaco Ug(r) = U;(r) = 0, tem-se que nessa localizagdo ¢(r) =
tan=1(0/0) e portanto indefinido, constata-se entio uma singularidade de fase. A partir desse
resultado, define-se formalmente singularidade de fase (SF) como qualquer regido de um campo
optico onde a amplitude € nula e o angulo de fase € indeterminado [8, 38].

Como ja foi citado, as singularidades de fase sao linhas no espago tridimensional e este com-

portamento € de ficil entendimento, vejamos: para que um campo de onda escalar desapareca
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em um ponto, as partes real e imagindria da onda devem ser simultaneamente nulas nesse ponto.
Tem-se, portanto, duas equacdes homogéneas para satisfazer, Ur(r) = U;(r) = 0, com trés
graus de liberdade: as coordenadas x, y e z no espaco. Portanto, temos duas restricdes para
satisfazer no espaco tridimensional: isto nos deixa com um grau de liberdade, indicando que as
singularidades de fase sao linhas no espaco [8].

A fase de um campo de onda aumenta ou diminui de 27 quando se percorre um caminho
fechado em torno da singularidade [8]. Este fato € entendido quantitativamente integrando a

mudanga de fase em um circuito que circunda a linha:

/d¢ = £2mm. (2.38)

Quando uma dada singularidade é genérica, tem-se que m = =41. Esta caracteristica € vista
como uma propriedade topoldgica essencial das singularidades de fase dos campos 6pticos.
Quando o resultado da integragdo acima é um multiplo inteiro de 27 difererente de +1, diz-
se que a singularidade é ndo genérica. Posteriormente discutiremos com mais detalhes esta

questao.

2.5.1 Singularidades de Fase de um Campo Paraxial

Para analisar a estrutura matematica local das singularidades de fase mais simples, assu-
mimos trabalhar com campos do tipo feixes Opticos, os quais t€m localmente a forma de uma
onda plana, exceto em regidoes com singularidades de fase. Em trés dimensdes, as singularida-
des de fase assumem a forma de linhas onde a amplitude do campo 6ptico € zero. Estas linhas
singulares podem seguir caminhos curvos complicados, mas serdo localmente retas [8].

A distribui¢do espacial de um campo Optico altamente direcional pode ser expressa como
U(r) = A(r)e ™=, ou seja, optamos por uma onda que se propaga na dire¢io z, embora tal
escolha seja arbitraria. Nessa situagdo, A(r) é uma fun¢do que tem uma variagio lenta em
relac@o ao eixo z. Além disso, na dire¢do da propagagdo da onda, o campo satisfaz a equagao
de Helmholtz paraxial.

O0A(r)

Com isso em mente, estamos preparados para discutir a estrutura matematica local das singu-
laridades de fase mais simples. Os dois tipos mais comuns possiveis de aparecer em campos

opticos sao chamados de singularidades helicoidal (screw) e de borda (edge).
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Singularidade Helicoidal

A maneira mais usual de abordar as singularidades do tipo helicoidal € imaginar que a linha
de singularidade de fase se estende ao longo do eixo z, passando pela origem z = y = z = 0.
Na vizinhanga imediata da linha singular o campo € praticamente nulo, desse modo, havera
muito pouca mudanca no comportamento do campo na direcdo z, consequentemente, tem-se
que 0A(r)/0z =~ 0. Isso implica que na vizinhanca imediata da origem, a componente do
campo de onda A(r) satisfaz a equagdo de Laplace:

D*A(r)  9?A(r)
0x? 0y?

=0, (2.39)

Esta equag@o tem uma solugdo geral da forma A(z,y) = f(z + iy) + g(x — iy), em que f(w)
e g(w) sdo fungdes analiticas da varidvel complexa w.

Além disso, f(w) e g(w) podem ser representadas pelo menor termo ndo nulo de suas
expansdes em séries de Taylor, o que significa que podemos escrever A(x,y) ~ a(z + iy) +
f(x — iy), onde v e [ sdo constante complexas [8]. Desse modo, considerando o caso em
que 3 = 0, podemos escrever o campo completo como U(z,y, z) = a(x + iy)e ***, que em

coordenadas cilindricas pode ser expresso como
U(x,y,2) = ap(z,y)e? Ve, (2.40)

em que p(z,y) = /2% + % e ¢(x,y) = tan~" (y/z).

Neste momento, faz-se necessario enfatizar que as superficies de fase constante, frentes de
onda, sdo determinadas por ¢ — kz = (. Nota-se que a fase varia linearmente com z, de
modo que tomando C' = 0, temos que z = ¢/k. Somando ao dltimo resultado o fato de que
x = pcos¢ ey = psen ¢, conclui-se que tal frente de onda tem a forma helicoidal com um
passo de um comprimento de onda. A Fig.2.11(a) mostra o perfil desta superficie em duas
dimensdes, enquanto que a Fig.2.11(b) exibe a forma da frente de onda em 3D.

A partir da Fig.2.11(b), vemos que a frente de onda tem um formato de parafuso. Além
disso, vemos que os valores de fase variam de 0 a 27, em que o valor de fase 0 corresponde ao
ponto z = 0 e 2 a z = \. Este € precisamente o tipo de singularidade que aparece nos nossos
feixes Laguerre-Gauss de ordem m = 1. Se, em vez disso, definimos o = 0 e S # 0, temos um

vortice com a forma funcional (z — iy) [8].
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Figura 2.11: Tlustragdo da distribuicdo transversa da fase do campo U (x, v, z). (a) perfil transverso (x,%); b)

visdo 3D da figura em (a). O pondo vermelho em (a) indica uma singularida genérica positiva.
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Fonte: Autor.
Singularidade de Borda

Uma singularidade de borda € representada como sendo uma linha singular paralela ao eixo
x e que passa pela origem. Desta maneira, similarmente ao caso anterior, espera-se que as
derivadas em relacdo a x proximas a singularidade sejam aproximadamente zero. Isso implica

que a equagdo paraxial toma a seguinte forma

D*A(r) . 0A(r)
_ 0?2 2.41
oy? ik 0z 0 241

Uma solugdo para a Bq.(2.41) é dada por A(z,y, z) = x(ay + ky? + iz) [8]. Em que x € a sdo

constantes. Isso implica que a solucao geral pode ser expressa como
Ulz,y,z) = x(ay + ky* +iz)e”*=. (2.42)

Utilizando a defini¢do de singularidade de fase, constata-se facilmente que hd dois pontos em
que o campo se anula: (y,z) = (0,0) e um segundo em (y, z) = (—a/k,0). Isso significa que
as singularidades formam duas retas paralelas localizadas no plano z = 0. A Fig.2.12(a) mostra

o perfil das frentes de onda (fase) no plano transverso (y, z).
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Figura 2.12: Tlustragdo da distribuigdo transversa da fase do campo U (z, y, ) da Eq.(2.42) em (a) exibe um par
de singularidades; enquanto que o padrio de fase do campo U(z,y, z) da Eq.(2.43) em b), contém apenas uma

Unica linha singular isolada.

Fonte: Adaptado pelo autor de [8], 2016, pg. 44.

Nota-se que seguindo os contornos de fase preta do lado esquerdo da figura Fig.2.12, po-
demos ver que um contorno preto adicional aparece a direita de y = 0 que estd desacoplado
com qualquer contorno a esquerda. Além disso, de acordo com a Fig.2.12, tem-se que as linhas
singulares sdo retas perpendiculares a dire¢dao de propagagao.

Porém, na Fig.2.12(b) temos um dnico ponto singular, semelhante ao caso da singularidade
helicoidal em que o problema se resumia a apenas uma linha singular isolada, surge entdo a
seguinte questdo: como isolar uma singularidade de borda? Pra responder a esta pergunta,
iniciamos propondo a observacao do comportamento do perfil de fase do campo U(z, y, z) no

plano (y, z) quando tomamos diferentes valores para a constante a, como mostrado na Fig.2.13.

Notamos que a medida que a assume valores cada vez maiores, a singularidade em y =
—a/k se desloca mais e mais para esquerda de y = 0, de maneira que chegard o momento
que esta estara tao distante da origem que, localmente, é como se tivéssemos apenas uma linha
singular isolada em y = 0. Deste modo, a nova forma funcional do campo Optico que contém
este vortice € dado por

U(r,y,2) = x(ay +iz)e”*2, (2.43)

e como podemos ver, € muito parecido com aquele do vértice helicoidal. O perfil transverso das
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Figura 2.13: Tlustragdo do comportamento das singularidades de borda quando tomamos valores cada vez mai-

ores para a constante a.
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Fonte: Autor.
frentes de onda de U(z, y, z) no plano transverso (y, z) ¢ mostrado na Fig.2.12(b).

2.5.2 Carga Topoldgica

Em geral, as singularidades de fase de um campo 6ptico s@o linhas curvas no espaco e no
tempo. J4 € bem conhecido que em um dado ponto da linha, para um dado tempo fixado, ao
escolhermos o sentido de um pequeno circuito ao redor da linha, a mudanga total de fase nesse
entorno é 27 [38]. O sentido escolhido para o circuito € chamado de sentido de circulagdo que
¢ definido pela regra da mao direita, em que o dedo polegar atribui uma direcdo a linha singular
que sera representada pelo vetor unitario, d. A representacdo geométrica disso pode ser vista
na Fig.2.14(a).

Vimos anteriormente que a fase de um campo de onda aumenta ou diminui por um multiplo
inteiro de 27 quando se percorre um caminho fechado em torno da singularidade. Este com-
portamento discreto sugere a existéncia de um indice, m, definido pela integral da fase em um
circuito positivo (anti-horédrio) ao redor de um ponto pertencente a um plano perpendicular a
linha singular, como mostrado na Fig.2.14(b). Isto se deve ao fato de que em muitas ocasides

observamos a distribui¢do de fase de uma onda em um plano [36]. Tal indice pode ser quantifi-

cado a partir da integral,

1
=—q¢d
m 2 9

e é referido como carga topoldgica associada a uma dada singularidade. No caso de a singula-
ridade ser genérica, m = =£1.

Enfatiza-se que analisando a dire¢do do vetor d no plano transverso que intersecta a linha
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Figura 2.14: Em (a) € ilustrado o sentido de circulagio da linha singular. J4 em (b), tem-se que um plano geral
intersecta a mesma linha em dois pontos, os quais serdo identificados por m = 41 quando visto de cima ou por

m = F1 quando visto de baixo [38].

@ (b)
/ca(é:f
A ¢

CTP \ Q)D

Fonte: Adaptado pelo autor de [38], 1999, pg. 105.

singular, tem-se uma maneira de determinar o sinal da singularidade. Pois, se d aponta para fora
da superficie, m € positivo, caso contrario, a carga topologica € negativa. Além disso, deve-se
notar que a carga topoldgica € um conceito estritamente bidimensional, adequado para lidar ape-
nas com singularidades pontuais (pontos singulares), que sao aquelas comumente observadas no
laboratdrio onde o feixe de luz possui uma direcdo de propagacao bem definida e nds fazemos

as medic¢oes do padrao de difracdo em um plano perpendicular a dire¢do de propagacao [8].

2.5.3 Voertices Opticos Genéricos e nao Genéricos

Do ponto de vista das singularidades de fase dos campos 6ptico, a abordagem do que € ou
nao genérico € feita de maneira muito simples a partir do experimento de Young de dois furos
[8]. Um par de pequenos furos circulares, de raios comparaveis ao comprimento de onda da luz
incidente, sdo separados por uma distancia @ na tela. Uma onda monocromética de comprimento
de onda, A, estd incidindo sobre a tela a partir do lado esquerdo; a luz transmitida pelas aberturas
chega a uma tela de observacdo a uma distancia L da tela dos orificios, a ilustragcdo geométrica
do esquema experimental € mostrado na Fig.2.15.

Ao considerar que os campos que iluminam cada furo tém amplitudes U; e U, e que, para
desprezar fatores geométricos adicionais considera-se apenas a distribui¢ao da luz perto do eixo
central na tela de observagao e, desta forma, o campo total observado num ponto P no anteparo

pode entdo ser escrito como

b
U(x,y,m:—% U + Us , (2.44)
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Figura 2.15: Tlustragdo da configuragio do experimento de Young de dois furos.
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Fonte: Adaptado pelo autor de [8], 2016, pg. 35.

onde b é a drea de cada furo e a € a distancia de separacdo entre eles. Além disso, Ry =
[(z —a/2)? +y?> + L?]Y? e Ry = [(x + a/2)? + 3 + L?]'/2, com L sendo a distancia entre os
dois planos. E facil mostrar que ao assumir que a tela de observacio estd suficientemente longe

dos furos, o campo na tela de observacao € dado aproximadamente por [8]

2ib ™" ika? /8L ik(z2+y?)/2L ikax/L —ikaz/L
U(z,y,L) ~ _TTe e [Ule + Use } ) (2.45)

Quando a onda iluminante é uma onda plana normalmente incidente de amplitude uniforme-

mente constante, /1 = Uy = Uy, o campo em P é dado aproximadamente por

kL L Lax
Ulz,y, L) ~ —Uy— ——eka"/BLeik@+y7) /2L g (—) , (2.46)
A L L

A Fig.2.16 mostra os padroes de amplitude de fase desse campo. Observa-se que o padrao
de amplitude € constituido por bandas claras e escuras (amplitude nula) de maneira alternadas.
Enquanto que o padrdo de fase exibe linhas verticais onde a fase salta abruptamente. Nota-
se que estes saltos correspondem aos zeros de amplitude. Estas linhas bidimensionais sdo as
singularidades de fase do experimento de dois furos e, como veremos mais adiante, sdo ndo-
genéricas. Além disso, ao supor uma mudanga em L, verifica-se que os zeros de amplitude na
experiéncia sdo superficies no espago tridimensional [8].

Porém, sabe-se que em sistemas complicados envolvendo a dispersdo ou difracdo da luz,
espera-se que o padrao de interferéncia resultante seja devido a superposicao de mais de dois

campos. Com isso em mente, surge a seguinte questao: o que esperar nesses casos? Para respon-

der esta pergunta, analisa-se o padrdo de interferéncia do interferometro de trés furos mostrado
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Figura 2.16: Em (a), € exibido o padrdo de intensidade e em (b) a distribui¢do de fase do experimento de Young

de dois furos.
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Fonte: Adaptado pelo autor de [8], 2016, pg. 37.

na Fig.2.17. Neste caso, os furos estdo dispostos na forma de um tridngulo equilatero de lado

Figura 2.17: Tustragio da configuragio de um experimento de Young de trés furos.
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Fonte: Adaptado pelo autor de [8], 2016, pg. 37.

a, e suas posi¢des na tela sdo dadas por (z1,41) = (0,v3a/3), (w2,12) = (a/2,—/3a/6) e
(z3,93) = (—a/2, —v/3a/6) [8]. Desse modo, no caso que U; = U, = Us = U, 0 campo no
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ponto P é dado por

2b ikL _ 2 . 2 B 9 _ 5
Ulw,y, L)~ — Up~- {exp {ik(x T+ (y yl)]+exp {ik(?f 2)* + (y — 1)

AL 2L 2L

(2.47)

©exp [Z.k(l‘ - xs)?;(y - y3)2” .

A Fig.2.18 exibe os padroes de amplitude e fase desse campo. Na Fig.2.18(a) vemos um
conjunto de pontos brilhantes com um conjunto complementar de regides escuras. Olhando para
o padrio de fase, nota-se que os pontos escuros sio singularidades de fase do campo. E impor-
tante ressaltar que a maneira mais segura de ter certeza de que uma regiao escura do campo
de ondas é uma singularidade, e ndo um quase zero de amplitude, é observando a distribui¢cdo

espacial de fase.

Figura 2.18: Novamente, em (a), é exibido o padrio de intensidade e em (b) a distribui¢do de fase do experimento

de Young de trés furos.

0

x[mm]

Fonte: Adaptado pelo autor de [8], 2016, pg. 38.

E importante salientar que no padrio de fase de um campo gerado a partir de um inter-
ferometro de trés furos, como mostra a Fig.2.18(b), ha varias singularidades de fase de carga
topologica m = =£1. Entretanto, acontece um comportamento similar a esse se o0 processo for
repetido para um interferdmetro de quatro, cinco furos, e assim por diante [8]. Aparentemente,

estas sdo as singularidades tipicas que ocorrem em uma experiéncia de interferéncia geral, por
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isso sdo chamadas de genéricas, enquanto que o padrdo produzido no interferometro de dois
furos € um caso muito especial e incomum.

A partir desses dois exemplos, surge uma questao interessante: o que acontece quando per-
turbamos o campo resultante a partir de uma pequena mudanga na amplitude da luz proveniente
de um dos furos para ambos os casos citados acima? Formula-se uma resposta a esta indagacao
ao analisarmos o comportamento das fases dos campos para o caso de U; = 1.2 para os inter-
ferometros de dois e trés furos. A Fig.2.19 mostra os padroes de amplitudes e de fases para a

situacdo considerada, respectivamente.

Fi gura 2.19: (a) e (b) exibem os padrdes de intensidades dos campos das Eq.(2.46) e Eq.(2.47)s, respectivamente,
quando U; = 1.2 em ambos os casos; (c) e (d) mostram as respectivas distribuicdes de fase de Eq.(2.46) e

Eq.(2.47), para U; = 1.2.

Fonte: Autor.

A partir das Fig.2.19(a) e (b), ndo notamos qualquer mudanca nas amplitudes dos campos
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resultantes, seja para a interferéncia de duas ondas ou de trés. A primeira vista, dirfamos que na
Fig.2.19(a) tem-se linhas singulares nao genéricas, enquanto que na Fig.2.19(b) tem-se singu-
laridades genéricas, uma vez que as distribuicdo de amplitudes sao iguais aquelas do caso em
que os campos nao foram perturbados.

Porém, quando olhamos para os padrdes nas Figs.2.19(c) e (d), vemos que o a distribuicao
de fase do caso de dois furos muda significativamente, como mostrado na Fig.2.19(c). Os saltos
de fase descontinuos transformaram-se em mudancas rapidas, mas suaves na fase. Conclui-se
que o novo padrdo de intensidade ndo tem quaisquer zeros; na verdade, pode-se mostrar que o
experimento de dois furos de Young s6 tem zeros quando a luz que o ilumina tem exatamente a
mesma amplitude nas aberturas [8].

Olhando para padrdo de fase do caso de trés furos, ilustrado na Fig.2.19(d), verifica-se que
as singularidades ainda estdo presentes. Este fato mostra que apenas vortices Opticos genéricos
sdo estaveis sob pequenas perturbacdes do sistema gerador. Portanto, agora sabemos que 0 uso
da palavra ”genérica” para designar uma singularidade de fase, surge do fato que o aparecimento
desses defeitos topoldgicos na frente de onda devem ser a observagdo mais comum nos eventos
de interferéncia em geral.

Outro caso particular do aparecimento de superficies singulares (singularidades nao-genéricas),
ocorre quando ha uma forte simetria no sistema (geralmente cilindrica) [36]. Um bom exemplo
de um campo Optico com esta caracteristica € o feixe Bessel que tem amplitude proporcional a
fun¢do de Bessel de primeiro tipo de ordem m, J,,,(p). Desta maneira, a menos da regido central
do feixe, existem infinitos anéis de amplitude nula, J,,(p) = 0, e consequentemente, infinitas
superficies singulares. Esta mesma situacdo também € vélida para modos Laguerre-Gauss de
indice radial p # 0, porém, neste caso, a quantidade de superficies singulares dependera do

valor assumido por p.



3. Método Alternativo para Obtencao de

Feixes Opticos Nao-difrativos

3.1 Introducao

Vimos anteriormente que a equagdo de Helmholtz (EH) rege a propagacdo de luz mono-

cromadtica e que a partir desta equacao percebe-se que a difragdao ¢ uma propriedade natural do
campo de onda de luz, de modo que tal fendmeno nao esta relacionado apenas a transmissao
da luz através de aberturas e obstiaculos, onde € observada com mais evidéncia. Em vez disso,
entende-se que a difragdo é uma caracteristica implicita de luz monocromatica propagante.
Ja é bem conhecido que qualquer campo Optico de luz pode ser representado por uma
superposicao de ondas planas, a medida que o campo se propaga, essas ondas planas interferem
umas com as outras construtiva e destrutivamente, sendo que este processo de interferéncias
depende da fase relativa adquirida por cada onda plana na direcdo de propagacao [40]. Este
fato constitui uma maneira alternativa de obter solucdes que representam feixes nao difratantes.
Entretanto, todos os feixes ndo difrativos fazem parte do caso em que cada onda plana de uma
dada superposi¢ao muda de forma idéntica.

Neste cendrio, os feixes Bessel sdo vistos como um conjunto de ondas planas de igual ampli-
tude com iguais componentes longitudinais do vetor de onda, k.. Visualmente, pode-se imagi-
nar que tais superposi¢des de ondas formam um cone de luz em que o eixo do cone corresponde
a direcdo de propagacdo de um dado modo Bessel. Nesta abordagem, admite-se que os vetores
de onda k residem na superficie do cone. Além disso, considera-se que estes vetores podem ser
decompostos em componentes transversal, k;, e longitudinal, k., em que k = |k| = \/w

A Fig.3.1 mostra esquematicamente as disposicdes das componentes dos vetores de onda.

41
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Figura 3.1: a) Disposi¢des dos vetores de onda k sobre a superficie de um cone; b) decomposigdo do vetor k em

suas partes transversa, k;, e longitudinal, k. ; ¢) a base do cone compreende uma circuferéncia de raio k;.

K. §

(b) (c)

Fonte: Adaptada de [41], 2010, pg. 1215.

Uma alteragdo nas amplitudes das ondas planas pode gerar feixes elipticos e parabdlicos.
Além disso, existem outras solucdes que ndo se propagam em linhas retas, como o feixe Airy
[42].

Do ponto de vista quantitativo, inicia-se escrevendo a equacao de Helmholtz como:
o? 0? o?
z

Por conveniéncia, escolhemos o eixo z como a dire¢do de propagacdo. Deste modo, € facil

verificar que a onda plana a seguir € solu¢do da Eq.(3.1)

Uo(z,y, z) = explik,z — ik, (x cos ¢ + ysen )], (3.2)

desde que a relagdo k* = k7 + k? seja satisfeita. Onde k. é o componente longitudinal do vetor
de onda e k; corresponde a componente transversal. A varidvel ¢ é o angulo polar do plano
transverso onde reside k;. Se quisermos obter um feixe ndo difrativo, como o feixe Bessel, por
exemplo, precisa-se de uma superposicdo de multiplas ondas planas. Esta superposi¢do pode

ser descrita usando a integral de Whittaker [40],
21
U(.fl?,y,Z) _ eikzz / A<¢)€ikt(xcos¢+ysen¢)d¢’ (33)
0
que € uma solucao da equacdo de Helmholtz. De fato,

52 N |
(v? + @ + k2> ezkzz/ A(¢)ezkt(xcos¢+ysen¢)d¢ _ O,
0

2T
(V? i ki + k2) eikzz/ A<¢>eikt(:pcos¢+ysen¢)d¢ = 0.
0
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Como k? = k* — k2, entdo

27
et / A(@) (V7 + k7) ettelmeoservendlge — o,
0

2w
[ A cost o 4 sen 9) 4 KR —0. (34
0

Uma vez que cos? ¢ + sen? ¢ = 1, estar provado que a integral de Whittaker satisfaz a equacio
de Helmholtz. Além disso, a fun¢do complexa A(¢) define a fase e a amplitude das diferentes
ondas planas que compdem o feixe ndo difrativo.

Deste modo, percebe-se que um feixe nao difrativo é dado por uma superposi¢do de multiplas
ondas planas tendo vetor de onda transverso, k;, restrito em um circulo. Hernandez-Figueroa
et al afirmam que qualquer fungdo complexa A(¢) define um feixe ndo difrativo. Entretanto,
a integral de Whittaker s6 pode ser expressa analiticamente para alguns casos particulares de

A(¢) [40]. Um destes casos ocorre quando A(¢) = e~ %, de modo que
2
U(Jf,y, Z) _ eikzz / e—imqﬁeikt(xcos¢+ysen¢)d¢‘ (35)
0

A relagdo entre as coordenadas cartesianas e cilindricas, para o plano transverso, € expressa

como x = pcos¢’ ey = psen ¢, logo, a Eq.(3.5) pode ser escrita como

2
U(p, ¢7 Z) — eikzz/ efimqﬁeiktp(cos¢cos¢/+sen¢sen¢’)d¢
0

2
_ eikzz / e—im¢eiktp[cos(¢—¢’)]d¢'
0
Fazendo uma mudanga de varidvel, em que 6 = ¢ — ¢/, tem-se que
. . ’ 2 . .
U(p, Qb, Z) — ezkzze—z'rmj) / e—zmeezktpcos Bde (36)
0

Sabendo que a fungdo Bessel de primeiro tipo de ordem m é dada por [43]:

c—m 2
Jo(z) = 227 /0 e~ imbgizcost g, (3.7)
Isso implica que
Ulp, ¢, 2) = Amin(kep)e™ M 0e=2, (3.8)

em que A,, é uma constante. Deste modo, verifica-se novamente que a intensidade optica dos

modos Bessel é dada por

1(p, &, 2) = | A T (k).
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A importancia de estudar feixes ndo difrativos se justifica no fato de que estes tipos de
feixes t€m uma grande gama de possiveis aplicagdes. No cendrio da comunicagdo 6ptica, prin-
cipalmente, eles surgem como uma alternativa relevante de canal de envio de informagdo, pois
podem ser projetados para propagar grandes distancias sem sentir efeitos aprecidveis da difracao
e serem bastante resistentes a flutuacdes atmosféricas [44].

Além disso, Arlt ef al, em 2001, mostraram uma técnica de micromanipulagdo dptica para
mover particulas de tamanho micrométrico com feixe Bessel [45]. Ja em 1990, Lu et al propo-
ram um método de geracdo de imagens médicas usando feixes ndo paraxiais em vez de gaussi-
ano [46]. Soma-se a essas, potenciais aplicacdes em metrologia [47] e microscopia [48], além
da utilizacao desses feixes em Optica quantica e ndo linear [49].

Sabe-se que a equacdo de Helmholtz pode ser separdvel em 11 sistemas de coordenadas,
mas s € separdvel nas partes transversa e longitudinal apenas em coordenadas cartesianas,
cilindricas circulares, cilindricas parabdlicas e cilindricas elipticas [24]. A solu¢do da EH em
tais sistemas de coordenadas nos lava aos feixes Opticos Hermite-Gauss, Laguerre-Gauss, Bes-
sel [25], Elipticos [16].

Visto a relevancia dos feixes ndo difrativos, bem como a pouca quantidade de solugdes
analiticas para a EH, tem-se tentado obter estes feixes com novas formas geométricas com
métodos diversos. Podemos citar como exemplo o trabalho de Lépez-Aguayo et al [50], em que
eles apresentam uma técnica que permite gerar feixes de luz livre do efeito da difracdo com uma
variedade de geometrias transversais. Para isso, langcaram mao de um algoritmo iterativo que
otimiza a amplitude e a fase do espectro angular A(¢). Trabalhos com objetivos semelhantes,
mas diferindo no tipo de otimizagdo utilizada, podem ser encontrados nas referéncias [17,51].
Visto que a obtencdo de feixes nao difrativos com formas geométricas diversas para o perfil
transverso da intensidade é de grande relevincia no meio cientifico e tecnoldgico, isso nos
motivou a também contribuir com tal assunto.

Nossa contribuicdo consistiu em propor um novo método para obter feixes ndo difrativos
manipulando A(¢), de tal forma que transferiremos a informagdo de uma dada geometria ao
espectro angular a partir da parametrizagdes de curvas simples. Este método tende ser mais
simples do que os métodos tradicionais, que consistem em resolver a EH, bem como os que
requerem otimizacdo. Em outras palavras, conseguimos passar a informagao geométrica de
curvas planas simples para o perfil transverso do feixe manipulando apenas a amplitude da

soma de ondas. A seguir mostraremos o modelo tedrico para nossa proposta.
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3.2 Modelo Teédrico para Gerar Feixes Nao Difrativos a par-
tir da Parametrizacao de Curvas Simples

O ponto de partida para expressar nosso método de geracdo de feixes nao difrativos é definir
o que é uma curva simples ao lancar mao da geometria diferencial. Segundo Abbena et al, uma
curva simples a(¢) = (o (¢), ay(¢)) é entendida como sendo uma curva regular fechada . Isto
é, tal curva € diferenciavel, assim como para uma dada constante ¢ > 0, a(¢ + ¢) = «(¢) com
¢ € R, onde ¢ é o periodo. Além disso, a(¢p1) = a(¢py) se e somente se ¢; — P = ¢ [52].

A parametrizacao de uma curva regular proporciona expressar o parametro escolhido em
termos das componentes x e y a partir da seguinte relacdo: ¢ = tan™'[a,(¢)/a.(¢)]. Deste
modo, ao considerar que estas curvas estdo no espaco dos vetores de ondas, propomos que o

espectro angular de um dado feixe nao difrativo pode ser escrito como segue:

A(8) = exp (imtan_l [Zyézﬂ) , (3.9)

em que m € a carga topoldgica do feixe. Em outras palavras, o que fizemos foi tomar uma curva

regular o(¢) = (a,(¢), ay(¢)) no espago dos vetores de onda, de modo que a parametrizagio
desta fornece sua informac¢do geométrica que € transmitida ao feixe nao difrativo.

Entretanto, € importante enfatizar que para manter a caracteristica de feixe nao difrativo da
Eq.(3.3), ndo alteramos o termo que contém os vetores de ondas transversos das ondas planas
expliky(z cos ¢ + ysin¢)]. Desta forma, em vez de procurarmos uma forma funcional para
A(¢) via solucdo da EH, tudo que precisamos saber é encontrar a parametrizagdo da curva para
uma dada geometria.

Como um exemplo trivial podemos citar a parametrizacdo de um circulo de raio unitdrio,
a qual é representada por a(¢) = (a,(¢), ay(¢)) = (cos¢,sin¢). Este caso leva a A(p) =
exp(im¢) e consequentemente, como vimos no capitulo 2, isso representa o espectro de um
feixe Bessel. Além dessa forma geométrica, exploraremos mais trés tipos de geometrias planas
que sdo representadas pela elipse, cardioide e a seno oval. Entretanto, desde que a curva em
questdo seja regular, nosso método nao se limita apenas a estes exemplos, sendo possivel obter
outras geometrias.

Vimos anteriormente que ndo € possivel calcular a integral na Eq.(3.3) analiticamente. To-
davia, essa integral representa uma superposicao continua de ondas planas, cada uma com am-
plitude complexa A(¢). Deste modo, sabendo que uma superposi¢io continua de ondas nada

mais € que uma soma de () ondas planas com () — oo, podemos reescrever a Eq.(3.3) em uma
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versdo discreta da seguinte forma:

o

-1
exp(ik.z) Yy exp (im tan~! {%] ) explik;(x cos ¢, + ysin ¢, )],

(3.10)

U(z,y,z) =

2T
Q-1

i
(=)

em que ¢, = 2nw/(Q —1)en = 0,1,2,--- ,Q — 1. Para fins praticos, usando () igual a
algumas centenas € possivel aproximar, com muito boa precisao, o resultado da integral [53].
Nesse contexto, sabendo que a componente transversa do vetor de onda estd restrita em um
circulo de raio k;, assumimos que k; = 2mwa, em que a € o parametro que controla o tamanho
das curvas que consideraremos a seguir.

Para mostrar a eficdcia de nosso método, mostraremos a seguir o perfil transverso de feixes
obtidos a partir da parametrizacdo de curvas simples. Como primeiro exemplo, podemos citar
o feixe Bessel de ordem m, o qual resulta da parametrizacdo de um circulo de raio arbitrario a,

ou seja,
Qp = acos @, o, = asing. (3.11)

De fato, quando a parametriza¢do da Eq.(3.11) é substituida na Eq.(3.9), obtém-se que A(¢) =
exp(ima). A Fig.3.2 mostra o padrdes da distribuicio de intensidade e de fase no plano trans-

Verso ry.

Figura 3.2: Feixe gerado a partir da parametriza¢do de uma curva circular com m = 7 e para um vetor de onda

transverso k; = 107 mm~?.

Fonte: Autor

Outro exemplo de curva simples € a elipse. Esperamos que a parametrizacao desta curva nos
forneca um feixe em que o padrao de intensidade no plano transverso xy tenha a forma eliptica.

A parametrizagdo de tal curva € dada por

o, = acosh picos @, o, = asinh psin ¢, (3.12)
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emque 0 < < ocoel < ¢ < 27 sdo as coordenadas elipticas radial e angular, respecti-
vamente. Para um dado p fixo, ao substituirmos a parametrizacdo da Eq.(3.12) na Eq.(3.9),
obtemos um feixe com forma eliptica. A Fig.3.3 mostra os padrdes de intensidade e de fase
no plano transverso xy para tal feixe. Na Fig.3.3(a), os parametros utilizados foram p = 1,
k, = 10m mm~! e Q = 150. Com o intuito de verificar a influéncia de x na constru¢io do feixe,

a Fig.3.3(b) foi obtida quando fazemos p1 = 0, 2. A partir das Fig.3.3(a) e Fig.3.3(b), notamos

Figura 3.3: Feixe gerado a partir da parametrizagio de uma curva eliptica com m = 7 e para um vetor de
onda transverso k; = 10m mm~!. Na figura (a), tem-se a curva, intensidade e fase do feixe gerado com p = 1,

respectivamente; e em (b), tem-se a mesma sequéncia, porém com p = 0, 2.

Fonte: Autor

que a elipticidade da curva depende dos valores assumidos pela coordenada eliptica radial .
Deste modo, para valores cada vez maiores de p, o feixe eliptico da Fig.3.3 tende a um feixe
circular, como o da Fig.3.2.

Como nosso terceiro exemplo de curva simples, apresentamos o seno oval. Esta curva se
mostra ser bastante interessante, uma vez que tem uma grande semelhanca com uma elipse,

porém, achatada. A parametrizacdo desta curva é dada por
a, =acosp, «, = asin(sin(sin¢)). (3.13)

O feixe obtido a partir dessa parametrizacio, apresenta-se como se tivesse circunscrito um
retangulo dentro de uma elipse. A Fig.3.4 mostra a curva no plano o,-a,, bem como os padrdes

de intensidade e de fase, no plano zy, do feixe obtido com a parametrizac¢ao na Eq.(3.13).
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Figura 3.4: Feixe gerado a partir da parametrizagio de uma curva seno oval com m = 7 e para um vetor de onda

transverso k; = 127 mm~1.
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Fonte: Autor

Finalmente, nosso quarto e ultimo exemplo de curva simples se da através da bem conhecida

cardioide. Esta curva tem parametrizacio dada por
Oy = 2ac0sp — acos2¢, o, = 2asin¢g — asin2¢, (3.14)

A Fig.3.5 mostra esta curva no plano k,-k,, além dos padrdes de intensidade e de fase, no plano
xy, do feixe obtido com a parametrizacdao da Eq.(3.14). Lembrando que tal feixe é obtido ao
substituirmos a parametriza¢ao da Eq.(3.14) na Eq.(3.9).

Figura 3.5: Feixe gerado a partir da parametriza¢do de um cardioide com m = 7 e para um vetor de onda

transverso k; = 127 mm~1.

Fonte: Autor

E importante ressaltar que, com excecdo do feixe Bessel, nenhuma das parametrizacdes
utilizadas até aqui seguem a forma usual, ou seja, a, = f(¢)cos¢p e o, = f(¢)sin¢, uma
vez que percebemos, durante nossos estudos, que todos os feixes gerados com este tipo de
parametriza¢do apresentavam forma geométrica circular. Tal fato ndo nos possibilitava gerar
feixes com geometrias diversas. Entretanto, notamos que isso acontece principalmente porque

estamos manipulando apenas a fase do espectro angular.
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Do ponto de vista tedrico, podemos evidenciar o cardter ndao difrativo dos campos de luz
gerados a partir da Eq.(3.9) ao observar a dinamica de propagacdo do mesmo. Isso pode ser
observado na Fig.3.6, em que € exibido um feixe eliptico, Fig.3.3(a), e a propagamos de uma

distancia arbitraria ao longo do eixo z. A Fig.3.6(a) e (¢) mostram o perfil transverso dos

Figura 3.6: Ilustragdo do comportamento do feixe eliptico ao longo de sua propagacio de uma distancia ar-

(a) (b) (b)
y —
x z x

Fonte: Autor

bitraria.

padrdes de intensidade no plano xy para z = 0 e 2 arbitrério, respectivamente.

A Fig.3.6(b) mostra o perfil yz do feixe a medida que o mesmo viaja do plano inicial em
z = 0 até um plano final arbitrdrio. Observamos que o comportamento do feixe permanece inal-
terado ao longo da propagacdo entre estes dois planos. Isso implica que, de fato, teoricamente,
os feixes gerados a partir da Eq.(3.9) sdo ndo difrativos.

Teoricamente, nossos feixes se mant€ém nao difrativos por uma distancia que se estende
de z = —oo0 a z = oo. Pois conforme expresso na Eq.(3.9) estes campos sdo dados pela
superposicdo de () ondas planas de igual amplitude, cujos vetores de propagacao possuem uma
projecao comum £k, ao longo do eixo de propagacdo. Nesse mesmo contexto, o médulo da
componente transversa dos vetores de onda é também uma constante dada por k? = k* — k2.
Além disso, é importante enfatizar que, neste contexto, essas () ondas planas t&€m dimensao
espacial infinita.

E importante salientar que a projecio dos vetores de onda das multiplas ondas planas in-
terferindo no plano zy formam um angulo # em relacdo ao eixo z que pode ser determinado
por 6 = tan~'(k;/k.). Além disso, as projecdes transversa de k em rela¢o ao eixo = formam
angulos que sdo multiplos de 27 /(Q — 1).

Enfatiza-se ainda que para um dado campo de luz gerado a partir da Eq.(3.10), a sua trans-
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formada de Fourier espacial inversa, no limite de grandes valores de (), se asemelha ao caso de
uma onda plana passando por uma fenda circular muito fina com uma modulagdo A(¢) dentro
dela. Esta situacdo também pode ser descrita, para feixes ndo difrativos com geometria circu-
lar, como uma superposi¢do de pequenos spots gaussianos deslocados radialmente do centro de
uma mesma distincia, cada um disposto de um certo angulo azimutal ¢,, = 27n/(Q — 1) e com

certa constante de fase A(¢,,) [54].

3.3 Resultados: Simulacao e Experimento

3.3.1 Simulacao Numérica

Na secdo anterior, vimos que, teoricamente, os feixes obtidos a partir da Eq.(3.10) tém a
caracteristica de ndo difratarem ao serem propagados. Isso sé € possivel se cada uma das ondas
planas que compdem esses feixes tiver extensdo espacial infinita. No entanto, em aplicagdes
reais, € impossivel obter ondas planas infinitas e a extensao espacial deve ser truncada, e isso
implica que a propriedade ndo difrativa também serd limitada a um intervalo finito.

Até este ponto, o nosso método de geracdo de feixe nao difrativo, do ponto de vista tedrico,
se mostra bem estabelecido para tal propdsito. Entretanto, a utiliza¢ao destes feixes em possiveis
aplicacdes requer que também consigamos gerd-los experimentalmente. Desta maneira, a fim
de observar o comportamento da propagacdo de feixe nao difrativos em uma aplicacdo real,
utilizamos a seguinte configuracdo experimental mostrada na Fig.3.7.

A configuracdo da Fig.3.7 ilustra a situagdo em que um laser operando a 532 nm é expan-
dido pela combina¢do de uma objetiva microscépica (OM) e uma lente L1, as quais possuem
comprimento focal de fpoy; = 1,65 mm e f; = 500 mm, respectivamente. O feixe expandido
¢ colimado pela lente L1 e desta maneira forma uma onda plana que ilumina uniformemente
o SLM, colocado atrds da lente L1. A onda refletida a partir do SLM ganha uma determinada
fase inserida neste e a0 mesmo tempo € submetida a uma transformada de Fourier pela lente
L1. No foco de L1 € colocado uma iris (I) para selecionar o campo desejado que € difratado na
primeira ordem de difracdo. Uma lente L2, de comprimento focal fo = 200 mm e disposta em
configuracdo 4 f com L1, é usada para formar a imagem do campo de luz na camera CCD.

Com o objetivo de solidificar a validade da realiza¢do do experimento, antes de apresentar os
resultados experimentais, simulamos numericamente a situacao experimental representado pela

Fig.3.7. Deste modo, ao analisarmos nossa configuracdo, notamos que as dimensdes transver-
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Figura 3.7: Configuragio experimental composta das lentes L1 e L2; de um filtro espacial (FE) composto de
uma lente objetiva microscépica (OM) e um furinho (P) de 50 pym de didmetro; de um divisor de feixe (BS); uma
iris (I); um modulador espacial de luz (Spatial Light Modulator, SLM); e de uma cimera CCD acoplada a um

dispositivo que a translada.
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Fonte: Autor

sais do campo na CCD é reescalado espacialmente de um fator adimensional S = f;/f, = 0, 4.
Por outro lado, as frequéncias espaciais, k, e k,, sio aumentadas implicando em um vetor de
onda transversal k; grande e, portanto, usamos k; — k;/S.

Devido a natureza finita da janela do SLM, o perfil transversal dos feixes no plano z = 0
foi delimitado em uma regido quadrada de lados com comprimento L = 7.5 mm, sendo 7 mm o
tamanho do lado da janela do SLM. Portanto, calculamos o campo em z = 0 usando a Eq.(3.10)
e o propagamos usando o método do espectro angular [30,55]. Além disso, sabendo que em
um sistema Optico real as imperfei¢cdes experimentais estdo sempre presentes, isso nos fez usar
S = 0,475 para fazer as simulagdes concordarem com os experimentos, um valor préximo a
S =0,4.

O passo inicial da simulagdo foi gerar um feixe em z = 0 e truncd-lo em uma janela qua-
drada de lado L = 3,33 mm. No experimento, esta janela corresponde a projecdo da tela do
SLM na CCD. O segundo passo € propagar o feixe de z = 0 até z = 300 mm, no experimento,

isso equivale a transladar a CCD desta mesma distancia em pequenos incrementos Az = 0,75
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mm. Simulamos os feixes circular, eliptico, cardioide e seno oval.

A simulacdo do feixe circular foi realizada para o caso em que k;, = 100 mm~! e quando
k; = 12r mm™!, respectivamente. A primeira linha da Fig.3.8 mostra o padrio de intensidade,
no plano transverso zy, em z = 0, o perfil da propagacao do feixe ao longo de z, e o padrdo de
intensidade do campo de luz z = 300 mm para o caso de k, = 10m mm~!. A segunda linha é

organizada de maneira similar, mas para k;, = 127 mm™!,

Figura 3.8: Padrdes de intensidade e perfil da propagagdo para feixes circulares com componentes transversas

do vetor de onda k; = 10m mm~! e k, = 127 mm ™!, respectivamente.
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Fonte: Autor

Comparando as propagacdes da primeira linha com a da segunda linha da Fig.3.8, notamos
que o padrdo de intensidade do feixe com k; = 10m mm~! permanece invariante por uma
distAncia maior do que aquele com k, = 127 mm~!. Mais adiante tal comportamento ficard
mais claro, pois extrairemos uma relacdo quantitativa que prevé a distancia maxima sobre a
qual um dado feixe ndo paraxial permanece sem difratar.

Na Fig.3.9, mostramos a simula¢io numérica para um feixe eliptico com k;, = 10m mm™?,
bem como dos feixes cardioide e seno oval, ambos com k, = 127 mm~!. Ao compararmos
a primeira linha da Fig.3.9 com a primeira linha da Fig.3.8, nota-se que o comportamento da

propagacao do feixe eliptico é semelhante ao do feixe circular. Outra observacdo importante é

que ao comparar a segunda e terceira linhas da Fig.3.9 com a segunda linha da Fig.3.8, obser-
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Figura 3.9: Padrio de intensidade e perfil da propagacio para um feixes eliptico, cardinoide e seno oval.
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vamos novamente uma certa semelhanca entre o comportamento das propagacoes.

A explicacdo fisica para tais semelhancas estd no fato de que, no primeiro caso, tanto o
feixe circular quanto o eliptico tém o mesmo vetor de onda transverso k;, = 107 mm~!. Si-
milarmente, no segundo caso, os feixes circular, cardioide e seno oval compartilham da mesma
componente transversa do vetor de onda k; = 127 mm™'. Do ponto de vista observacional, uma
vez que ainda ndo mostramos uma relacao quantitativa que rege este comportamento, isto sig-
nifica que a méxima distancia de propagacao, livre da difracao desses feixes, dependem apenas
da magnitude de k;, ndo tendo relacdo alguma com a forma geométrica destes.

Para explicar esses comportamentos quantitativamente, usamos a Fig.3.10 que ilustra a
propagacdo de um feixe ndo difrativo truncado. Usando o fato de que todos os feixes gerados

a partir da Eq.(3.10) sdo compostos de multiplas ondas planas, isso implica que ao analisarmos
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a Fig.3.10(a), obtém-se a Fig.3.10(b). Além disso, podemos inferir que a onda plana viajando
ao longo da linha verde, com inclinag@o positiva, é dada por exp(ik;y). Esta onda, apds ter sido
propagada de uma distancia d na direc@o z, terd se deslocado de L /2 na dire¢do y, o que nos

leva a Fig.3.10(c).

Figura 3.10: Perfil da propagacio para um feixe ndo difrativo arbitrério.

0

Fonte: Autor

A partir da Fig.3.10(b), temos que tan§ = k;/k,. Similarmente, da Fig.3.10(c), temos que
tand = L/2d, isso implica que a maxima distincia que um feixe nio paraxial se propaga livre

de efeitos difrativos € dado por
kL
2k

Nota-se, todavia, que k, = kcos#, além disso, na pratica, o angulo ¢ assume valores muito

d

pequenos. Isso implica que cosf = 1, deste modo temos que k, ~ k. Portanto, a mdxima
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distancia de propagacdo de um feixe ndo difrativo pode expresso como:

kL

d=—.
2k

(3.15)

Para uma dada janela fixa, a Eq.(3.15) nos dd a no¢do quantitativa a respeito do compor-
tamento da propagacdo dos feixes ndo difrativos. Essa equacio nos esclarece que a maxima
distancia de propaga¢dao que qualquer feixe ndo paraxial consegue se manter nao difrativo s6

depende da magnitude da componente transversa do vetor de onda.

3.3.2 Resultados Experimentais

Para a geracdo experimental dos feixes nao difrativos, mostrados nas Figs.3.8 e 3.9, uti-
lizamos os mesmos parametros utilizados na simulacdo numérica. Além disso, codificamos
amplitude e a fase do campo, resultante da superposi¢ao de ondas planas Eq.(3.10), em um ho-
lograma gerado por computador (CGH) [34] e o enviamos eletronicamente ao SLM. A seguir,
apresentaremos os resultados experimentais e os compararemos com os resultados da simulagdo
numérica discutidos acima.

A Figs.3.11 mostra os resultados experimentais correspondentes as simulagdes apresentadas
nas Figs.3.8. Na primeira linha da Fig.3.11, temos o padrdo de intensidade no plano zy em
z = 0, o perfil da propagacdo no plano yz e padrdo de intensidade no plano zy em z =

300 mm do feixe circular com k;, = 107 mm~'.

A segunda linha dessa mesma figura estd
organizada de maneira similar a primeira, porém, tem-se um feixe circular de quem k; = 127
mm~!. Comparando as Figs.3.11 e Figs.3.8, observamos uma boa concordincia entre simulagio
e experimento.

Além disso, levando em conta o fator de reducdo S = 0,475, a Eq.(3.15) prevé que a regido
em que o feixe circular com k; = 107 mm~! permanece sem difratar corresponde a d = 299, 4
mm, enquanto que o feixe circular com k; = 127 mm™! corresponde a d = 249,5 mm. Tal
previsdo esta totalmente confirmada pelo experimento, uma vez que a distincia de propagacao
dos feixes experimentais concordam com a simulacao.

Os resultados experimentais para a geracdo dos feixes eliptico, seno oval e cardinoide sdo
mostramos na Fig.3.12. Tais resultados correspondem as simulac¢des apresentadas na Fig.3.9. E
como esperado, os resultados para os feixes gerados experimentalmente, tanto as intensidades
nos planos inicial e final como o perfil de suas propagacdes, concordam muito bem com a

simulacao.
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Figura 3.11: Feixes circulares gerados experimentalmente.
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O trabalho de Bouchal et al ratifica a validade de nossos resultados, tanto tedricos quanto
experimentais, uma vez que ao estudarem a propriedade de auto reconstrucdo de um feixe ndo
difrativo perturbado por um obsticulo, eles chegaram a uma relacdo semelhante a Eq.(3.15)
para as distancia minima e maxima de auto reconstrucao [56].

A geracao de feixes ndo paraxiais a partir da parametrizacao de curvas simples foi possivel
devido ao fato que tais curvas s@o homotdpicas com o circulo, isto significa que tais curvas
podem ser produzidas por deformacao continua do circulo [52]. Além disso, curvas nao simples
podem ser vistas como um conjunto de curvas simples. E devido a isso, os feixes que seriam
gerados a partir dessas curvas sofreriam interferéncia entre si, fato que contribui para a ndo
formacdo de um padrdo com franjas concéntricas lisas deformadas de acordo com a geometria

considerada.



Figura 3.12: Feixes circulares gerados experimentalmente.
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4. Estudo da Conservacao da Carga

Topolégica em Difracao por Aberturas

4.1 Introducao

Vimos anteriormente que a solucao da equacgdo escalar de Helmholtz paraxial em coordena-
das cilindricas resulta em um conjunto de modos chamados de feixes Laguerre-Gauss (LG). Por
motivo que ficaréd evidente posteriormente, nosso interesse se restringe aos modos azimutais, 0s

quais podem ser expressos como [57]
B (r,0) = Arl™ exp[—im] exp(—r? /w?), 4.1)

em que 7 e ¢ sdo as coordenadas polares que definem um cilindro coaxial, A é uma constante
de normalizacdo e m é o indices azimutal, também conhecido como carga topoldgica (CT).

A importancia dos modos LG surgiu em 1992, quando Allen ef al mostraram que campos
de luz com estrutura de fase azimutal exp(—im#) transportam momento angular orbital (MAO)
de magnitude mh por féton [5], em que 7 € a constante de Planck. A partir desse momento, ci-
entistas da Optica fisica passaram a procurar métodos de caracterizar o momento angular orbital
da luz, uma vez que para tal, bastaria discriminar o valor da CT.

Um dos métodos bastante eficiente e relevante para discriminar a CT de um feixe que trans-
porta MAO foi proposto por Hickmann ef al [58]. Tal método consistiu em difratar modos
LG através de aberturas triangulares. Eles perceberam que o padrao de difracdo, produzido na
zona de Fraunhofer, manifestava-se como rede triangular, a qual se correlacionava com a carga
topoldgica m.

Para efeito de entendimento do método, mostramos na Fig.4.1 redes triangulares, obtidas
via simulacido numérica, as quais resultam da transformada de Fourier de diferentes modos LG
incidindo sobre uma abertura triangular. As Fig.4.1(a-d) mostram feixes com diferentes CT
incidindo sobre aberturas triangulares. Nas Fig.4.1(e-h) € mostrado os respectivos padroes de
difragcdo na zona de Fraunhofer.

Percebe-se que para m = 1, o numero de pontos brilhantes (Spot) que constituem um dos
lados da respectiva rede triangular € N = 2; para m = 2, tem-se N = 3; para m = 3, tem-se

N = 4; e finalmente, para m = 4, nota-se que N = 5. Portanto, a relagdo entre o valor da CT

58
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Figura 4.1: As figuras (a), (b), (c) e (d) mostram resultados de simulagdo numérica de diferentes modos LG
incidindo sobre uma abertura triangular equildtera. Nas figuras (e), (f), (g) e (h) € mostrado os respectivos padrdes

de difrag¢do na zona de Fraunhofer.

—TIT

x [u.a]

Fonte: Autor

do feixe incidente sobre a abertura e o respectivo nimero de spots que determina o lado da rede
triangular é dada por |m| = N — 1.

Um fato que faz dessa técnica ainda mais interessante € que, além de conseguir obter o valor
da CT do feixe incidente na abertura triangular, pode-se também determinar o sinal (polaridade)
de m [59], uma vez que este indice assume valores inteiros. Isto pode ser entendido ao observar
a Fig.4.2.

Ao observar as Fig.4.2(c) e Fig.4.2(d), constata-se que ao inverter o valor da CT, nota-se uma
rotacdo de 7 na rede triangular no sentido anti-horério. Este comportamento ndo é observado
quando se usa uma abertura quadrada [57], por exemplo. Entretanto, com este outro tipo de
abertura, consegue-se determinar valores significativamente altos para a carga topoldgica, cita-
se m = £18.

Como vimos no capitulo dois, o feixe LG também é conhecido como um vortice dptico.
Pois, um dado modo LG consiste de uma distribuicdo de intensidade que circunda simetrica-
mente um ponto em que a amplitude do campo 6ptico € nula. A fase do campo pode assumir
qualquer valor neste ponto. Além disso, verifica-se que os valores de fase aumentam ou dimi-

nuem de 2m7 em um giro completo no entorno desse ponto [8]. Em outras palavras, os pontos
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Figura 4.2: As figuras (a) e (b) mostram o modo LG com m = 2 incindindo sobre a abertura triangura € seu
respectivo padrdo de difracdo. Nas figuras (c) e (d) € mostrado o modo LG com m = —2 incindindo sobre a

mesma abertura triangura e sua respectiva rede Optica na regido de difracdo de Fraunhofer.

y [u.a]
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Fonte: Autor

do campo em que a fase pode assumir qualquer valor € chamado de ponto singular (vortice) ou
singularidade de fase. Estes sdo os responsdveis pelo surgimento da estrutura de fase helicoidal
dos feixes com MAO [60].

A Fig.4.3 mostra os padrdes de intensidade e fase de varios modos LG com o intuito de
proporcionar um melhor entendimento sobre a forma como as singularidades de fase se mani-
festam e o comportamento do crescimento dos valores de fase em torno de um ponto onde a
intensidade do campo 6ptico € nula. As colunas (a) e (b) da Fig.4.3 mostram modos LG de car-
gas topologicas m = +1, respectivamente. Isso implica que essas singularidades tém o mesmo
tamanho, porém , as circulacdes de fase ao redor destes pontos sao opostas.

No caso de m = 1, tem-se uma singularidade genérica positiva, enquanto que para m = —1
a singularidade genérica € dita ser negativa. Na coluna (c) da Fig.4.3 observamos um modo LG
de carga m = 2, nota-se que a fase deste campo faz duas rotagdes em torno do ponto singular,
neste caso, tem-se uma singularidade ndo genérica. Enquanto que a coluna (d) mostra o padrao
de intensidade de uma superposi¢do de dois modos LG, LG, 5 = LGy + LG5. O padrao de fase
correspondente mostra o exemplo de um campo de onda com varias singularidades genéricas.

E importante enfatizar que a carga topoldgica é conservada na propagacio, pois se mostrou
robusta durante a propagacao em atmosfera turbulenta [9]. Soma-se a isso o fato de os vortices
serem resistentes as perturbacdes do campo de onda, uma vez que ao serem difratados por uma
abertura triangular isdscele sua CT foi observada no campo distante difratado [11]. Outra curio-
sidade importante sobre as singularidades de fase é que, assim como as particulas subatomicas,

elas podem interagir entre si €, como em outras areas da fisica, é possivel observar a criacdo e
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Figura 4.3: As figuras (a), (b), (¢) e (d) mostram os padrdes de intensidade dos LG, modos Laguerre-Gauss.
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aniquilagdo de pares de vortices [61].

Para alguns feixes altamente simétricos, como os feixes LG, propagando no espaco livre,
as singularidades de qualquer valor m permanecem estaveis e nenhuma singularidade nova €
criada nem aniquilada durante a propagacao. Entretanto, quando em seu caminho um modo LG
com |m| > 1 sofre uma perturbagao, tal como por um meio nao linear [62], turbuléncia [63],
ou por uma unica abertura [58, 64, 65], os feixes se tornam instaveis e sua singularidade ndo
genérica pode se quebrar em vérias singularidades genéricas, m = +1.

Ainda sobre a conservacdo da CT, existem registros de que este efeito foi observado em
diferentes sistemas lineares [9, 66] e nao lineares [62]. Por exemplo, foi demonstrado que a
CT € uma quantidade robusta que pode ser transmitida ao longo de distancias significativas
conservando seu valor ao se propagar através de turbuléncia atmosférica [9].

A conservagao da CT total também foi encontrada em um campo focal resultante da iluminagao
uniforme de uma lente, embora a criacdo e a aniquilacao de singularidades de fase possam ocor-
rer [66]. Outa forma de verificar conservagdo da CT foi estudada quando a instabilidade dos
vortices € devida a topologia do feixe [67].

Entretanto, notamos que ainda had lacunas no que se refere a conservagao da carga to-
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poldgica. Pensando nisso, propomos realizar um estudo detalhado da conservaciao geral da
CT de um dado modo Laguerre-Gauss quando este é perturbado por uma abertura geral posta
em seu caminho. Em outras palavras, analisaremos a conservacao da CT através da difr¢ao de
um feixe por uma abertura genérica. Nossa intencdo € contribuir com esta questdo propondo
um modelo tedrico que descrevera a perturbacdo de feixes LG por uma abertura qualquer, bem
como a propagacao do campo perturbado. Em seguida, faremos a confirmac¢ao experimental do

modelo.

4.2 Representacao Teorica da Pertubacao de Modos Laguerre-

Gauss por uma Abertura Arbitraria

Iniciamos nossa representacao tedrica considerando que uma abertura qualquer é o agente
perturbador de feixes LG, os quais serdo representados como FE,,. Depois que FE,, cruza a
abertura, é propagado através de um sistema 6ptico ABC'D, como pode ser visto na Fig.4.4,

a qual ilustra esquematicamente a situacdo verbalmente exposta. Ao final da propagacgdo, o

Figul‘a 4.4: Geometria do sistema. O feixe de luz E,,, depois de cruzar a abertura €, difrata através de um

sistema ABC'D produzindo o campo final E,,,.

y Em(an Yo, O)
y
—_— / B
A B Em(r7972>
C D

Fonte: Autor

campo difratado E,, pode ser expresso pela integral de Collins [68], a qual € dada em termos
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dos elementos da matriz ABC D de nosso sistema,

1k
oty {(25)

x [(z*+y?) — 2ww0 — 2yy0 + Az + yg)]} dxodyy. 4.2)

En(r,y,2) =

27TB

No plano da abertura {2, o campo incidente, £,,, € dado pela Eq.(4.1), mas, por conveniéncia,

expresso em coordenadas cartesianas como

. 2 + 2
En(x0,90,0) = (zo £ 2y0)|m| exp (—0272%) : (4.3)
0

Salientamos que os sinais mais ou menos no termo (o = iy)/™ denotam CT positiva ou ne-
gativa, respectivamente. O campo na Eq.(4.3) representa feixes LG com CT m e de cintura wy.

Podemos reescrever a Eq.(4.2) da seguinte forma:

~ ik kD m xg +
Ep(r,y,2) = o8 pK B) z® + y? ]// (o % iyo) eXp( 02wy0>
0

ik
X exp { (—ﬁ) [A(af + y3) — 2zwo — 2yyo]} dxodyo.

Agora, a partir da expressdo acima, note que, independentemente da abertura, o termo que

contém uma singularidade pode ser fatorado como um operador derivada,

b = () "en[(52) e 0] (8 2:8)”

ik
X exp { (_ﬁ> [A(a:% + yg) — 2x30 — 2yy0]} dxodyp. 4.4)

em que Fy(xg, Yo, 0) = exp|[—(x2 + y2) /2wd].
Uma maneira compacta de escrever a Eq.(4.4) € alcancada expressando o plano transverso
em coordenadas polares x = r cosf e y = rsin §, em que r € a coordenada radial e # € o angulo

polar. Agora € conveniente expressar a Eq.(4.4) como um produto de dois campos
En(r,0,2) = B{(r,0,2) Ey(r,0, 2). (4.5)

Além disso, sabendo que 6 = tan~'(y/x) e que r = /22 + y?2, podemos escrever as seguintes

relagdes

o _wa mo o oo 0 o
or  Oxdr 0xd0 Oy Oyor Oyob '
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Uma vez que sabemos como r e # dependem de x e y, encontramos facilmente as derivadas a
seguir
or T 00 1
= ———=cosf, — = ¥ _ ——sinf (4.7a)

% /22 + Y2 ox /22 + Y2 r

g_L_SmQ @—L—ECOSQ (4.7b)
dy \/m T Oy \/m r ’ '

Deste modo, podemos fazer a seguinte mudanga:

) o\ o i o\Mm
o ti— = ml) | — + —— . 4.8
(8x Zay) exp(im )<(97“ 7’80) 48)
Além disso, com o auxilio da Eq.(4.8), assumimos que o campo F/ toma a seguinte forma
/ ik ik 9 ,
Ei(r,0,z) = 5.5 &P {( B) Dr } exp(imf), (4.9)

enquanto que o campo £, é escrito como

, B\ (o _ia\]™
EQ(T,G,Z) = |:<E) (E + %%)1 //Q EO(J/'O’Z/O;O)
(4.10)

X exp { (—%) [A(22 + y) — 2w07 cos § — 2yor sin 0]} dxodyo.

Uma vez que feixes de CT |m| > 1, quando perturbados, séo instdveis, a correspondente singu-
laridade ndo genérica pode se quebrar em vdrias singularidades genéricas, m = £1. Todavia,
segundo Berry [69], € possivel calcular a carga topoldgica liquida, Sz , de um campo 6ptico

contendo multiplos vortices genéricos como

2Em(r, 6,z)

2
Sy = nmi/ doRe | (—)9L — " | @.11)
0

™ r—00 2T En(r,0,z)

Pois para um dado campo de luz contendo um niimero grande de singularidades genéricas, a
CT liquida é a soma de todas elas. A integral na Eq.(4.11) pode ser entendida como a soma de
todas as singularidades dentro de um circulo de raio r muito grande tracado no plano transverso
do campo optico.

Assumimos que, na Eq.(4.5), o campo final difratado é o produto de dois campos, F/| e Eb,
desse modo, € fécil mostrar que S;; = Sp/, g, = S, + Sgr,. Entdo, devemos fazer o célculo

da Eq.(4.11), para E} e Ej. Para calcular Sg/, iniciamos com

J ~ (i)*mk ik 5 ,
%E 1(r,0,2) = “o-p XP {(_E) Dr?| exp(imb). (4.12)
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E de fécil observacio que

gﬁm(rﬁ,z)
M i (4.13)
En(r,0,z)
portanto,
.1 N
S, = lim o /O dORe [(—i)(im)] = m. (4.14)

Vimos que o cdlculo de S+, foi bastante trivial, entretanto, para obter Sz, olharemos para E's
em seu regime assimptotico em relacdo a r, ou seja, para o caso em que 1 — 00. Além disso,
os termos de fase quadratica na Eq.(4.10) podem ser negligenciados neste limite. Deste modo,
chegamos a seguinte expressao

lim E'y = <§2> " // Eo(x0, yo,0) exp %(xor cos 0 + yorsin ) | dzodyy.  (4.15)
ik Or Q B

Agora, ao olhar a Eq.(4.4), observamos que a CT inicial estd contida no termo que contém 0s
operadores derivadas que foi fatorado, (0/0x % i0/dy)™!. Isso implica que, quando se toma
o limite de r tendendo ao infinito, tem-se como consequéncia o desaparecimento da derivada
em 6. Isso indica que a CT de Sg/, € nula, independentemente da abertura. Desta maneira,
verifica-se que a carga topoldgica liquida € dada por S = Sg, g, = S, = m.

Portanto, constata-se teoricamente que a carga topoldgica ndo genérica de um modo LG
que incide em uma abertura qualquer se conserva ao longo da propagacdo. Para ilustrar este
resultado tedrico, exemplificaremos com as aberturas triangular equildtera e quadrada na zona
de difragcdo de Fraunhofer, observando apenas a fase dos padrdes de difrac@o. Para isso, calcula-
remos apenas a forma analitica do padrao de difracdo de Fraunhofer de uma abertura triangular,

uma vez que para a abertura quadrada ja consta na literatura [57].

4.3 Calculo Exato do Padrao de Difracao de Fraunhofer para

Aberturas Triangulares e Quadradas

Até este momento, a maneira de obter o padrao de difracao de um feixe difratado por uma
abertura foi via simulacdo numérica. Porém, podemos também chegar a tais padrdes por meio
de célculo analitico, o que chamamos de cadculo exato. Para produzirmos as distribuicdes de
amplitude e de fase do campo difratado por uma abertura, precisamos calcular as integrais de

difracdo analiticamente.
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O resultado analitico exato para a difracdo de um feixe LG por uma abertura quadrada,
no limite de Fraunhofer da Eq.(4.2), foi apresentado em [57]. Uma aproximacgao de difracao
de borda foi apresentada em [70] para a difragdo de Fraunhofer de um feixe de LG por uma

abertura triangular.

Figura 4.5: Geometria da borda de uma abertura triangular equildtera com lados de comprimento [. y; € 2

representam funcgdes lineares que descrevem as bordas da abertura triangular, como indicado pelas setas.

yh
Pl e

X

~13/6 1\/5/3}
/‘—Z/z'y'

Fonte: Autor

Para desenvolver um resultado analitico exato de um modo LG, = Em(x, y) difratado por
uma abertura triangular, considere a Fig.4.5 que mostra a geometria da borda de uma abertura
triangular equildtera de lados [. Considerando que o raio da cintura do feixe incidente sobre
a abertura é maior que um de seus lados, ou seja, wy > [, o padrdao de difracdo do modo
fundamental, Ej, (z,y), o que equivaleria um feixe Laguerre-Gauss com m = 0 difratado, é
calculado ao realizarmos a integral de difracdo de Fraunhofer sobre a abetura da Fig.4.5 da

seguinte maneira:

~ IV3/3  pya
Eo(z,y) = / / expli(zzo + yyo)]dyodzo, (4.16)
—1V3/6 Jys

em que y; = v/3(zo — [V/3/3)/3 e yo = —/3(z0 — 11/3/3) /3.

O célculo da integral na Eq.(4.16) € um tanto simples, de modo que seu resultado é expresso
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Eo(%y) = Lﬁexp 1 <y£ +x@>] sinc [(—yé +x> V3
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em que sinc(z) = sin(nz)/mz. A distribui¢do de amplitude e fase do campo de ordem zero é

(4.17)

mostrado na Fig.(4.6)

Figura 4.6: Feixe Laguerre-Gauss de ordem zero difratado por uma abertura triangular equildtera, na zona de
Fraunhofer, obtido por célculo analitico. (a) Amplitude do padrao de difracdo; (b) distribuicdo de fase do padrao

difracgdo.

(a)
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Fonte: Autor

Uma anélise uma pouco mais minuciosa da Fig.(4.6)(b) nos mostra que as singularidades
de fase aparecem sempre em pares, ou seja, pontos singulares de CT m = 1 e m = —1. Desta
maneira, quando se soma todas as singularidades, tem-se que a carga topoldgica liquida seré
nula, como esperado para o modo fundamental. As linhas tracejadas marcam alguns dos vérios
pares de singularidades de fase que sdo exibidas no padrao. Estes pares podem estar morrendo
ou nascendo simultaneamente [61].

Os campos de alta ordem sdo obtidos ao atuarmos o operador derivada da Eq.(4.8) sobre o

modo fundamental para um determinado m # 0:

. P o\ Im _

em que o sinal positivo (+) significa que as CT dos feixes assumem valores positivos. As

Fig.(4.7)(a-c) exibem distribuicdes de amplitude do padrdo de difracdo de feixes Laguerre-
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Gauss de alta ordem ao passarem por uma abertura triangular equildtera, enquanto que nas

Fig.(4.7)(d-f) € mostrado as respectivas fases.

Figura 4.7: Feixes Laguerre-Gauss de alta ordem difratado por aberturas triangulares equiléteras, na zona de
Fraunhofer, obtido por célculo analitico. Em (a), (b) e (c) é exibido as distribui¢do transversa de amplitude. As

imagens (d), (e) e (f) mostram as distribuicdes de fase.

0 0,4
X[mm]

Fonte: Autor

Testamos também nossa teoria quando a abertura em questdo é quadrada. Nesta nova

situacdo, a forma analitica do campo de ordem zero, Eg(x, y), é dado por [57]:

Folay) = ZSin;lx/Q) QSin;ly/Q) | 4.19)

onde [ também representa a largura da abertura. A distribuicdo de amplitude e fase da rede
Optica resultante da difracdo do modo Laguerre-Gauss de ordem zero € mostrado na Fig.(4.8)
Quando analisamos com cuidado a Fig.(4.8)(b), ndo observamos nenhuma singularidades
de fase. O mapa de fase nos mostra apenas patamares em que o valor de fase € maximo, 7, ou
minimo, —7. No caso dos modos fundamentais, somos levados a pensar que o surgimento de
singularidades de fase esta relacionado com o tipo de geometria da abertura pela qual o feixe é

difratado.
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Figura 4.8: Feixe Laguerre-Gauss de ordem zero difratado por uma abertura quadrada, na zona de Fraunhofer,

obtido por célculo analitico. (a) Amplitude do padrao de difracdo; (b) distribui¢ao de fase do padrio difracio.

(b)
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Fonte: Autor

De maneira similar ao que foi feito para a abertura triangular, usamos a mesma operagao da
Eq.(4.18) para obter os campos de alta ordem, Em(:c, y), que sdo difratados por uma abertura
quadrada. A amplitude e a fase dos padrdes de difragdo na zona de Fraunhofer sio exibidos na
Fig.(4.9). Nas Fig.(4.9)(a-c), pode-se ver as amplitudes, enquanto as Fig.(4.9)(d-f) exibem as
respectivas fases.

Os circulos vermelhos, tanto na Fig.(4.7) quanto na Fig.(4.9), indicam as localizacdes das
singularidades genéricas positivas, enquanto que 0s azuis as negativas nos respectivos campo
opticos difratados. O sinal das singularidades € dado pelo sentido de crescimento dos valores
de fase em torno da singularidade, isto €, quando os valores de fase aumentam ao caminhar no
entorno do ponto singular no sentido hordrio € negativa e no sentido anti-horario € positiva.

Podemos ver que todos os vortices fora da rede dptica aparecem em pares, singularidades
positivos e negativos, com valor liquido nulo, como indicado pelos circulos vermelhos e azuis
nos padroes de fases nas Fig.(4.7)(d) e Fig.(4.9)(d). Entretanto, ao tomar a soma dos vortices
genéricos dentro da rede (dentro das regides delimitadas pelas linhas tracejadas), tem-se que o
resultado coincide com o valor da CT do feixe incidente a abertura.

Portanto, por meio destes resultados tedricos, constata-se a conservacdo da CT do feixe
incidente sobre as aberturas depois de propagado até a zona de difracdo de Fraunhofer. Tal
constatacao foi feita por meio da soma de todos os pontos singulares exibidos na fase do campo.

Além disso, a partir das Fig.(4.7)(c) e Fig.(4.9)(f), verifica-se, de fato, as singularidades nao
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Figura 4.9: Da mesma maneira que na Fig.(4.7), aqui temos feixes Laguerre-Gauss de alta ordem difratado por
aberturas quadradas, na zona de Fraunhofer, obtido por cdlculo analitico. Em (a), (b) e (c) € exibido as distribui¢ao

transversa de amplitude. As imagens (d), (e) e (f) mostram as distribui¢des de fase.

C) m=4

X [mm]

Fonte: Autor

genéricas se dividem em seus constituintes genéricos obedecendo a conservacdo da CT.

4.4 Resultados Experimentais

Estamos de posse de um modelo teérico que mostra que a carga topoldgica, de um feixe
que possui momento angular orbital perturbado por uma abertura, € conservada ao longo da
propagacdo. A fim de confirmar tal previsdo tedrica experimentalmente, realizamos o experi-
mento da difracao de um feixe LG passando por uma abertura. Propagamos o campo a partir da
abertura até a zona de difracao de Fraunhofer. Com isso, recuperamos a fase do campo difratado
para analisar se houve conservacao da CT.

O experimento consistiu na implementacdo de um interferometro de Mach-Zehnder para
recuperar a fase do feixe através de medicdes de intensidade. A configuragdo experimental

utilizada para tal fim € mostrada na Fig.(4.10), a qual faz uso, além de outro itens, de um laser
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Figura 4.10: Configuragdo experimental para medir a fase € a carga topoldgica do feixe.
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Fonte: Autor

modelo Ultralasers MSL-FN-532-200 mW operando em 532 nm. O feixe laser passa através
de um filtro espacial composto de uma objetiva microscépica (OM) e de um pinrolho (PH)
que limpa e expande espacialmente o feixe. Além desses componentes, utilizamos divisores de
feixes (BS) (Beam Splitter), lentes (L), placa de retardo de onda (\/2), polarizador (P), uma
iris (I), espelho (M) e uma camera CCD montada sobre um dispositivo que a transladada. O
comprimento focal das lentes utilizadas no experimento sdo: foyr; = 1,65 mm, f; = fo = 300
mm e f3 = f; = 100 mm.

Vimos anteriormente que, no contexto de nosso estudo, uma dada rede Optica pode ser
vista como a transformada de Fourier (TF) de uma abertura correspondente, como mostramos
na Fig.4.1. Desse modo, para gerar experimentalmente um feixe passando por uma abertura,
codificamos no modulador espacial de luz (Spatial Light Modulator, LSM) um holograma que
contém a fase e a amplitude resultantes da TF de um feixe LG incidindo sobre uma abertura
(Quadrada ou triangular equilatera). Este holograma é gerado numericamente e o chamamos de
holograma gerado por computador (HGC).

O fato de termos codificado a abertura no holograma, em detrimento do uso de um objeto
fisico, foi devido termos percebido que desta maneira diminuiriamos os erros ocasionados na
construgdo destas, uma vez que devem ser aberturas da ordem de alguns décimos de milimetros.
Além disso, teriamos que construir varias, pois a medida que a CT aumenta, o didmetro do feixe
também aumenta.

Segue que a lente L2 cofocal com a MO, que expande o feixe laser, forma uma onda plana
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(PW) (plane wave) que ilumina uniformemente a tela do SLM. Ao incidir sobre o SLM a PW
ganha a fase do holograma codificado que, ao ser refletida, passa novamente pela lente L2 a
qual realiza uma TF da fase codificada e uma imagem do feixe no interior da abertura aparecera
na iris I. As lentes L3 e L4 projetam essa imagem no ponto z = (. As imagens experimentais

dos feixes incidindo no plano das aberturas sao mostradas na Fig.(4.11).

Figura 4.11: Imagens de medidas experimentais de diferentes modos LG incidindo sobre as aberturas. Em (a),
(b) e (c) é mostrado as amplitudesdas de modos LG no interior das aberturas quadradas. Enquanto que em (d), (e)

e (f) mostra os feixes no interior de aberturas triangulares.
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Fonte: Autor

Como etapa inicial do experimento, a partir do ponto z = 0, iniciamos o translado da camera
CCD até chegar na regido de difracao de Fraunhofer. Isso nos permite visualizar a propagacdo
do campo de luz. No ponto em que a rede 6ptica € formada, capturamos imagens de intensidade
do campo. Este procedimento foi realizado, para todos os campos mostrados na Fig.(4.11),
pois, desta maneira, fixarmos o ponto, ao longo de z, em que se localizaria o padrio de difracao
desejado.

No segundo brago do interferdmetro, a lente L1, também esta cofocal com a MO, e origina
uma segunda PW de intensidade uniforme que no ponto z = ( serd superposta com o campo ho

interior da abertura e o padrao de interferéncia resultante serd propagado. A fim de controlar a
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intensidade relativa entre os dois bragos do interferdmetro para aumentar ainda mais o contraste
das franjas de interferéncia, fazemos esta onda plana passar através de uma placa de meia onda
7/2 (placa de retardo) e por um polarizador (P).

Uma vez que ndo utilizamos uma superposicao colinear, ajustamos o alinhamento entre os
dois campos, LG e PW, de modo que eles conseguissem se superpor até a zona de difracao de
Fraunhofer. Para efeito de entendimento, mostramos, na Fig.(4.12), os padrdes de interferéncia
no ponto z = 0, Fig.(4.12)(a), e no ponto em que a rede triangular ou quadrada sdo formadas,
Fig.(4.12)(b). Com o objetivo de sermos breve, exibimos apenas os padrdes para a abertura

quadrada e feixe LG de CT m = 4.

Figura 4.12: Padrio de intensidade do campo de interferéncia entre a PW e o feixe LG4 no interior da abertura

quadrada e na zona de difracao de Fraunhofer.
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Fonte: Autor

4.4.1 Recuperacao de Fase

As medidas de fase foram realizadas usando o método de interferometria de deslocamento
de fase (phase-shifting interferometry method) [71,72]. Esta técnica requer a geragdo de quatro
hologramas cada um desses somado a uma fase constante, ou seja, ¢y = ¥, 1y = ¥ + 7/2,
3 =1+ mey =1+ 31/2. Note que tais elementos dpticos t€ém um deslocamento de fase

igualmente espagado de 7/2. Desse modo, tem-se que o angulo de fase é obtido da seguinte

I, -1
1 4 2
So—lan <I [> ( 0)

maneira [71,72]:
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Isso implica que no plano em que desejamos medir a fase do campo, temos que capturar quatro

padrdes de intensidade gerados pelos respectivos hologramas, como mostrado na Fig.4.13.

Figura 4.13: Padrdes de intensidade dos campos de interferéncia na zona de difragdo de Fraunhofer, entre a PW

e o feixe LG5, correspondentes aos hologramas 1, 12, ¥3 € 4.

Fonte: Autor

Este procedimento nos proporciona calcular a distribui¢do de fase de um campo 6ptico cor-
respondente em qualquer ponto do eixo z. Entretanto, estamos interessados na fase do campo
difratado na zona de Fraunhofer, de modo que realizando a operagdo dada pela Eq.(4.20), tere-

mos o padrao de fase mostrado na Fig.4.14(a).

Figura 4.14: (a) Padrio de fase, , do campo de interferéncia, entre a PW e o feixe LG4 difratado pela abertura
quadrada, no final da propagacgdo. (b) Padrdo de intensidade, I, do feixe LG5 difratado pela abertura quadrada na

zona de Fraunhofer.

(b)

Fonte: Autor

Porém, devemos notar que a distribuicao de fase encontrada, na Fig.4.14(a), ndo se parece
em nada com aquela que esperariamos encontrar para o modo LG difratado por uma abertura

quadrada, como mostra a Fig.4.9. Em vez disso, o que temos é um padrio de fase do campo de
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interferéncia, entre a PW e o feixe LG, difratado pela abertura quadrada, na zona de Fraunhofer.

Para encontrarmos a fase de interesse, o passo inicial € eliminar o efeito da onda plana.
Para isso, assumimos que na zona de difracdo de Fraunhofer o campo resultante é dado por
U = /I, exp(iyp), onde I, é o padrio de intensidade do feixe LG, no final da propagagio na
auséncia da onda plana WP. Chamamos [, de intensidade do feixe sinal. Desta maneira, ao
tomarmos a transformada de Fourier numérica de U, teremos os padroes de amplitude e de fase

mostrados na Fig.4.15.

Figura 4.15: Tlustragdo dos padrdes de (a) amplitude e (b) fase da transformada de Fourier de U. As linhas

tracejadas delimitam a regido de interesse.

(a) (b)

Fonte: Autor

Observamos, na Fig.4.15, que ao realizar a transformada de Fourier de U, o padrdao de
amplitude resultante estd deslocado do centro da imagem. Isso é devido ao efeito da fase da
onda plana na zona de Fraunhofer. Entretanto, agora temos um campo U, de quem a amplitude,
|Us|, e a fase, ¢’ = Arg{U}, é um recorte da regido delimitada pelas linhas tracejadas na

Fig.4.15, como pode ser visto na Fig.4.16.
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Figura 4.16: (a) Distribui¢io de amplitude e (b) de fase da transformada de Fourier de U obtidos a partir do
recorte das regides de interesse na Fig.4.15. As linhas tracejadas foram mantidas para ressaltar que esses padrdes

sdo recortes das regides de interesse mostradas na Fig.4.15.

Fonte: Autor

Desse modo, podemos expressar o campo resultante como Us = |Us| exp(i¢’). Em seguida,
tomaremos a transformada de Fourier numérica de Us de quem os padrdes de amplitude e da
fase sao mostrados na Fig.4.17. Portanto, comparando este resultado com aquele da Fig.4.9,
concluimos que obtemos a fase experimental esperada pela simulacao numérica do nosso mo-

delo tedrico.

Figura 4.17: Padrdes esperados de (a) amplitude e (b) fase recuperados a partir dos dados experimentais.

(a)

Fonte: Autor

Realizamos este procedimento utilizando as medidas experimentais dos padrdes de difracao
resultante de um feixe LG incidindo sobre aberturas triangulares equiléteras e os resultados sao
mostrados na na Fig.(4.18).

Observando os resultados obtidos a partir dos dados experimentais de um feixe LG difra-
tado por uma abertura triangular, Fig.(4.18), notamos que estes concordam muito bem com os

resultados tedricos mostrados na Fig.(4.7). Pois, novamente, constatamos que a carga liquida
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Figura 4.18: Nas figuras (a), (b) € (c) é mostrado as amplitudes e em (d), (e) e (f) as fases, obtidas a partir do

tratamento numérico dos resultados experimentais, resultantes de feixes LG difratados por aberturas triangulares.

a) m=1

—TT
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Fonte: Autor

dentro das redes triangulares coincide com a CT do campo inicial incidido sobre a abertura. De
fato, como se pode ver na Fig.(4.18)(d), as singularidades fora da rede aparecem em pares, €
portanto, cancelam-se uma a uma.

Realizamos o experimento para o caso de um feixe LG incidindo sobre uma abertura qua-
drada. A Fig.(4.19) mostra as distribuigdes de amplitude e a fase, recuperadas também a partir
do tratamento numérico dos dados experimentais, dos padrdes de difracdo do campo na zona de
Fraunhofer. Novamente, comparando os dados experimentais da Fig.(4.19) com os resultados
tedricos da A Fig.(4.9), notamos uma 6tima concordancia entre teoria e experimento. Enfati-
zamos que os valores das cargas topoldgicas utilizadas para os feixes incidentes nas aberturas
sdo indicados no topo de cada padrdo de difracdo. Enfatizamos que as singularidades genéricas

positivas sdo indicadas por circulos vermelhos e as negativas sdo indicadas por circulos azuis.
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Figura 4.19: As figuras (a), (b) e (c) mostram as amplitudes e em (d), (e) e (f) as fases dos padrdes de difragio
na zona de Fraunhofer, resultante de feixes LG difratados por aberturas quadradas, obtidos a partir do tratamento

numérico dos dados experimentais.

Fonte: Autor

Outra constatacdo importante € que, assim como nos resultados tedricos, novamente obser-
vamos que as singularidades ndo genéricas dos feixes incidentes sobre as aberturas se quebram
em singularidades genéricas a medida que o campo € propagado. Isso mostra que os vétices

nao genéricos sao instaveis.



5. Separacao de Estados de Momento
Angular Orbital com Luz Espacialmente

Coerente

5.1 Introducao

Modos Opticos espacialmente ortogonais que possuem uma dependéncia de fase azimutal,
exp(—ime), carregam momento angular orbital (MAO) de mh por féton [5], onde ¢ é a co-
ordenada azimutal na secdo transversal do feixe, m € um ndmero inteiro chamado de carga
topolégica e h € a constante de Planck. Para essa classe de feixes, a descoberta desta carac-
teristica vem sendo utilizada como uma forma de aumentar a capacidade de envio de dados
em sistemas de comunicacdo classica [7, 73] e criptografia quantica [74, 75], pois permite a
multiplexagdo e separagdo de maneira eficiente de um conjunto de estados de MAO [76].

Modos ortogonais (Bessel, eliptico e parabdlico, por exemplo) podem ser explorados para a
multiplexacdo espacial com o intuito de aumentar a capacidade de transmissdo em sistemas de
comunicacao optica. No entanto, o mais utilizado é o chamado feixe Laguerre-Gauss (LG) [5],
que pode ser decomposto em termos de componentes ortogonais, permitindo ser separado no
espaco com baixissima interacdo intermodal [76]. Esse feixe possui uma extensdo espacial
finita e, devido a sua dependéncia da fase azimutal, as informag¢des contidas em uma mistura de
modos podem ser separadas com alta eficiéncia [77,78].

No cendrio da comunicagdo Optica no espago livre, cada indice m, do conjunto de modos
Laguerre-Gauss, pode ser considerado uma informacao, por exemplo: Fickler et al enviaram
uma imagem de um ponto a outro sobre a cidadede de Vienna de maneira que cada um dos
pixels da figura representa um estado de MAO [13]. Desta maneira, a multiplexag@o de estados
de MAO, que se obtém por meio de uma superposicdo de modos, caracteriza uma mistura de
dados. Entretanto, superpor e transmitir € uma tarefa relativamente simples, a dificuldade é
encontrar técnicas adequadas para separar essa mistura de modos quando um receptor a detecta.

Uma contribuicao relevante nesse sentido foi dada por Gibson et al [12]. Eles realizaram
a transferéncia de informacdes codificadas como estados de MAO de um feixe de luz. As

unidades transmissoras e receptoras sao baseadas em moduladores espaciais de luz, que geram

79
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ou medem a CT de um feixe laser em um de oito estados puros de MAQO. Verificou-se que as
informacodes codificadas dessa maneira sdo resistentes a espionagem, no sentido de que qualquer
tentativa de exibir o feixe para longe de seu eixo estard sujeita a uma restricdo angular e um
deslocamento lateral, os quais resultam em incerteza inerente na medicao.

Outra contribuicdo relevante foi dada por Wang et al [7], eles reportaram um sistema de
comunica¢ao no espago livre com uma capacidade de envio de dados da ordem de terabit por
segundo combinando a multiplexacdo de estados de MAO com a multiplexa¢do de estados de
polarizacdo. Com este procedimento, eles constataram que € possivel aumentar a capacidade de
envio de informagdo em 2N vezes, em que /N € o nimero de estados de MAO multiplexados.

Ao utilizar a multiplexacao de estados de MAO para fins de comunicagdo Optica no espaco
livre, nota-se a importancia da investigacao a respeito de técnicas que visem a separacao de uma
determinada quantidade de modos que compdem uma dada superposi¢do. Neste sentido, ha
vdrias propostas para separar os estados de MAO componentes, por exemplo, os métodos de in-
terferometria [79, 80], que exigem uma complexidade crescente de esquemas interferométricos
a medida que cresce o niimero de modos a serem separados.

Outra abordagem interessante € baseada na transformacao log-polar, a qual mapeia circulos
em linhas paralelas. Este método consiste na transformagdo de modos opticos de entrada, que
possuem uma fase azimutal, em ondas planas com a componente do vetor de onda transverso
proporcionais a carga topoldgica (CT) do feixe de entrada [77]. O feixe mapeado, quando
focalizado por uma lente, sofre um deslocamento horizontal em que a sua magnitude e sentido
também depende da CT.

A proposta de separar estados de MAO multiplexados usando a transformagdo log-polar
foi reportado por Berkhout et al [77]. Para tal, eles utilizaram dois elementos 6pticos (EO), o
primeiro transforma um feixe com frentes de onda helicoidais em um fino bastao de luz que aco-
moda um gradiente de fase transversal que varia de 0 a 2mm. Tal transformacao é representada
pela fase I} = expl[ig:(x,y)], a qual conecta dois sistemas de coordenadas (x,y) — (u,v), e
¢ dada por

o1(x,y) = ;(mu—yv+x), (5.1

onde u = —aln[(2? + y*)/b] e v = atan™'(y/z). Neste caso, a é um pardmetro que di-
mensiona a imagem transformada, enquanto b translada-a na direcdo u e pode ser escolhido
independentemente de a.

O segundo EO, posicionado no plano de Fourier do primeiro, representado pela fase F, =
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expliga(u,v)], tem a fungdo de corrigir as deflexdes dos vetores de onda do feixe de entrada
causadas por F;. Este elemento é dado por

¢o(u,v) = —% exp (E) cos (E) , (5.2)

a a

onde k = 27/ é o médulo do vetor de onda. Ressalta-se que a = d /2.
No plano de Fourier do elemento 6ptico de correcao o feixe € focalizado e sofre um leve des-
locamento horizontal que depende do valor da CT. A magnitude deste deslocamento transverso

¢ dada por
Af
=—m
d

onde d é o comprimento do retangulo de luz [77].

tm ; (5.3)

A Fig.5.1 mostra o que acontece com modos Laguerre-Gauss ao serem propagados no sis-
tema optico contendo F3 e F5. Nas duas primeiras colunas, a esquerda, vemos as distribuicoes
de fase e intensidade dos feixes de entrada, obtidas por simulacdo numérica, imediatamente
antes do elemento 6ptico transformador e logo apds o elemento de correcdo de fase. Nota-se
que os feixes de entrada com perfil de intensidade circular sao desdobrados em um perfil de
intensidade retangular com um gradiente de fase que varia m vezes de 0 a 27. Isso induz uma
mudanca no fluxo de energia dos feixes, pois antes era circular e agora passa ser linear, porém,
o sentido desse fluxo ainda permanece dependente do sinal da carga topoldgica m.

Nas duas colunas a direita, vemos os padroes de intensidade, modelado e medido, no plano
de um detector. Os padrdes de intensidades observados mostram que a posi¢cao dos pontos lu-
minosos alongados mudam com o estado de MAO de entrada. Essa abordagem € simples e efi-
ciente, porém, independentemente da CT do feixe de entrada, o gradiente de fase dos feixes ma-
peados t€m sempre a mesma regido espacial para serem acomodados (Observe a Fig.5.1), isso
ocasiona uma sobreposi¢ao entre modos adjacentes [77]. Esta ocorréncia é uma consequéncia
de a transformacdo descartar a natureza periddica da varidvel angular. Tentou-se sanar esta
limitagdo usando um holograma de fase adicional conhecido como elemento fan-out que faz
copias dos campos Opticos de entrada e a interferéncia dessas cOpias pode produzir uma melhor
resolucao [78], mas ao custo de aumentar a complexidade da configuracdo experimental.

A dificuldade de se obter uma maior resolu¢cao do método de separacdo de modos de luz
usando a transformacao log-polar foi sanada por Wen et al [18], pois em vez de uma transformar
circulos em linhas, foi proposto uma fase que mapeia espirais logaritmicas com n retornos em

linhas paralelas. Desta maneira, o tamanho da regido espacial que acomodara o gradiente de
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Figura 5.1: Da esquerda para direita, a primeira coluna mostra as distribui¢des fase e de intensidade dos feixes
de entrada modelados imediatamente antes do elemento dptico transformador, enquanto que a segunda coluna de
imagens exibe os feixes transformados logo apds o elemento de correcdo de fase. As dltimas duas colunas motram

as imagens modeladas e observadas no plano CCD para cinco valores de cargas topoldgicas especificados.

o

0

Fonte: Adaptado de [77], 2010,

fase do feixe mapeado aumentara de n vezes ao longo da frente da onda mapeada e tal aumento
dependerd do valor da CT do(s) modo(s) de entrada. Isso possibilitou classificar estados de
MAO com resolucdo significativamente mais alta.

A partir da Fig.5.2, podemos ver que o esquema de transformacao espiral proposto fornece
um aumento da regido espacial que acomoda o gradiente de fase ao longo da frente da onda ma-
peada, pois enquanto a transformacao log-polar transforma circulos em linhas retas de tamanho
27, 0 novo esquema transforma espirais de n retornos em linhas de tamanhos proporcionais a n.
Consequentemente, no plano de saida, observa-se uma maior separacao entre modos adjacentes
na Fig.5.2(b) do que na Fig.5.2(a). Ressalta-se que o nimero n de retornos da espiral depende
apenas da largura do feixe de entrada [18].

Para obter a transformacao que mapeia espirais logaritmicas em linhas paralelas, foi consi-

derado propagacdo paraxial de ondas luminosas entre dois planos paralelos separados de uma
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Figura 5.2: Em (a), tem-se a ilustragdo do principio da transformagdo log-polar; em (b), € exibido o esquema de

transformagao espiral.

ﬂ Transformacao ﬂ

0 2m 0 2w 4
ﬂ Focalizacao
m=-2-1012 m=-=24012

Fonte: Adaptado de [18], 2018,

distancia d: o plano de entrada, (x1, %), € o de saida (x5, y2). Deste modo, o mapeamento de
um dado ponto (z1,y;) em (x2, y2) pode ser dado no contexto da dptica de raios, de modo que
a fase que realiza tal conexdo, Fyy = exp[iQ(z1, y1)], tem um angulo de fase dado por [18]

kG
(1+a?)f

em que k = 2w /X e A é o comprimento de onda da luz. As quantidades a e [ sdo pardmetros

Q('rlayl) = 0

To

[(axl + 1) In ( ) + (21 —ay1)l — (axy +y1) | , (5.4)

constantes, f € a distancia focal de uma lente colocada apds o elemento de fase para realizar
uma transformada de Fourier opticamente.

Além disso, r e # s@o as coordenadas polares, mas a varidvel # ndo € a convencional, uma
vez que ndo é limitado. Estas duas varidveis sdo expressas da seguinte maneira: r, = /2% + y?

e =0y + 2mm, onde

0y = tan"*(y,/21), m = {L In (ﬂe_“eo)J , (5.5)

e |--- ] é a funcdo piso, que converte um nimero real X no maior nimero inteiro menor ou
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igual a X.
Ap6s a realizagdo do mapeamento, utiliza-se uma fase corretora, Fp = exp[iP(x2,y2)],

que deve ser colocada no plano de Fourier de Fp. Esse elemento de corre¢do de fase € dado

por [18],

P(z2,y2) = %exp <a$2ﬁ+ yz) {sen <x2 —ﬁa?ﬂ) + acos (%)} ,  (5.6)

em que uma f € a distancia focal de uma lente colocada apds o elemento de correcao de fase.

Enfatiza-se que as constantes, a e 3, sdo as mesmas definidas na fung¢do Q(z1,y;). A Fig.5.3
mostra os padrdes de fase nos respectivos planos transversos. Além disso, (2, y2) sdo as coor-

denadas espaciais no plano de Fourier de F(; e sdo expressas da seguinte maneira [18]

x2<7"1,9) = ﬁ |:a1n (::(1) —Gﬂo> —|— 9:| yg(rl,ﬁ) = (1 fCLQ) |}D (:—26_0‘00) _ a6:| ,
(5.7)

Figura 5.3: Padrdes de distribui¢des de fases para transformagdo espiral ) e o elemento corretor P, respectiva-

mente.

g

xl[mm] Xz[mm]

Fonte: Autor

E importante enfatizar que a primeira mascara de fase, Fo, imprime ao feixe incidente de-
flexdes para realizagdo da transformacio. Entretanto, no ponto em que se alcanga o mapeamento
desejado tem que ser colocado o segundo elemento de fase que terd a funcdo de compensar tais
deflexdes e a fase adquirida pela onda durante a propagagdo a partir de Fp. O efeito da fase
de correcdo estd ilustrado na Fig.5.4. Na Fig.5.4(a), na auséncia de F'p, o feixe mapeado, ao

se propagar, tende a se espiralar, uma vez que ainda sente os efeitos de F. Na Fig.5.4(b),
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com a presenca de Fp, o padrdo mapeado se propaga colimado, pois os efeitos de Fy foram

cancelados por Fp.

Figura 5.4: Esquema para ilustrar a fungfio da fase de corre¢io. Em (a) um dado modo LG é mapeado em um
bastdo de luz (BL) no foco da lente L. Apds se propagar de uma distincia d, o feixe torna a espiralar. Em (b) é
mostrado a mesma situacdo de (a), porém, o fato de colocarmo a fase de correcdo faz com que BL se propague

colimado.

f

Fonte: Autor

Com o intuito de comparar o desempenho das duas transformag¢des, Wen et al [18] produzi-
ram um conjunto de dados, obtidos via simulacdo numérica e realizacdo experimental, para os
dois tipos de transformacdo que mostra a separagdo de modos Laguerre-Gauss (—2 < m < 2),
respectivamente. Como esperado para ambos os esquemas, os modos LG com diferentes car-
gas topoldgicas sao deslocados horizontalmente do centro por um deslocamento proporcional a
m [18]. Para evidenciar a separacdo eles construiram os perfis de intensidade desses modos na
direcdo horizontal, como mostrado na Fig.5.5.

A partir da Fig.5.5, nota-se que hd um aumento significativo da resolu¢cdo quando a separacao
dos modos LG € realizada com transformacgdo espiral. Desta maneira, percebe-se que esta
técnica de classificar modos de luz contendo MAO € bastante relevante, pois diminui significa-

tivamente a sobreposi¢ao entre os canais adjacentes. Isso contribui para o aumento da qualidade
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Figura 5.5: Em (a) e (b) é mostrado os resultados numéricos e experimentais quando usado o método de
transformagao log-polar; ja em (c) e (d) € exibido os graficos dos dados simulados e via realizacdo experimen-

tal para o esquema de transformacao espiral.
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Fonte: Adaptado de [18]

no recebimento de dados enviados por tal canal o que é importante para o desenvolvimento
de sistemas de comunicagdo 6ptica. Porém, os perfis mostrados na Fig.5.5 ndo constituem
superposicoes de estados de MAO, mas sim a sobreposi¢ao numérica de cinco estatados puros.

Percebemos que os autores do referido trabalho [18], que classifica estados de MAO por
meio do método da transformacao espiral, ndo realizaram de fato uma separagdo de um con-
junto de modos multiplexados, como por exemplo uma superposi¢cdo de modos LG. Em vez
disso, eles mostraram apenas que € possivel classificar um dado modo de acordo com seu des-
locamento em relagdo ao estado fundamental, m = 0. Ao tomarmos conhecimento desta lacuna,
incrementamos aos resultados uma efetiva separagdao de modos.

Neste sentido, propusemos mostrar, tedrica e experimentalmente, a separacao de estados
de MAO coerentes quando um feixe que carrega multiplos estados de MAO multiplexados se
propaga em um sistema com dois elementos difrativos, uma mdscara de fase de transformacao
espiral e a de correcdo. Desta forma, estaremos contribuindo diretamente com futuros avango
no campo da comunicagao 6ptica, uma vez que a capacidade de envio de dados esta fortemente
ligada a quantidade de estados de MAO que se pode separar de uma unica vez. Para tal, nossos
campos de entrada consistem de multiplos estados de MAO multiplexados como superposi¢oes

de feixes Laguerre-Gauss. Estes serdo separados e classificados no plano de saida.
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5.2 Separacao de Estados de MAO Coerentes

Inicialmente, reproduziremos por simulacdo numérica e realiza¢do experimental, os resul-
tados do artigo [18] com o intuito de dominar esta técnica usando luz coerente. Porém, uma
dificuldade que encontramos foi que no trabalho seminal os autores utilizaram trés moduladores
de luz (SLM): um para gerar modos Laguerre-Gauss, outro para codificar a transformacao espi-
ral e o ultimo para gravar a fase de correcdo. Entretanto, em nosso laboratorio, s6 contivamos
com 2 SLMs. Resolvemos esse problema codificando as fases que geram os feixes LG e a que
realiza a transformacao espiral em um unico modulador. Contudo, isso aumenta a complexida-
denossa de nossa configuragdo experimental.

Um dos moduladores (SLM1) comporta uma matriz de 1080 x 1920 pixels, com cada pixel
tendo tamanho de 6.4 x 10~2 mm; enquanto que o outro dispositivo (SLM2) suporta uma matriz
bem menor: 600 x 792 pixels, com tamanho de cada pixel sendo 20 x 10~2 mm. Deste modo,
codificamos dois hologramas de 960 x 960 pixels de resolu¢do cada, lado a lado, no SLM1:
no lado esquerdo a transformacao espiral e no direito a fase que gera um modo LG. No SLM2
gravamos o holograma de corre¢do que tem resolucao de 600 x 600 pixels. A disposi¢ado frontal

de cada SLM com suas respectivas gravagoes de fase é mostrada na Fig.5.6.

Figura 5.6: Esquema de gravagdo dos hologramas. No SLMI ¢ gravado () e as fases que geram modos LG,

enquanto que no SLM2 € impresso a fase de correcio.

SLM1 SLM?2

Il I
|

,)W

12 mm

"\
/

12,3 mm - 158 mm —————

Fonte: Autor

A nossa configuragdo experimental utilizou um laser operando em 532 nm (modelo: Ultra-
lasers MSL-FN-532-200 mW); lentes L, Lo ,Ls3, L4, L5 € Lg de comprimentos focais f; = 2,8

mm, fo = 150 mm, f3 = f; = f5 = 300 mm e fg = 200 mm, respectivamente; dois divi-
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sores de feixes (BS); oito espelhos (M;), (i = 1,2,--- ,8); dois moduladores de luz: Holoeye
LETO (SLM1) e Hamamatsu X10468-01(SLM?2); uma iris (/) que seleciona a primeira ordem
de difragdo do holograma que gera um dado modo LG; e uma camera CCD usada como detector
de intensidade.

As lentes L e Lo sdo utilizadas para expandir e colimar o feixe laser, tornando-o uma onda
plana que incide sobre o primeiro holograma. A lente L3 realiza uma transformada de Fourier
do holograma em varias ordens de difragdo no plano de Fourier, no foco de L3, onde a iris
seleciona a primeira ordem de difracdo na qual estd localizado o modo desejado. A partir da
iris, o feixe de luz comecga a se expandir e a lente L4 colima-o e o projeta perpendicularmente
sobre a regido do SLM1 que foi codificado Q(z,y). O feixe ganha essa fase e € submetido a
uma transformada de Fourier por Ls, projetada no plano do SLM2 onde é gravado a corre¢ao
de fase P(u,v).

A partir do SLM2, o feixe mapeado passa ter comportamento de uma onda plana colimada
[18], exp(ima/f3), de modo que Lg o focaliza no plano da CCD. E importante salientar que
dependendo do sinal da CT do feixe gerado, a luz focalizada na CCD se deslocara para a direita
ou para esquerda e a magnitude deste deslocamento serd proporcional ao valor absoluto do

indice topologico m. Nosso aparato experimental € mostrado na Fig.5.7.

Figura 5.7: Configuragdo experimental: SLM1 e SLM2 sdo os moduladores de luz; camera CCD; M; a Mg sido
espelhos; B.S; e BSs sdo divisores de feixes; o comprimento focal das L; lentes sdo f; = 2,8 mm, fo = 150 mm,

fs = f1 = f5 = 300 mm, e fg = 200 mm.

Fonte: Autor
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5.3 Modelo da Propagacao para os Feixes Coerentes

Apresentamos a formulacdo tedrica da ideia conceitual do experimento com luz espacial-
mente coerente. Uma onda plana gerada no telescopio (lentes L, e L) atinge a primeira metade
do SLMI onde esta codificado um holograma h(r;) construido para gerar feixes U;(r;), que
podem ser modos LG puros ou superposi¢des destes. Em seguinda, U;(r;) é projetado sobre a
segunda metade do SLM1 onde estd gravada a fase Q(r;). O campo resultante é submetido a

uma transformada de Fourier por uma lente de comprimento focal f5
. vk
E1 (rg) = /Ul(rl) exp[zQ(rg)] exp <f—l'1 : I'2> drl. (58)
5

E importante enfatizar que o campo FE4(ry), obtido no processo descrito acima, estd projetado
sobre o SLM2 onde estar gravado a fase de corre¢do P(ry). Finalmente, a lente f; realiza uma
transformada de Fourier do campo resultante, produzindo a distribuicdo de luz final no plano

do detector,

Es(r3) = /E1<r2) exp[iP(ry)] exp <Z}—kr2 : r3) drs. (5.9

6

Explicitando todos os termos do integrando da Eq.(5.9), teremos que o campo no plano da CCD

¢ representado explicitamente por

5(r3) / Ui(ry) expliQ(ry) + 1 P(r2)] exp [ff

(f@l'l + f5l‘3) . 1‘2:| dl'ldrg. (510)

E importante salientar também que, gerado um dado feixe LG, a funcdo da lente L, é apenas
colimé-lo. Além disso, como f3 = f4, o feixe que incide na fase de mapeamento tem as mesmas
dimensdes da janela em que estava gravado o holograma que o gerou. Os resultados tedricos

que mostraremos a seguir sdo obtidos pela simulagdo numérica de F»(r3).

5.4 Simulacao Numérica e Resultados Experimentais para a

Classificacao de Estados de MAO Puros

Nessa primeira parte do trabalho, mostraremos resultados tedrica e experimentais tanto da
classificacdo de modos puros quanto de suas superposi¢oes usando feixes LG. Classificamos
sete estados de MAO (—3 < m < 3), além disso, realizamos a separagdo de maneira efetiva
de cinco tipos de superposicdes destes. Pois, como enfatizamos anteriormente, o processo de

desfazer uma multiplexacdo realizada por meio de superposicdes de estados ndo havia sido
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explorado anteriormente. Além de reproduzir os resultados do artigo motivador, conseguimos
incrementar a este uma separacao dos estados componentes de uma superposi¢ao constituida de
sete modos LG.

E importante enfatizar que tanto a transformacio espiral quanto a fase de correcio sio holo-
gramas fixos. Mudamos apenas os hologramas que produzem os feixes LG. A Fig.5.8 mostra os
padrdes de intensidades dos campos de entrada utilizados no processo de classificacdo de esta-
dos de MAO puros. Cada modo € identificado por sua CT. Como em um dado plano transverso
|LG,.|* = |LG_,,|?, por isso que na Fig.5.8 temos um tnico padrdo de intensidade represen-

tando duas CT.

Figura 5.8: Padrdes de intensidade dos campos de entrada obtidos numericamente.

m=20 Me=uz=1 m=+2 m= =43
- u E E |
io

X1 [u.a]

y1 [u.a]

Fonte: Autor

Mostramos na Fig.5.9 a disposicao linear do percurso percorrido por qualquer modo ou
superposicoes destes a partir do elemento Optico de mapeamento até o plano da CCD. Nesta
ilustragdao conseguimos enxergar as transformagdes sofridas pelo feixe de entrada até o plano
de observacao.

Observando a Fig.5.9(a), notamos que a transformacao sofrida pelo modo LG de entrada
se da quando o feixe de luz ganha a fase espiral impressa no SLM1. Pois tal estado de MAO,
imediatamente antes do SLM1, possui simetria circular, entretanto, no plano do SLM2 ou logo
apos este passa ter uma simetria retangular, um bastdo de luz.

Um fato importante de ser salientado € a respeito do processo de alinhamento. Pois, o modo
LG de entrada tem que estar perfeitamente alinhado com a fase gravada no SLM1. Isso significa
que os centros dos feixes devem coincidir com o do holograma de transformagdo. Analisando
com cuidado o padrao de fase gravado no SLM2 (ver Fig.5.6), notamos uma leve inclinag¢do nas

mudulacdes de fase. Além disso, acima dessas modulagdes, tem-se uma fase constante e abaixo
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Figura 5.9: Em (a), temos que o campo de entrada é o feixe LG de CT m = 2, enquanto que o padrio de saida é
um spot focalizado e deslocado. Em (b), o feixe de entrada é a superposi¢do LG _5 + LG4 e o detectado sdo dois

spots focalizados e deslocados simetricamente em relacdo ao centro da tela de observacdo.

Ls SLM2 Ls

fs fe

Ls Le

fs fe

Fonte: Autor

fase aleatdria. Deste modo, o bastio de luz tem que ser alinhado com tais modulagdes de fase.

Quando realizamos as simulagdes numéricas, usamos para todos os feixes LG de entrada
uma cintura wy = 1,2 mm; os parametros das fases de transformacdo espiral e de corre¢ao
foram tomados como sendo a = 0.07 e # = 0.29 mm. Em seguida, utilizamos estes parametros
para construir os hologramas gerados por computador (HGC) [34], como mostrados na Fig.5.6,
que serdo empregados na realizacdo experimental. A simulacdo numérica para os campos de
saida € mostrada na Fig.5.10. A propagacao tedrica de nossos campos luminosos foi feita

usando o método do espectro angular [30].
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Figura 5.10: Padrdes de intesidade dos campos de saida obtidos por simulagdo numérica. Cada modo classifi-

cado estar especificado por sua CT m.

0
X3 [mm]

Fonte: Autor

Enfatizamos que a posi¢do do modo fundamental, m = 0, é usada como referéncia espacial.
Desta maneira, para um dado conjunto de pardmetros, todos os modos de alta ordem serdo
classificados a partir de posi¢des tomadas em relacdo a posicao de ordem zero, como podemos
notar observando a Fig.5.10. Além disso, o conhecimento do deslocamento transverso entre
dois modos consecutivos possibilita construir um conjunto de marcagdes na tela do detector
que representardao posi¢oes esperadas para um determinado modo de saida.

Os padrdes de intensidades dos campos de saida obtidos experimentalmente, corresponde-
tes a simulagdo, sao mostrados na Fig.5.11. Observamos uma excelente concordancia entre
teoria e experimento, quando comparamos os resultados da Fig.5.11 com os da Fig.5.10. Além
disso, a partir dos padrdes de intensidades, simulados e experimentais, nota-se uma significativa

resolucdo da separagdo entre os modos adjacentes.
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Figura 5.11: Distribuigio de intensidade dos campos de saida obtidos experimentalmente. Novamente, cada

modo classificado estar especificado por sua CT m.

0

Fonte: Autor

Com a inteng@o de tornar mais claro a apresentacdo de nossos resultados, construimos a
Fig.5.12 para mostrar os perfis de intensidade desses modos na dire¢@o horizontal ao longo das
linhas médias tracejadas mostradas na figuras acima.

Observamos novamente, a partir da Fig.5.12, uma excelente concordincia entre teoria e
experimente. Entretanto, quando verificamos a distincia entre dois modos adjacente, ¢, encon-
tramos que, para os resultados da simulacdo, ¢; ~ 0,07 mm, j4 para o as medidas experimentais
encontramos que t, ~ 0,06 mm. Esta suave discordancia € devido a questdes de alinhamento
e imperfeicoes dentro de nosso sistema Optico, como por exemplo: pequenas aberracoes, le-
ves deslocamentos na posi¢cdo das lentes, SLM2 levemente deslocado do plano de Fourier do

SLLM1, além de ruidos gerados no sistema Optico.



94

Figura 5.12: Perfis de intensidades horizontais ao longo das linhas tracejadas obtidos por: (a) simulagdo

numérica ; (b) realizagdo experimental.
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Fonte: Autor

5.5 Simulacao Numérica e Resultados Experimentais para a

Separacao de Estados de MAO Multiplexados

Nesta segunda parte do trabalho, mostraremos, tedrica e experimentalmente, que também é
possivel separar estados de MAO coerentes quando um feixe que carrega multiplos estados de
MAO multiplexados se propaga no sistema com dois elementos difrativos, uma mascara de fase
de transformacao espiral e a de corre¢ao, como mostrado na Fig.5.9(b). Desta forma, estaremos
fazendo uma contribui¢do no campo da comunicagdo dptica, uma vez que a capacidade de envio
de dados estd fortemente ligada a quantidade de estados de MAO que se pode classificar de uma
unica vez.

Desta maneira, em vez de um feixe que representa um tinico modo LG, nossos campos de
entrada consistem de multiplos estados de MAO multiplexados como superposicdes de feixes
Laguerre-Gauss. Estes serdo separados e classificados no plano de saida. Enfatizamos que
a classificacdo dos modos separados se dard de acordo com seu deslocamento em relacao ao
estado fundamental, m = 0.

E importante enfatizar que tanto a transformagio espiral quanto a fase de corregio sdo holo-
gramas fixos. Mudamos apenas os hologramas que produzem os campos de entrada. A Fig.5.13
mostra os padrdes de intensidades dos campos de entrada utilizados no processo de classificagao
através da separacdo dos estados de MAO componentes de uma multiplexacdo destes. A mis-

tura de modos se deu a partir das seguintes superposicdes: Uy = LGgy, Uy = LG4 + LGy,
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Uy=LG_y4 LGy, Us = LG_5+ LG5, Uy =572 LGneUs=3>" __. LG, respectiva-

m=-—2 m=—3
mente.
Figura 5.13: Padrdes de intensidades tedricos dos campos de entrada.
2 2 2
|Uo| U4 U, |
3

=
—
=

U3 U4 Us|?
3
0
_3 0
— 0 3 —3 0 3 —3 0 3
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Fonte: Autor

Quando realizamos as simulagdes numéricas e os campos de entrada sdo propagados através
do sistema Optico mostrado na Fig.5.9(b), os padrdes de intensidades de saida resultantes sdao
mostrados na Fig.5.14. Além disso, frisamos que usamos 0s mesmos parametros da secdo
anterior, ou seja, para todos os feixes de entrada, temos wy = 1,2 mm; bem como a = 0.07 e
£ =0.29 mm.

Com a intencao de explicitar a considerdvel separacdo entre os modos adjacentes dos estados
separados, construimos a Fig.5.15 para mostrar os perfis de intensidade desses modos na direcao
horizontal ao longo das linhas médias tracejadas mostradas na Fig.5.14. Por contagem de pixels,
constatamos que a distancia de separacao entre dois modos consecutivos € de 5 ~ 0,06 mm.

Desta maneira, para um dado conjunto de parametros, todos os modos de alta ordem serdao

classificados a partir de posi¢coes tomadas em relacdo a posi¢do de ordem zero, como pode-
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Figura 5.14: Padrdes de intensidades, I;, obtidos por simulagdo numérica para os respectivos campos de saida

correspondentes as superposi¢des de entrada da Fig.5.13.

X3 [mm]

Fonte: Autor

mos notar observando a Fig.5.15. Além disso, o conhecimento do deslocamento transverso
entre dois modos consecutivos possibilita um conjunto de marcacdes na tela do detector que
representardo posi¢coes esperadas para um determinado modo de saida.

Os padrdes de intensidades dos campos de saida obtidos experimentalmente para as superposi¢oes
de modos LG sao mostrados na Fig.5.16. Observamos uma excelente concordancia entre teoria
e experimento, quando comparamos os resultados da Fig.5.16 com os da Fig.5.14. Além disso,
a partir da Fig.5.15, nota-se uma significativa resolugdo da separacdo dos modos LG multiple-

xados realizada com transformacao espiral.
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Figura 5.15: Exibigdo dos respectivos perfis horizontais ao longo das linhas médias tracejadas da Fig.5.14.
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Fonte: Autor

Figura 5.16: Padrdes de intensidades, I;, obtidos experimentalmente para os respectivos campos de saida cor-

respondentes as superposi¢des de entrada da Fig.5.13.

0
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Fonte: Autor
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Porém, como para os resultados da simulagdo, para uma melhor visualiza¢do da seperacao
dos modos, construimos a Fig.5.17 para mostrar os perfis de intensidade desses modos na
direcdo horizontal ao longo das linhas tracejadas mostradas na Fig.5.16. Novamente por con-
tagem de pixels, constatamos que a distancia de separagdo entre dois modos consecutivos é de

ts = 0,056 mm.

Figura 5.17: Exibigio dos respectivos perfis horizontais ao longo das linhas médias tracejadas da Fig.5.16.
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Fonte: Autor

A partir da comparagdo dos dados experimentais da Fig.5.17 com os simulados da Fig.5.15,
por contagem de pixels, verificamos uma leve discordancia entre as distancias entre dois modos
consecutivos, pois enquanto que na simulagdo, 5 ~ 0, 06 mm, ja para as medidas experimentais
encontramos que . ~ 0,056 mm. Esta suave diferenca € devido a questdes de alinhamento e
imperfei¢des dentro de nosso sistema Optico, como por exemplo: pequenas aberracdes, leves
deslocamentos na posi¢ao das lentes, SLM2 levemente deslocado do plano de Fourier do SLM1,

ruidos gerados no sistema optico.



6. Separacao de Estados de Momento
Angular Orbital com Luz Espacialmente

Incoerente

6.1 Introducao

A descoberta de feixes luminosos que transportam momento angular orbital (MAQ) atraiu o
interesse de muitos cientistas, uma vez que, do ponto de vista da micromanipula¢io e comunicagao
optica, o MAO pode ser visto como um novo grau de liberdade o qual torna viavel a codificacdo
de dados [76] e torna possivem mover pequenas particulas usando feixes de luz. Em tal caso, a
unidade que representa uma informacao é a carga topoldgica (CT), pois este tipo de luz trans-
porta MAO de mh por féton [81].

Neste sentido, uma contribuicdo bastante relevante nesse sentido foi dada por Mario Krenn
et al [13]. Eles realizaram experimentalmente a transmissao de informacodes cldssicas codi-
ficadas nos padrdes de intensidade de superposi¢des de modos Laguerre-Gauss através de 3
km de forte turbuléncia sobre a cidade de Viena. Entretanto, como o padrao transmitido es-
teve sujeito a turbuléncias atmosférica, o receptor detecta luz com um certo grau de incoeréncia
(distor¢Oes no padrio de intensidade). Devido a isso, para identificar quais modos foram usados
na multiplexac¢do usando apenas o padrio de intensidade detectado, foi utilizado um algoritmo
iterativo que simula uma rede neuronal artificial. Tal trabalho sugere que € vidvel links de
comunicacao terra-satélite usando modos de MAO.

Além disso, os autores caracterizaram a estabilidade do modo rotacional, que € significa-
tivo para experimentos de emaranhamento quantico, e constataram que ele € muito resistente
a degradacao pela atmosfera. Posteriormente, Krenn et al fizeram o mesmo experimento para
transmitir modos de luz com momento angular orbital a uma distancia de 143 km entre duas
Ilhas Canarias [14]. O sucesso na identificacio dos modos componentes da superposicao teve
uma precisdo de mais de 80% até a terceira ordem e a decodificacdo de uma mensagem trans-
mitida com uma taxa de erro de 8,33%.

No capitulo anterior, vimos que a implementacdao Optica da classificacdo de estados de

MAO puros bem como estados espacialmente multiplexados foi alcancada ao utilizarmos a
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transformacao de fase espiral. Entretanto, como enfatizado anteriormente, uma informacao es-
condida em um campo 6ptico espacialmente incoerentes pode ser mais robusta na propagacao
através da atmosfera turbulenta ou obstidculos que bloqueiam parte da luz. Portanto, a partir
de agora, passamos a expor nossos resultados tedricos (simula¢do numérica) e experimentais a
respeito de um esquema de classificagdo de alta resolucao de estados de MAO (vértices) espa-
cialmente incoerentes.

Neste trabalho, o que chamamos de vortices Opticos espacialmente incoerentes (VOI) €
um feixe de luz incoerente originado pela passagem de um campo de speckle através de um
holograma projetado para gerar modos LG ou quando um feixe LG coerente € espalhado por
uma superficie dspera [82—85]. Consequentemente, a luz gerada apresenta um vortice na fungao
de coeréncia, o chamado vortice de coeréncia [86].

Notavelmente, os vortices de menor coeréncia sdo menos influenciados do que os de maior
coeréncia durante a propagacao em atmosfera turbulenta [87] e através de obstaculos [19]. Além
disso, € importante salientar que a busca para discriminar os modos componentes de uma dada
superposicao de vortices Opticos incoerentes com diferentes TCs € um tdpico de interesse atual

para a comunicacdo optica [88, 89].

6.2 Fundamentos Basicos da Teoria de Coeréncia ()ptica

Em literaturas didatico-cientificas € recorrente assumir que a luz é completamente coerente,
uma vez que qualquer experimento de interferéncia resultard em franjas de interferéncia perfei-
tas [90]. Porém, quando experimentos interferométricos sao realizados com luz incoerente, nao
¢ possivel detectar tal efeito. Deste modo, faz-se necessario uma breve revisao de elementos da
teoria da coeréncia Optica que nos daréd ferramentas para entendermos o que acontece quando
duas ondas ndo coerentes sdo superpostas. Além disso, nos atentaremos apenas ao estudo do
comportamento da coeréncia espacial, uma vez que as propriedades de coeréncia temporal ndao
exercem papel relevante ao longo desta tese.

Uma fonte de luz altamente coerente é a onda plana que emerge de um laser. Porém, a
grande maioria das fontes Opticas, tanto naturais como artificiais, emitem luz por meio de
emissao espontanea de uma colecdo de dtomos ou moléculas excitadas. Pode-se citar como
exemplo a luz do sol, das 1ampadas incandescentes e das lampadas de descarga de gas. Uma

grande colecdo de dtomos ou moléculas, excitados para estados de alta energia por meios
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térmicos, elétricos ou outros, decaem aleatoriamente e independentemente para estados de ener-
gia mais baixos, emitindo luz no processo. Uma caracteristica importante dessa luz sdo suas
flutuagdes aleatodrias e, muitas vezes, € referida como fonte térmica [91].

A ondas geradas de fontes térmicas, geralmente, sdo chamadas de incoerentes. Porém, essa
descricdo é um tanto enganosa, pois, por volta do ano de 1860, Emile Verdet observou franjas
quando realizara o experimento de Young com luz solar [92]. Entretanto, a separacdo entre os
dois furos em uma tela opaca deve assumir pequenas distancias (> 0,05 mm). Desse modo, é
intuitivo pensar que ha alguma correlagdo espacial entre quaisquer dois pontos de uma frente
de onda origindria de uma fonte térmica. O grau de parentesco entre quaisquer dois pontos de

uma frente de onda € medido pela funcao de coeréncia mutua [93].

6.2.1 Funcao de Correlacao Cruzada

A partir de agora, mostraremos a maneira de como obter a fun¢do de coeréncia mutua, e para
tal langaremos mao do experimento de Young. Este pode ser descrito considerando uma fonte
de luz térmica, o, quase monocromatica que emite ondas contendo flutuagdes aleatérias em suas
distribui¢do espacial de fase. Tal fonte ilumina dois furos na teta opaca, A, nos pontos P, e P.
No ponto P, na tela também opaca B paralela a primeira, tem-se a superposicao dos campos
E(ry,t —t1), que chega de Pj, e E(ry,t — ts), que chega de P». A Fig.6.1 mostra de maneira
esquemadtica o experimento de Young. As distAncias PP, = |r1| = 1 e PP, = |ry| = r9; 08
tempos t; = r1/cety = ry/c, onde ¢ é a velocidade da luz. Desse modo, o campo em P é dado
por

E(r,t) :KlE(rl,t—t1)+KQE(rQ,t—tg). (61)

Enfatiza-se que hé autores que consideram K; e K3 como sendo fatores constantes complexos,
puramente imagindrios, que dependem do tamanho e da geometria dos furos [93], enquanto

outros os veem como os propagadores de E(ry,t — t1) e E(ry, t — t5) [20], respectivamente.
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Figura 6.1: Notagio relacionada ao experimento de interferéncia de Young, a partir do qual as fungdes de

correlagdo de segunda ordem de um feixe de luz podem ser determinadas.

A B

Fonte: Adaptado pelo autor de [22], 1991, pg. 404.

Como vimos anteriormente, a distribui¢ao de intensidade instantanea do campo éptico no

ponto P pode ser expressa como
I(r,t) = E*(r,t)E(r,t).

E importante salientar que a luz origindria de uma fonte térmica oscila aleatoriamente ao longo
do tempo [93]. Por isso, é comum tomar a média de /(r,¢) sobre um conjunto (ensemble)
de diferentes realizagdes do campo e denotar tal média por (/(r,t)).. Com isso em mente,

podemos representa a média da intensidade como

(I(e,t)e = [Ki*(Lire,t —t))e + [Ki [ (D(ra, t —t2))e
+ 2|K1||K2|R{<E*(l'1,t—tl)E(l’Q,t—tQ))e}. (62)
Usamos o fato de que K; e K, serem puramente imagindrios, logo, Ki Ky, = K\ K; =

| K[| K|
Desse modo, introduz-se agora uma nova fungao, conhecida como funcio de correlacao

cruzada [93] que € definida como
F(I’l, ro, t— tl,t — tQ) = <E*(I’1, t— tl)E(rg, t— t2)>€. (63)

Nota-se de imediato que I' depende apenas dos produtos dos campos em dois momentos dife-

rentes e em dois pontos diferentes no espago. Tal fun¢do representa a correlacio existente entre
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as vibragdes da luz nos furos em P; e P, nos tempos t; € to, respectivamente. Deste modo,
percebe-se que o aparecimento de franjas de interferéncia depende de quéo correlacionados sdo
os campos em P; e P, além de necessitar que |K;| # 0 e | K| # 0.

Usualmente, considera-se que tais campos sdo estaciondrios. Isso implica que todas as
realiza¢es do conjunto considerado tém comportamento médio semelhante, fala-se, portanto,
que todas as médias do conjunto sdo independentes da origem do tempo e, portanto, pode-se
substituir a média do ensemble pela média temporal [93], ou seja, (I(r,t)). = (I(r,t)); =

(I(r,t)). Isso possibilita escrever I' da seguinte forma:
P(l’l,l’g,T) = <E*(I’1,t)E(l’2,t+T)>, (64)

que € conhecida como a funcao de coeréncia miutua [94], uma vez que a mesma descreve tanto
as relacoes de coeréncia espacial quanto temporal. Além disso, tem-se que 7 = t1 — 5.

Uma constatacdo importante é que I'(r,r,0) = (E*(r)E(r)) = (I(r)). Com isso em
mente, faremos agora uma andlise da situacdo quando temos apenas um dos furos abertos.
Por exemplo: supondo que |K3| = 0, o primeiro termo da Eq.(6.2) representa a intensi-
dade média da luz que seria observada no ponto P se apenas o furo em P, estivesse aberto.
Desse modo, podemos reescrever a Eq.(6.2) como (I(r)) = (IM(r)) = |K,|*(I(r;)). De
maneira similar, quando |K;| = 0, tem-se que (I(r)) = (I?@(r)) = |K,|*(I(ry)). Portanto,
K| = /{IO(r))//(I(r1)) e |Kz| = /{I@(r))/+/(I(r2)). Tal resultado implica que, para
|K4| # 0e |K,y| # 0, aEq.(6.2) pode ser escrita da seguinte forma:

(Ir,0) = {IOE) + IOE) + 20/ TOE) /IO E)R{(3(r1.r2.7)) ).

A Eq.(6.5) nos mostra que apareceu uma nova funcao, esta é definida como
[(ry,re, 7)

\/F(rl, ri, 0)\/F(r2, I, 0)'

A fung¢do ~y(ry,re, 7) é conhecida como grau complexo de coeréncia [93]. Usamos o fato de

que (I(r1)) = T(ry,ry,0) e (I(ry)) = IT'(ra, 1a,0).

O grau complexo de coeréncia se caracteriza por ser uma medida precisa da similaridade

’y(rla Iy, T) = (65)

estatistica das vibracdes da luz ndo apenas nos furos em P; e P, mas em quaisquer dois pontos
de um campo de ondas, pois ja € sabido que a fun¢do de correlacdo cruzada de quaisquer dois

processos aleatorios estaciondrios satisfaz a relagdo [93]

0 S |’7(r17r277—)‘ S 17 (66)
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para quaisquer ry, ry e 7 do argumento de y(ry, ro, 7) [93]. Portanto, em um atraso de tempo
para o qual |y(ry, 1o, 7)| = 0, diz-se que a luz é incoerente; em conta partida, para um atraso de
tempo tal que |y(ry, 1o, 7)| = 1, diz-se que a luz é completamente coerente. No intervalo entre
esses dos extremos, tem-se luz parcialmente coerente.

A medida usual da nitidez das franjas de interferéncia € a chamada visibilidade (ou o con-
traste do padrao de interferéncia), um conceito introduzido por Michelson [93]. Desse modo, a

visibilidade V(r) no ponto P na tela opaca B é definido por

I max I min

ey — O s = U0 6
<I(r)>mam + <[(r)>mzn

em que (I(T))maz € (I (T))min representam os valores maximo e minimo que a intensidade média

assume na vizinhanga imediata de P.

6.2.2 Luz parcialmente coerente gerada em laboratoério

Na prética de laboratdrio, luz com pouca coeréncia espacial se manifesta através dos cha-
mados padrdes de Speckles. Geralmente, este tipo de padriao pode ser obtido quando a luz laser
com alto grau de coeréncia espacial € transmitida ou refletida por um meio com rugosidades da
ordem de comprimento de onda incidente [92]. Este processo quebra parcialmente a correlagdo
bem definida entre quaisquer dois pontos das frentes de onda antes totalmente correlaciona-
dos. Isso implica que as ondas espalhadas a partir de tais superficies se tornam parcialmente

coerentes e com aspecto visual de uma estrutura granular, como mostrado na Fig.6.3.

Figura 6.2: Tlustragdo de um padriio de speckle real obtido naturalmente em laboratdrio a partir da reflexdo de

luz laser coerente por superficies no ambiente de trabalho (papeldo, paredes, superficies dos equipamentos e etc.)

Fonte: Autor.

Esse modo genérico de gerar luz granulada pode ser modelado ao admitirmos que um feixe

de luz coerente de comprimento de onda A incide sobre uma superficie rugosa. Considerando
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que as rugosidades variam de forma aleatdria, podemos vé-las como pequenas fontes de onde
emergem ondas esféricas parciais que apresentam distribuicao de fase e amplitude aleatorias.
Estas pequenas ondas vao se superpor em diversos pontos de um anteparo de observagao, in-
terferindo construtiva ou destrutivamente. Percebe-se, portanto, que um padrao de speckle re-
sultante de fendmeno de interferéncia. Matematicamente, tal campo luminoso no ponto P pode

ser representado por
N

Ur) = ay(r)e ), (6.8)

n=0

em que a, € ¢, sdo amplitude e fase componentes, r = (z,y,z) e N é a quantidade total de
ondas parciais. Além disso, este tipo de luz, geralmente, apresenta propriedades estatisticas de
um tipico processo aleatdrio gaussiano [3]. Esta situagdo € representada esquematicamente na

figura abaixo.

Figura 6.3: Ilustragdo do esquema de geragdo de um campo de speckle a partir da reflexdo de luz coerente por

uma superficie opticamente rugosa.

Luz coerente

prixy.2)

NY

Superficie rugosa Plano de observagao

Fonte: Alves [95], 2016, pg. 26.

Porém, do ponto de vista do fisico experimental, € de interesse uma maneira de geracao
de luz granulada que seja possivel ter um certo controle sobre o tamanho médio dos graos da
estrutura granulada, pois € sabido que existe uma forte relac@o entre a ordem de grandeza destes
e a coeréncia do padrao de Speckles [96]. Para isso, incide-se luz laser em um disco de vidro
com ranhuras aleatorias (Random Glass Grooved Disc, RGGD), de modo que a luz que emerge,
vista em um anteparo de observacao, € speckle, como ilustrado na Fig.6.4. Ressalta-se que nesta

situacdo, tamanho dos graos € inversamente proporcional a cintura do feixe incidente no RGGD.
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Figura 6.4: Tlustragdo do esquema de geragdo de um campo de speckle a partir da transmigio de luz coerente por

um RGGD. O tamanho de cada grao € inversamente proporcional a cintura do feixe incidente no discode vidro.

Luz granulada

q0

2p osedajuy

1 Feixe Laser

oejleAlas

RGGD

Fonte: Autor.

6.2.3 Funcao de Correlacao de Intensidade

A importancia de uma explanagao sobre como gerar luz parcialmente coerente é devido ao
fato que quando o trabalho experimental € com esse tipo de campo luminoso, muitas vezes €
preciso realizar correlacdes de intensidade para recuperar uma dada informacdo. Entretanto,
este tipo de correlacdo € um caso tipico de correlacdo de quarta ordem em relacdo a varidvel
campo, precisa-se, entdo, ter alguma base a respeito deste conceito. Por isso, em seguida abor-
daremos brevemente tal assunto.

Anteriormente, vimos que a funcdo de coeréncia mutua descreve os efeitos de coeréncia
que dependem da correlagdo da varidvel de campo em dois pontos de espago-tempo (r1,%1) €
(r9,t2). Essa fungdo de correlagdo é dita ser de baixa ordem e sua representa¢do quantitativa é
dada por

PO (py tyry, 1) = (E*(ry, t1) E(ra, t5)), (6.9)

quando o conjunto de todas a realizacdes do campo ndo € necessariamente estaciondrio. Esta
func¢do € de segunda ordem na varidvel campo. Entretanto, quando se pretende trabalhar com
correlacdo de intensidade, surge a necessidade de conhecermos as propriedades da funcao de

correlagdo de quarta ordem que descreve as similaridades de um campo em mais de dois pontos
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no espaco-tempo [93]. Ela é definida como
T2 (ry, ty, 1o, o, 13,837, 1) = (E*(ry, t1) E* (12, 1) E(rs, t3) E(ra, ta)), (6.10)

Quando as flutuacdes de um campo podem ser descritas como um processo aleatério gaus-
siano, todas as fungdes de correlacio do campo podem entdo ser expressas em termos de
LD (ry, tiry, t5), pelo uso do teorema do momento para tal processo [93]. Para que um
campo luminoso obedeca as propriedades estatisticas gaussiana, tem-se que necessariamente
(E(r,t)) = 0. Consequentemente, a fungdo de correlagio pode ser escrita da seguinte forma

D@2 (py by, 00, to, 3, tsry, tg) = (E*(ry,t)E(rs, t3)) (E*(ry, t2) E(ry, ty))

+ (E*(r1,t1)E(ry, ty))(E*(ro, to) E(r3, t3)), (6.11)
que também pode ser escrita como
T@D(py by, 0y, to, 15, tsrg, ) = DOV (ry by, 1, t5) DD 1y, t9, 15, 1)
+ Ty 1,1, 1) T (1, tors, £3).
Agora, se tomarmos r3 = Iy, Iy = I's, t3 = t1 € t4 = t9, teremos que
2 (r1,t1, 10,6, 1, 11Tg, ta) = F(l’l)(rl, ty,ry, tl)F(l’l)(rQ, to,Ta, 1)
+ DOV (e by, 1, t) DOV (g, 19,1, ). (6.12)

Além disso, ja sabemos que ao considerarmos a condi¢ao de campo estaciondrio, a dependéncia
temporal das funcdes de correlacdo se dard através da diferenca 7 = t; — t9, de modo que

podemos escrever a equacgio anterior como
F(Q’Q) (l’l, ro, T) = F(l’l) (rl, Iy, 0)F(1’1) (l'g, ro, 0) + F(l’l) (l'l, ro, T)F(l’l) (l'g, rq, —7').

Uma propriedade interessante da funciio de coeréncia miitua é que T (ry, 1y, —7) = [TV (ry, 1o, 7)]*

[93], e lembrando que '™V (ry,ry,0) = (I(ry)) e T4 (g, 15,0) = (I(ry)), entdo
T2 (1,19, 7) = (I(r1)){I(rs)) + DTV (1,19, 7) % (6.13)

Por outro lado, assumindo a condi¢do de campo estacionario e novamente r3 = ry, ry = Iy,

ts =t e ty = t9, podemos escrever a fun¢do de correlagdo na Eq.(6.11) como
F(z’Q)(rl,rg,T) = (E*(rl,tl)E*(rg,tg)E(rl,tl)E(rl,t1)>
= (E*(ry,t1)E(ry, t1) E*(ra, t2) E(r2, t2))

= (I(ry,t)I(rs, t +7)). (6.14)
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Portanto, comparando as Eq.(6.13) e Eq.(6.14) notamos que
(I(ry, )I(rg, t + 7)) = (I(r)) (I (ry)) + [TV (ry, 10, 7). (6.15)
Através de uma simples manipulacao algébrica pode ser mostrado a seguinte relacao
(I(ry,t)I(ra, t+ 7)) = (I(r))(I(r2)) [1 4 [y (e, 12, 7) ] - (6.16)

Em que, novamente, vV (ry, ry, 7) é 0 grau complexo de coeréncia do campo de onda nos
pontos ry, ry, que € definido por

3D (g, 1, 7)
V() V/(I(r2))

Portanto, nota-se que o valor absoluto do grau de coeréncia de luz parcialmente coerente em

YD (g, 1y, 7) = (6.17)

dois pontos de um campo, ry, ry, pode ser determinado a partir de medi¢cdes das correlagdes de

intensidade e das intensidades médias nesses pontos .

6.3 Separacao de Vortices ()pticos Incoerentes

Para facilitar o entendimento da nossa proposta de classificar e separar VOI, construimos
a Fig.6.5 que ilustra a ideia principal do presente trabalho. Um feixe de luz espacialmente
incoerente ilumina um holograma projetado para gerar modos LG. Dessa maneira, feixes LG
incoerentes sdo gerados e suas transformadas de Fourier [55] s@o projetadas sobre a mascara
da fase de transformagdo Q)(z,y). O campo resultante ¢ submetido a uma nova transformada
de Fourier projetada sobre a mascara da fase de corre¢do, P(u,v). E finalmente, uma dltima
transformada de Fourier gera um campo de speckle.

Como mostra Fig.6.5, a intensidade 6ptica do campo granulado final flutua aleatoriamente.
Entretanto, a informacdo do vortice enviado € totalmente recuperada a partir das correlacdes
das flutuagdes espaciais da intensidade [26]. Enfatizamos que tanto o holograma que esta codi-
ficando a transformacao espiral quanto a fase de corre¢do sdo os mesmos que utilizamos para

separar estados de MAO coerentes.
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Figura 6.5: A ideia geral da proposta: uma luz espacialmente incoerente representada por um campo de speckle,
em vez de luz coerente, é usada para gerar modos OAM. Os modos incoerentes sdo passados através de um sistema
usual de classificacdo de modos coerentes € um campo de speckle final é produzido a partir do qual precisamos

extrair as informacdes para classificar a carga topoldgica do feixe de entrada.

Campo de holograma para gerar Campo de
speckle incial feixes LG O(x.y) P(x.y) speckle final

\\

A Fig.6.6 exibe a configuracao experimental usada. Um feixe laser € expandido e colimado

Fonte: Autor

por um telescépio formado por lentes de distancia focais f; = 2,8 mm e f, = 150 mm, onde
um disco rotativo de vidro fosco é colocado entre essas lentes. A luz obtida ilumina a metade
direita do SLM1 que foi dividido ao meio para conter, a direita, o holograma para gerar modos
LG [34] e, a esquerda, a fase Q(z,y). O feixe LG gerado é submetido a uma transformada de

Fourier e projetado sobre ()(x, y) por uma lente de distancia focal f3 = 1000 mm.



110

Figura 6.6: Configuragdo experimental: SLM1 e SLM2 sdo os moduladores de luz; cAmera CCD; M; a Mg sido
espelhos; B.S; e BSs sdo divisores de feixes; o comprimento focal das lentes sdo f; = 2,8 mm, fo = 150 mm,

f3 = 1000 mm, f; = 300 mm e f5 = 200 mm.

Fonte: Autor

Ap6s ser refletido pela segunda vez no SLM1, os feixes LG adquirem uma fase Q(z,y). A
lente de distancia focal f; = 300 mm ao mesmo tempo que realiza uma transformada de Fourier
também projeta este novo campo sobre o SLM2 que contém a fase de corre¢do P(u,v). Uma
lente de distancia focal f; = 200 mm projeta a transformada de Fourier do campo refletida no
SLM?2 na camera CCD. Nossa nova configuracdo difere daquele para luz coerente apenas pela

substituicdo do segundo par de lentes de distancias focais 300 mm cada pela lente f3.

6.4 Modelo Teorico da Propagacao para os Feixes Incoeren-

tes

Apresentamos a formulacdo tedrica da ideia conceitual do experimento com luz espacial-

mente incoerente. O campo speckle E;(r;) gerado no RGGD atinge a primeira metade do
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SLM1 contendo um holograma que codifica o campo sinal S(r;), que pode ser constituido por
modos LG puros ou uma superposi¢ao destes. O campo resultante € submetido a uma transfor-
mada de Fourier por uma lente de distancia focal f3; que o projeta na segunda metade do SLM1

contendo a fase Q(rs), ou seja,

ik
EQ(I'Q) = /E’l(rl)S(rl) exXp <f—l'1 . I'2> dl’l. (618)
3
O campo obtido nesse processo € projetado sobre o SLM2 via transformacdo de Fourier pela
lente de distancia focal f;,

Eg(rg) = /EQ(r2) exp[iQ(rg)] exp <;—kr2 . 1'3) dI'Q. (619)

4

O campo na equagdo acima atinge o SLM2 que contém a fase P(r3). Finalmente, a lente f;
realiza uma transformada de Fourier do campo resultante, produzindo a distribui¢do de luz final

no plano CCD,

E4(I'4) = /Eg(]f'g) exp[iP(rg)] exp <;—k5:r3 . I'4> dl’g. (620)

Usualmente, para recuperar o vortice espalhado temos que tomar a correlagdo entre o campo
sinal e um campo referéncia R(r}). Geralmente, R(r}) é o modo LG de ordem zero codificado
no holograma, o qual é propagado através dos mesmos componentes Opticos. Neste caso, a fim
de permitir um célculo analitico da fun¢do de correlacdo supomos, sem perda de generalidade,
que para esse campo as fases de transformacao sdo Q(r;) = P(rj) = 0. Portanto, a func¢ao de

correlagdo € escrita como [93],

Ewoee) = [ [ [ [ [sereE e e) eo-iQm)e (f—’“)

x exp[—iP(r3)] exp (—;—krg . r4) exp (}—krg : ré) exp (Zf—krg : rﬁl)
4 5

ik ik
X exp (—}—31’1 . r2> exp (2—31‘/1 . I'/2> drldrzdrgdr’ldl‘édrg. (621)

onde o simbolo ”*”representa o complexo conjugado do campo e (- - - ) significa uma média de
um dado conjunto de realizacdes.
Consideramos que nossos campos de speckles sdo delta correlacionados, ou seja, sua correlagdao

cruzada no plano do holograma que gera os campos sinal e referéncia é (E](r;)F;(r))) =
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d(ry —r}). Ou seja,

// S*(r1)R(r})d(r; —ry) exp <—f—r1 r2> exp (f ) drydr}
3 3

- [swrtyes [ F - 0] an,

fs

entretanto, podemos escrever o lado direito da expressdo acima como a convolucdo entre as

transformadas de Fourier dos campos sinal S*(ry — r}) e referéncia R(ry — r}), isto é,

S*(ry — 1) * R(ry — 1)) = /S*(rl)R(rl) exp { ey — 1) rl} dr;.

fs

Como tomamos a cintura do feixe referéncia como sendo maior que o do sinal, o tamanho dos
~ . ~ nd / . ~

graos luminosos que compdem R(r; — 1} ), no plano de Fourier, serdo bem menores que aqueles

do campo S*(ry — rj), dessa maneira, é permitido considerar a aproximacdo R(ry — rj) ~

§(ry — r}). Isso implica que S*(ry — 1)) % R(ry — 1)) &~ S*(ry — 1)), e portanto

" i
/S*(rl)R(rl) exp {—Z—(rg —rh) - rll dry = S*(ry — 1), (6.22)

fs

portanto, temos que

EwEe) = [ [ [ [8E-weoliam]evirm)e (—f—k)

X

exp <_f_]:r3 r4) exp (%ré . rg) exp (fl:r3 r4) dradrsdrydry.

Agora passamos a analisar o que acontece quando manipulamos a integral na varidvel r’,

contida dentro da Eq.(6.21), ou seja,

ik k
[ e (Z—rarg) exp (’—rg-ra) a, = | exp[ (ot + fur)) - ] i,
4 fs fafs

= O(fsth + fur)). (6.23)

Isso implica que

(B (e) Ei(r))) = / / / 5% (02— x)0(forh + fur) expl—iQ(r)] exp|—iP(rs)

k 1k
X exp (—Zf—rz 1‘3) exp (—f—l'3 r4) dradrsdr),.
4 5
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Agora, realizando a integracio em r), teremos

(Ex(ra) Eo(r) / / S* <r2 + —r4> exp|—iQ(rs) — iP(r3)]

X exp [—m(‘]%rg + f4l’4) r3:| drgdrg. (624)

Além disso, assumindo que ry; = r e que rj, = 0, obtemos que a Eq.(6.24) pode ser escrita

como

(E5(r)E4(0)) = // S* (ry) exp[—iQ(ry) — iP(rs)] exp {—m(fg,rQ + fyr) - rgl drydrs.
(6.25)

E importante enfatizar que a simulaco numérica da Eq.(6.25) mostra que a funcio de correlagio
(E;(r)E4(0)) € idéntica ao resultado que foi obtido para os campos coerentes que chegam ao
plano da CCD, como vimos anteriormente. Salienta-se ainda que ndo h4 resultado analitico para
a integral na Eq.(6.25), portanto, na proxima se¢do, os resultados tedricos apresentados foram

obtidos a partir da realizacdo computacional dessa integral.

6.5 Simulacao Numérica e Resultados Experimentais

A realizacdo da simulagdo numérica foi obtida através do uso do método do espectro an-
gular com banda limitada [30] para propagar os campos Opticos no espaco livre entre as len-
tes e os SLMs, onde cada lente de distancia focal f; é representada por uma fase quadritica
exp(—ikr?/2f;). Portanto, o campo é multiplicado por esta fase quadrdtica para simular sua
passagem por uma lente. Da mesma maneira, o feixe é multiplicado por uma fase Q(z,y) ou
P(u,v) para simular a reflexdo do campo nos SLMs.

Em seguida temos que gerar um campo de speckle que é multiplicado pelos feixes LG e de-
pois propagado pelas lentes de foco f3 até a fase de transformacdo Q(z, y), seguindo o caminho
através da lente de distancia focal f, até a fase de correcdo P(u,v), e depois pela lente f5 até a
camera CCD. Para gerar um campo de speckle, multiplicamos uma fun¢do gaussiana por uma
fase aleatdria e realizamos uma transformada de Fourier. Assumimos que os graos luminosos
que compdem o padrdo de speckle sdo muito pequenos, de modo que podemos considerar o
campo como sendo delta correlacionado. O feixe de referéncia é gerado apenas passando um

feixe LG de ordem zero pelo sistema.
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No experimento, primeiramente medimos a intensidade do feixe sinal seguida pela intensi-
dade do referéncia com o0 RGGD parado e, em seguida, o disco de vidro com ranhuras é girado
de um pequeno angulo e colocado em repouso para realizar uma nova medida. Este procedi-
mento € repetido 100 vezes. Para cada par de medidas, calculamos a correlagdo cruzada entre
as intensidades medidas e tomamos a média das 100 realizacdes. Como vimos anteriormente,
os padrdes de speckle t€m estatistica gaussiana, de modo que a funcdo de correlacdo cruzada
pode ser escrita como

L =A+|WJ (6.26)

em que A € a quantidade de luz ndo correlacionada que aparece por tras do objeto recuperado
(background) e W = (E} E4) é dado pela Eq.(6.25).

A Fig.6.7 exibe amostras dos padrdes de speckle calculados numericamente (primeira li-
nha) e medidos experimentalmente (segunda linha), para os feixes sinal (primeira coluna) e
referéncia (segunda coluna) no plano CCD, respectivamente. Como pode ser visto os padroes

de intensidade obtidos via experimento sdo muito parecidos com aqueles originados do célculo

numérico.
Figura 6.7: Padrdes de intensidades aleat6rios observados para o feixe sinal I, = |FE4|? (m = 2, primeira
coluna) e referéncia I, = |E4|? (m = 0, segunda coluna) no plano de detecg¢iio. Na primeira linha, tem-se a

simulacdo e na segunda linha, o experimento. As janelas sdo quadradas com dimensdes de 1,4 mm por 1,4 mm.

0

Fonte: Autor
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Para obter uma melhor diferenciacdo dos modos, usamos o controle do tamanho da fonte
deslocando ligeiramente 0 RGGD do foco f;, uma vez que ja é conhecido que o tamanho da
fonte que 1lumina o0 RGGD tem influéncia direta na qualidade da informacdo que emerge na
funcdo de correlagdo [97,98].

A Fig.6.8 exibe os resultados para os padrdes de correlacdo cruzada de intensidade I" ob-
tida por simulagd@o e via experimento, respectivamente. A partir das correlacdes conseguidas
numericamente, observamos que embora os feixes sinal e referéncia flutuem aleatoriamente, a
funcao de correlacdo entre eles tende a um padrdo bem definido de acordo com a previsdo da
teoria, pois vimos em nosso modelo tedrico que a fungdo de correlagdo (E;E,) é idéntica ao
resultado que poderia ser obtido para os campos coerentes que chegam ao plano final na CCD.

Além disso, como também podemos observar na Fig.6.8, esta previsdo da teoria agora
também € confirmada, isto €, apesar de os padrdes de speckles flutuarem aleatoriamente, os
padrdes para a correlagdo I' sdo os mesmos que as intensidades dos campos coerentes obtidos

anteriormente.

Figura 6.8: Observando a imagem da esquerda para a direita, as duas primeiras colunas exibem os padrdes de
correlagdo I' simulados, enquanto que as dua dltimas mostram os dados experimentais. Cada modo classificado

estd especificado por sua CT m.

Fonte: Autor
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A Fig.6.9 mostra os perfis na dire¢do horizontal ao longo das linhas médias tracejadas, na
Fig.4, tirados das fung¢des de correlacao cruzada do campo espacialmente incoerente, Fig.6.9(a),
e o mesmo para os resultados experimentais, Fig.6.9(b). Enfatizamos que tanto para obter o
experimento quanto a simulacio das func¢des de correlacao cruzada, calculamos a média de 100
realizagdes de correlacdo cruzada resultante de 100 pares de padrio aleatério (ver Fig.6.7) e
realizamos uma subtra¢do do “background” [99], resultando em | |*>. Observamos uma boa
concordancia entre simulacdo e experimento, indicando que o esquema de classificacao € vidvel

com luz espacialmente incoerente.

Figura 6.9: Perfis horizontais para a fungio de correlagdo cruzada do campo no plano da CCD. Em (a), tem-se a

simula¢do numérica, em (b), o experimento.

(b)

1f 1F
)
3
~ 0,5
=

0F X - Y =< E

—-0,4 —-0,2 0 0,2 0,4

X[mm] xX[mm]

Fonte: Autor

A partir da Fig.6.9, mais uma vez, constatamos uma excelente concordincia entre teoria e
experimente. Para vortices incoerentes, verificamos que a distancia entre modos adjacente para
os resultados da simulagdo € t; ~ 0,056 mm. Por outro lado, para o as medidas experimentais
encontramos que t. ~ 0,06 mm. Como no caso de vortices corerentes, esta suave discordancia
€ principalmente devido a questdes de alinhamento. Contudo, as imperfei¢des dentro de nosso
sistema Optico, como por exemplo: pequenas aberragdes, leves deslocamentos na posi¢ao das
lentes, SLM2 levemente deslocado do plano de Fourier do SLM1, ruidos gerados no sistema

optico também contam.



7. Uso da Geometria da Funcao de
Correlacao Cruzada do Campo Distante
para Caracterizar um Estado de Momento

Angular Orbital

7.1 Introducao

Estudos envolvendo vortices Opticos foram realizados em sistemas coerentes e parcialmente
coerentes. No primeiro, a fase estd bem definida; e no segundo, apesar da fase mal definida,
tornou-se um campo de pesquisa promissor. Um feixe de luz parcialmente coerente pode revelar
vortices Opticos na fun¢do de correlacdo entre um sinal e um feixe de referéncia. Nesse caso,
os vortices sdo chamados de vértices de coeréncia [106]. A CT de cada feixe vincula o valor
da TC efetivo obtida em uma correlagdo entre dois feixes parcialmente coerentes que possuem
OAM [84].

Devido as potenciais aplicacdes, desenvolver novas técnicas para medir a CT tem sido uma
tarefa constante para muitos estudiosos da Optica. As técnicas de interferometria foram as pri-
meiras a revelar a fase helicoidal dos vortices [107,108]. Nos dltimos anos, o estudo dos padrdes
formados pela difracdo do campo através de elementos especificos ganhou mais aten¢do devido
a aplicacdo pratica. Registro do padrao de intensidade gerado pela transmissao de vortices por
fendas duplas [109], aberturas anelares [110], aberturas triangulares [58, 111], aberturas qua-
dradas [57], entre outras, sdo técnicas de difracdo usadas para medir a CT.

Ultimamente, a geometria dos perfis de intensidade de feixes em forma de anel tem sido
estudada [83, 112]. Foi demonstrado que existe uma dependéncia direta da area anelar dos
vortices opticos coerentes com sua CT [112]. Em outro trabalho, os autores concluiram que
a CT pode ser obtida a partir dos raios dos vortices Opticos coerentes, em uma configuracao
especifica [113]. A atengdo dos pesquisadores também se concentrou no estudo da geometria
dos vértices de coeréncia.

Recentemente, foi demonstrado que a area de vortices de coeréncia depende linearmente de

suas CT efetivas [85]. Também foi observado que o nimero de anéis escuros na transformada

117



118

de Fourier da intensidade de um vértice 6ptico € igual a sua CT [114]. Outro estudo também
foi realizado com o vértice parcialmente coerente, onde o nimero de deslocamentos de anéis
na fungdo de correlagdo cruzada € igual ao valor da CT [115]. Um método baseado em uma
func¢do de dupla correlacao foi proposto para determinar os indices dos modos radial e azimutal
de um campo de vértice parcialmente coerente [116].

Além disso, foi proposto um método para medir os indices dos modos radial e azimutal de
feixes parcialmente coerentes com vortices, mas requer a medicao de fase [117,118]. O grande
interesse em novas maneiras de determinar a CT de vortices parcialmente coerentes € justificado
pelo fato de eles serem mais robustos durante a propagacdo em uma atmosfera turbulenta [87]

e através de obstaculos opacos [19], em compara¢do com vortices totalmente coerentes.

7.2 Modelo Teorico

Neste trabalho, fundamentado em uma formulacao tedérica do problema, exploramos numérica
e experimentalmente os perfis de correlagdo cruzada de intensidade de segunda ordem de vortices
parcialmente coerentes e analisamos o comportamento dos contornos de nivel zero de raio
minimo. Os resultados revelaram uma maneira mais robusta de medir a carga topologica de
vortices parcialmente coerentes, pois nao requer um feixe de referéncia, nem uma medi¢ao de
fase, além de ndo exigir a visualizacdo de todos os anéis na fungdo de correlacio cruzada.

A Fig.7.1 mostra nossa configuracdo experimental. Um laser (modelo Ultralaser MSL-
FN-532-200mW) operando a 532 nm, é espacialmente limpo de ruidos e expandido por um
filtro espacial, composto por uma objetiva microscdpica (OM) e um orificio. Codificamos no
SLM (Spatial Light Modulator) um feixe LG. Uma imagem desse feixe, apos uma filtragem
espacial das altas ordens de difracdo, € projetada no RGGD. As lentes projetam a transformada
de Fourier da superficie do RGGD no sensor CCD. Os modos LG que incidirdo no RGGD

foram codificados em hologramas de fase e inseridos eletronicamente no SLM.
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Figura 7.1: Configuragdo experimental: objetiva microscépica (OM), filtro espacial (FE), divisor de feixes
(BS), modulador espacial de luz (SLM), disco de vidro com ranhuras aleatérias (RGGD), lentes (L1, L2 e L3) de

comprimentos focais f; = fo = 300 mm e f3 = 200 mm.

Fonte: Autor

Antes de apresentar os resultados experimentais e de simulacao, apresentamos a formulacao
tedrica para a evolugdo da luz do RGGD para o CCD. Considerando que Ej(r) é o feixe de

speckle que sai da superficie do RGGD, logo, a distribui¢ao luminosa que € detectada no sensor
CCD ¢ dado por,

Ey( —r-k|dr. 7.1

LI GO @

Portanto, a funcdo de correlacdo cruzada no plano da CCD € escrita como,

20T

ki —r9-Ky)| dridr,.
)\fg( 1 2 - ko) 1dra

(7.2)

G(ky, ko) = (E (ko) E, (k1)) // (re)F4(ry)) exp {

Considerando que o campo préximo a superficie do RGGD é completamente incoerente, pode-

mos escrever sua funcdo de correlacdo cruzada da seguinte maneira

* _ m . Jm 7“% + 7"% .
(BT (ry)Fy(ry)) = Ard'r"exp | — 2 exp [—im(0; — 02)] §(r1 — 1), (7.3)
0

onde A é uma constante de normalizagao.

Agora, se assumirmos que ko = —k; = —K, e substituindo a Eq.(7.3) na Eq.(7.2) podere-
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mos calcular a integral, pois

G(k) = A// ry' T} exp (—T%;;?g) exp [—im(0; — 03)] (r1—rs) exp B\%(rl +ry)- k} drydrs.

’ ’ (7.4)
Além disso, considerando que ry = (z1,y1) = (11 cosfy,rysenfy) ery = (x2,y2) = (19 cos by, o sen by),
notamos que ry = r; se e somente se f; = ;. Desse modo, ao realizarmos a integral da Eq.(7.4)

em ry, teremos
r? dam
Gk) = A/rmrm exp <—2—) exp (—r . k) dr, (7.5)
(k) w Afs
onde definimos ry = r. Em seguida, decompondo os vetores r ¢ K, ou seja, r = (7 cos ), 7 sen 6)
e k = (k cos ¢, ksen ¢), podemos reescrever a Eq.(7.5) como segue

272 4o
_ 2|m| o _
Gk) = A//r exp ( _wg) exp L\fiﬁ rk cos(6 (b)} rdrdf. (7.6)

A Eq.(7.6) mostra que a fungdo de correlacdo cruzada do campo distante é, matematica-

mente, a transformada de Fourier da intensidade do feixe Laguerre-Gauss (LG),
2
Ei(r,0) = Ar™exp (—;—8) exp (—im#) . (7.7)

Portanto, torna-se evidente o motivo pelo qual aparecem anéis na fungdo de correlacio cruzada
de campos espacialmente incoerentes [115] de maneira semelhante a transformada de Fourier
da intensidade de campos coerentes [114].

Com o auxilio da tabela de integrais de Gradshteyn [119], verificamos que o calculo da
integral na Eq.(7.6) em 6 tem a seguinte forma

o0 2r2 Arrk
K)= A 2|m|+1 e )
G(k) /0 r exp( w%)JO()\f;g)dr’ (7.8)

onde Jy(---) € a funcdo Bessel de ordem zero. Langando mao novamente das tabelas de inte-

grais [119,120], obtemos que a solucao da integral na Eq.(7.8) € dada por
1

2\ Iml+3 212, 2 212, 2
w§ 2 Afs(|m| + 1)! T k*w 212 k*wj
Glk) =4 (7) “amk . O\ J Mz T ) 09)

Entretanto, a fungdo hipergeométrica M, |11/2,0(- - - ) pode ser representada em termos do po-
lindmio de Laguerre [121], de modo que

1

w? |m|+§ A2 f2m|! 22 k2w? 212k w?
Gk) = A (%0 ANl (——O)Lm (—0> 710
(k) (2) Wowemek? - P\T TN ) Tz 719
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onde L,(- - -) é o polindmio de Laguerre. Essa construcdo teérica de G(k) se mostrard muito
importante, pois a partir dela € possivel encontrar as distancias radiais que localizam os contor-
nos circulares em que G(k) = 0.

Seja kg o raio minimo de um contorno zero do médulo da func¢do de correlagdo cruzada. Para
obter kg, procuramos a menor raiz da expressao na Eq.(7.10), que na verdade é o menor zero do
polindmio de Laguerre. Um resultado importante obtido por E. R. Neumann [122] afirma que
a menor raiz z, de um polindmio de Laguerre L, (z) estd no intervalo 1/n < zq < 2/(n + 1).
Aqui consideramos que z € apenas a média aritmética dos extremos desse intervalo. Portanto,

param # 0,

1 2 (aw)?
0 <|m|+|m|+1) 2 (71D

onde substituimos a constante (\f3)/(v/2mwy) pela largura 4 meia altura, w, do “spot”central
obtido a partir do padrdo de correlacao cruzada medido experimentalmente ou calculado nume-
ricamente apds uma subtracdo do “background” [99] (ver Fig.7.2).

Além disso, a = 0.0875 é uma constante de ajuste para validar a relacdo, controlando
a escala dos valores de k. Portanto, a CT podem ser determinada resolvendo uma equacgado
quadriética para |m| obtida da Eq.(7.11) e aproximando o resultado do nimero inteiro mais
proximo.

Resolvendo a expressdo obtida na Eq.(7.11) para |m|, encontramos que a CT depende de

ko, ou seja,
(9a2w? — 4a’kRw? + 4k3)V? — 2k2 + 3a%w?
4k2

onde nint(-- - ) é a funcdo que retorna o inteiro mais préximo do resultado estimado.

|m| = nint (7.12)

7.3 Simulacao Numérica

Enfatizamos que a Eq.(7.12) representa o principal resultado deste trabalho. Esta equacao
permite determinar o valor absoluto da CT de um vortice Optico parcialmente coerente a partir
do conhecimento da menor raiz, ky, do médulo da funcao de correlagdo cruzada e da largura a
meia altura maxima do “spot”central, como mostrado na Fig.7.2.

Para uma melhor visualiza¢do do fendmeno Optico descrito pela formulagdo tedrica anterior,
realizamos uma simula¢do numérica que precede e auxilia a andlise dos resultados experimen-
tais. Tal simulagdo deve representar um feixe LG incidente sobre um RGGD para gerar luz

parcialmente coerente. A Fig.7.3 mostra a implepentacao dptica da situacdo descrita.
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Figura 7.2: A imagem a esquerda mostra o perfil transverso do médulo da correlagdo cruzada calculada usando
padrdes de speckle simulados numericamente. Enquanto que a direita, é exibido perfil transversal em k,, = 0 para
mostrar a geometria da funcio de correlagdo cruzada. Aqui, ky € a menor raiz do médulo da fungéo de correlagio

cruzada e w € a cintura do ponto central.

1,0

Q0,54

0,3

Fonte: Autor

Figura 7.3: Tlustragdo esquemdtica de geragdo de padrdes de speckles que serdo simulados numericamente. O
campo resultante do espalhamento de um feixe LG ao atravessar o RGGD é submetido a uma transformada de

Fourier realizada pela lente L, de maneira que no outro foco da lente aparece a distribui¢do requerida.

L Speckle

Fonte: Autor

A representacdo matemdtica da simulacdo computacional da j-ésima realiza¢do de um campo
de speckle resultante do espalhamento aleatério de um vortice 6ptico coerente por um RGGD é
dada por
Sj(z,y) =F [E(r,0)e*™"%] (7.13)

onde F denota a transformada de Fourier, enquanto a fase aleatéria el simula o RGGD sobre
o qual o vértice coerente acabou de cruzar. A intensidade do campo I;(z,y) = |S;(z,y)|*. Em
seguida, € calculada a correlagdo cruzada numérica dos padroes com a TC desejada.
Ressalta-se que [?; € uma matriz aleatdria obtida por um gerador de nimeros aleatorios,
além disso, tem-se que R;; # R;, consequentemente, /;,1(z,y) # I;(x,y). Do ponto de

vista da simulacdo computacional, a correlagdo cruzada de intensidade € expressa da seguinte
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maneira
Gj(w,y) = FF [L(w, y)| F [;(=z, —y)]}. (7.14)
Vimos anteriormente que G(x,y) consiste de uma média de um conjunto de medidas, isso

implica que a funcdo de correlacdo cruzada média, G/ (z, y), pode ser expressa como

em que N € a quantidades total de realizacdoes do campo. Todos os resultados de simulagdo
apresentados a seguir tém uma média de 100 realizacGes. Repetimos este procedimento para
modos LG com 20 diferentes CT, (1 < m < 20).

A Fig.7.4 mostra os resultados da correlagao cruzada obtidos a partir das simula¢des numéricas
dos padrdes de intensidade transversa dos vortices opticos parcialmente coerentes para diferen-

tes valores de CT. Por questdo de simplicidade exibiremos apenas 4 CTs.

Figura 7.4: Simula¢do numérica do vdértice parcialmente coerente: na primeira linha € mostrado a distribui¢io
de intensidade dos campos de speckles; na segunda linha, tem-se os respectivos médulos da correlagdo cruzada

calculada numericamente.

m=2 m=28 m= 14 m=20
0.3
-
L=
>,
—-0.3
X [mm]
0.3
e
E o
=,
~
—0.3
—-0.3 —-0.3 0 03 =03 0 0.3 —-0.3 0 0.3
k, [mm]

Fonte: Autor

Na primeira linha de imagens da Fig.7.4, temos a distribuicao de intensidade de luz parci-
almente coerente resultante dos espalhamento dos feixes LG de CT 2, 8, 14 e 20. Na segunda

linha, apresentamos os respectivos padrdes de correlacao cruzada das intensidades.
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A partir da Fig.7.4, podemos observar claramente que o aumento dos valores de CT im-
plicam em uma diminui¢do no tamanho médio dos grios de speckle, bem como na drea do
“spot”’central das imagens de correlacdo cruzada. Também € possivel observar um aumento no

nimero de anéis a medida que a CT aumenta.

7.4 Resultados Experimentais

A Fig.7.5 mostra os resultados da realizacao experimental. As distribui¢des de intensidade
transversa dos feixes Opticos parcialmente coerentes capturados pela CCD com m igual a 2, 8,
14 e 20 sdao mostradas na primeira linha e o médulo da funcao de correlacio cruzada, calculado
numericamente a partir dos dados experimentais, na segunda linha. Aqui também podemos
observar um comportamento semelhante aos resultados da simula¢do numérica apresentados na

Fig.7.2, incluindo a presencga de anéis concéntricos na figura de correlacdo cruzada.

Figura 7.5: Resultados experimentais para as distribui¢des de intensidade dos feixes parcialmente coerente, pri-
meira linha; e médulo da fun¢ao de correlacdo cruzada calculado numericamente a partir dos dados experimentais,

segunda linha.

Ky [mm]

Fonte: Autor

Os resultados experimentais mostrados na segunda linha da Fig.7.5 foram obtidos a partir

da média da correlacdo cruzada de 100 padrdes de speckles. De maneira geral, produzimos
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20 conjuntos de 100 elementos. A distribuicao espacial de intensidade de cada elemento sdo
independentes um dos outros. Isso é devido ao fato de que o0 RGGD rotacionar de um pequeno
angulo para cada medida.

A Fig.7.6 mostra o grafico do raio minimo k, em funcio da carga topolégica m. A curva
preta s6lida exibe o resultado teérico da Eq.(7.11). Os resultados experimentais sdo mostrados
em quadrados roxos. Para obter os pontos experimentais apresentados, utilizamos uma conta-
gem numérica da quantidade de pixels contidos linearmente entre o pixel central e o primeiro
pixel de intensidade minima ao longo do perfil de correlacdo cruzada do voértice parcialmente

coerente, conforme a ilustracdo mostrada na Fig.7.2.

Figura 7.6: Relagdo entre o raio minimo kg e a carga topoldgica cobrar m. Curva preta sélida é o resultado

tedrico; quadrados azuis sdo resultados experimentais.
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= Experimental
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Fonte: Autor

Podemos facilmente observar no grafico da Fig.7.6 que os resultados experimentais con-
cordam muito bem com os resultados tedricos obtidos. Como ja previsto, com o aumento do
moédulo de carga topoldgica, m, o raio minimo, kg, diminui, obedecendo ao resultado tedrico
obtido na equagdo Eq.(7.11). Vale ressaltar que esse resultado se mostra bastante relevante, uma

vez que foi obtido sem o uso de um feixe referéncia, como ocorre em outras técnicas utilizando
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vortices parcialmente coerentes (como foi visto no Capitulo 6).



8. Conclusoes

Nesta tese fizemos um estudo a respeito da geracdo e manipulacdo de feixes de luz com
momento angular orbital. O ponto de partida foi relembrar conceitos basicos da teoria eletro-
magnética, bem como tipos de feixes opticos, vortices Opticos, singularidade de fase e hologra-
fia.

Ja no Capitulo 3, propusemos um método alternativo de geracao de feixes ndo difrativos com
formas geométricas arbitrérias através da parametrizacao de curvas simples. Para tal, sugerimos
um breve modelo tedrico o qual foi confirmado com medidas experimentais. Conclimos que a
geragdo de feixes ndo paraxiais a partir da parametrizacao de curvas simples foi possivel devido
ao fato que tais curvas sao homotdpicas com o circulo, isto significa que tais curvas podem ser
produzidas por deformacao continua do circulo [52].

Concluiu-se ainda que a maxima distancia que um feixe nao difrativo se propaga sem sentir
efeitos da difracdo depende apenas da magnitude de sua componente transversa do vetor de
onda. Soma-se a isso o fato de que as curvas nao simples podem ser vistas como um conjunto
de curvas simples. E devido a isso, os feixes que seriam gerados a partir dessas curvas sofre-
riam interferéncia entre si, fato que contribui para a ndo formacdo de um padrdo com franjas
concéntricas lisas deformadas de acordo com a geometria dada.

Além disso, a nossa proposta de um novo método para gerar feixes ndo paraxiais, usando
a parametrizacdo de curvas planas simples, tem solidez experimental e tedrica e se mostra um
tanto vantajo em relagcdo aos demais, pois € uma maneira simples e direta de se chagar um feixe
com uma dada geometria. Podemos evidenciar estas vantagens ao enfatizar que os resultados
encontrados até entdo na literatura cientifica ou utilizam algoritmos de otimizagao ou lancam
mao da *forca bruta’ ao resolver a equacao de Helmholtz em novos sistemas de coordenadas.

No Capitulo 4, fizemos estudo tedrico a respeito da conservacao da carga topoldgica de mo-
dos LG incidentes em uma abertura arbitraria. A partir destes estudos, concluimos a conservacao
da CT € independente da forma geométrica da abertura. Para confirmar nossa previsao tedrica,
foram realizadas medi¢Oes experimentais as quais concordadam efetivamente com a teoria.

Notamos que a inser¢ao de aberturas no caminho dos modos LG quebra a simetria do feixe
incidente e causa um embaralhamento do vértice. A singularidade nao genérica do feixe inci-
dente, apds a propagacdo, divide-se em genéricas cuja carga liquida permanece invariante com

a dinamica da propagacao. Estes resultados podem ser tteis para a comunicacao 6ptica usando
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feixes com TC e para entender o cardter fundamental da CT como uma propriedade robusta de
feixes oticos.

Portanto, observamos experimentalmente que, tanto para o caso da abertura triangular quanto
a abertura quadrada, a CT liquida dentro da rede € igual a CT do feixe incidente na abertura.
Porém, observa-se que um par de vortices que aparece no resultado tedrico para o padrao de
difragdo triangular com m = 3 ndo aparece no experimento. Isso acontece porque os padroes
de fase sdo muito sensiveis ao ruido, mas o importante € que a TC liquida € uma quantidade
robusta e € conservada.

Durante a propaga¢do do campo de z = 0 até o ponto em que a rede se forma, notamos
que a dindmica de propagacdo destes pontos singulares é extremamente complexa e depende
da geometria da abertura e da TC inicial do feixe incidente. Além disso, fica evidente que as
aberturas pertubam o campo de onda inicial e, como resultado, decompdem sua singularidade
inicial ndo-genérica em genéricas, com carga topoldgica individuais de +1 e —1. Os vortices
genéricos se misturam de forma bastante confusa, mas, ao serem somados, tem-se a CT liquida
que permanece constante ao longo da propagacao.

Além disso, apesar de nossos resultados experimentais que mostram a conservagao da carga
topoldgica de feixes difratados por aberturas ter sido feito a partir da anélise dos exemplos
com as aberturas triangular e quadrada. Entretanto, poderiamos ter analisado casos com formas
geométricas genéricas.

Seguindo a linha de estudos das propriedades fisicas, no espaco livre, de luz que carrega
momento angular orbital, € um tema bastante atual a investiga¢do de métodos para conseguir,
de maneira experimental, separar superposicoes de modos de MAO. Entretanto, observa-se que
até entdo o que consta na literatura sdo técnicas desenvolvidadas apenas no contexto de luz com
alta coeréncia espacial.

No capitulo 5, através da técnica de separacao de estados de MAO coerentes, utilizando dois
elementos opticos [18], classificamos estados puros de MAO coerentes de maneira bastantes
eficiente. Além disso, verificamos que este método funciona excelentemente para separar os
modos componentes de uma superposicao de feixes LG com diferentes CT. A alta resolucao
observada na separagdo dos estados de MAO faz deste método um forte candidato a ser usado
para avangos na comunicagao optica.

No capitulo 6, mostramos que o esquema de dois elementos Opticos, transformacao espiral

e fase de correcao, usados para classificar estados de MAO coerentes, também classifica modos
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incoerente. Para tal, necessitamos apenas encontrar o vortice da fungdo de coeréncia, o chamado
vortice de coeréncia [86].

Concluimos que € possivel usar os graus de liberdade espaciais da funcdo de coeréncia
para multiplexar espacialmente o vortice de coeréncia como um possivel canal de envio de
informacdes para comunicagdes Opticas. Pois os vortices Opticos espacialmente incoerentes
sao robustos a dispersdo causada pelas turbuléncias atmosférica e obstaculos opacos, i15s0 0s
caracteriza como uma alternativa promissora para codificacdo e transmissao de informacgdes.

No capitulo 7, mostramos numericamente, teoricamente e experimentalmente como medir
a carga topoldgica de um vortice Optico parcialmente coerente através da geometria da funcdo
de correlagdo cruzada do campo distante. Para isso, basta usar o raio de um contorno zero de
raio minimo do mddulo da funcdo de correlagdo cruzada e na medicao da largura a meia altura
do “spot”’central.

Por fim, a partir da Eq.(7.14), verificamos que o presente método ndo requer a geracao de um
feixe de referéncia adicional, nem a determinacao da fase da fun¢do de coeréncia. Necessita-se
apenas da visualiza¢@o do anel interno da funcdo de correlagcdo. A importancia de nosso método
€ constatada quando percebemos que em algumas aplicagdes como na astronomia nao temos um
feixe de referéncia e os anéis podem nao estar visiveis na fun¢do de correlacao cruzada experi-
mental. Esperamos que nossos resultados possam ser tteis na medi¢do da carga topoldgica em

astrofisica e astronomia, bem como na comunicacdo a laser em meios atmosféricos.
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