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Resumo

Dada uma colec@o L de n subconjuntos de um conjunto finito de elementos R, o problema da
Intersecdo Maxima de k-Subconjuntos (kMIS) consiste em encontrar L' C L com |L'| = k de
modo que a interse¢do dos subconjuntos em L’ seja méaxima. Este trabalho propde uma meta-
heuristica de Iterated Local Search (ILS) para o kMIS. A meta-heuristica proposta se baseia
em uma estrutura de vizinhanca de troca, que faz uso inovador de uma estrutura de dados
para acelerar a fase de busca local e, assim, melhorar o desempenho. Testes computacionais
comprovam a superioridade desta proposta em relacao a algoritmos da literatura, encontrando,

em média, solu¢des de qualidade superior ao estado da arte.

Key-words: Otimizacao Combinatdria; Problema da interse¢cdo méxima de k-Subconjuntos;
Iterated Local Search; Meta-heuristicas



Abstract

Given a collection L of n subsets of a finite set of elements R, the Maximum Intersection of
k-Subsets problem (kMIS) consists of finding L' C L with |L'| = k such that the intersection of
the subsets in L' is maximum. This work proposes an Iterated Local Search (ILS) metaheuristic
to kMIS. The proposed metaheuristic relies on a swap neighborhood structure, which makes
innovative use of a data structure to speed up the local search phase and thus improve the
performance. Computational tests prove the superiority of this proposal over algorithms in the

literature, finding on average solutions of higher quality than the state of the art.

Key-words: Combinatorial Optimization; Maximum k-Subsets problem; Iterated Local Se-
arch; Metaheuristics
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Introducao

Em um mundo marcado pela produciao de volumes cada vez maiores de dados e pela comple-
xidade das relagcOes entre eles, a capacidade de analisar e identificar padrdes e sobreposicoes
torna-se essencial para o avango cientifico e tecnoldgico. Nesse contexto, problemas de otimi-
zacdo caracterizados pela sele¢do sob restricdes sempre despertaram especial interesse a comu-
nidade cientifica devido as suas diversas aplicacdes no mundo real, em dreas como privacidade
dos dados, biologia computacional e logistica. O Problema da Interse¢do Maxima de k Sub-
conjuntos (Maximum Intersection of k-subsets) (kMIS) destaca-se entre tais problemas devido
a sua alta aplicabilidade e pela sua complexidade intrinseca.

Intuitivamente, o kMIS pode ser compreendido como o problema de selecionar k& subcon-
juntos de um conjunto maior de forma que a quantidade de elementos em comum entre eles
seja a mixima possivel. Ele serd formalmente definido no Capitulo 2, mas € possivel perceber

desde ja o potencial do problema para capturar relagdes significativas em diferentes contextos.

1.1 Justificativa

Como foi dito, problemas de sele¢do sob restricio encontram aplicacdes em diversas dreas
da atividade humana, como escalonamento distribuido [23], posicionamento de sensores [22],
segmentacdo de imagens [8], entre muitos outros.

O kMIS, em especifico, foi estudado na literatura lado a lado com as suas aplicacdes préti-
cas. O problema foi inicialmente estudado por Vinterbo [33] no contexto de uma aplicagdo em
controle de divulgacdo de dados, especificamente para dados hospitalares. No caso estudado,
tem-se um conjunto de pacientes de um hospital e um conjunto dos dados dos pacientes, isto
€, atributos que eles podem apresentar (Figura 1.1). Sendo necessario divulgar a maior quan-

tidade possivel de dados para futura andlise, assegurando, a0 mesmo tempo, que a privacidade
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dos pacientes ndo seja violada, um dado somente pode ser divulgado se ao menos k pacien-
tes o possuam em comum. Deste modo, o objetivo do problema € encontrar k pacientes que

compartilhem a maior quantidade possivel de dados.

Figura 1.1: Os vértices a esquerda representam os pacientes; os vértices a direita, os atributos.
Um vértice P; estd conectado a um vértice A j caso o paciente P; possua o atributo A ;.

Em Nussbaum et al. [28], cita-se uma aplicacdo do kMIS na biologia molecular, no uso
de DNA Microarray para estudar a interacdo entre genes e condi¢des de teste. Dados de Mi-
croarray sao normalmente apresentados na forma de uma matriz bidimensional, cujas linhas
correspondem aos genes e cujas colunas, as condi¢des de teste. Cada entrada [i, j] da matriz
representa o nivel de expressdao de um dado gene i medido sob uma dada condi¢do j, podendo
haver aumento, decréscimo ou nenhuma mudanca significativa (Figura 1.2 (a)). Capturar a
relac@o entre conjuntos de genes e conjuntos de condi¢des € importante, na biologia, para a
compreensao de processos bioldgicos a nivel celular e molecular. Tal andlise € invidvel sem o
uso de recursos computacionais. Assim, esse problema pode ser modelado como sendo uma
instancia do kMIS tal que de um lado existam os genes e do outro, as condi¢des de teste; caso
o nivel de expressdo de um gene aumente ou diminua significativamente sob uma condicao de
teste, eles sdo conectados (Figura 1.2 (b)). O objetivo se torna selecionar os k genes que tenham
o maior nimero de condi¢des em comum.

Ainda, Bogue [7] estuda uma aplicagc@o do problema em sistemas de recomendacao. Procura-
se montar uma selecdo de artistas musicais (para integrar o programa de um festival, por exem-
plo) que tenham o maior nimero de fas em comum, com o intuito de agradar a um publico o
mais amplo possivel. Assim, é possivel modelar uma instancia do kMIS identificando um con-
junto com os artistas musicais disponiveis e outro como o das pessoas interessadas em musica.
O objetivo € selecionar os k artistas que tenham o maior nimero de fas em comum.

Nota-se, portanto, uma fécil aplicabilidade do kMIS em dreas que envolvam sele¢do sob
restri¢des, especialmente quando a similaridade ou a sobreposi¢do entre grupos de dados ou
conjuntos € um fator crucial. Assim, um estudo do problema faz-se relevante. Ao se ter em vista
que o kMIS € um problema aparentemente intrativel — isto é, ndo se conhecem algoritmos

eficientes para encontrar solucdes Otimas para ele — surge a necessidade de se desenvolver
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Cy C C3 Cy Cs 82
g1 + - + + 0
o 0 + + - + 23
3 - + + +
g4 | + + - 0 - 84
g5 - - + + +
g8 | + | 0 - - + 85
g7 - + + 0 +

(a) Matriz de condigdes s

87

(b) Grafo bipartido

Figura 1.2: (a) Uma matriz de dados microarray; Cada simbolo 4+ ou — representa um aumento
ou decréscimo, respectivamente, dos niveis de expressdo de um gene, enquanto o simbolo @
representa que nao hd mudanca significativa. (b) Um grafo bipartido que representa os aumentos
significativos na matriz de dados microarray. Fonte: Nussbaum et al. [28]

técnicas para encontrar boas solu¢des com baixo custo computacional, o que se da através de

algoritmos heuristicos.

1.2 Objetivos

1.2.1 Objetivo geral

Este trabalho tem como objetivo geral desenvolver uma meta-heuristica Iterated Local Search
(ILS) [26] para o Problema da Interse¢cdo Maxima de k Subconjuntos e mostrar a efetividade de

tal proposta, visando evoluir o state-of-the-art do problema.

1.2.2 Objetivos especificos

Para alcancar o objetivo geral, foram definidos os seguintes objetivos especificos:

* Implementar uma metaheuristica Iferated Local Search (ILS) para resolver o Problema

da Intersecdo Mdaxima de k£ Subconjuntos;

* Aprimorar o algoritmo por meio de estratégias para escapar de 6timos locais e acelerar a

convergencia;

* Propor novas estruturas de dados eficientes que consigam acelerar as buscas locais da

literatura;

* Avaliar os componentes da meta-heuristica proposta de forma a saber quais os compo-

nentes possuem um maior impacto na efetividade do algoritmo.
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1.3 Contribuicoes

O presente trabalho apresenta uma evolucao do trabalho intitulado “Algoritmo ILS-VND para o
Problema da Interse¢ao Maxima de k-Subconjuntos” [16], publicado pelo autor no LVI Simp6-
sio Brasileiro de Pesquisa Operacional. Uma versdo estendida do primeiro artigo foi submetida

para publicacdo em periddico.

1.4 Organizacao do Trabalho

O restante deste trabalho se organiza da seguinte forma: O Capitulo 2 define formalmente o Pro-
blema da Intersecao Maxima de k Subconjuntos e apresenta uma breve revisao da literatura do
problema. O Capitulo 3 apresenta os fundamentos tedricos do desenvolvimento deste trabalho.
A seguir, o Capitulo 4 descreve o algoritmo ILS proposto, detalhando cada um de seus compo-
nentes e especificidades. Finalmente, o Capitulo 5 apresenta os experimentos computacionais

realizados, os resultados obtidos e algumas andlises estatisticas.



Caracterizacao do Problema

Este capitulo tem como objetivo introduzir o Problema da Interse¢cao Maxima de k Subconjun-
tos, estudado neste trabalho. A Se¢do 2.1 o define formalmente. J4 a Secdo 2.2 apresenta uma

breve revisao da literatura relacionada.

2.1 Problema da Intersecio Maxima de £ Subconjuntos

O Problema da Interse¢do Maxima de k Subconjuntos (k-Maximum Intersection Subsets - kMIS)
¢ um problema de otimizagdo cujo objetivo € selecionar um ndmero k£ de conjuntos tais que
a intersecdo entre eles seja maximizada, ou seja, que eles compartilhem o maior nimero de
elementos em comum.

O kMIS pode ser formalmente definido da seguinte forma: dada uma cole¢do L= {Sj,...,S,}
de n subconjuntos de um conjunto finito de elementos R = {ey, ..., e, }, € um inteiro positivo «,
o objetivo é encontrar L' C L com |L'| = k tal que os conjuntos de L’ tenham o nimero mdximo
de elementos em comum, ou seja, |(\scz | seja maximo. O problema pode ser modelado como
um grafo bipartido G = (LUR, E) no qual existe uma aresta (S;,e;) se e somente se ¢ € S;.

Por exemplo, a Figura 2.1 ilustra uma instincia do kMIS tal que R = {e,e2,e3,e4,e5} € L =
{S],Sz,S3,S4}, com S] = {61,62783}, Sz = {61,62,63765}, S3 = {62,65} € S4 = {63,64}. Para
k =2, deve-se encontrar uma combinacao de dois subconjuntos que gere a interse¢cdo maxima.
Assim, L' = {S1,S3}, com |S] NS3| = 1, é uma possivel solugdo. No entanto, L' = {S;,S,} com

|S1 N S>| = 3, é melhor, e, para a instincia, é uma solucdo 6tima.

2.2 Trabalhos Relacionados

Até onde se sabe, o kMIS foi citado inicialmente por Vinterbo [33], em que ele é definido e

provado A P-dificil. O autor apresentou o problema mais geral da k-ambiguidade, definido
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Figura 2.1: Exemplo de instancia do k-MIS. Para k = 2, a intersecdo méxima de k subconjuntos
serd obtida por S; e S2, com cardinalidade 3. Fonte: Autor

da seguinte forma: seja U = {x;}"_, um conjunto de n objetos de interesse. Dado um inteiro
positivo k < n— 1, deseja-se descobrir quanta informacao a respeito de um elemento x; deve ser
descartada para torni-lo indiscernivel dos demais k elementos x; em U. No mesmo artigo, o
problema da k-ambiguidade é demonstrado ser equivalente ao da k-unido minima, por sua vez
equivalente ao kMIS. A prova de que o kMIS (assim como os outros dois, por equivaléncia) é
AN P-dificil se da por redugdo a partir do problema do Subgrafo Completo Bipartido Balanceado
[17].

Xavier [35] demonstrou que o kMIS € inaproximavel, isto €, ele ndo admite um algoritmo
%-aproximado, sendo N o tamanho da entrada e € uma constante. Novamente demonstrou-se
a complexidade do kMIS, desta vez por meio de redugdo do problema Maximum Edge Biclique
(MEB).

As primeiras propostas de métodos exatos para resolver o kMIS vieram com Bogue [7], em
que cinco formulacdes de programacao linear inteira sdo apresentadas para o problema. Trés
dessas formulag¢des baseiam-se no método de Branch-and-Bound e duas no método de Branch-
and-Cut. Dois dos modelos baseiam-se em formulagdes anteriores, desenvolvidas para o MEB;
um € inteiramente novo, denominado Murest4. O autor introduziu, também, uma heuristica
construtiva gulosa, denominada kInter, e uma meta-heuristica GRASP (Greedy Randomized
Adaptative Search Procedure) Reativo, as primeiras de que se tem noticia para o kMIS, além
de um método eficiente de pré-processamento para reduzir o tamanho da entrada. A avalia-
cdo computacional foi feita utilizando instancias geradas aleatoriamente e obtidas do servigo
musical online LastFM.

Outra tentativa de resolver o kMIS a partir de uma meta-heuristica veio com Dias et al. [14],
em que se propde um algoritmo VNS (Variable Neighborhood Search) Reativo para o problema.
Nele, diversas heuristicas e meta-heuristicas sio combinadas com componentes dindmicos para
diversificar a busca. Os autores apresentam uma versdo estendida da heuristica construtiva
kInter [7] para escolher a melhor dentre diversas solu¢des geradas, combinada com uma fase

de intensificagdo chamada Path-Relinking [18]. Incorporam, também, a fase de construcdo do
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GRASP apresentado em Bogue [7] na fase de perturbacdo do VNS, criando o componente
reativo. H& uma estratégia de atualizacdo dindmica na fase de perturbacido, que aumenta a
vizinhanc¢a quando a busca parece travada. Outra contribui¢do importante do trabalho é o uso
de bitsets para representar as instancias e solugdes, o que acelera as operacdes de intersecao
de conjuntos por meio do paralelismo de bits. O VNS ¢ testado com instancias geradas pelos
proprios autores e comparado ao GRASP Reativo [7], obtendo resultados superiores na maior
parte dos casos.

Finalmente, os autores de Casado et al. [9] apresentaram uma meta-heuristica GRASP, cuja
fase de busca local funciona com uma Busca Tabu cuja estrutura de vizinhanca é um operador
de troca. A escolha foi feita porque a Busca Tabu, utilizando uma memdria adaptativa, permite
movimentos que geram solugdes de pior qualidade; com isso, espera-se diversificar a busca e
escapar de 6timos locais. Os autores também modelam o problema por meio de bitsets [14],
adicionando a estratégia o armazenamento em cache de informacgdes da solu¢@o durante a fase
de busca, com o objetivo de reduzir o nimero de operacdes do algoritmo. Os experimentos
demonstram que o GRASP tem, em média, um tempo de execu¢cdo menor e gera solucdes de
melhor qualidade do que o VNS Reativo [14].



Fundamentacao tedrica

Este capitulo introduz a teoria que fundamenta o presente trabalho. A Sec¢do 3.1 introduz a
teoria da A_P-completude. A Secéo 3.2 apresenta o conceito de otimizagdo combinatéria. As

Secdes 3.3 e 3.4 tratam de abordagens exatas e heuristicas, respectivamente.

3.1 NP-completude

A base da teoria da A P-completude foi estabelecida por Stephen Cook, no trabalho The Com-
plexity of Theorem Proving Procedures [11]. Esse trabalho trouxe a tona alguns dos assuntos
que mais interessa a comunidade cientifica de computag¢do e matematica, principalmente sobre
a chamada questdo P versus N P.

Antes de se debrucar sobre este assunto, € necessdrio introduzir o conceito de problema.
Segundo Garey and Johnson [17], um problema €, em geral, uma pergunta a ser respondida,
geralmente com alguns parametros cujos valores nao sdo especificados. Um problema € enun-
ciado pela descricao geral dos parametros e pela descricdo das propriedades de uma resposta,
ou solucdo, que o satisfaca. Obtém-se uma instancia de um problema especificando valores para
0s parametros.

P € a classe dos problemas de decisdo — para os quais a resposta deve ser “sim” ou “nao”
— que podem ser resolvidos em tempo polinomial, isto €, que podem ser resolvidos em um
tempo O(n*) para uma constante k, em que n é o tamanho da entrada do problema. J4 a classe
AP consiste dos problemas de decisdo verificdveis em tempo polinomial; ou seja, dado um
“certificado” de uma solugdo “sim”, seria possivel verificar se o certificado € correto em tempo
polinomial. Tome, por exemplo, o kMIS; ele pode ser formulado como um problema de decisao
da seguinte forma: dados um conjunto L = {Sj,...,S,}, um inteiro positivo k e um valor limite
B, existe uma selecdo de k subconjuntos de L cuja intersecdo tenha cardinalidade maior ou

igual a B? Nesse caso, um certificado para a solug¢@o “sim” seria uma sele¢do L' = {S1, ..., S}
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de subconjuntos. E possivel verificar em tempo polinomial que a selecdo contém k subconjuntos
distintos, bem como se o valor |(g,c;/ | € maior ou igual a B.

A relagdo entre P e AP é fundamental para a teoria da A P-completude. Primeiramente, é
facil ver que P C A P. Afinal, se um problema pertence a P, ele pode ser resolvido em tempo
polinomial. A questdo em aberto seria determinar se P # N P.

Para tanto, volta-se a aten¢d@o para a classe dos problemas A P-completos. Um problema
p N P-completo estd em AP e tem a propriedade especial de que todos os demais problemas
em AP podem ser transformados (ou reduzidos) a p em tempo polinomial. Isso significa que,
se qualquer problema A’ P-completo puder ser resolvido em tempo polinomial, entdo todos os
demais problemas em A P terdo um algoritmo em tempo polinomial e pertenceréo, assim, a P.
No entanto, boa parte dos tedricos acredita que os problemas A P-completos sdo intratdveis, ou
seja, tao dificeis que nenhum algoritmo em tempo polinomial poderia resolvé-los. Essa crenca
existe devido a enorme variedade de problemas A P-completos estudados até o momento, sem
que nenhum algoritmo em tempo polinomial fosse descoberto para eles. Ao mesmo tempo,
porém, empreendeu-se um grande esforgo para provar que os problemas A P-completos sdo
intratdveis, sem que nenhuma conclusao fosse alcangada.

Caso um problema seja tdo dificil quanto os problemas A P-completos, mas nio pertenca
a NP, ele pertence a classe dos N P-dificeis. Problemas A P-completos também podem ser
reduzidos a problemas A P-dificeis, de modo que todo problema A P-completo é também N P-
dificil. A Figura 3.1 ilustra as relacdes das classes P, NP, N P-completo e N P-dificil, caso

P £ NP.

A P-completo

NP

Figura 3.1: Diagrama ilustrando as relagdes entre as classes de problemas P, NP, N P-
completo e A P-dificil, caso P # A P. Fonte: Autor



FUNDAMENTACAO TEORICA 10

Em suma, resolver qualquer problema A P-completo confirmaria que P = AP. Porém,
sem uma conclusdo alcancada até o momento, P versus NP se mantém um dos problemas

abertos da computacio mais intrigantes e famosos da historia.

3.2 Otimizacao Combinatoria

A Otimizacdo Combinatdria € um ramo da matemaética aplicada dedicado a encontrar a melhor
solucdo possivel dentro de um conjunto de valores de uma funcdo. Esse € um problema com
aplicacdes em diversos ramos da atividade humana, como a Pesquisa Operacional e a Inteligén-
cia Artificial.

Segundo Papadimitriou and Steiglitz [29], um problema de otimizagdo € aquele cuja ins-
tancia é um par (D, c), em que D é o dominio dos pontos vidveis e ¢ a fungdo de custo, um

mapeamento

c:D—R

O problema é encontrar um x* € D para o qual ¢(x*) < ¢(x) Vx € D (problemas de minimizagdo)
ou ¢(x*) > c¢(x) VYx € D (problemas de otimizagdo). O ponto x* é o chamado 6timo global.
Problemas de otimizagdo se dividem em continuos e discretos. Em problemas continuos, D
se constitui de nimeros reais ou até mesmo uma fungdo; em problemas discretos (ou, ainda,
combinatérios), D € formado por varidveis inteiras, como grafos ou conjuntos.

Um algoritmo para problemas de otimizagdo é dito exato se sempre retorna uma solugao
Otima para uma dada instancia do um problema. Ele serd chamado eficiente caso o faga em
tempo polinomial. No entanto, muitos problemas de otimizacdo sdo intratdveis, de modo que
se pode optar por buscar solugdes proximas da optimalidade em espacos de busca reduzidos.
Tais solucdes se chamam dtimos locais e sdo normalmente encontrada por meio de exploracao
de vizinhangas. Uma vizinhan¢a N(x) de uma solug@o x sdo as solu¢des préximas a x, alcan-
cadas por meio de algum mecanismo de mudanca, o qual pode ser definido de vdrias formas a
depender do problema. A exploracdo de vizinhancas em busca de 6timos locais costuma ser o

objetivo de algoritmos heuristicos de busca local, descritos na Secdo 3.4.

3.3 Meétodos Exatos

Os métodos exatos sdo técnicas que garantem a obtengdo da solucdo Otima para problemas
de otimizacao, desde que certas condicdes matemadticas sejam satisfeitas. Esses métodos con-
trastam com abordagens heuristicas ou meta-heuristicas, que buscam solucdes vidveis de boa
qualidade, mas sem garantias de otimalidade. Entre os principais métodos exatos destacam-

se algoritmos baseados em programacao linear, branch-and-bound, programagao dinamica e
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decomposicao de problemas, cada um com aplicagdes especificas dependendo da estrutura do
modelo matemadtico em questao.

Um dos pilares da otimizacgdo exata € o algoritmo Simplex, proposto por Dantzig [13], que
resolve problemas de programacao linear explorando a geometria convexa das solucdes vidveis.
Apesar de sua complexidade computacional tedrica ndo ser polinomial, o Simplex é eficiente
na pratica para muitos problemas reais, especialmente quando combinado com técnicas de pré-
processamento e pivoteamento inteligente [3]. Para problemas com varidveis inteiras, o método
branch-and-bound [25] tornou-se fundamental. Ele divide o espago de solugdes em subpro-
blemas, calculando limites inferiores e superiores para eliminar regides invidveis ou subdtimas,
sendo amplamente utilizado em problemas de programacao inteira mista [34]. Além disso, mé-
todos de decomposi¢ao de Benders [6] e planos de corte [19] sdo estratégias cldssicas para lidar
com problemas de grande escala, fragmentando-os em partes menores ou adicionando restri¢des
iterativamente para convergir a solucdo 6tima.

Ja a programacao dindmica, formalizada por Bellman [4], é aplicdvel a problemas com pro-
priedade de subestrutura 6tima, como roteamento e planejamento de produgdo. Ela decompde o
problema em estdgios sequenciais, armazenando solu¢des parciais para evitar recalculos, o que
a torna eficiente em cendrios com sobreposi¢cao de subproblemas [12].

A escolha do método exato adequado depende de fatores como a natureza das varidveis
(continuas, inteiras), a convexidade das fungdes envolvidas e a dimensdo do problema. Embora
métodos exatos sejam computacionalmente exigentes para instancias muito grandes, avancos
recentes em hardware e otimizagdes algoritmicas, como paralelizac@o e técnicas hibridas (ex.:

combinacao de branch-and-bound com heuristicas), t€m ampliado sua aplicabilidade [27].

3.4 Mcétodos Heuristicos

Normalmente, métodos heuristicos sao usados para resolver problemas de otimizacdo quando
utilizar métodos exatos se torna invidvel. Trata-se de uma situac¢do bastante comum na pratica,
pois a resolucdo de problemas de otimizacao t€ém grande impacto no mundo real e, a0 mesmo
tempo que esses problemas vém se tornando mais complexos, também se exige que solucdes
para eles sejam encontradas de forma mais rdpida. Heuristicas utilizam conhecimentos espe-
cificos de um problema para encontrar boas solucdes a um baixo custo computacional. As
meta-heuristicas (MHs), por sua vez, sdo heuristicas de propdsito geral, isto €, elas podem ser
aplicadas a qualquer problema por meio de algumas poucas modificacdes na sua estrutura de
funcionamento.

A principal caracteristica das MHs € a interacdo entre procedimentos de intensificacdo, com
os quais se explora o espaco de busca, e de diversificagdo, por meio dos quais se foge de 6timos
locais. O objetivo € executar uma busca robusta no espaco de solucdes de um problema.

Ao longo dos anos, surgiu uma grande diversidade de meta-heuristicas aplicadas aos mais
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diversos problemas. As diversas caracteristicas de tais propostas fez surgir a necessidade de
classificd-las e agrupa-las a partir das suas caracteristicas essenciais. Talvez a classificacdo
mais geral seja a que separa as meta-heuristicas entre baseadas em trajetéria e baseadas em
populacdo. Meta-heuristicas baseadas em populacdo utilizam processos de busca em um con-
junto finito de solu¢des candidatas, chamado populacdo, as quais sdo melhoradas e utilizadas
para gerar novas solugdes ao longo das iteragdes. Nesse caso, as meta-heuristicas mais estu-
dadas sdo os algoritmos de Computacdo Evoluciondria, como os Algoritmos Genéticos [24] e
Ant Colony [5]. Meta-heuristicas baseadas em trajetoria, por sua vez, focam em uma udnica
solucdo candidata, que é modificada e melhorada iterativamente. Por este motivo, também sao
chamadas de meta-heuristicas de solugdo tnica, ou ainda de meta-heuristicas de busca. Entre
as meta-heuristicas baseadas em trajetéria mais estudadas, estdo o Simulated Annealing [31],
Variable Neighborhood Structure (VND) [20] e Iterated Local Search (ILS) [26].

Dentre as diversas meta-heuristicas estudadas na liteatura, a mais importante para este tra-

balho € o Iterated Local Search, a qual serd aprofundada na subse¢do a seguir.

3.4.1 Iterated Local Search

O ILS [26] é uma meta-heuristica amplamente utilizada para resolver problemas de otimizagao.
Seu funcionamento baseia-se na exploracgdo iterativa de uma solucdo inicial por meio de proce-
dimentos de perturbacdo e busca local. A perturbacdo consiste na substitui¢do de uma solug@o
s por uma nova solucd@o s, com o objetivo de escapar de 6timos locais. Para que essa etapa seja
eficaz, € comum utilizar elementos randomizados, pois eles evitam que o algoritmo fique preso
em Otimos locais e permitem uma exploracao mais ampla do espaco de solugdes.

Ja a busca local é um procedimento de intensificacdo que, dada uma solucdo s, retorna,
para problemas de maximizacdo, outra solu¢do s* cujo custo cost(s*) é maior ou igual ao
custo cost(s). Isso normalmente ocorre por meio da definicdo de uma ou mais estruturas de
vizinhanga, que estabelecem um conjunto de solugdes vizinhas alcangdveis a partir de s por

meio de pequenas modifica¢des, conhecidas como movimentos.
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Metodologia

Neste capitulo € apresentado o algoritmo ILS proposto para resolver o problema da Intersecao
Mixima de k& Subconjuntos. Sua estrutura geral € descrita na Sec¢do 4.1. Antes de se debrugar
sobre as fases do algoritmo, é fundamental compreender a representacdo das solu¢des do pro-
blema, apresentada na Secdo 4.2. Também € necessdrio descrever a heuristica utilizada para a
geragdo da solucdo inicial do algoritmo, o que se dd na Secdo 4.3. As fases do algoritmo ILS
s@o descritas nas sec¢Oes seguintes. A Secdo 4.4 descreve o funcionamento da fase de busca
local, incluindo a estrutura de dados utilizada para acelerd-la. A seguir, a Secdo 4.5 descreve
a fase de perturbagdo do algoritmo. Por fim, a Secdo 4.6 descreve o critério de aceitagdo para

novas soluc¢des no processo de busca.

4.1 Estrutura Geral do Algoritmo

O pseudocddigo do ILS proposto neste trabalho pode ser visto no Algoritmo 1. A solu¢do
inicial L* é gerada (linha 2) e imediatamente refinada na fun¢do LocalSearch (linha 3), que
executa a busca local. Em seguida, no loop, uma c6pia L' de L* se torna a solugdo atual, que
entra na funcio de perturbagdo (linha 5), e, a seguir, na busca local (linha 6). A cada iteracdo
ela entra na funcdo AcceptanceCriteria, para ser avaliada, sendo comparada a L*. Ao final,

L* € retornada.

4.2 Representacao das Solucoes

Seguindo Dias et al. [14] e Casado et al. [9], foram utilizados bitsets para representar as ins-
tancias e solugdes do kMIS. Essa estratégia leva em conta as desvantagens de se utilizar uma
representagdo direta, que, para uma instdncia modelada como um grafo G = (LUR, E), seria

a lista dos conjuntos escolhidos de L. Com essa representacdo, a avaliacdo de uma solugdo se

13
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Algoritmo 1 Iterated Local Search (ILS)
function ILS(L,k)
L* < Construction(L, k) > Sessdo 4.3
L* < LocalSearch(L") > Sessdo 4.4

1:
2
3
4 while stop condition not reached do

5: L' <+ Perturb(L*) > Sessdo 4.5
6

7

8

L' + LocalSearch(L’)
L* + AcceptanceCriteria(L', L*) > Sessdo 4.6
end while
9: return L*
10: end function

daria pelo célculo da interse¢do de todos os conjuntos escolhidos de L, o que pode ser compu-
tacionalmente exigente para instancias médias e grandes.

Um bitset € um array cujos elementos s6 podem ser 0 ou 1. Na implementacdo do ILS para o
kMIS, cada S € L tem o préprio bitset B de tamanho |R|, em que a posi¢do p indica a presenga ou
auséncia do elemento e, € R em S. Com bitsets, o calculo da interse¢do entre dois subconjuntos
S; e §; se dd em uma operagdo logica AND entre B; € B}, feita por meio de paralelismo de bits para
alcancar maior eficiéncia. Caso o nimero de elementos seja menor ou igual a0 comprimento
da palavra da CPU, o célculo € feito em tempo constante; caso contrdrio, divide-se o bitset
em arrays do tamanho da palavra da CPU e a operagdo € feita automaticamente em cada um
dos arrays, também em tempo constante para eles. Trata-se de uma grande vantagem sobre a
modelagem direta citada acima, na qual a intersec@o entre subconjuntos teria uma complexidade
de O(|R]).

Uma solugdo L' também tem um bitset B’ associado, que guarda a interse¢do resultante
dos subconjuntos selecionados. A fungdo objetivo cost(L'), portanto, dd-se pelo célculo da
cardinalidade de B'.

Assim, essa modelagem acelera consideravelmente o processo de busca e ja obteve sucesso

em outros problemas, como mostrado em Segundo et al. [32] e em Komosko et al. [21].

4.3 Fase de Construcao

Para a construgao da solugdo inicial, utiliza-se a versao estendida do algoritmo guloso kInter
[7]. O kInter original consiste no seguinte: dada uma soluco parcial L', seleciona-se para ser
adicionado a L' um subconjunto S € L\ L' tal que cost(L' US) seja mdximo. A escolha gulosa
ocorre k vezes, ao fim das quais se tem uma solugdo vidvel. No inicio, L' = 0 e, seguindo o
critério, o primeiro subconjunto inserido € o de maior cardinalidade.

A versdo estendida do kInter foi proposta por Dias et al. [14], com o seguinte funciona-
mento: primeiramente, o conjunto L = {S},S3,...,S,} é ordenado de tal forma que |S;| > |S2| >

... >|S,|. Entdo, o kInter é executado n vezes. Na i-ésima execugdo, L' € inicializada com S;.
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Uma execugdo do kInter serd interrompida caso cost (L') < cost(Lpes ), sendo Lp,s a melhor
solucdo encontrada até o momento. Ao final, retorna-se a solu¢cdo de maior custo entre as n
geradas. Originalmente, o kInter estendido possui uma fase de Path-Relinking, mas ela nao
foi incorporada na implementacao do ILS.

O Algoritmo 2 mostra a versao estendida do kInter conforme implementada neste trabalho.
Inicialmente, a solucdo vidvel Ly, € inicializada como um conjunto vazio. A seguir, para cada
subconjunto S; € L (linha 3) uma solugdo L’ serd inicializada com S;. O loop while que se inicia
na linha 5 trata-se de uma execucdo do kInter que constréi L' e a torna uma solugdo viavel.
Caso L’ ndo tenha um custo maior que Ly, (linha 8), ela € ignorada e uma nova solugdo L’ sera
gerada, iniciando com o préximo S; € L. Caso contrario (linha 12), L, recebe L. Ao final,

retorna-se Lp,g.

Algoritmo 2 Extended-KlInter

1: function EXTENDED-KINTER(L, k)
2 Lpest < 0
3 fori=1to|L| do
4 L+ {Si}
5: while |L'| < k do
6 Selecione um subconjunto S € L\ L' tal que cost(L' U {S}) seja maximo.
7 L'+ L'U{S}
8 if cost(L) < cost(Lpest) then
9: break while
10: end if
11: end while
12: if cost(L") > cost(Lpest) then
13: Lpest < L’
14: end if
15: end for
16: return Lpeg

17: end function

4.4 Busca Local

A Busca Local constitui a fase de intensificacdo do ILS. Dada uma solu¢io L’ como entrada, a
saida da Busca Local deve ser uma solu¢do L* cujo custo é maior ou igual ao de L'. Normal-
mente isso se dd com a definicado de uma ou mais estruturas de vizinhangas, isto é, uma estrutura
que define um espaco de solugdes que podem ser alcangadas a partir de L' por meio de pequenas
modifica¢des, conhecidas como movimentos [26].

Considerando que solucdes vidveis para o kMIS devem ter exatamente k subconjuntos,
define-se a estrutura de vizinhanca swap (1, 1). Ela utiliza um operador de troca swap, de-
finido para uma solugdo L', um conjunto S; € L', e para um conjunto S; € L\ L’ da seguinte

forma:
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swap(L',S;,S;) = (L' = S;) U{S;} (4.1)

Para acelerar o procedimento e prevenir tanto a realizacdo de cdlculos redundantes quanto
a avaliacdo de movimentos incapazes de melhorar a solucdo atual, foi utilizado um array u de
k elementos associado a L', calculado antes do inicio da exploracdo da vizinhanga. Para um

subconjunto S; € L', ui] guarda a interse¢do resultante de L' apds a remogao de S;, ou seja,

uil= (4.2)
SeLl'—{S;}

Um algoritmo forga bruta para preencher u seria custoso. O célculo de L' — S; é uma ope-
ra¢do de complexidade O(k). Como em u esse célculo precisa ser realizado para cada S; € L,
o algoritmo resultaria em um custo total de O(k?). Por isso, este trabalho implementa uma
estratégia eficiente inspirada na soluc¢do para o problema de programacdo competitiva Product
of Array Except Self (PAES)': dado um array A de n inteiros, deve-se construir um novo array
p, também de tamanho n, tal que p|i] seja igual ao produto de todos os elementos de A exceto
Ali]. Isso deve ser feito em O(n) e sem usar o operador de divisao.

E ficil perceber que, feitas as devidas adaptagdes, trata-se do mesmo problema encontrado
para preencher u; a diferenca é que, para u, em vez do produto de inteiros, deseja-se calcular
a intersecdo de conjuntos. Para calcular u conforme a solu¢do cldssica do PAES, observa-se,
primeiramente, que ui] é a interse¢do dos subconjuntos de S até S;_, chamada prefixo, com

a intersecdo dos subconjuntos de S, até Sy, chamada sufixo, pertencentes a L. Isto é:
‘u[l] =S51N---NSi—1NSip1 N---NSk.

Utilizando a técnica de Programacdo Dinamica [12], ambas intersecdes sao calculadas previa-
mente e em seguida acessadas para obter u.

Na Programacio Dindmica, problemas sdo resolvidos através da combinacdo de solugdes
recursivas de subproblemas, os quais se sobrepdem. Cada subproblema é resolvido apenas uma
vez e tem a solucdo guardada em uma tabela, o que evita o trabalho de recalcular a solugao
sempre que um novo subproblema for resolvido.

Com isso em mente, pode-se definir o prefixo recursivamente:

R R sei=1,
prefixoli] =
prefixo[i—1]NS;_1 sei> 1.
Isto é, como o prefixo armazena, na i-ésima posi¢cdo, S; M ---MNS;_1, € possivel usar o
proprio prefixo, na posi¢ao anterior, para calcular a posi¢do i. Quando i = 1, ndo existe S;_1;

dessa forma, prefixo[1] recebe R, que serve de conjunto neutro.

"https://www.enjoyalgorithms.com/blog/product-of-array-except-self
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Pode-se definir recursivamente também o sufixo:

o R sei=k,
sufixoli] =
sufixo[i+1]NSit1 sei<k.
O sufixo armazena, na i-ésima posi¢do, Si+1 M ---M Sk, portanto a posi¢do i + 1 do array
pode ser usada para calcular a posi¢do i. Como para i = k ndo existe S;;1, sufixo[k] recebe R
como conjunto neutro.

Assim, € possivel definir u a partir das duas intersecoes calculadas:
uli] = prefixoli]Nsufixoli].

As defini¢des acima sdo utilizadas para definir um algoritmo para preencher u de forma
eficiente (Algoritmo 3). u € inicializado como um array de k posigdes. Ao fim do primeiro
loop (linha 4), u serd igual ao prefixo; por isso, sua primeira posi¢ao recebe R (linha 3) e
ele é preenchido conforme a definicdo do prefixo (linha 5). Isso evita a criacdo de um novo
array apenas para esta operacdo, reduzindo a complexidade de espago do algoritmo. Tendo-se
em vista esse mesmo objetivo, calcula-se o sufixo e o valor final de u[i] em apenas um loop.
Para tanto, guarda-se o valor do sufixo em uma varidvel simples, inicializada com R (linha
7). Um segundo loop, que itera da peniltima posi¢do até a primeira (linha 8), garante que u[i],
que j4 guardava o prefixo[i], receba a interse¢do de si mesmo com o sufixo[i] (linha 9),
alcancando o seu valor final, e que sufixo seja atualizado com o valor do préximo sufixo [i]
(linha 10). Ao final, retorna-se u. A complexidade do algoritmo é, portanto, O(k), uma melhoria

em relagio ao cilculo direto de u, que se daria em O(k?).

Algoritmo 3 Calculate-u

1: function CALCULATE-u(L' = {S},...,S})

2 u < array (k)

3 u[l] <R

4: fori < 2tokdo

5: uli] <= Si—1 Nuli —1] > Inicialmente, u[i] guarda o prefixo
6 end for

7 sufixo ¢~ R

8 fori<k—1to1do

9 uli] <= ufi] Nsufixo
10: sufixo <= sufixoNs; > Atualizacio do sufixo
11: end for
12: return u

13: end function

E interessante notar que a estratégia acima descrita pode ser estendida para compreender
solucdes parciais com ainda menos subconjuntos. Isso se daria pelo aumento das dimensdes de

u, que se tornaria uma matriz. Seu preenchimento seria mais complexo.
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O Algoritmo 4 mostra o procedimento de Busca Local, que se resume a exploracao da vizi-
nhanga swap (1, 1). Tendo calculado u, procede-se para o loop principal. A cada itera¢do, um
subconjunto S; € L’ é escolhido como candidato a ser removido da solugéo atual. A interse¢do
resultante de L' — {S;} jé estd calculada em u[i]. Apenas solugdes parciais cuja interse¢do tenha
cardinalidade maior do que o custo de L’ sdo exploradas, pois estas sdo as tinicas com potencial
de gerar uma solugdo vidvel melhor do que a atual; assim, € possivel ignorar as demais e reduzir
o ndmero de iteracdes (linha 3). Esse € um mecanismo de filtro que impede iteragcdes infrutife-
ras e acelera a avaliacdo de um movimento na busca local. Ao conhecimento dos autores, 0 uso
de uma estrutura de dados semelhante a u, calculada de forma eficiente para servir de filtro na
exploracdo da vizinhanga, € uma abordagem inédita para o kMIS.

Dentre as possiveis op¢des para a escolha de qual subconjunto inserir em L', optou-se pelo
critério de first improvement, isto é, o primeiro subconjunto que aumente a fungdo objetivo sera
escolhido, pois esta op¢do gasta menos tempo. Nota-se que u também € utilizado na avaliagdo da
inser¢do (linha 7), o que evita calcular L' — {S;} diretamente. A complexidade da Busca Local
¢ O(k-|L|) no pior caso. Observa-se, porém, que o filtro possibilitado por u reduz bastante o

custo computacional da busca.

Algoritmo 4 Local Search

1: function LOCALSEARCH(L')
2 for S; € L' do
3 if |u(i]| < cost(L') then > u ajuda a evitar solugdes parciais infrutiferas
4: continue
5: end if
6 for §' € L\ L' do
7 if |u[i{]N S| > cost(L’) then
8 L'+ swap(L',S;,S")
9: return L' > First improvement
10: end if
11: end for
12: end for
13: return L/

14: end function

4.5 Perturbacao

A fase de perturbacdo do ILS serve para diversificar a solucdo atual, na esperanga de escapar de
otimos locais. Para o kMIS, na fase de perturbagcdo € comum remover aleatoriamente um certo
nimero de subconjuntos da solug@o atual e em seguida inserir novos subconjuntos que antes
estavam de fora.

Este trabalho adota a seguinte estratégia de perturbacdo, conforme ilustrado no Algoritmo

5. Inicialmente (linha 2), calcula-se ¢, a quantidade de subconjuntos a ser removidos da solu¢@o
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atual L. O calculo é fixo em |/k| para cada instancia. A seguir, removem-se aleatoriamente
g subconjuntos de L' para criar a solugdo parcial L, (linha 3). L, serd completada a partir da
selegdo, também aleatéria, de subconjuntos em L\ L' (linhas 4-6). Ao final, retorna-se a solu¢do

perturbada L.

Algoritmo 5 Perturbation
function PERTURBATION(L' = {S1,...,S})

1:
2 g+ [VK]

3 L, < RemoveRandomSubsets(L', q)
4 while |L,| < k do

5: S + SelectRandomSubset(L\ L)
6

7

8

9:

L, <+ L,U{S}
end while
return L,
end function

4.6 Critério de Aceitacao

O Algoritmo 6 mostra o critério de aceita¢do de uma solugdo atualmente explorada L’ em rela-
cdo ao 6timo global L* no ILS. Trata-se simplesmente da comparacio entre as fungdes objetivo
de cada uma. Se L’ tem uma fung¢io objetivo maior (linha 2), ela passa a ser L* e é retornada ao

loop principal para ser explorada. Do contrdrio, L* ndo é modificada.

Algoritmo 6 AcceptanceCriteria

1: function ACCEPTANCECRITERIA(L',L*)
2 if cost(L) > cost(L*) then

3 L« L

4 end if

5 return L*

6: end function




Resultados e Discussoes

Neste capitulo, os resultados computacionais obtidos a partir da implementacdo do ILS sao
apresentados. Primeiramente, a Se¢do 5.1 descreve as instancias-teste utilizadas nos experimen-
tos. A Secdo 5.2 descreve o ambiente onde os experimentos foram realizados e as ferramentas

utilizadas. Por fim, a Secdo 5.3 apresenta os resultados computacionais obtidos e a discussao.

5.1 Instancias

As instancias utilizadas foram as introduzidas por Dias et al. [14]. Tratam-se de 238 instancias
divididas em trés grupos: no primeiro, o nimero de subconjuntos € igual ao nimero de elemen-
tos, isto é, |L| = |R|; no segundo, o niimero de subconjuntos é maior (|L| > |R|) e, no terceiro,
¢ maior o nimero de elementos (|L| < |R|). Baseando-se na densidade das instincias, também
€ possivel dividi-las em classes: quanto maior a classe, maior a densidade. Cy, C4 € C7 t€ém

valores baixos de k, C;, C5 e Cg t€m valores médios e Cg e Cg tém valores altos.

5.2 Ambiente e Ferramentas

Todos os testes foram executados em um computador equipado com um processador Intel Core
17-9700K com clock de 3,6 GHz, 16 GB de memoéria RAM, tendo o Ubuntu 22.04.3 LTS como
sistema operacional. O algoritmo foi implementado na linguagem C++ e compilado com o GNU

g++ versao 13.2.0 utilizando a flag de otimizacgdo -03.

5.3 Resultados Experimentais

Para avaliar o desempenho do ILS, ele foi comparado com as duas dltimas meta-heuristicas para

o kMIS encontradas na literatura, a saber, o VNS apresentado por Dias et al. [14] e o GRASP

20
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com Busca Tabu apresentado por Casado et al. [9]. Os autores disponibilizaram os respectivos
codigos-fontes. O VNS foi implementado em C++, executado com o GNU g++ versdo 13.2.0
utilizando a flag de otimizagdo -03; e 0 GRASP foi implementado em Java e executado com o
JDK 21.0.3.

Para que as comparagdes entre os algoritmos sejam justas, todos foram executados no
mesmo computador. Além disso, o tempo de execugdo dos trés algoritmos foi fixado em %
segundos para cada instancia. Desejando evitar o viés produzido pelos elementos randdomicos
das implementagdes, os resultados foram computados a partir de 10 execucdes independentes
de cada algoritmo em cada instincia. Seguindo esse protocolo, foi construida a Tabela 5.1.
Trata-se de um sumario em que os resultados sdo exibidos em relacd@o as classes das instancias.
Assim, a coluna Qnt. mostra a quantidade de instancias em uma classe; a coluna Best tem a
média das melhores solu¢des obtidas pelos algoritmos nas instancias de uma dada classe nas 10
execugdes; Worst é a média dos piores valores obtidos por classe; Avg. € o valor médio encon-
trado por classe, independentemente de ser o melhor ou o pior. Na ultima linha estdo as médias
das colunas ponderadas pela quantidade de instancias em cada classe. # Bests € a contagem dos

melhores valores encontrados pelos algoritmos em cada instancia, sem levar em consideragao

as classes.

Tabela 5.1: Comparacao do ILS com o VNS [14] e o GRASP [9]

VNS [14] GRASP [9] ILS

Class  Qnt. Best Worst Avg. Best Worst Avg. Best Worst  Avg
1 30 427 420 422 423 407 419 430 4,07 4,14
2 30 1,10 1,07 1,07 1,10 1,10 1,10 1,07 1,07 1,07
4 30 25,50 24,80 25,13 25,37 25,07 2520 33,80 26,87 30,09
5 30 733 720 727 7,50 7,30 7,38 11,57 837 9,74
6 28 232 229 230 243 239 242 439 321 3,78
7 30 98,10 97,67 97,86 98,00 97,70 97,86 102,13 99,10 100,58
8 30 75,50 75,33 75,41 75,60 7527 7542 86,40 84,60 85,44
9 30 50,10 50,07 50,08 50,17 50,07 50,12 76,93 72,10 74,81

#Bests 120 130 212

Nota-se que, exceto para a classe 2, em média o ILS encontra os valores mais altos em todas
as classes, com larga vantagem em alguns casos. A contagem de melhores valores também
mostra a superioridade do ILS: ele encontra 212 melhores valores, mais do que os 130 do
GRASP e os 120 do VNS.

Uma andlise aprofundada das instancias da classe 2, em que o ILS tem performance inferior,
mostra que as instancias tém baixa densidade e valores médios de k. Além disso, grande parte
dos valores encontrados € 1, isto €, na maioria dos casos s60 hd um elemento resultante da
intersecao entre os k conjuntos selecionados.

Os resultados completos do experimento estdo disponiveis no apéndice, na Tabela 6.1.
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Portanto, o ILS surge como uma proposta competitiva de meta-heuristica para o kMIS,
obtendo em pouco tempo solugdes de melhor qualidade do que os métodos encontrados na lite-
ratura. E possivel atribuir esses resultados aos ganhos de performance obtidos na fase de busca
local pelo uso do array u, o qual permite mais iteragcdes no tempo de execugao e, consequente-

mente, uma busca mais ampla.

5.4 Impacto dos Componentes do Algoritmo

Este experimento visa analisar o impacto dos componentes usados no algoritmo apresentado
neste trabalho, incluindo estrutura de dados auxiliar u, a estratégia de perturbacdo e a fase
de busca local. Para tanto, foram geradas quatro versdes distintas do algoritmo. A primeira,
nomeada ILS-1, € o ILS como foi apresentado neste trabalho. A segunda, denominada ILS-2,
¢ o ILS sem uso da estrutura u. Para a terceira versdo, ILS-3, a fase de perturbacdo do ILS
foi substituida pela estratégia reativa apresentada por Dias et al. [14], a qual adapta a fase de
constru¢cao do GRASP e leva em conta o histdrico das solugdes geradas no algoritmo para tornar
o algoritmo mais ou menos guloso. O quarto algoritmo, denominado ILS-4, substitui a fase de
busca local do ILS por uma estratégia VND (Variable Neighborhood Descent) [20], na qual se
soma a estrutura de vizinhanca swap (1, 1) a estrutura swap (2, 2) que, semelhantemente a
primeira, faz a troca de dois subconjuntos em uma solucdo L e também utiliza uma estrutura de

dados auxiliar para ter solugdes parciais com antecedéncia.

Tabela 5.2: Componentes que formam as diferentes versoes do ILS

Componentes
Versdo Pertubacio Estruturas de swap (2, 2)
Reativa Dados
ILS-1 v
ILS-2
ILS-3 v v
ILS-4 v v

Para esta andlise, empregaram-se graficos de distribui¢do de probabilidade. Time-to-target
plots (ou ttt-plots) sdo amplamente utilizados na literatura para comparar e caracterizar os tem-
pos de execuc¢do de diferentes algoritmos estocdsticos para problemas de otimiza¢do combina-
toria [15, 1, 2, 30]. Esse tipo de gréfico exibe, no eixo das ordenadas, a probabilidade de um
algoritmo encontrar, para uma dada instancia, uma solu¢cao no minimo tao boa quanto um valor
target, em um dado tempo de execucdo exibido no eixo das abscissas.

Seja P um problema de otimizagdo e # uma heuristica randomizada para este problema.
Seja, ainda, I uma instancia especifica de P e target um valor objetivo para essa instancia. Para
construir um f#t-plot, segue-se o seguinte protocolo: a heuristica # € executada N vezes em uma

instancia fixa I, tendo como critério de parada encontrar uma solugdo igual ou melhor do que o
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target. Garante-se que as N execugdes sejam independentes por meio da reinicializacdo do seed
de ndmeros aleatdérios em cada uma delas. O tempo de cada execugdo € salvo e, ao final, eles
sdo ordenados em ordem crescente. Entdo, atribui-se ao i-€simo tempo de execugdo ordenado a
probabilidade p; = % Por fim, sdo gerados e plotados os pontos y; = (t;, p;) Vi€ {l1,--- /N}.
Neste trabalho, definiu-se N = 100 e limitou-se o tempo de cada execucdo a 30 segundos.

A Figura 5.1 mostra os ttt-plots gerados a partir da execugdo do protocolo descrito. As
instancias foram selecionadas a partir do conjunto de Dias et al. [14], explorado no experimento
anterior. Elas foram escolhidas com base no tamanho, definido pelos valores de |R| e |L| e
€ 32e

o maximo é 300. O objetivo é amostrar o comportamento do algoritmo em instancias das

levando em conta que, no conjunto de dados usado, o valor minimo de |R| e de |L

mais simples as mais complexas. Assim, foi escolhida uma instincia pequena, duas médias
e uma grande. Os fargets foram definidos como aproximadamente 90% dos melhores valores
encontrados pelo ILS-1 no experimento competitivo.

A Figura 5.1 agrupa os plots das instancias escolhidas, descritas a seguir:

* Figura5.1a: classe_9_80_80. Tem |L| = 80, |R| = 80 e k = 72; é considerada, portanto,

uma instancia pequena. Target usado: 66.

* Figura 5.1b: classe_9_200_200. Tem |L| = |R| =200 e k = 158; é considerada, por-

tanto, média. Target usado: 128.

* Figura 5.1c: classe_4_224_280. Tem |L| = 224, |R| = 280 e k = 45; ¢é considerada

média, um pouco maior do que a anterior. Target usado: 21

* Figura5.1d: classe_7_280_280. Tem |L| = |R| =280 e k = 63; é considerada, portanto,
grande. Target usado: 33.

Analisando os quatro gréficos, € evidente que o ILS-1 apresenta o melhor desempenho nas
quatro instancias. Ele apresenta larga vantagem na instancia média e, nas demais, embora possa
haver alguma proximidade inicial com os tempos de ILS-2, a estrutura de dados u atua no-
tavelmente na convergéncia do algoritmo, aumentando a probabilidade do algoritmo atingir o
objetivo com maior velocidade, conforme refletido na area entre as curvas. Essa marca pode
demorar mais que o dobro do tempo para o ILS-2, sem u, € em alguns casos sequer € atin-
gida, como na instancia classe_9_200_200, na qual o ILS-2 ndo atinge o alvo dentro dos 30
segundos estabelecidos algumas vezes.

E interessante notar que o ILS-3, que usa a estratégia de perturbacio reativa de Dias et al.
[14], ndo atinge os alvos dentro do tempo limite na maior parte dos casos; ele tem pequenas
probabilidades de atingi-lo apenas na terceira instancia. Isso demonstra a pouca eficicia de
estratégias complexas de perturbagdo para o kMIS, em contraste com o algoritmo mais simples
adotado neste trabalho (Secao 4.5).
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Por fim, o algoritmo ILS-4 implementa uma estratégia de busca local mais complexa, com

uma estrutura de vizinhanca mais ampla e até mesmo estruturas de dados auxiliares. Nao conse-

gue, porém, atingir o alvo na instancia classe_9_200_200. Nas demais, costuma ter um tempo

pior que o ILS-1 e o ILS-2, sobretudo na convergéncia (classe_9_80_80). Além disso, em
nenhuma instancia existe 100% de probabilidade do algoritmo atingir o alvo. Isso mostra que
também estratégias de busca local mais complexas podem ser pouco eficazes para o kMIS.

Tais observagdes indicam a importancia das estruturas de dados utilizadas na fase de busca

local do ILS e da simplicidade dos seus componentes no desempenho em termos de tempo de

execucao.
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Figura 5.1: #tt-plots de 4 instancias para 4 versoes diferentes do ILS.



Conclusao

Este trabalho apresentou um algoritmo de Iterated Local Search (ILS) para o Problema da
Interse¢do Méxima de k-Subconjuntos (KMIS). O método proposto foi comparado com dois
algoritmos de ponta da literatura — GRASP e VNS — demonstrando desempenho superior. O
ILS obteve a melhor solu¢cdo em 212 instancias, superando o GRASP (130 melhores valores) e
o VNS (120 melhores valores). Além disso, a estrutura de dados u reduz significativamente o
tempo de execucdo da busca local, tornando o ILS mais eficiente. Além de melhorar o desem-
penho, u também atua como um mecanismo de filtragem, permitindo que o algoritmo descarte
solugdes ndo promissoras precocemente, otimizando ainda mais o processo de busca.

Pesquisas futuras incluem o desenvolvimento de uma abordagem hibrida que combine as
vantagens do ILS com um método exato. Por exemplo, pode-se utilizar as informagdes en-
contradas durante a busca heuristica para alimentar uma formulagdo matemética baseada em
programagdo inteira, a fim de encontrar solu¢gdes aprimoradas, que, por sua vez, podem ser
realimentadas no procedimento heuristico, e assim sucessivamente. Planeja-se, também, esten-
der o algoritmo proposto para resolver problemas relacionados, como o Problema da Cobertura
Maxima [10].
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Apéndice - Resultados Completos

Tabela 6.1: Resultados completos dos algoritmos VNS, GRASP e ILS

VNS [14] GRASP [9] ILS

Instance

=
(97
n
-

Best Worst Avg Worst Avg Best Worst Avg

Ne)

classe_1_100_100 7
classe_1_100_80 4
classe_1_112_140 5
classe 1 140 _112 6
classe_1 140 140 4
classe_1_144_180 7
classe 1 160 200 4
classe_ 1 180 144 5
classe_1_180_180 3
classe_1_192 240 5
classe_1 200 _160 2
4
3
5
2
6
4
5
3
3
3
3

9

w N

k=)

classe_1_200_200
classe_1_224_280
classe 1 240 192
classe_1_240_240
classe_1_240_300
classe 1 280 224
classe_1 280 280
classe_1_300_240
classe_1_300_300
classe 1 32 40

classe_1_40_32
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APENDICE 31
Tabela 6.1 continuada

VNS [14] GRASP [9] ILS
Instancia Best Worst Avg Best Worst Avg Best Worst Avg
classe_1 40_40 4 4 5,1
classe_1 48 60 6,1
classe_1_60_48 6,3
classe_1_60_60 5
classe_1 64 80 5,6
classe_1_80_100 3

classe_1_80_64
classe_1_80_80
classe_2_100_100
classe_2_100_80
classe 2 112 140
classe_2_140_112
classe_2_140_140
classe 2 144 180
classe_2 160_200
classe_2_180_144
classe_2 180_180
classe_2 192 240
classe_2_200_160
classe_2_200_200
classe 2 224 280
classe_2 240 192
classe_2_240_240
classe_2 240 300
classe_2 280 224
classe_2_280_280
classe_2 300 240
classe_2_300_300
classe_2_32_40
classe_ 2 40 32
classe 2 40_40
classe_2 48 60
classe_2 60_48
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APENDICE 32
Tabela 6.1 continuada

VNS [14] GRASP [9] ILS
Instincia Best Worst Avg Best Worst Avg Best Worst Avg
classe_2_60_60 2 1 1,9 2 2 2 1 1 1
classe_2 64 80 2 2 2 2 2 2 2 2 2
classe_2_80_100 1 1 1 1 1 1 1 1 1
classe_2_80_64 1 1 1 1 1 1 1 1 1
classe_2_80_80 1 1 1 1 1 1 1 1 1
classe_4_100_100 41 41 41 41 41 41 47 41 42,1
classe_4_100_80 22 22 22 22 22 22 22 22 22
classe_4_112_140 38 38 38 38 38 38 55 40 48,1
classe_4_140_112 33 32 324 33 33 33 43 32 35,5
classe_4_140_140 29 29 29 29 29 29 54 32 41,5
classe_4_144_180 46 45 45,8 46 46 46 64 46 53,9
classe_4_160_200 27 25 25,5 26 25 26 45 33 36,8
classe_4_180_144 31 31 31 31 31 31 43 32 37,4
classe_4_180_180 23 21 22,1 23 22 22 40 29 33,7
classe_4_192_240 34 33 33,9 34 34 34 55 38 45,3
classe_ 4 200 160 14 12 12,8 13 13 13 16 12 14,1
classe_4_200_200 29 27 28 29 28 29 45 31 39,3
classe_4_224_280 22 20 204 22 20 21 36 30 33,1
classe_4_240_192 33 33 33 33 33 33 39 32 349
classe_4_240_240 13 12 12,3 13 12 12 13 12 12,4
classe_4_240_300 42 40 41,7 42 41 42 63 47 58,1
classe_4_280_224 30 27 289 30 28 29 30 29 29,9
classe_ 4 280 280 8 7 7,1 7 7 7 7 7 7
classe_4_300_240 15 14 14,1 14 14 14 14 14 14
classe_4_300_300 3 3 3 3 3 3 3 3 3
classe_4 32 40 19 19 19 19 19 19 29 21 23,3
classe_4_40_32 17 17 17 17 17 17 17 17 17
classe_4_40_40 21 21 21 21 21 21 26 24 25,2
classe_4_48_60 26 26 26 26 26 26 26 26 26
classe_4_60_48 25 25 25 25 25 25 26 26 26
classe_4_60_60 29 29 29 29 29 29 36 31 33,4
classe_4 64 80 31 31 31 31 31 31 31 31 31
classe_4_80_100 24 24 24 24 24 24 31 24 26
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APENDICE 33

Tabela 6.1 continuada

VNS [14] GRASP [9] ILS
Instincia Best Worst Avg Best Worst Avg Best Worst Avg
classe_4_80_64 15 15 15 15 15 15 23 15 20
classe_4_80_80 25 25 25 25 25 25 35 29 32,6
classe_5_100_100 8 8 8 8 8 8 14 9 11
classe_5_100_80 8 7 7,9 8 8 8 13 9 10,8
classe_5_112_140 8 8,9 9 9 9 17 11 14
classe_5_140_112 9 9 9 9 8 9 12 9 10
classe_5_140_140 10 10 10 10 10 10 12 10 10,9
classe_5_144_180 8 8 8 9 8 8 13 9 10,8
classe_5_160_200 6 5 5,1 6 5 5 5 5 5
classe_5_180_144 8 7 7,1 8 8 8 7 7 7
classe_5_180_180 5 5 5 6 5 6 5 5 5
classe 5 192 240 5 5 5 5 5 5 5 5 5
classe_5_200_160 4 4 4 5 5 5 4 4 4
classe_5_200_200 6 6 6 6 6 6 6 6 6
classe_ 5 224 280 5 5 5 5 5 5 5 5 5
classe_5_240_192 7 7 7 8 8 8 7 7 7
classe_5 240 240 6 6 6 6 6 6 6 6 6
classe_5_240_300 5 5 5 5 5 5 5 5 5
classe_5_280_224 7 7 7 8 7 7 7 7 7
classe_5_280_280 1 1 1 1 1 1 1 1 1
classe_5_300_240 5 5 5 5 5 5 5 5 5
classe_5 300 300 1 1 1 1 1 1 1 1 1
classe_5_32_40 14 14 14 14 14 14 24 15 20
classe 5 40 _32 7 7 7 7 7 7 15 9 13,1
classe_5_40_40 10 10 10 10 10 10 16 12 13,8
classe_5_48_60 13 13 13 13 13 13 27 15 20
classe_5_60_48 11 11 11 11 11 11 19 14 16,3
classe_5_60_60 13 13 13 13 13 13 25 18 19,5
classe_5_64_80 9 9 9 9 9 9 24 14 17,3
classe_5_80_100 8 8 8 8 7 7 21 11 14,9
classe_5_80_64 6 6 6 6 6 6 10 7 8,4
classe_5_80_80 6 6 6 6 6 6 16 10 12,4
classe_6_100_100 2 2 2 2 2 2 6 3 3,8
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APENDICE 34
Tabela 6.1 continuada

VNS [14] GRASP [9] ILS
Instincia Best Worst Avg Best Worst Avg Best Worst Avg
classe_6_100_80 2 2 2 2 2 2 3 2 2,3
classe_6_112_140 3 2 2,3 3 3 3 3 3 3
classe_6_140_112 3 3 3 3 3 3 3 3 3
classe_6_140_140 3 3 3 4 3 4 3 3 3
classe_6_144_180 2 2 2 2 2 2 2 2 2
classe_6_160_200 1 1 1 1 1 1 1 1 1
classe_6_180_144 2 2 2 3 3 3 2 2 2
classe_6_180_180 1 1 1 1 1 1 1 1 1
classe_6_192_240 2 2 2 3 3 3 2 2 2
classe_6_200_160 1 1 1 1 1 1 1 1 1
classe_6_200_200 2 2 2 2 2 2 2 2 2
classe_6_224 280 1 1 1 1 1 1 1 1 1
classe_6_240_192 3 3 3 3 3 3 3 3 3
classe_6_240_240 2 2 2 2 2 2 2 2 2
classe_6_240 300 1 1 1 1 1 1 1 1 1
classe_6_280_224 3 3 3 3 3 3 3 3 3
classe_6_300_240 1 1 1 1 1 1 1 1 1
classe_6_32_40 7 7 7 7 7 7 16 10 13,1
classe_6_40 32 2 2 2 2 2 2 6 3 4.4
classe_6_40_40 3 3 3 3 3 3 10 8 8,5
classe_6_48_60 2 2 2 2 2 2 9 4 6,9
classe_6_60_48 5 5 5 5 5 5 10 8 8,7
classe_6_60_60 4 4 4 4 4 4 13 9 11,3
classe_6_64_80 3 3 3 3 3 3 11 6 8,6
classe_6_80 100 2 2 2 2 2 2 6 4 5,3
classe_6_80_64 1 1 1 1 1 1 1 1 1
classe_6_80_80 1 1 1 1 1 1 1 1 1
classe_7_100_100 100 100 100 100 100 100 100 100 100
classe_7_100_80 80 80 80 80 80 80 80 80 80
classe_7_112_140 140 140 140 140 140 140 140 140 140
classe_7_140_112 112 112 112 112 112 112 112 112 112
classe_7_140_140 140 140 140 140 140 140 140 140 140
classe_7_144_180 180 180 180 180 180 180 180 180 180
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APENDICE 35
Tabela 6.1 continuada
VNS [14] GRASP [9] ILS

Instincia Best Worst Avg Best Worst Avg Best Worst Avg
classe_7_160_200 197 197 197 197 197 197 199 197 197,8
classe_7_180_144 144 144 144 144 144 144 144 144 144
classe_7_180_180 173 173 173 173 173 173 179 176 177,4
classe_7_192_240 233 233 233 233 233 233 238 233 2354
classe_7_200_160 151 151 151 151 150 151 159 157 158,2
classe_7_200_200 192 192 192 192 192 192 197 194 195,6
classe_7_224_280 43 41 423 42 41 42 58 47 54
classe_7_240_192 192 192 192 192 192 192 192 192 192
classe_7_240_240 39 37 38 39 37 38 58 44 49
classe_7_240_300 82 81 81,9 82 82 82 103 82 91,9
classe_7_280_224 56 53 542 56 55 55 71 58 64,8
classe_7_280_280 31 31 31 31 30 31 43 37 40,2
classe_7_300_240 31 27 27,8 29 28 29 39 34 36,8
classe_7_300_300 23 22 22,6 23 21 22 28 22 24,3
classe_7_32_40 40 40 40 40 40 40 40 40 40
classe_7_40_32 32 32 32 32 32 32 32 32 32
classe_7_40_40 40 40 40 40 40 40 40 40 40
classe_7_48_60 60 60 60 60 60 60 60 60 60
classe_7_60_48 48 48 48 48 48 48 48 48 48
classe_7_60_60 60 60 60 60 60 60 60 60 60
classe_7_64_80 80 80 80 80 80 80 80 80 80
classe_7_80_100 100 100 100 100 100 100 100 100 100
classe_7_80_64 64 64 64 64 64 64 64 64 64
classe_7_80_80 80 80 80 80 80 80 80 80 80
classe_8_100_100 86 86 86 86 86 86 100 97 97,9
classe_8_100_80 77 77 77 77 77 77 80 79 79,2
classe_8_112_140 115 115 115 115 115 115 134 132 133,1
classe_8_140_112 103 103 103 103 103 103 111 110 110,2
classe_8_140_140 129 129 129 129 129 129 138 137 137,5
classe_8_144_180 149 149 149 149 149 149 172 167 170,2
classe_8_160_200 144 144 144 144 144 144 179 176 176,8
classe_8 180_144 121 120 120,8 121 120 120 140 136 137,6
classe_8_180_180 126 126 126 126 126 126 167 163 165,1
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APENDICE 36
Tabela 6.1 continuada

VNS [14] GRASP [9] ILS
Instincia Best Worst Avg Best Worst Avg Best Worst Avg
classe_8_192_240 148 148 148 148 148 148 197 191 194
classe_8_200_160 111 110 110,2 110 109 110 145 136 139,9
classe_8_200_200 142 142 142 142 142 142 176 170 172,7
classe_8_224 280 9 9 9 10 10 10 9 9 9
classe_8_240_192 157 155 156 156 154 155 179 174 176,9
classe_8_240_240 12 11 11,2 12 11 12 12 11 11,4
classe_8_240_300 9 9 9 10 9 9 9 9 9
classe_8_280_224 14 14 14 14 13 14 14 13 13,1
classe_8_280_280 10 10 10 10 9 10 10 10 10
classe_8_300_240 9 9 10 9 9
classe_8_300_300 7 7 9
classe_8_32_40 40 40 40 40 40 40 40 40 40
classe_8_40_32 32 32 32 32 32 32 32 32 32
classe_8_40_40 39 39 39 39 39 39 40 40 40
classe_8_48_60 60 60 60 60 60 60 60 60 60
classe_8_60_48 48 48 48 48 48 48 48 48 48
classe_8_60_60 60 60 60 60 60 60 60 60 60
classe_8_64_80 78 78 78 78 78 78 80 80 80
classe_8_80_100 94 94 94 94 94 94 100 99 99,9
classe_8_80_64 62 62 62 62 62 62 64 63 63,8
classe_8_80_80 74 74 74 74 74 74 80 80 80
classe_9_100_100 57 57 57 57 57 57 92 83 87,6
classe_9_100_80 57 57 57 57 57 57 77 74 75,8
classe_9_112_140 80 80 80 80 80 80 124 116 118,5
classe_9_140_112 68 68 68 68 68 68 105 99 101,3
classe_9_140_140 92 92 92 92 92 92 130 124 126,8
classe_9_144_180 102 102 102 102 102 102 158 146 152,3
classe_9_160_200 90 90 90 90 90 90 157 145 151,4
classe_9_180_144 74 74 74 74 74 74 123 116 1194
classe_9_180_180 58 58 58 58 58 58 136 121 130,6
classe_9_192_240 108 108 108 108 108 108 175 167 172,7
classe_9_200_160 59 59 59 59 59 59 118 108 113,7
classe_9_200_200 81 81 81 81 81 81 147 137 142,2
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APENDICE 37
Tabela 6.1 continuada

VNS [14] GRASP [9] ILS
Instancia Best Worst Avg Best Worst Avg Best Worst Avg
classe_9 224 280 3 3 3 3 3 3 3 3 3
classe 9 240 192 97 96 96,3 97 96 96 153 146 150,2
classe_ 9 240 240 3 3 3 4 3 4 4 3 3,1
classe_9 240 300 2 2 2 3 2 3 2 2 2
classe_ 9 280 224 5 5 5 5 5 5 5 5 5
classe_9 280 280 3 3 3 3 3 3 3 3 3
classe 9 300 240 3 3 3 3 3 3 3 3 3
classe_9 300_300 2 2 2 2 2 2 2 2 2
classe_9 32 40 39 39 39 39 39 39 40 40 40
classe_9 40 32 25 25 25 25 25 25 32 31 31,7
classe_9 40 _40 32 32 32 32 32 32 39 34 37,3
classe_9 48 60 48 48 48 48 48 48 59 55 57,3
classe 9 60 48 40 40 40 40 40 40 48 47 479
classe_9_60_60 53 53 53 53 53 53 60 59 59,8
classe_9 64 _80 60 60 60 60 60 60 79 76 77,4
classe_ 9 80 100 72 72 72 72 72 72 97 93 95,6
classe_9 80 64 40 40 40 40 40 40 61 54 59,9
classe_9_80_80 50 50 50 50 50 50 76 71 73,7
Average 33.29 33.08 33.18 33.31 33.13 3322 40.37 37.71 39.00
#Best 120 130 212
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