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Resumo

A implementagdo pratica de um controlador por realimentacdo de saida, aplicado ao problema
de rastreamento de referéncia constante para sistemas lineares discretos com restricdes, € apre-
sentada utilizando técnicas de invariancia de conjuntos. Nesse contexto, Poliedros Invarian-
tes Controlados por Realimentacdo de Saida (OFCI, do inglés Output-Feedback Controlled-
Invariant) sdo utilizados para garantir que as restricoes de estado e entrada sejam sempre satis-
feitas. Um sistema de tanques acoplados, composto por dois tanques de dgua interligados, € uti-
lizado como estudo de caso para ilustrar a aplicagdo do controlador. Com base na saida medida
e na dinamica linearizada do sistema, uma sequéncia de controle € calculada por programacgdo
linear, de modo a garantir o rastreamento da referéncia sob as restricdes impostas. Os resulta-
dos experimentais demonstram que o objetivo de rastrear uma referéncia constante € alcangado
com sucesso, embora se observem limitacdes inerentes a aproximagao do modelo e a presenca

de ruido.

Palavras-chave: Sistemas lineares; Conjuntos invariantes; Realimentacdo de saida; Rastre-

amento de referéncia; Restrigoes; Tanques acoplados.



Abstract

The design of a practical output feedback controller applied to the constant reference tracking
problem for constrained linear discrete-time systems via set-invariance techniques is presen-
ted. In this regard, Output-Feedback Controlled-Invariant (OFCI) Polyhedra are used to ensure
that state and input constraints are satisfied at all times. A coupled-tank system, consisting
of two interconnected water tanks, is used as a case study to illustrate the controller’s appli-
cation. Based on the measured output and the linearized dynamics of the system, a suitable
control sequence is computed via linear programming to achieve reference tracking under the
imposed constraints. Experimental results show that the goal of constant reference tracking is
successfully achieved, although performance limitations related to model approximation and

measurement noise are observed.

Keywords: Linear systems; Invariant sets; Qutput feedback; Reference tracking; Cons-

traints; Coupled tanks.
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Capitulo 1

Introducao

O controle de sistemas lineares sujeitos a restricoes tem sido amplamente estudado ao longo
das ultimas décadas, pois na pratica todos os processos estdo sujeitos a restricdes (Camacho
and Alba, |[2013). A abordagem da invariincia de conjuntos provou ser muito util para lidar com
sistemas dessa natureza (Blanchini, |1999; Blanchini and Miani, [2015). Um conjunto nio vazio
no espaco de estados € dito ser positivamente invariante com respeito a um dado sistema se para
qualquer estado inicial pertencente a tal conjunto, a trajetéria do vetor de estados do sistema se
mantém no conjunto (Bitsoris, |1988; Dorea and Hennet, 1999).

Em geral, as restri¢des estdao presentes nas varidveis de estado, controle e saida. Elas podem
ser definidas como um conjunto poliédrico no espaco de estados, uma regidao na qual a trajetoria
do vetor de estados do sistema deve permanecer.

Entretanto, na maioria dos casos, o conjunto inicial de restricdes ndo € positivamente inva-
riante e, portanto, ndao é assegurado que as restricoes sejam satisfeitas em todos os momentos.
No entanto, quando um dado conjunto de restricdes nao € positivamente invariante sob uma
dada dinmica, € possivel construir um conjunto invariante controlado contido nele (Blanchini,
1994} |IDérea and Hennet, [1999). Neste caso, existe uma lei de controle por realimentacdo de
estados tal que, para qualquer condi¢do inicial pertencente ao conjunto invariante controlado, a
trajetdria do vetor de estado se mantém contida nele.

Em situagdes praticas nem sempre todas as varidveis de estado estdo disponiveis para
medicao, pode ser que apenas as saidas do sistema estejam disponiveis. Em (Dorea, 2009; Al-
meida and Dorea, 202 1) foram estabelecidas condigdes para avaliar se um determinado conjunto
poliédrico € invariante controlado por realimentacdo de saida (Output-Feedback Controlled-
Invariant-OFCI), bem como foi estudada uma estrutura de realimentacdo de saida. Conjuntos
OFCI sao conjuntos nos quais a trajetoria do vetor de estado pode ser confinada por meio de
uma sequéncia apropriada de a¢des de controle, que sdo tomadas com base apenas nas saidas
medidas.

Baseado na saida atual e dado um conjunto poliédrico OFCI, uma a¢do de controle € cal-
culada via Programacdo Linear (PL) a qual € capaz de rastrear uma referéncia respeitando as

restricdes de estado e controle. A abordagem usada aqui foi estudada em maiores detalhes em
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Objetivo 16

Almeida and Dorea (2018)); |Almeida (2020) para sistemas lineares conhecidos e em (Silveira
Jr. and Dorea, [2023) para sistemas lineares incertos.

Na literatura, o rastreamento de referéncia em sistemas lineares tem sido explorado sob di-
ferentes 6ticas. Por exemplo, em (Limon et al.,|2008) foi proposto um MPC (Model Predictive
Control) que rastreia uma referéncia constante, onde uma referéncia artificial é considerada
como varidvel de decisdo do MPC. A viabilidade é garantida considerando um conjunto invari-
ante para rastreamento como restri¢ao terminal e o controle livre de deslocamento € garantido
penalizando o desvio da referéncia artificial da referéncia desejada.

Em (Almeida and Dorea, 2018) foi proposto um controlador dindmico que estende as
condicdes do controlador estatico enquanto visa lidar com perturbacoes e efeito do ruido. Mais
recentemente, (Silveira Jr. and Doreal 2023) apresentou uma abordagem de controle robusto
com realimentacdo de saida para o rastreamento de referéncia constante em sistemas lineares

sujeitos a incertezas, distirbios e ruidos.

1.1 Objetivo

Este trabalho trata do controle por realimentacdo de saida aplicado ao problema de rastre-
amento de referéncia constante em sistemas lineares de tempo discreto sujeitos a restricoes de
estado e controle. O sistema que consideramos é um processo de tanques acoplados, embora
inerentemente nao linear, sua versao linearizada € utilizada para ilustrar a aplicabilidade do con-
trolador. Com base na medicao disponivel e em um conjunto poliédrico OFCI, uma sequéncia
de controle adequada é computada via Programacgdo Linear (PL) que é capaz de atingir o ras-

treamento de referéncia sob restricoes de estado e controle.

1.2 Objetivos Especificos

* Implementar na pratica um controlador que leve em conta as restri¢des do sistema;

* Determinar as limitacOes decorrentes do uso de um modelo matemadtico linearizado para

embasar as acOes de controle aplicadas ao sistema real;

* Analisar a influéncia do ruido no desempenho do controlador.

1.3 Organizacao do texto

Neste capitulo introdutério, foram apresentados aspectos gerais sobre a drea de estudo,
bem como o propésito deste trabalho. No capitulo 2, serdo apresentadas as defini¢des de concei-
tos como invariancia positiva, invariancia controlada e invariancia controlada por realimentagcao

de saida. No capitulo 3, serdo abordadas as estratégias de controle por realimentacdo de saida
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estatica. No capitulo 4, serd apresentada a modelagem do sistema de tanques acoplados. No
capitulo 5, serdo discutidos os resultados obtidos com a aplicagdo do controlador. Por fim,
no capitulo 6, serdo apresentadas as conclusdes do trabalho e uma breve discussdo sobre as

perspectivas futuras.



Capitulo 2

Conjuntos Invariantes e Controle sob

Restricoes

Neste capitulo serdo abordados os conceitos de conjuntos invariantes e sua aplicacdo no
controle sob restri¢des. Serdo definidos os conceitos de invariancia positiva, invariancia contro-
lada e a invariancia controlada por realimentagao de saida.

Nas definicdes, considere um sistema de tempo discreto, linear e invariante no tempo, re-

presentado por:

x(k+1) = Ax(k)+ Bu(k), (2.1)
y(k) = Cx(k), (2.2)

onde k € N=1{0,1,2,...} representa o instante de amostragem, x(k) € R" representa o vetor
de estados, u(k) € R™ é a entrada de controle e y(k) € R? é a saida medida.

Neste trabalho, serd assumido que o estado x e o controle u estdo restritos aos conjuntos
convexos e compactos (fechados e limitados) Q, C R" e 4l C R™, respectivamente, definidos

por:

Q. ={x:Gx <1}, U={u:Uu<l}, (2.3)

onde G, € R&*" e U € RV,

2.1 Invariancia positiva

Desde o desenvolvimento da teoria de Lyapunov, a abordagem de invariancia de conjuntos
provou ser muito util para sistemas lineares restritos (Blanchini, 1999; Blanchini and Mianti,
2015). Diz-se que um conjunto ndo vazio no espago de estados € positivamente invariante em

relacdo a um determinado sistema se, para qualquer estado inicial pertencente a tal conjunto, a
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Invariancia controlada por Realimentacao de Estados 19

trajetdria do vetor de estado permanece dentro dele (Bitsoris, 1988} [Dorea and Hennet, |1999).

Definicao 2.1.1 (Invariancia positiva (Blanchini and Miani, 2015)). Um conjunto Q € dito ser

positivamente invariante se, ¢ somente se, Vx(0) € Q C R", x(k) € Q para todo k > 0.

2.2 Invariancia controlada por Realimentacao de Estados

Em geral, o conjunto de restri¢des iniciais (£2,) ndo € invariante. Entretanto, € possivel
satisfazer as restri¢des caso as condi¢des iniciais pertencam a um conjunto invariante controlado

contido no conjunto de restri¢des (Dodrea and Hennet, [1999).

Defini¢ao 2.2.1 (Invarincia controlada (Blanchini, [1994)). Dada uma taxa de contragdo A,
0 <A< 1, o conjunto Q C Q, é dito ser invariante A-contrativo com rela¢do ao sistema (2.1)
se, Vx € Q,3u € i : Ax+ Bu € AQ.

A definigdo [2.2.1] significa que se Q C Q, é um conjunto A-contrativo invariante contro-
lado, e uma vez que a condig¢do inicial x(0) € €, entdo existe uma sequéncia de controle de
realimentagdo de estado u(x(k)) € U tal que x(k) € AQ, Vk > 0.

2.3 Invariancia controlada por realimentacao de saida

O conjunto invariante controlado por realimentacao de saida (do inglés Output-feedback
controlled invariant set - OFCI) é uma extensdo do conceito invariante controlado. Como
nem sempre todas as varidveis de estado de um sistema estdo disponiveis para medi¢cao, uma
alternativa seria utilizar a estrutura por realimentacdo de saida.

Sendo € C Q, um conjunto poliédrico invariante controlado e a regido na qual se pre-
tende manter o vetor de estado x limitado, o problema estd em como realizar isso por meio das
medigdes y(k), k € N. Portanto, como ponto de partida, torna-se necessario definir a priori o
que se entende por um conjunto ser invariante sob realimentacao de saida. Considere a seguir o
conjunto compacto e convexo 9 (Q) € R?, que contém todas as saidas admissiveis y que podem

ser associadas a algum x € Q:
Y(Q)={y:y=Cxparax € Q}. (2.4)

Dessa forma, para cada x € Q, temos y € 9'(Q). Consequentemente, a invaridncia sob

realimentacao de saida pode ser caracterizada pela seguinte defini¢ao:

Defini¢ao 2.3.1 (Conjunto OFCI (Dérea, 2009)). Dada uma taxa de contragdo A, com0 <A < 1,
o conjunto £ C Q, € dito ser Invariante Controlado por Realimentagdo de Saida (OFCI) com
relacdo ao sistema (2.1)-(2.2)) se Vy € 9 (Q),Ju € 4 : Ax+ Bu € AQ,Vx € Q tal que Cx = y.
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Quando Q é OFCI, se x(0) € Q, entdo é possivel calcular uma sequéncia de controle
u(y(k)) € U tal que x(k) € AQ,Vk > 0. Em (Dorea, 2009), foram propostas condigdes ne-
cessdrias e suficientes para verificar se um conjunto invariante controlado € OFCI com uma

taxa de contracéo A, a partir da solugio de problemas de programagao linear (PL).

2.3.1 Exemplo Ilustrativo

O exemplo numérico a seguir tem como objetivo ilustrar a aplicacdo do conceito de con-
juntos invariantes controlados. Considere um sistema linear representado no espago de estados,

com dinamica discreta no tempo, conforme descrito em |Almeida (2020):

04 0.9 0
A= . B=
[O.6 1.8] H

Os conjuntos de restri¢ao de estado e de controle sdo definidos da seguinte forma:

Q ={x:Gx<1}, U={u:Uu<l}, (2.5)
com:
02 02
o 0.2
G, = , U=
~1 035 0.2
025 —0.5

A partir do algoritmo proposto por Ddrea and Hennet (1999), foi calculado o conjunto
invariante controlado Q, contido em €,, para uma taxa de contragdo A = 0,9. Os conjuntos Q e

€, sdo apresentados na Figura[2.1

Figura 2.1: Conjunto de restricdo de estado €, e conjunto invariante controlado Q.

Perceba que se o vetor de estado estiver dentro do poliedro tracejado €, existe uma lei de

controle que mantém o estado confinado em Q C €, sem violar as restri¢des.



Capitulo 3

Rastreamento de Referéncia Constante

por Realimentacao de Saida Estatica

Com as defini¢des apresentadas no Capitulo [2 neste capitulo estruturamos o problema de
rastreamento. O objetivo do rastreamento € garantir que a saida do sistema siga a entrada de
referéncia tanto quanto possivel (Franklin et al., 2013). Ao longo deste capitulo, serd detalhada
a formulagdo do problema de rastreamento utilizando realimentagdo de saida via conjuntos

invariantes.

3.1 Controle sob realimentacao de saida estatica

Considere, novamente, o sistema linear discreto invariante no tempo:

x(k+1) = Ax(k)+ Bu(k), (3.1)
y(k) = Cx(k), (3.2)

Assume-se que Q = {x: Gx < 1} C Q,, G € R8*" ¢ um poliedro OFCI. O principal obje-
tivo € o seguinte: calcular uma sequéncia u(k), k = 0,1,... com base nas medi¢des y(k), de
forma que a saida y rastreie uma referéncia constante r, que respeite a0 mesmo tempo todas as

restricdes impostas, ou seja:

limy oo y(k) = 1,
vx(0) €  ; § M=y (K) =7 (3.3)
(k) € Q,u(k) € L,V >0

O conjunto de saidas admissiveis (3.3) também € um poliedro convexo e compacto definido
por:
Y(Q)={y:y=Cxparax: Gx <1}, (3.4)

Considerando a Defini¢do [2.3.1, pode-se ver que, se Q é OFCI com taxa de contra¢do A,
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Controle sob realimentagdo de saida estdtica 22

entao

Vy € 9 (Q),3u € U: G(Ax+Bu) <M, Uu < 1. (3.5)

Como o vetor de estado ndo € medido, precisamos determinar um tnico u € il que mantenha
qualquer x consistente com a saida medida y dentro de Q. Isso pode ser alcancado calculando o
pior caso de x, linha por linha de G, que pode ocorrer. Seja 0(y) € R$ o vetor cujos elementos

sdo dados por:

q)J(y):maXijAxv ]:157g (36)
sa. Gx<1, Cx=y.

Assim, a condi¢do (3.5 pode ser reescrita como:

Vy € ¥(Q),3ueU:0(y) +GBu <A, Uu<1 (3.7
ou .
Vye 9 (Q),Juecil: (I)g) + GB u< [7}1] ) (3.8)

As desigualdades sdo relevantes porque, uma vez satisfeitas, pode-se garantir a in-
variancia do poliedro Q. Em seguida, devemos encontrar condi¢des que permitam o rastrea-
mento da referéncia.

A referéncia desejada r € suposta ser tal que os estados estaciondrios correspondentes nao
violem as restricdes u € 4l e x € Q. Um sinal de referéncia que satisfaca o requisito acima
¢ chamado admissivel (Almeida et al., 2023). O erro de rastreamento é definido por e(k) =
r(k) —y(k), onde a saida medida y(k) ¢ assumida ter a forma (3.2)). A estratégia a ser considerada
¢ a de minimizar o valor absoluto do erro um passo a frente |e(k+ 1), o que significa ter o erro
no préximo instante o menor possivel. Assumimos r(k+ 1) = r(k) = r (referéncia constante),

entao:

CAx+CBu—r<e
le(k+1)| = |r — (CAx+CBu) | < e = (3.9)
\_(kvl)_/ —CAx—CBu+r<e
yik+

le(k+1)| pode ser minimizado minimizando €. As desigualdades (3.9) podem ser reescritas
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B _1] H < [r] (3.10)
—cB 1| |e| = |=r

Considere o vetor Y(y) € R?” dado por:

como:

CA
—CA

X+

Yj(y) = maxy

A i=1,...,2 (3.11)
X, =1,..., .
el J p

sa. Gx<1, Cx=y.

O célculo de Y(y) considera o pior caso de x em relacao a minimizagdo de €. A condic¢ao
(3.10) € equivalente a:

H <F—1(y). (3.12)

T
onde ¥ = [r —r}

Combinando as condigdes (3.8) e (3.12), é possivel calcular a agdo de controle u(y) de tal
forma que o sistema rastreie a referéncia r satisfazendo restricoes de estado e controle simulta-

neamente:

(3.13)

A agdo de controle (3.13)) é calculada online para cada medigdo atual y(k). Assim para os
vetores (y(k)) e Y(y(k)).

O célculo da agéo de controle u(k) descrita acima € realizada em dois passos:

* Dado y(k), os vetores ¢(y(k)) e y(y(k)) sdo calculados através de g problemas de PL (3.6)
e 2p problemas de PL (3.11)), respectivamente.

* A solugdo do problema de PL (3.13) fornece a entrada u(k). Note também que as duas
primeiras restricdes em (3.13) garantem a invariancia de Q sob realimentacdo de saida.

As duas ultimas restri¢des sao responsaveis pela estratégia de otimizagao.



Capitulo 4
Modelo de tanques acoplados

Neste capitulo, serd discutido o modelo da planta utilizado para ilustrar a aplicacao do
controlador. O modelo fenomenoldgico serd desenvolvido com base na aplicacio das leis fun-
damentais da fisica. A partir disso, serd obtida a representacdo do sistema no espago de esta-
dos. Em seguida, o modelo sera linearizado e, posteriormente, discretizado para viabilizar sua

implementagao.

4.1 Sistema de Tanques Acoplados

O sistema utilizado neste trabalho é o dos tanques acoplados da Quanser (Figura[d.1)), uma
solucdo frequentemente empregada em aplicagdes como armazenamento e distribuicdo de com-
bustiveis, na industria quimica e no tratamento de dgua. Este sistema representa um exemplo

pratico e versatil para ilustrar o dinamismo de processos industriais amplamente utilizados.

Figura 4.1: Sistema de tanques acoplados Quanser

A Figura[d.2)apresenta um diagrama esquemadtico do processo, que consiste em dois tanques

de dgua interconectados e uma bomba. A entrada do sistema é a tensdo elétrica v(¢) aplicada
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a bomba, que impulsiona a dgua para o tanque 1. A dgua entdo escoa para o tanque 2 e,
posteriormente, para o reservatorio. As varidveis h(¢) e hy(t) representam os niveis de dgua
nos tanques 1 e 2, respectivamente. Consideramos o nivel de dgua no tanque 2, h(t), como a

saida do sistema.

h(t)

v(t)

Bomba

Figura 4.2: Diagrama esquematico do sistema de tanques acoplados.

4.2 Modelo da planta

A maioria dos sistemas fisicos reais sio representados por equagdes diferenciais nio linea-

res:

h(t) = f(h,v), s(t) = g(h,v), hE R" v € R", s € RP. 4.1)

Na pratica, para controlar sistemas descritos por (#.I), projetam-se controladores por
realimentacdo, reduzindo o problema ao projeto de controladores para sistemas lineares no
espaco de estados, de modo que esses aproximem o comportamento do sistema original. Para
isso, considera-se uma linearizagdo local de (4.I]) ao redor de um ponto de equilibrio (Hespanhal,

2018). Antes de abordar a linearizacdo, serd considerado o conceito de ponto de equilibrio:
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Definicao 4.2.1 (Equilibrio). Um par (h°?,v°?) € R" x R™ é chamado de ponto de equilibrio de
(4.1) se f(h°?,v°?) = 0. Neste caso,

V(t) = Veq, ]’l(t) = heq7 S([) — Seq = g(heq,V“I), Yt Z O’

¢ uma solucao de (4.1)).

Introduzindo as varidveis de desvio x =h—h®l, u =v—v*91 e y = s — s°Y o modelo (4.1) na

forma linearizada é descrito abaixo.

Definicao 4.2.2. O sistema linear invariante no tempo de tempo continuo

#(1) = Ax(t) + Bu(t), 4.2)
y(t) = Cx(t) + Du(t) 4.3)

definido pelas seguintes matrizes:

_|(ofi
A= [(afj),,-
agi
(%)ij

todas avaliadas em (h¢?,v¢?), é chamada de linearizagdo local de (4.1)) em torno do ponto de
equilibrio (h°?,v%7).

GRHX}’[’B: (aﬁ> eRnxm’
ij]

3,

GRPXH,D: (agl) GR‘Dxm,
ij

C= —=
av]‘

O modelo fenomenol6gico do processo pode ser obtido pela aplicagdo de balangos de massa

e da lei de Bernoulli:

hn(t) = —§-/28h () + v (1)
ha(1) = §-+/28hi (t) — §&+/28ha(t) (4.4)
s(t) = ha(t)

onde A; € a drea da secdo transversal do tanque i (i = 1,2), a; é a area da secdo transversal
do orificio de saida e &; é o nivel da dgua. Observe que no modelo (#.4)), assumimos o fluxo
da bomba correspondente como ¢(t) = k,v(t), onde k, é uma constante. A aceleracdo da
gravidade € denotada por g. A altura de cada tanque € de 30 cm. Os valores dos parametros sao
fornecidos na Tabela[d.1} D; e d; (orificio de saida), i = 1,2, representam didmetros conforme
indicado na Figura
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Tabela 4.1: Valores dos parametros do processo.

Parametro Valor Unidade
D1 , Dz 4.445 cm
d 1, d2 0.476 cm
kom 41  cm?/Vs
g 981  cm/s?

De acordo com a defini¢ao 4.2.1] os pontos de equilibrio do modelo (4.4)) sdo obtidos defi-

nindo Ay =0e hy =0, 0 que resulta em:

k1 \ 2 1 2
hi":< avl > 2w Mo (a_l) B, sM=hy (4.5)

Portanto, neste caso, € possivel calcular de forma simples hfq e h;q dada a entrada constante
v¥4. O modelo linearizado de Il em torno de (h{?,hy7,v%7), com x; = by — b, i = 1,2,

i

u=v—v4 ey=s—s%,¢entdo dado por:

S Ry
X1 Ar\/ 2n 0 X1 %
; - a g a g + 01 u
2 AT T Ay ] 12
~— N~
X 2: X B,
X
y=1lo 1] [T, (4.6)
SN——" X2
c
que pode ser reescrito na forma mais compacta como:
x(t) = Acx(t)+ Beu(r) 4.7)

y(t) = Cx(t).

O ponto de operacdo, em que o sistema sera linearizado, corresponde a (hfq,h;q,veq) =
(15¢m,15¢m,7.4459V). Ao fazer isso o ponto (h{?,h5?) = (15¢m,15cm) se torna a nova ori-

gem do sistema. O equivalente em tempo discreto do sistema (4.7)), é:

x[(k+1)T;)] = Ax[kTs|+ Bu(kTs]
y[kTs] = Cx[kTs]. 4.8)

onde:
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0.9677 0 Ty 0.1300
A=l = e B:/ B, dt = .
0.0317 0.9677 0 0.0021

O periodo de amostragem, determinado empiricamente, foi de 7y = 0,5 segundos, € o

método de discretizagao utilizado foi o segurador de ordem zero (Franklin et al., 2013).



Capitulo 5
Resultados

Para a implementacdo do controlador, foi desenvolvido um servidor responsavel por re-
ceber os dados dos sensores da planta, calcular o sinal de controle e envid-lo de volta a
planta. Os cdlculos necessarios foram parcialmente implementados utilizando a ferramenta
Multi-Parametric Toolbox (MPT) no software Matlab® (Herceg et al., 2013). O servidor foi
desenvolvido em Python (versao 3.9.5), e a comunicag¢do com a planta ocorre por meio do am-
biente Simulink/Matlab®. A Figura ilustra o diagrama de blocos bésico da comunicagao

com a planta.

Data acquistion device of the plant: wiite and read signals

Filter
out1 K- 1
»| nd B ; 0.15925+1
Stream s;eenrtr > veq v(l Volts to cm  Transfer Fen1
Client u(k) ‘oIt Tank1
o il 9 - Filter
new p Manual Switch "
Stream Client Out2 » K-
"tcpip/1127.0.0.1:3000" veq 0.1592s+1
Volts to cm  Transfer Fen2

Tank2

Figura 5.1: Diagrama de blocos Simulink.

O bloco mais a esquerda é responsdvel pelo célculo da agdo de controle u(k). Como essa
acdo € determinada com base no modelo linear, € necessario somé-la a tensao de equilibrio
v¥? antes de envid-la a bomba. J4 o bloco central gerencia a comunicacdo com os tanques,
realizando a leitura e escrita de dados. As medi¢des dos tanques sdo ajustadas pela subtracdo

. . . e e . .
dos respectivos pontos de equilibrio, & lq e hzq, antes de serem enviadas ao servidor.

Restricoes de estados

As restricoes no estado sdo estabelecidas a partir do ponto de operagdo, levando em

consideragdo a altura maxima dos tanques (30 cm).
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Tanque 1 | xy,,, =hi,,, —h{?=0—15=—15cm 5.0)
Ry =0 || Xy = 1, —HT =30—15=15cm .
Tanque 1 | xp,, <x1 < X1, N x1 <15 N 1]—5x1 <1 (5.2)
M =0 | —15<x <15 —x <15 g <1 '
. 1520 < : : .
O mesmo desenvolvimento para o tanque 2: { 13 1 . Em seguida, o seguinte polie-
dro que define as restri¢des de estado € obtido:
1
s 0 1
1
—-= 0 1 -
5 [’”] < = Q,={x:Gx<1}. (5.3)
0 13 X2 1
1|~~~
0 —1| X 1
—_—— -~
Gx 1

Restricoes de controle

A tensdo maxima que pode ser aplicada na bomba € v(r) = 12V. Portanto:

Bomba | wpin = vipin — v = —7.4459V (5.4)
Vinin =0 | thmax = Vimax — 4 = 4.5541V '
Bomba Umin < U < Upgx 0.2196u <1
- . (5.5)
Viin =0 —7.4459 <u <4.5541 —0.1343u <1
que pode ser escrito na seguinte forma poliédrica:
0.2196 1 -
u< = U={u:Uu<l}. (5.6)
—0.1343 1
—_——
U 1

5.1 Rastreamento por realimentacao de saida

Um conjunto invariante controlado A-contrativo  contido no conjunto de restrigdes ini-
ciais €, com uma taxa de contragdo de A = 0,99 foi calculado usando o algoritmo proposto

em (Dodrea and Hennet, |1999). Em seguida foi verificado que 2 ¢ OFCI usando as condi¢des
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propostas em (Ddrea, 2009), com A = 0,99. A taxa de contra¢do escolhida garante o maior
conjunto invariante possivel. Portanto, a sequéncia de controle (3.13)) pode ser implementada.
Os conjuntos Q, e Q sdo mostrados na Figura[5.2] Para os resultados experimentais, admitiu-se
a seguinte situacdo: inicialmente, a partir do ponto de operagdo, o sistema deve rastrear uma
referéncia constante » = 20cm o que implica uma variagdo de 5 unidades a partir do ponto
de operacdo h;q = 15cm; entdo, apos 160 segundos a referéncia € alterada para r = 23cm
totalizando uma variacdo de 8 unidades em relacdo a h;q. A Figura também representa
a trajetdria do vetor de estado resultante da acdo de controle (3.13)), partindo do estado ini-
cial (h}?,n57) = (15¢m,15cm) que é rotulado como x(0) = [0 O} . Devido a problemas de

calibracdo dos sensores, o estado inicial esta ligeiramente fora da origem.

15 1

10 | 1

Q
X

Q
--—#-—- Trajetoéria de estados

10|

-15 1

-15 -10 -5 0 5 10 15

Figura 5.2: Conjunto de restricdes de estado €, conjunto OFCI Q, e trajetéria do vetor de
estado satisfazendo as restri¢gdes (Realimentagao de saida).

A Figura [5.3| corresponde ao sinal de controle v(k) = u(k) +v4. O sinal de controle v(k)
reflete a combinacdo entre u(k), que representa a acao de controle calculada, e v*4 que corres-
ponde ao ponto de operagdo do sistema. As Figuras e [5.5] mostram, respectivamente, as
evolugdes temporais das varidveis h1(k) = x; (k) + h{? e y(k) = xp(k) + h5?. As mesmas figuras

contemplam a evolucdo até o ponto de operacao do sistema em que o controlador € ligado.
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12

Amplitude

v(k)

3 | | | | | | |
0 50 100 150 200 250 300 350 400

Tempo (segundos)

Figura 5.3: Sinal de controle v(k) (Realimentagdo de saida).

30

25
23

20

Amplitude
o

_
o

hi(k)

0 | | | | | | |
0 50 100 150 200 250 300 350 400

Tempo (segundos)

Figura 5.4: Resposta tanque 1 (Realimentacdo de saida).
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25 T T T T T T T
23

20

Amplitude
o

-
o

0 1 1 1 1 1
0 50 100 150 200 250 300 350 400

Tempo (segundos)

Figura 5.5: Resposta y(k) tanque 2 (Realimentacao de saida).

E importante ressaltar que, embora o controle seja por realimentacio de saida (com a
informagdo apenas de hy(k), é possivel ter acesso ao tanque 1. Os resultados para o tanque 1

sdo apresentados aqui para mostrar que mesmo sem a informagdo direta de 4 (k), as restri¢des

sdo satisfeitas para essa varidvel.

5.2 Rastreamento por realimentacao de estados

Uma versao por realimentacdo de estados do controle (3.13) também foi implementada.

CA
CA] x(k),

Neste caso, os vetores ¢(y) em

3.11)) sdo substituidos por GAx(k) e [

respectivamente, uma vez que o vetor de estado completo x(k) agora estd disponivel. As Figuras

a[53.9 retratam os resultados.
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15

10

193
10 - x
1

——#-— Trajetéria de estados

-15

Figura 5.6: Conjunto de restricdes de estado €, conjunto OFCI Q, e trajetéria do vetor de
estado satisfazendo as restri¢oes.
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Amplitude
»

1 1 1 1 1 1 1

0 50 100 150 200 250 300 350 400
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Figura 5.7: Sinal de controle v(k) (Realimentag@o de estados).
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As Figuras[5.8]e[5.9]também ilustram a evolugdo temporal dos dois tanques. Em comparagao
com a abordagem anterior, observa-se que o tanque 1 apresenta uma resposta transiente com
menor oscilagdo, enquanto o tanque 2 demonstra uma reducao no overshoot. Além disso, ambos

os tanques atingem o regime estaciondrio de maneira mais rapida.

30 T T T T T T T

20 .

Amplitude
o

—_

o
T

1

0 1 1 1 1 1 1 1
0 50 100 150 200 250 300 350 400

Tempo (segundos)

Figura 5.8: Resposta tanque 1 (Realimentacdo de estados).

25

Amplitude
o

—_
o
T

ha(k)

0 1 1 1 1 1 1 1
0 50 100 150 200 250 300 350 400

Tempo (segundos)

Figura 5.9: Resposta tanque 2 (Realimentagdo de estados).

A partir dos resultados apresentados, é possivel observar que a a¢do de controle (3.13)
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realizou o rastreamento da referéncia ao custo de uma variabilidade considerdvel do sinal de
controle, o que pode ser atribuido a significativa amplitude e frequéncia do ruido.

Outro ponto a ser destacado € que as acdes de controle foram baseadas em um modelo
discretizado oriundo de um modelo continuo linearizado. Tal modelo ndo garante capturar o
comportamento do sistema caso esteja longe do ponto de operacao. Em nossos experimentos,
o controlador foi capaz de rastrear a referéncia mesmo com uma variacao de oito unidades em
relac@o ao ponto de operacao.

Pode-se observar nas Figuras e [5.5] que, durante o transiente do rastreamento da re-
feréncia, o tempo de resposta do tanque 2 é mais suave do que o do tanque 1, que apresenta
um comportamento oscilatério com maior overshoot. O controlador atua diretamente no tanque
1, e uma maneira de aumentar a entrada no tanque 2 € elevando o volume no tanque 1. Con-
forme destacado em (Doreal 2009; Almeida and Dorea, [2021)), utilizando o conceito de OFCI,
€ possivel obter solucdes com conjuntos maiores de estados iniciais admissiveis do que abor-
dagens bem estabelecidas. Também é possivel notar na Figura que o conjunto de estados
iniciais admissiveis (£2) € quase o conjunto de restri¢des de estados (£2y).

Neste trabalho, nao foram consideradas perturbacdes nem a influéncia de ruidos de medigao
na formulacdo do controlador. No entanto, € possivel inclui-los no modelo, sendo representados
por poliedros, como apresentado em Almeidal (2020); Mancini (2021)).

A Tabela apresenta o tempo médio de computacao necessdrio para que ambos 0s con-

troladores calculem o sinal de controle u(k).

Tabela 5.1: Tempo computacional médio por iteracao.

Controlador Tempo (segundos)
Realimentagao de estados 0.00099
Realimentagdo de saida 0.0143

Deve-se notar que, no cendrio de realimentacdo de saida, g+ 2p problemas adicionais de
programagio linear precisam ser resolvidos, os quais correspondem aos célculos de ¢(y) e y(y)
em e (3.11)), respectivamente. Os resultados foram obtidos utilizando um processador
Intel(R) Core(TM) i5 — 4570 CPU 3.20GHz, 24.0GB de RAM e sistema operacional de 64
bits.



Capitulo 6
Conclusao

Neste trabalho foram apresentadas duas implementacdes de controladores, por
realimentacdo de saida e de estados, para um sistema linear sujeito a restricdes, com o obje-
tivo de rastrear uma referéncia constante. Um sistema de tanques acoplados foi empregado para
validar os controladores. Com base nos conceitos de conjuntos OFCI e um modelo linearizado
discreto, uma sequéncia de controle adequada foi computada online para assegurar as restri¢des
e rastrear a referéncia. Os resultados experimentais mostraram que os controladores atende-
ram aos seus requisitos ao custo de uma alta variabilidade no sinal de controle, principalmente
devido a influéncia do ruido.

Com base nos conceitos e resultados apresentados neste trabalho de conclusao de curso, o

seguinte artigo foi publicado no Congresso Brasileiro de Automatica (CBA):

« RODRIGUES, M. M., LEITE, G. R., ARAUJO, I. B. Q., ALMEIDA, T. A., and DOREA,
C. E. T.. Output Feedback Reference Tracking for Constrained Linear Systems via Inva-

riant Sets: The Coupled Tanks Process. Congresso Brasileiro de Automadtica, 2024.

Atualmente, experimentos com quatro tanques estdo em fase de desenvolvimento. Serd
empregada uma realimentacio dinamica de saida em conjunto com estimadores de estado. Com
o uso de estimadores de estado, nesta abordagem, € possivel limitar o erro de observacao em
um conjunto invariante. Além disso, os efeitos de perturbacoes e ruidos devem ser considerados

e contabilizados.
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