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RESUMO 

 

Os dutos rígidos submarinos são essenciais para o escoamento de hidrocarbonetos na 

exploração offshore. Entretanto, os vãos livres, formados pelas irregularidades do leito 

marinho e submetidos a ações ambientais, representam risco à integridade estrutural dos 

dutos, podendo levar a falhas por fadiga decorrentes de vibrações induzidas por vórtices 

(VIV). Para mitigar esses efeitos, inspeções periódicas avaliam a necessidade de 

intervenções, como a instalação de suportes. No entanto, a escolha da solução deve 

equilibrar custo e eficácia, o que demanda simulações numéricas baseadas no Método dos 

Elementos Finitos, alinhadas à recomendação prática DNV-RP-F105. Este trabalho 

propõe uma estratégia de otimização para o posicionamento de suportes em vãos livres 

de dutos submarinos, visando a mitigação de VIV. A abordagem utiliza uma função 

objetivo que representa o custo associado à inclusão de suportes, em que cada vão livre 

pode conter um fator de penalização distinto. Além disso, considera-se uma restrição 

baseada na primeira frequência natural de vibração da estrutura. A metodologia envolve 

o desenvolvimento e validação de um modelo numérico simplificado para análise das 

frequências e modos naturais de vibração, explorando diferentes modelagens do solo 

(bases elásticas discretas e contínuas) e condições de contorno. Além disso, um módulo 

de otimização discreta é integrado ao modelo, permitindo a aplicação de algoritmos 

metaheurísticos (algoritmo genético) ou determinísticos (método de ramificar e limitar, 

ou branch-and-bound). Os resultados evidenciam a eficiência da estratégia proposta, 

destacando o desempenho do método de ramificar e limitar, que alcança a solução ótima 

com um número reduzido de avaliações da função objetivo e sem aleatoriedade no 

processo de busca. 

 

Palavras-chave: Dutos Submarinos; Vibrações Induzidas por Vórtices; Otimização 

Estrutural. 

 

 

 

 

 

 

 



ABSTRACT 

 

Subsea rigid pipelines are essential for hydrocarbon flow in offshore exploration. 

However, free spans caused by seabed irregularities and exposed to environmental loads 

pose a significant risk to pipeline structural integrity, potentially resulting in fatigue 

failure induced by vortex-induced vibrations (VIV). To mitigate these effects, periodic 

inspections assess the need for interventions, such as the installation of supports. 

However, selecting a solution must balance cost and effectiveness, requiring numerical 

simulations based on the Finite Element Method, following the DNV-RP-F105 

recommended practice. This study proposes an optimization strategy for positioning 

supports in free spans of subsea pipelines to mitigate VIV. The approach employs an 

objective function representing the cost associated with support installation, where each 

free span can have a distinct penalty factor. Additionally, a constraint based on the 

structure’s first natural frequency is considered. The methodology involves developing 

and validating a simplified numerical model for analyzing natural frequencies and 

vibration modes and exploring different soil modeling approaches (discrete and 

continuous elastic foundations) and boundary conditions. Additionally, a discrete 

optimization module is integrated into the model, applying metaheuristic (genetic 

algorithm) or deterministic (branch-and-bound algorithm) optimization techniques. The 

results highlight the efficiency of the proposed strategy, emphasizing the performance of 

the branch-and-bound algorithm, which achieves optimal support positioning with fewer 

objective function evaluations and without randomness in the search process. 

 

Keywords: Subsea Rigid Pipelines; Vortex-Induced Vibrations; Structural Optimization. 
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1 INTRODUÇÃO 

A descoberta e exploração de campos de petróleo e gás em regiões afastadas da costa 

(offshore) demandou a instalação de sistemas submarinos complexos e de grandes extensões. 

No Brasil, a descoberta de hidrocarbonetos na camada do pré-sal e os avanços nos 

desenvolvimentos da infraestrutura necessária para sua extração viabilizaram a produção de 

4,322 milhões de barris de óleo equivalente por dia no ano de 2024. Além disso, 94,62% foram 

provenientes das camadas pós-sal e pré-sal (Agência Nacional do Petróleo, Gás Natural e 

Biocombustíveis, 2024). 

Considerando a produção offshore, de acordo com a Agência Nacional do Petróleo, Gás 

Natural e Biocombustíveis (2024), de dezembro de 2023 a dezembro de 2024, a produção no 

horizonte geológico pré-sal é, em média, mais de quatro vezes maior quando comparada à 

produção no pós-sal, como observado na Figura 1. 

Figura 1 – Evolução da produção de petróleo e gás natural no Brasil por ambiente em milhões de barris de óleo 

equivalente por dia 

 
Fonte: Agência Nacional do Petróleo, Gás Natural e Biocombustíveis (2024) 

Diante do volume produzido, a Petrobras (2024) inaugurou recentemente a maior 

unidade de produção de gás natural do Brasil, juntamente ao gasoduto Rota 3, com o objetivo 
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de ampliar o escoamento do gás extraído na área do pré-sal da Bacia de Santos. O gasoduto 

possui uma vazão de escoamento de aproximadamente 18 milhões de 𝑚³ de gás por dia e uma 

extensão total de 355 𝑘𝑚, sendo 307 𝑘𝑚 em trecho marítimo e 48 𝑘𝑚 em trecho terrestre. O 

sistema está localizado em uma região estratégica, próxima a outros gasodutos em operação 

(Figura 2). 

Figura 2 – Localização do gasoduto Rota 3 

 
Fonte: Petrobras (2022) 

Para viabilizar a exploração em regiões de águas ultraprofundas, malhas quilométricas 

de dutos rígidos submarinos são instaladas sobre o leito marinho. As irregularidades do leito e 

o processo de erosão em torno de estruturas submersas provocado pela ação de correntes 

(scouring) formam trechos nos quais os dutos não se encontram apoiados no solo, denominados 

vãos livres. 

1.1 Motivação 

Vãos livres representam um risco à integridade estrutural dos dutos, pois as ações 

combinadas de ondas e correntes podem causar o desprendimento periódico de vórtices. 

Quando a frequência de desprendimento se aproxima de uma das frequências naturais de 
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vibração da estrutura na direção paralela (in-line) ou transversal (cross-flow) ao fluxo (Figura 

3), ocorre o fenômeno das vibrações induzidas por vórtices (VIV), que é amplamente discutido 

por Blevins (2001), Santos (2005), Lopes (2006) e Sumer e Fredsøe (2006). 

Figura 3 – Direções das vibrações induzidas por vórtices  

 
Fonte: Valença (2020) 

Uma vez que os dutos submarinos são projetados para operação durante um grande 

período, esse fenômeno pode comprometer sua vida útil à fadiga. Dessa forma, as rotas dos 

dutos submarinos são planejadas de forma a evitar vãos livres extensos. Além dessa 

preocupação, outros critérios também influenciam na definição das rotas, levando ao 

desenvolvimento de diversos processos de otimização (Meisingset; Hove; Olsen, 2004; Baioco 

et al., 2013; Rocha et al., 2015). 

De acordo com Bai e Bai (2014), as intervenções destinadas a mitigar ou reduzir a 

influência do fenômeno de VIV baseiam-se na avaliação da configuração dos vãos livres 

formados na instalação do duto e em dados de inspeções de dutos já instalados. Essas avaliações 

seguem diretrizes normativas, com destaque para a recomendação prática DNV-RP-F105 – Free 

spanning pipelines (DNV, 2017a), reconhecida como a principal referência sobre o tema. 

Dentre as intervenções, destacam-se os equipamentos supressores de VIV, acoplados 

aos dutos com o objetivo de reduzir o desprendimento dos vórtices (Figura 4), sendo os strakes 

helicoidais os mais comuns. No entanto, de acordo com Bai e Bai (2014), esse método aumenta 

os custos, torna a instalação do duto mais complexa e eleva o coeficiente de arrasto. 
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Figura 4 – Equipamentos acoplados aos dutos para a supressão de VIV 

 
Fonte: Blevins (2001) 

Outro tipo de intervenção é a retificação dos vãos livres por meio de apoios, que 

reduzem seus comprimentos. Essa abordagem é realizada com o uso de colchões ou bolsas de 

areia ou graute (grout bags), entrincheiramento, aterro com rochas (rock dumping) e suportes 

mecânicos (Figura 5). A escolha do método depende de diversos fatores, como a lâmina d’água, 

o tipo de solo, a presença de rochas e a possibilidade de instalação sem mergulhadores (Bai; 

Bai, 2014). 

Figura 5 – Exemplos de suportes mecânicos 

 
Fonte: Loureiro (2011) 

Portanto, a escolha do tipo de mitigação ou retificação deve ser conduzida de maneira 

eficiente, visando alcançar os resultados desejados com o menor custo possível. 
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1.2 Justificativa 

As inspeções são realizadas desde a instalação dos dutos e de forma periódica para 

avaliação da integridade estrutural do sistema. A recomendação prática DNV-RP-F116 – 

Integrity management of submarine pipeline systems (DNV, 2017c) contém orientações sobre 

o gerenciamento da integridade com uma abordagem em diferentes níveis, que exigem 

avaliações qualitativas e quantitativas. 

Sob o aspecto dos vãos livres, essas avaliações são realizadas de forma analítica ou 

numérica, normalmente empregando-se o Método dos Elementos Finitos (MEF). Um cenário 

de duto em vão livre é caracterizado por uma sequência de trechos apoiados no solo e outros 

suspensos, que formam os vãos. Os trechos apoiados são denominados ombros (shoulders), 

enquanto a altura do trecho suspenso em relação ao solo marinho é chamada gap (Figura 6). 

Figura 6 – Cenário de duto em vão livre e terminologia 

 
Fonte: Pedrosa Filho (2011) 

Fyrileiv e Mørk (2002) e Sollund et al. (2014) propuseram métodos analíticos e 

semianalíticos para resolver o problema a partir da solução de uma viga de Euler-Bernoulli 

parcialmente apoiada sobre bases deformáveis, obtida por Hetenyi (1946). Esses métodos 

incorporaram os efeitos do esforço axial efetivo, uma variável discutida por Sparks (1984) e 

por Fyrileiv e Collberg (2005), que contabiliza o efeito das pressões no esforço normal, além 

da configuração deformada do duto para vãos isolados e vãos múltiplos. As expressões e 

considerações apresentadas nos trabalhos mostraram-se válidas para diversos cenários, de modo 

que foram incluídas na DNV-RP-F105 (DNV, 2017a). 

Figura 7 – Modelo físico de um duto em vão livre 

 
Fonte: Adaptado de Fyrileiv e Mørk (2002) 

No entanto, para cenários mais complexos, a DNV-RP-F105 preconiza a realização de 

simulações numéricas utilizando o MEF, com a possível consideração de não linearidades 
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(física, geométrica e de contato) do problema e com o devido histórico de carregamento ao qual 

o duto é submetido. 

Bai e Bai (2014) apresentaram uma sequência de carregamentos a ser considerada em 

uma simulação tridimensional para a análise do duto in situ, de modo que são incluídas etapas 

de análise desde o assentamento do duto no leito marinho para obter uma configuração 

deformada realista e à análise dinâmica após a aplicação de carregamentos de correntes e ondas. 

É notório que o custo computacional para realizar todas as etapas desse tipo de 

simulação é elevado. Dessa forma, modelos simplificados são comumente empregados para 

análises preliminares e estudos paramétricos em certos cenários. Uma das simplificações mais 

comuns é a desconsideração da topografia do leito marinho, adotando-se ombros planos, 

modelados por molas distribuídas linearmente ao longo dos trechos em que o duto é apoiado 

sobre o solo. Esse tipo de modelo é encontrado nos trabalhos de Oliveira (2016) e Ribeiro 

(2017). 

Segundo a DNV (2017a), a análise estrutural de um duto em vão livre envolve duas 

etapas: a análise estática e a análise modal. A análise estática normalmente considera não 

linearidades, como grandes deslocamentos e a interação não linear entre o solo e o duto. Já 

análise modal tem como objetivo extrair as frequências e modos naturais de vibração e as 

respectivas tensões modais das direções in-line e cross-flow. 

Os resultados da análise estrutural servem como dados de entrada para a análise de 

fadiga, sendo complementados com a seleção de curvas S-N, fatores de segurança e dados 

ambientais de correntes e ondas. Esses dados alimentam os modelos de resposta e de força 

descritos na DNV-RP-F105, que estimam o tempo de vida à fadiga do duto. Essa estimativa é 

então comparada ao tempo de exposição, constituindo o critério de projeto de fadiga da 

recomendação prática (DNV, 2017a). 

No entanto, a ocorrência das vibrações induzidas por vórtices não é esperada para 

valores de frequências naturais de vibração elevadas. A DNV-RP-F105 contém um critério de 

projeto, denominado VIV Avoidance, no qual são calculados valores de frequência limites para 

as direções in-line e cross-flow, de forma que não se espera a ocorrência de VIV para modos de 

vibração com frequência maiores que eles. Essas frequências limites são dadas por: 

 
𝑓𝐼𝐿
𝑉𝐼𝑉 𝐴𝑣𝑜𝑖𝑑𝑎𝑛𝑐𝑒 =

𝑈𝑒𝑥𝑡𝑟𝑒𝑚𝑒𝛾𝑓,𝐼𝐿

𝑉𝑅,𝑜𝑛𝑠𝑒𝑡
𝐼𝐿 𝐷

 (1) 

 
𝑓𝐶𝐹
𝑉𝐼𝑉 𝐴𝑣𝑜𝑖𝑑𝑎𝑛𝑐𝑒 =

𝑈𝑒𝑥𝑡𝑟𝑒𝑚𝑒𝛾𝑓,𝐶𝐹

2𝐷
 (2) 
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em que 𝑈𝑒𝑥𝑡𝑟𝑒𝑚𝑒 é a velocidade de escoamento para um evento ambiental característico, 𝛾𝑓,𝐼𝐿 e 

𝛾𝑓,𝐶𝐹 são, respectivamente, os fatores de segurança das frequências naturais de vibração nas 

direções in-line e cross-flow, 𝑉𝑅,𝑜𝑛𝑠𝑒𝑡
𝐼𝐿  é um parâmetro do modelo de resposta da DNV-RP-F105 

para a direção in-line denominado velocidade reduzida e 𝐷 é o diâmetro hidrodinâmico do duto 

(diâmetro externo incluindo qualquer revestimento existente). 

Nesse contexto, uma aplicação das simulações numéricas em cenários de dutos em vãos 

livres é a quantificação do impacto da inclusão de suportes nas frequências e modos naturais de 

vibração do sistema. Pereira et al. (2008) e Silva (2021) propuseram abordagens 

computacionais para a análise de vãos livres, abrangendo a automatização das análises 

estrutural e de fadiga, com uso de programas comerciais de elementos finitos e ferramentas de 

análise de fadiga baseadas na DNV-RP-F105. No entanto, a escolha das posições dos suportes 

depende fortemente da experiência dos projetistas na análise dos resultados, sendo necessário 

simular diversos cenários visando reduzir ao máximo a quantidade de equipamentos, 

minimizando os custos do projeto ou da intervenção sem comprometer os critérios de projeto. 

Assim, o estudo de estratégias para otimização do posicionamento de suportes em vãos 

livres de dutos submarinos mostra-se relevante para auxiliar tanto na fase de projeto quanto nas 

intervenções destinadas à retificação de vãos livres. 

1.3 Objetivos e principais contribuições 

O objetivo geral deste trabalho é desenvolver uma estratégia de otimização do 

posicionamento de suportes em vãos livres de dutos rígidos submarinos baseada em simulações 

numéricas e com foco na mitigração das vibrações induzidas por vórtices. 

Podem ser listados como objetivos específicos: 

• Desenvolver um modelo numérico simplificado para cenários com um único ou 

múltiplos vãos livres; 

• Avaliar estratégias de modelagem do solo com molas e condições de contorno 

das extremidades do modelo; 

• Comparar algoritmos de otimização para o posicionamento de suportes. 

Este trabalho busca fornecer subsídios para o posicionamento eficiente de suportes em 

dutos submarinos com vãos livres, contribuindo para a mitigação de vibrações induzidas por 

vórtices (VIV). Por meio da modelagem numérica e da comparação entre algoritmos de 

otimização, espera-se ampliar o entendimento sobre o efeito de diferentes condições de 
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contorno e interações com o solo, promovendo soluções mais seguras e economicamente 

viáveis. 

1.4 Estrutura da dissertação 

Nesta seção são apresentados, de forma resumida, os conteúdos dos capítulos deste 

documento. 

O Capítulo 1 é introdutório, no qual são apresentados o contexto e a relevância do 

trabalho. São definidos alguns conceitos básicos iniciais e discutidos temas de estudos 

encontrados na literatura que possuem relação com o trabalho. 

No Capítulo 2 é apresentada uma fundamentação teórica sobre o fenômeno de VIV, a 

recomendação prática DNV-RP-F105, a modelagem numérica do problema e aspectos básicos 

sobre otimização estrutural. 

No Capítulo 3 são apresentadas as características do modelo numérico desenvolvido 

neste trabalho. Detalham-se as formulações dos elementos, o programa computacional 

implementado, a validação dos resultados e aplicações que exploram as possibilidades 

oferecidas pelo modelo. 

No Capítulo 4 é apresentada a estratégia de otimização de posicionamento de suportes 

proposta. A formulação do problema de otimização é detalhada e as características dos 

algoritmos empregados são discutidas, bem como a incorporação ao modelo numérico 

apresentado no Capítulo 3. Por fim, são apresentadas aplicações da estratégia de otimização 

proposta, com cenários distintos. 

No Capítulo 5 são dispostas as considerações finais do trabalho. São discutidas as 

principais contribuições e limitações do estudo, finalizando com sugestões para trabalhos 

futuros. 

Na sequência é apresentada a lista das referências consultadas para a construção do 

trabalho e, em seguida, são listados os apêndices. 

O Apêndice A contém o documento do programa Maple® (MAPLE, 2018) em que são 

deduzidas as expressões pertinentes para as modelagens numéricas abordadas. 

No Apêndice B é apresentado um exemplo de arquivo de entrada, com extensão “.json”, 

do programa desenvolvido para as aplicações realizadas no trabalho. 

Por fim, o Apêndice C contém o diagrama de classes do programa computacional 

desenvolvido, explicitando a integração do módulo de otimização com o modelo numérico 

desenvolvido. 
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2 FUNDAMENTAÇÃO TEÓRICA 

Este capítulo contém a fundamentação teórica necessária para compreender o tema 

abordado neste trabalho. São apresentados os principais aspectos relacionados ao fenômeno das 

vibrações induzidas por vórtices, tópicos da recomendação prática DNV-RP-F105, diferentes 

estratégias de modelagem numérica do problema físico e tópicos sobre otimização estrutural. 

2.1 Vibrações Induzidas por Vórtices 

Quando um fluxo viscoso contorna um obstáculo, a influência da viscosidade é contida 

em uma camada fina, denominada camada limite, situada ao longo da sua superfície. 

Conforme Santos (2005) e Lopes (2006), observa-se que dentro dessa camada a 

velocidade do escoamento varia bruscamente de um valor zero, junto à superfície do obstáculo, 

a um valor característico (𝑈) do escoamento livre no outro extremo da camada. Além disso, 

para determinadas velocidades, a camada limite pode se desprender do obstáculo e desencadear 

a formação de uma esteira de vórtices (Figura 8). 

Figura 8 – Formação da esteira de vórtices 

 
Fonte: Adaptado de Sumer e Fredsøe (2006) 

Quando o obstáculo em questão é um cilindro circular, as classificações e parâmetros 

adimensionais utilizados para a descrição de um fluxo ao redor dele dependem do número de 

Reynolds (𝑅𝑒), dado por: 

 
𝑅𝑒 =

𝑈 𝐷

𝜈
 (3) 

em que 𝑈 é a velocidade do fluxo, 𝐷 é o diâmetro do cilindro e 𝜈 é a viscosidade cinemática do 

fluido. 

Na Figura 9 observa-se a relação entre a esteira de vórtices e o número de Reynolds. 

Nota-se que para um número de Reynolds maior que 40 o desprendimento de vórtices ocorre 

de forma periódica e alternada. A frequência com que os vórtices são desprendidos é 

denominada frequência de Strouhal ou de shedding, dada por: 
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𝑓𝑠 =

𝑆𝑡 𝑈

𝐷
 (4) 

em que 𝑆𝑡 é o número de Strouhal, relacionado com o número de Reynolds por meio da curva 

experimental apresentada na Figura 10. 

Figura 9 – Relação entre a esteira de vórtices e o número de Reynolds 

 
Fonte: Santos (2005) 

Figura 10 – Relação entre os números de Reynolds e de Strouhal 

 
Fonte: Lopes (2006) 

Quando a frequência de shedding se aproxima de uma das frequências naturais de 

vibração do cilindro, ocorre o fenômeno de ressonância denominado lock-in. Nesse caso, de 

acordo com Lopes (2006), o cilindro passa a controlar a formação dos vórtices e começa a 

oscilar em uma frequência intermediária entre a frequência natural original e a frequência de 
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desprendimento de vórtices. Isso ocorre porque a frequência natural original da estrutura é 

modificada devido à variação de massa adicionada. No entanto, segundo Santos (2005), as 

vibrações induzidas por vórtices em dutos submarinos costumam apresentar baixas amplitudes, 

de modo que o principal problema estrutural associado ao fenômeno é predominantemente 

relacionado à fadiga mecânica. 

Dessa forma, percebe-se a importância da consideração do fenômeno de VIV nos 

projetos e do cálculo robusto das frequências naturais de vibração de dutos rígidos submarinos. 

2.2 Recomendação prática DNV-RP-F105 

A recomendação prática DNV-RP-F105 – Free spanning pipelines trata de dutos em vão 

livre sujeitos à ação combinada de carregamentos de ondas e correntes, sendo o principal 

documento sobre o tema. Além das orientações e critérios de projeto, o documento também 

contém breves introduções sobre os os fenômenos hidrodinâmicos, princípios e parâmetros para 

a avaliação da resposta dinâmica de dutos em vãos livre baseados em diversos projetos de 

pesquisa e desenvolvimento (DNV, 2017a). 

Lima (2007) apresenta um histórico da recomendação prática, com o seu surgimento 

como DNV Guidelines 14 em 1998 e a evolução para a DNV-RP-F105 em 2002. Em seu 

trabalho são discutidas as mudanças entre a versão de 2002 e a revisão do documento publicada 

em 2006.  

As atualizações da recomendação prática são realizadas periodicamente para mantê-la 

de acordo com as principais normas reconhecidas e o estado da arte atual da prática industrial 

e avanços obtidos em pesquisas. A versão mais atual, publicada em 2017, trouxe atualizações 

significativas, incluindo novas definições e conceitos sobre a classificação de vãos livres e 

modos de vibração, revisão de critérios de projeto, reformulação dos modelos de cálculo, ajustes 

nos intervalos de aplicação para respostas aproximadas e diretrizes para aplicação de sensores 

de monitoramento (DNV, 2017a). Vedeld, Sollund e Fyrileiv (2018) uilizaram a nova revisão 

em estudos de caso, explicitando os benefícios das atualizações. 

2.2.1 Classificação morfológica de vãos livres e modos de vibração 

De acordo com a DNV (2017a), um dos principais objetivos de propor uma classificação 

morfológica é distinguir um vão único isolado de vãos múltiplos que interagem entre si 

(multivão interativo). 
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Conforme a DNV-RP-F105, um vão livre é considerado único e isolado se seus 

comportamentos estático e dinâmico não são significativamente afetados por possíveis vãos 

vizinhos. Do contrário, considera-se que a sequência de dois ou mais vãos é um multivão 

interativo. As diferenças entre as duas classificações são evidenciadas pela Figura 11 (vãos 

isolados) e Figura 12 (multivão). 

Figura 11 – Vãos livres únicos e isolados 

 
Fonte: Adaptado de DNV (2017a) 

Figura 12 – Multivão interativo 

 
Fonte: Adaptado de DNV (2017a) 

Além disso, para cada combinação de estado de mar e velocidade de corrente, mais de 

um modo de vibração pode ser excitado por VIV, levando a uma resposta multimodal. No 

entanto, o número de modos excitados e a contribuição de cada modo específico para os danos 

por fadiga variam de acordo com a velocidade do fluxo, a posição ao longo do eixo longitudinal 
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e a competição com outros modos que também estão respondendo. Dessa forma, 3 conjuntos 

de modos de vibração são definidos: ativos, participantes e contribuintes. 

Modos ativos são todos aqueles que podem ser excitados por VIV. Para uma definição 

mais precisa, a DNV (2017a) define as menores frequências naturais de vibração para as quais 

não são esperadas vibrações induzidas por vórtices durante o período de vida útil do duto. Tais 

frequências são calculadas para as direções in-line e cross-flow, por meio das equações (1) e 

(2), apresentadas no capítulo anterior. 

Modos participantes são os modos ativos que possuem uma curvatura modal 

significativa para uma posição 𝑥 ou nas vizinhanças desta posição. Em um multivão, alguns 

modos podem contribuir com o dano em um segmento de toda a seção analisada, podendo ser 

desconsiderados nos trechos em que não são participantes. 

Modos contribuintes são todos os modos participantes que sofrem excitação por VIV 

em uma determinada localização e para uma velocidade de fluxo específica. Os modos 

contribuintes competem entre si, de modo de que um dos modos é dominante e contribuirá 

plenamente para a resposta multimodal, enquanto as contribuições de outros modos, mais 

fracos, são reduzidas. 

Além das definições apresentadas, a nova revisão DNV-RP-F105 contém uma 

formulação matemática para a classificação de uma sequência de vãos como vãos únicos 

isolados ou como um multivão interativo. Também é afirmado que é suficientemente preciso 

modelar os ombros como planos para a classificação dos vãos por meio do algoritmo proposto, 

cujas etapas são: 

 

1) Cálculo das frequências modais e as curvaturas e tensões associadas para a 

sequência de vãos analisada. Neste cálculo, a sequência é modelada incluindo 

todos os vãos; 

2) Identificação de todos os modos participantes para cada vão, resultando em 𝑛𝐼𝐿 

modos in-line e 𝑛𝐶𝐹 modos cross-flow; 

3) Cálculo das frequências modais e das curvaturas e tensões associadas para cada 

vão, considerando-os vãos únicos isolados. São obtidas, então, 𝑛𝐼𝐿
𝑆𝑆 modos in-

line e 𝑛𝐶𝐹
𝑆𝑆  modos cross-flow; 

4) Se 𝑛𝐼𝐿 ≠ 𝑛𝐼𝐿
𝑆𝑆 ou 𝑛𝐶𝐹 ≠ 𝑛𝐶𝐹

𝑆𝑆 , o vão analisado é parte de um multivão; 

5) Se 𝑛𝐼𝐿 = 𝑛𝐼𝐿
𝑆𝑆 e 𝑛𝐶𝐹 = 𝑛𝐶𝐹

𝑆𝑆 , são comparadas as frequências obtidas considerando 

os vãos isolados com as correspondentes considerando o multivão. 
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Um vão compõe um multivão se, para todos os 𝑛𝐼𝐿 modos in-line participantes, a 

seguinte inequação é satisfeita: 

 
𝑓𝐼𝐿,𝑗 < 0,95 𝑓𝐼𝐿,𝑗

𝑆𝑆  (5) 

em que 𝑗 ∈ {1,2, … , 𝑛𝐼𝐿}. 

Da mesma forma, um vão faz parte de um multivão se, para todos os 𝑛𝐶𝐹 modos cross-

flow participantes, a seguinte inequação é satisfeita: 

 
𝑓𝐶𝐹,𝑗 < 0,95 𝑓𝐶𝐹,𝑗

𝑆𝑆  (6) 

Observa-se que a determinação das primeiras frequências naturais de vibração é de 

fundamental importância para análise de dutos em vãos livres. Sendo assim, a DNV-RP-F105 

contém uma formulação analítica aproximada para o cálculo da primeira frequência, detalhada 

a seguir, além de outras respostas relacionadas à análise estrutural. 

2.2.2 Formulação analítica aproximada para o cálculo da primeira frequência natural de 

vibração 

Fyrileiv e Mørk (2002) propuseram uma formulação analítica aproximada para a 

primeira frequência natural de vibração para o cenário de um duto em vão livre único e isolado. 

As expressões resultantes são apresentadas na recomendação prática. 

Algumas premissas devem ser atendidas para a aplicabilidade desse equacionamento, 

como, por exemplo: os vãos devem ser únicos e estarem em um leito marinho relativamente 

plano; os modos de vibração simétricos devem dominar a resposta dinâmica, o que leva aos 

limites de 𝐿/𝐷𝑠 < 140 e 𝛿/𝐷 < 2,5, em que 𝐿 é o comprimento do vão, 𝐷𝑠 e 𝐷 são, 

respectivamente, os diâmetros de aço e hidrodinâmico do duto e 𝛿 é a deflexão estática no 

trecho central do vão (relevante somente para modos na direção cross-flow); a flambagem não 

deve influenciar na resposta, o que leva ao limite de 𝑆𝑒𝑓𝑓/𝑃𝑐𝑟 > −0,5, em que 𝑆𝑒𝑓𝑓 é o esforço 

axial efetivo (positivo em tração) e 𝑃𝑐𝑟 é o valor absoluto da carga crítica de flambagem. 

Dessa forma, a primeira frequência pode ser aproximada por: 

 

𝑓1 ≈ 𝐶1√1 + 𝐶𝑆𝐹√
𝐸𝐼

𝑚𝑒𝐿𝑒𝑓𝑓
4 (1 +

𝑆𝑒𝑓𝑓

𝑃𝑐𝑟
+ 𝐶3 (

𝛿

𝐷
)
2

)  (7) 
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em que 𝐶1 e 𝐶3 são coeficientes de condição de contorno, 𝐸𝐼 é a rigidez à flexão considerando 

somente o diâmetro de aço, 𝐶𝑆𝐹 é um fator de aumento da rigidez do concreto (zero na ausência 

de revestimento de concreto), 𝐿𝑒𝑓𝑓 é o comprimento efetivo do vão, 𝑚𝑒 é a massa efetiva (que 

envolve a massa por unidade de comprimento incluindo a massa estrutural, a massa adicionada 

e a massa do fluido interno) e 𝑃𝑐𝑟 = (1 + 𝐶𝑆𝐹)𝐶2𝜋
2𝐸𝐼/𝐿𝑒𝑓𝑓

2  é o valor absoluto calculado da 

carga crítica de flambagem. 

As condições de contorno e respectivos coeficientes tratados na recomendação prática 

são apresentados na Tabela 1. 

Tabela 1 – Condições de contorno e coeficientes 

Coeficiente Pinado-Pinado 2) Engastado-Engastado 3) Vão único apoiado no solo 

𝐶1 1,57 3,56 3,56 

𝐶2 1,0 4,0 4,0 

𝐶3 0,8 1) 0,2 1) 0,4 1) 

𝐶4 4,93 14,1 

Ombro: 14,1(𝐿/𝐿𝑒𝑓𝑓)
2
  

Meio do vão: 8,6 

𝐶5 1/8 1/12 

Ombro 4): 
1

18(𝐿𝑒𝑓𝑓/𝐿)
2
−6

 

Meio do vão: 1/24 

𝐶6 5/384 1/384 1/384 

1) 𝐶3 = 0 é normalmente assumido para a direção in-line se a corrente contínua não é considerada. 

2) Para a condição de contorno pinado-pinado, 𝐿𝑒𝑓𝑓  deve ser substituído por 𝐿 em todas as expressões. 

3) Para a condição de contorno engastado-engastado, 𝐿𝑒𝑓𝑓/𝐿 = 1 por definição. 

4) 𝐶5 deve ser calculado utilizando a rigidez estática do solo. 

Fonte: Adaptado de DNV (2017a) 

Segundo Fyrileiv e Mørk (2002), o conceito de comprimento efetivo (𝐿𝑒𝑓𝑓) é utilizado 

para calcular a resposta estrutural de um duto em vão livre apoiado sobre o solo por meio do 

cálculo de um duto equivalente de comprimento 𝐿𝑒𝑓𝑓 biengastado. Na DNV-RP-F105, essa 

grandeza é dada por: 

 

𝐿𝑒𝑓𝑓

𝐿
=

{
 

 
4,73

−0,066𝛽2 + 1,02𝛽 + 0,63
   para   𝛽 ≥ 2,7

4,73

0,036𝛽2 + 0,61𝛽 + 1,0
         para  𝛽 < 2,7

 (8) 

 

𝛽 = log10 (
𝐾𝐿4

(1 + 𝐶𝑆𝐹)𝐸𝐼
) (9) 
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em que 𝐾 é a rigidez por metro da direção analisada, estática ou dinâmica. 

Fyrileiv e Mørk (2002) obtiveram resultados com boas correspondências com os obtidos 

por simulações utilizando elementos finitos com não linearidades inclusas dentro do intervalo 

de aplicabilidade dessa formulação aproximada. Para cenários que não se encaixem dentro 

desse intervalo, a DNV (2017a) preconiza a utilização de análises por elementos finitos, mas 

orienta que seja realizada uma verificação em um cenário com esforço axial efetivo zero e 

𝐿/𝐷𝑠 = 60, comparando-se os resultados obtidos com a formulação aproximada, de modo que 

o desvio do valor da primeira frequência natural de vibração esteja dentro de ±5%. 

2.3 Modelagem numérica de dutos rígidos submarinos em vãos livres 

A modelagem de dutos rígidos submarinos em vãos livres deve considerar as 

características do vão. A DNV-RP-F105 contém uma classificação resumida das características 

de resposta de vãos livres de acordo com a razão entre o comprimento do vão e o diâmetro 

(𝐿/𝐷), disposta na Tabela 2. 

Tabela 2 – Característica da resposta de vãos livres de acordo com o comprimento do vão normalizado 

𝐿/𝐷 Descrição da resposta 

𝐿/𝐷 < 30 Amplificação dinâmica muito pequena 

30 < 𝐿/𝐷 < 100 Resposta dominada pelo comportamento de viga 

100 < 𝐿/𝐷 < 200 
Resposta dominada pelo comportamento combinado 

de viga e cabo 

𝐿/𝐷 > 200 Resposta dominada pelo comportamento de cabo 

Fonte: Adaptado de DNV (2017a) 

De acordo com a DNV (2017a), vãos com 𝐿/𝐷 < 30 normalmente não necessitam de 

uma checagem abrangente do critério de projeto de fadiga, pois se espera uma resposta 

dinâmica insignificante devido às ações ambientais e é improvável a ocorrência de VIV. 

Adicionalmente, as frequências naturais de vibração são sensíveis à rigidez do solo. No caso de 

vãos que se enquadram nas segunda e terceira faixas da Tabela 2, as frequências naturais de 

vibração são sensíveis às condições de contorno, ao esforço axial efetivo e às variações de 

comprimento do duto. A resposta dinâmica para vãos com 𝐿/𝐷 > 200 é relevante para dutos 

com diâmetros pequenos ou expostos a condições ambientais moderadas e as frequências 

naturais de vibração são governadas pela configuração deformada, interação entre vãos e 

esforço axial efetivo. 
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Na DNV-RP-F105 também são listadas 4 representações comuns para a consideração 

das condições de contorno de modelos de dutos em vãos livres, conforme ilustrado na Figura 

13 e descritas a seguir: 

a) Modelo realista do leito marinho, com a topografia real e todos os vãos relevantes 

inclusos no modelo; 

b) Modelo do leito marinho desconsiderando a topografia (adotando-se uma topografia 

plana), mas com a inclusão de todos os vãos relevantes; 

c) Modelo com a inclusão de somente um vão isolado e ombros planos. 

d) Modelo com condições de contorno de corpo rígido idealizadas, excluindo-se os 

ombros. 

Figura 13 – Representações das condições de contorno em modelos de dutos em vão livre 

 
Fonte: DNV (2017a) 

Oliveira (2016) e Ribeiro (2017) conceberam modelos numéricos por meio do programa 

comercial Ansys® (ANSYS, 2024) utilizando elementos de duto tridimensionais com 6 graus 

de liberdade por nó (3 translacionais e 3 rotacionais) e com ombros planos representados por 

molas elásticas lineares, constituindo uma base discreta, conforme é representado na Figura 14. 

Nesta figura, os pontos associados aos números 1 e 5 correspondem às condições de contorno 

das extremidades do modelo, que representam o truncamento do trecho de análise. Os trechos 

indicados pelos números 2 e 4 correspondem aos ombros, nos quais estão presentes as molas. 

Por fim, o trecho 3 representa o vão livre do duto. 

Figura 14 – Exemplo de modelo de duto em vão livre com base elástica linear discreta 

 
Fonte: Ribeiro (2017) 
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Um modelo mais complexo, destinado a análises do comportamento in situ do duto é 

descrito por Bai e Bai (2014). Nesse modelo, utiliza-se o programa comercial Abaqus® (Smith, 

2009), no qual o duto é modelado por meio de elementos PIPE31H, um elemento linear 

tridimensional com 2 nós, e o solo marinho é modelado a partir de elementos rígidos do tipo 

R3D4, conforme apresentado na Figura 15. 

Figura 15 – Simulação de condição in situ no programa comercial Abaqus® 

 
Fonte: Bai e Bai (2014) 

Nessas análises, o processo de instalação do duto é realizado de modo a obter 

informações sobre o enterramento do duto, tração residual de lançamento e vãos livres formados 

durante o assentamento. Para a análise ser representativa da situação real, deve-se considerar 

no modelo as não linearidades física, geométrica e de contato (atrito, deslizamento, 

descolamento, etc.). Ademais, são executadas etapas considerando os cenários de teste 

hidrostático e carregamentos operacionais para obtenção do histórico de carregamento a partir 

da instalação de um duto. No teste hidrostático, o duto é preenchido com água do mar e uma 

alta pressão interna é imposta para avaliar a integridade estrutural e a estanqueidade do duto. 

Após esse teste, a pressão é removida e executa-se o processo de desalagamento do duto. Dessa 

forma, após a realização das etapas anteriores por meio de procedimentos estáticos, pode ser 

realizada também uma análise com uso de um procedimento dinâmico no Abaqus®, em que são 

aplicados carregamentos de corrente e onda (BAI; BAI, 2014). 

Diante da complexidade para a realização de análises detalhadas, Silva (2021) propôs 

uma modelagem e implementação de uma ferramenta computacional para automatização dos 

processos de análise estrutural e de fadiga de dutos em vão livre. A simulação numérica para a 

análise estrutural é feita no Abaqus®, em que são realizados os procedimentos estáticos 

similares aos descritos em Bai e Bai (2014) e, por fim, é feita a extração e seleção das 

frequências e modos naturais de vibração a serem considerados na análise de fadiga. Esta, por 
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sua vez, é feita no programa comercial FatFree®, da DNV e baseado na DNV-RP-F105. Na 

Figura 16, observa-se o fluxo de operação da ferramenta desenvolvida. 

Figura 16 – Fluxo de operação de uma ferramenta computacional para análise de dutos em vão livre 

 
Fonte: Silva (2021) 

Esse tipo de automatização é útil não somente para agilizar e reduzir erros humanos dos 

procedimentos de análise, mas também para viabilizar estudos paramétricos, como o realizado 

por Valença (2020), no qual são avaliadas as influências da espessura de parede e do 

comprimento do vão na vida útil à fadiga de dutos em vãos livres. 

Sendo assim, percebe-se a diversidade de modelos numéricos para representar o 

problema de dutos em vãos livres, de modo que existem modelos mais complexos e com muitas 

não linearidades incorporadas para representação da condição in situ e modelos mais simples, 

que se mostraram úteis para condições em que se possui estimativas precisas dos vãos livres e 

o leito marinho é relativamente plano, bem como para análises de triagem, de sensibilidade e 

fins de verificação. 

No presente trabalho, utilizam-se modelos do segundo tipo, considerando ombros 

planos que são modelados por bases deformáveis. 

2.4 Otimização estrutural 

Segundo Kochenderfer e Wheeler (2019), algoritmos de otimização podem ser 

utilizados para melhorar um projeto até não ser mais possível ou até uma restrição, muitas vezes 

de orçamento, ser atingida. Os maiores desafios relacionados à otimização são as limitações de 

recursos computacionais e de tempo, de modo que os projetistas devem ser seletivos na escolha 

dos algoritmos utilizados e habilidosos na formulação do problema. Um processo de otimização 

de um projeto de engenharia segue o fluxo apresentado na Figura 17. 
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Figura 17 – Processo típico de otimização de um projeto de engenharia 

 
Fonte: Adaptado de Kochenderfer e Wheeler (2019) 

De acordo com Arora (2017), um problema de otimização pode ser formulado 

matematicamente de uma forma padronizada. Considerando o vetor de variáveis de projeto 

𝒙 =  (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛), busca-se: 

 
minimizar   𝑓(𝒙) = 𝑓(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) 

sujeito a   ℎ𝑗(𝒙) = ℎ𝑗(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) = 0; 𝑗 = 1 até 𝑝 

𝑔𝑖(𝒙) = 𝑔𝑖(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) ≤ 0; 𝑖 = 1 até 𝑚 

(10) 

Os domínios das variáveis de projeto podem ser contínuos ou discretos. No caso de 

domínios contínuos, há restrições como 𝑥𝑖 ≥ 0 ou 𝑥𝑖𝐿 ≤ 𝑥𝑖 ≤ 𝑥𝑖𝑈, em que 𝑥𝑖𝐿 e 𝑥𝑖𝑈 são o menor 

e maior valores permitidos para a variável de projeto 𝑥𝑖. Já no caso de domínios discretos, as 

restrições dos valores das variáveis de projeto são do tipo 𝑥𝑖 ∈ 𝐷𝑖, em que 

𝐷𝑖  =  {𝑑𝑖1, 𝑑𝑖2, … , 𝑑𝑖𝑞}, sendo 𝑑𝑖𝑘 o 𝑘-ésimo valor discreto possível, dentre os 𝑞 valores, para 

a 𝑖-ésima variável de projeto discreta. Além das otimizações contínua e discreta, há problemas 

em que são utilizados os dois tipos de variáveis, chamados Problemas de Otimização com 

Variáveis Mistas. 

No contexto da otimização estrutural, Park (2007) afirma que uma otimização pode ser 

classificada como: 

• Otimização de dimensões ou parâmetros: visa otimizar parâmetros das seções 

transversais; 

• Otimização de forma ou configuração: visa determinar a melhor forma ou 

geometria para uma estrutura; 

• Otimização topológica: visa determinar a melhor distribuição de material dentro 

de um domínio. 

Além disso, de acordo com Park (2007), o método dos elementos finitos é comumente 

acoplado aos processos de otimização estrutural, de modo que os desenvolvimentos nas duas 

áreas evoluíram paralelamente. 
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Esses processos geralmente envolvem variáveis de projeto contínuas. No entanto, 

alguns problemas de projetos de engenharia envolvem variáveis discretas. Stolpe (2016) 

desenvolveu um estudo de revisão sobre otimização de treliças utilizando variáveis discretas. 

Nesse estudo são comparados classes de algoritmos utilizados para problemas de otimização 

discreta: 

• Métodos metaheurísticos: podem fornecer soluções suficientemente boas por 

meio de busca parcial e comumente utilizam aleatoriedade no processo de busca. 

O algoritmo genético, desenvolvido por Holland (1975) e baseado na teroria 

evolucionária de Charles Darwin, é um dos algoritmos dessa classe; 

• Métodos determinísticos: fornecem sempre a mesma solução a partir da mesma 

entrada de dados. Geralmente são baseados no método de ramificar e limitar 

(branch-and-bound), desenvolvido por Land e Doig (1960) e explorado por 

Huang e Arora (1997) na área de otimização estrutural considerando a 

monotonicidade da função objetivo. 

A estratégia de otimização do posicionamento de suportes implementada neste trabalho 

encaixa-se na categoria de otimização discreta. Dessa forma, é dado destaque ao algoritmo 

genético e ao método de ramificar e limitar no Capítulo 4. 
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3 MODELO NUMÉRICO 

Neste capítulo são apresentadas as características do modelo numérico implementado 

no presente trabalho. São discutidas as etapas para o cálculo das matrizes de rigidez e de massa 

dos elementos utilizados para a modelagem do duto e do solo, bem como o detalhamento do 

programa computacional elaborado para realizar as análises. Por fim, são apresentadas 

aplicações do modelo numérico desenvolvido, nas quais as possibilidades oferecidas são 

exploradas. 

3.1 Duto submarino 

Uma das simplificações adotadas neste trabalho é a modelagem unidimensional em um 

plano, adotando-se elementos de pórtico plano para representar o duto submarino e a direção 

cross-flow. Observa-se um esquema do modelo numérico na Figura 18. 

Figura 18 – Esquema do modelo numérico 

 
Fonte: Elaborado pelo autor (2025) 

A representação de um elemento de pórtico plano com seus respectivos graus de 

liberdade translacionais (longitudinais e transversais) e rotacionais é ilustrada na Figura 19. 

Figura 19 – Elemento de pórtico plano e seus graus de liberdade 

 
Fonte: Elaborado pelo autor (2025) 

A maneira demonstrada para a obtenção das matrizes de rigidez e de massa desse 

elemento é realizada a partir das energias de deformação e cinética. Utilizando a formulação 

cartesiana de viga de Euler-Bernoulli, tema amplamente discutido na literatura de MEF, como, 
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por exemplo, em Cook et al. (2001) e Fish e Belytschko (2007), obtêm-se as funções de 

interpolação polinomial linear para o deslocamento longitudinal em um ponto do eixo da barra: 

 
𝑁1(𝑥) = 1 −

𝑥

𝐿
 (11) 

 
𝑁4(𝑥) =

𝑥

𝐿
 (12) 

em que 𝑥 é a coordenada longitudinal e 𝐿 é o comprimento indeformado do elemento, e para o 

deslocamento transversal, a partir da interpolação cúbica hermitiana, obtêm-se: 

 𝑁2(𝑥) = 1 − 3 (
𝑥

𝐿
)
2

+ 2 (
𝑥

𝐿
)
3

 (13) 

 
𝑁3(𝑥) = 𝐿 [

𝑥

𝐿
− 2 (

𝑥

𝐿
)
2

+ (
𝑥

𝐿
)
3

] (14) 

 
𝑁5(𝑥) = 3 (

𝑥

𝐿
)
2

− 2(
𝑥

𝐿
)
3

 (15) 

 
𝑁6(𝑥) = 𝐿 [−(

𝑥

𝐿
)
2

+ (
𝑥

𝐿
)
3 

] (16) 

de tal forma que se pode escrever os deslocamentos longitudinal (𝑢) e transversal (𝑣) de um 

ponto do eixo da barra como: 

 
𝑢(𝑥) = 𝑁1(𝑥)𝑑1 + 𝑁4(𝑥)𝑑4 (17) 

 
𝑣(𝑥) = 𝑁2(𝑥)𝑑2 + 𝑁3(𝑥)𝑑3 + 𝑁5(𝑥)𝑑5 + 𝑁6(𝑥)𝑑6 (18) 

Considerando-se o regime geometricamente linear e a hipótese de que as seções 

transversais planas permanecem planas e ortogonais ao eixo deformado da barra, pode-se 

escrever as expressões para os deslocamentos longitudinal e transversal de um ponto qualquer 

da seção transversal da barra: 

 
𝑢𝑃(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑢(𝑥) − 𝑦 ⋅

𝑑𝑣(𝑥)

𝑑𝑥
 (19) 

 
𝑣𝑃(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑣(𝑥) (20) 

Dessa forma, a deformação específica longitudinal de um ponto qualquer da seção 

transversal da barra é dada por: 
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𝜀𝑥𝑥
𝑃 (𝑥, 𝑦, 𝑧) =

𝜕𝑢𝑃(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜕𝑥
 (21) 

e a respectiva energia específica de deformação, considerando um material isotrópico, elástico 

e linear, em que 𝐸 é seu módulo de Young, é dada por: 

 
𝑈𝑒
𝑃(𝑥, 𝑦, 𝑧) =

1

2
𝐸[𝜀𝑥𝑥

𝑃 (𝑥, 𝑦, 𝑧)]2 (22) 

de modo que, ao efetuar a integração da energia específica de deformação no volume da barra, 

obtém-se a energia de deformação da barra: 

 
𝑈 = ∫𝑈𝑒

𝑃(𝑥, 𝑦, 𝑧) 𝑑𝑉
𝑉

 (23) 

No Apêndice A, as expressões são desenvolvidas por meio do programa Maple®, em 

que ainda é considerado que a área da seção transversal (𝐴) do elemento é constante e que o 

eixo 𝑥 de referência é centroidal, de modo que a parcela da expressão resultante da energia 

específica de deformação associadas ao termo 𝑦 deve ser desprezada para o cálculo da energia 

de deformação. Além disso, a parcela associada ao termo 𝑦2, ao ser integrada na seção 

transversal, pode ser escrita em função do momento de inércia da seção (𝐼). Sendo assim, a 

expressão da energia de deformação é escrita em função dos graus de liberdade, do módulo de 

Young e dos parâmetros geométricos do elemento. 

A expressão resultante da energia de deformação do elemento é uma forma quadrática 

com relação aos graus de liberdade e pode ser escrita como: 

 
𝑈(𝒅) =

1

2
𝒅𝑇𝑲𝒅 (24) 

em que 𝒅 = [𝑑1 𝑑2 𝑑3 𝑑4 𝑑5 𝑑6]
𝑇 e 𝑲 é a matriz de rigidez elástica do elemento, que 

pode ser obtida pela matriz Hessiana da expressão da energia de deformação, resultando na 

clássica matriz de rigidez de um elemento de pórtico plano: 
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𝑲 = 𝑯[𝑈(𝒅)] =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
𝐸𝐴

𝐿
0 0 −

𝐸𝐴

𝐿
0 0

0
12𝐸𝐼

𝐿3
6𝐸𝐼

𝐿2
0 −

12𝐸𝐼

𝐿3
6𝐸𝐼

𝐿2

0
6𝐸𝐼

𝐿2
4𝐸𝐼

𝐿
0 −

6𝐸𝐼

𝐿2
2𝐸𝐼

𝐿

−
𝐸𝐴

𝐿
0 0

𝐸𝐴

𝐿
0 0

0 −
12𝐸𝐼

𝐿3
−
6𝐸𝐼

𝐿2
0

12𝐸𝐼

𝐿3
−
6𝐸𝐼

𝐿2

0
6𝐸𝐼

𝐿2
2𝐸𝐼

𝐿
0 −

6𝐸𝐼

𝐿2
4𝐸𝐼

𝐿 ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 (25) 

Analogamente, pode-se obter a matriz de massa do elemento a partir da expressão da 

energia cinética, em que é considerada a densidade de massa volumétrica (𝜌) na expressão: 

 
𝑇 = ∫

1

2
𝜌{[𝑢̇𝑃(𝑥, 𝑦, 𝑧)]2 + [𝑣̇𝑃(𝑥, 𝑦, 𝑧)]2} 𝑑𝑉

𝑉

 (26) 

No Apêndice A também são feitas considerações para expressar a energia cinética em 

termos da área e do momento de inércia da seção transversal. A expressão resultante da energia 

cinética é uma forma quadrática que pode ser escrita como: 

 
𝑇(𝒅̇) =

1

2
𝒅̇𝑇𝑴𝒅̇ (27) 

em que 𝒅̇ = [𝑑̇1 𝑑̇2 𝑑̇3 𝑑̇4 𝑑̇5 𝑑̇6]
𝑇 é o vetor de velocidades dos graus de liberdade e 

𝑴 é a matriz de massa. Da mesma forma, a matriz 𝑴 corresponde à matriz Hessiana da 

expressão da energia cinética com relação às variáveis do vetor de velocidades, definida por: 

 

𝑴 = 𝑯[𝑇(𝒅̇)] =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
1

3
𝜌𝐿𝐴 0 0

1

6
𝜌𝐿𝐴 0 0

0
𝜌(13𝐿2𝐴 + 42𝐼)

35𝐿

𝜌(11𝐿2𝐴 + 21𝐼)

210
0

3𝜌(3𝐿2𝐴 − 28𝐼)

70𝐿
−
𝜌(13𝐿2𝐴 − 42𝐼)

420

0
𝜌(11𝐿2𝐴 + 21𝐼)

210

𝜌𝐿(𝐿2𝐴 + 14𝐼)

105
0

𝜌(13𝐿2𝐴 − 42𝐼)

420
−
𝜌𝐿(3𝐿2𝐴 + 14𝐼)

420

1

6
𝜌𝐿𝐴 0 0

1

3
𝜌𝐿𝐴 0 0

0
3𝜌(3𝐿2𝐴 − 28𝐼)

70𝐿

𝜌(13𝐿2𝐴 − 42𝐼)

420
0

𝜌(13𝐿2𝐴 + 42𝐼)

35𝐿
−
𝜌(11𝐿2𝐴 + 21𝐼)

210

0 −
𝜌(13𝐿2𝐴 − 42𝐼)

420
−
𝜌𝐿(3𝐿2𝐴 + 14𝐼)

420
0 −

𝜌(11𝐿2𝐴 + 21𝐼)

210

𝜌𝐿(𝐿2𝐴 + 14𝐼)

105 ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 (28) 

Em alguns modelos numéricos, a inércia rotatória é desprezada, de modo que a matriz 

𝑴 resulta em: 
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𝑴 =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
1

3
𝜌𝐿𝐴 0 0

1

6
𝜌𝐿𝐴 0 0

0
13

35
𝜌𝐿𝐴

11

210
𝜌𝐿2𝐴 0

9

70
𝜌𝐿𝐴 −

13

420
𝜌𝐿2𝐴

0
11

210
𝜌𝐿2𝐴

1

105
𝜌𝐿3𝐴 0

13

420
𝜌𝐿2𝐴 −

1

140
𝜌𝐿3𝐴

1

6
𝜌𝐿𝐴 0 0

1

3
𝜌𝐿𝐴 0 0

0
9

70
𝜌𝐿𝐴

13

420
𝜌𝐿2𝐴 0

13

35
𝜌𝐿𝐴 −

11

210
𝜌𝐿2𝐴

0 −
13

420
𝜌𝐿2𝐴 −

1

140
𝜌𝐿3𝐴 0 −

11

210
𝜌𝐿2𝐴

1

105
𝜌𝐿3𝐴 ]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 (29) 

Neste trabalho, as duas matrizes de massa apresentadas nas Equações (28) e (29) são 

consideradas. No entanto, é feita uma adaptação no cálculo, de modo a considerar a massa 

adicionada ao duto, que é relacionada com a equação de Morison et al. (1950), dada por: 

 
𝒇 = 𝐶𝑀Δ 𝒂𝑓 +

1

2
𝜌𝐶𝑑𝐴‖𝒗𝑓‖𝒗𝑓 (30) 

em que 𝒇 é a força do fluido envolvente por unidade de comprimento que a age no corpo, 𝐶𝑀 é 

o coeficiente de inércia do corpo, Δ é a massa de fluido deslocada pelo corpo por unidade de 

comprimento, 𝒂𝑓 é a aceleração do fluido, 𝜌 é a densidade do fluido, 𝐶𝑑 é o coeficiente de 

arrasto do corpo, 𝐴 é a área de arrasto e 𝒗𝑓 é a velocidade do fluido. Essa equação é utilizada 

calcular as forças hidrodinâmicas atuando em estruturas submersas ou parcialmente submersas 

devido à interação com ondas e correntes no meio ambiente marinho 

Na adaptação citada, o cálculo da matriz de massa é realizado a partir das densidades de 

massa lineares do duto, considerando o material aço, nas direções axial (𝜌𝑎) e transversal (𝜌𝑡), 

de modo que as parcelas da matriz de massa não relacionados com a inércia rotatória são 

efetuadas com a composição da massa por unidade de comprimento do duto, conteúdo interno 

e da massa adicionada, sendo a última calculada a partir da densidade do fluido envolvente, e 

dos coeficientes de inércia do problema. As expressões para as densidades lineares são dadas 

por: 

 
𝜌𝑎 = 𝜌𝑎ç𝑜𝐴𝑎ç𝑜 + 𝜌𝑐𝑜𝑛𝑡𝐴𝑐𝑜𝑛𝑡 + 𝐶𝑀,𝑎(𝜌𝑓𝑙𝑢𝑖𝑑𝑜𝐴𝑒𝑥𝑝𝑜𝑠𝑡𝑎 + 𝜌𝑠𝑜𝑙𝑜𝐴𝑒𝑛𝑡𝑒𝑟𝑟𝑎𝑑𝑎) (31) 

 
𝜌𝑡 = 𝜌𝑎ç𝑜𝐴𝑎ç𝑜 + 𝜌𝑐𝑜𝑛𝑡𝐴𝑐𝑜𝑛𝑡 + 𝐶𝑀,𝑡(𝜌𝑓𝑙𝑢𝑖𝑑𝑜𝐴𝑒𝑥𝑝𝑜𝑠𝑡𝑎 + 𝜌𝑠𝑜𝑙𝑜𝐴𝑒𝑛𝑡𝑒𝑟𝑟𝑎𝑑𝑎) (32) 

em que 𝜌𝑎ç𝑜, 𝜌𝑐𝑜𝑛𝑡, 𝜌𝑓𝑙𝑢𝑖𝑑𝑜 e 𝜌𝑠𝑜𝑙𝑜 são, respectivamente, as densidades volumétricas do aço, do 

conteúdo interno, do fluido no qual a estrutura está exposta e do solo no qual a estrutura pode 
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estar parcialmente ou totalmente enterrada; 𝐴𝑎ç𝑜 e 𝐴𝑐𝑜𝑛𝑡 são, respectivamente, as áreas de aço 

e de conteúdo interno (área interna); 𝐴𝑒𝑥𝑝𝑜𝑠𝑡𝑎 e 𝐴𝑒𝑛𝑡𝑒𝑟𝑟𝑎𝑑𝑎 são as parcelas da área externa da 

seção transversal utilizadas nos cálculos das massas adicionadas para as direções axial e 

transversal, que, por sua vez, utilizam os coeficientes de inércia 𝐶𝑀,𝑎 e 𝐶𝑀,𝑡 para as respectivas 

direções (normalmente obtidos por meio de experimentos ou técnicas de Fluidodinâmica 

Computacional). Logo, a matriz de massa desconsiderando as parcelas que envolvem a inércia 

rotatória é definida por: 

 

𝑴 =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
1

3
𝜌𝑎𝐿 0 0

1

6
𝜌𝑎𝐿 0 0

0
13

35
𝜌𝑡𝐿

11

210
𝜌𝑡𝐿

2 0
9

70
𝜌𝑡𝐿 −

13

420
𝜌𝑡𝐿

2

0
11

210
𝜌𝑡𝐿

2
1

105
𝜌𝑡𝐿

3 0
13

420
𝜌𝑡𝐿

2 −
1

140
𝜌𝑡𝐿

3

1

6
𝜌𝑎𝐿 0 0

1

3
𝜌𝑎𝐿 0 0

0
9

70
𝜌𝑡𝐿

13

420
𝜌𝑡𝐿

2 0
13

35
𝜌𝑡𝐿 −

11

210
𝜌𝑡𝐿

2

0 −
13

420
𝜌𝑡𝐿

2 −
1

140
𝜌𝑡𝐿

3 0 −
11

210
𝜌𝑡𝐿

2
1

105
𝜌𝑡𝐿

3
]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 (33) 

3.2 Base deformável 

As bases deformáveis implementadas no presente trabalho consistem em molas 

translacionais, elásticas lineares, nas direções axial e transversal do elemento de pórtico plano 

representado na Figura 19. 

Dois tipos de base elástica são avaliados, sendo o primeiro em que não há o acoplamento 

com os graus de liberdade rotacionais, ao qual se chama a base elástica de discreta, e o segundo, 

em que há o acoplamento e a base elástica é dita contínua. Ilustrações referentes aos dois tipos 

são dispostas na Figura 20. 

Figura 20 – Ilustrações referentes às bases elásticas discreta e contínua 

 
Fonte: Elaborado pelo autor (2025) 

A estratégia para a obtenção da matriz de rigidez das bases elásticas é a mesma utilizada 

na obtenção da matriz de rigidez do elemento de pórtico plano e será discutido nas seções 

seguintes e detalhadas no Apêndice A. 
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3.2.1 Base elástica discreta 

Assumindo-se o comportamento fisicamente elástico linear, como é adotado por 

Oliveira (2016) e Ribeiro (2017), a expressão da energia de deformação da base elástica discreta 

(𝑈𝐵𝐸𝐷) é obtida algebricamente considerando-se molas resultantes por nó a partir das rigidezes 

por unidade de comprimento para as direções axial (𝑘𝑎) e transversal (𝑘𝑡), tendo como zona de 

influência a metade do comprimento do elemento, resultando em: 

 

𝑈𝐵𝐸𝐷 =
𝑘𝑎
𝐿
2
(𝑑1

2 + 𝑑4
2)

2
+
𝑘𝑡
𝐿
2
(𝑑2

2 + 𝑑5
2)

2
 

(34) 

A matriz de rigidez da base elástica discreta (𝐾𝐵𝐸𝐷) é obtida a partir da matriz Hessiana 

de 𝑈𝐵𝐸𝐷: 

 

𝑲𝐵𝐸𝐷 =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
𝑘𝑎𝐿

2
0 0 0 0 0

0
𝑘𝑡𝐿

2
0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0
𝑘𝑎𝐿

2
0 0

0 0 0 0
𝑘𝑡𝐿

2
0

0 0 0 0 0 0]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 (35) 

3.2.2 Base elástica contínua 

Novamente, assumindo-se o comportamento fisicamente elástico linear, a energia de 

deformação da base elástica contínua (𝑈𝐵𝐸𝐶) é obtida por meio da integração envolvendo os 

deslocamentos longitudinal (𝑢) e transversal (𝑣) do elemento de pórtico, além das rigidezes por 

unidade de comprimento da base elástica nas direções axial e transversal, e é dada por: 

 
𝑈𝐵𝐸𝐶 = ∫

1

2
{𝑘𝑎[𝑢(𝑥)]

2 + 𝑘𝑡[𝑣(𝑥)]
2} 𝑑𝑥

𝐿

0

 (36) 

de modo que a matriz de rigidez (𝑲𝐵𝐸𝐶) é: 
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𝑲𝐵𝐸𝐶 =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
𝑘𝑎𝐿

3
0 0

𝑘𝑎𝐿

6
0 0

0
13𝑘𝑡𝐿

35

11𝑘𝑡𝐿
2

210
0

9𝑘𝑡𝐿

70
−
13𝑘𝑡𝐿

2

420

0
11𝑘𝑡𝐿

2

210

𝑘𝑡𝐿
3

105
0

13𝑘𝑡𝐿
2

420
−
𝑘𝑡𝐿

3

140

𝑘𝑎𝐿

6
0 0

𝑘𝑎𝐿

3
0 0

0
9𝑘𝑡𝐿

70

13𝑘𝑡𝐿
2

420
0

13𝑘𝑡𝐿

35
 −

11𝑘𝑡𝐿
2

210

0 −
13𝑘𝑡𝐿

2

420
−
𝑘𝑡𝐿

3

140
0 −

11𝑘𝑡𝐿
2

210

𝑘𝑡𝐿
3

105 ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 (37) 

3.2.3 Condição de contorno associada à solução de uma viga semi-infinita apoiada sobre uma 

base elástica 

Devido aos grandes comprimentos de dutos, a simulação completa em um único modelo 

é muitas vezes custosa ou até mesmo inviável, sendo necessário realizar simulações por trechos 

de interesse. 

Nesse sentido, ao selecionar um trecho para análise, geralmente são impostas condições 

de contorno que podem restringir deslocamentos e rotações nas extremidades do modelo. Para 

evitar a influência dessas restrições na área de análise, geralmente aumentam-se os 

comprimentos dos ombros das extremidades do modelo, o que, consequentemente, aumenta o 

número de elementos da malha e o custo computacional necessário. 

Este trabalho traz como alternativa a essa abordagem substituir as condições de contorno 

convencionais por um elemento nodal de truncamento baseado na solução de uma viga semi-

infinita apoiada sobre uma base elástica. O tema de vigas infinitas é bastante explorado no 

trabalho de Hetenyi (1946). Uma representação de uma viga semi-infinita é apresentada na 

Figura 21. 

Figura 21 – Representação de uma viga semi-infinita 

 
Fonte: Elaborado pelo autor (2025) 
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Para obter as matrizes de rigidez e de massa associadas ao elemento que substitui a 

condição de contorno do nó da extremidade direita do modelo, calculam-se as funções que 

representam os deslocamentos longitudinal e transversal. Essas funções são obtidas ao se 

resolver as equações diferenciais de equilíbrio, escritas em função dos deslocamentos 

associados, etapa realizada utilizando o programa Maple® e apresentada no Apêndice A. 

A equação diferencial de equilíbrio e as condições de contorno para a obtenção do 

deslocamento longitudinal em um ponto do eixo da barra são dadas por: 

 
𝐸𝐴

𝑑2𝑢(𝑥)

𝑑𝑥2
= 𝑘𝑎𝑢(𝑥) (38) 

 
𝑢(0) = 𝑑1 e 𝑢(∞) = 0 (39) 

Para o deslocamento transversal, a equação diferencial de equilíbrio e as condições de 

contorno são: 

 
𝐸𝐼
𝑑4𝑣(𝑥)

𝑑𝑥4
= −𝑘𝑡𝑣(𝑥) (40) 

 
𝑣(0) = 𝑑2;  

𝑑𝑣

𝑑𝑥
|
𝑥=0

= 𝑑3;  𝑣(∞) = 0 e 
𝑑𝑣

𝑑𝑥
|
𝑥=∞

= 0 (41) 

A energia de deformação para esse problema é dada pela soma das energias de 

deformação axial e de flexão, na forma: 

 

𝑈𝑇𝑅𝑈 = ∫
1

2
{𝐸𝐴 [

𝑑𝑢(𝑥)

𝑑𝑥
]

2

+ 𝐸𝐼 [
𝑑2𝑣(𝑥)

𝑑𝑥2
]

2

+ 𝑘𝑎𝑢(𝑥)
2 + 𝑘𝑡𝑣(𝑥)

2}  𝑑𝑥
∞

0

 (42) 

e a matriz de rigidez do elemento é: 

 

𝑲𝑇𝑅𝑈 =

[
 
 
 
 
 √𝑘𝑎𝐸𝐴 0 0

0 √2 √𝑘𝑡
3𝐸𝐼

4
√𝑘𝑡𝐸𝐼

0 √𝑘𝑡𝐸𝐼 √2 √𝑘𝑡(𝐸𝐼)3
4

 ]
 
 
 
 
 

 (43) 

De forma análoga, a energia cinética, considerando as densidades de massa lineares nas 

direções axial (𝜌𝑎) e transversal (𝜌𝑡), é dada por: 

 

𝑇𝑇𝑅𝑈 = ∫
1

2
{𝜌𝑎[𝑢̇(𝑥)]

2 + 𝜌𝑡[𝑣̇(𝑥)]
2} 𝑑𝑥

∞

0

 (44) 
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e a matriz de massa (𝑴𝑇𝑅𝑈) obtida é: 

 

𝑴𝑇𝑅𝑈 =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 𝜌𝑎
2
√
𝐸𝐴

𝑘𝑎
0 0

0
3√2𝜌𝑡
4

√
𝐸𝐼

𝑘𝑡

4 𝜌𝑡
2
√
𝐸𝐼

𝑘𝑡

0
𝜌𝑡
2
√
𝐸𝐼

𝑘𝑡

√2𝜌𝑡
4

√(
𝐸𝐼

𝑘𝑡
)
34

 
]
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 (45) 

Com o mesmo procedimento, obtêm-se as matrizes para o truncamento da extremidade 

esquerda do modelo. 

3.3 Esforço axial 

Os efeitos de esforços axiais de tração e compressão são considerados no modelo 

numérico por meio da contabilização da matriz de rigidez geométrica, encontrada em livros de 

elementos finitos, como o de Cook et al. (2001), e definida por: 

 

𝑲𝒈 =
𝑃

30𝐿

[
 
 
 
 
 
 
 
0 0 0 0 0 0

0 36 3𝐿 0 −36 3𝐿

0 3𝐿 4𝐿2 0 −3𝐿 −𝐿2

0 0 0 0 0 0

0 −36 −3𝐿 0 36 −3𝐿

0 3𝐿 −𝐿2 0 −3𝐿 4𝐿2 ]
 
 
 
 
 
 
 

 (46) 

em que 𝑃 é o esforço axial (positivo em tração) e 𝐿 é o comprimento do elemento. 

3.4 Suportes 

Os suportes são modelados como condições de contorno de deslocamento na direção 

vertical nos nós da discretização que não estão apoiados no solo. Essa estratégia pode 

corresponder tanto aos suportes mecânicos, com posições pontuais, como às grout bags, com 

posicionamento distribuído ao longo de um trecho. 

3.5 Programa computacional 

A implementação do modelo numérico é realizada por meio de um programa 

computacional escrito na linguagem de programação Python (Rossum; Drake, 2009). O 
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paradigma de programação orientada a objetos é empregado, padrão que tem sido aplicado 

comumente na análise estrutural de problemas de engenharia, como discutido por Bittencourt, 

Guimarães e Feijóo (1999). Utiliza-se o método da rigidez direta para o cálculo das matrizes de 

globais do problema e as estruturas de dados e manipulações matemáticas são realizadas com 

o auxílio de pacotes computacionais amplamente conhecidos por sua eficiência e robustez, 

como NumPy (Harris et al., 2020) e SciPy (Virtanen et al., 2020). O fluxo implementado 

consiste na leitura de um arquivo de entrada, uma etapa de análise estática e uma etapa de 

extração das frequências e modos naturais de vibração do duto, conforme ilustrado na Figura 

22. 

Figura 22 – Fluxo do programa computacional 

 
Fonte: Elaborado pelo autor (2025) 

O modelo é construído a partir de um arquivo de entrada que contém todas as 

informações relevantes para a construção da malha de elementos finitos, parâmetros dos 

materiais, rigidezes por metro das molas e opções do modelo, como a base elástica adotada e a 

consideração da inércia rotatória no cálculo das matrizes de massa. Um exemplo de arquivo de 

entrada utilizado está presente no Apêndice B. 

O primeiro passo de carga do modelo é estático, no qual é aplicado o peso submerso do 

duto e resolvidos os deslocamentos globais do modelo (𝒅), por meio do sistema de equações 

representado por: 

 
𝑲𝒅 = 𝒇 (47) 

em que 𝑲 é a matriz de rigidez global do sistema discreto e 𝒇 é o vetor de forças globais. 

Para as condições de contorno convencionais das extremidades, como pinos e engastes, 

bem como para os nós onde há suporte, as linhas e colunas da matriz de rigidez global 

associadas aos graus de liberdade restringidos são excluídas da matriz de rigidez global do 

sistema, de modo que o sistema seja possível e determinado. Esse processo de manipulação e 

solução do sistema linear é realizado com o uso de matrizes esparsas, em que se armazenam 

somente os elementos diferentes de zero das matrizes, reduzindo o custo computacional. 

Segundo Jennings (1968), esse recurso é apropriado para a área de análise estrutural, diante da 

natureza esparsa das matrizes obtidas nas formulações matriciais. 
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Já para a condição de contorno que representa o truncamento do modelo, associada à 

solução de uma viga semi-infinita, não há exclusão de linhas e colunas da matriz de rigidez 

global. Nesse caso, são somados aos elementos da matriz de rigidez dos elementos de pórtico 

plano das extremidades do modelo os correspondentes elementos da matriz de rigidez do 

elemento de truncamento. Esse processo é repetido do mesmo modo para a matriz de massa 

quando há essa condição. Além disso, o vetor de forças globais também é atualizado, somando-

se as contribuições do esforço cortante e momento fletor para os elementos das extremidades, 

as quais são deduzidas no Apêndice A. 

Após os cálculos dos graus de liberdade (𝒅), é realizada uma atualização acerca das 

áreas exposta e enterrada nas regiões dos ombros, para o cálculo da massa adicional. O 

enterramento é calculado a partir do deslocamento médio entre os dois nós de cada elemento 

situado na região dos ombros do modelo, de modo que o cálculo das áreas é realizado a partir 

do esquema apresentado na Figura 23. Nesse esquema é considerado um círculo de raio 𝑅 e 

centro com coordenadas cartesianas (0, 𝑦𝑐). 

Figura 23 – Modelo para cálculo das áreas exposta e enterrada 

 
Fonte: Elaborado pelo autor (2025) 

Considerando o eixo 𝑥 como o piso marinho, pode-se calcular a parcela da área exposta 

do duto pela resolução da integral: 

 

𝐴𝑒𝑥𝑝𝑜𝑠𝑡𝑎 = 2∫ √𝑅2 − (𝑦 − 𝑦𝑐)2 𝑑𝑦
𝑅+𝑦𝑐

0

 (48) 

que resulta em: 

 

𝐴𝑒𝑥𝑝𝑜𝑠𝑡𝑎 = 𝑦𝑐√𝑅2 − 𝑦𝑐2 + 𝑅
2 arcsen (

𝑦𝑐
𝑅
)+

1

2
𝜋𝑅2 (49) 
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A área enterrada é obtida pela subtração da área exposta da área total do círculo. 

Após o passo estático, a montagem da matriz de massa global (𝑴) é realizada, 

considerando a massa do duto, conteúdo interno e massas adicionais. A partir dessa matriz e da 

matriz de rigidez global (𝑲), é resolvido o problema de autovalor generalizado para o cálculo 

das frequências e dos modos naturais de vibração do duto, dado por: 

 
𝑲𝝓 = 𝜔2𝑴𝝓 (50) 

em que 𝜔 é a frequência angular natural de vibração e 𝝓 é o correspondente modo natural de 

vibração associado. Considerando o elemento de pórtico plano utilizado, um modelo com 𝑛 nós 

pode ter até 3𝑛 pares de solução (𝜔𝑗, 𝝓𝑗), a depender das condições de contorno. 

Além da automatização dessas etapas, o programa contém um módulo relacionado aos 

processos de otimização do posicionamento dos suportes. O relacionamento entre as classes 

implementadas é representado no diagrama de classes presente no Apêndice C, em que é 

utilizada a Linguagem de Modelagem Unificada (Unified Modeling Language – UML), um 

recurso amplamente utilizado na construção de programas computacionais (Medvidovic et al., 

2002). 

3.6 Validação do modelo 

O programa Linear Elements Structure Model – LESM é utilizado para validação dos 

cálculos das frequências naturais de vibração do modelo apresentado. Desenvolvido por Rangel 

e Martha (2019), o LESM possui interface gráfica para a análise estrutural estática e dinâmica 

de elementos lineares, como treliças, pórticos e grelhas. 

Com a possibilidade de inclusão de molas discretas no LESM, um cenário com os dados 

dispostos na Tabela 3 é elaborado no programa LESM e comparado com o modelo deste 

trabalho. 
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Tabela 3 – Dados do modelo de validação no programa LESM 

Parâmetro Valor Unidade 

Diâmetro externo de aço 0,3 𝑚 

Espessura da parede de aço 0,015 𝑚 

Módulo de Young 207,0 𝐺𝑃𝑎 

Coeficiente de Poisson 0,3 − 

Densidade do aço 7850,0 𝑘𝑔/𝑚³ 

Rigidez por metro do solo na direção 

transversal 
200,0 𝑘𝑁/𝑚/𝑚 

Fonte: Elaborado pelo autor (2025) 

Para compatibilizar os dois modelos, as densidades do conteúdo interno, da água do mar 

e do solo são desconsideradas, sendo somente aplicada a etapa de extração modal no elemento 

de aço, sem atualizações das áreas exposta e enterrada. Além disso, a inércia rotatória é 

desprezada e o solo é modelado por meio de uma base elástica discreta. 

A configuração geométrica do cenário é definida por dois ombros de 3,5 𝑚 de 

comprimento separados por um vão livre central, de 3 𝑚. Nos ombros, somente há a presença 

de molas na direção vertical, visto que o foco do programa está nas frequências nessa direção. 

Ademais, as duas extremidades do modelo são engastadas e o comprimento de elemento de 

0,5 𝑚 é utilizado. A configuração descrita é modelada por meio da interface gráfica do 

programa LESM e da escrita do arquivo de entrada do programa do presente trabalho e pode 

ser observada na Figura 24. 

Figura 24 – Configuração geométrica do modelo de validação no programa LESM 

 
Fonte: Elaborado pelo autor (2025) 

Para obter as frequências e modos naturais de vibração é realizada uma análise do tipo 

dinâmica no programa LESM e todas as etapas para a construção do modelo são efetuadas por 

meio dos menus abertos ao se clicar nos botões indicativos (Figura 25). 
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Figura 25 – Seção de menus suspensos e botões para abertura de menus no programa LESM 

 
Fonte: Elaborado pelo autor (2025) 

Ao executar a análise no programa LESM, há a opção de exportar os resultados em um 

relatório em arquivo de texto. Nele, são apresentadas todas as informações do modelo e, para o 

caso da extração modal, as frequências e modos naturais de vibração extraídos. Os resultados 

obtidos são consistentes com o modelo equivalente desenvolvido no presente trabalho até a casa 

decimal exportada pelo LESM (Tabela 4). 

Tabela 4 – Comparação entre as 5 primeiras frequências naturais de vibração do modelo deste trabalho e do 

programa LESM 

Frequência Frequência Modelo (Hz) Frequência LESM (Hz) 

1 1,8881917E+01 1,88819E+01 

2 5,1221312E+01 5,12213E+01 

3 9,9882568E+01 9,98826E+01 

4 1,6493761E+02 1,64938E+02 

5 2,4637021E+02 2,46370E+02 

Fonte: Elaborado pelo autor (2025) 

Outro cálculo efetuado para validação do modelo numérico é a comparação da primeira 

frequência natural de vibração extraída com a calculada segundo a formulação analítica da 

DNV-RP-F105, cujo equacionamento é discutido no Capítulo 2. 

Neste caso, os dados da Tabela 3 também são utilizados. No entanto, segundo a DNV 

(2017a), a configuração geométrica do cenário de vão livre para validação deve respeitar a 

relação entre o comprimento do vão e o diâmetro de aço (𝐿/𝐷𝑠) de 60 e ter esforço axial efetivo 

zero. Sendo assim, para se obter um vão isolado, são modelados ombros de 54 𝑚 de 

comprimento separados por um vão central de 18 𝑚, com comprimento de elemento de 0,25 𝑚. 

Adicionalmente, são consideradas as densidades da água do mar, de 1027 𝑘𝑔/𝑚³ e do solo, de 

Tipo de modelo

(pórtico, treliça, grelha)

Tipo de análise

(estática, dinâmica)

Casos de 

carregamento

Materiais

Apoios
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Cargas nodais
Funções temporais
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Elementos

Cargas distribuídas
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1500 𝑘𝑔/𝑚³, associadas aos coeficientes de inércia de 1,0 na direção transversal e 0,1 na 

direção axial. Também são avaliados cenários com condições de contorno pinado-pinado e 

engastado-engastado presentes na DNV-RP-F105 em que somente os vãos livres são modelados 

como uma viga apoiada nas extremidades. Os valores da primeira frequência natural de 

vibração obtidos do modelo para as 3 condições de contorno diferiram dos valores da 

formulação analítica dentro da faixa de 5% recomendada pela recomendação prática para 

comparações com análises de elementos finitos (Tabela 5). 

Tabela 5 – Comparação das primeiras frequências naturais de vibração obtidas pelo modelo numérico com as 

obtidas pela formulação analítica da DNV-RP-F105 

Condição de contorno Frequência Modelo (Hz) Frequência DNV-RP-F105 (Hz) Desvio 

Pinado-Pinado 1,933 1,934 0,04% 

Engastado-Engastado 4,382 4,381 0,03% 

Vão único isolado apoiado sobre o solo 1,708 1,780 4,07% 

Fonte: Elaborado pelo autor (2025) 

Os desvios são esperados, uma vez que a formulação da DNV-RP-F105 incorpora 

alguns efeitos das não linearidades que o modelo desenvolvido não considera, principalmente 

para a condição de vão único isolado apoiado sobre o solo. 

3.7 Aplicações 

Nesta seção são apresentadas aplicações do modelo numérico desenvolvido. São 

avaliadas as bases elásticas, a influência da inércia rotatória, a condição de contorno de 

truncamento, um cenário com dois vãos livres vizinhos, a influência do esforço axial e a 

inclusão de um suporte no modelo. 

Os dados comuns a todas as aplicações são adaptações dos apresentados por Oliveira 

(2016) e dispostos na Tabela 6. 
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Tabela 6 – Dados utilizados nas aplicações do modelo numérico 

Parâmetro Valor Unidade de medida 

Diâmetro externo de aço 0,27305 𝑚 

Espessura da parede de aço 0,0127 𝑚 

Módulo de Young 206,0 𝐺𝑃𝑎 

Coeficiente de Poisson 0,29 − 

Densidade do aço 7850,0 𝑘𝑔/𝑚³ 

Densidade da água do mar 1025,0 𝑘𝑔/𝑚³ 

Densidade do solo 1500,0 𝑘𝑔/𝑚³ 

Densidade do conteúdo interno 200,0 𝑘𝑔/𝑚³ 

Coeficiente de inércia axial 0,1 − 

Coeficiente de inércia transversal 1,0 − 

Rigidez por metro do solo na direção axial 160,0 𝑘𝑁/𝑚/𝑚 

Rigidez por metro do solo na direção transversal 160,0 𝑘𝑁/𝑚/𝑚 

Fonte: Adaptado de Oliveira (2016) 

3.7.1 Comparação entre bases elásticas 

Nesta aplicação, dois modelos com a mesma configuração geométrica são comparados, 

em que 2 ombros e um vão central possuem 20 𝑚 de comprimento cada (𝐿/𝐷 = 73,25). A 

diferença entre os modelos consiste no tipo de base elástica adotado, em que são avaliadas a 

base elástica discreta e contínua. 

O estudo consiste em avaliar diferentes comprimentos de elemento em que as variáveis 

de interesse são as 3 primeiras frequências naturais de vibração do modelo. Observa-se que as 

frequências calculadas em modelos com comprimento de elementos curtos são próximas 

independentemente da base elástica adotada. Por outro lado, ao aumentar o comprimento dos 

elementos, as frequências obtidas entre os dois tipos de modelo tendem a apresentar desvios 

(Figura 26). 
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Figura 26 – Resultados da avaliação das 3 primeiras frequências naturais de vibração de modelos considerando 

bases elásticas discreta e contínua 

 

(a) Primeira frequência natural 

 

(b) Segunda frequência natural 

 

(c) Terceira frequência natural 

Fonte: Elaborado pelo autor (2025) 

Adicionalmente, observa-se que no modelo com base elástica contínua, os valores das 

frequências mantêm-se estáveis com o aumento do comprimento do elemento, demonstrando a 

eficiência computacional ao adotar essa modelagem. 

3.7.2 Avaliação da influência da inércia rotatória 

Neste estudo, utiliza-se o mesmo modelo descrito na aplicação anterior, adotando-se a 

base elástica contínua. Novamente dois modelos são comparados e as variáveis de interesse são 
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as 3 primeiras frequências naturais de vibração, mas nesse cenário a diferença entre os dois é a 

consideração da inércia rotatória no cálculo da matriz de massa. Observa-se que a consideração 

da inércia rotatória resulta em frequências naturais de vibração menores, o que é relevante na 

análise de dutos, pois frequências mais baixas podem tornar a estrutura mais suscetível à VIV. 

No entanto, para os parâmetros adotados, também se percebe que a influência nos valores 

numéricos das frequências é pequena para o problema, o que justifica a sua desconsideração 

(Figura 27). 
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Figura 27 – Resultados da avaliação das 3 primeiras frequências naturais de vibração de modelos com a 

consideração ou não da inércia rotatória 

 

(a) Primeira frequência natural 

 
(b) Segunda frequência natural 

 

 

 
 

(c) Terceira frequência natural 

Fonte: Elaborado pelo autor (2025) 

3.7.3 Avaliação da condição de contorno de truncamento 

Nesta aplicação, modelos com o mesmo comprimento de vão livre, de 20 𝑚, base 

elástica contínua, com a consideração da inércia rotatória e com o comprimento de elemento de 
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10 𝑐𝑚 são simulados. A diferença entre eles consiste no comprimento dos ombros e nas 

condições de contorno das extremidades. Inicialmente, um modelo com ombros mais longos, 

de 80 𝑚 cada, e com as extremidades engastadas é tomado como base. Nos demais modelos, o 

comprimento dos ombros é reduzido, mantendo-se a posição do vão livre inalterada, e as 

extremidades são modeladas por meio do elemento de truncamento desenvolvido neste 

capítulo. Essa variação do comprimento dos ombros é realizada com o objetivo de determinar 

qual o comprimento mínimo de ombro de modo a obter resultados equivalentes entre o modelo 

completo e o truncado. Como métricas da avaliação, são consideradas as duas primeiras 

frequências naturais de vibração do modelo, cujos valores estão dispostos na Tabela 7. 

Tabela 7 – Comparação dos valores das duas primeiras frequências naturais de vibração entre o modelo 

engastado e modelos truncados 

Modelo Comprimento dos ombros (m) Primeira frequência (Hz) Segunda frequência (Hz) 

Engastado 80 1,366 3,359 

Truncado 70 1,366 3,359 

Truncado 60 1,366 3,359 

Truncado 50 1,366 3,359 

Truncado 40 1,366 3,359 

Truncado 30 1,366 3,359 

Truncado 20 1,366 3,359 

Truncado 10 1,321 3,447 

Fonte: Elaborado pelo autor (2025) 

Dessa forma, para a avaliação dos modos de vibração, é adotado um modelo truncado 

com ombros de 20 𝑚. O modelo engastado com ombros longos é chamado de Modelo A e o 

modelo truncado selecionado é chamado Modelo B. As configurações indeformadas dos 

modelos são apresentadas na Figura 28. 
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Figura 28 – Configurações indeformadas dos dois modelos comparados 

 
Fonte: Elaborado pelo autor (2025) 

Uma vez que o Modelo A possui mais graus de liberdade do que o Modelo B, também 

possui mais modos de vibração. Sendo assim, para comparar os modos é necessário realizar a 

correspondência dos modos entre os modelos. 

Nesse sentido, é realizada uma comparação entre os autovetores obtidos da solução do 

problema de cálculo de frequências e modos naturais de vibração, de forma que dois autovetores 

são correspondentes se o valor absoluto do cosseno do menor ângulo entre eles é unitário, ou 

aproximadamente unitário. Essa técnica é conhecida como similaridade por cossenos na área 

de Aprendizado de Máquina (Machine Learning) e aplicada em vários trabalhos, como, por 

exemplo, Singh et al. (2020). A base da Geometria Analítica para o cálculo do cosseno do 

ângulo entre dois vetores é ilustrada na Figura 29. 

Figura 29 – Cálculo do cosseno do ângulo entre dois vetores 

 
Fonte: Elaborado pelo autor (2025) 

Os resultados obtidos após a comparação e obtenção dos dois primeiros pares de modos 

correspondentes dos modelos são apresentados na Figura 30. Nota-se que as frequências e 

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180

Modelo A - Completo

Modelo B - Truncado

Ombro

Posição (m)



59 

 

modos naturais de vibração calculados com o Modelo B são próximos aos obtidos com Modelo 

A, mas com um menor custo computacional, de modo que se pode afirmar que os resultados 

são equivalentes para as variáveis analisadas. 

Figura 30 – Dois primeiros modos de vibração correspondentes entre o Modelo A e Modelo B 

 

(a) Primeiro modo de vibração 

 

(b) Segundo modo de vibração 

Fonte: Elaborado pelo autor (2025) 

3.7.4 Avaliação da influência de um ombro intermediário entre dois vãos 

Nesta aplicação, um trecho com as características da aplicação anterior e extremidades 

engastadas com dois vãos livres e um ombro entre eles é modelado com o objetivo de avaliar a 

influência do comprimento do vão intermediário no primeiro modo natural de vibração. 
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Em uma primeira análise, o ombro intermediário é modelado com o comprimento longo 

o suficiente para os vãos livres serem considerados isolados, uma vez que, ao longo do ombro 

intermediário, há um trecho em que a curvatura do modo é nula (Figura 31). 

Outra análise realizada para confirmar que o primeiro vão é isolado para este modo de 

vibração é a modelagem desse vão de forma independente, resultando na mesma frequência e 

mesmo modo natural de vibração do modelo que considera os dois vãos livres, como ilustrado 

na Figura 32. 

Figura 31 – Primeiro modo natural de vibração do modelo com dois vãos isolados 

 
Fonte: Elaborado pelo autor (2025) 
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Figura 32 – Primeiro modo natural de vibração do modelo com vão único isolado 

 
Fonte: Elaborado pelo autor (2025) 

Ao reduzir o comprimento do ombro intermediário, observa-se que o modo de vibração 

apresenta curvaturas significativas no ombro intermediário (Figura 33). Sendo assim, a 

sequência dos dois vãos deve ser analisada como um multivão interativo. 

Figura 33 – Primeiro modo natural de vibração do modelo com multivão interativo

 
Fonte: Elaborado pelo autor (2025) 

Dessa forma, observa-se que os modos de vibração de um modelo com mais de um vão 

livre são influenciados pelos comprimentos dos trechos apoiados que os separam, o que está de 

acordo com a DNV-RP-F105 e é ilustrado na Figura 34, na qual se observa uma variação não 
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linear da primeira frequência natural de vibração ao variar o comprimento do ombro 

intermediário. A partir de um comprimento de ombro de 25 𝑚, percebe-se uma estabilização 

no valor da frequência para o cenário analisado. 

Figura 34 – Relação entre o comprimento do ombro intermediário e a primeira frequência natural de vibração 

 
Fonte: Elaborado pelo autor (2025) 

3.7.5 Avaliação da influência do esforço axial 

Neste estudo é utilizado o mesmo modelo da Figura 32, sendo considerada a base 

elástica contínua e a influência da inércia rotatória. O objetivo é avaliar a influência de esforços 

axiais nas frequências e modos naturais de vibração. São elaborados então dois modelos, com 

100 𝑘𝑁 de esforço axial, em que em um deles o esforço é de compressão e no outro, de tração. 

Observa-se que ao se considerar um esforço de tração, a frequência natural de vibração 

aumenta (Figura 35), enquanto um esforço de compressão leva a uma frequência menor (Figura 

36). Isso é esperado, uma vez que esforços de tração aumentam a rigidez do sistema pela matriz 

de rigidez geométrica, enquanto o contrário acontece para esforços axiais compressivos. 
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Figura 35 – Comparação da frequência e modo natural de vibração ao se aplicar um esforço axial de tração 

 
Fonte: Elaborado pelo autor (2025) 

Figura 36 – Comparação da frequência e modo natural de vibração ao se aplicar um esforço axial de compressão 

 
Fonte: Elaborado pelo autor (2025) 
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3.7.6 Modelo com suporte 

Nesta aplicação, o mesmo modelo do estudo anterior é utilizado, mas livre de esforço 

axial. O objetivo é avaliar a alteração na primeira frequência e modo natural de vibração 

associado ao incluir um suporte no trecho central do vão livre. Os resultados são apresentados 

na Figura 37. 

Figura 37 – Primeiro modo natural de vibração do modelo com suporte 

 
Fonte: Elaborado pelo autor (2025) 

Observa-se o aumento da frequência natural de vibração, o que reforça a importância de 

intervenções para retificação dos vãos livres com a inclusão de suportes. Isso motiva o 

desenvolvimento do módulo de otimização do posicionamento de suportes detalhado no 

próximo capítulo. 

3.7.7 Avaliação da influência da rigidez do solo 

Neste estudo, o modelo sem suportes da aplicação anterior é utilizado e o objetivo é 

avaliar o comportamento da primeira frequência natural de vibração com a variação da rigidez 

vertical do solo. 

Os tipos de solo dispostos na DNV-RP-F114 – Pipe-soil interaction for submarine 

pipelines (DNV, 2017b) são utilizados nas simulações, nas quais são adotadas as rigidezes 

verticais estáticas médias de referência dispostas no documento. Os valores de rigidezes por 

metro e das primeiras frequências naturais de vibração são apresentados na Tabela 8. 
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Tabela 8 – Valores da primeira frequência natural de vibração em função da rigidez do solo 

Solo Rigidez vertical média (kN/m/m) Primeira frequência (Hz) 

Clay - Very Soft 75 1,172 

Clay - Soft 210 1,435 

Sand - Loose 250 1,478 

Sand - Medium 530 1,663 

Clay - Firm 650 1,711 

Clay - Stiff 1300 1,869 

Sand - Dense 1350 1,878 

Clay - Very Stiff 2500 2,008 

Clay - Hard 3400 2,070 

Fonte: Elaborado pelo autor (2025) 

Observa-se que a frequência natural de vibração cresce à medida que a rigidez do solo 

aumenta, sendo que o valor da frequência para o solo de maior rigidez analisado é quase o dobro 

do valor obtido para o solo menos rígido, como ilustrado na Figura 38. 

Figura 38 – Variação da primeira frequência natural de vibração com a rigidez do solo 

 
Fonte: Elaborado pelo autor (2025) 
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4 OTIMIZAÇÃO DO POSICIONAMENTO DE SUPORTES 

Neste capítulo são apresentados os desenvolvimentos relacionados à otimização do 

posicionamento de suportes nos vãos livres. São detalhados os aspectos da formulação do 

problema de otimização, algoritmos utilizados, incorporação no programa computacional 

apresentado no capítulo anterior e aplicações do trabalho desenvolvido. 

4.1 Formulação do problema de otimização 

As variáveis de projeto idealizadas neste trabalho representam a presença, ou não, de 

suporte transversal em 𝑛 posições dos nós especificados da discretização do modelo que se 

encontram nos vãos livres, compondo o vetor 𝒙 = (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛). Nesse sentido, essas 

variáveis são binárias, em que um valor zero indica a ausência de suporte, enquanto o valor 

unitário indica a sua presença, como ilustrado na Figura 39. 

Em cenários extensos e com múltiplos vãos livres, fatores como a lâmina d’água, gap, 

o tipo de solo e a necessidade de equipamentos e operadores para a instalação dos suportes 

impactam no custo e, consequentemente, na decisão de intervenção em determinados vãos. 

Sendo assim, cada possível posição de suporte possui um fator de penalização do custo 

associado ao vão livre, compondo um vetor de custos fixos 𝒄 = (𝑐1, 𝑐2, … , 𝑐𝑛). O problema de 

otimização concebido neste trabalho consiste em: 

 minimizar   𝑓(𝒙) = 𝒄 ⋅ 𝒙 

sujeito a   𝑔(𝒙) = 𝑓𝑎𝑙𝑣𝑜 − 𝑓1(𝒙) ≤ 0 

𝑥𝑖 ∈ {0, 1} 

(51) 

em que 𝑓1 é a primeira frequência natural de vibração na direção vertical obtida por meio do 

modelo numérico desenvolvido e 𝑓𝑎𝑙𝑣𝑜 é um valor mínimo de frequência que se deseja obter no 

modelo. 

Figura 39 – Variável de projeto do problema de otimização 

 
Fonte: Elaborado pelo autor (2025) 

Variável de projeto - Suporte

Posição possível de suporte



67 

 

A escolha de 𝑓𝑎𝑙𝑣𝑜 como a frequência limite obtida no critério de VIV Avoidance da 

DNV-RP-F105 (Equações (1) e (2)) significa buscar uma configuração de suportes que mitiga 

a ocorrência de vibrações induzidas por vórtices segundo esse critério. 

A solução desse problema por busca exaustiva requer 2𝑛 avaliações da função objetivo, 

devido à natureza binária das variáveis de projeto. Nesse contexto, algoritmos de otimização 

são empregados com o objetivo de encontrar a solução utilizando um número reduzido de 

avaliações. 

4.2 Algoritmo genético e método de ramificar e limitar 

Para resolver o problema de otimização em pauta, utilizam-se tanto o algoritmo genético 

quanto o método de ramificar e limitar (branch-and-bound). 

No caso do algoritmo genético, utiliza-se o pacote computacional de otimização 

Platypus, desenvolvido por Hadka (2024). Uma das vantagens desse pacote é a possibilidade 

de definir o tipo de variável de projeto como binária nativamente, além de permitir trabalhar 

com restrições não lineares, o que vai ao encontro do problema de otimização proposto. A partir 

de um tamanho informado, o algoritmo gera aleatoriamente uma população de soluções 

candidatas respeitando o domínio binário das variáveis de projeto. A cada iteração, indivíduos 

mais aptos são selecionados para gerar novas soluções por meio de operadores de cruzamento, 

que combinam as características dos indivíduos selecionados na geração dos descendentes, e 

mutação, que altera aleatoriamente algumas variáveis. A execução do algoritmo implementado 

no Platypus prossegue de acordo com o tamanho da população, sendo este o parâmetro mais 

importante para a quantidade de avaliações requeridas. 

Já para o método de ramificar e limitar, trata-se de uma implementação própria a partir 

da revisão e aprimoramento de ideias e trechos de código gerados com o auxílio da ferramenta 

ChatGPT (OpenAI, 2024), com o modelo de linguagem GPT-4o. A estratégia adotada considera 

o comportamento monótono crescente da função objetivo, seguindo uma abordagem 

semelhante à proposta por Huang e Arora (1997). Dessa forma, não são exploradas 

possibilidades que levem a um custo superior ao atingido anteriormente caso uma solução 

viável, isto é, uma solução que atenda à restrição do problema, já tenha sido encontrada. Logo, 

há a possibilidade de diminuir a quantidade de avaliações da função objetivo e da restrição 

significativamente. Segundo Tseng, Wang e Ling (1995), este processo se enquadra em uma 

busca em largura na árvore de possibilidades. O processo de avaliação das possibilidades desse 
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algoritmo é detalhado no fluxograma apresentado na Figura 40 e nas duas primeiras aplicações 

deste capítulo. 

Figura 40 – Fluxograma da implementação do método de ramificar e limitar 

 
Fonte: Elaborado pelo autor (2025) 
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Para ambos os algoritmos, é possível armazenar todas as soluções viáveis encontradas 

ao longo do processo de busca. A solução ótima resultante é aquela que minimiza a função 

objetivo, atendendo à restrição imposta. Um diferencial da estratégia proposta, é que caso haja 

múltiplas soluções com o mesmo valor que minimiza a função objetivo, a escolha recai sobre 

aquela cuja frequência natural de vibração se encontra mais distante da frequência alvo 

estabelecida. 

4.3 Incorporação ao programa computacional 

Os dois algoritmos discutidos na Seção 4.2 são incorporados ao programa 

computacional desenvolvido por meio de duas classes. O princípio da herança do paradigma de 

programação orientada à objetos é aplicado para evitar a duplicação desnecessária de código, 

como é apresentado no diagrama de classes do Apêndice C. 

Diante das opções implementadas para a otimização, uma interface de linha de comando 

(Command Line Interface – CLI) é utilizada para interagir com o programa computacional 

(Figura 41). 

Figura 41 – Interface de linha de comando para utilização do programa computacional 

 
Fonte: Elaborado pelo autor (2025) 

Dessa forma, é possível executar um modelo a partir da informação do caminho do 

arquivo de entrada, executar todos os modelos cujos arquivos de entrada estão contidos em uma 

pasta informada e, por fim, executar o módulo de otimização utilizando um dos algoritmos 

informando o caminho do arquivo de entrada do cenário base ao qual se quer obter o 

posicionamento ótimo dos suportes, a frequência alvo e, como parâmetro opcional, as possíveis 

posições nas quais se deseja intervir com a inclusão de suportes (Figura 42). 
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Figura 42 – Interface de linha de comando para utilizar o módulo de otimização 

 
Fonte: Elaborado pelo autor (2025) 

Ao informar a lista de possíveis posições de suportes, os graus de liberdade verticais das 

respectivas posições são capturados e o algoritmo de otimização é executado, acionando o 

modelo numérico para executar os cenários necessários para o processo de otimização. Caso as 

posições não sejam informadas, os graus de liberdade verticais dos 𝑛 nós dos vãos livres são 

automaticamente capturados e o algoritmo é executado considerando 𝑛 variáveis de projeto. 

Em cenários com maior discretização, não informar as posições de suportes previamente pode 

aumentar significativamente o custo computacional, uma vez que no pior cenário são 

necessárias 2𝑛 simulações numéricas. 

Adicionalmente, os algoritmos também podem ser utilizados em cenários onde já 

existem suportes instalados previamente, de modo que a otimização é realizada sem interferir 

na presença deles. Uma das aplicações apresentadas na sequência detalha essa situação. 

4.4 Aplicações 

Nesta seção são apresentadas aplicações envolvendo o módulo de otimização. As duas 

primeiras aplicações abordam cenários sem e com suporte prévio em um vão isolado para 

validação do método de ramificar e limitar. Na terceira aplicação, avalia-se um caso com 3 vãos 

com custos distintos. 

Todas as aplicações possuem os dados apresentados na Tabela 6, do capítulo anterior, 

em comum e os modelos possuem o comprimento de elemento de 25 𝑐𝑚. Os valores das 

frequências alvos adotados são baseados em simulações prévias e selecionados para explorar 

os processos de otimização. Em cenários reais, esses valores podem ser determinados com base 

no critério VIV Avoidance. 

4.4.1 Exemplo de validação com vão isolado 

Neste estudo, um vão livre isolado de 20 𝑚 de comprimento é modelado (Figura 43). 

As 3 posições possíveis de suportes situam-se nas abscissas 65 𝑚, 70 𝑚 e 75 𝑚 e são 
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informadas para o método de otimização de ramificar e limitar. O custo de cada suporte é 

considerado unitário. 

Visto que há 3 posições possíveis de suportes, 8 combinações podem ocorrer. As 

combinações e valores associados da primeira frequência natural de vibração na direção vertical 

são apresentadas na Figura 44. 

Figura 43 – Configuração geométrica e possíveis posições de suportes do cenário com vão isolado 

 
Fonte: Elaborado pelo autor (2025) 

Figura 44 – Combinações e frequências naturais de vibração do cenário com vão isolado 

 
Fonte: Elaborado pelo autor (2025) 

Dessa forma, aplicando-se o método de ramificar e limitar, obtêm-se os resultados 

esquematizados na Figura 45, considerando-se uma frequência alvo de 4 𝐻𝑧. 

Percebe-se que a solução com 3 suportes atende à restrição, mas não é avaliada no 

algoritmo, por estar em um nível que aumentaria o valor da função objetivo e já ter sido 
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encontrada pelo menos uma solução viável com uma menor quantidade de suportes, 

minimizando o custo. 

Figura 45 – Esquematização da evolução do método de ramificar e limitar para o cenário com vão isolado 

considerando a frequência alvo de 4 𝐻𝑧 

 
Fonte: Elaborado pelo autor (2025) 

Durante a evolução do algoritmo, são informadas as avaliações da função objetivo e o 

encontro de soluções viáveis, sendo possível interromper o processo caso o interesse seja apenas 

encontrar uma solução desse tipo. Ao final, são apresentadas as soluções viáveis e determinada 

a solução ótima, bem como as respectivas posições dos suportes que levam a essa solução 

(Figura 46). 

Figura 46 – Evolução e resultados do método de ramificar e limitar para o cenário com vão isolado considerando 

a frequência alvo de 4 𝐻𝑧  

 
Fonte: Elaborado pelo autor (2025) 
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4.4.2 Exemplo de validação com suporte prévio 

Nesta aplicação o mesmo cenário da aplicação anterior é avaliado. No entanto, um 

suporte na posição central é incluso, conforme apresentado na Figura 47. 

Figura 47 – Configuração geométrica e possíveis posições de suportes do cenário com vão isolado e suporte 

prévio 

 
Fonte: Elaborado pelo autor (2025) 

Dessa forma, o algoritmo de otimização é executado considerando-se somente as 

posições possíveis livres, reduzindo a quantidade de combinações (Figura 48). 

Figura 48 – Combinações e frequências naturais de vibração do cenário com vão isolado e suporte prévio 

 
Fonte: Elaborado pelo autor (2025) 

Nesse sentido, executando o método de ramificar e limitar adotando-se a frequência alvo 

de 4 𝐻𝑧, obtêm-se os resultados esquematizados na Figura 49. 
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Figura 49 – Esquematização da evolução do método de ramificar e limitar para o cenário com vão isolado e 

suporte prévio considerando a frequência alvo de 4 𝐻𝑧 

 
Fonte: Elaborado pelo autor (2025) 

4.4.3 Cenário com múltiplos vãos 

Neste estudo, avalia-se um cenário com 3 vãos livres de comprimentos de 35 𝑚, 15 𝑚 

e 27 𝑚, com a configuração geométrica esquematizada na Figura 50. As abscissas das possíveis 

posições dos suportes são 58,75 𝑚, 67,5 𝑚, 76,25 𝑚, 100 𝑚, 105 𝑚, 134 𝑚 e 143 𝑚. 

Figura 50 – Configuração geométrica e possíveis posições de suportes do cenário com múltiplos vãos 

 
Fonte: Elaborado pelo autor (2025) 

Nota-se que cada vão livre possui um gap distinto. Sendo assim, o custo de incluir 
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𝒄 = (8, 8, 8, 2, 2, 4, 4) (52) 

A partir deste cenário, é possível gerar 27 = 128 combinações de posicionamento de 

suportes distintas. Uma vez que cada vão possui um custo diferente, há a possibilidade de 

soluções com uma maior quantidade de suportes serem ótimas, o que também é explorado no 

método de ramificar e limitar. 

Adotando-se uma frequência alvo de 1 𝐻𝑧, com a aplicação do método de ramificar e 

limitar encontra-se uma solução viável com apenas 13 avaliações da função objetivo. No 

entanto, é realizada a verificação de outras potenciais combinações definidas pelo algoritmo, 

inclusive com uma maior quantidade de suportes, que possam levar a um custo menor, ou ao 

mesmo custo, mas com uma frequência natural de vibração maior. Esgotado o espaço de busca 

de soluções considerando o comportamento crescente da função objetivo, chega-se à solução 

ótima com 75 avaliações da função objetivo (Figura 51), reduzindo em 41% a quantidade de 

simulações necessárias quando comparada à quantidade necessária para realizar uma busca 

exaustiva. 
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Figura 51 – Resultados do método de ramificar e limitar para o cenário com múltiplos vãos e considerando uma 

frequência alvo de 1 𝐻𝑧 

 
Fonte: Elaborado pelo autor (2025) 

Sendo assim, o posicionamento ótimo de suportes respeitando à restrição consiste na 

instalação de dois suportes nas posições 67,5 𝑚 e 134 𝑚 (Figura 52). 
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Figura 52 – Posicionamento ótimo dos suportes para cenário com múltiplos vãos e considerando uma frequência 

alvo de 1 𝐻𝑧 

 
Fonte: Elaborado pelo autor (2025) 

Observa-se que, neste caso, as primeiras soluções viáveis encontradas minimizam o 

custo, o que levaria a uma economia de tempo abortando-se o processo ao passo que a 

notificação da primeira solução ter sido encontrada. Entretanto, essa situação não ocorre 

sempre. Adotando-se a frequência alvo de 1,65 𝐻𝑧, uma busca mais profunda é necessária para 

determinar a solução ótima, apesar de soluções viáveis serem encontradas com poucas 

avaliações da função objetivo (Figura 53). 

Nesse cenário, nota-se que até mesmo soluções com mais suportes apresentam custos 

menores ou iguais aos das primeiras soluções viáveis encontradas no processo. Dessa forma, 

ressalta-se a capacidade do método de ramificar e limitar aliado à consideração do 

comportamento da função objetivo. O posicionamento ótimo deste caso é destacado na Figura 

54. 
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Figura 53 – Resultados do método de ramificar e limitar para o cenário com múltiplos vãos e considerando uma 

frequência alvo de 1,65 𝐻𝑧 

 
Fonte: Elaborado pelo autor (2025) 

Figura 54 – Posicionamento ótimo dos suportes para cenário com múltiplos vãos e considerando uma frequência 

alvo de 1,65 𝐻𝑧 

 
Fonte: Elaborado pelo autor (2025) 
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diferentes tamanhos para avaliar o algoritmo. Além disso, por conta da aleatoriedade inerente 

ao algoritmo, nem sempre a melhor solução encontrada corresponde à solução obtida pelo 

método de ramificar e limitar, o que é ilustrado na Figura 55, em que os resultados indicam a 

quantidade de soluções viáveis para cada tamanho populacional e 10 execuções do algoritmo 

para cada população.  

Figura 55 – Número de soluções viáveis obtidas por tamanhos de população distintos via algoritmo genético 

 
Fonte: Elaborado pelo autor (2025) 

Dessa forma, observa-se que para problemas configurados de modo que o número de 

avaliações da função objetivo seja menor do que a quantidade de combinações possíveis, 

sempre há a possibilidade da solução ótima encontrada no método de ramificar e limitar não 

tenha sido avaliada e inclusa no conjunto de soluções viáveis resultante do algoritmo genético. 

Soma-se isso a não consideração do comportamento da função objetivo na evolução do 

algoritmo, devido a sua natureza meta-heurística, o que resulta em avaliações desnecessárias. 

Estes resultados são esperados, uma vez que o algoritmo genético não garante a convergência 

para a solução global (Pinto; Martarelli; Nagano, 2022). Porém, se o objetivo for somente 

encontrar soluções viáveis, o algoritmo genético mostra-se como um método poderoso, sendo 

capaz de encontrar soluções com cerca de 84% a menos de avaliações (considerando 20 

indivíduos na população) quando comparado à estratégia de busca exaustiva. 
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5 CONSIDERAÇÕES FINAIS 

Neste capítulo são sintetizadas as principais contribuições e implicações dos 

desenvolvimentos, bem como são discutidas as limitações do estudo, sugerindo-se ideias para 

trabalhos futuros. 

Este trabalho propôs uma estratégia de otimização do posicionamento de suportes em 

vãos livres de dutos rígidos submarinos, que estão sujeitos a vibrações induzidas por vórtices. 

Isso foi realizado com o auxílio de um modelo numérico simplificado e validado para a extração 

de frequências e modos naturais de vibração do duto, também desenvolvido neste trabalho, em 

que a primeira frequência é utilizada no processo de otimização. 

A aplicação voltada à comparação entre as bases elásticas discreta e contínua 

demonstrou que ambas podem ser utilizadas para representar o apoio do duto sobre o leito 

marinho com resultados coerentes. Observou-se que, apesar de pequenas diferenças numéricas 

nas frequências naturais, os dois modelos são compatíveis considerando-se elementos menores. 

No entanto, a base contínua oferece uma representação mais realista do contato com o solo, 

mesmo aumentando o comprimento de elemento. 

A análise da influência da inércia rotatória revelou que sua consideração pode impactar 

as frequências naturais de vibração, já nos primeiros modos. Contudo, a desconsideração da 

inércia rotatória, prática comum em modelos simplificados, se mostrou aceitável devido à baixa 

influência nos resultados. Assim, a aplicação reforça a importância de avaliar a pertinência de 

simplificações adotadas nos modelos numéricos. 

A implementação da condição de contorno baseada na solução de uma viga semi-infinita 

sobre base elástica mostrou-se eficiente para representar o efeito de continuidade estrutural dos 

trechos do duto não modelados. A estratégia permitiu reduzir o custo computacional, 

principalmente para a etapa de extração modal, sem comprometer a precisão dos resultados, 

conforme verificado pela comparação com um modelo mais extenso. Como limitação, destaca-

se que essa abordagem pode não ser representativa para modos naturais de vibração de ordem 

mais alta ou com modelos com os ombros das extremidades de comprimentos muito reduzidos. 

A inserção de um ombro intermediário entre dois vãos livres evidenciou sua influência 

significativa sobre os modos naturais de vibração do sistema. Essa aplicação destacou a 

importância de considerar a configuração geométrica completa de vãos livres vizinhos para 

capturar a resposta de um multivão. Por outro lado, observou-se que, em cenários com grande 

espaçamento entre os vãos, cada vão possui o comportamento de um vão isolado, o que pode 

justificar simplificações. 
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A consideração de esforços axiais nos modelos demonstrou impacto direto nas 

frequências naturais de vibração, com aumento para tração e redução para compressão, 

conforme previsto teoricamente. Essa aplicação reforça a necessidade de incorporar os esforços 

axiais provenientes de processos de instalação e operação dos dutos no modelo numérico. 

A introdução de suportes no modelo confirmou sua efetividade na elevação das 

frequências naturais e, portanto, na mitigação do risco de ocorrência de VIV. A abordagem 

adotada, via imposição de restrições de deslocamento vertical nos nós, mostrou-se simples e 

compatível com a lógica de modelagem proposta. 

A análise da rigidez do solo evidenciou uma forte influência na resposta dinâmica do 

sistema, com variações significativas nas frequências naturais conforme se alteram os valores 

de rigidez das molas. A aplicação reforça a importância da caracterização do solo para a 

modelagem estrutural de dutos em vãos livres. Por outro lado, foi adotado um modelo linear 

para o solo, o que não contempla efeitos encontrado em condições reais, como os dependentes 

da deformação ou de ciclos de carregamento. 

As aplicações do modelo numérico permitiram consolidar a formulação, verificando sua 

consistência e a capacidade de representar aspectos relevantes do comportamento estrutural de 

dutos em vãos livres. Com base nesses resultados, o modelo foi integrado a métodos de 

otimização, permitindo a identificação de configurações ótimas do posicionamento de suportes 

para a mitigação de VIV. 

O algoritmo genético e o método de ramificar e limitar (branch-and-bound) possuem a 

capacidade de fornecer a configuração ótima de suportes baseada no problema de otimização 

formulado neste trabalho, com destaque para o segundo, no qual é considerada a 

monotonicidade da função objetivo, resultando em um processo de busca estruturado e robusto, 

com a possibilidade de reduzir significativamente o número de avaliações da função objetivo e 

da restrição imposta. A seguir, são descritas as principais vantagens e desvantagens de cada um, 

com base no comportamento observado nas simulações realizadas: 

• Algoritmo genético 

o Vantagens 

▪ Adapta-se facilmente a cenários com função objetivo e/ou 

restrição complexas; 

▪ Apresenta grandes chances de alcançar regiões promissoras 

mesmo com tamanhos populacionais reduzidos em um espaço de 
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busca amplo devido à aleatoriedade e aos operadores de 

cruzamento e mutação. 

 

o Desvantagens 

▪ Não garante a solução ótima global devido ao processo 

estocástico; 

▪ Variabilidade de resultados devido ao componente aleatório, 

sendo necessário executar o algoritmo várias vezes para ajustar 

os parâmetros, como o tamanho da população. 

• Método de ramificar e limitar (branch-and-bound) 

o Vantagens 

▪ Encontra a solução ótima percorrendo sistematicamente o espaço 

de soluções e consegue identificar a melhor solução, desde que o 

problema seja finito e bem estruturado; 

▪ Por considerar a monotonicidade da função objetivo, poda ramos 

inviáveis rapidamente, reduzindo o número de avaliações; 

▪ O processo de decisão é rastreável e determinístico, ou seja, dado 

o mesmo conjunto de dados de entrada, o resultado é sempre 

igual. 

o Desvantagens 

▪ Pode se tornar inviável computacionalmente para problemas de 

grande dimensão, pois o número de avaliações cresce de forma 

exponencial; 

▪ Depende de restrições fortes, pois caso o valor da frequência alvo 

não for bem definido, o algoritmo pode explorar o espaço de 

soluções demasiadamente, atrasando a convergência. 

A implantação da estratégia de otimização desenvolvida em projetos ou intervenções de 

dutos rígidos submarinos em vãos livres tem o potencial de reduzir ou mitigar a quantidade de 

modos de vibração que contribuem para o dano provocado pelas vibrações induzidas por 

vórtices, considerando o critério VIV Avoidance da DNV-RP-F105. Entretanto, essa 

consideração pode levar a um número muito elevado de suportes, o que pode ser inviável 

financeiramente e aumentar a quantidade de pontos de concentração de tensão ao longo do duto. 
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Além disso, por se tratar de um problema que escala de forma exponencial, pode haver a 

necessidade de muitas simulações numéricas para completar o processo de busca.  

Nesse sentido, as sugestões para trabalhos futuros envolvem: 

• Estender o modelo numérico para considerar as duas direções de vibração (in-

line e cross-flow), considerando as não linearidades e aplicando um histórico de 

carregamento realista; 

• Implementar elementos para considerar a formulação contínua da base elástica 

e condição de contorno de truncamento em programas comerciais de elementos 

finitos amplamente utilizados para a modelagem de dutos em vão livre, como 

Abaqus® e Ansys®; 

• Integrar o processo de otimização a simuladores comerciais; 

• Aprimorar o processo de otimização desenvolvido, incorporando técnicas de 

computação paralela, explorando outras formas de percorrer a árvore de busca 

do método de ramificar e limitar, como é discutido por Tseng, Wang e Ling 

(1995), bem como a aplicação de algoritmos de aprendizado de máquina e 

inteligência artificial. Além disso, sugere-se considerar a forma do modo natural 

de vibração no processo de otimização, de modo que soluções com maior 

probabilidade de viabilidade sejam avaliadas com prioridade. 

• Desenvolver uma estratégia de otimização com uma restrição menos 

conservadora, que envolva o cálculo de vida à fadiga no processo, consistindo 

num cenário mais realista para aplicação na indústria. 
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APÊNDICE A – Folha de trabalho do Maple® contendo deduções acercas da formulação 

dos elementos implementados 
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APÊNDICE B – Exemplo do ar uivo de entrada do programa computacional 

desenvolvido 
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APÊNDICE C – Diagrama de classes do programa computacional desenvolvido 
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