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Resumo

Este trabalho apresenta a análise, implementação e comparação de dois métodos de iden-
tificação de sistemas baseados no modelo NARX polinomial: FROLS e SEMP, aplicados
a três estudos de caso. O método FROLS utiliza uma abordagem de seleção progressiva,
construindo um conjunto ortogonal de regressores e escolhendo, a cada etapa, aquele mais
correlacionado com a sáıda do sistema. Por sua vez, o SEMP simula os modelos posśıveis
e adiciona apenas os regressores que contribuem significativamente para a redução do
erro, descartando os excessivos. A comparação foi realizada a partir da identificação de
três sistemas dinâmicos não lineares SISO, utilizando o RMSE como métrica de desem-
penho, com base na diferença entre a sáıda esperada e a sáıda estimada em simulação
livre. Os resultados indicam que ambos os métodos são eficientes e robustos, com o SEMP
apresentando desempenho superior em dois dos três casos analisados.

Palavras-chave: identificação de sistemas; sistemas não lineares; NARX; FROLS;
SEMP.



Abstract

This work presents the analysis, implementation, and comparison of two system identifi-
cation methods based on the polynomial NARX model: FROLS and SEMP, applied to
three case studies. The FROLS method employs a forward selection approach, construc-
ting an orthogonal set of regressors and selecting, at each step, the one most correlated
with the system output. In turn, the SEMP method simulates possible model combi-
nations and includes only the regressors that significantly contribute to error reduction,
discarding redundant ones. The comparison was carried out through the identification of
three nonlinear SISO dynamic systems, using RMSE as the performance metric, based
on the difference between the expected output and the estimated output in free-run si-
mulation. The results indicate that both methods are efficient and robust, with SEMP
showing superior performance in two out of the three cases analyzed.

Keywords: system identification; nonlinear systems; NARX; FROLS; SEMP.
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4.2 Gráfico de sinais de sáıda esperada e simulada do sistema de ferro de solda. 38
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1 Introdução

1.1 Motivação

Na indústria, a modelagem de sistemas desempenha um papel importante na oti-

mização de processos e na maximização da eficiência operacional. Através da modelagem,

é posśıvel representar sistemas complexos com modelos análogos que reproduzem, de

forma aproximada, as suas caracteŕısticas e o seu comportamento, permitindo a análise

e a previsão de seu desempenho sob diferentes condições. No entanto, modelar siste-

mas fenomenologicamente envolve identificar e considerar a sua estrutura, componentes e

variáveis relevantes, além das leis f́ısicas que regem os processos dentro do sistema, o que,

para sistemas desconhecidos ou muito complexos, é desafiador e muitas vezes impraticável

(Ljung, 1999). Nesses casos, utiliza-se o que é conhecido na engenharia de controle como

identificação de sistemas.

Segundo Coelho e Coelho (2004), a identificação de sistemas é o processo de deter-

minação de um modelo matemático, a partir de dados experimentais de entrada e sáıda,

representando a dinâmica de um sistema em seus aspectos essenciais de forma adequada

para um propósito particular. Na área de automação industrial, esses propósitos são

predição, análise e projeto de sistemas de controle, supervisão, otimização e detecção de

falha (Coelho e Coelho, 2004; Nelles, 2001).

Para realizar a identificação de um sistema arbitrário, a literatura dispõe de uma ampla

gama de algoritmos capazes de gerar modelos de naturezas também diversas. Tradicio-

nalmente, modelos lineares foram suficientes para descrever sistemas dinâmicos usados na

indústria, tendo como benef́ıcios sua simplicidade e facilidade de obtenção. No entanto,

com o avanço tecnológico e a inserção de plantas complexas aos processos industriais,

como manipuladores robóticos, e o aumento de sistemas mais restritos, como sistemas

embarcados, contar com modelos lineares pode acarretar em desperd́ıcio e até mesmo im-

possibilitar o uso adequado, devido à perda de exatidão e à impossibilidade de reproduzir

certos regimes dinâmicos (Nelles, 2001).

Uma resposta para o problema está no uso de modelos capazes de representar mais

fielmente a não linearidade intŕınseca de sistemas dinâmicos, reduzindo o ńıvel de abs-

tração. Os modelos que usam representações não lineares, como o modelo de blocos

Hammerstein-Wiener, série de Volterra e os modelos baseados em equações a diferenças

NARX (Nonlinear Autoregressive Model with eXogenous inputs) e NARMAX (Nonlinear

AutoRegressive Moving Average with eXogenous inputs), por exemplo, são alternativas

bastante utilizadas (Aguirre, 2015).

Os modelos baseados em NARX são divididos em dois tipos: racional e polinomial.
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Enquanto o modelo racional destaca-se pela eficiência e exatidão na representação de sis-

temas não lineares, sua desvantagem reside na não linearidade dos parâmetros. Por outro

lado, o modelo polinomial é linear nos parâmetros, o que o torna compat́ıvel com algorit-

mos de estimação de parâmetros baseados no método dos mı́nimos quadrados (Aguirre,

2015). Como os métodos de identificação de sistemas que foram utilizados neste traba-

lho são baseados no método de mı́nimos quadrados, trazem-se essas referências que serão

posteriormente aprofundadas.

Dada a relevância do tema, neste trabalho é proposta a modelagem de três siste-

mas benchmark de tempo cont́ınuo não lineares com base no modelo NARX polinomial,

utilizando os métodos baseados na estimação de mı́nimos quadrados com seleção de estru-

tura, FROLS (Forward Regression Orthogonal Least Squares) e SEMP (Simulation Error

Minimization with Pruning).

1.2 Trabalhos relacionados

O problema de modelagem e identificação é amplamente abordado na literatura ci-

ent́ıfica, com trabalhos que exploram teoria e aplicação em várias áreas de conhecimento.

Um dos que se destacam é Zadeh (1962), como um dos primeiros trabalhos a apresentar

o estudo da teoria de sistemas, além de cunhar o termo “identificação de sistemas”, que

Zadeh definiu como a determinação baseada na observação de dados de entrada e sáıda,

de um sistema dentro de uma classe espećıfica de sistemas, a qual o sistema em teste é

equivalente (Zadeh, 1956; Ljung, 2008). Essa definição e terminologia estão fortemente as-

sociadas ao campo da teoria de sistemas, teoria de controle e automação; porém, técnicas

de identificação de sistemas estão presentes nas mais diversas áreas, mesmo que sob outras

nomenclaturas (Zadeh, 1956; Mehra, 1974).

Diversos trabalhos mostram a aplicação de identificação de sistemas em várias áreas,

por exemplo, Gupta et al. (2018) e Shu et al. (2022) aplicam técnicas na área de controle,

Low e Meghir (2017) e Mehra (1974) na área de econometria, Tsuchiya et al. (2017) para

a área de biologia, Hirata et al. (2016) em medicina e Alaoui et al. (2012) na análise de

performances art́ısticas.

Segundo Aguirre (2015), o processo de identificação de sistemas pode ser estruturado

em cinco etapas fundamentais: testes dinâmicos e coleta de dados; escolha da repre-

sentação matemática a ser usada; determinação da estrutura do modelo; estimação de

parâmetros e validação do modelo. Nessa etapa, se o modelo for válido, ou seja, se atende

aos requisitos, o processo pode ser encerrado. Caso contrário, deve-se continuar com a

elaboração de um novo modelo, podendo-se voltar para a etapa de seleção de estrutura, ou

até realizar uma nova coleta de dados, caso os dados dispońıveis não sejam representativos

do sistema, conforme ilustrado na Figura 1.1.
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Figura 1.1 – Fluxograma do processo de identificação de sistemas.

Fonte: Adaptado de Aguirre (2015).

Dentre essas etapas, a estimação de parâmetros e a seleção da estrutura do modelo

desempenham um papel importante, especialmente quando se trata de modelos não line-

ares, como os do tipo NARX. Nesse contexto, em Billings (2013) e Chen et al. (1988), é

apresentado o método FROLS, que combina a estimação de parâmetros com a escolha da

estrutura mais adequada do modelo, sendo particularmente útil na identificação de siste-

mas não lineares. De forma semelhante, o método SEMP, proposto por Piroddi e Spinelli

(2003), foca em uma abordagem de simulação de modelos para a identificação de sistemas.

O trabalho de Araújo et al. (2019) explora o uso dos métodos FROLS e SEMP para a

identificação de modelos polinomiais NARX em um sistema não linear MIMO (Multiple

Input Multiple Output), comparando-os por meio da métrica RMSE (Root Mean Square

Error).

Ainda dentro do escopo de estimação de parâmetros e a seleção da estrutura, em Man-
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gan et al. (2017), é proposto um método de detecção de modelo com identificação esparsa

de dinâmicas não lineares para computação de critérios de informação AIC (Akaike In-

formation Criterion) e BIC (Bayesian Information Criterion). Em Tavares et al. (2020),

são identificados modelos NARX polinomiais de três sistemas utilizando ERR (Taxa de

Redução de Erro), o critério AIC e o método de mı́nimos quadrados estendidos. Severino

et al. (2016) exploram a estimação de parâmetros com métodos de otimização que envol-

vem algoritmo genético, otimização por enxame de part́ıculas e algoritmo do morcego.

Nas últimas décadas, com o avanço da inteligência artificial, métodos de aprendizado

de máquina têm ganhado espaço na identificação de sistemas. Alguns dos primeiros

trabalhos são Narendra e Parthasarathy (1990) e Bittanti e Piroddi (1996), com o uso de

redes neurais artificiais. O trabalho de Bijl et al. (2017) apresenta o algoritmo SONIG,

que utiliza regressão de processos gaussianos esparsos para identificação de sistemas não

lineares em tempo real, comparando o desempenho com modelos NARX. Em Bottegal

et al. (2015), o problema de identificação é abordado com um método bayesiano baseado

em kernels com métodos de cadeia de Markov Monte Carlo.

Trabalhos recentes envolvendo identificação de sistemas não lineares e seleção de es-

trutura para modelos polinomiais reforçam o interesse acadêmico no tema. Em Schär

et al. (2024), por exemplo, é proposta uma nova representação F-NARX, que modela a

resposta do sistema com base em caracteŕısticas temporais dos sinais de entrada e sáıda.

Já Gunawardena et al. (2024) apresenta a biblioteca de MATLAB NonSysId, que integra

os métodos iOFR para regressão progressiva e PRESS para seleção de estrutura, criando

um modelo robusto que não necessita de um dataset de validação separado.

1.3 Objetivos

1.3.1 Objetivo Geral

Comparar o desempenho dos métodos FROLS e SEMP para identificação de sistemas

dinâmicos não lineares, considerando três diferentes cenários experimentais.

1.3.2 Objetivos Espećıficos

• Descrever os algoritmos FROLS e SEMP;

• Aplicar os algoritmos a um conjunto de dados de entrada e sáıda relativos a três

sistemas não lineares de forma a identificar os modelos NARX que os descrevem;

• Avaliar e comparar a performance dos modelos identificados por ambos os métodos,

com base na métrica RMSE.
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1.4 Organização do Trabalho

Este trabalho encontra-se dividido nos seguintes caṕıtulos: neste caṕıtulo introdutório

1, foram apresentadas a motivação, alguns trabalhos relacionados à área com o intuito

de destacar a relevância do tema abordado e os objetivos deste trabalho. No Caṕıtulo

2 é apresentado um embasamento teórico sobre identificação de sistemas, representação

de sistemas não lineares, estimação de parâmetros e a descrição dos métodos FROLS

e SEMP. No Caṕıtulo 3 é demonstrada a metodologia desenvolvida neste trabalho. No

Caṕıtulo 4 são expostos os resultados obtidos. Finalmente, no Caṕıtulo 5 são apresentadas

as discussões finais sobre o trabalho.
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2 Fundamentação Teórica

A identificação de sistemas é um campo fundamental na engenharia e em diversas áreas

das ciências aplicadas, cujo objetivo é construir modelos matemáticos que representem

o comportamento de sistemas dinâmicos a partir de dados experimentais. Dentro desse

contexto, a estimação de parâmetros e a seleção de estrutura desempenham um papel

central.

Entre as abordagens modernas para esse problema, destaca-se o método FROLS, que

permite a escolha incremental dos termos mais relevantes para o modelo. Além disso,

técnicas como SEMP são empregadas para refinar a estrutura do modelo, reduzindo a

redundância e melhorando sua capacidade preditiva.

Neste caṕıtulo, serão explorados esses conceitos e métodos, proporcionando uma base

teórica para a formulação de modelos de sistemas.

2.1 Representação de sistemas não lineares

Apesar de aproximações lineares serem muitas vezes suficientes para descrever um sis-

tema dinâmico – que é não linear por natureza –, há vários casos em que um modelo não

linear é mais adequado. Os modelos NARX (Nonlinear Autoregressive Model with eXo-

genous inputs) e NARMAX (Nonlinear AutoRegressive Moving Average with eXogenous

inputs) são modelos não lineares baseados em equações a diferenças que descrevem como

um sistema evolui no tempo discreto em função de entradas e sáıdas atrasadas, sendo

o NARMAX a versão do NARX que introduz termos de rúıdo e(k), o que permite uma

estimação de parâmetros mais precisa por acomodar os efeitos de rúıdo de medição, erros

de modelagem e/ou perturbações não medidas (Billings, 2013). A Equação (2.1) mostra

a representação geral do modelo NARMAX:

y(k) = F ℓ
[
y(k − 1), y(k − 2), . . . , y(k − ny),

u(k − d), u(k − d− 1), . . . , u(k − d− nu),

e(k − 1), e(k − 2), . . . , e(k − ne)
]
+ e(k) (2.1)

Onde F ℓ(·) é uma função não linear qualquer, u(k), y(k) e e(k) são as entradas, sáıdas

e rúıdo aditivo do sistema, respectivamente, ℓ é o grau de não linearidade, d é o atraso e

nu, ny e ne são os atrasos máximos de entrada, sáıda e rúıdo (Billings, 2013).

Vários modelos podem ser vistos como casos especiais do NARMAX. Se não forem

inclúıdos os termos de rúıdo, ek−ne , têm-se os modelos NARX. Outros modelos podem
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ser descritos como variantes. Se ℓ = 1, ou seja, para uma função F ℓ(·) linear, trata-se de

modelos ARMAX. Se ℓ = 1 e não forem considerados os termos de entrada e de rúıdo,

transforma-se em um modelo AR, ARX se entradas forem inclúıdas. Se em vez de incluir-

se entradas, incluir-se termos de rúıdo, obtêm-se o ARMA. Se ℓ > 1 e não houver termos

de entrada, tem-se o NARMA. Se não houver termos de entrada ou de rúıdo, tem-se NAR.

Um dos modelos NARMAX mais comumente utilizados é a aproximação polinomial

de grau ℓ (2.2)

y(k) =θ0 +
n∑

i1=1

θi1xi1(k) +
n∑

i1=1

n∑
i2=1

θi1i2xi1(k)xi2(k) + · · ·

+
n∑

i1=1

· · ·
n∑

iℓ=iℓ−1

θi1i2···iℓxi1(k)xi2(k) · · ·xiℓ(k) + e(k) (2.2)

com os parâmetros do modelo θi1i2···im constantes que devem ser estimadas para ajustar a

estrutura escolhida aos dados de identificação e os máximos atrasos ny, nu, ne (Billings,

2013).

Os modelos polinomiais são vantajosos em relação a outras representações, como a

representação racional, pois, apesar de não lineares, eles podem ser lineares nos parâmetros

(Aguirre et al., 1998). Assim, tais modelos podem ser representados como (2.3), onde

pm(k) com m = 1, 2, . . . ,M são os regressores formados pela combinação das variáveis

atrasadas de entrada e sáıda do sistema e M é o número de regressores do modelo.

y(k) =
M∑

m=1

θmpm(k) + e(k) (2.3)

Devido ao fato de esses modelos funcionarem analogamente a uma representação linear,

é posśıvel utilizar o método de mı́nimos quadrados (MMQ) ou algoritmos que se baseiam

no MMQ para a escolha dos parâmetros θm1m2···mM
(Aguirre et al., 1998).

Pode-se mostrar que, para um modelo NARMAX (2.2), o número total de termos

candidatos do modelo é

M =

(
n+ ℓ

ℓ

)
=

(n+ ℓ)!

n! ℓ!
=

(n+ ℓ)(n+ ℓ− 1) · · · (n+ 1)

ℓ!
. (2.4)

Para ℓ e n = nu+ny+ne grandes, o número de termos candidatos do modelo no modelo

completo inicial pode ser muito grande (Billings, 2013). Porém, alguns poucos termos

já são suficientes para se obter um modelo adequado, escolhidos através do processo de

seleção de estrutura, que consiste em escolher um subconjunto apropriado de um conjunto

de regressores candidatos, conforme será detalhado posteriormente.
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2.2 Estimação de Parâmetros

Métodos baseados em mı́nimos quadrados são amplamente utilizados na estimação

de parâmetros de modelos devido à sua capacidade de fornecer estimativas ótimas no

sentido da minimização do erro quadrático (Verhaegen e Verdult, 2007; Gauss e Stewart,

1995). Para a construção de modelos mais robustos, o método de Gram-Schmidt e sua

versão modificada são frequentemente empregados para a ortogonalização das variáveis de

regressão. Essa abordagem é particularmente relevante na representação de sistemas não

lineares, onde a seleção de variáveis e a redução da complexidade do modelo são desafios

cŕıticos (Aguirre, 2015).

2.2.1 Método de Mı́nimos Quadrados - MMQ

Para estimar os parâmetros θm na Equação (2.3), o método dos mı́nimos quadrados

(MMQ) assume o vetor de parâmetros estimados θ̂ = [θ̂1, θ̂2, · · · , θ̂m]⊤. Deste modo, o

vetor de sáıdas estimadas é escrito

ŷ = Ψθ̂ (2.5)

em que

Ψ =
[
p1,p2, . . . ,pM

]
=


p1(1) p2(1) · · · pM(1)

p1(2) p2(2) · · · pM(2)
...

...
. . .

...

p1(N) p2(N) · · · pM(N)

 . (2.6)

Quando a matriz Ψ é invert́ıvel, ou seja, não singular, o vetor de parâmetros θ̂ pode

ser determinado por:

θ̂ = Ψ−1ŷ (2.7)

No entanto, quando N > M , o sistema de equações é dito sobredeterminado (Aguirre,

2015). Nesse caso, tem-se que Ψ ∈ RN×M , ŷ ∈ RN×1 e θ̂ ∈ RM×1. Como Ψ não é uma

matriz quadrada, ela não possui inversa. Para contornar essa limitação, multiplica-se a

Equação (2.5) por Ψ⊤, obtendo:

Ψ⊤ŷ = Ψ⊤Ψθ̂ (2.8)

Com isso, a matriz Ψ⊤Ψ torna-se quadrada, permitindo a obtenção de θ̂ por meio da

equação

θ̂ = (Ψ⊤Ψ)−1Ψ⊤y. (2.9)
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O termo (Ψ⊤Ψ)−1Ψ⊤ é conhecido como matriz pseudo-inversa, que representa uma

solução para a determinação do vetor de parâmetros quando há um número maior de

observações do que de incógnitas (Aguirre, 2015; Coelho e Coelho, 2004).

Por fim, assume-se que o valor observado y pode ser expresso como:

y = ŷ + ξ (2.10)

em que ξ representa o reśıduo obtido pela diferença entre a sáıda observada e a sáıda

estimada.

A estimativa dos parâmetros de um sistema pelo método dos mı́nimos quadrados foi

apresentada. Esse método busca minimizar o reśıduo quadrático, o que dá origem ao seu

nome. A função de custo utilizada para essa minimização é definida como

JMQ =
N∑
i=1

(ξ)2 = ξ⊤ξ = ∥ξ∥2. (2.11)

A minimização dessa função leva à mesma solução obtida ao se utilizar a pseudo-

inversa para estimar os parâmetros. Dessa forma, o método dos mı́nimos quadrados pode

ser interpretado como a busca da melhor aproximação, no sentido da norma quadrática,

entre a resposta do modelo e os valores observados.

A estimação por mı́nimos quadrados pode enfrentar dificuldades em diversas situações,

principalmente quando há forte correlação entre os regressores, o que acontece na iden-

tificação de sistemas não lineares devido ao grande número de colunas de Ψ. Nesse

caso, essa matriz pode ser mal condicionada, o que amplifica erros numéricos e resulta

em coeficientes instáveis (Aguirre et al., 1998). Uma abordagem eficaz para mitigar esses

problemas é a ortogonalização dos regressores. Técnicas como a ortogonalização de Gram-

Schmidt transformam a matriz Ψ em um conjunto ortonormal de variáveis, garantindo

que suas colunas sejam linearmente independentes. Isso melhora a estabilidade numérica

do MMQ e reduz a sensibilidade a rúıdos nos dados.

2.2.2 Mı́nimos Quadrados Ortogonais - MQO

Nesta seção, são apresentados os métodos de Gram-Schmidt e Gram-Schmidt modifi-

cado para a ortogonalização dos regressores na estimação por mı́nimos quadrados ortogo-

nais (MQO).

Método de Gram-Schmidt

O objetivo do método de Gram-Schmidt é fatorar a matriz de regressores Ψ na forma:

Ψ = QA (2.12)
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onde A é uma matriz triangular superior com diagonal unitária, dada por:

A =



1 α1,2 α1,3 · · · α1,M

0 1 α2,3 · · · α2,M

...
...

...
. . .

...

0 0 0 1 αM−1,M

0 0 0 0 1


(2.13)

e Q é uma matriz de dimensão N ×M cujas colunas são ortogonais, ou seja:

Q = [q1 q2 . . . qM ] (2.14)

satisfazendo a relação:

Q⊤Q =D (2.15)

onde D é uma matriz diagonal definida positiva. A matriz A

O método Gram-Schmidt ortogonaliza as colunas de Ψ iterativamente. Na i-ésima

iteração, a coluna pi deve ser tornada ortogonal em relação às i− 1 colunas previamente

calculadas. Esse procedimento é definido pelas equações:

q1 = p1 (2.16)

αj,i =
q⊤j pi
q⊤j qj

, 1 ≤ j < i (2.17)

qi = pi −
i−1∑
j=1

αj,iqj. (2.18)

A partir da equação normal:

Ψ⊤Ψθ̂ = Ψ⊤y (2.19)

e utilizando a decomposição Ψ = QA, obtém-se:

A⊤Q⊤QAθ̂ = A⊤Q⊤y (2.20)

A⊤DAθ̂ = A⊤Q⊤y (2.21)

DAθ̂ = Q⊤y (2.22)
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Aθ̂ =D−1Q⊤y. (2.23)

Os parâmetros do modelo no espaço ortogonal são fornecidos por ĝ = Aθ̂. Substi-

tuindo também D = Q⊤Q:

ĝ = (Q⊤Q)−1Q⊤y. (2.24)

Os parâmetros no modelo ortogonalizado são, então, obtidos como:

ĝi =
y⊤qi
q⊤i qi

, i = 1, 2, . . . ,M. (2.25)

Finalmente, os parâmetros do modelo original são recuperados por:

θ̂ = A−1ĝ. (2.26)

Método de Gram-Schmidt Modificado

O método de Gram-Schmidt modificado (MGS) busca reduzir a sensibilidade numérica

e o mau condicionamento frequentemente observados no método clássico.

Na i−1 iteração, indicada entre parênteses, a coluna pi é utilizada para gerar a coluna

ortogonal qi conforme:

qi = p
(i−1)
i (2.27)

αi,j =
q⊤i p

(i−1)
j

q⊤i qi
, j = i+ 1, . . . ,M (2.28)

p
(i)
j = p

(i−1)
j − αi,jqi, j = i+ 1, . . . ,M. (2.29)

Após a ortogonalização, os parâmetros do modelo ortogonalizado são estimados como:

ĝi =
q⊤i y

(i−1)

q⊤i qi
(2.30)

com a atualização:

y(i) = y(i−1) − ĝiqi. (2.31)

Embora o MGS seja mais estável numericamente, sua aplicação em modelos com

grande número de regressores pode ser inviabilizada pelo crescimento da complexidade

computacional. Como alternativa, estratégias de detecção de estrutura podem ser adota-

das para reduzir a dimensionalidade do problema.
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2.3 Método Forward Regression with Orthogonal Le-

ast Squares - FROLS

O algoritmo FROLS (do inglês, Forward Regression with Orthogonal Least Squares),

também conhecido como algoritmo de regressão ortogonal avançada (OFR, do inglês,

Orthogonal Forward Regression), seleciona e classifica esses termos significativos e se tor-

nou um dos algoritmos padrão mais utilizados para a detecção da estrutura do modelo

não linear (Chen et al., 1988; Billings, 2013).

Baseado na estrutura do método de mı́nimos quadrados ortogonais (MQO), o método

FROLS propõe a inserção iterativa dos termos do modelo. A cada iteração do algoritmo,

busca-se o regressor que minimiza a Taxa de Redução de Erro (ERR, do inglês Error

Reduction Ratio), uma taxa que indica a melhoria obtida na representação do sistema

através da inclusão do termo no modelo. De maneira similar ao MQO, uma técnica de

ortogonalização da matriz de regressores análoga ao método de Gram-Schmidt modificado

é utilizada.

Inicialmente, considera-se o modelo linear nos parâmetros (2.3) com ne = 0, ou seja,

um modelo NARX. Seja y = [y(1), . . . , y(N)]⊤ um vetor de sáıdas medidas em N instan-

tes de tempo, e pm = [pm(1), pm(2), . . . , pm(N)]⊤ um vetor formado pelo m-ésimo termo

candidato do modelo, onde m = 1, 2, . . . ,M . Seja Ψ = {p1,p2, . . . ,pM} um dicionário

composto pelas M bases candidatas. Com muita frequência, o conjunto Ψ de dimensão

finita será redundante. O problema de seleção de termos do modelo é equivalente a encon-

trar um subconjunto de dimensão total ΨM0 = {ψ1,ψ2, . . . ,ψM0
} = {pi1 ,pi2 , . . . ,piM0

}
de M0 (M0 ≤ M) bases, a partir do dicionário Ψ, onde ψm = pim , ik ∈ {1, 2, . . . ,M}
e k = 1, 2, . . . ,M0, de modo que y possa ser satisfatoriamente aproximado usando uma

combinação linear de ψ1,ψ2, . . . ,ψM0
como mostrado abaixo:

y = θ1ψ1 + · · ·+ θM0ψM0
+ e (2.32)

ou, em forma compacta matricial,

y = ΨM0θ + e (2.33)

onde a matriz ΨM0 = [ψ1, . . . ,ψM0
] é assumida como tendo posto completo de colunas,

θ = [θ1, . . . , θM0 ]
⊤ é um vetor de parâmetros, e e é o erro de aproximação.

A primeira etapa começa com o modelo completo inicial (2.3) e o dicionário completo

inicial Ψ = {p1,p2, . . . ,pM}. Para m = 1, 2, . . . ,M , seja qm = pm e σ = y⊤y, calcula-se:

g(1)m =
yTqm
q⊤mqm

(2.34)
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ERR(1)[m] =

(
g
(1)
m

)2

(q⊤mqm)

σ
. (2.35)

Seja

ℓ1 = argmax
1≤m≤M

{
ERR(1)[m]

}
, (2.36)

o que implica

ERR[ℓ1] = max
{
ERR(1)[m] : 1 ≤ m ≤ M

}
. (2.37)

A primeira base significativa pode então ser selecionada como ψ1 = pℓ1 e o primeiro

vetor ortogonal associado pode ser escolhido como q1 = pℓ1 .

Assuma que um subconjunto Ψs−1, consistindo em (s − 1) bases significativas

ψ1,ψ2, . . . ,ψs−1, foi determinado na etapa (s − 1), e que as (s − 1) bases seleciona-

das foram transformadas em um novo grupo de bases ortogonalizadas q1, q2, . . . , qs−1.

Ao passo de número s, seja m ̸= ℓ1,m ̸= ℓ2, . . . ,m ̸= ℓs−1. Para m = 1, 2, . . . ,M , calcule

q(s)m = pm −
s−1∑
r=1

p⊤mqr
q⊤r qr

qr,pm ∈ Ψ−Ψs−1 (2.38)

g(s)m =
y⊤q

(s)
m

(q
(s)
m )⊤q

(s)
m

(2.39)

ERR(s)[m] =
(g

(s)
m )2

[
(q

(s)
m )⊤q

(s)
m

]
σ

(2.40)

Seja

ℓs = argmax
1≤m≤M

{
ERR(s)[m]

}
(2.41)

a s-ésima base mais significativa pode então ser escolhida como ψs = pℓs e a s-ésima base

ortogonal pode ser feita qs = q
(s)
ℓs
.

As bases mais significativas subsequentes podem ser selecionadas da mesma maneira,

passo a passo. Em cada etapa, a base com a maior capacidade de representar o vetor de

sáıda y é selecionada. O procedimento de seleção pode ser encerrado quando o valor de

ESR, definido na Equação 2.42, for menor que um limite pré-definido ρ:

ESR = 1−
M0∑
s=1

ERR(s) ≤ ρ. (2.42)

O modelo final é a combinação linear dos M0 termos significativos selecionados dos M

termos candidatos {pi}Mi=1:
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y(k) =

M0∑
i=1

giqi(k) + e(k) (2.43)

que é equivalente a

y(k) =

M0∑
m=1

βℓmpℓm(k) + e(k) (2.44)

onde o vetor de parâmetros β = [βℓ1 , βℓ2 , . . . , βℓM0
]⊤ é calculado a partir da equação

triangular Aβ = g, com g = [g1, g2, . . . , gM0 ]
⊤ e

A =



1 α1,2 α1,3 · · · α1,M0

0 1 α2,3 · · · α2,M0

...
...

...
. . .

...

0 0 0 1 αM0−1,M0

0 0 0 0 1


(2.45)

As entradas αij tq. 1 ≤ i < j ≤ M0 na matriz A são dadas no algoritmo FROLS

apresentado no Caṕıtulo 3. Definindo θm = βim e ψm = pim , com m = 1, 2, . . . ,M0 e

im ∈ {1, 2, . . . ,M}, a Equação (2.44) se tornará a Equação (2.32), estando estimados,

então, os regressores e os seus respectivos parâmetros.

2.4 Método Simulation Error Minimization with

Pruning - SEMP

O método SEMP (do inglês, Simulation Error Minimization with Pruning) é um al-

goritmo para a seleção de modelos, particularmente eficaz para a seleção de modelos

NARX polinomiais. Ele foi proposto em Piroddi e Spinelli (2003) como uma melhoria

para a classe de métodos forward-regression orthogonal estimator, ao substituir o ERR

pela métrica SRR (Simulation Error Reduction Ratio) e criar um sistema de poda de re-

gressores excessivos, que potencializa a seleção de estrutura e torna o modelo mais enxuto.

O SEMP opera minimizando o erro de simulação e adicionando um regressor por vez ao

modelo. Durante esse processo, ele também realiza uma regularização que equilibra a

precisão do modelo com seu tamanho na estimação de parâmetros.

2.4.1 Simulation Error Reduction Ratio - SRR

A Taxa de Redução do Erro de Simulação (do inglês, Simulation Error Reduction

Ratio, SRR) foi pensada como um critério para atender a uma série de exigências que

buscam aperfeiçoar a seleção correta de modelos. As propriedades propostas são:
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1. O termo com o maior valor do critério a cada iteração deve ser um dos regressores

efetivamente presentes no sistema;

2. Regressores que não são necessários para explicar a dinâmica do sistema devem

apresentar um valor significativamente mais baixo do critério em comparação com

os regressores corretos;

3. Os termos correspondentes aos regressores corretos devem ter valores comparáveis

do critério.

Um critério que atende melhor a essas exigências em comparação com o ERR é o SRR,

definida como a redução do Erro Médio Quadrático de Simulação (do inglês, Mean Squared

Simulation Error, MSSE) obtida pela inclusão de um regressor no modelo, normalizada

pela variância da sáıda:

[SRR]j =
MSSE(Mi)−MSSE(Mi+1)

1
N

∑N
t=1 y

2(t)
(2.46)

ondeMi é o modelo obtido até a i-ésima iteração eMi+1 é o modelo candidato na iteração

subsequente, com a inclusão do j-ésimo termo.

2.4.2 Procedimento de poda

Durante o processo de identificação de um sistema, a relevância dos regressores in-

clúıdos pode mudar; regressores inicialmente avaliados como essenciais podem, posterior-

mente, ser compensados por outros regressores mais significativos. Portanto, para melho-

rar o processo de seleção de regressores, aqueles que não contribuem mais tão significati-

vamente para a qualidade do modelo devem ser eliminados. O procedimento sistemático

de eliminação proposto é chamado de “poda”.

Em prinćıpio, o regressor menos significativo em um modelo é aquele cuja eliminação

aumenta minimamente o ı́ndice de desempenho do modelo. Na abordagem proposta, a

seleção e eliminação de regressores são realizadas iterativamente durante a execução do

algoritmo de identificação. A iteração começa com a inclusão de um novo regressor no

modelo atual. Então, o seguinte procedimento iterativo de poda é aplicado:

1. Para cada regressor selecionado, avalia-se o submodelo resultante após sua exclusão,

estimam-se novamente os parâmetros e calcula-se o respectivo ı́ndice de desempenho;

2. O regressor menos significativo é identificado como aquele associado ao submodelo

com o melhor valor do ı́ndice de desempenho;

3. Se o mesmo submodelo for também melhor do que o modelo obtido na iteração

anterior, o regressor é efetivamente eliminado;
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4. Se a eliminação de um regressor ocorreu, uma nova verificação de regressores eli-

mináveis é feita, caso contrário, a iteração termina.

Ao final de uma iteração completa do algoritmo de identificação, ou um novo regressor

é adicionado ao modelo atual ou substitui um ou mais termos, desde que essa troca

melhore a precisão do modelo. A lógica por trás do algoritmo é que, dados dois modelos

com o mesmo ı́ndice de desempenho, o menor é o preferido. Nota-se que o mecanismo

de poda pode, ocasionalmente, eliminar um regressor correto, mas este será normalmente

reintroduzido em uma etapa posterior.

Em śıntese, ao comparar os métodos FROLS e SEMP, descritos nesse caṕıtulo, observa-

se uma distinção fundamental na forma como avaliam a relevância dos regressores. O

FROLS estima essa importância com base em critérios anaĺıticos aplicados ao conjunto de

regressores candidatos, selecionando os mais representativos para compor o modelo. Por

outro lado, o SEMP adota uma abordagem baseada em simulação, avaliando o impacto

de cada regressor a partir do desempenho do modelo já constrúıdo e progressivamente

ajustado através de comparações constantes entre sáıda real e simulada. Sendo assim,

entre os dois métodos, o SEMP tende a ter maior custo computacional, enquanto o FROLS

é mais leve, porém menos preciso sob certas condições (Araújo et al., 2019).
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3 Metodologia

Como visto anteriormente, de maneira resumida, os passos para o processo de identi-

ficação de um sistema são:

• execução de experimentos para coleta de dados de entrada e sáıda

• escolha da representação matemática a ser utilizada

• seleção de estrutura do modelo

• estimação de parâmetros

• validação do modelo

Deste modo, a metodologia utilizada neste trabalho segue a mesma estrutura. Este

caṕıtulo tem ińıcio com a exposição dos sistemas abordados, discutindo a coleta dos

dados, suas caracteŕısticas f́ısicas e aplicações. Em seguida, são expostos os processos de

identificação dos modelos NARX com os algoritmos FROLS e SEMP, que combinam as

etapas de seleção de estrutura e estimação de parâmetros. Por fim, é discutida a etapa

de validação dos modelos.

3.1 Descrição dos sistemas

Para o teste dos algoritmos implementados, foram analisados como estudo de caso três

sistemas SISO, conforme descritos a seguir.

Os valores de hiperparâmetros dos modelos – atraso máximo de entrada nu, atraso

máximo de sáıda ny, grau de não linearidade ℓ – e o limite ρ para critério de parada foram

definidos de forma emṕırica após uma série de experimentos. Diversas combinações desses

parâmetros foram testadas, sendo os modelos gerados avaliados com base na métrica

RMSE e na quantidade de termos selecionados, a fim de priorizar modelos precisos e

simples.

3.1.1 Sistema Simulado

O primeiro sistema a ser considerado é um sistema numérico proposto em Billings

(2013) descrito pela equação a diferenças 3.1:

y(k) = −0, 605y(k − 1)− 0, 163y2(k − 2) + 0, 588u(k − 1)− 0, 240u(k − 2) + ξ(k). (3.1)
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onde ξ(k) é uma sequência de rúıdo branco gaussiano com média zero e desvio padrão

σξ = 0, 1. Esse sistema foi escolhido por já ser conhecido na literatura como compat́ıvel

com os algoritmos utilizados neste trabalho, tendo apresentado bons resultados tanto em

Billings (2013), quanto em outros trabalhos como Araújo (2019).

Como entrada do sistema para excitar o sistema, foi considerado um sinal senoidal

descrito em 3.2. Já o sinal usado na validação é descrito pela Equação 3.3. A partir disso,

foram coletadas N = 1000 amostras de entrada e sáıda.

utreino(t) = 0, 5sen(0, 7t) + 0, 25sen(1, 4t) + 0, 5sen(0, 35t) (3.2)

uteste(t) = 0, 25sen(0, 7t)+0, 1sen(1, 4t)+0, 5sen(0, 35t)+0, 2sen(t)+0, 4sen(0, 5t) (3.3)

Para a construção dos modelos NARX, foram considerados os valores de grau de não

linearidade ℓ = 3 e os atrasos máximos de entrada e sáıda nu = 2 e ny = 2. No algoritmo

FROLS, o valor do critério de parada foi ρ = 0, 5, no SEMP, ρ = 0, 0001.

3.1.2 Sistema de Ferro de Solda

O sistema a seguir será utilizado para demonstrar a aplicação da metodologia em um

sistema real. Ele é composto por um ferro de solda e um termopar responsável por medir

a diferença de potencial elétrico resultante da variação de temperatura. Esse sistema foi

inicialmente descrito e identificado em Cassini (1999) e é mostrado na Figura 3.1.

Figura 3.1 – Fotografia do sistema de ferro de solda.

Fonte: Cassini (1999).

A entrada do sistema é a tensão elétrica em um divisor de tensão, coletada por uma

placa de aquisição de dados (PCL 711s). Com a variação de tensão, tem-se a variação

de temperatura no ferro de solda, que é medida com um termopar. A sáıda do sistema
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corresponde, então, à tensão de sáıda do circuito amplificador, conectado ao termopar. A

taxa de amostragem utilizada foi de 12 segundos, com N = 1254 amostras.

Como hiperparâmetros para a modelagem do sistema, foram utilizados nu = 2 de

entrada, ny = 2 de sáıda e grau de não linearidade ℓ = 2. Para o critério de parada, foi

considerado ρ = 0, 0001 para o método FROLS e ρ = 0, 00001 para o método SEMP.

3.1.3 Sistema de Tanques em Cascata

O sistema de tanques em cascata é um sistema de controle de ńıvel de fluxo que consiste

em dois tanques alimentados por uma bomba (Figura 3.2). Esse sistema benchmark foi

descrito em Schoukens e Noël (2017).

Figura 3.2 – Fotografia do sistema de tanques em cascata.

Fonte: Schoukens et al. (2016).

O sinal de entrada controla a bomba de água que leva a água do reservatório até o

tanque de água superior. A água do tanque superior passa por uma pequena abertura

para o tanque inferior e, por fim, vai para o reservatório por uma pequena abertura no

tanque inferior. A variável de entrada é a tensão da bomba e a sáıda é o ńıvel de água no

tanque inferior.

Esse sistema apresenta não linearidades devido ao fenômeno de transbordamento, que

acontece quando a amplitude do sinal de entrada é muito grande, o que faz com que o

tanque de cima transborde e parte da água flua para o tanque de baixo e parte para
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o reservatório (Schoukens et al., 2016). Este dataset já veio dividido em treinamento e

validação. Os sinais de entrada de treino e validação são sinais multiseno com N = 1024

amostras e o peŕıodo de amostragem é igual a 4 segundos.

Depois de uma série de testes, os hiperparâmetros escolhidos para a modelagem desse

sistema foram nu = 3 e nu = 5 para o atraso máximo de entrada dos métodos FROLS

e SEMP, respectivamente; ny = 1 para o atraso de entrada e grau de não linearidade

ℓ = 3. Para o critério de parada, foi considerado ρ = 0, 00001 para o método FROLS e

ρ = 0, 000001 para o método SEMP.

3.2 Seleção de estrutura e estimação de parâmetros

Para o processo de identificação dos sistemas descritos anteriormente, foi utilizada a

linguagem de programação Python. Primeiramente, cada conjunto de dados foi dividido

em subconjuntos de treinamento e validação, adotando-se, em geral, a proporção de 75%

para treinamento e 25% para validação. A única exceção foi o sistema de tanques, cujos

dados já estavam previamente divididos na proporção de 50% e 50%.

Em seguida, a matriz de regressores candidatos Ψ foi constrúıda com base nos dados

de treinamento e nos hiperparâmetros nu, ny e ℓ, conforme:

Ψ =



y(0) · · · y(1− ny) u(0) · · · u(1− nu) y(0)2 · · · y(0)u(0) · · · u(1− nu)
ℓ

y(1) · · · y(2− ny) u(1) · · · u(2− nu) y(1)2 · · · y(1)u(1) · · · u(2− nu)
ℓ

y(2) · · · y(3− ny) u(2) · · · u(3− nu) y(2)2 · · · y(2)u(2) · · · u(3− nu)
ℓ

...
. . .

...
...

. . .
...

...
. . .

...
. . .

...

y(N−1) · · · y(N−ny) u(N−1) · · · u(N−nu) y(N−1)2 · · · y(N−1)u(N−1) · · · u(N−nu)
ℓ


A partir dessa matriz, foram aplicados separadamente os algoritmos FROLS e SEMP

— responsáveis pela seleção da estrutura do modelo e pela estimação de seus parâmetros

— com o objetivo de comparar seus desempenhos.

O Algoritmo 1 apresenta o primeiro passo do algoritmo FROLS, que envolve a ini-

cialização e seleção do primeiro termo significativo, conforme apresentado na seção 2.3.

Os demais passos, incluindo a seleção iterativa dos termos significativos e o cálculo dos

parâmetros do modelo, estão descritos no Algoritmo 2 (Billings, 2013).
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Algoritmo 1 Inicialização FROLS

1: Passo 1: Inicialize o dicionário completo Ψ = {p1,p2, . . . ,pM} e σ = y⊤y

2: for m = 1, 2, . . . ,M do

3: Defina qm = pm

4: Calcule g
(1)
m = y⊤qm

q⊤
mqm

5: Calcule ERR(1)[m] = (g
(1)
m )2(q⊤

mqm)
σ

6: end for

7: Encontre ℓ1 = argmax
1≤m≤M

{
ERR(1)[m]

}
8: Defina a11 = 1

9: Defina q1 = pℓ1
10: Defina g1 = g

(1)
ℓ1

11: Defina err[1] = ERR(1)[ℓ1]

Algoritmo 2 FROLS para s ≥ 2

1: Passo s (s ≥ 2): Sejam m ̸= ℓ1,m ̸= ℓ2, . . . ,m ̸= ℓs−1

2: for s ≥ 2 do
3: for m = 1, 2, . . . ,M do

4: Calcule q
(s)
m = pm −

∑s−1
r=1

p⊤
mqr

q⊤
r qr
qr

5: Calcule g
(s)
m = y⊤q

(s)
m

(q
(s)
m )⊤q

(s)
m

6: Calcule ERR(s)[m] = (g
(s)
m )2

[
(q

(s)
m )⊤q

(s)
m

]
σ

7: end for
8: Encontre ℓs = argmax

1≤m≤M

{
ERR(s)[m]

}
9: Defina qs = q

(s)
ℓs

10: Defina gs = g
(s)
ℓs

11: for r = 1, 2, . . . , s− 1 do

12: Calcule ar,s =
q⊤
r pℓs

q⊤
r qr

13: end for
14: Defina ass = 1
15: Defina err[s] = ERR(s)[ℓs]
16: A busca é finalizada no passo M0 quando o ESR for menor que um limiar prede-

finido:
17: ESR = 1−

∑M0

s=1 err(s) ≤ ρ
18: θ = gA−1

19: end for
20: return ℓ, θ

O método SEMP é resumido no Algoritmo 3, a seguir.
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Algoritmo 3 SEMP

1: Inicialize Vy = variância de y

2: Defina P = []

3: Defina Q = Ψ

4: for i = 1, 2, . . . ,M do

5: for j = 1, 2, . . . , cols(Q) do

6: Concatene P j = [P | qj]
7: Calcule θj = (P⊤

j P j)
−1
(P j)

⊤y

8: Calcule ŷj = P jθj

9: Calcule Jj = MSE(y, ŷj)

10: Calcule SRR[j] =
Jant − Jj

Vy

11: end for

12: Encontre ℓ = argmax
1≤j≤size(SRR)

{SRR[j]}

13: if Jℓ < Jant and |Jant − Jℓ| > ρ then

14: Adicione Qℓ a P

15: Remova Qℓ de Q

16: Atualize θ = θℓ, Jant = Jℓ

17: else

18: break

19: end if

20: if cols(P ) > 1 then

21: for k = 1, 2, . . . , cols(P ) do

22: R = P sem a k-ésima coluna

23: θk = (R⊤R)−1R⊤y

24: ŷk = Rθk

25: Jk = MSE(y, ŷk)

26: if Jk < Jant then

27: Remova P k de P

28: Remova ℓk de ℓ

29: Atualize θ = θk, Jant = Jk

30: break

31: end if

32: end for

33: end if

34: end for

35: return ℓ,θ

Como é posśıvel observar nos pseudocódigos acima, ambos os algoritmos foram imple-
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mentados para retornar as mesmas variáveis: ℓ, que representa a ordem em que os M0

regressores da matriz de candidatos Ψ devem ser inclúıdos no modelo final e θ, que são os

parâmetros calculados para cada regressor. A implementação dos dois algoritmos pode

ser encontrada no repositório do GitHub1.

3.3 Validação do modelo

A validação é a etapa final na identificação de sistemas, e o processo todo pode ser

realizado repetidamente até que se obtenha um modelo matemático satisfatório segundo

os critérios de validação. Como nenhum modelo representa perfeitamente a realidade,

considera-se adequado aquele que satisfaz os requisitos do uso pretendido, como precisão,

robustez ou capacidade de predição (Aguirre, 2015).

Nessa fase, avalia-se se o modelo é capaz de reproduzir adequadamente a dinâmica do

sistema real e de predizer sua resposta com dados distintos dos de treinamento, evitando

a polarização. Idealmente, o modelo também deve ser parcimonioso, ou seja, representar

o sistema com o menor número posśıvel de termos, garantindo confiabilidade e adequação

ao uso pretendido (Cassini, 1999).

Analisando em simulação livre as sáıdas estimadas utilizando os dados de validação,

foi considerada a métrica Raiz Quadrada do Erro Quadrático Médio (RMSE, Root Mean

Squared Error), conforme a Equação 3.4, como parâmetro de avaliação e comparação dos

modelos obtidos pelos métodos FROLS e SEMP.

RMSE =

√√√√ 1

N

N∑
k=1

(y(k)− ŷ(k))2 (3.4)

1https://github.com/soficastro/is
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4 Resultados

Nesta seção, são apresentados os resultados encontrados com a implementação dos

algoritmos FROLS e SEMP para identificação dos sistemas apresentados anteriormente.

Os resultados serão analisados graficamente e comparados utilizando a métrica RMSE.

4.1 Sistema Simulado

O primeiro caso de estudo foi um sistema simulado conforme apresentado em Billings

(2013) na Equação 3.1. Para este sistema, os modelos NARX obtidos pelos métodos

FROLS e SEMP são, respectivamente, os seguintes:

y(k) = 0, 4287u(k − 1)− 0, 6771y(k − 1) (4.1)

y(k) = 0, 6001u(k − 1)− 0, 6129y(k − 1)− 0, 2427u(k − 2)− 0, 0300u(k − 2)2 (4.2)

O resultado da identificação do sistema é apresentado comparativamente na Figura 4.1,

em que a curva azul representa a sáıda esperada do sistema e as curvas vermelha e verde

tracejadas representam as sáıdas estimadas pelos modelos identificados pelos algoritmos

FROLS e SEMP, respectivamente, em simulação livre.

Figura 4.1 – Gráfico de sinais de sáıda esperada e simulada do sistema simu-
lado.

Fonte: Elaborado pela autora.



37

Pode-se observar que as sáıdas estimadas acompanharam de forma muito próxima a

sáıda real. Os resultados satisfatórios eram esperados, uma vez que se trata de um sistema

simulado, cuja dinâmica é bem compreendida, e que foi retirado de trabalhos anteriores

nos quais os métodos de identificação demonstraram bom desempenho.

A Tabela 4.1 apresenta a comparação do desempenho entre os dois algoritmos, evi-

denciando um erro RMSE menor para o método SEMP em relação ao FROLS na tarefa

de estimativa para este sistema. Considerando que a escala de variação da sáıda é relati-

vamente pequena, essa diferença de desempenho se mostra particularmente relevante.

Tabela 4.1 – Raiz Quadrada do Erro Quadrático Médio e quantidade de termos
regressores do sistema simulado

Método RMSE M0

FROLS 0,0416 2

SEMP 0,0059 4

Fonte: Elaborado pela autora.

4.2 Sistema de Ferro de Solda

Este estudo de caso utiliza um sistema real apresentado em Cassini (1999). Os modelos

NARX encontrados pelos algoritmos FROLS e SEMP são apresentados nas equações 4.3

e 4.4 respectivamente:

y(k) = 1, 3760y(k − 1) + 0, 0219u(k − 1)u(k − 2)− 0, 4167y(k − 2) (4.3)

y(k) = 0, 9356y(k − 1) + 0, 0355u(k − 1)u(k − 2) (4.4)

É posśıvel comparar os resultados na Figura 4.2, em que a curva azul representa a

sáıda esperada do sistema, enquanto as curvas vermelha e verde tracejadas correspon-

dem às sáıdas produzidas pelos modelos identificados pelos algoritmos FROLS e SEMP,

respectivamente, em simulação livre.
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Figura 4.2 – Gráfico de sinais de sáıda esperada e simulada do sistema de ferro
de solda.

Fonte: Elaborado pela autora.

Os sinais de sáıda gerados pelos modelos obtidos apresentam uma boa correspondência

com a sáıda esperada do sistema. Isso indica que ambas as técnicas utilizadas foram

capazes de capturar a dinâmica essencial do sistema de ferro de solda, fornecendo modelos

adequados para a sua representação.

A Tabela 4.2 compara o desempenho dos dois algoritmos, revelando uma performance

superior do método FROLS em relação ao SEMP, com um erro RMSE de 0,0059 frente

a 0,0092. Novamente, por se tratar de um sistema com baixa variação na amplitude,

essa diferença de desempenho se mostra particularmente relevante, indicando uma maior

precisão do modelo identificado pelo FROLS neste caso espećıfico.

Tabela 4.2 – Raiz Quadrada do Erro Quadrático Médio e quantidade de termos
regressores do sistema de ferro de solda

Método RMSE M0

FROLS 0,0059 3

SEMP 0,0092 2

Fonte: Elaborado pela autora.

4.3 Sistema de Tanques em Cascata

O último sistema analisado neste trabalho foi o sistema de tanques em cascata, utili-

zando os dados coletados por Schoukens e Noël (2017). O resultado gráfico é mostrado na

Figura 4.3, onde a curva azul representa a sáıda esperada do sistema, enquanto as curvas
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vermelha e verde tracejadas representam, respectivamente, as sáıdas em simulação livre

dos modelos obtidos pelos algoritmos FROLS e SEMP.

Figura 4.3 – Gráfico de sinais de sáıda esperada e simulada do sistema de
tanques em cascata.

Fonte: Elaborado pela autora.

Observa-se que, neste caso de estudo, as sáıdas estimadas pelos modelos não apresen-

taram uma aproximação tão boa em relação à sáıda real do sistema, quando comparadas

aos demais casos analisados. Esse resultado indica uma performance inferior dos modelos

identificados.

Conforme apresentado na Tabela 4.3, os modelos encontrados apresentaram uma es-

trutura consideravelmente mais complexa em comparação aos casos anteriores, com um

número elevado de termos selecionados (M0). Além disso, os valores de RMSE obtidos

foram significativamente mais elevados em relação aos demais sistemas avaliados. Em-

bora o erro do SEMP tenha sido inferior, ambos os modelos identificados apresentaram

limitação em reproduzir com precisão a dinâmica do sistema.

Tabela 4.3 – Raiz Quadrada do Erro Quadrático Médio e quantidade de termos
regressores do sistema de tanques em cascata

Método RMSE M0

FROLS 0,7799 34

SEMP 0,5568 43

Fonte: Elaborado pela autora.
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5 Conclusão

A identificação de sistemas é essencial para a análise e controle de sistemas dinâmicos

não lineares cuja representação matemática não é previamente conhecida. O foco prin-

cipal deste trabalho foi a análise e comparação dos algoritmos FROLS e SEMP para a

identificação de sistemas baseados em modelos polinomiais NARX, utilizando-se de três

diferentes cenários e ńıveis de complexidade.

A partir dos resultados obtidos, nota-se que os algoritmos FROLS e SEMP apresentam

bom desempenho geral na identificação dos sistemas. As limitações desses algoritmos

foram evidenciadas para sistemas mais complexos, como o caso de estudo do sistema de

tanques em cascata. Comparativamente, o método SEMP apresentou melhor desempenho

na maioria dos casos analisados; porém, é importante notar que a escolha do método mais

adequado pode depender do contexto espećıfico do problema, sendo o SEMP um método

mais custoso computacionalmente e que tende a produzir modelos mais complexos.

Este trabalho reforça a importância de estratégias eficientes de seleção de estrutura em

modelos não lineares e abre espaço para investigações futuras com métodos h́ıbridos ou

baseados em aprendizado de máquina, que possam aprimorar a precisão da identificação

em sistemas mais complexos e altamente não lineares. Além disso, propõe-se a exploração

dos algoritmos FROLS e SEMP no contexto de sistemas MIMO, os quais, devido à sua

natureza multivariada, tendem a gerar um grande número de regressores.
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doutorado, Universidade Federal do Rio Grande do Norte, Natal, Brasil.
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Editora da UFSC, Florianópolis, Brasil, 1. ed.
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