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RESUMO

Este trabalho aborda a relevancia dos processos diagramaticos no incentivo ao
raciocinio hipotético e sua exploragdo como metodologia para a didatica da
matematica. Para o desenvolvimento do trabalho, segue a exposi¢cdo de uma pesquisa
sobre o conceito de abducao, termo este que tem como aproximacao o sentido de -
raciocinio hipotético. Esse tipo de raciocinio € fundamental para a obra e a
metodologia cientifica proposta por Charles Sanders Peirce e outras pesquisas com
base nesse tedrico, e, portanto, um conceito fundamental para o desenvolvimento
deste trabalho. Na sequéncia da constru¢ao do argumento aqui presente, destacamos
a importancia da visualizacdo nos meétodos para compreensdo de conceitos
matematicos e propomos atividades em aulas de matemética por investigacdo com
problemas abertos, utilizando processos em diagramas. Por fim, apresentaremos
exemplos encontrados na bibliografia da area da didatica da matematica que exploram
visualizagao por diagramas que sao problemas abertos e percebemos possibilidades
desta abordagem favorecer o desenvolvimento de conceitos iniciados por uma
abducéo.

Palavras-chave: Diagramas. Didatica da Matematica. Filosofia da Educacéo
Matematica. Problemas abertos. Raciocinio abdutivo.



ABSTRACT

This work addresses the relevance of diagrammatic processes in fostering hypothetical
reasoning and their exploration as a methodology for mathematics education. To
develop this study, a discussion on the concept of abduction is presented, a term
closely associated with the idea of hypothetical reasoning. This type of reasoning is
fundamental to the work and scientific methodology proposed by Charles Sanders
Peirce and other research based on this theorist, making it a key concept for the
development of this work. Following the construction of the argument presented here,
we highlight the importance of visualization in methods for understanding mathematical
concepts and propose activities for mathematics lessons through investigation with
open problems, utilizing diagrammatic processes. Finally, we will present examples
from the literature in the field of mathematics education that explore visualization
through diagrams as open problems, identifying how this approach can foster the
development of concepts initiated by abduction.

Keywords: Abductive reasoning. Diagrams. Mathematics Didactics. Open problems.
Philosophy of Mathematics Education.
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1. INTRODUCAO

Em busca de alternativa aos métodos tradicionais para o ensino da matematica,
gue exploram apenas memorizagdo para manipular propriedades de suas estruturas
matematicas formalizadas, este trabalho objetiva explorar a relevancia dos raciocinios
para a didatica da matemaética.

O problema central investigado nesta pesquisa é: como os diagramas podem
ser incorporados de maneira eficaz na didatica da matematica para melhorar a
compreensao e estimular o desenvolvimento dos raciocinios em diferentes contextos
matematicos pelos alunos?

Para tentar responder essa pergunta, apresentamos conceitos da filosofia das
ciéncias que envolvem o tema e buscamos exemplificar com fatos encontrados na
histéria da matematica e na didatica da matematica. Destacamos a importancia dos
diagramas para a matematica e a concepcao de diagrama na obra de Peirce para o
desenvolvimento dos raciocinios em matematica, com destaque para 0 raciocinio
abdutivo.

Para esse enfoque buscaremos apresentar uma proposta metodolégica para a
didatica da matematica que incorpora processos diagramaticos e raciocinio abdutivo,
buscando melhorar a compreensao e o desenvolvimento de raciocinios pelos alunos.
Os objetivos especificos incluem: trazer o conceito de abducdo e sua importancia no
meétodo cientifico de Peirce; expor a relevancia da visualizacdo e dos diagramas no
desenvolvimento do raciocinio abdutivo; analisar a presenca e o uso de diagramas na
histéria da Matematica; e propor, por meio de atividades investigativas e problemas
abertos, como os processos envolvendo visualizacdo e diagramas podem favorecer o
desenvolvimento do raciocinio abdutivo.

Para a construcdo de uma proposta para a didatica da matematica,
destacaremos a visualizacdo de diagramas como um caminho para a formulacéo de
problemas abertos e a promocdo de raciocinios matematicos. Neste contexto,
introduzimos a nocao de processos em diagramas, 0S quais possuem uma relagao
direta com os problemas abertos. Ressaltamos, porém, que o conceito de problema
aberto serd devidamente definido ao longo do trabalho, de modo a esclarecer sua
conexdao com a utilizacdo de diagramas e as possibilidades que oferecem para a

manifestacé@o de raciocinios intrinsecos ao pensamento matemético.
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A metodologia empregada nesta pesquisa inicia-se com um levantamento
bibliografico, abrangendo trabalhos sobre diagramas, raciocinio abdutivo e didatica da
matematica, com foco na teoria de Charles Sanders Peirce e suas conexdes com
conceitos matematicos. As fontes foram selecionadas principalmente por meio das
plataformas Google Académico e Scielo.

A partir do estudo detalhado das obras selecionadas, realizamos uma analise
critica e interpretativa para contextualizar as abordagens propostas na didatica da
matematica. Com base nesse embasamento, identificamos exemplos praticos e
elaboramos propostas que buscam responder a questdo investigativa, chegando a
algumas conclusdes e resultados apresentados ao final do trabalho.

Para o desenvolvimento deste trabalho, organizamos os seguintes temas: no
capitulo dois, apresentamos a matematica como ciéncia heuristica e abordamos o
meétodo cientifico de Peirce. No capitulo trés, discutimos o conceito de abducéao,
destacando sua conexao com o raciocinio criativo e processos heuristicos. O capitulo
guatro enfatiza a relevancia da visualizagdo no raciocinio abdutivo, analisando como
os diagramas estao diretamente envolvidos nesse processo. Os capitulos cinco e seis
tratam de investigar a presenca e a evolucdo dos diagramas ao longo da historia da
matematica, desde a Grécia Antiga até sua aplicacdo contemporéanea, com foco em
problemas abertos e seu papel no favorecimento do raciocinio abdutivo e na didatica
da matematica. Por fim, no capitulo sete, apresentamos as consideracfes finais,
sintetizando os principais pontos discutidos na pesquisa e trazendo reflexdes sobre a
preparacdo docente necessdria para incorporar os diagramas no ensino da

matematica de forma efetiva.
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2. MATEMATICA E CIENCIA HEURISTICA, CIENCIA DA DESCOBERTA

Charles Sanders Peirce entende a ciéncia como uma atividade realizada por
pessoas vivas, que esta sempre sujeita a modificacdes e transformacdes ao longo do
tempo. Essa viséo evita definicbes abstratas e fixas e leva Peirce a dividir a ciéncia
em dois tipos: as “Ciéncias Tedricas” e as “Ciéncias Praticas”. As “Ciéncias Teoéricas”
ainda se subdividem em Heuristicas, ou ciéncias da descoberta, e Sistematicas, ou
ciéncias da reviséo.

Peirce (2008) considera a matematica como ciéncia Heuristica ou da
descoberta em que envolve a investigacdo e entende a légica como 0 método dos
meétodos, de modo que Peirce a partir das explicitagcdes e do trabalho que associava
as ideias do silogismo de Aristételes reconhece a logica ndo apenas em sistemas
fechados de pensamento, mas também nas investiga¢cdes humanas em aberto.

Nesse movimento, ao buscarmos compreender 0s conceitos e caracteristicas
dos diagramas e entender a relacdo entre os procedimentos diagramaticos e a
abducdo, nosso objetivo é favorecer a didatica e apoiar a producédo de conhecimento
matematico, encontrando assim um ponto de conexdo entre os diagramas e a
matematica para Peirce.

Em sua obra principal Collected Papers, Peirce traz essa classificacdo sobre
as ciéncias e o método cientifico, em que da mesma forma que entende o pensamento
diagramatico como uma ferramenta heuristica com base no que observamos na
pesquisa de Montaner (2017), também percebe a matematica como uma ciéncia de
natureza heuristica, ou seja, uma ciéncia da descoberta e que consequentemente
envolve investigacdo. Entdo, nada nos impede de relacionar uma ferramenta
heuristica, nesse caso 0s diagramas, a uma ciéncia heuristica que € a matematica

para Peirce.

2.1 O método cientifico de Peirce

O método cientifico para Peirce € a forma de entender algo e é constituido da
inter-relacdo entre os raciocinios indutivo, dedutivo e abdutivo, um procedimento que
€ base para novas descobertas e que, segundo Bacha (1997, p.5), na concepc¢éao de

Peirce “pode nos levar a verdade, em um longo prazo, um longo percurso, que
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constitui o processo dindmico da investigacdo’. Essa investigacdo para Peirce é
essencial para o método cientifico, ja que se investiga com o foco em tentar colocar

um fim a davida.

2.2 Um método cientifico para a Didatica da Matemética

No entendimento geral, método cientifico € um processo que direciona por meio
de passos, caminhos para novas descobertas e interpretacfes, como um meio que
permite a evolugdo continua da ciéncia para a constru¢cao do conhecimento.

Para nos comunicarmos, podemos usar diferentes linguagens como, por
exemplo, a oral, a escrita, a visual ou até a visual tactil, linguagem essa em que 0s
diagramas se encaixam sendo compreendidos como um tipo de representagao visual
gue podem sintetizar conhecimentos partindo da observacdo para a percepcéo de
relacées, como graficos, mapas conceituais, podendo auxiliar numa compreensao
mais rapida acerca do conhecimento a qual o diagrama esta relacionado. No entanto,
o filésofo e estudioso americano Charles Sanders Peirce, considerado o pai da
semiotica, traz uma ideia de diagrama que vai além apenas da sintetizacdo de
informac0des, podemos perceber isso na colocacado de Montaner (2017) ao analisar as

obras de Peirce:

[...] Em seus textos, Peirce elaborou uma complexateoria sobre os signos, segundo
a qual todo pensamento é expresso por meio de um grafo ou signo, que pode ser
de trés tipos: icone, indice ou simbolo. Em seguida, Peirce subdividiu os icones em
imagens, diagramas e metaforas, definindo o diagrama como “um icone que torna
inteligivel as relagdes sobretudo espaciais, entre as partes que constituem um
objeto”. O raciocinio imaginativo &€ exercido por meio de diagramas, enquanto o
experimental acontece por meio de experimentos (Montaner, 2017, p.8-9, traducéo
de Lima Paz).

Podemos entender, de acordo com a colocacdo de Montaner (2017), que
Peirce tinha entendimento dos diagramas como representac¢des visuais que facilitam
a aprendizagem na compreensao das relagcbes entre diferentes partes de um objeto
de estudo. Entretanto, um ponto chama a atencéo nesse trecho da obra de Montaner
(2017), € a compreenséao de Peirce de que o raciocinio imaginativo, exercido por meio
de diagramas, esta diretamente relacionado ao raciocinio hipotético.

Peirce entende os diagramas em seu funcionamento como representacoes
visuais e com grande relevancia em sua teoria semiética, essa que pode ser entendida
como “o estudo ou doutrina dos signos” (Colapietro, 1993, p.178), com 0 Ssigno como

“algo que representa outra coisa” (Colapietro, 1993, p.179), incluindo nesse contexto
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os diagramas como representacdes que auxiliam no raciocinio, tornando-o mais
visual, criativo e intuitivo. Esses elementos estédo inseridos por completo em uma
abordagem semio6tica, como nos explicita Machado (2008), ao destacar o diagrama
como um conceito de grande valor a teoria semidtica, valorizando as relacdes de

ideias no fluxo que configura o movimento dos raciocinios.
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3. O CONCEITO DE ABDUCAO

Souza (2014) consegue identificar ideias nucleares na obra Collected Papers
de Peirce a fim de compreender o sentido de abducdo em sua obra. A partir da leitura
das assercOes articuladas e das ideias nucleares apresentadas no quadro?, Souza
(2014) identifica trés categorias as quais essas ideias estdo relacionadas. Essas
categorias abrangem a definicdo, que esclarece o que é a abducao, as caracteristicas,
gue explicitam aspectos especificos da abducao e os procedimentos, que mostram o

gue a abducao desencadeia, levando a seguinte concluséao:

Para Peirce (1992), a abducdo é, tal como pudemos interpretar, o
encadeamento de atividade mental proveniente de uma conexdo dos
elementos da consciéncia ou de ideias derivadas de fatos observados (I.N.
37), sendo portando um raciocinio, uma inferéncia légica (I.N. 24), de modo
gue tudo acontecera segundo um procedimento organizado (I.N. 7) (Souza,
2014, p.81).

Souza (2014) interpreta, segundo a sua analise a obra de Peirce e de acordo
com o que foi estudado, que para Peirce a abducao é um ato inferencial, uma hipétese
proviséria que tem origem na pergunta, trata-se de um tipo de raciocinio
completamente diferente dos outros, pois abre novas possibilidades acerca do que
pode ser entendido e observado.

Essa concepcédo de Souza (2014) sobre o que é abducéo, segundo Peirce, abre
margem para compreendermos a abducao, por ser um tipo de raciocinio que tem
origem na pergunta, com capacidade de estar associada a um processo de heuristica
ou descoberta.

3.1 Abducéao e heuristica, descoberta

A abducédo em Peirce tem como fator as peculiaridades que permitem e a fazem
ser um tipo de raciocinio completamente diferente dos outros e € como compreende

Souza (2014), nesse sentido, ao analisar as obras de Peirce:

Assim, inferimos que, para Peirce, a abdugao traz caracteristicas peculiares.
Sua particularidade € a de se constituir da interrogacdo que busca o
levantamento de hipéteses, a partir de articulagdes que quando se revelam
em conjecturas o faz de maneira rapida e inesperada como fruto da
observacéo e da experiéncia que revelam a forca do que é percebido (Souza,
2014, p.80).

1 Quadro elaborado por Souza (2014) para a compreenséo do conceito de abdugéo presente na obra
de Peirce, pode ser visto na obra de Souza (2014) entre as paginas 53 e 75.
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Souza (2014) interpreta com isso e em todo seu estudo que a abducao € como
uma inferéncia na légica néo classica, relacionada a légica critica, nessa avaliacdo de
argumentos que podem conduzir a verdade, e pertencente a logica trivalente pelo fato
de a logica trivalente considerar trés valores de verdade: o verdadeiro, o falso e o que
ndo é verdadeiro nem falso, por ser algo desconhecido ou incerto. Souza (2014)
percebe entdo a incerteza como uma caracteristica da abducdo, numa forma de
raciocinio que provém da observacéao de fatos e da experiéncia daquele que se propde
ainvestigar, capaz de apresentar ideias e levantar hipéteses admitindo um valor légico
intermediario valido para a investigacdo, que nao pode ser definido nem como
verdadeiro, nem como falso, sendo entdo a abdugdo uma tarefa investigativa
organizada, objetiva e criativa que valoriza o processo de producéo do conhecimento.

No tangente & producgdo de conhecimento, Souza (2014) cita Bicudo (2008) na
ideia de que a producéo de conhecimento é dindmica e perspectiva, o que pode trazer

essa ideia de incerteza. Como podemos perceber na colocacéo abaixo:

A producéo do conhecimento, como apresentado por Bicudo (2008, p. 146-
147), é uma atividade, é algo dindmico e perspéctico. Logo, o processo de
sua producéo tem uma realidade que também é dinamica e que valoriza o ato
criador.

Esse ato criador pode trazer a tona a ideia da incerteza da qual Peirce nos
fala. Na producédo do conhecimento matematico, por exemplo, a incerteza é
importante porque ndo se tém de inicio o verdadeiro ou o falso. H&
conjecturas ou hipéteses que, mediante a investigacao, levam a construgéo
de argumentos e a validagdo do feito. Essa validagdo ndo oferece uma
verdade universal, mas contingente. Ou seja, em um determinado contexto,
uma hipétese pode ser verdadeira e em outro contexto ela podera ser falsa
(Souza, 2014, p.87).

Com base nisso, compreendemos que na producdo de conhecimento
matematico a incerteza € vista como um elemento importante, que a auséncia inicial
da confirmacdo de algo como verdadeiro ou falso, permite a formulacdo de
conjecturas e hipoteses, que sendo investigadas ajudam nas construcdes de
argumentos e possiveis validacdes contingentes do objeto de estudo.

Nessa perspectiva, Souza (2014), a partir da analise do trabalho de Peirce,
apresenta a abducdo como um tipo de raciocinio hipotético que, motivado pela
incerteza, produz conjecturas a partir da observacgao, de maneira semelhante, Bicudo
(2008) destaca que a incerteza € uma parte essencial do processo de producéo de
conhecimento e de novas descobertas. O raciocinio abdutivo, nesse contexto criativo
de gerar hipéteses, é o0 ponto de partida para a heuristica, ainda que essas hipéteses,

mesmo testadas, possam ou nao resultar em fatos concretos.
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4. A IMPORTANCIA DA VISUALIZACAO PARA O RACIOCINIO ABDUTIVO

Nessa linha em que a abducédo pode ser compreendida como uma hipétese
proviséria com origem na pergunta, percebemos sua completa relacdo com o
raciocinio hipotético, tendo como base a formulacdo de hipdteses e conjecturas na
busca por explicacdes pela incerteza ou falta de informagdes do fenébmeno estudado.
O gque nos falta entender agora é a relevancia da visualizacdo nesse processo
envolvendo o raciocinio hipotético, ou seja, como esse elemento auxilia no raciocinio
para elaborar hipoteses, partindo entdo de uma nocdo geral do que grandes
estudiosos compreendem sobre visualizagdo como colocam Vale e Pimentel (2013):

[...] De acordo com Arcavi (2003), a visualizagéo envolve o produto e o
processo de criacdo, interpretacdo e reflexdo sobre imagens. Para
Zimmerman e Cunningham (1991), a visualizacao € o processo de formar
imagens (mentalmente, com papel e 14pis ou com apoio da tecnologia) e usar
tais imagens eficazmente na descoberta e compreensdo matematica.
Gutiérrez (1996) caracterizaa visualizagdo como o tipo de atividade que tem
por base o recurso a elementos visuais ou espaciais, sejam mentais ou
fisicos, utilizados na resolugdo de problemas ou na demonstracéo de
propriedades. A visualizacdo, para Eisenberg e Dreyfus (1989) esta
associada a representagoes visuais, isto é, a constru¢cao de modelos visuais
gue refletem a estrutura matematica subjacente, considerando que qualquer
conceito matematico pode ser traduzido por um gréfico ou um diagrama
(Vale; Pimentel, 2013, p.207-208).

Percebemos entdo, com base na concepcdo de diversos autores, a
visualizagdo como elemento para criacdo, interpretacao, reflexdo, descoberta e
compreensao, servindo como ferramenta para a resolucdo de problemas ou
demonstracéo de propriedades a partir de imagens e representacdes visuais, com seu
usSo muito presente em matematica e em diversas areas relacionadas.

O que nos desperta atencdo aqui € a visualizagdo como ferramenta criativa e
capaz de influenciar na descoberta e compreensao do que é estudado ou analisado.
A conexdo com o raciocinio hipotético vem nesse sentido, com ideias que podem vir
a tona pela visualizagdo, com a criagéo de suposi¢cdes e provas sendo facilitada pela
visualizacédo, conforme explicado por Vale e Pimentel (2013). Nessa linha, as autoras
detalham como a visualizagcéo, junto com seus meios de representacao, pode auxiliar

0 raciocinio, especialmente na area da matematica:

[...] Digamos que a visualizagdo explica dum modo muito mais claro a
generalizacao feita, que de outro modo, ou ndo poderia simplesmente ser
efetuada por falta de ferramentas matematicas, ou, efetuada apenas
numericamente, converter-se-ianum mero exercicio de tentativa e erro e de
manipulacdo simbdlica com pouco significado. Esta nossa posicdo vai de
encontro ao que é referido recentemente por Dreyfus, Nardi e Leiken (2012).
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Para estes autores a importancia da contribuicéo das representacdes visuais
na prova em matematica tem vindo a crescer.

Contudo, tem sido questao central em debate € se uma representacéo visual
pode ser considerada como um adjunto para a prova, como parte integrante
da prova ou como prova. Esta questao tem, ao nivel da educacao, muito a
ver com as concepc¢des/perspectivas do professor sobre o papel que a
visualizacdo pode desempenhar no raciocinio matematico. Na verdade, os
puristas ndo consideram prova matematica algo que assente completamente
na visualizagdo, mas, ainda que ndo possaser considerada prova, ndo deixa
de fornecer uma explicacdo clara da veracidade de uma afirmagéo,
estimulando o pensamento matematico, e ajudando a ver por onde comecgar
para fazer uma prova formal (Vale; Pimentel, 2013, p.209).

Temos com essa citacdo a ideia de que a visualizagéo facilita a generalizacao
e entendimento de conceitos matematicos, com capacidade de transmitir de maneira
mais clara e intuitiva casos e situa¢gdes que muitas vezes sédo considerados complexos
em matematica, isso permite o uso da visualizacdo como elemento relevante para
provas matematicas. No entanto, ainda existe uma consideravel resisténcia por parte
de alguns matematicos em aceitar algum tipo de visualizacdo de formas geométricas
em meio a uma prova matematica. Muitos entendem é necessaria uma formalizacéo
baseada no principio do terceiro excluido, este, que € um principio da l6gica pura que
afirma que se uma proposicdo é falsa, ndo pode ser verdadeira, e vice-versa.
Entendemos que esse tipo de prova € uma interpretacao importante para validacao
de objetos matematicos, quando colocado sob a perspectiva de uma estrutura
matematica rigida. Esse crivo, baseado na prova que utiliza, o principio do terceiro
excluido, tornou-se importante para a matematica formal, porém, entendemos que
para 0s processos de ensino, aprendizagem e avaliagdo da educacédo basica, a
construcdo de um pensamento formal é o objetivo final e ndo o caminho, o método.
Mesmo assim, fica compreendido aqui que o que a visualizacdo faz € um processo
gue pode auxiliar, desenvolver raciocinios para se chegar a uma prova formal, na
forma como comecar, estimulando o pensamento na geracéo de ideias e conjecturas.

Na leitura do texto de Vale e Pimentel (2013) fica perceptivel a diferenca de
concepcdes que varios estudiosos e autores matematicos tem na ideia de prova, seja
no gque faz uma prova ser mais formal, com o uso maior do raciocinio dedutivo, ou
menos formal, pelo uso maior do raciocinio indutivo, e quais 0s elementos necessarios
para ser concebido como tal. No entanto, um dos autores em especifico nos faz

atentar em sua concepcao sobre prova como explicita Vale e Pimentel (2013):

Dreyfus et al. (2012) consideram que provar inclui umavariedade de aspectos
gue influenciam o aparecimento da prova e a maneira como esta pode ser
concebida por alunos e professores. Estes aspectos abrangem: diferentes
representacdes, incluindo a visual, a verbal e a dindmica, que podem ser
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utilizadas no decurso da producéo de prova,; diferentes formas de argumentar
matematicamente, tais como argumentos indutivos baseados em exemplos,
argumentos genéricos, bem como argumentos produzidos individualmente
versus socialmente; diferentes graus de rigor e de detalhe; provas mdltiplas,
ou seja, provas diferentes para 0 mesmo enunciado matematico, que podem
ser usadas em paralelo ou sequencialmente, por uma Unica pessoa ou um
grupo (Vale; Pimentel, 2013, p.213).

Observamos, com base nessa percepcao de Dreyfus et al. (2012), que a prova
€ um processo que engloba diferentes aspectos, dentre eles a visualizagcéo, que pode
aparecer de diversas maneiras ou jeitos, sendo algo dinamico, que concebe varios
tipos de argumentos e que pode ser composto da unido de varios desses aspectos,
numa combinacdo que pode incluir desde representacdes visuais até verbais. No
entanto, devemos saber que antes de provar qualquer caso ou situagao, focado
essencialmente na matematica, se passa por elaborar uma hipotese ou conjectura
gue em seguida se é testada através da prova, um matematico por si s6 ndo chega
sempre em uma tese que imediatamente ao ser testada é comprovada como
verdadeira.

Nesse contexto, “de acordo com Harel e Sowder (1998), grande parte do
trabalho do matematico € despendido a explorar e a conjeturar, e ndo a procurar
provas” (Vale; Pimentel, 2013, p.212), com isso no entendimento de que conjecturas
nada mais sao do que hipéteses ou ideias cujo ainda nao se sabe a veracidade de tal,
lembramos que o raciocinio hipotético, alinhado a abducéo, formaa base que estimula
0 pensamento na geracdo de hipoteses e conjecturas, tornando-se um alicerce
essencial no trabalho do matematico. Vale e Pimentel (2013), com base nessa

perspectiva, também relatam que:

Para além dos dois tipos classicos de raciocinio, ha varios autores (e.g.
Radford, 2008; Rivera, 2008) que consideram um outro tipo: o raciocinio
abdutivo. A abducdo é uma inferéncia ndo necessaria, uma hipétese
explicativa prévia. Apesar de este ser o modo de inferéncia menos seguro,
pois o0 seu sucesso depende da intuicéo e do conhecimento prévio, € um tipo
de raciocinio com forte referéncia & descoberta de padrées, pois ele € a porta
de entrada no raciocinio indutivo, correspondendo a fase de procura da
hipétese preliminar sobre o que tém em comum os dados analisados,
assumindo assim uma importancia fulcral no avanco duma exploracéo
matematica. De facto, as hipéteses formuladas sdo apenas plausiveis uma
vez que ndo € utilizado o raciocinio dedutivo, mas é nesta fase abdutiva que
intervém fortemente a criatividade na elaboracdo de novas ideias (Rivera,
2008). Pdlya (1954) chama a esta fase inicial da criacdo matematica
raciocinio plausivel, defendendo que, antes de se atingir a certeza absoluta,
ha que passar por uma conjetura plausivel, precisando-se do provisorio antes
de atingir o definitivo, tal como precisamos de andaimes para construir um
edificio. Enquanto que a abdugéo consiste na escolha da hipétese, a indugéo
ja envolve a sua testagem. A abducado é o processo que introduz uma nova
ideia, a formulagdo de uma conjetura; a indugcdo corresponde a etapa
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seguinte, a de testar a conjetura em mais dados. Este processo pode ser
ciclico até ser construida uma generalizagéao.

De acordo com Rivera e Becker (2007) o processo de generalizacdo ocorre
guando h& aceitacdo de uma forma geral obtida por um processo ciclico de
abducéo e inducdo. A inducdo necessita inicialmente da afirmacdo abdutiva
gue é depois sujeita ao teste repetido de confirmacéo para verificar a sua
resisténcia. Em sintonia com estes autores, Yu (2006) resume de forma clara
e concisaas ideias principais destes trés tipos de raciocinio, afirmando que a
abducdo cria, a inducao verifica e a deducao explica (Vale; Pimentel, 2013,
p.213-214).

Temos visto nessa linha de pensamento a abducdo como a porta de entrada
para a inducéo, a medida que a abducdao trabalha no processo de criacédo, formulando
hipéteses e conjecturas, a inducdo aparece como processo seguinte no teste dessas
conjecturas em mais casos, até ser construida uma generalizacdo que depende de
uma aceitacdo de maneira geral, obtida por um processo ciclico de abducgédo e
inducéo, que em seguida tem sua explicagdo colocada por meio da deducdo, como
resume Yu (2006) no trecho acima, esses trés raciocinios estdo conectados, pois,
como propde a sintese acima, a abducéo cria, a inducéo verifica e a deducéo explica.

Compreendido esse juizo geral da relagdo entre esses diferentes tipos de
raciocinio, voltamos a questao principal nesse capitulo, no sentido de entender qual a
relacdo da visualizacdo envolvendo esse tipo de raciocinio hipotético e abdutivo e no
contexto matematico de aprendizagem. Dado que ja vimos que o raciocinio indutivo e
dedutivo tem suas presencas constantes em provas e demonstracées matematicas,
com a visualizacdo sendo elemento que pode estar constantemente nesse processo,
e que a abducdo, por meio da atividade criativa na geracdo de novas hipoteses e
ideias, é grande parte do trabalho matematico e serve como base para o raciocinio

indutivo, podemos, de acordo com Vale e Pimentel (2013), ressaltar que:

O NCTM (2000) recomenda que os alunos devem usar o raciocinio indutivo
para procurar relagdes matematicas, através do estudo de padrdes. Varios
investigadores preconizam o estudo de padrfes figurativos de crescimento
(e.g. Barbosa, 2011; Orton, Orton & Roper, 1999; Vale & Pimentel, 2010;
Pimentel, 2011) como uma das possiveis abordagens para ajudar os
estudantes a generalizar e a representar relacdes. De facto, e de acordo com
Lannin et al. (2011) a generalizacdo envolve identificar aspectos comuns
entre os casos ou ampliar o raciocinio para além do dominio no qual foi
originado, fazendo assim a ponte entre a saida de um mundo de objetos
particulares e o tipo de raciocinio que designamos por abdutivo.

As tarefas com padrbes de crescimento em contextos figurativos tém
recentemente sido utilizadas nas aulas de matemédtica, mas nem sempre
exploradas de modo a desenvolver um raciocinio adequado, em particular o
raciocinio funcional. O nosso objetivo fundamental é que a generalizacéo
possa ser feita partindo da andlise das figuras, envolvendo raciocinio visual
gue analisa as caracteristicas espaciais do padrao. A partir desta constatacéo
desenvolve-se um conjunto de relagcdes numéricas que permitem efetuar uma
generalizagdo através do raciocinio funcional. Este processo de
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generalizacdo, embora possa aplicar-se a toda a producéo de conhecimento
matematico, esta em forte ligagdo com as tarefas de exploracao de padroes
usadas como veiculo para o pensamento algébrico[...] (Vale; Pimentel, 2013,
p.214-215).

Nesse sentido, percebemos como a visualizagdo desempenha um papel
essencial no desenvolvimento do raciocinio matemético, especialmente ao lidar com
padrdes figurativos. Essas representacdes visuais ajudam os estudantes a identificar
relacbes matematicas e generalizar essas observacfes. Ao explorar atividades que
focam no crescimento de padrdes figurativos, é possivel incentivar a percepgéo e a
observacdo de regularidades nos objetos estudados, facilitando o processo de
abducéo e o raciocinio hipotético. Esse ambiente de descoberta torna-se propicio para
a formulacdo de conjecturas, a partir das observacgdes feitas.

Ao observar os padrbes e regularidades, os estudantes sdo levados a fazer
generalizacdes, movendo-se de um raciocinio mais especifico para outro mais amplo,
estabelecendo conexdes entre diferentes formas de pensar. Dessa maneira, a
visualizacao torna-se uma ferramenta poderosa para a aprendizagem significativa.

Nesse contexto, a hermenéutica, conforme discutida nos estudos de Souza
(2014), complementa esse processo de interpretacdo no estudo matematico. Silva
(1987) define a hermenéutica como a arte de interpretar e restaurar o pensamento
fundamental, destacando a necessidade de distanciamento ao analisar o objeto de
estudo para que a interpretacdo seja imparcial e precisa. Ja Garnica (1992), enxerga
a hermenéutica como um processo que envolve dizer, explicar e compreender,
fundamental na interpretacdo de simbolos matematicos, ajudando a revelar seus
sentidos ocultos.

Desse modo, assim como a visualizagao facilita a compreensao de padrdes e
conceitos, a hermenéutica promove uma interpretacdo mais profunda dos textos e
representacfées matematicas, permitindo que, por meio da leitura, reelaboracdo e
representacgao, se chegue a uma verdadeira compreenséo dos significados presentes

na matematica.

4.1 A importancia da visualizacdo por diagramas para estimular o raciocinio

hipotético

Para formular uma proposta para a didatica da matematica apresentamos a

visualizacéo por diagramas para iniciar o desenvolvimento de raciocinio abdutivo, para
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investigar conceitos matematicos utilizando a metodologia cientifica de Peirce para
produzir conhecimento matematico, trazendo questbes e exemplos que envolvem
como os diagramas podem auxiliar na formulacéo de hipdteses e novos argumentos
em situacdes matematicas especificas.

Relembrando um pouco do que foi colocado no presente trabalho, Peirce
também foi considerado o pai da semiética e classificou 0os signos em sua teoria em
icones, indices e simbolos, com os diagramas classificados como icones, no sentido
de representacdes que se assemelham visualmente ao objeto.

Com essa classificacdo dos diagramas, Peirce compreendia que esses
elementos tinham a capacidade de mostrar algo através da visualizacdo, mesmo que
estivesse escondido, de modo que como vimos com Montaner (2017), o préprio Peirce
entende o raciocinio imaginativo sendo exercido por meio de diagramas, destacando
a importancia da representacao visual neste tipo de raciocinio, que nesse caso é 0
mesmo que o abdutivo, facilitando e instigando a mente para a formulacdo de
hipéteses e novas ideias. Percebemos isso na seguinte coloca¢éo de Franco e Borges
(2017) em relacdo a abducao de Peirce:

A abducado, de acordo com Peirce, € mais proximamente relacionada a
iconicidade (Peirce CP 2.96, ¢.1902). Dessa forma, o raciocinio abdutivo
seria o0 Unico que origina ideias novas (CP 5.171, 1903). Nesse caso, 0
raciocinio constr6i um diagrama que apenas “sugere” uma concluséo
(Franco; Borges, 2017, p.48).

Vemos entdo a possiblidade da abducéo com a iconicidade conforme Peirce e
consequentemente aos diagramas, o0 que nos resta entender € como essa ferramenta
heuristica, junto com a abducdo, pode auxiliar na produgdo de conhecimento
matematico. Para isso, nos voltamos a uma colocacdo de Souza (2014) em seu
trabalho, acerca do ensino da matematica, explicitando o que entendeu na forma

como a abducéo pode contribuir na producédo de conhecimento matematico:

Tais apontamentos permite-nos compreender que a producdo do
conhecimento - entendida como trazer a luz o conhecimento - pode ser fruto
do método investigativo, iniciando com o raciocinio abdutivo como um ato
inferencial, uma hip6tese provisoria que tem origem na pergunta (ou no ato
de questionar), umamaneira de seiniciar esse processo de producdo, tal qual
compreendemos em Peirce. Isso nos leva a ideia da abdugcdo como um
raciocinio que abre possibilidades de uma nova inteligibilidade daquilo que se
vé e do que se pode expressar quando elaboramos uma explica¢do acerca
do que é visto. Pelo modo como € definida, sao principios importantes para o
desdobramento do processo de conhecimento que a abducdo pode
possibilitar (Souza, 2014, p.83).
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Dessa maneira, Souza (2014) explica o papel que a abducdo pode empenhar
na construcao do conhecimento matematico, podendo orientar o estudo dedutivo ou
indutivo que predominam nos conteudos de matematica, o que possibilita a
formalizacdo e a abstracdo, numa construcdo do conhecimento motivada pela
incerteza, devendo ser incentivada pela abducéo, num tipo de raciocinio que valoriza
a criatividade e abre as possibilidades na produg&o de conhecimento.

Desse modo, os docentes podem associar os diagramas como ferramenta
heuristica aliadas a uma ciéncia heuristica, como é a matematica segundo Peirce,
com um processo investigativo permeado pela abdugédo através da incerteza, num
meio que valoriza a formulacdo de conjecturas através da visualizacdo e permite o
surgimento de novas possibilidades, hipoteses e argumentos. Essa incerteza que esta
associada a duvida, a pergunta, € um meio de fazer os estudantes construirem seu
préprio conhecimento. Incentivar e instigar os alunos por meio da davida os faz
buscarem respostas para aquilo que estdo estudando, o que muitas vezes nao resulta
numa solucdo imediata, mas frequentemente a outras perguntas que surgem nesse
processo para entender o fendbmeno estudado. Bicudo, Esposito e Martins (1997)

explicam um pouco essa questao interrogativa na busca por respostas:

[...] “ter uma interrogacdo e andar em torno dela, em todos os sentidos,
sempre buscando todas as suas dimensfes e, andar outra vez e outra ainda,
buscando mais sentido, mais dimensdes e outra vez”. A interrogacéo se
mantém viva porque a compreensdo do fendbmeno ndo se esgota nunca
(Bicudo; Esposito; Martins, 1997, p.24).

Essa concepcéo de Bicudo, Esposito e Martins (1997) nos ajuda a entender
gue mesmo quando acreditamos achar a resposta daquilo que estudamos ou
analisamos sempre se abrem novas possibilidades, novas perguntas, novos casos
sobre aquilo que acabamos de descobrir ou entender, de forma que num processo
continuo sempre havera mais elementos a se compreender. A medida que vamos
avancando e relacionando isso ao que estamos tentando entender sobre diagramas
e a abducao, no processo de producao de conhecimento matematico, essa forma de
pensar, no andar pela incerteza, pela duvida, como coloca Bicudo, Esposito e Martins
(1997), nos auxilia a perceber os diagramas como problemas abertos. A definicdo de

Araujo, Oliveira e Veit (2017) nos ajuda a entender o que séo problemas abertos:

Problemas abertos, por definicdo, ndo possuem solugées pré-estabelecidas;
apresentam estado inicial s6 parcialmente conhecido; referem-se a um
evento do mundo real, com resultados consistentes com arealidade e exigem
gue os alunos facam julgamentos e elaborem argumentacao para defender
suas solugdes (Araujo; Oliveira; Veit, 2017, p.1).



23

Nessa linha os problemas abertos, ao serem analisados com o suporte de
diagramas, tornam-se catalisadores para o levantamento de conjecturas, com
investigagdes e interpretacdes variadas, no sentido de encontrarmos diversas
possibilidades ou maneiras de se chegar a uma resposta, podendo ser ela igual ou
diferente, dependendo da maneira como o estudante interpreta e analisa o objeto de
estudo, o que permite a formulacdo de novas hipoteses e argumentos de acordo com
sua observacéao.

Como ja vimos, o processo para entender algo, segundo Peirce, € chamado de
método cientifico, sendo constituido da inter-relacdo da deducdo, da inducdo e da
abducédo, com a abducdo no entendimento de Peirce como um juizo antecipado e
provisério, motivada pela interrogacdo e que busca o levantamento de hipoteses,
revelando conjecturas de maneira rapida e inesperada através da observacao e
experiéncia, o que inclui a visualizacdo como também instigadora no raciocinio
abdutivo, num processo dinamico e intuitivo que permite ao individuo reinterpretar o
mundo, como indica Souza (2014), na analise feita em seu trabalho.

Na docéncia, podemos perceber que a abducdo pode ser compreendida como
uma “certeza” que surge da divida, como um processo que gera ideias e conjecturas
e a medida que o aluno entende como certo em sua investigacdo, ele pode usar a
conjectura ou ideia que acredita ser veridica para realizar testes sobre o que € incerto,
a fim de definir se aquilo que pensou faz sentido ou ndo para o caso em questao.
Segundo Souza (2014), apesar de ser um processo falho, a abducédo permite essa
producao de conhecimento justamente por admitir um valor légico intermediario valido
para investigagéo, que n&o pode ser definido nem como verdadeiro, nem como falso,
algo incerto, dai vem esse trabalhar com a davida ou incerteza no raciocinio abdutivo.

Um exemplo de como a abducdo, com o auxilio dos diagramas e da
visualizacao, foi base para produzir uma das teorias mais usadas em diversas areas,
principalmente nas relacionadas a tecnologia, € o problema das pontes de

Kdnigsberg, resolvido por Leonard Euler. Contextualizando a situacdo temos que:

No século XVIII a populagdo de Konigsberg perguntava se era possivel
atravessar as sete pontes sem passar duas vezes por qualquer uma delas.
Nos dias ensolarados de domingo os habitantes tentavam encontrar uma
maneira de atravessar as sete pontes sem passar duas vezes pelo mesmo
lugar, e as tentativas eram sempre em vao. Apesar de que, muitos deles,
acreditavam ser possivel encontrar tal caminho. Em 1736, na Academia de
Ciéncias Russa de Sé&o Petersburgo, Leonard Euler provou que nado era
possivel fazer tal caminho (Pontes, 2019, p.23).
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Nesse caso, Euler utilizou da visualizagéo para resolver esse problema a partir
da ideia que teve, de uma maneira a qual representou os lugares conectados pelas
pontes como vértices e as pontes que ligavam estes terrenos como arestas, a partir
dai analisou sua hipétese e explicou através desse caso, com um diagrama de vértices
e arestas, que nao era possivel realizar esse caminho de passar por todos os lugares
atravessando cada ponte apenas uma vez. As imagens abaixo representam a
localizacéo das pontes e o diagrama que Euler utilizou para resolver o problema, que
ap0s esse caso passaria a ser conhecido como um tipo de diagrama especifico,

identificado como grafo.

Figura 1: As sete pontes de Konigsberg.

Fonte: https://www.mat.uc.pt/~alma/escolas/pontes/

Figura 2: Diagrama utilizado por Euler na resolucéo do problema das pontes

de Konigsberg.

Fonte: https://matematicasimplificada.com/pontes-de-konigsberg-leonhard-euler-grafo-solucao/



https://www.mat.uc.pt/~alma/escolas/pontes/
https://matematicasimplificada.com/pontes-de-konigsberg-leonhard-euler-grafo-solucao/
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A solucéo de Euler foi baseada ao visualizar e perceber que Konigsberg, pelo
fato de ter quatro ilhas, cada uma com um numero impar de pontes, o faz tomar isso
como base para demonstrar que nao existia um caminho que cobrisse todas as pontes
apenas uma vez, independentemente de onde o individuo estivesse, indicando ser
necessario um namero par de pontes, ao chegar ou sair de cada ilha, para que fosse
possivel passar uma Unica vez por cada uma delas, atravessando por todos os locais
ou ilhas da cidade. A maneira como Euler resolveu esse problema foi justamente a
base para o surgimento de uma das grandes teorias matematicas, a Teoria dos
Grafos, que como ja colocamos aqui, podem ser compreendidos como um tipo
especifico de diagrama, como colocado por Scheinerman (2003):

A palavra Grafo tem varios significados. Em linguagem ndo matematica,
refere-se a um método de representacdo de uma ideia ou conceito, por meio
de uma ilustrag&o ou por escrito. Tanto em matematica como na linguagem
corrente, costuma referir-se a um diagrama usado para exibir o
relacionamento entre duas grandezas (Scheinerman, 2003, p.381).

O interessante a ser percebido nesse caso € justamente compreender o como
Euler utiliza abducé&o no processo de observacao da situacéo, usando diagramas para
tentar provar sua hip6tese. Relembramos aqui, que o raciocinio abdutivo surge de
forma antecipada e provisoria, motivado pela interrogacdo ou incerteza na busca por
levantamento de hipéteses, Euler utiliza um caso incerto, em que ninguém havia
conseguido provar ainda que aquela situacédo era verdadeira ou falsa, faz testes,
formula hipéteses, realiza inferéncias, para depois conseguir provar sua teoria
utiizando o diagrama como elemento, servindo-o como base para o0 exercicio do
raciocinio abdutivo.

Voltando a questdo da docéncia e a producdo de conhecimento matemético, é
possivel entender com esse caso de Euler, como esse meio de pensar motivado pela
ddvida auxilia na busca por respostas, casos gque envolvem diretamente a
investigacdo e um processo de descobertas, isso € um exemplo de caso a ser
abordado, no intuito de atrair e chamar a atencdo dos estudantes, voltando a

matematica por meio de situagdes investigativas como colocado por Pontes (2018):

As pesquisas nas areas de Educacdo Matematica, com destaque no
processo de ensino e aprendizagem de matematica, demonstram que o
individuo aprendiz quando envolvido em situagbes que aticam sua
curiosidade, ele aprende na acéo, pois se sente atraido e motivado para
novas descobertas (Pontes, 2018, p.164).

Uma das maneiras de trabalhar estes tipos de situacdes, com o intuito de

motivar os estudantes a produzirem por si s6 seu proprio conhecimento, com casos
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gue aticam essa curiosidade, € justamente através dos diagramas, as representacoes
visuais que os diagramas apresentam podem auxiliar na forma de tornar conceitos
abstratos mais tangiveis e acessiveis, incentivando dessa forma uma exploragao ativa
e 0 pensamento criativo, esse tipo de pensamento, que também estad associado
diretamente a abducdo, esta presente em ambientes motivados pela curiosidade e
investigacdo, com os estudantes sendo incentivados a trabalhar a matematica de
forma mais ativa e com um maior protagonismo.

O docente também pode utilizar dos diagramas para trabalhar as relac6es
presentes em algebra e geometria, por exemplo, uma das frases que mais ouvimos
falar é “uma imagem vale mais do que mil palavras”, essa frase se encaixa
perfeitamente no contexto a qual estamos abordando com os diagramas, muitas vezes
as dificuldades que os alunos apresentam para compreender uma relagdo ou formula
matematica quando apresentada apenas de forma algébrica € bem maior do que
guando o docente utiliza exemplos que permitem a visualizacdo da relacdo pela
imagem e observacgéo, o0 que permite ao estudante compreender melhor o que esta
sendo mostrado, como um faciltador nesse processo. Um dos autores que

fundamenta o que explicitamos aqui € Fischbein (1987), quando coloca que:

Representacdes visuais ndo somente auxiliam na organizacdo da informacéo
em representacBes como constituem um importante fator de globalizagéo.
Por outro lado, a concretude de imagens visuais € um fator essencial para a
criagdo de um sentimento de auto evidéncia e imediatez. Uma imagem visual
ndo somente organiza os dados em estruturas significativas, mas € também
um fator importante para orientar o desenvolvimento de uma solugéo
analitica; representacdes visuais sdo essenciais dispositivos antecipatérios
(Fischbein, 1987, p.104, tradugéo nossa).

Essa colocacdo de Fischbein endossa nossos argumentos anteriores ao
explicitar a conexao entre o visual e consequentemente os diagramas e a abducéo,
guando temos as representacdes visuais como um fator fundamental para a criagao
de um sentimento de auto evidéncia, sendo essenciais dispositivos antecipatorios.
Como a abducéo € um juizo antecipado e provisorio, que possibilita a formulacdo de
hipoteses e ideias que surgem de forma imprevisivel, fica perceptivel que os
diagramas permitem e facilitam a abducdo, como um processo, que através dessa
visualizacdo, ajuda e agiliza a formacédo do entendimento e a geracdo de hipoteses,

caracteristica essa essencial do raciocinio abdutivo.
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4.2 Complementaridade entre a geometria e a aritmética na Didatica da

Matemaéatica

Visto a ideia central de como a abducéo e a visualizacdo estéo relacionadas,
numa situacao que propicia beneficios na produgcédo de conhecimento matematico e
no processo de ensino-aprendizagem, pretendemos seguir numa mesma linhagem,
com o foco em como a visualizacdo contribui na construcdo de conexdes que
abrangem a aritmética e a geometria numa relacdo de complementaridade.

Iniciamos lembrando que a aritmética é uma area da matemética que lida com
0S numeros € as operacgoes entre eles, sendo considerada a “ciéncia dos numeros” e
a geometria € o ramo da matematica centrado no estudo das figuras e solidos
presentes na natureza, com diferentes formas, tamanhos e constituido de elementos
para sua comunicacdo, como pontos, vértices e retas, nesse seguimento, quando
abordamos a geometria, quase que imediatamente associamos esse ramo da
matematica a visualiza¢do, mas por que isso? Como ja colocado a geometria estuda
as formas presentes na natureza, no nosso mundo ou meio, consequentemente a
geometria esta em tudo ao nosso redor, € um processo de constante visualizacdo que
ao ser abordado no ensino de matematica explicita uma grande diversidade de formas
de ser apresentado, podendo ser relacionado ao contexto visual e observavel de cada
individuo. Os Parametros Curriculares Nacionais (PCNs) auxiliam nesse

entendimento sobre a geometria como colocado abaixo:

A Geometria € um campo fértil para se trabalhar com situacdes-problema/.../
O trabalho com no¢cdes geométricas contribui para a aprendizagem de
nameros e medidas, pois estimula o aluno a observar, perceber semelhangas
e diferencas, identificar regularidades, etc. (Brasil, 1998, p.51).

Desse modo, fica claro com o exposto que a geometria além de poder ser
trabalhada de diferentes formas também esta conectada diretamente aos nimeros e
medidas, afinal formas e figuras geométricas apresentam relacdes numeéricas de
diversas maneiras, seja através de area, perimetro, tamanho, com comprimento e
largura, em casos de figuras com duas dimensées, entre outras situacdes. E dessa
forma que fica perceptivel a conexao da aritmética com a geometria, com 0s nimeros
e 0 que os envolve estando embutidos, direta ou indiretamente, na geometria. Cabe,
entdo, a n6s compreendermos como e de quais maneiras essa complementaridade
entre esses dois ramos, através da visualizacdo, pode trazer pontos positivos no

processo de ensino-aprendizagem e na descoberta de relaces matematicas
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Essa complementaridade podemos entender como um principio que, segundo
Simas Junior (2019, p.25), “refere-se originalmente a conceitos que, aparentemente
distintos e contraditorios, se complementam para identificar e descrever determinados
fendbmenos ou situacdes”, ou seja, no envolvente a matematica ramos e areas de
estudo, mesmo que diferentes, apresentam ligagbes que permitem identificar e
desenvolver o estudo de distintos casos e situacdes em contextos matematicos. Um
dos primeiros e principais pesquisadores a estudar esse fendmeno da
complementaridade, voltado a matematica em geral, foi Michael Friedrich Otte, com
uma visdo profunda sobre como a complementaridade € necessaria na pratica
matematica. Nesse sentido, Monteiro (2019) nos auxilia a entender como Otte

compreendia a complementaridade e sua relagdo nos ramos da matematica:

Otte (2003) resume o conceito de complementaridade como perseguir e
explicar um fendmeno universal ou geral em suas manifestagfes particulares,
e citaa complementaridade entre aritmética e geometria (OTTE, 1990) como
uma primeira visualizagao da ideia de complementaridade na Matemética
(Monteiro, 2019, p.693).

Essa percepcao de Otte, na relacao entre aritmética e geometria como primeira
visualizacdo da complementaridade na matematica, muito provavelmente tenha sido
levada justamente pela presenca de conceitos e elementos que estdo embutidos de
uma area em outra, mesmo que distintas, conforme ja discutido anteriormente a
aritmética pode estar presente, por exemplo, nos célculos de operagbes numéricas
gue envolvem a geometria como medidas de altura, comprimento e largura, calculo
de areas e volumes, ja numa situacao contraria, a geometria por meio da visualizacdo
pode permitir e facilitar a compreenséo de conceitos que envolvem a aritmética.

De modo geral, fica claro a complementaridade que Otte destaca, nessa busca
de explicar fenbmenos universais em suas manifestacdes particulares e como a
aritmética e a geometria se encaixam nessa abordagem, com uma diversidade e
versatilidade consideravel de relacdes e conexdes que podem ser estabelecidas entre

essas areas.
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5. A PROVA DE DIOFANTO (-) X (-) = (+)

A Prova de Diofanto € um dos casos em que encontramos diretamente essa
ligacédo entre aritmética e geometria. Segundo Hillesheim e Moretti (2016), esta prova
€ um exemplo claro da geometria como apoio da aritmética, provando uma das
propriedades aritméticas no envolvente ao produto entre niUmeros negativos. Esse
contexto, no que tange a educacdo matematica, € um dos que gera grande duvida
nos alunos em geral, pois, como € possivel que o produto entre dois numeros
negativos resulte em um nimero positivo? Pois bem, o grande matematico grego
Diofanto de Alexandria menciona em seu livro Aritmética que “menos multiplicado com
menos é mais” (Diofanto, 2007, p.22) e a Prova de Diofanto demonstra isso de uma

forma bem interessante, utilizando a geometria como meio.

Figura 3: O diagrama geométrico com o retangulo como poligono base para a

Prova de Diofanto.

(a-b)

bic-d) c-d

lad dia-b) d

Fonte: Garbi (2010, p.124).

O diagrama geométrico acima exposto € base para a demonstracdo dessa
propriedade aritmética. A maneira como a Prova de Diofanto utiliza da geometria, com
a visualizagao do retangulo maior, nesse caso, o de lados a e c, e subdivide esse
retangulo em quatro retangulos menores, usando a aritmética através dos conceitos
de medidas, representando as letras na situacdo como se fossem valores numéricos,

para a partir disso usar do conceito de area, que € essencial nessa demonstragao, na
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medida em que a area do retangulo maior, de valor ac, nada mais é do que a soma
das areas dos quatro retangulos menores contidos no retangulo maior.

A ideia central no uso da area de um retangulo maior, formado pela composicéo
de areas de retangulos menores, aparece de forma a gerar segmentos de menor
tamanho que representam os lados desses retangulos, com medidas indicadas pela
subtracdo do lado a por segmentos menores e, respectivamente, do lado c. Isso faz
surgir o sinal negativo para calcular a area desses retangulos de menor tamanho e, a
partir da propriedade distributiva da multiplicacdo, que esta presente para o calculo da
area de trés dos quatro retangulos menores, é possivel isolar o produto entre os dois

valores negativos e assim provar a propriedade, como explicitamos abaixo:

(a-b)(c-d)+b(c-d)+d(a-b) +bd=ac (1)
(a-b)(c-d)+bc-bd+ad-bd+bd=ac (2)
(a-b)(c-d) +bc-bd+ad =ac (3)
ac-ad -bc+ (-b)(-d) + bc-bd +ad = ac (4)
ac-ad -bc+ bc+ (-b)(-d) +ad -ac=bd (5)
(-b)(-d) =bd (6)

Entendemos, no primeiro membro da igualdade, que a area de cada um dos 4
retangulos somadas resultara na area do retangulo maior, que tem valor ac, de modo
gue podemos constatar no segundo membro da linha 1 da igualdade. Em seguida, na
linha 2, trabalhamos a propriedade distributiva da multiplicagéo nos termos b (c —d) e
d (a — b), a qual, segundo Garbi (2010), Euclides ja havia conseguido provar que o
resultado dessa relacéo era bc — bd e da — db, respectivamente. Avancando na linha
3, excluimos os termos — bd e + bd por serem termos de mesmo valor absoluto, mas
com sinais opostos, 0 que resulta numa anulacao desses termos. Por conseguinte, na
linha 4, é realizada a propriedade distributiva da multiplicacdo entre os termos (a— b)
(c — d) presentes no primeiro membro. Em seguida, na linha 5, isola-se o termo — bd,
passando-o para o segundo membro como bd, e traz-se o termo ac para o0 primeiro
membro, que, com a mudanca de sinal, passa a ser — ac. Por fim, na linha 6, anulam-
se todos os termos com valores absolutos iguais, mas com sinais opostos, de forma
a ficar apenas, no primeiro membro, o produto (-b) (-d) e, no segundo membro da

igualdade, o termo bd, o que prova assim que o produto entre dois nUmeros negativos
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de fato resulta num valor positivo, destacando que b e d sdo ambos valores positivos
por representarem medidas de lados dos retangulos. Garbi (2010) atenta sobre como
todas essas regras de sinais, na Prova de Diofanto, sdo tratados em alguns livros de

matematica;

Alguns livros de Matematica dizem que a regra dos sinais € uma convencgao,
ndo um teorema. ISso precisa ser recebido com cuidado e bem entendido:
trata-se de uma convencdo que somos obrigados a estabelecer se quisermos
a propriedade distributiva do produto em relacdo a soma valha também para
nimeros negativos e essa € a esséncia da prova de Diofanto (Garbi, 2010,
p.125).

Garbi (2010), a partir dessa observacao, ressalta que, mais do que uma simples
imposicdo arbitraria, a regra dos sinais é uma base necessaria para manter a
consisténcia légica e estrutural das operacdes matematicas, especialmente no ambito
da aritmética. Essa esséncia, explorada na Prova de Diofanto, evidencia como a
matematica se organiza em torno de relacbes e propriedades que devem ser
coerentes em seus diversos ramos.

Nesse sentido, o interessante a se perceber na Prova de Diofanto é como a
representacao visual tem a capacidade de facilitar a compreenséao e aprendizagem da
relacdo dos conceitos aritméticos com a intuicdo geomeétrica, que no caso especifico,
lida com a intuicdo da conservacdo da area total, mesmo quando decomposta em
areas menores, com a geometria, a aritmética e a algebra presentes, numa relacéo
de trés ramos diferentes da matematica para provar uma propriedade aritmética.

Utilizando uma linguagem semidtica, a partir do uso de simbolos e
representagdes para transmitir uma ideia, ao decorrer do processo é possivel transitar
de uma representacdo matematica a outra, com a geometria inicialmente para
observar e perceber a relacdo, a aritmética na forma de representacdo das medidas
e, numa transformacao final, para uma representacéo algébrica, com as letras como
incognitas para exprimir uma relacdo de igualdade através de uma equacdo. De
maneira que 0 uso dessas diversas representagdes, num processo de inter-relagéo
entre o visual pela geometria e as linguagens aritmética e algébrica, demonstra como
esse tipo de relacdo pode ser eficaz na comunicacdo de ideias consideradas

complexas e abstratas na matematica.
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5.1 Diagramas pitagoricos: avisualizacdo em uma prova ocultado “Teorema

de Pitagoras”

Antes de discutirmos o tépico central deste capitulo, € importante nos
atentarmos ao que sera abordado sobre o0 “Teorema de Pitagoras”. Para isso, faremos
uma contextualizacdo desse teorema com base na histéria da matematica,

considerando a colocacédo de Roque (2012) sobre sua real origem:

O enunciado mais famoso associado ao nome de Pitdgoras € o teorema que
estabelece uma relagdo entre as medidas dos lados de um tridngulo
retangulo: “O quadrado da hipotenusa é igual a soma dos quadrados dos
catetos”. Hoje se sabe que essa relacdo era conhecida por diversos povos
mais antigos do que os gregos e pode ter sido um saber comum na época de
Pitagoras. No entanto, ndo é nosso objetivo mostrar que os pitagoéricos ndo
foram os primeiros na histéria a estabelecer tal relagdo. O objetivo é investigar
de que modo esse resultado podia intervir na matematica praticada pelos
pitagdricos, com as caracteristicas anteriormente descritas. A demonstracao
desse teorema, encontrada nos Elementos de Euclides, faz uso de resultados
gue eram desconhecidos na época da escola pitagoérica (ver Capitulo 3). Nao
se conhece nenhuma prova do teorema geomeétrico que tenha sido fornecida
por um pitagorico e parece pouco provavel que ela exista (Roque, 2012,
p.122).

A exposicdo de Roque (2012) nos mostra que, embora 0 teorema seja
amplamente associado a Pitdgoras, ou aos pitagéricos, sua origem remonta a
civiizagbes mais antigas. Isso ndo tira a relevancia dos pitagoricos, que contribuiram
para a difusdo e o aprofundamento de ideias matematicas, especialmente com uma
abordagem mais filosofica e com foco na aritmética. Nesse sentido, Roque (2012)
destaca que os pitagéricos estavam mais preocupados com as relacdes harmonicas
e os fundamentos filoséficos da matemética do que com demonstragdes formais,
como as presentes na obra de Euclides. Roque (2012) discute, com base na visdo de

outros autores, como esse teorema era tratado pelos pitagoricos:

Burkert afirma que o teorema “de Pitagoras” era um resultado mais aritmético
gue geométrico. Quando falamos de aritmética nos referimos ao estudo de
padrBes numéricos que estavam no cerne da matematica pitagorica e que
dizem respeito aos numeros figurados. Nao deve ter havido um teorema
geomeétrico sobre o tridngulo retAngulo demonstrado pelos pitagoricos, e sim
um estudo das chamadas triplas pitagoricas. O problema das triplas
pitagoricas é fornecer triplas constando de dois nimeros quadrados e um
terceiro nimero quadrado que seja a soma dos dois primeiros. Essas triplas
sdo constituidas por nimeros inteiros que podem ser associados as medidas
dos lados de um triangulo retangulo (Roque, 2012, p.122).

Com isso, percebemos que o chamado "Teorema de Pitdgoras" era tratado
pelos pitagoricos de maneira mais aritmética do que geométrica, focando no estudo

das triplas pitagéricas e nos padrbes numéricos que caracterizavam a matematica
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trabalhada por eles. Esse enfoque reforca a ideia de que os pitagoricos nao estavam
interessados em uma demonstracdo formal do teorema, mas sim em explorar as
relagbes numéricas associadas aos numeros figurados.

Para fins de simplicidade e contextualizacdo histérica, nos referiremos ao
teorema de Pitagoras como “Teorema do Triangulo Retangulo”, enfatizando seu foco
principal na relagédo entre os lados desse tipo especifico de figura geométrica.

Nessa abordagem sobre visualizacdo e a complementaridade entre aritmética
e geometria, percebemos o0 quanto a unido e ligacdo entre elementos e linguagens
diferentes pode auxiliar na compreensao de diversas relacbes matematicas, € como
nos explica Monteiro (2021, p.163), “modificar e combinar com outras ideias sao
caminhos com muitas possibilidades para a apreensdo daquilo que se pretende
compreender”. Ligando isso a educacao matemética, entendemos que néo existe uma
Gnica forma de se abordar um conteudo ou apresentar um teorema ou relacao
matematica ao estudante, as diferentes maneiras de se conectar a matematica a
contextos, situacdes e o uso de diferentes linguagens para apresenta-la € o que a
permite a matematica ser tdo versétil e flexivel em sua forma de perceber e
representar conceitos.

Os diagramas pitagoéricos sao uma dessas formas interessantes de apresentar
um dos teoremas mais conhecidos da matemética, usando da visualizacdo com
diferentes formas de representacdo, com a capacidade de enriquecer e facilitar a
compreensao em um tipo de prova que passa primeiro pela observagao e consegue
apresentar essa importante relacdo geométrica de maneira intuitiva. Monteiro (2021)

nos detalha a relevancia desses diagramas no processo de ensino-aprendizagem:

[...] Sugerimos, pois, explorar processos em diagramas pitagoricos para
promover interpretagdes da reciproca dessa igualdade. Essa preocupagéo
aqui merece destaque, pois em avaliag6es diagnosticas durante formagoes
de professores de Matematica € comum deparar com estudantes que néo
tém consisténcia conceitual nem formal para afirmar a reciprocado Teorema
de Pitagoras. Acreditamos que um dos motivos para a presencadessa lacuna
esté na abordagem tradicional, muitas vezes sem diagrama, sem triangulos
retangulos, sem atribuicdo de significados, sem a histéria dos conceitos
intrinsecos ao tema, ou seja, o0 ato de apresentar sentido sem referéncia ou
referéncia sem sentido deixa vacuo (Monteiro, 2021, p.169-170).

Essa colocacdo de Monteiro (2021) nos deixa claro que a abordagem do
conteudo sem referéncias, conexfes ou estabelecimento de significados com o que
esta sendo apresentado apenas gera um vazio ou uma lacuna no processo de

aprendizagem. O “Teorema de Pitagoras” € muitas vezes apresentado em uma
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metodologia tradicional, que foca no verbal e nas representacfes algébricas, sem
relaciona-lo ao visual ou ao diagramético, esquecendo-se, frequentemente, que o
teorema em questéo esta diretamente ligado a geometria, € que a geometria esta
intrinsicamente conectada a observacao e a visualizacao.

E dificil se abordar geometria sem associar a visualizagdo em um dos, se ndo
o principal teorema geométrico, a qual tratamos nesse item. Representé-lo apenas em
um contexto expositivo, dialogado ou escrito, como uma relacdo de medidas em “o
quadrado da hipotenusa é igual a soma dos quadrados dos catetos”, ou, “a? = b% +
c?”, é empobrecer e restringir a vastiddo de contextos, significados e representacées
gue sédo possiveis de apresentar com esse teorema.

Nessa linha, o grande matematico Euclides traz, em sua obra Os Elementos,
varias provas formais para diversos teoremas. Na proposi¢do 1-47 de seu livro,
encontramos que “nos triangulos retangulos, o quadrado sobre o lado que se estende
sob o0 angulo reto € igual aos quadrados sobre os lados que contém o angulo reto’
(Roque, 2012, p.174). Essa proposicao trata justamente do suposto teorema “de
Pitagoras”, ou Teorema do Triangulo Retangulo, com o diagrama geométrico presente
no trabalho de Euclides para demonstrar a relacdo, em que usa do contexto de areas
de quadrados dispostos adjacentes a cada um dos lados do triangulo retangulo, com
lados de medidas equivalentes a cada um dos lados do triangulo, numa relacéo de
“ver para perceber’, em que a representagdo visual auxilia na compreensdo do

teorema.
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Figura 4: O diagrama pitagorico presente na obra de Euclides na

demonstracdo do Teorema do Tridngulo Retangulo.

H
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Fonte: Euclides (2009, p.133).

Este exemplo € um dentre varios outros, de como este teorema pode ser
percebido pela visualizagdo atraves de diagramas, mostrando como a
complementaridade esta presente nesse processo, num meio de transicdo de uma
linguagem ou meio de comunicag&o para outro, que se inicia com a visualizagdo pelo
diagrama geométrico, transita pelos conceitos numéricos da aritmética para a
representacdo de medidas e chega, por fim, a linguagem algébrica como meio de
generalizacdo da aritmética. Euclides percorre todos esses processos na prova do
Teorema do Triangulo Retangulo, mesmo que nao esteja explicito todo esse percurso,
pois o foco neste topico estd em mostrar como a visualizagdo é tangente a tantos
casos diferentes em provas e demonstracdes matematicas, sendo o Teorema do
Tridangulo Retangulo um deles.

Podemos observar abaixo, com outro diagrama, diferente do utilizado por
Euclides, que também busca provar esse teorema.
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Figura 5: Adaptacado de diagrama chinés da prova do Teorema do Triangulo
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Fonte: Inacio (2012, p.2).

Esse caso, com o diagrama pitagorico visualizado acima, passa por entender,
guando observamos o0s elementos na cor cinza primeiramente, que o lado de medida
¢ do quadrado cinza é também medida da hipotenusa dos 4 triangulos retangulos
congruentes presentes no interior desse quadrado com catetos com medidas a e b. A
prova do teorema, nessa situagao, esta relacionada a compreensao de que a area do
guadrado cinza pode ser representada também como a composi¢do das areas de

todos os poligonos presentes em seu interior. Desse modo, temos:

c2=4xab/2 + (b— a)? (1)
c?2=4xab/2+ b?—2ab + a? (2)
c? =2ab + b? - 2ab+ a? (3)
¢t = b+ a? (4)
c? = a? + b? (5)

Como podemos perceber, ao procedermos para uma representacao algébrica
e usarmos o conceito de &rea para apresentar essa relacdo através de uma igualdade,
fica explicito no processo que, ao anularmos os termos com 0s valores absolutos
iguais, porém com sinais diferentes o que resta € justamente a conclusdo do Teorema
do Triangulo Retangulo, representado algebricamente pela igualdade na linha 5, com
¢ como medida da hipotenusa do triangulo retangulo e os lados a e b representando
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0s catetos desse triangulo. De maneira muito semelhante, seria feito caso
tomassemos o quadrado maior de interior branco como base, com a mudanca de que
teriamos agora um quadrado de lado a + b, sendo composto pelo quadrado cinza e
por mais triangulos retangulos, com uma divisdo maior de elementos para o calculo
das areas que compdem o quadrado maior, mas que chegaria a mesma concluséo do
caso anterior.

Todos esses procedimentos indicam a presenca de uma construcdo de um
diagrama com base em outro, em um processo de criacdo, o que nos faz pensar que,
da mesma forma que podemos partir da visualizacdo, passar pela aritmética e
entender a formaalgébrica, conhecendo e compreendendo todo o processo, podemos
também iniciar com a generalizacdo algébrica para construir a representagéo visual
transitando pela representacdo aritmeética.

De fato, existem diversas formas de construir e trabalhar com diagramas
pitagoricos, com a possibilidade de encontrar maneiras de utilizar essas ferramentas
e motivar diferentes tipos de raciocinios. Os exemplos a seguir, presentes na obra de
Otte (2012), nos indicam essas relagoes:

Figura 5.1: Diagrama pitagorico com a capacidade de instigar raciocinio

indutivo.

A

Fonte: Otte (2012, p. 34).
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Figura 5.2: Diagrama pitagorico com a capacidade de instigar raciocinio
dedutivo.

H

D L L

Fonte: Otte (2012, p. 34).

Figura 5.3: Diagrama pitagorico com a capacidade de instigar raciocinio

abdutivo.

A
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L X |

Z E vy

A%
Fonte: Otte (2012, p. 35).

As representacdes dos diagramas pitagoricos das figuras 5.1, 5.2 e 5.3 nos
mostram uma outra forma de perceber o “Teorema de Pitagoras”. No que se refere a
figura 5.1, o diagrama pitagoérico presente na obra de Otte (2012) traz uma prova que
envolve a indugdo como uma forma de teste ou verificagcdo, sendo um pouco mais

complexa que os outros diagramas pitagoéricos ja expostos no trabalho. Esse diagrama
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exige uma compreensao mais profunda do conceito de “area”, indo além de uma
simples observacéo e passando pela necessidade de entender como essas diferentes
partes, com areas delimitadas por curvas, se relacionam com o triangulo retangulo.

A distincdo com a figura 5.2 vem do fato de o diagrama exposto ser 0 mesmo
presente na obra de Euclides e, consequentemente, o0 mais conhecido dos diagramas
pitagoéricos, utilizado como base diversas vezes para explicar e provar o teorema do
Triangulo Reténgulo, ele une segmentos dos vértices do triangulo base com os
vértices dos quadrados adjacentes aos lados do triangulo retangulo, usando os
angulos como elementos-base para a prova, em tipo de diagrama que permite
perceber a relacdo geométrica presente no triangulo retangulo de formamais simples,
ou seja, um diagrama com foco no raciocinio dedutivo, fundamentado na explicagéo.

Sequencialmente, temos a figura 5.3, com um diagrama pitagorico semelhante
a um quebra-cabeca geométrico, apresentando pecas compostas por triangulos
retdngulos de diversos tamanhos. Esse diagrama é um bom exemplo de uma
categoria de diagramas que podem e devem ser explorados como quebra-cabecas,
com um tipo de prova mais manipulativa para representar a relacédo do teorema, com
combinacfes interessantes e baseadas na disposicdo dessas pecas, em uma
abordagem que fomenta justamente o raciocinio abdutivo, favorecendo a formulacéo
de hipéteses, ideias e a criatividade.

Essa diversidade de casos e situacdes, com formas de pensar diferentes
motivadas por meio de figuras, é justamente o que Monteiro (2021) destaca na
abordagem com os diagramas, mostrando como esses elementos auxiliam na busca
da complementaridade entre diferentes tipos de raciocinio, estimulando o pensar de
forma diferente, dando espaco para compreender e interpretar 0S processos
matematicos de maneiras distintas.

Nessa linha, o interessante a se perceber em todos esses casos, € cComo Nnos
explica Monteiro (2021, p.169), “os diagramas pitagoricos, quando percebidos em um
processo, mostram-se muito fluentes, ou seja, representam um caminho para a
abordagem semiética na Didatica da Matematica”. Essa passagem, colocada por
Monteiro (2021), nos traz a ideia de como os diagramas pitagoricos faciltam a
compreensdao do “Teorema de Pitagoras” e, quando bem utilizados em um
procedimento para a aprendizagem matematica, constata-se a importancia da sua

percepcao em um processo que vai além de uma simples visualizacdo, envolvendo a
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interpretacdo de diversos simbolos e conceitos matematicos aliados as relacdes
geométricas embutidas e, muitas vezes, veladas que estdo sendo representadas. E
nesse sentido, que os diagramas podem ser vistos como um caminho para a
abordagem semidtica na didatica da matematica, permitindo uma compreensao mais
profunda dos conceitos e elementos mateméticos permeados por sua utilizagao.

Nesse movimento, envolvido nessa ideia de raciocinio diagramatico e seu uso
no processo de ensino, com base na compreensdo de Peirce, Farias (2008, p.7)
coloca que esse tipo de raciocinio teria “portanto, como principais vantagens, a
possibilidade de revelar verdades ‘novas’, ndo-aparentes em uma simples listagem
das relacbes apresentadas por um problema, e a capacidade de conduzir a
conclusdes testaveis, corretas e necessérias”, ou seja, como podemos perceber nos
exemplos aqui colocados, conseguimos observar formas diferentes de se chegar a
conclusbes, com os diagramas envolvidos em uma abordagem criativa no teste de
relacbes matematicas. Esse é um dos pontos essenciais que € necessario
compreender, a fim de levar aos estudantes uma abordagem diagramatica que
favoreca a aprendizagem.

Finalizamos esse tépico no entendimento de como os diagramas pitagoricos
sdo ferramentas valiosas para uma abordagem semiética na matemaética, visando
favorecer o processo de ensino-aprendizagem quando aplicados de maneira
adequada, com esse meétodo a partir de representacdes visuais, faciltando a
compreensao de conceitos matematicos abstratos e com a capacidade de promover

uma aprendizagem mais significativa aos estudantes.
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6. DIAGRAMAS NA HISTORIA DA MATEMATICA

Os diagramas estiveram presentes na evolucao e construcao dos conceitos e
estudos matematicos ao longo de toda a histéria, desempenhando um papel
significativo e contribuindo através da visualizacdo para a compreensdo dos
processos complexos da matematica.

A presenca dos diagramas pode ser perceptivel desde o inicio dos tempos, mas
sua utilizacdo com foco em facilitar a compreensdo de conceitos matematicos vem
muito presente a partir da Grécia Antiga, através de mateméticos como Euclides,
Tales e Platdo, que usavam esses elementos como auxilio para demonstrar teoremas
e ilustrar teses. Em consequéncia, 0 uso dos diagramas passa de geracdo em
geracao, desde estudiosos do Renascimento e Idade Moderna até os tempos atuais,
como um elemento essencial nos estudos em diversas areas matematicas. Nessa
linha, a colocacdo de Barbosa (2023) exemplifica, utilizando a geometria na Grécia
Antiga, como a visualizacdo e, consequentemente, os diagramas ja eram elementos
presentes na matematica praticada pelos estudiosos gregos:

Em tempo, a geometria praticada pelos gregos era uma técnica hibrida que
relacionava a visdo ao pensamento discursivo. Basta verificar no Ménon a
presenca dos pronomes demonstrativos na passagem em questdo: “estas
linhas”, “este lado”, “linhas iguais como esta”, “cada linha dessa superficie”,
etc. (Platdo, 2009, p. 55). O texto de Platdo descreve uma atividade dinamica
em que as figuras estéo sendo desenhadas no decorrer do didlogo. A mesma
tradicdo, porém, sem a espontaneidade dialégica, encontra-se também nos
Elementos, de Euclides (2009), em que cada uma das proposicbes €
acompanhada por um diagrama (Barbosa, 2023, p.10).

Nesse sentido, apresentaremos nesse trabalho um interessante exemplo
exposto nos Didlogos de Platdo, na Grécia Antiga, com o uso dos diagramas e que
faz surgir naquela época uma grande descoberta para a historia da matematica.

Usamos da pesquisa de Barros e De Sa (2021) para contextualizar o caso:

Na época da escola de Platao, como ja foi citado, houve um tratamento mais
direto quanto ao uso dos numeros irracionais, os trabalhos de Eudoxo e
Teodoro, citados anteriormente, comprovam este fato. Em um trecho dos
Diadlogos de Platdo € descrito uma situagdo que também evidencia este
entendimento, onde Sécrates desenhou um quadrado de “dois pés” de lado,
conforme a figura a seguir, e pede a um escravo de Menon que lhe mostre
um quadrado com o dobro da &rea (Barros; De S&, 2021, p.145).

A discusséo exposta nesse caso, entre Socrates e o escravo de Menon, para
descobrir como encontrar o lado de um quadrado cuja area seja o dobro da area do

guadrado inicial, se inicia de imediato com um diagrama desenhado por Socrates para
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representar um quadrado de lado “dois pés”. O interessante, nesse caso, € que a cada
passo na resolucdo dessa questdo, os diagramas estdo presentes, com a obra de
Platdo expondo uma figura apds a outra como forma de auxilio para a visualizacdo da
situacao e o melhor entendimento do caso. O primeiro dos diagramas desenhados por

Socrates para introduzir o problema é semelhante ao exposto abaixo.

Figura 6: Diagrama para exemplificacdo de um quadrado de lado 2 pés.

A O

E

Fonte: Pommer (2012, p.19).

Como segue no trabalho de Barros e De Sa (2021), a conversa entre Socrates
e 0 escravo continua, de modo que 0 escravo toma como primeira hipétese que,
simplesmente duplicando o lado do quadrado, também se teria o0 dobro da area do
guadrado inicial, ou seja, de um quadrado de lado 2 pés passaria para um quadrado
de lado 4 pés. Entretanto, ficou perceptivel no diadlogo com Sécrates que a area do
novo quadrado, comparado ao quadrado inicial, havia quadruplicado, chegando a
conclusdo que a area havia aumentado bem mais do que foi solicitado, como fica

explicito na figura abaixo.

Figura 6.1: Diagrama exemplificando o quadrado de &rea quadruplicada resultado

da primeira hip6tese do escravo de Menon.

Fonte: Pommer (2012, p.19).
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Em sequéncia, o escravo sugeriu a Socrates que o quadrado deveria ter lado
medindo 3 pés, o que, no final, novamente ndo resolvia o problema. Nesse sentido,
Socrates, ao perceber a dificuldade do escravo, o conduz na compreensao da solugéo

do problema, com as figuras tangentes a todo esse processo.

Figura 6.2: Diagrama expondo o quadrado medindo 3 pés sugerido pelo escravo de

Menon para resolver o problema.

Fonte: Pommer (2012, p.19).

Figura 6.3: Diagrama representando a solucdo induzida por Socrates ao escravo

para o problema de encontrar o lado do quadrado de area duplicada.

Fonte: Pommer (2012, p.19).

A figura 6.3 mostra, através de um diagrama, como Sécrates usa a diagonal do
guadrado inicial, com lado medindo 2 pés, para construir o quadrado de area

duplicada, como explica Pommer (2012) na colocacéo abaixo:

A narrativa de Sécrates, presente nos Didlogos de Platdo, ilustra a cultura
tipica dos gregos classicos. Ao ser tracada a diagonal do quadrado inicial, o
triangulo ADO resultante, retangulo e isésceles, possui metade da area do
guadrado original. A construgéo proposta € composta de quatro triangulos
retangulo e isosceles, equivalentes entre si. Entdo, a area do quadrado é
equivalente ao quadruplo do triangulo ADO (Pommer, 2012, p.20).

O diagrama representado na figura 6.3 mostra que o triangulo formado pelos
vértices A, D e O € um triangulo retangulo is6sceles, que representa metade da area
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do quadrado inicial. Nessa linha, Socrates usa do fato que, se a diagonal divide o
guadrado em duas partes iguais e de areas com a mesma medida, exemplificando,
tomando como base que a area do quadrado mede um valor x, quando se divide ele
em 2 por meio de uma de suas diagonais, cada triangulo retangulo formado passara
a ter como valor de sua area x/2. Logo, se o objetivo é formar um quadrado de area
duplicada, comparado ao quadrado de origem, queremos encontrar entdo um
guadrado de area medindo 2x, temos que esse valor € 0 mesmo que quatro vezes a
area do triangulo retangulo isésceles de valor x/2, ou seja, se unirmos 4 triangulos
retdngulos desse tipo, sem sobreposicdo de um tridangulo em relacdo ao outro,
formamos um quadrado com a area duplicada em relacdo ao quadrado de origem, e
esse novo quadrado tera como lado a diagonal do primeiro quadrado.

Essa visdo intuitiva, com base nessa abordagem diagramatica, permitiu a
Socrates ndo s6 mostrar como solucionar o problema, mas também contribuir no
sentido de facilitar a compreenséao atraves das construcdes geométricas e sua relacéo
com a aritmética. As discussdes geradas nesse contexto foram primordiais, na época,
para algo que n&o se tinha uma nogé&o ou ideia de sua existéncia, especificamente os

nameros irracionais, como explicam Barros e De Sa (2021):

O didlogo apresentado mostraum dos primeiros indicios da manipulacéo dos
ndmeros irracionais pelos gregos, por meio de uma articulagdo entre a
Aritmética e a Geometria, representando, com isso, uma superacdo
superficial da tens&o que estes nlmeros causaram na época dos pitagoricos
com a descoberta da existéncia dos segmentos incomensuraveis pelos
pitagoricos (Barros; De Sa, 2021, p.146).

Barros e De S& (2021) também trazem que ndo se sabe, de fato, o que os
pitagoricos realizaram a partir disso para mostrar que a medida obtida da diagonal do
guadrado ndo era umarazao de dois inteiros, ou seja, um numero racional. Entretanto,
Lorin e Rezende (2013) explicam que, a partir dos fragmentos deixados pelos
pitagoéricos, é possivel pressupor algumas formas de como esses antigos matematicos
conseguiram demonstrar tal feito. Por nosso foco ndo ser nesse tépico, ndo iremos,
nesse sentido, adentrar detalhadamente em uma abordagem sobre as possibilidades
de como os gregos antigos conseguiram mostrar essa relacdo para provar que o lado
do quadrado era um numero irracional.

O que nos interessa, neste trabalho, € como os diagramas foram essenciais
para observar relacbes através das construcbes geométricas e como, através da
visualizacdo, de modo semelhante ao presente na obra de Platdo, desenhando cada

passo do didlogo entre Sécrates e o escravo até chegar a solucdo, € possivel
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compreender melhor a natureza das figuras geométricas e a relacdo entre suas
medidas. A figura abaixo exemplifica essa relacdo geométrica do dobro da area do
guadrado de forma sequencial e como o lado de cada quadrado tem, como medida, a

diagonal do quadrado anterior.

Figura 7: Diagrama como experimento mental para mostrar como dobrar a area de

um quadrado sequencialmente.

Fonte: Monteiro (2019, p.701).

Finalizamos este tépico concluindo que os diagramas representam elementos
importantes na historia da matematica, ndo so6 facilitando a resolucdo de problemas
complexos, como 0 aqui exposto sobre o dobro da area do quadrado, mas também
servindo como base para o surgimento de novas teorias e concepc¢oes, fazendo parte,
a partir de uma visualizagdo geométrica, do surgimento da ideia dos numeros
irracionais, conectando areas diferentes da matematica e permitindo, por meio da
observacéo, a visualizacdo de relacdes abstratas de maneira concreta, contribuindo
assim, através de seu uso, para a progressao do conhecimento matematico e sua

aplicacdo em diversas areas do saber humano.

6.1 Diagramas como problemas abertos em Matemética

Abordaremos, neste topico, exemplos de como os diagramas podem ser
aplicados em contextos ou situacfes envolvendo problemas abertos, esses,
importantes para a didatica da matematica, principalmente nos tempos atuais.

Segundo Araujo, Oliveira e Veit (2017), problemas abertos sdo aqueles sem
solucbes pré-definidas, baseados em eventos reais, que exigem julgamentos e

argumentacdao por parte dos alunos, permitindo envolver a realidade na matematica,
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como um tipo de problema que ndo apenas ajuda a encontrar respostas iguais usando
estratégias diferentes, mas também possibilita chegar em solucdes diversas a partir
de seu uso.

Nessa linha, se faz necessario compreender como o uso dos problemas
abertos podem ser um caminho interessante na produgdo de conhecimento
matematico e como os diagramas podem estar associados e presentes atraves
desses problemas. Com isso, iniciamos com a colocacao de Allevato e Vieira (2016),
gue nos explicam o quanto os problemas abertos vém ganhando cada vez mais
espaco no processo de ensino e como seu uso motiva a um trabalho mais explorativo

e investigativo por parte do aluno:

Atualmente, tem sido fortemente recomendado o trabalho com problemas
abertos, que correspondem a situacdes em que 0 aluno necessita elaborar
diversas formas de resolucdo, podendo empregar diferentes mecanismos
(Bustamante, Ribeiro & Navarro, 2015). Contrapondo-se aos chamados
problemas fechados — em que tanto a situac&o inicial, como o processo de
resolugdo, como o objetivo final (resposta) do problema € pré-determinado —
, Nos problemas abertos, o processo de resolucéo é aberto ou o final é aberto
ou a formulagao de novos problemas é aberta. Sao problemas que partem de
enunciados menos estruturados, permitem a formulagéo de diversos tipos de
guestdes e possibilitam a realizagdo de exploracdes em diferentes dire¢des.
Assim, os problemas abertos podem ser propostos como desencadeadores
de processos de investigacdo matematica pelos alunos (Allevato; Vieira,
2016, p.121-122).

A colocacdo de Allevato e Vieira (2016) expde, de maneira direta, como o
trabalho com os problemas abertos possibilita uma diversificagao e criatividade maior
na busca por respostas, como um estilo de problema que n&do delimita o estudante a
apenas uma forma de pensar e encontrar a solugdo e € justamente isso que permite
aos problemas abertos estarem associados a procedimentos investigativos e criativos
em busca de respostas. George Pdlya (1945), sendo um dos principais estudiosos
matematicos nessa area de resolucdo de problemas, afirma que a criatividade é uma
caracteristica inata dos individuos, mas os professores tém a responsabilidade de
estimular o pensamento criativo matematico dos alunos, e os problemas abertos,
nesse contexto, aparecem como um dessas formas de estimular o pensamento
criativo nos estudantes.

O ponto de presenca dos diagramas, nesse sentido, esta no fato de serem
elementos que, segundo Montaner (2017), na concepgéo e compreensao de Peirce,
séo elementos-base para o exercicio do raciocinio imaginativo. Assim, considerando
gue os docentes devem estimular a criatividade, investigacdo e exploracdo nas

atividades dos estudantes, unir os problemas abertos aos diagramas pode ser uma
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estratégia eficaz para promover o desenvolvimento do pensamento criativo e
investigativo dos alunos, ao mesmo tempo em que proporciona um ambiente de
aprendizagem mais dinamico e estimulante.

Nesse sentido, apresentaremos dois contextos diferentes de aplicacdo dos
diagramas em problemas abertos, um desses casos envolve as diferentes
representacfes para se chegar a uma mesma resposta, enquanto o outro explora
diferentes maneiras de ver o problema, chegando a respostas também distintas. Em
ambos 0s casos, 0s processos diagramaticos tangem os passos e auxiliam no melhor
entendimento de cada problema, sendo os dois casos apresentados em um problema

envolvendo a questdo de sequéncia numérica, que sera melhor detalhado a seguir.

Figura 8: Imagem explicando através de diagrama o problema a ser explorado pelos

estudantes.

Déem uma olhada nas duas primeiras posicoes da iealéncia de
belinhas abaixo:

o
e o0 () ,
1 2 [

|

O grupe achou complicado? A seguir, encontram-se algumas;

questdes para a orientagdo do estudo.

1.Continue a seqiiéncia, desenhando até a 10 posigdo.

2.0 grupo seria capaz de encontrar outras maneiras de continuar
essa seqiigncia? Quais seriam?

3.5¢ o grupo pensou em mais de um tipo de seqiiéncia, escolham a
que mais lhes agrada para encontrar um jeito de dizer por escrito
como seria a sua 100 posigao. Além disso, seriam capazes de dizer
quantas bolinhas terd a 100" posicio?

4.Vocés conseguem agora escrever uma regra que pudesse representar
o niumera de bolinhas ou a forma de uma posigio qualquer
(indefinida) da seqiiéncia? . |

Fonte: Fernandes (2004, p.235).

A tarefa exposta no trabalho de pesquisa de Fernandes (2004), baseia-se em
uma atividade em grupo feita em sala de aula com os estudantes, na qual, observando
a imagem acima, representando um diagrama de sequéncia numérica, cada grupo

identificava, a sua maneira, 0s proximos termos da sequéncia e estabelecia umaregra
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para encontrar termos muito adiante, como o 100° termo, por exemplo. Além disso, 0s
grupos redigiam a forma como pensaram para encontrar oS termos seguintes,
incluindo desenhos de diagramas que demonstravam visualmente as ideias que
tiveram para representar a sequéncia, sendo que o diagrama mais frequente, usado

pela maioria dos grupos, foi 0 seguinte:

Figura 8.1: Diagrama mais desenhado pelos grupos para representar a sequéncia

numeérica.
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Fonte: Fernandes (2004, p.236).

Nessa primeira situacéo, Fernandes (2004) percebeu que, apesar de a maioria
dos grupos utilizar o mesmo diagrama para representar essa sequéncia numérica, a
forma com que cada grupo redigiu e explicou o pensamento para a elaboracéo do
diagrama na identificacdo da sequéncia foi bem distinta. Isso ja nos traz a
compreensao do problema aberto na maneira em que, mesmo encontrando a mesma
resposta ou diagrama para a representacéo da sequéncia, 0os grupos verbalizaram o
gue entenderam e encontraram no caso de maneiras diferentes. Fernandes (2004)
ainda coloca mais alguns exemplos interessantes em seu trabalho, expostos por

outros grupos, como vemos abaixo:

Figura 8.2: Diagrama desenhado por um dos grupos para representar a sequéncia

numeérica.
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Fonte: Fernandes (2004, p.236).
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Figura 8.3: Diagrama desenhado pelos autores do trabalho de pesquisa para

demonstrar o raciocinio do grupo que desenhou o diagrama 8.2.

100
. b b
\) () (3)

Jepeiz 6 54)1d=

Fonte: Fernandes (2004, p.237).

Temos na figura 8.2, retirada do trabalho de Fernandes (2004), uma ideia bem
distinta apresentada por um dos grupos para uma representacdo numeérica da
sequéncia de diagramas, o diagrama que a figura 8.2 representa, desenhado por esse
grupo, tem através dos tridngulos dispostos com as bolinhas a quantidade de
elementos de acordo com a posi¢do da figura em si. A distincdo esta no fato de nédo
ser uma progressao aritmética, como a sequéncia elaborada pela maioria dos outros
grupos, de modo que, se observarmos bem, a cada posi¢do da sequéncia numérica,
o tridngulo desenhado apresenta nos seus trés lados uma mesma quantidade de
bolinhas. Um exemplo € o triangulo que representa o quarto termo da sequéncia, ele
apresenta quatro bolinhas nos dois lados laterais do triangulo e quatro bolinhas
também em sua base, destacando que na conexao dos lados dois a dois de cada um
dos triangulos, o que seria o vértice, vai existir uma bolinha em comum, o que faz com
gue no momento da contagem de bolinhas, por exemplo, ndo se possa simplesmente
multiplicar o termo referente a sequéncia por trés, que € o niumero de lados do
triangulo.

No tangente a contagem da sequéncia montada por esse grupo, representada
na figura 8.3 elaborada por Fernandes (2004) e pelos coautores de seu trabalho como
conjectura, tentando interpretar a regra “diminuir os numeros” proposta por esse grupo
de estudantes. Na elaboracéo desse diagrama, é possivel observar na figura 8.3 que,
a partir do terceiro termo dessa sequéncia, a contagem de bolinhas no diagrama passa

pela soma do numero que representa sua posicdo na sequéncia com seus dois
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antecessores. Como exemplo, o 3° termo tem como total de bolinhas a soma “3 + 2 +
17, formando um total de 6 bolinhas, ja o 4° termo é representado pela soma “4 + 3 +
27, totalizando 9 bolinhas, e assim por diante. Dessa forma, seria possivel identificar
guantas bolinhas haveriam no 100° termo da sequéncia, bastando somar 100 com
seus dois antecessores.

Fernandes (2004) conclui que, embora fosse um grupo de estudantes com
dificuldades na disciplina, o que de fato o surpreendeu foi que eles conseguiram,
mesmo de maneira incompleta, construir uma forma generalizada para calcular o
ndamero de bolinhas em uma posi¢do qualquer da sequéncia elaborada.

Este exemplo nos mostraum caso em que as respostas para o centésimo termo
da sequéncia e a quantidade de bolinhas por termo divergem entre 0S grupos,
demonstrando que ndo ha uma resposta definitiva na sequéncia montada através dos
diagramas. Isso evidencia a natureza do problema aberto, em que as respostas
podem ser diversas e igualmente validas, pois os diagramas e sequéncias sao
construidos de maneiras diferentes por cada grupo. E essa diversidade de
abordagens que estimula a criatividade, como visto em outro grupo que elaborou uma

sequéncia criativa, conforme observado no trabalho de Fernandes (2004).

Figura 8.4: Diagrama desenhado por um dos grupos para representar a sequéncia

numeérica solicitada.
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Fonte: Fernandes (2004, p.237).

A figura 8.4 representa uma sequéncia muito semelhante a do grupo que
desenhou a figura 8.2, e ambos os diagramas, apesar de terem uma composi¢cao

diferente nas bolinhas usadas para representar cada sequéncia, permitem perceber
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gue a quantidade de bolinhas representadas € a mesma em cada termo da sequéncia
desenhada. Fernandes (2004) explica que a diferenca entre as sequéncias elaboradas
por esses grupos esta na forma como desenharam e na representacao algébrica que
cada grupo utiliza para expressar um termo qualquer da sequéncia numérica. No caso
do grupo do diagrama 8.4, os estudantes indicam que, para descobrir 0 centésimo
termo da sequéncia, basta subtrair uma unidade referente a localizagdo do termo e,
em seguida, multiplicar por trés, ou seja, subtrair cem por um e multiplicar por trés, o
gue resultaria em 99 vezes 3, totalizando 297 bolinhas no centésimo termo da

sequéncia, com o diagrama abaixo permitindo observar essa relacéo.

Figura 8.5: Diagrama representando o calculo usado pelo grupo para contar a

guantidade de bolinhas por termo da sequéncia.

Fonte: Fernandes (2004, p.238).

Em resumo, o que a figura 8.5 nos apresenta € como a contagem foi feita e
percebida pelo grupo referido, no entanto, a maneira com que esse grupo conclui isso
€ representada por uma expressao algébrica, em que se fosse necessario calcular a
guantidade de bolinhas de um termo x da sequéncia, bastaria multiplicar x-1 por 3,
obtendo assim uma quantidade 3(x-1), que, aplicando a distributividade, resultaria em
3x-3 bolinhas. A concluséo que Fernandes (2004) nos faz perceber em seu trabalho
€ que essa expressao algébrica final, 3x-3, € a mesma que o grupo do diagrama 8.2
obtém para calcular a quantidade total de bolinhas de um termo x qualquer da
sequéncia, entretanto o que muda € a forma como esse grupo chega a essa ideia, ja
gue o grupo da figura 8.2 toma como base para calcular a quantidade total de bolinhas
a soma de um certo termo da sequéncia pelos seus dois antecessores. Desse modo,

calcular a quantidade total de bolinhas de um termo x da sequéncia seria somar x aos
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seus dois antecessores, nesse caso X-1 e x-2, 0 que também resultaria em 3x-3 como
a quantidade total de bolinhas para um certo termo x na sequéncia referida.

Para concluirmos esse capitulo, percebemos, ao observar os diferentes
diagramas e propostas apresentadas no trabalho de Fernandes (2004), que a
matematica € um campo de trabalho fértil para o professor que deseja desenvolver o
raciocinio abdutivo e estimular a criatividade em sala de aula. Os problemas abertos,
como expostos por meio das diferentes leituras de sequéncia numérica e construcao
dos respectivos diagramas, possibilitam ao estudante refletir e ir além das respostas
prontas, pois existem varias possibilidades de resposta que podem ser validadas.
Além disso a composicdo, permeada pelo uso de distintos elementos, permite a
utilizacdo de diferentes linguagens e maneiras de se expressar, com o exemplo dos
préprios diagramas.

Dessa forma, os problemas abertos, aléem de desenvolver as habilidades
matematicas, incentivam a criticidade, para que haja o “pensar e o construir’,
formulando hipéteses e buscando solugfes originais, estimulando diferentes formas
de pensar. Com isso, 0 uso dos diagramas, em conjunto com 0s problemas abertos
ndo sO enriquece o0 ensino de matematica, mas também promove uma mentalidade
investigativa e inovadora nos estudantes, preparando-os para enfrentar problemas

complexos de forma criativa e eficaz.

6.2 Area equivalente ao quadrado e perimetro indo para o infinito

Na linha que Souza (2014) trazem seu trabalho, de como a abducao pode estar
implicita em processos matematicos de maneira criativa e dinamica no incentivo para
0 surgimento de novas conjecturas e ideias, a diversidade de abordagens para
desenvolver esse tipo de raciocinio, focando na producdo de conhecimento
matematico, é de fato ampla, especialmente ao considerar a complementaridade, que
aqui ja explicamos, entre a aritmética e a geometria, com o0s diagramas
desempenhando um papel crucial nesse processo, conectando conceitos e
possibilitando a visualizacdo de relacbes matematicas.

Uma proposta que apresenta abducdo para estimular raciocinio abdutivo
utiizando diagramas com foco em enriqguecer o aprendizado em matematica é

trabalhar com figuras que possuem areas equivalentes, mas, 0s perimetros podem
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ser modificados e se apresentarem com medidas diferentes. Essa abordagem permite
explorar como os perimetros podem aumentar tendendo ao infinito, mesmo mantendo
a mesma area, com uma analise que ndo apenas fortalece a compreensao da relagao
entre aritmética e geometria, mas também estimula a criatividade e o pensamento
investigativo dos alunos na construgéo de conhecimento matemético. Monteiro (2019)
exemplifica como esse tipo de problema aberto, ao trabalhar com nog¢des e tendéncias
ao infinito, pode ser favoravel a geracédo de novas ideias e favorecer a producéo de

conhecimento.

Para Otte (1993) a criatividade requer a combinacdo de um pensamento
formal e um pensamento livre. Para Monteiro (2015), provocar movimento
entre um pensamento formal da matematica e um pensamento livre com
significado e mediado por paradoxos e metéforas do infinito, parece ter
grande potencial para produzir novos interpretantes e conceber matematica
como atividade semidtica (Monteiro, 2019, p.702).

Com base na colocacdo de Monteiro (2019), percebemos que, ao utilizar um
pensamento formal fundamentado, como no caso da andlise da area de uma figura
geomeétrica, é possivel explorar maneiras de combinar esse raciocinio estruturado a
um pensamento mais livre, promovendo o surgimento da criatividade, conforme
compreende Otte (1993). Essa abordagem busca dar significado ao pensamento
matematico, e a no¢do de infinito, quando trabalhada aliada a essa interacdo entre
diferentes formas de raciocinio, torna-se motivadora. Além de estimular a criatividade,
essa combinacao de diferentes representacdes e interpretacdes de uma mesma ideia,
gue chamamos semiose, ou seja, processo de um signo, permite uma compreensao
mais profunda e abrangente dos conceitos matematicos estudados, podendo ser
fomentada por meio da manipulacdo fisica e visual de simbolos matematicos,
especialmente os geométricos.

E nesse sentido que os diagramas surgem como elementos que auxiliam na
compreensdao mais profunda dos conceitos matematicos estudados e no
desenvolvimento de novas hipéteses e conjecturas. Conforme discutido por Montaner
(2017), em relacéo as ideias de Peirce, os diagramas fazem parte de um processo
gue influencia o raciocinio abdutivo, estimulando a criatividade e o pensamento
imaginativo.

Para exemplificar, tomemos o tangram, um quebra-cabeca popular chinés, e
suas subdivisdes, que surgem como uma interessante ferramenta para oS processos
de ensino e aprendizagem, utilizando dos diagramas de forma implicita. Por meio do

tangram, € possivel explorar o caso da area equivalente ao quadrado e o perimetro
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tendendo ao infinito, envolvendo processos de visualizagdo e manipulacdo que, como
destaca Monteiro (2019, p.701), “interpretar artefatos e modifica-los por metaforas do
infinito pode ser motivador para didatica da matematica”, o que ajuda a incorporar
esses meios como propostas voltadas para o ensino da matematica.

No caso especifico do tangram, a manipulagcdo das pecas e suas subdivisdes
permitem observar as relacdes geométricas e aritméticas implicitas, como a area e o
perimetro. Ao analisar as combinagcdes das pecas e suas modificacdes, € possivel
compreender a relagéo entre a area da figura original e seu perimetro, considerando
as variacdes a partir das mudancas na disposicéo das pecas. A utilizacdo do tangram
€ versatil e pode ser aplicada a diversos conteudos, como coloca Passos (2022, p.31),
“por ser um jogo que desperta a curiosidade, trabalha a concentracdo e a ludicidade
do aluno”, entdo como ferramenta educacional, o tangram pode proporcionar uma
abordagem pratica e visual para explorar esses conceitos matematicos, como
ilustrado na figura abaixo.

Figura 9: Tangram como diagrama geométrico e suas subdivisdes.

Fonte: Monteiro (2019, p.699).

Inicialmente, é necessario compreender que a figura que o tangram representa
€ um quadrado dividido em 7 pecas, essas pecas que variam entre cinco triangulos,
um quadrado menor e um paralelogramo, como percebemos na parte a esquerda da
figura 9. J& o procedimento realizado a direita, nha mesma figura, é uma divisdo de
cada uma das 7 pecas desse tangram em um conjunto de 7 peg¢as menores, 0 que
transforma o quadrado original do tangram, formado por um total de 7 pecas, em um

guadrado composto agora por 49 pecas. Pelo fato de a figura original ser a mesma, a
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subdivisdo das pecas originais em pecas menores ndo altera a area da figura inicial,
apenas influencia no aumento do niumero de pecas do tangram.

O interessante a se perceber esta nas figuras 9.1 e 9.2, 0 como a manipulacao
e a nova disposicdo das pecas do tangram vao formando novos desenhos, sem que
haja sobreposi¢cdo de uma peca sobre outra. A tendéncia do aumento do perimetro,
de acordo com as novas divisbes e composi¢cdes, e as possibilidades de figuras a
serem formadas € o que, de fato, leva a ideia de uma infinidade de possibilidades.
Com um processo que regido por mais e mais subdivisbes de cada peca do nosso
guebra-cabeca, pode, de acordo com a sua disposicao, possibilitar um perimetro cada
vez maior, mesmo com a area original da figura sendo conservada, o que nos faz

chegar a uma sensacao de paradoxo.

Figura 9.1: Figura com a area equivalente ao quadrado, montada a partir das
pecas do tangram, composta de uma primeira forma com as 7 pecas originais do

tangram e, na segunda forma, composta por 49 pecas originadas das subdivisdes

das pecas originais do tangram.

Fonte: https://educmatematicaufal.blogspot.com/
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Figura 9.2: Visualizagéo de figura com a area equivalente a superficie de um
guadrado, montada com 49 pecas geradas a partir das subdivisdes das peg¢as do

tangram, apresentando um perimetro maior em comparacao ao proprio tangram e a

figura 9.1.

Fonte: https://educmatematicaufal.blogspot.com/

Nos casos em questdo, a criatividade é trabalhada a partir da montagem de
desenhos com as pecas disponiveis, € possivel perceber que as figuras em evidéncia
representam o desenho, nesse caso de um dragdo, no entanto, a figura 9.1 é um
dragdo montado com as 7 pecgas originais do tangram e possuindo a mesma area da
superficie do quadrado original, enquanto a figura 9.2 representa um dragdo composto
pelas 49 pecas subdivididas das pecas originais do tangram, o que permite um maior
detalhamento do dragdo e consequentemente também um alongamento em suas
medidas. Isso possibilita, até visualmente, a percep¢do de um dragdo com o tamanho
maior do que o montado na figura 9.1 e € essa situacao que permite discussdes de
como, mesmo com a area da superficie permanecendo a mesma, a disposicdo das
novas pecgas proporciona um perimetro maior na comparagdo de uma figura com a
outra.

A quantidade de possibilidades para a disposi¢do e criacdo de novas figuras
com essas pecas € imensuravel. As oportunidades propostas pelo docente, nesse tipo
de trabalho, passam por tentar levar os estudantes a chegarem as suas conclusdes
sobre o caso, num meio de exploracdo desse fenbmeno, com o estudo sobre esse
caso de conservacdo da area da figura e acréscimo ao perimetro podendo estar
associado a diversos contextos, seja com a elaboracgéo de histdrias ou montagem para

a criacdo de outros poligonos.
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O gue interessa €, que através desses processos, que podem ser diferentes
para cada estudante, seja possivel chegar a uma compreensao geral, como discorre
Monteiro (2019), de que o perimetro pode continuar aumentando indefinidamente, se
forem usadas infinitas replicacbes e movimentos das pecas, ou seja, se houver uma
continuacdo na subdivisdo das pecas e elas forem sendo rearranjadas de maneira a
tender para o infinito, o perimetro total da figura resultante continuard aumentando
sem limites, mesmo que a area permaneca a mesma. O trabalho com o tangram e a
divisdo de suas pecas passa pela fluéncia deste tipo de diagrama/quebra-cabeca em
si, de acordo com Monteiro (2019), justamente pela infinidade de decomposicbes e
combinacdes de suas pecas.

Esse tipo de proposta € um exemplo, entre varias outras, de como essa ideia
da conservacao de area e aumento do perimetro pode ser trabalhada, destacando a
semiose de um signo, no caso, interpretacdes possiveis a partir de um quebra-cabeca
com 07 (sete) pecas como um tangram original, em conexdo com exploracdo de
processos em diagramas objetivando desenvolver raciocinio abdutivo, em que através
desses procedimentos criativos, como a montagem de figuras, proporcionam uma
abordagem didatica leve e prética aos estudantes na assimilacdo de conceitos muitas
vezes desafiadores de serem compreendidos, por seu grau de abstragcdo, no

envolvente a essa relacdo entre aritmética e geometria.
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7. CONSIDERACOES FINAIS

No tangente ao analisado e discutido neste trabalho, percebemos o quanto
abordar conceitos matematicos explorando diagramas para estimular raciocinio
abdutivo pode influenciar positivamente, num meio de ensino favorecido pela
interrogacdo e investigacdo em busca da formacdo de estudantes criticos e com
diferentes formas de pensar, com uma producdo de conhecimento matematico
dindmica e com outras perspectivas, como coloca Bicudo (2008). A incerteza presente
nesse processo € um elemento importante para instigar e incentivar a formulacao de
conjecturas e hipéteses, que, por meio da observacao e investigacdo, permitem a
construgcdo de argumentos acerca do que é estudado.

Outro ponto de interesse a esta discussao, na percepg¢do sobre o raciocinio
abdutivo e os diagramas, € como o docente precisa estar preparado para saber lidar
com a aplicacdo desses casos, identificando e elaborando situacfes didaticas para
explorar diagramas e processos em diagramas. Para isto € importante que o0s
docentes envolvidos concebam para a didatica da matemética da Educacdo Bésica
uma visao de curriculo em rede de conceitos, a serem explorados em consonancia
com a tradicional visdo linear do curriculo das estruturas matematicas e suas
operacdes, com o intuito de conseguir instigar os estudantes, de maneira a facilitar o
raciocinio abdutivo. E também necessario, por parte dos professores, preparo para
analisar e interpretar os argumentos dos estudantes, em suas diversas formas de
pensar para chegar a uma concluséo, entendendo que cada individuo tem seu tempo
de percepcdo e compreensdo. Nessa linha, sobre papel professor na producédo de

conhecimento, Bicudo (2009) explica:

Eu compreendo construcao/producéo da realidade e construcao/ produgéo
do conhecimento como faces de um mesmo movimento, de maneira que o
professor/pesquisador, com atitude assumida de sempre dar-se conta do que
faz, pergunte-se: “quais as caracteristicas do que quero conhecer e trazer
como conteudo das atividades educadoras?”; “como proceder para avancar
no conhecimento disso que me proponho a conhecer e nos modos de
proceder junto aos meus aprendizes, co-sujeitos desse processo de
pesquisar/conhecer/organizar o produzido em formas possiveis?”. Essas
perguntas ndo se sustentam se o pensamento em processo for pautado em
uma légica linear, estruturada em termos de antes e depois, de causa e de
consequéncia. Seguindo essa ldgica, haveria necessidade de conhecermos
as caracteristicas do investigado para poder investiga-lo. Acabariamos por
penetrar em um circulo vicioso, em que o “qué” implicaria, necessariamente,
0 “como” e vice-versa. Nao nos seria possivel avangar em compreensoes e
interpretagdes. Porém, essas perguntas mostram-se procedentes se
assumirmos a complexidade do “ser sendo”./.../ Essa concepgao permite que
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falemos em construcao da realidade e construcédo do conhecimento dando-
se em um movimento de ser e de conhecer (Bicudo, 2009, p.232-33).

De maneira geral, € necessario por parte do docente compreender que, para
gue esse processo funcione e seja realizado da melhor forma possivel, € preciso
entender os estudantes como sujeitos cognitivos, cada um com a capacidade de
produzir seu préprio conhecimento a partir de suas bases cognitivas, dando um pouco
mais de liberdade na construcdo de seus argumentos e hipbéteses, mesmo que
possam ser consideradas erradas. O docente, nesse caso, deve instigar o estudante
a partir do que foi elaborado, valorizando sua construgcado nos pontos interessantes e
relevantes que percebeu e destacando a forma com que o individuo chegou a solugéo
ou resposta do problema, nédo se importando apenas com a resposta final e evitando
0 uso de processos mecanizados, como geralmente presenciamos, sendo flexivel e
avancando junto com os estudantes, respeitando o processo de investigacao de cada
sujeito, de forma a auxiliar e funcionar como um orientador, valorizando 0s raciocinios
apresentados por seus estudantes.

Considerando os aspectos levantados neste trabalho, concluimos que o uso de
diagramas e o estimulo ao raciocinio abdutivo enriquecem o ensino da matematica,
favorecendo uma préatica pedagégica mais inclusiva e reflexiva, permitindo que os
estudantes desenvolvam autonomia, criatividade e senso critico, valorizando suas
construcoes individuais e coletivas. Cabe ao docente, como mediador e orientador,
criar um ambiente que incentive a curiosidade e a investigacdo por meio desses
elementos, reconhecendo que o aprendizado é um processo continuo e dinamico,
indo além da memorizacdo de formulas e respostas prontas e promovendo uma

educacdo matematica mais significativa e transformadora.
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ANEXO A —Diagrama Pitagorico |

Fonte: Nelsen (1993, p.3).



ANEXO B — Completar quadrado

X +ax = (x+a/2)?-@a/2)?

Fonte: Nelsen (1993, p.19).
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