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RESUMO 

Antecipar o comportamento dos elementos estruturais a serem projetados é uma necessidade 
inerente à Engenharia Civil. No âmbito das estruturas de fundação, essa necessidade não é 
exceção. Nesse contexto, é pertinente afirmar que os softwares de análise estrutural 
representam um avanço significativo nessa área. Sua utilização permite a obtenção de 
resultados precisos e muitas vezes complexos por meio de uma variedade de métodos de 
análise. Consequentemente, o método da Analogia de Grelha, por meio de sua aplicação 
numérica, oferece uma abordagem simplificada e eficaz para a análise de elementos de placa 
bidimensionais, tratando-os como elementos de grelha. Este estudo concentra-se na análise da 
interação solo-estrutura em fundações do tipo radier, utilizando uma abordagem baseada no 
Método da Analogia de Grelha. Isso é realizado por meio de uma adaptação do software 
LAGI, desenvolvido em Python, voltado para a análise estrutural de lajes, que agora inclui 
suporte para a análise de radiers apoiados no solo, servindo como uma base flexível para a 
estrutura. A Analogia de Grelha é empregada como uma técnica que facilita a modelagem 
para análise da interação solo-estrutura, fornecendo resultados relativamente precisos e 
permitindo uma compreensão mais aprofundada do comportamento do radier sob diferentes 
condições de carregamento e características do solo. Aplicações práticas são utilizadas para 
validar a implementação da modelagem, juntamente com a comparação de resultados obtidos 
de outros softwares de análise estrutural. Esses resultados, que incluem diagramas de esforços 
internos enfatizando momentos fletores máximos e deslocamentos com seus respectivos 
valores, destacam a eficácia da abordagem adotada e apresentam uma alternativa inovadora 
para a análise de uma área crucial dentro da Engenharia Estrutural. 

 



ABSTRACT 
 

Anticipating the behavior of structural elements to be designed is an inherent necessity in 
Civil Engineering. Within the realm of foundation structures, this need is no exception. In this 
context, it is pertinent to state that structural analysis softwares represents a significant 
advancement in this field. Its utilization enables the attainment of precise and often complex 
results through a variety of analysis methods. Consequently, the Grid Analogy method, 
through its numerical application, offers a simplified and effective approach to analyzing 
two-dimensional plate elements by treating them as grid elements. This study focuses on 
analyzing the soil-structure interaction in raft foundations, using an approach based on the 
Grid Analogy Method. This is achieved through an adaptation of the LAGI software, 
developed in Python, aimed at the structural analysis of slab floors, which now includes 
support for analyzing rafts supported on soil, serving as a flexible base for the structure. The 
Grid Analogy is employed as a technique that facilitates modeling for soil-structure 
interaction analysis, providing relatively accurate results and enabling a deeper understanding 
of raft behavior under different loading conditions and soil characteristics. Practical 
applications are utilized to validate the implementation of the modeling, along with 
comparison of results obtained from other structural analysis software. These results, which 
include internal force diagrams emphasizing maximum bending moments and displacements 
with their values, underscore the effectiveness of the adopted approach and present an 
innovative alternative for analyzing a crucial area within Structural Engineering. 
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1. INTRODUÇÃO 

1.1. Comentários iniciais 

 A Fundação João Pinheiro - FJP (2023), traz em suas mais recentes publicações 

que ainda há elevados números de carência habitacional qualitativa das famílias de baixa 

renda no Brasil. Alguns parâmetros levados em consideração no desenvolvimento deste 

estudo são, por exemplo, condições de acesso à energia elétrica, canalização de água, 

escoamento sanitário, dentre outros.  

 Neste contexto, destaca-se a importância do papel da Engenharia Civil para a 

sociedade, sendo capaz de atuar na produção de meios dignos para habitação e moradia, 

aperfeiçoando cada vez mais a Construção Civil com novas tecnologias, com qualidade e 

também custos mais acessíveis. O desenvolvimento de técnicas e processos para 

construção de edificações em alvenaria estrutural, com fundações de mais rápida 

execução e menor custo, com a garantia de melhor qualidade e durabilidade, tem 

movimentado o mercado da Construção Civil. 

 Neste contexto, afirma-se que fundações bem projetadas e executadas podem vir 

a corresponder de 3% a 10% do custo total de uma edificação, ao passo que a má 

concepção desses elementos estruturais pode acarretar em um gasto de cinco a dez vezes 

maior que a execução ideal devido à necessidade de correção (Ortega e Pedreiro, 2023). 

Vale ressaltar, ainda, que a fundação desempenha um papel importantíssimo na 

construção de toda a edificação, sendo sua execução de suma importância para o bom 

funcionamento da estrutura. 

Diante desse cenário, a Engenharia Civil desempenha um papel essencial ao 

utilizar suas tecnologias e técnicas para contribuir com a garantia do direito à moradia 

digna para a população. Nesse contexto, é notável a aplicação de fundações do tipo radier 

em programas voltados ao bem-estar social. 

 Segundo Oliveira e Júnior (2021), no Brasil, programas do Governo Federal, a 

exemplo de Companhia de Habitação Popular (COHAB), Programa de Arrendamento 

Residencial (PAR) e Minha casa, Minha Vida (MCMV), utilizam a fundação do tipo 

radier justamente devido a suas vantagens de praticidade, rapidez e eficiência, vindo a ser 

uma grande aliada à economia da Construção Civil. 
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 Segundo a NBR 6122:2019, pode-se definir o radier como uma fundação 

superficial que suporta todos os carregamentos distribuídos ou provenientes de pilares de 

uma obra. Baseando-se na NBR 6118:2023, o radier pode ser classificado como uma 

placa, isto é, uma peça estrutural que duas de suas dimensões se sobressaem em relação 

à terceira e que recebe o carregamento de forma perpendicular à sua maior superfície. 

Enquanto peça estrutural de fundação, o radier busca distribuir no solo os esforços 

provenientes das lajes, vigas e pilares da superestrutura. 

 Tal equivalência entre o radier e uma placa estrutural destaca a relevância de 

métodos numéricos para a análise de seu comportamento. O entendimento da distribuição 

de esforços e deformações exige abordagens que representem adequadamente as 

propriedades geométricas e físicas envolvidas, garantindo segurança e eficiência na 

concepção da fundação. Nesse contexto, técnicas como a Analogia de Grelha se mostram 

pertinentes por serem capazes de simplificar o modelo estrutural e continuar fornecendo 

resultados satisfatórios. 

 A Analogia de Grelha, técnica desenvolvida, apud Timoshenko (1959), por 

Marcus em 1932, vem a analisar a laje substituindo-a por uma grelha equivalente, sendo 

essa uma composição de vigas onde os carregamentos distribuídos e concentrados são 

dispostos sobre os nós ou barras. 

 Assim, pode-se afirmar que a implementação computacional, após a constatação 

de inúmeras análises comparativas entre os resultados provenientes da aplicação do 

método da Analogia de Grelha e pela teoria da elasticidade de placas, como mostrado por 

Oliveira (2022), possibilita, de maneira satisfatória, que se realize a representação das 

propriedades mecânicas de diversos tipos de lajes. Nesse contexto, o software LAGI 

(Oliveira, 2022), aparece como uma ferramenta relevante, oferecendo uma interface 

gráfica intuitiva que permite modelar configurações complexas de grelha de forma ágil e 

confiável. Esse recurso simplifica e enriquece a aplicação do método, tornando-o mais 

acessível e eficiente.   

 Dória (2007), aponta uma determinada falta na bibliografia referente ao 

dimensionamento de fundações do tipo radier propriamente dito, que persiste até a 

atualidade. Assim, ainda é comum o ato de analisar a peça estrutural tal qual uma laje 

apoiada no solo atuando de modo invertido: apoiadas nas paredes e solicitadas pelas 

reações do solo. Ainda se explicita que é possível, pela aplicação de programas que 
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utilizam do princípio do Método dos Elementos Finitos, considerar a laje correspondente 

à fundação apoiada sobre a base elástica que seria definida a partir das características do 

solo. 

 No entanto, partindo de um princípio semelhante ao do Método dos Elementos 

Finitos, é possível utilizar a Analogia de Grelha para obter resultados satisfatórios na 

análise da fundação. Pode-se considerar o radier sendo uma malha de vigas apoiada sobre 

uma base elástica com as características determinadas a partir das propriedades do solo 

em análise. 

 Contudo, como traz Hambly (1976), é de suma importância ressaltar o fato de que 

a Analogia de Grelha, apesar de seu interessante potencial de aplicação prático, não 

apresenta um resultado completamente condizente com a prática, uma vez que não é 

possível afirmar que um elemento de grelha possua o comportamento idêntico ao de uma 

placa. Ressalta-se que há, naturalmente, uma busca por aproximar os resultados obtidos 

pela Análise de Grelha, e as considerações que são levantadas com este afinco são 

importantes para a análise estrutural. Nesse sentido, Oliveira (2022) traz como 

considerações acerca da adoção do método de Analogia de Grelha: 

● Cálculo da influência das rigidezes à flexão dos pilares sobre o sistema 

horizontal analisado (segundo a NBR 6118:2023, deve haver uma 

minoração através de coeficientes em caso de não realização do cálculo 

em vigas e lajes); 

● Consideração de encontro entre vigas e pilares como “trechos rígidos”, a 

fim de reduzir o vão teórico das vigas que estão diretamente associadas, 

assim obtendo resultados mais aproximados à realidade por meio da 

Analogia de Grelha. 

1.2. Revisão de Literatura 

A interação solo-estrutura e a utilização do radier como solução de fundação têm 

sido progressivamente estudadas na literatura. Velloso e Lopes (2004) destacam a 

classificação das fundações em rasas e profundas, enfatizando que o radier se enquadra 

na categoria de fundações superficiais devido à sua capacidade de distribuir cargas de 

maneira uniforme sobre o solo. Essa distribuição é especialmente relevante em regiões de 
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solos com baixa capacidade de suporte ou onde há necessidade de controle de recalques 

diferenciais. 

Dória (2007) aponta que, apesar da crescente adoção do radier na construção civil, 

ainda existem lacunas na literatura técnica sobre seu dimensionamento, o que levou à 

necessidade de desenvolver métodos numéricos e computacionais para melhorar a 

precisão das análises estruturais. Nesse contexto, a analogia de grelha se apresenta como 

uma ferramenta viável para modelagem, pois permite uma simplificação do modelo 

estrutural sem comprometer significativamente a precisão dos resultados (Hambly, 1976). 

A hipótese de Winkler (1867), segundo Antoniazzi (2011), é um dos primeiros 

modelos matemáticos desenvolvidos para representar a interação solo-estrutura. Esse 

modelo trata o solo como um meio elástico constituído por molas independentes, cada 

uma respondendo proporcionalmente à pressão aplicada. No entanto, essa abordagem 

simplificada pode gerar imprecisões, especialmente quando se considera a interação entre 

elementos estruturais adjacentes. Alternativamente, o coeficiente de reação vertical do 

solo (ks) é frequentemente utilizado para estimar o comportamento do solo sob o radier. 

Terzaghi (1955) propõe diferentes métodos para sua determinação, incluindo ensaios de 

placa e correlações com o SPT. 

Stramandinoli (2003) reforça a importância da analogia de grelha como uma 

alternativa eficaz para a modelagem de radiers, pois permite representar a rigidez da 

estrutura e sua interação com o solo de forma simplificada. Essa metodologia tem sido 

aprimorada ao longo dos anos com a implementação de ferramentas computacionais que 

tornam as análises mais acessíveis e detalhadas (Oliveira, 2022). 

Diversos estudos indicam que o radier tem sido amplamente adotado em projetos 

de interesse social no Brasil, devido à sua eficiência e rapidez de execução (Oliveira & 

Júnior, 2021). Programas habitacionais como o Minha Casa, Minha Vida utilizam essa 

solução para garantir maior economia e segurança estrutural nas construções populares. 

Por fim, a evolução dos métodos computacionais, como o desenvolvimento do 

software LAGI (Oliveira, 2022), tem possibilitado análises mais precisas e confiáveis, 

permitindo a otimização do dimensionamento das fundações tipo radier. Esses avanços 

técnicos reforçam a importância da pesquisa contínua para o aperfeiçoamento das técnicas 

de projeto e execução dessas fundações. 
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1.3. Objetivo geral 

 Este trabalho almeja analisar a interação solo-estrutura de fundações diretas do 

tipo radier, em variados tipos de solo, por meio do emprego da metodologia de analogia 

de grelha e enriquecer a análise por meio da adaptação de um programa computacional já 

existente, o LAGI. 

1.4. Objetivos específicos 

● Adaptar o software LAGI para a aplicação em fundações do tipo radier, 

considerando-as lajes apoiadas sobre bases flexíveis; 

● Desenvolver habilidades de interpretação acerca das interações solo-

estrutura; 

● Visualizar graficamente os esforços atuantes na fundação em interação 

com o solo; 

1.5. Justificativa 

 Diante da necessidade de constante inovação e avanço inerente à Engenharia 

Civil, é notável o papel da busca por resultados de forma que venham a se aproximar ao 

máximo possível da realidade. Dessa maneira, o desenvolvimento de programas 

computacionais aplicados a considerações em projetos estruturais pode ser tido como um 

grande aliado ao progresso, tanto por uma visão econômica quanto por uma ótica 

sustentável. 

 O uso de analogia de grelha se explica, além da intenção de trazer o programa 

computacional LAGI a um nível mais específico (agora também para análise de radier), 

por meio de novas implementações, também um promissor caminho em direção à 

continuidade de pesquisas desta natureza. O uso da analogia de grelha, faz-se interessante 

considerando que Stramandinoli (2003) explicita que há uma necessidade de maior 

aprofundamento no método de cálculo e suas particularidades.  

 Neste sentido, o presente trabalho contempla diversas áreas de interesse da 

graduação do autor e uma contribuição ao setor da Construção Civil. A simultaneidade 

do início produção desse e o curso das disciplinas de Fundações 2 e Estruturas de 

Concreto Protendido, faz-se interessante por estas se encontrarem alinhadas ao estudo das 
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estruturas de fundação do tipo radier. Além disso, a motivação para a produção do 

trabalho se reafirma a partir da participação do autor em visitas técnicas a obras que 

exercem o uso de fundações do tipo radier em concreto protendido, aproximando-o da 

execução na prática do objeto de estudo. 

 Em síntese, o emprego da fundação de tipo radier, seja em concreto armado ou 

protendido, está recebendo um crescente interesse no Brasil, especialmente em obras de 

cunho social, o que traz o tema para interesse da ciência atual. No entanto, em 

contrapartida à ascensão do uso dos radiers e das vantagens que esses trazem consigo, é 

imprescindível que uma análise criteriosa seja realizada em torno do assunto, a fim de 

garantir a contemplação dos princípios da Engenharia Civil, garantindo segurança, 

economia e busca por melhoramento da vida útil das estruturas. Neste contexto, o 

desenvolvimento de programas computacionais entra de modo a apresentar um alto 

potencial de agregar positivamente. É importante buscar meios eficientes e satisfatórios 

para prever e analisar o comportamento de estruturas diante das possíveis solicitações. 
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2. FUNDAÇÕES DO TIPO RADIER 

2.1. Classificação de fundações 

 

 Tendo como base Velloso e Lopes (2004), pode-se separar as fundações em dois 

tipos, primordialmente: fundações rasas (ou diretas ou superficiais) e fundações 

profundas. 

 A norma NBR 6122:2019 define fundações profundas da seguinte maneira: 

“Elemento de fundação que transmite a carga ao terreno ou pela base (resistência de 

ponta) ou por sua superfície lateral (resistência de fuste) ou por uma combinação das duas, 

sendo sua ponta ou base apoiada em uma profundidade superior a oito vezes a sua menor 

dimensão em planta e no mínimo 3,0 m; quando não for atingido o limite de oito vezes, 

a denominação é justificada. Neste tipo de fundação incluem-se as estacas e os tubulões”. 

(ABNT, NBR 6122:2019, pp5). 

 Fundação superficial (ou rasa ou direta): “Elemento de fundação cuja base está 

assentada em profundidade inferior a duas vezes a menor dimensão da fundação, 

recebendo aí as tensões distribuídas que equilibram a carga aplicada; para esta definição 

adota-se a menor profundidade, caso esta não seja constante em todo o perímetro da 

fundação.” (ABNT, NBR 6122:2019, pp5). Alguns exemplos são mostrados na Figura 1. 

Figura 1: Fundações superficiais. 

 

Fonte: Velloso e Lopes (2004). 
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 Ainda, baseando-se na NBR 6122:2019, pode-se ter as seguintes definições para 

alguns tipos de fundação direta: 

 Sapata: “Elemento de fundação rasa, de concreto armado, dimensionado de modo 

que as tensões de tração nele resultantes sejam resistidas pelo emprego de armadura 

especialmente disposta para esse fim.” (ABNT, NBR 6122:2019, pp8) 

 Sapata corrida: “Sapata sujeita à ação de uma carga distribuída linearmente ou de 

três ou mais pilares ao longo de um mesmo alinhamento, desde que representem menos 

de 70 % das cargas da estrutura.” (ABNT, NBR 6122:2019, pp8). 

 Bloco: “Elemento de fundação rasa de concreto ou outros materiais tais como 

alvenaria ou pedras, dimensionado de modo que as tensões de tração nele resultantes 

sejam resistidas pelo material, sem necessidade de armadura.” (ABNT, NBR 6122:2019, 

pp3). 

 Sapata associada: “Sapata comum a dois pilares; a denominação se aplica também 

a sapata comum a mais do que dois pilares, quando não alinhados e desde que representem 

menos de 70 % das cargas da estrutura.” (ABNT, NBR 6122:2019, pp8). 

 Radier: “elemento de fundação rasa dotado de rigidez para receber e distribuir 

mais do que 70 % das cargas da estrutura” (ABNT, NBR 6122:2019, pp7). 

 

2.2. Definição da fundação do tipo radier 

 

 Segundo Dória (2007), pode-se dizer que o radier consiste em uma estrutura de 

fundação do tipo superficial ou rasa, que pode ser executada em concreto armado ou 

protendido, cujas cargas recebidas são todas provenientes de pilares e/ou alvenarias da 

edificação, sendo aquelas distribuídas de forma uniforme ao solo. Ainda, explicita que o 

uso do deste tipo de fundação é comumente adotado em ocorrência de solos que 

apresentam baixa capacidade de carga ou necessidade de uniformização de recalques, 

bem como em casos em que as áreas das fundações do tipo sapata estejam mais próximas 

umas das outras que o recomendado, ou ainda, quando a área destas constituir em mais 

que a metade da área de construção. 

 Velloso e Lopes (2010) definem o radier como um tipo de fundação superficial 

onde a carga a que a edificação está submetida será transferida para uma laje de concreto. 
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2.3. Classificação, materiais e recomendações construtivas para fundações do 

tipo radier 

 2.3.1. Classificação 

 Para classificar as fundações do tipo radier pode-se levar em conta os seguintes 

parâmetros: 

● Quanto à geometria; 

● Quanto à rigidez à flexão; e 

● Quanto à tecnologia. 

 

2.3.1.1. Classificação quanto à geometria 

 

 De acordo com a geometria, os radiers podem ser classificados em lisos, com 

pedestais/cogumelos, nervurados ou caixão (em ordem crescente de rigidez): 

● Radier liso - apresenta como vantagem a facilidade de execução. Aponta-

se que a fundação desse tipo é a mais utilizada nas edificações de até 

quatro pavimentos, características do Programa de Arrendamento 

Residencial na cidade de Alagoas (Figura 2); 

 

Figura 2: Radier Liso. 

 

Fonte: Autor (2024). 

 

● Radier com pedestais ou cogumelos (Figura 3) - é semelhante ao radier 

liso, porém, há na superfície sob os pilares, um aumento na espessura a 

fim de aumentar a característica de resistência à flexão e ao esforço 

cortante (efeito de punção na placa). Há a possibilidade de ter os pedestais 



20 

 

em posição superior ou inferior em relação à laje do radier. Os pedestais 

inferiores podem ser executados na escavação, de modo a deixar a 

superfície do plano lisa. 

 

 Figura 3: Radier com pedestais/cogumelos.

 

Fonte: Autor (2024). 

 

● Radier nervurado (Figura 4) - Há a execução de nervuras principais e 

secundárias, superiores ou inferiores, ambos os tipos sendo postos sob os 

pilares. As nervuras inferiores são executadas sobre a escavação. Já no 

caso de nervuras superiores, faz-se necessária a aplicação de agregados 

com o objetivo de deixar a superfície do piso plana. 

 

Figura 4: Radier nervurado. 

 

Fonte: Autor (2024). 

 

● Radier em caixão - São radiers em que os pilares não são postos 

simplesmente sobre uma laje (Figura 5), mas sobre estruturas do tipo 

caixão. São utilizadas quando existe a necessidade de uma elevada rigidez. 

Sua execução pode ocorrer com variados pisos. 
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Figura 5: Radier em caixão. 

 

Fonte: Autor (2024). 

 

2.3.1.2. Classificação quanto à rigidez à flexão 

 

 A rigidez à compressão permite que os radiers sejam classificados em rígidos ou 

elásticos. Radiers rígidos apresentam grande rigidez à flexão, sendo assim, tratado como 

um corpo rígido; ao passo que os radiers elásticos com menor rigidez e os deslocamentos 

relativos da laje não são desprezíveis. 

 

2.3.1.3. Classificação quanto à tecnologia 

 

A classificação quanto à tecnologia abrange dois tipos de radier: em concreto 

armado e em concreto protendido. 

● Radier em concreto armado - O radier em concreto armado tem sua 

espessura determinada, dentre outros aspectos, pela resistência do 

concreto à compressão. Geralmente, nota-se que esse tipo de material leva 

a lajes de maior espessura, uma vez que é necessário uma maior 

quantidade de concreto (maior “braço de momento”) para a resistência aos 

esforços solicitantes na peça estrutural; 

● Radier em concreto protendido - O radier em concreto protendido deve ter 

sua determinação de espessura na fase inicial de cálculo. Cauduru (2000) 

pontua que é desejável que a altura de um elemento em concreto 



22 

 

protendido esteja compreendida na ordem de 70% da altura do mesmo 

elemento se em concreto armado. 

 O concreto utilizado para a produção do radier deve ser escolhido a partir da 

durabilidade, resistência e fatores econômicos. A NBR 6118:2023 apresenta o Quadro 1 

com características do concreto, abordando os tipos e os diversos níveis de agressividade 

do ambiente. 

 

Quadro 1: Correspondência entre a classe de agressividade e a qualidade do concreto. 

 

Fonte: NBR 6118:2023. 
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3. INTERAÇÃO SOLO-ESTRUTURA 

A interação solo-estrutura, cujos estudos foram iniciados por Meyerhof em 1953 

e Chamecki, em 1954, é realizada com o afinco de analisar os deslocamentos e os esforços 

internos solicitantes da estrutura em contato com o solo. Este trabalho pode ser feito com 

base nas pressões de contato do solo com a estrutura e na determinação de parâmetros a 

partir de ensaios. Na Figura 6, explicita-se o sistema de superestrutura apoiada na 

infraestrutura, compreendida por elementos de fundação apoiados no maciço do solo. 

Nesta seção será analisado o sistema de interação do solo com a estrutura bem como 

alguns métodos para obter valores representativos para as propriedades do solo. 

 

Figura 6: Sistema de interação solo-estrutura. 

 

Fonte: Adaptado de Antoniazzi (2011). 
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3.1. Sistema Estrutural 

 Como supracitado, é comum que se divida a estrutura em superestrutura e 

infraestrutura, assim, o presente tópico há de discorrer sobre cada parte bem como o solo 

em si. 

 3.1.1. Solo 

 

 O solo desempenha um papel essencial para a Engenharia Civil, porquanto está 

diretamente relacionado à segurança e ao sucesso de projetos de construção. Destarte, a 

compreensão de suas propriedades é crucial para a adoção de fundações, sistemas de 

drenagem, estabilidade de taludes, minimização do impacto ambiental, dentre outras 

aplicações. 

Pinto (2021) traz, sob o olhar da Engenharia Civil, o solo como a base da 

sustentação das obras. E dada sua importância enquanto sustentação, pontua-se a 

complexidade e a variabilidade do material, tornando-o de certa forma um elemento 

relativamente desconhecido. Tal fato ressalta a importância da adoção de elevados valores 

relativos aos fatores de segurança durante os cálculos de fundações. 

  A norma NBR 6122:2019 traz como fator de segurança global (FSg) para 

fundações rasas, por meio de métodos analíticos, um valor de 3,0. Já para fundações 

profundas, adota-se um fator 2,0. 

 

 3.1.2. Superestrutura e Infraestrutura 

  

A superestrutura é a parte que, em termos simplificados, encontra-se acima do 

solo. O cálculo envolvido em sua análise considera ações permanentes, variáveis e 

excepcionais, bem como a interação solo-estrutura. 

 A infraestrutura compreende na porção estrutural disposta no solo, tendo contato 

direto com o maciço que virá a suportar o carregamento proveniente da superestrutura. 

Seu cálculo deve contemplar as combinações de estados limites últimos e de serviço 

derivados da superestrutura bem como as ações resultantes do maciço do solo. 

Velloso e Lopes (2012) trazem que é apropriado representar o efeito do solo na 

estrutura por meio de vínculos elásticos (as molas), com base na teoria de Winkler. 
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3.2. A hipótese de Winkler 

 

O método proposto por Winkler, capaz de proporcionar uma resposta 

razoavelmente rápida e satisfatória à análise do comportamento de fundações elásticas no 

solo, é um dos mais antigos e populares para a análise da interação solo-estrutura. 

Conforme destacado nos estudos de Junior (2016), Winkler (1867) propôs o 

tratamento do solo como um meio elástico, com o objetivo de calcular as tensões nos 

dormentes de vias férreas. Essa abordagem, com o tempo, foi expandida, possibilitando 

sua aplicação também em pavimentos de concreto. 

A hipótese de Winkler traz o solo como um conjunto de molas independentes 

entre si de resposta linear. No modelo proposto o coeficiente de reação vertical tem o 

mesmo valor para todos os pontos onde há contato de base, considerando-se apenas as 

deformações que ocorrem exatamente na região da fundação, como exposto na Figura 7. 

 

Figura 7: Representação do modelo proposto por Winkler. 

 

Fonte: Antoniazzi (2011). 

 

No entanto é importante ressaltar que o fato de desconsiderar as molas adjacentes 

às imediatamente em contato com a fundação é uma simplificação que naturalmente 

acarreta em erros, como ressaltado por Dória (2007). Além disso, é interessante destacar 

que a não homogeneidade do solo implica também em uma determinada imprecisão nas 

respostas e resultados. Além disso, a heterogeneidade do material pode implicar em 

dificuldades para a determinação do coeficiente de reação vertical do solo.  
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 3.3. Coeficiente de reação vertical do solo (ks) 

  

Terzaghi (1955) traz que a determinação da reação vertical do solo implica na 

pressão por unidade de área da superfície de contato da estrutura com o solo em que ela 

se apoia, transferindo os carregamentos a ela impostos. Dessa maneira, o coeficiente de 

reação do solo, denotado por ks, é correspondente à razão entre esta pressão em um 

determinado ponto e o recalque resultante de tal ação. Assim, é possível encontrar: 

 

𝑘𝑠 =
𝑝

𝑦
,                                                           (1) 

em que:  

ks corresponde ao coeficiente de reação do solo; 

p corresponde à pressão no ponto; e 

y corresponde ao recalque no ponto. 

 

 É delicado determinar o valor de ks para uma fundação dado que a determinação 

do coeficiente depende de muitos fatores. Souza (2017) traz em seu estudo, que devido à 

existência de variados modelos propostos para a determinação do ks, é perceptível que 

nas variadas abordagens há a influência de fatores efetivos, tais quais a geometria da 

fundação, considerações simplificadas, elasticidade do solo, rigidez da fundação, 

homogeneidade do solo, entre outros. Contudo, ressalta-se que é possível obter o valor 

referente ao coeficiente de reação vertical do solo de maneira simples e direta, por meio 

de ensaios de campo, correlações, aproximações propostas por pesquisadores e normas 

internacionais. 

 Na prática, é possível obter a determinação do coeficiente de reação do solo a 

partir da realização do ensaio de placa, que obedece à NBR 6489:2020, referente à prova 

de carga estática em fundação direta. Podem ser realizadas algumas correlações com SPT, 

tensões admissíveis, ensaio de CBR, valores propostos por normativas, resistência à 

compressão não confinada e métodos propostos por variados pesquisadores. Nas 

seguintes seções do presente capítulo, analisar-se-á alguns dos métodos que são 

usualmente utilizados para a determinação do coeficiente de reação vertical. 
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 3.3.1. Determinação do ks a partir do ensaio de placa 

 

 É possível que se obtenha o valor do coeficiente de reação vertical a partir da 

realização do ensaio de placa, que foi presenciado pelo autor durante visitas técnicas 

durante o desenvolvimento deste trabalho. A NBR 6484:2020 padroniza a realização do 

ensaio de placa de modo que sua execução possibilita obter o traçado da curva qualitativa 

de pressão por deformação no solo. No entanto, o ensaio apresenta a limitação de 

necessitar que sejam utilizadas placas de pequena dimensão, dado que há determinada 

dificuldade em mensurar deformações devido à flexibilidade do solo, e em maiores 

proporções, esta dificuldade tende a aumentar.  

 Para atenuar este problema, adota-se a estratégia de empilhar placas de menor 

dimensão de maneira concêntrica a placas maiores, fornecendo mais rigidez ao sistema. 

A Figura 8 representa a disposição das placas. 

 

Figura 8: Representação do modelo proposto por Winkler. 

 

Fonte: Adaptado de Bowles, 1996. 

 

O diagrama é derivado da pressão 𝑝 exercida e da deformação média. Na Figura 

9, é apresentada a ilustração do ks empregado pelo autor, no qual o ks é considerado 

constante até alcançar a deflexão máxima Xmax. 
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Figura 9: Representação gráfica da curva do ks. 

 

Fonte: Adaptado de Bowles, 1996. 

 

Abaixo desse ponto, a pressão do solo permanece constante, conforme definido 

pela equação (2).  

𝑞𝑐𝑜𝑛𝑠 = ks(𝑋𝑚𝑎𝑥).                                                 (2)  

 

 Terzaghi (1955) diz que é possível obter, para vigas longas e sapatas corridas 

apoiadas sobre o solo, os valores do coeficiente de reação vertical por meio de expressões. 

Contudo, Terzaghi traz, ainda, uma tabela para uso em caso de impossibilidade de 

realização do ensaio de placa a partir da realização de um ensaio realizado utilizando uma 

placa quadrada com 30 cm de lado. Os valores são representados no Quadro 2. 

 

Quadro 2: Valores de ks [kN/m³], de acordo com Terzaghi (1955). 

 

Fonte: adaptado de Terzaghi (1955). 

 

 Dados os valores expostos, faz-se necessário o ajuste destes por meio das 

equações a seguir. 

 Para solos argilosos: 
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𝑘𝑠 = 𝑘𝑠𝑖
𝐵1

𝐵
 ,                                                  (3) 

 para solos arenosos: 

𝑘𝑠 = 𝑘𝑠𝑖(
𝐵+𝐵1

2𝐵
)2,                                             (4) 

para solos arenosos: 

𝑘𝑠 = 𝑘𝑠𝑖
𝑚+0,5⬚

1,5𝑚
,                                               (5) 

em que: 

ks corresponde ao coeficiente de reação vertical da fundação; 

ksi corresponde ao coeficiente de reação vertical obtido através do ensaio de 

placa com dimensões de 30cm x 30cm; 

B corresponde à menor dimensão da fundação; 

B1 corresponde à dimensão da placa usada para o ensaio (geralmente 

correspondente a 30 cm); 

m é a razão de L por B (m=L/B). 

 

 3.3.2. Determinação do ks a partir de correlações com propriedades elásticas 

do maciço do solo 

 

 Também é possível que se determine o coeficiente de reação vertical a partir da 

correlação deste com as propriedades elásticas do maciço do solo. Mas, para isso, tendo 

como base Souza e Reis (2008), é necessário que sejam levados em conta vários fatores, 

a exemplo da profundidade do assentamento, as dimensões do elemento de fundação e o 

recalque imediato médio do solo sob a fundação. 

 Scarlat (1993) traz que por meio da análise elástica de variados solos, notou-se 

que os valores de ks que se mostram entre 20000 e 30000 kN/m³ correspondem a módulos 

de elasticidade (Es)  entre 40000 e 60000 kN/m² já valores de ks compreendidos entre 

80000 a 100000 kN/m³ estão relacionados a valores de Es aproximadamente 

correspondentes a 200000 kN/m². Assim, constata-se que não é trivialmente conclusiva a 

definição da correlação entre ks e Es, dada a diferença entre as respostas dos modelos em 

função das propriedades do terreno e das características de rigidez da fundação.  

 Assim, o coeficiente ks pode ser determinado a partir da expressão (6).  

 

𝑘𝑠 =
1

𝐵′𝐸𝑆′𝑚𝐼𝑆𝐼𝐹
,                                                    (6) 

 

 

na qual  
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𝐸𝑠′ =
1−𝜇²

𝐸𝑆
,                                                       (7) 

 

e  

m correspondendo ao número de placas adjacentes; e 

𝜇 correspondendo ao coeficiente de Poisson. 

 

Bowles (1996) traz, como registrado no Quadro 3, valores para serem usados para 

a comparação a respeito do ks a partir da consideração de vários materiais componentes 

do solo. 

Quadro 3: Coeficiente de Reação Vertical. 

 
Fonte: adaptado de Bowles (1996). 

 

3.3.3. Determinação do ks a partir de correlações com o Standard Penetration 

Test (SPT) 

 

 A sondagem a percussão com SPT é um importante método de investigação do 

solo, principalmente em projetos de fundações. No Brasil, o teste segue à norma NBR 

6484:2020, que define o Standard Penetration Test como “ensaio para determinação do 

índice de resistência à penetração N”, e N, por sua vez como “índice de resistência à 

penetração determinado pelo número de golpes correspondente à cravação de 30 cm do 

amostrador-padrão, após a cravação inicial de 15 cm, utilizando-se martelo de 65 kg de 

massa”. 
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 No estudo de Souza (2017), explicita-se que é possível obter uma determinação 

do valor referente ao coeficiente ks a partir de métodos indiretos, utilizando-se de 

estimativas iniciais. 

 Por exemplo, cita-se o trabalho dos pesquisadores Moayed e Naeini (2006) que 

apresentaram dados de modo a correlacionar o coeficiente de reação vertical do solo com 

o SPT a partir da análise de solos granulares. Além disso, os pesquisadores ainda 

realizaram um ensaio de placa de 30 cm, encontrando também um valor para ks, a efeito 

de comparação. 

 A partir do que foi abordado até aqui, tem-se a relação entre o SPT e coeficiente 

de reação exibida tal qual na Figura 10 e pela Expressão (8). 

 

Figura 10: Correlação entre o coeficiente de reação vertical ks e o SPT. 

 
Fonte: Moayed e Naeini (2006). 

 

 

𝑘𝑠 = 3.143 ⋅ (𝑁1)60
0,489

,                                            (8) 

 

em que: 

 (N1)60 corresponde ao valor de SPT levando em conta uma energia de 60%; e 

 ks corresponde ao coeficiente de reação vertical do solo em kgf/cm³. 

 

Souza (2017) segue citando a normativa IS:2950 (1981) por esta apresentar uma 

correlação entre algumas características do solo, e dentre elas, o SPT e o ks, levando em 

conta os solos não coesivos. Neste ínterim, ressalta-se que os valores que a referida norma 

traz também equivalem para uma placa quadrada de 30 cm de lado, bem como, que a 

normativa traz valores tanto para o solo no estado seco, úmido ou na condição saturada. 

O Quadro 4 reproduz os valores que a normativa apresenta.  
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Quadro 4: Valores de ks para solos não coesivos. 

 
Fonte: adaptado de IS:2950 (1981). 

 

Leoni (2016) demonstra equações e gráficos que estabelecem a relação entre o 

Índice de Resistência SPT e o coeficiente de reação vertical do solo para areias, em 

diferentes condições de umidade, incluindo seca, úmida e saturada. As Equações 9 e 10 

estão descritas a seguir, juntamente com a Figura 11, que ilustra os valores de forma 

gráfica. 

 

Figura 11: Correlação entre o SPT e ks. 

 
Fonte: Adaptado de Leoni (2016). 

 

𝑘𝑠 = (𝑁 ⋅ 0,04)4,3 + (𝑁 ⋅ 0,25),                                (9) 

em que: 

 N corresponde ao valor de SPT; e 

 ks corresponde ao coeficiente de reação vertical do solo em kgf/cm³ em sua 

condição seca e úmida. 

 

 

 

𝑘𝑠 = (𝑁 ⋅ 0,04)4,3 + (𝑁 ⋅ 0,12),                              (10) 
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em que: 

 ks corresponde ao coeficiente de reação vertical do solo em kgf/cm³ em sua 

condição saturada. 

  

De Mello (1971) também estudou a correlação entre o SPT e o parâmetro ks. Em 

seu estudo, indicou uma faixa que situa valores encontrados na literatura provenientes de 

trabalhos prévios. A Figura 12 exibe o gráfico com essa correlação. 

 

Figura 12: Correlação entre o SPT e ks. 

 
Fonte: Adaptado de Velloso e Lopes (2011). 

 

 Scott (1981) propôs uma equação empírica para determinar o coeficiente de 

reação vertical do solo (𝑘) com base nos valores de SPT para solos arenosos. A Equação 

11 destaca essa proposta. 

𝑘𝑠 = 1,8 ⋅ 𝑁,                                             (10) 

na qual: 

 N corresponde ao valor de SPT; 

 ks corresponde ao coeficiente de ração vertical do solo em MN/m³. 

 

 Naeini et. al. (2014) traz, também, em seu estudo, a relação entre SPT e o 

coeficiente de reação vertical, mas com uma maior exploração em relação a solos 

argilosos de baixa plasticidade, tendo como objeto de estudo o solo no sul de Qazvin, no 

Irã. Assim, Naeini et.al. (2014) apresenta a correlação a partir da Equação 11. 

 

𝑘𝑠 = 0,96 ⋅ (𝑁1)60,                                             (11) 
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na qual: 

 (N1)60 corresponde ao valor de SPT levando em conta uma energia de 60%; 

 ks corresponde ao coeficiente de reação vertical do solo em MN/m³. 

 

 Naeini et. al. (2014) utilizou a equação de Vesic (1961), referenciando diversos 

pesquisadores, com o objetivo de estabelecer correlações entre o SPT e o coeficiente de 

reação vertical do solo (𝑘). Os valores propostos estão listados no Quadro 5, considerando 

que o SPT se refere ao 𝑁70. Além disso, é importante ressaltar que os valores também 

podem ser assumidos para uma placa com lado de 30 cm. 

 

Quadro 5: Valores do coeficiente de reação vertical do solo correlacionados com o SPT – N70. 

 
Fonte: adaptado de Naeini et al. (2014). 

 

 Se for preciso converter os resultados baseados em N60, ou seja, utilizar 60% da 

energia nominal, é possível empregar a Equação 12 para realizar essa conversão. 

 

𝑘𝑠 =
(𝑁1)70

6/7
,                                                  (12) 

em que: 

 (N1)60 corresponde ao valor de SPT levando em conta uma energia de 60%; 

 (N1)70 corresponde ao valor de SPT levando em conta uma energia de 70%. 

 

3.3.4. Determinação do ks a partir de correlações com a tensão admissível do 

solo 

A análise da tensão admissível de um solo, conforme estabelecido pela norma 

NBR 6122:2019, pode ser definida como a máxima tensão que a fundação suporta 

enquanto ainda atende aos requisitos dos estados limites últimos e de serviço, levando em 

conta os devidos fatores de segurança. 

 À luz dessas considerações, realça-se que também é possível estabelecer 

correlações entre os valores de tensão admissível do solo com o coeficiente de reação 
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vertical. Alguns autores trazem valores tabelados para relacionar as duas grandezas, a 

exemplo de Morrison (1993), como pode ser observado no Quadro 06. 

 

Quadro 6: Valores do coeficiente de reação vertical do solo correlacionados com o método das 

tensões admissíveis. 

Tensão admissível (kgf/cm²) 
Coeficiente de Reação Vertical do 

Solo ( kgf/cm³) 

0,25 0,65 

0,50 1,30 

0,70 1,66 

1,00 2,20 

1,50 3,10 

2,00 4,00 

2,50 5,00 

3,00 6,00 

3,50 7,00 

4,00 8,00 

Fonte: adaptado de Morrison (1993).

 Já Bowles (1996) traz a correlação entre as duas grandezas na forma de expressão 

matemática, como mostrado na Equação 13. 

 

𝑘𝑠 = 40 ⋅ (𝑆𝐹) ⋅ (𝑞𝑎),                                          (13) 

em que: 

 (SF) corresponde ao coeficiente de segurança; 

(qa) corresponde à tensão admissível do solo; 

 ks corresponde ao coeficiente de reação vertical em KN/m³. 

 

3.3.5. Determinação do ks a partir de valores propostos por normativas 

 

A norma TM 5-809-1:987 ressalta a relevância das condições do solo e sua relação 

com parâmetros como tensão admissível, uniformidade, umidade e risco de 

congelamento, destacando como esses elementos podem influenciar de maneira 

significativa suas características. Nesse contexto, a normativa apresenta valores 
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específicos para o coeficiente de reação vertical do solo, variando de acordo com o teor 

de umidade. Esses valores são detalhadamente fornecidos no Quadro 7. 

 

Quadro 7: Valores do coeficiente de reação vertical do solo. 

 

Fonte: adaptado de TMS - 809-1 (1987). 

 

3.3.6. Determinação do ks a partir de correlações com métodos de variados 

pesquisadores 

 

 Ao longo dos anos, o estudo do solo se depara com o contexto da complexidade 

do comportamento do material. Souza (2017) reitera em seu estudo, que a determinação 

do coeficiente de reação vertical do solo é de certa maneira afetada por tal dificuldade em 

analisar o solo. Assim, compilam-se alguns estudos, trazidos por pesquisadores, relativos 

à determinação do coeficiente de reação vertical do solo. 

 Biot (1937) considera, para a determinação de ks, a adoção de uma viga infinita 

disposta num solo elástico contínuo de três dimensões submetida a uma carga 

concentrada. Sua proposta empírica está expressa na Equação 14. 

 

𝑘𝑠 = 1,23 ⋅ [
1

𝑐⋅(1−𝜐2)
⋅

𝐸𝑠⋅𝑏
4

𝐸𝑏⋅𝐼
]0,11 ⋅

𝐸𝑠

𝑐⋅(1−𝜐2)
,                         (14) 

 

em que: 

 Es corresponde ao módulo de elasticidade do solo em lbs/in²; 

 b corresponde à metade da largura da viga em in; 

 Eb corresponde ao módulo de elasticidade da viga em lbs/in²; 
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 I corresponde ao momento de inércia da viga em in4; 

 c corresponde ao comprimento da viga em in; 

 𝜐 corresponde ao coeficiente de Poisson do solo. 

  

 Terzaghi (1955) propõe duas equações, levando em conta solos coesivos e não 

coesivos a partir de valores de referência, chamados de ks1, que é o valor base para o 

coeficiente de reação vertical do solo para uma área quadrada com largura de 1 ft. Os 

Quadros 8 e 9 trazem os valores de referência para areias e argilas respectivamente. 

 

Quadro 8: Valores do coeficiente de reação vertical do solo de referência para areias em tf/ft³. 

 

Fonte: adaptado de Terzaghi (1955). 

 

Quadro 9: Valores do coeficiente de reação vertical do solo de referência para argilas em tf/ft³. 

 

Fonte: adaptado de Terzaghi (1955). 

 

 A partir dos valores de ks1, Terzaghi (1955) traz as Expressões 15 e 16 para 

possibilitar a determinação do coeficiente de reação vertical para argilas e areias, 

respectivamente. 

 

𝑘𝑠 = 𝑘𝑠1 ⋅
𝐵1

𝐵
,                                                     (15) 

 

𝑘𝑠 = 𝑘𝑠1 ⋅ (
𝐵+𝐵1

2𝐵
)2,                                                (16) 

nas quais: 

 ks corresponde ao coeficiente de reação vertical do solo em tf/ft³; 

 B1 corresponde à largura da placa de referência (1 ft); 

 ks1 corresponde ao coeficiente de reação vertical do solo de referência em tf/ft³; 

 B corresponde à largura da fundação real em ft. 
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 Contudo, é importante ressaltar que Terzaghi (1955) reforça que as Equações 15 

e 16 são aplicáveis para pressões de contato menores que 50% da tensão última do solo. 

Em caso de fundações retangulares em argila rija, propôs-se a Equação 17. 

 

𝑘𝑠 = 𝑘𝑠1 ⋅ (
𝑙+0,5

1,5⋅𝑙
),                                            (17) 

 

na qual: 

 ks corresponde ao coeficiente de reação vertical do solo em tf/ft³; 

 ks1 corresponde ao coeficiente de reação vertical do solo de referência em tf/ft³; 

 l corresponde à relação entre comprimento e largura da área da fundação (B/L, 

com B e L em ft). 

  

 Por fim, Terzaghi (1955) ainda pontua que para fundações de grandes dimensões 

em argila rija, sugere-se a Equação 18. 

 

𝑘𝑠 = 𝑘𝑠1 ⋅
1

1,5⋅𝐵
,                                            (18) 

em que: 

 ks corresponde ao coeficiente de reação vertical do solo em tf/ft³; 

 ks1 corresponde ao coeficiente de reação vertical do solo de referência em tf/ft³; 

 B corresponde à largura da fundação real em ft. 

 

 Há diversos estudos para a determinação do ks, dentre eles, cita-se o método de 

Rausch e Cestelli, segundo Moraes (1981), adotado no software TQS(2011), que leva em 

conta a área da fundação. É possível observar o método através da Equação 19. 

 

𝑘𝑠 =
𝐸0

𝑓⋅√𝐹
,                                            (19) 

em que: 

 ks corresponde ao coeficiente de reação vertical do solo em tf/m³; 

E0 corresponde ao Módulo Edométrico do solo em tf/m² 

 f corresponde ao Coeficiente Adimensional que depende da área da fundação, de 

valor admitido constante igual a 0,4; 

 F corresponde à área da fundação em m². 

 

 3.4. Pressões de contato 
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 Neste item serão analisados os meios de análise da interação do solo com a 

estrutura a partir das pressões de contato, e com base em alguns ensaios explicitados nos 

estudos de Silva (2019). 

 Gerscovich (2008) define pressões de contato como pressões normais que são 

transmitidas à superfície do solo, porém, não correspondendo necessariamente às tensões 

verticais que a fundação instaura. O estudo das pressões de contato é relevante pois 

possibilita a análise de deslocamentos, ainda que de maneira indireta.  

É sabido que diversos fatores podem influenciar o comportamento das pressões 

de contato da estrutura com o solo. Dois fatores de suma importância para a análise das 

pressões de contato são as características da carga aplicada na estrutura e a rigidez relativa 

entre o radier e o solo. 

Pode-se notar uma relação proporcional entre o aumento de carga e a pressão de 

contato na parede central da estrutura, ao passo que as pressões de contato na borda 

tendem a se manter constantes. 

A rigidez relativa apresenta uma relação também diretamente proporcional entre 

a flexibilidade e o efeito do carregamento sobre a estrutura. Meyerhof (1953) traz a 

rigidez relativa sendo calculada pela Equação (20) 

 

𝑅𝑟 =
𝐸𝑐.𝐼

𝐸.𝐵3,                                                          (20) 

em que:  

Rr corresponde à rigidez relativa; 

Ec corresponde ao Módulo de Young do material da laje; 

I corresponde ao momento de inércia da seção transversal da placa; 

E corresponde ao Módulo de Young do solo. 

 

Já Schultze (1966) traz uma outra forma de determinação da rigidez relativa 

(Equação 21): 

𝑅𝑟 =
𝐸𝑐.

𝑡3

12

𝐸.𝐿3 ,                                                          (21) 

na qual:  

t corresponde à espessura da laje; 

L corresponde ao comprimento da placa. 
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4. MODELOS DE CÁLCULO 

Para a análise das solicitações no radier há alguns métodos que podem ser 

utilizados, embora neste trabalho adota-se a Analogia de Grelha. Ribeiro (2010) lista os 

seguintes métodos: 

● Método da viga sobre base elástica; 

● Método do American Concrete Institute (ACI); 

● Método das Diferenças Finitas (MDF); 

● Método dos Elementos Finitos (MEF); 

● Método da Analogia de Grelha. 

 

 Neste item, os métodos de vigas sobre base elástica, ACI e Analogia de grelha 

serão melhor desenvolvidos. 

 

 4.1. Método da viga sobre base elástica 

 

 Basicamente, o método da viga sobre a base elástica consiste em substituir a laje 

referente ao radier por várias vigas independentes entre si em um sentido sendo apoiadas 

em molas (Figura 13), que possuem comportamento o mais similar possível com a 

superfície do solo em questão. 

 Entretanto, apesar de bastante simples, o modelo não é muito preciso por não 

considerar a interação da rigidez entre as faixas, que de fato, ocorre na realidade. 

 
Figura 13: Método da viga sobre a base elástica. 

 

Fonte: Ribeiro (2010). 
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 4.2. Método do American Concrete Institute (ACI)  

 

 O método do ACI é adotado na análise de placas apoiadas sobre uma base elástica, 

sendo amplamente empregado no dimensionamento de pavimentos e, com as devidas 

adaptações, em elementos estruturais. Seu estudo inicial foi desenvolvido para o cálculo 

de pavimentos rodoviários, mas é possível aplicar seus princípios para avaliar outros tipos 

de estruturas submetidas a condições semelhantes. 

O método baseia-se na solução de Westergaard, que aborda o problema da 

interação solo-estrutura utilizando a Teoria da Elasticidade. Em sua abordagem, o solo é 

representado como uma série de membranas horizontais que resistem às deformações 

laterais. Essa representação simplificada permite considerar os efeitos de fatores como a 

rigidez do solo e o coeficiente de reação elástica, que influenciam diretamente no 

comportamento da estrutura apoiada. 

Entre os parâmetros adotados pelo método estão a rigidez da placa, espessura do 

pavimento ou elemento estrutural, tipo de carregamento e condições de apoio. A solução 

analítica desenvolvida por Westergaard também considera a presença de tensões 

tangenciais no solo, que são importantes para prever recalques diferenciais e 

deformações. 

Adicionalmente, o método do ACI prevê o uso de tabelas e gráficos empíricos 

para facilitar o dimensionamento, permitindo que engenheiros identifiquem soluções 

práticas em função dos dados do solo e da estrutura. Isso torna o método uma ferramenta 

robusta e flexível, adequada para diversas aplicações em projetos estruturais e 

geotécnicos. 

É importante destacar, ainda, que o uso do método requer uma calibração 

adequada para as condições específicas de cada projeto, incluindo a verificação da 

capacidade de suporte do solo e a avaliação de parâmetros geométricos e materiais que 

influenciam no comportamento da estrutura. 
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 4.3. Método da Analogia de Grelha 

 

 O método da analogia de grelha apresenta crescente utilização na análise de placas 

por sua eficiência e facilidade de compreensão, mostrando resultados satisfatórios mesmo 

em estruturas com grande número de pavimentos, como exposto por Stramandinoli 

(2003). 

 Conforme apresentado em Dória (2007), o método consiste em dividir um 

elemento estrutural classificado como placa em uma grelha equivalente composta por 

peças estruturais do tipo barra, de forma que cada uma dessas barras venha a representar 

uma faixa da laje, inclusive em seus eixos centrais (em relação ao centro de gravidade de 

suas seções transversais). Pode-se conferir a substituição da laje maciça pela grelha 

equivalente na Figura 14.  

Figura 14: Laje maciça (a) e grelha equivalente (b). 

 

Fonte: Hambly (1976). 

 

 Barboza (1992) atenta que para a representação de uma laje maciça a partir de 

uma grelha equivalente, deve-se ter parcimônia em relação às rigidezes das barras que 

compõem essa grelha a fim de garantir resultados satisfatoriamente aproximados com o 

que a laje, na prática, representa. Pois, como afirmado por Hambly (1976), neste processo 

os resultados não chegam a ser idênticos, mas satisfazem à análise de maneira apenas 
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aproximada, devido à diferença de comportamento dos diferentes tipos de elementos 

estruturais. 

 Um aspecto relevante na análise de grelhas equivalentes é a presença de rigidez à 

torção nos nós, que exerce influência significativa nos esforços internos solicitantes. A 

rigidez à torção contribui para a redistribuição de momentos e forças cortantes entre as 

barras, resultando numa relativa diferença do comportamento real da laje onde são 

dispostos os nós da grelha. No entanto, esta interferência não prejudica a visualização dos 

comportamentos dos esforços na estrutura. 

Além disso, nota-se que a partir da criação de uma grelha equivalente, há uma 

quantidade significativa de nós, barras e principalmente de graus de hiperestaticidade, 

devido à formação de diversas células fechadas ao longo da laje. Esta consequência 

inerente ao método da Analogia de Grelha justifica o uso de métodos computacionais em 

sua análise (Oliveira, 2022). 

 

4.3.1. Composição da grelha 

 

 Naturalmente, pode-se pensar que quanto menores os espaçamentos entre as 

barras constituintes da grelha, mais aproximado da realidade será o resultado da analogia. 

No entanto, como apontado por Hambly (1976), não há como definir uma malha ideal 

para todos os tipos de placas, mas além de possível, é necessário que alguns critérios 

sejam adotados ao decidir que malha adotar no projeto para cada radier. 

 Dória (2007) cita os seguintes critérios para a discretização da laje para a obtenção 

de esforços especificamente no radier: 

● Quanto maior a discretização da malha, melhor tende a ser o resultado da 

analogia; no entanto, os resultados deixam de ser satisfatórios a partir do 

momento que a largura das barras é menor que a espessura do radier em 

duas ou três vezes; 

● Em regiões de muitos esforços concentrados, adota-se uma malha com 

barras que não sejam maiores que três vezes a espessura da laje; 

● Não é interessante que os espaçamentos em cada direção sejam muito 

divergentes, a fim de preservar a uniformidade na distribuição dos 

carregamentos ao longo da grelha equivalente; 
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● Especificamente no contorno do radier, faz-se necessária a disposição de 

uma linha de barras, de modo a diminuir a largura para o cálculo do 

momento de inércia à torção de 30% da altura da laje, por tratar-se do 

ponto onde está passando a força resultante das tensões de cisalhamento 

provenientes da torção ao longo da grelha; 

 

4.3.2. Propriedades físicas e geométricas das grelhas 

 

 As barras que compõem a grelha equivalente têm uma importante influência nos 

resultados da analogia. Suas propriedades são fundamentais pois cada faixa da grelha vem 

a representar uma parte da laje maciça, assim, é importante que suas propriedades e seu 

comportamento meio à solicitação de carregamentos sejam representativos geométrica e 

fisicamente. 

 Fisicamente, o material da barra influencia nas propriedades. Tomando por base 

a análise de Dória (2007) sobre radiers em concreto armado, pode-se ter o módulo de 

deformação longitudinal sendo o módulo secante do concreto Ecs (Equação 22), com base 

na NBR 6118:2014: 

𝐸𝑐𝑠 = 0,85 ⋅ 𝐸𝑐𝑖 ,                                                 (22) 

 

na qual Eci corresponde ao módulo tangente (Equação 23), que é definido por: 

 

𝐸𝑐𝑖 = 5600 ⋅ √𝑓𝑐𝑘 ,                                                (23) 

 

sendo fck o valor característico da resistência à compressão do concreto, dado em MPa. 

 

Quanto ao módulo de deformação ao cisalhamento (G), adota-se a Equação (24): 

 

𝐺 =
𝐸

2⋅(1+𝑣)
,                                                      (24) 

 

na qual adota-se, para materiais isotrópicos em estado plano de tensões: 

E - Módulo de deformação longitudinal; 

v - Coeficiente de Poisson. 
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Quanto à geometria dos elementos de grelha, em uma faixa de largura b e 

espessura h, pode-se calcular os momentos de inércia à flexão (I) e torção (J) por meio 

das seguintes Expressões (25 e 26): 

 

𝐼 =
𝑏⋅ℎ3

12
,                                                      (25) 

𝐽 =
3⋅𝑏3⋅ℎ3

10⋅(𝑏2+ℎ2)
.                                                 (26) 

 

 Ressalta-se que a NBR 6118:2023 recomenda que o momento de inércia à torção 

seja reduzido a 10% da rigidez elástica determinada. 

 

 

4.3.3. Carregamentos nas barras 

 

 Oliveira (2022) afirma que o método da Analogia de Grelha possibilita considerar 

as cargas distribuídas sobre toda a laje ou sobre partes desta a partir da transformação dos 

esforços em cargas lineares atuantes sobre as barras ou cargas pontuais atuando sobre nós. 

Porém, vale ressaltar que é imprescindível que sejam respeitadas as áreas de influência 

de cada elemento, como explicitado na Figura 15. 

 

Figura 15: Aplicação de cargas sobre a grelha equivalente. 

 

Fonte: Autor (2024). 

 



46 

 

 Os carregamentos postos sobre as barras e os nós, provocam rotações e 

deslocamentos horizontais e esforços nos nós. Os esforços nodais que surgem nas barras 

são três; Dória (2007) os explicita conforme a Figura 16. 

 

Figura 16: Esforços atuantes na barra (coordenadas locais devidamente adaptadas). 

 

Fonte: Autor (2024). 

na qual, tem-se: 

 m1 e m2  sendo os momentos fletores no sentido do eixo da barra; 

 v1 e v2 sendo os esforços cortantes no sentido do eixo z; 

 t1 e t2  sendo os momentos torsores no sentido transversal ao eixo da barra. 

 

 4.4. Método da Rigidez 

O Método da Rigidez, também conhecido como Método dos Deslocamentos, 

consiste essencialmente em isolar cada deslocamento da estrutura em um sistema básico 

distinto, que satisfaz as condições de compatibilidade da estrutura original, mas não as 

condições de equilíbrio, uma vez que novas forças são geradas para anular os 

deslocamentos associados, permitindo que apenas um deslocamento específico se 

manifeste em cada sistema básico. A condição original de equilíbrio é então restabelecida 

por meio da Expressão (27): 

[𝐾] = [𝛿][𝐹],                                                      (27) 

na qual: 

 K é a matriz de rigidez da estrutura;   

δ é o vetor coluna dos deslocamentos;   
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F é o vetor coluna das forças externas aplicadas. 

O Método da Rigidez é amplamente utilizado devido à sua versatilidade, 

permitindo a análise de diversos tipos de estruturas compostas por barras, tanto isostáticas 

quanto hiperestáticas. A abordagem é bem estabelecida por sua formulação matricial, o 

que a torna particularmente eficaz para implementações computacionais, sendo 

frequentemente referida como o Método da Rigidez Direta. 

Loriggio (2000), apud Stramandinoli (2003), descreve o processo do método em 

várias etapas, que incluem  

1. Modelagem da estrutura: seleção do sistema estrutural resistente, análise do 

comportamento dos componentes, definição das vinculações, propriedades dos materiais, 

dimensões, geometria dos elementos, aplicação dos carregamentos e suas combinações. 

2. Definição e numeração dos nós e barras. 

3. Cálculo da matriz de rigidez para cada barra, tanto no sistema local [𝑟] quanto 

no global [𝑟]  =  [𝑇]𝑡[𝑟] ⋅ [𝑇], utilizando a matriz de transformação [T] para converter as 

coordenadas locais para globais.  

4. Montagem da matriz global [𝐾]  

5. Determinação dos esforços de imobilização dos nós, no vetor {𝑆𝑜} 

6. Determinação do vetor de esforços de imobilização dos nós de cada barra no 

sistema global {𝑆𝑜}  =  [𝑇]𝑡 ⋅ {𝑆𝑜}.  

7. Montagem do vetor de esforços de imobilização dos nós da estrutura {𝐹𝑜}. 

8. Formulação do sistema de equações estruturais [𝐾] ⋅ {ẟ}  =  {𝐹}  − {𝐹𝑜}, 

levando em consideração os graus de liberdade originais, o vetor {ẟ} (deslocamentos) e o 

vetor {𝐹} (ações nodais).  

9. Reordenação do sistema de equações deixando as direções restringidas para o 

final.  

10. Resolução do sistema [𝐾𝐿𝐿] . {ẟ𝐿}  =  {𝐹𝐿}. 

11. Com o sistema de equações reorganizado, resolve-se para os deslocamentos 

nas direções livres, separando posteriormente os deslocamentos de cada barra {d}.  

12. Cálculo das reações de apoio nas direções restritas.  

13. Cálculo dos esforços solicitantes nas extremidades das barras no sistema 

global {𝑆}  = [𝑟] . {𝑑}, transformando-os para o sistema local conforme necessário. 

 O processo é concluído com a obtenção dos valores dos esforços nodais para cada 
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barra do sistema analisado. Para a análise de grelhas, é necessário construir uma matriz 

de rigidez apropriada, levando em conta os deslocamentos causados pelos esforços 

internos presentes na estrutura. Vale ressaltar que para as grelhas, os esforços internos 

considerados são: esforço cortante, momento fletor e momento torsor. 

 O sistema global é geralmente orientado nas direções x, y e z, onde os eixos x e y 

formam o plano no qual a estrutura está disposta, e o eixo z é ortogonal a esse plano, 

representando a direção das cargas aplicadas à estrutura. 

 Ao analisar um elemento de barra isoladamente, é necessário definir um sistema 

de coordenadas local. Como ilustrado na Figura 17, a direção 𝑥𝑙  é alinhada com a barra, 

indo do nó i em direção ao nó j. A direção 𝑧𝑙  é perpendicular ao plano da grelha, 

apontando para cima, enquanto a direção 𝑦𝑙  é determinada seguindo a regra da mão 

direita. 

Figura 17: Graus de liberdade de uma barra de grelha. 

 

Fonte: Oliveira (2022). 

A Figura 17 também ilustra as possíveis movimentações da barra no sistema local. 

Observa-se que existem três graus de liberdade em cada nó: dois para rotação e um para 

translação, totalizando, portanto, seis possibilidades de movimentação para a barra, ou 

seja, seis coordenadas representadas pelos vetores 𝐶𝑖, onde 𝑖 é o índice correspondente a 

cada coordenada. 

É importante destacar que, para simplificar o processo, os sentidos das 

coordenadas foram definidos conforme a convenção padrão para os esforços internos 

solicitantes. Com isso, é possível montar a matriz de rigidez local [𝑟] de cada barra do 
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sistema, a partir das equações de equilíbrio de forças nos nós, formuladas para cada uma 

das coordenadas adotadas,  

[𝑟] =

[
 
 
 
 
 
 
𝐺𝐽/𝐿 0 0 𝐺𝐽/𝐿 0 0

0 4𝐸𝐼/𝐿 −6𝐸𝐼/𝐿² 0 −2𝐸𝐼/𝐿 −6𝐸𝐼/𝐿²

0 −6𝐸𝐼/𝐿² 12𝐸𝐼/𝐿³ 0 6𝐸𝐼/𝐿² 12𝐸𝐼/𝐿³
𝐺𝐽/𝐿 0 0 𝐺𝐽/𝐿 0 0

0 −2𝐸𝐼/𝐿 6𝐸𝐼/𝐿² 0 4𝐸𝐼/𝐿 6𝐸𝐼/𝐿²

0 −6𝐸𝐼/𝐿² 12𝐸𝐼/𝐿³ 0 6𝐸𝐼/𝐿² 12𝐸𝐼/𝐿³]
 
 
 
 
 
 

,           (28) 

na qual: 

 I corresponde ao momento de inércia à flexão; 

J corresponde ao momento de inércia à torção; 

E corresponde ao módulo de elasticidade longitudinal; 

G corresponde ao módulo de elasticidade transversal; 

L corresponde ao comprimento da barra. 

Em seguida, é necessário transferir a matriz [𝑟] do sistema local para o sistema 

global, o que é feito com o auxílio da matriz de rotação (ou matriz de transformação do 

eixo local para o eixo global) [𝑇], dada por: 

 

[𝑇] =

[
 
 
 
 
 
−cos (𝛾) −𝑠𝑖𝑛(𝛾) 0 0 0 0
−𝑠𝑖𝑛(𝛾) 𝑐𝑜𝑠(𝛾) 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0
0 0 0 𝑐𝑜𝑠(𝛾) 𝑠𝑖𝑛(𝛾) 0
0 0 0 𝑠𝑖𝑛(𝛾) −𝑐𝑜𝑠(𝛾) 0
0 0 0 0 0 −1]

 
 
 
 
 

,                (29) 

 

 então, segue-se o processo descrito acima para finalização da análise matricial 

de um elemento de grelha. 

  



50 

 

5. DESENVOLVIMENTO COMPUTACIONAL 

Neste capítulo, serão apresentados os aspectos do desenvolvimento 

computacional que sustentam esta pesquisa. Será abordado o processo de implementação 

do software LAGI-Radier, destacando as etapas de pré-processamento, processamento e 

pós-processamento, fundamentais para a análise estrutural de lajes apoiadas no solo. 

 Serão descritas as funcionalidades do programa, os métodos empregados nos 

cálculos estruturais e as formas de visualização dos resultados. 

 5.1. Apresentação do LAGI 

 

A implementação computacional desempenhou um papel fundamental na 

realização da pesquisa conduzida neste trabalho. Colaborando estreitamente com o 

desenvolvedor inicial, foram realizadas diversas adaptações no software LAGI (Oliveira, 

2022). O LAGI é um programa projetado para facilitar a análise estrutural de lajes por 

meio do Método da Analogia de Grelha e Método da Rigidez. O software conta com uma 

interface gráfica, exibida a seguir, na Figura 18, que oferece ao usuário a capacidade de 

modelar diferentes configurações de grelha de forma intuitiva e rápida.  

Figura 18: Interface inicial do LAGI. 

 

Fonte: Oliveira (2022). 
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 O software, direcionado à análise estrutural de pavimentos de concreto armado, 

apresenta ferramentas úteis que se alinham com o objetivo da análise de estruturas do tipo 

radier, assim, sua adaptação e o acréscimo de funcionalidades possibilitam uma análise 

abrangente da interação solo-estrutura para fundações do tipo. 

 

 5.2. Pré-processamento 

 

Na etapa de pré-processamento, o usuário pode modelar configurações de grelha 

de maneira intuitiva e rápida, com uma malha auxiliar cujos controles de visibilidade e 

espaçamento são ajustáveis no canto inferior direito. Há funcionalidades de zoom e 

translação via comandos de mouse. Informações sobre o comprimento, altura da área 

visível e a posição do cursor são exibidas no canto inferior. No canto superior esquerdo, 

estão os botões para os processos de modelagem, incluindo: 

Seleção de elementos gráficos: Permite selecionar elementos por clique direto ou 

por área. 

Inserção de nós: Insere nós na área desenhável via mouse. 

Inserção de barras: Insere barras na área desenhável, com nós automaticamente 

atribuídos aos pontos iniciais e finais, além de um sistema para detectar interseções e 

seccionar barras nesses pontos. 

Criação, inserção e edição de apoios e pilares. 

Criação, inserção e edição de forças distribuídas. 

As Figuras 19 a 23 explicitam algumas funcionalidades do programa. 
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Figura 19: Janela de edição de apoios. 

 

Fonte: Oliveira (2022). 

 

Figura 20: Janela de edição de forças distribuídas. 

 

Fonte: Oliveira (2022). 
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Figura 21: Janela de edição de parâmetros físicos e geométricos. 

 

Fonte: Oliveira (2022). 

 

Figura 22: Grelha genérica gerada no pré-processador. 

 

Fonte: Oliveira (2022). 
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Figura 23: Perspectiva tridimensional da grelha gerada no pré-processador. 

 

Fonte: Oliveira (2022). 

 

 5.3. Processamento 

 

 O processamento é realizado por meio do Método da Rigidez Direta, utilizando 

as Matrizes de Rigidez Global e de Incidência, conforme descrito nas expressões 16 e 17. 

Esse método permite calcular os deslocamentos e esforços internos da estrutura de forma 

eficiente e precisa.  

 Na versão original do programa, há também a funcionalidade para adicionar a 

rigidez de pilares, o que é útil para estruturas convencionais. No entanto, para a análise 

de fundações do tipo radier, essa consideração não se faz necessária, uma vez que, nesse 

tipo de fundação, os pilares são frequentemente incorporados de forma simplificada na 

modelagem, não impactando diretamente os resultados da análise. 

 

5.4. Pós-processamento 

 

Esta seção apresenta ao usuário as informações geradas pelo processamento, 

como os diagramas de momento torsor, momento fletor, esforço cortante e deslocamento 

vertical. Todos os diagramas são exibidos sobre as barras da grelha no módulo 3D da 

interface gráfica. Eles utilizam um sistema de gradiente de cores com legenda para 



55 

 

facilitar a interpretação dos resultados, além de contar com um controle deslizante para 

ajustar a escala dos gráficos. Além disso, é possível selecionar as barras a serem 

representadas nos diagramas, permitindo, por exemplo, a análise direta das barras mais 

solicitadas. Aplicações e exemplos dos diagramas resultantes serão exibidos nos itens 

seguintes. 

 

 5.5. LAGI - Radier 

 

As adaptações realizadas no programa já existente visam aprimorar a 

funcionalidade e eficiência do software, especialmente no contexto de acrescentar a 

análise de lajes apoiadas diretamente no solo. Para diferenciar o acréscimo de 

funcionalidade do LAGI, passa-se a considerá-lo LAGI-Radier, facilitando o 

entendimento. A Figura 24 traz a tela de interface inicial do programa, já com a inclusão 

da mola no menu de opções de apoio, com dispositivo de estender essa aplicação a todos 

os pontos (nós geométricos/funcionais) da discretização da grelha. 

Figura 24: Interface inicial do LAGI-Radier: inclusão de mola no menu. 

 

Fonte: Autor (2024). 

 

Os acréscimos de funcionalidades foram fundamentais para garantir que o LAGI 

atendesse adequadamente aos objetivos propostos, permitindo uma análise precisa e 

confiável de elementos de fundação do tipo radier tratados como lajes tradicionais. A 
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colaboração próxima entre os pesquisadores e a dedicação ao refinamento do programa 

foram essenciais para o sucesso dessa etapa do trabalho. 

Dado objetivo de analisar a fundação do tipo radier tal qual uma laje apoiada no 

solo, faz-se essencial a implementação da possibilidade de adição de elementos de mola 

em cada nó da peça estrutural representada. Esta inserção dá-se por meio da seleção dos 

nós desejados na interface 2D e na inserção de um valor para o coeficiente de rigidez 

elástica na direção vertical, z (kN/m), formulação e conceitos vistos nos itens anteriores. 

Ademais, pode-se ajustar o parâmetro de cor do elemento a fim de promover uma melhor 

visualização. Esta funcionalidade pode ser bastante útil para uso de mais de um tipo de 

mola presente em um mesmo arranjo estrutural. 

Figura 25: Interface para a criação de elementos de mola. 

 
Fonte: Autor (2024). 

 

No contexto da análise de lajes, especialmente aquelas apoiadas sobre o solo, é 

fundamental considerar a interação entre a estrutura e o terreno. Para representar a rigidez 

do solo, foi implementado um modelo de mola no programa utilizado. Esse modelo de 

mola tem como objetivo simular a resistência oferecida pelo solo ao deslocamento da laje, 

considerando que o solo. 

No tocante ao processamento, a implementação da contribuição das molas é 

incorporada após a montagem da matriz de rigidez global. Este procedimento é realizado 
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por meio da adição direta dessa parcela específica sobre os nós correspondentes, com uma 

atenção particular voltada à coordenada que se refere ao deslocamento vertical. 

 Além disso, foi implementada a rotina computacional relativa à funcionalidade de 

adição de forças concentradas nos nós da malha.  
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6. APLICAÇÕES 

 Este capítulo promove uma análise baseada em aplicações, voltando-se à 

validação dos resultados obtidos mediante a adaptação do software LAGI abordada ao 

longo deste estudo. Destarte, serão apresentados exemplos que atestam a eficácia das 

modificações implementadas, além de uma comparação com os resultados previamente 

documentados na literatura. 

 Para a realização da análise foram utilizados casos diretamente aplicados no 

software, bem como foi realizada a comparação com resultados obtidos pela aplicação no 

programa CALCO, desenvolvido por CASS (2015). 

 Ademais, a comparação dos resultados obtidos com os registros em questão se 

mostra como um recurso crucial para situar a contribuição deste estudo em relação ao 

estado da arte. Tal abordagem permite identificar convergências e divergências, 

contribuindo para o aprimoramento contínuo das práticas e teorias envolvidas. 

 

 6.1. Estudo de caso 01 

 

O primeiro caso trabalha com uma placa quadrada simples apoiada no solo, de 10 

metros de lado e com uma espessura de 15 centímetros submetida a uma carga pontual de 

300 kN no centro. A discretização foi realizada por meio de uma malha de 0,5 m. Por 

conseguinte, o solo foi representado por um coeficiente de reação vertical de k = 1000 

kN/m. As dimensões e constantes encontram-se registradas no Quadro 10. 

Quadro 10: Características da laje sobre a base elástica. 

 

Fonte: Autor (2024). 
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Figura 26: Representação do Estudo de caso 01. 

 

Fonte: Autor (2024). 

 

 6.1.1. Cálculo utilizando o programa CALCO 

 

Para inicialmente comparar os resultados obtidos por meio das adaptações no 

software LAGI, foi utilizado o programa CALCO, disponibilizado gratuitamente pela 

UFSCar na web. O programa dispõe de funções que possibilitam a análise de lajes 

apoiadas em bases flexíveis. No entanto, devido ao caráter de solução de pavimentos de 

edificações do programa, faz-se necessária a adoção de um roteiro de adaptações que será 

descrito nesta seção. 

 

1. Na aba “Dados iniciais” são determinados o fck, o peso específico do 

concreto e os valores de Ec e Gt, que podem ser automaticamente 

calculados pelo programa ou determinados manualmente. Além disso, a 

aba traz a guia de composição de cargas, onde é possível majorar ou inserir 

coeficientes em cada carga; 
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Figura 27: Aba de dados iniciais do Estudo de caso 01 (CALCO). 

 

Fonte: Autor (2024). 

 

2. A aba de criação de linhas auxiliares serve para possibilitar a criação de 

linhas infinitas cujo único intuito é servir de base para a construção de 

elementos e proporcionar exatidão nas medidas das peças estruturais; 

3. O programa possibilita, após essa etapa, o lançamento de pilares e vigas 

que são bastante pertinentes quando se está analisando pavimentos. Para o 

estudo em questão, é necessário que seja determinada uma base elástica 

para a laje. Isso é possível a partir da criação de um pilar com dimensões 

maiores que a laje que será construída, que apresente uma constante de 

elasticidade, funcionando assim como um apoio de mola em cada ponto 

da estrutura; 
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Figura 28: Aba de lançamento de pilares do Estudo de caso 01 (CALCO). 

 

Fonte: Autor (2024). 

 

4. Assim, é possível lançar a laje com a espessura e dimensões desejadas. No 

Estudo de caso 01 foi adotada uma espessura de 20 cm. 

 

Figura 29: Aba de lançamento de laje do Estudo de caso 01 (CALCO); 

 

Fonte: Autor (2024). 

 

5. Feito isso, pode-se gerar a malha a partir da laje com o espaçamento 

desejado. Como adotou-se uma malha de 50 centímetros, entra-se com o 

número de divisões nas direções x e y. No caso, é necessário que sejam 

realizadas 20 divisões em cada direção. Além disso, essa aba permite que 

sejam adicionadas forças nos nós desejados. Neste caso, foi necessário 
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criar uma força de 300 kN para baixo no centro da grelha. Finalmente, 

pode-se gerar a grelha deformada a partir disto;  

 

Figura 30: Aba de cálculos e malha no Estudo de caso 01 (CALCO). 

 

Fonte: Autor (2024). 

 

6. Destarte, é possível obter os resultados de maneira renderizada e os 

diagramas de esforços a partir das áreas selecionadas. 

 

Figura 31: Renderização no CALCO do Estudo de caso 01. 

 

Fonte: Autor (2024). 
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Figura 32: Diagrama de momento fletor na linha central obtido pelo CALCO do 

Estudo de caso 01. 

 

Fonte: Autor (2024). 

 

Figura 33: Diagrama de esforço cortante na linha central obtido pelo CALCO do 

Estudo de caso 01. 

 

Fonte: Autor (2024). 

 

Figura 34: Diagrama de deformação na linha central obtido pelo CALCO do Estudo de 

caso 01. 

 

Fonte: Autor (2024). 
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 6.1.2. Cálculo utilizando o programa LAGI-Radier 

 

No LAGI-Radier, é possível realizar um processo análogo. No entanto, é válido 

ressaltar que o programa dispõe de algumas ferramentas que possibilitam análises mais 

sofisticadas que os softwares analisados ao longo do estudo. A exemplo disso, cita-se a 

possibilidade de montar estruturas de formatos variados, a diferenciação do tipo de mola 

ao longo dos nós, a aplicação de forças concentradas e distribuídas ao longo das barras, 

visualizações 3D dos esforços ao longo de toda a estrutura ou de regiões selecionadas, 

dentre outras funcionalidades. 

A seguir, pode-se conferir o processo de modelagem e resultados obtidos para o 

Estudo de caso 01 utilizando o LAGI-Radier: 

1. Inicialmente, cria-se a malha a partir da ativação da função snap no canto 

inferior direito da tela, e a criação de barras, como mostrado na Figura 35;  

 

 Figura 35: Construção da malha 0,5 no LAGI-Radier. 

 

Fonte: Autor (2024). 

 

2. Feita a disposição de barras na configuração de malha desejada, pode-se 

adicionar as molas a partir da seleção dos pontos em que se deseja inserir 

elementos de apoio elástico e criar o apoio elástico, seguindo o menu exposto 

na Figura 36; 
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 Figura 36: Criação e aplicação de apoio elástico no LAGI-Radier.

 

Fonte: Autor (2024). 

 

3. Após isto, pode-se criar a força pontual que atuará no centro da placa para o 

Estudo de caso 01, como exposto na Figura 37; 

 

Figura 37: Criação e aplicação de força pontual no LAGI-Radier.

 

Fonte: Autor (2024). 

 

4. Realizada esta etapa, foram determinados os materiais e seções envolvidas no 

Estudo de caso 01. A Figura 38 ilustra o menu e as opções; 
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Figura 38: Criação e aplicação de seções e materiais no LAGI-Radier.

 

Fonte: Autor (2024). 

 

5. Feito isto, é possível, na aba 3D, processar os dados e visualizar os resultados. 

O software ainda dispõe de algumas outras funcionalidades que podem ser 

exploradas em outros casos. No Estudo de caso 01, faz-se interessante frisar 

a possibilidade de analisar os esforços ao longo de toda a grelha ou apenas da 

área selecionada. As Figuras de 39 a 43 mostram os resultados; 

 

Figura 39: Deslocamentos obtidos no LAGI-Radier. 

 
Fonte: Autor (2024). 
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Figura 40: Diagrama de momento fletor ao longo de toda a laje obtido no LAGI-

Radier. 

 

Fonte: Autor (2024). 

Figura 41: Diagrama de esforço cortante ao longo de toda a laje obtido no LAGI-

Radier. 

 

Fonte: Autor (2024). 
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Figura 42: Diagrama de momento fletor a partir da seleção exclusiva da linha central 

na direção x do elemento estrutural obtido no LAGI-Radier. 

 

Fonte: Autor (2024). 

 

Figura 43: Diagrama de esforço cortante a partir da seleção exclusiva da linha central 

na direção x do elemento estrutural obtido no LAGI-Radier. 

 

Fonte: Autor (2024). 

 

 6.1.3. Interpretação dos resultados 

 

 Ante o exposto, os resultados obtidos por meio de ambos os programas são 

dispostos e podem ser comparados no Quadro 11. 
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Quadro 11: Resultados obtidos em cada software. 

 

Fonte: Autor (2024). 

 

 Dados os resultados, considera-se que a diferença percentual entre os resultados 

obtidos é aceitável e as adaptações realizadas no LAGI-Radier são consideradas 

satisfatórias em relação a esse caso.  

 

 6.2. Estudo de caso 02 

 

 O segundo caso tem como base um exemplo trazido por Souza (2017) e também 

analisado por Braga (2019). O caso consiste em uma placa de concreto de fck de 30 MPa, 

horizontal com dimensões 33m x 5m, de 0,3 m de espessura, discretizada em uma malha 

de 0,5 cm x 0,5 cm; e com sete forças pontuais, de 500kN cada, dispostas como 

explicitado na Figura 44 Além disso, foi adotado um coeficiente de reação vertical 

equivalente a 1500 tf/m². As características da laje se encontram registradas no Quadro 

12. 

 

Figura 44: Configuração da placa do Estudo de caso 02. 

 

Fonte: Braga, 2019. 
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Quadro 12: Características da laje sobre a base elástica. 

 

Fonte: Autor (2024). 

 

6.2.1. Comparativo entre os resultados  

 

 Desse modo, Braga (2019) disponibiliza os resultados obtidos que podem ser 

observados nas Figuras de 45 a 48 . 

 

Figura 45: Superfície média deformada do radier. 

 

Fonte: Braga, 2019. 

 

Figura 46: Momentos máximos positivos e negativos. 

 

Fonte: Braga, 2019. 
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Figura 47: Momento fletor da grelha no Eberick. 

 

Fonte: Braga, 2019. 

 

Figura 48: – Deslocamentos da grelha no Eberick. 

 

Fonte: Braga, 2019. 

 

Quadro 13: Comparativo de momentos e deslocamentos para o procedimento de cálculo no CALCO em 

relação ao Eberick. 

 

Fonte: Braga, 2019. 

  

 Para a aplicação do exemplo no LAGI-Radier foram realizados os seguintes 

cálculos respectivos às conversões de unidade: 

● Determinação do coeficiente de reação vertical das molas internas: 

 

𝑘𝑠 = 1500 𝑡𝑓/𝑚² 

𝑘𝑠 = 15000 𝑘𝑁/𝑚³ 

𝑘𝑠 = 15000 𝑘𝑁/𝑚³ ⋅ 0,5𝑚 ⋅ 0,5𝑚 
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𝑘𝑠 = 3750 𝑘𝑁/𝑚 

 

● Determinação do coeficiente de reação vertical das molas das bordas: 

 

𝑘𝑠 = 1500 𝑡𝑓/𝑚² 

𝑘𝑠 = 15000 𝑘𝑁/𝑚³ 

𝑘𝑠 = 15000 𝑘𝑁/𝑚³ ⋅ 0,25𝑚 ⋅ 0,5𝑚 

𝑘𝑠 = 1875 𝑘𝑁/𝑚 

 

● Determinação das forças: 

 

𝑝𝑝 = 25𝑘𝑁/𝑚³ 

𝑝𝑝 =
25𝑘𝑁/𝑚³ ⋅ 0,2𝑚 ⋅ 0,25

2
 

𝑝𝑝 = 1,25 𝑘𝑁/𝑚 

𝑃 = 500𝑘𝑁 

 

Figura 49: – Modelagem da laje. 

 

Fonte: Autor, 2024. 
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Figura 50: – Deslocamentos dados em cm. 

 

 

 

Fonte: Autor, 2024. 
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Figura 51: – Momentos fletores em kNm/m. 

 

 

Fonte: Autor, 2024. 
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Figura 52: – Momentos torsores em kNm/m. 

 

Fonte: Autor, 2024. 

 

 

 

Figura 53: – Esforços cortantes em kN. 

 

Fonte: Autor, 2024. 
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 6.2.2. Interpretação dos resultados 

 

Em relação aos deslocamentos e momentos fletores, também se observa uma 

concordância satisfatória entre os resultados obtidos e os resultados de Braga (2019). No 

que diz respeito aos deslocamentos verticais máximos, o valor calculado pelo LAGI-

Radier foi de 0,319 cm, enquanto Braga (2019) reportou 0,32 cm. Quanto aos momentos 

fletores máximos, o LAGI-Radier registrou um valor positivo máximo de 119,897 

kNm/m, comparado a 120,5 kNm/m mencionados por Braga (2019). O momento fletor 

máximo negativo calculado pelo LAGI-Radier foi de 32,714 kNm/m, em contrapartida 

aos 30,9 kNm/m indicados por Braga (2019). O Quadro 14 traz os resultados comparados. 

 

Quadro 14: Resultados obtidos em cada software. 

 

Fonte: Autor (2024). 

 

 6.3. Estudo de caso 03 

 

 O terceiro estudo de caso propõe-se a analisar um caso estudado por Guedes e 

Burgos (2014), em que o objeto de estudo consiste também em uma placa sobre base 

elástica. No caso, a estrutura analisada é uma laje de geometria um pouco mais 

sofisticada, fitando uma abordagem mais aproximada do real.  

O Estudo de caso 03, por outro lado, adota uma abordagem mais qualitativa em 

relação ao uso do programa. Os objetivos deste caso incluem demonstrar a capacidade de 

modelar estruturas complexas, analisar detalhadamente o comportamento dessas 

estruturas no LAGI-Radier e avaliar a eficácia do programa em cenários que envolvem 

desafios de modelagem mais avançada ao passo que, também, busca-se explorar a 

aplicabilidade do software em contextos reais, onde a precisão na simulação de 

comportamentos estruturais é de suma importância. 

 Assim, tem-se a modelagem de uma placa de radier submetida a carregamentos 

provenientes da alvenaria estrutural de uma pequena edificação. A Figura 54 traz a 

representação da planta utilizada no estudo de caso. 
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Figura 54: Representação do diagrama tridimensional de esforços cortantes. 

 

Fonte: Guedes e Burgos (2014). 

 

Guedes e Burgos (2014) apresentam um carregamento relativo à alvenaria 

estrutural correspondente a 7 tf/m distribuído ao longo da extensão da edificação, 

juntamente com o peso próprio da estrutura e a carga acidental. O coeficiente de reação 

vertical do solo adotado neste caso foi de 9600 tf/m³, com uma espessura de placa de 20 

cm e concreto armado com resistência característica de 25 MPa. 

 

6.3.1. Comparativo entre os resultados 

 

 A partir disso, Guedes e Burgos (2014) trazem os  resultados para a distribuição 

dos momentos fletores ao longo da estrutura, conforme apresentado nas  Figuras 55 e 56, 

que possibilitam a visualização destes resultados em curvas de isovalores. 
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Figura 55: Isovalores para os momentos fletores na direção X. 

 

Fonte: Guedes e Burgos (2014). 

 

Figura 56: Isovalores para os momentos fletores na direção Y.  

 
 Fonte: Guedes e Burgos (2014). 
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 Para a aplicação no LAGI-Radier, foi necessário realizar as seguintes conversões 

de valores para a inserção dos dados:  

 

● Determinação do peso próprio: 

Como o estudo de referência não fornece os valores relativos ao peso próprio do concreto 

utilizado, foi adotado um valor padrão de 25 kN/m³. Para aplicar esse peso em uma barra 

no programa, foi realizada a seguinte conversão. 

𝑝𝑝 = 25 𝑘𝑁/𝑚³ 

𝑝𝑝 =
25𝑘𝑁/𝑚³ ⋅ 0,2𝑚 ⋅ 0,25

2
 

𝑝𝑝 = 1,25 𝑘𝑁/𝑚 

● Carregamento proveniente da alvenaria: 

𝑞 = 7𝑘𝑁/𝑚 

𝑞 = 7𝑘𝑁/𝑚 ⋅ 10 

𝑞 = 70 𝑘𝑁/𝑚 

● Coeficiente de reação vertical do solo: 

𝑘 = 9600𝑡𝑓/𝑚³ 

𝑘 = 96000𝑘𝑁/𝑚³ ⋅ 0,25𝑚 ⋅ 0,25𝑚 

𝑘 = 6000 𝑘𝑁/𝑚 

 

Figura 57: Valores de força submetidos no LAGI-Radier.  

 

 Fonte: Autor (2024). 
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Figura 58: Valor de coeficiente de reação vertical submetido no LAGI-Radier. 

 

 Fonte: Autor (2024). 

 

Figura 59: Valores de seção e material submetidos no LAGI-Radier. 

 

 Fonte: Autor (2024). 
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6.3.2. Interpretação dos resultados 

 

 Com base no processamento dos dados mencionados, foram obtidos os resultados 

da aplicação do caso no LAGI-Radier, os quais são apresentados nas Figuras 60 e 61. As 

figuras ilustram os resultados gerados, permitindo uma análise detalhada do 

comportamento estrutural modelado: malha da grelha gerada, linhas de carregamentos 

das paredes, deslocamentos através da deformada da placa, e momentos fletores, todos 

eles apresentados em diagramas interativos em 3D. 

 

Figura 60: Visualização tridimensional da laje no LAGI-Radier. 

 

Fonte: Autor (2024). 

 

Figura 61: Visualização tridimensional com destaque nos carregamentos distribuídos da laje no 

LAGI-Radier. 

 

Fonte: Autor (2024). 
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Figura 62: Diagrama de deslocamentos ao longo da placa-radier (isovalores). 

 

Fonte: Autor (2024). 

 

Figura 63: Diagrama de momentos fletores ao longo da placa (superfície). 

 

Fonte: Autor (2024). 

 

Os resultados obtidos no Estudo de Caso 03 evidenciam a eficiência do programa 

no tratamento de estruturas com maior complexidade e em cenários mais próximos da 

realidade prática. O exemplo qualitativo evidencia a capacidade do programa de realizar 

modelagens eficazes, mesmo em condições onde a geometria e o comportamento 

estrutural são mais sofisticadas. A eficácia observada na modelagem de uma estrutura 
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realista comprova que o programa é uma ferramenta promissora para engenheiros que 

lidam com sistemas estruturais mais complexos. 

Ainda que a complexidade da estrutura aumente o custo computacional, os ganhos 

em precisão e aderência à realidade compensam o investimento adicional. A necessidade 

de adaptação de algumas ações – uma vez que o programa atualmente permite a aplicação 

exclusiva em nós e barras – pode exigir um esforço manual adicional; entretanto, essa 

flexibilidade confere ao usuário a possibilidade de realizar aproximações adequadas sem 

comprometer a qualidade dos resultados. Esses pontos destacam a aplicabilidade e a 

funcionalidade do programa, tornando-o eficaz mesmo para cenários que exigem um alto 

nível de detalhamento e adaptação. 

Além disso, o desenvolvimento do programa representa-se pertinente no campo 

da modelagem estrutural, oferecendo uma solução customizável. A flexibilidade 

demonstrada no Estudo de Caso 03 revela o potencial do programa de se adaptar a 

diferentes configurações e requisitos específicos, mesmo em estruturas complexas. Essa 

adaptabilidade, somada à precisão dos resultados, posiciona o programa como uma 

ferramenta confiável e eficaz. 
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7. CONSIDERAÇÕES FINAIS 

Dado o exposto, afirma-se que, atualmente, o engenheiro estrutural dispõe de 

diversas ferramentas para a solução de problemas que outrora já demandaram muito mais 

atenção e trabalho para sua resolução. Contudo, é importante ressaltar que é errônea a 

ideia de que o avanço da tecnologia pode vir a substituir o trabalho do engenheiro. 

No presente trabalho foi possível analisar que o desenvolvimento de softwares de 

análise são fundamentais nos dias de hoje, mas é inegável que a análise minuciosa e o 

conhecimento aprofundado acerca dos assuntos e das ferramentas que estão sendo 

utilizadas. 

A Analogia de Grelha se mostra um método apropriado para a análise da interação 

solo-estrutura. Ressalta-se que problemas de Engenharia costumam admitir mais que uma 

solução e é de vital importância a constatação da validação das soluções em questão. 

O presente trabalho atingiu o objetivo de analisar a interação solo-estrutura por 

meio da analogia de grelha e pela implementação dos elementos de mola no software 

LAGI e as aplicações por meio dos estudos de caso possibilitaram a observação do 

comportamento das estruturas no programa.  

Sugere-se e incentiva-se a realização de mais trabalhos na linha de análise de 

interação entre solo e estrutura, especialmente com o teor comparativo entre diferentes 

métodos e pela aplicação de ferramentas diversas. São exemplos de possíveis trabalhos a 

análise da influência da força de protensão em estruturas de fundação.   
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