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O conhecimento do qual a geometria aponta é
o conhecimento do eterno, e ndo de algo que

perece e € transitorio. Platio



RESUMO

Este trabalho explora o conceito de dimensdo na geometria fractal. Sdo apresentadas as definicoes
e propriedades da dimensdo de medida e de Hausdorff, juntamente com definicdes alternativas
como a dimensao de caixa. O artigo aprofunda as aplicagdes da geometria fractal em IFS
(Sistemas de Fungdes Iteradas), focando particularmente no Teorema de Moran. Este teorema
€ crucial para calcular a dimensdo de Hausdorff de conjuntos auto-similares que satisfazem a

propriedade do conjunto aberto( Open Set Condition).

Palavras-chave: Dimensao de Hausdorff. Teorema de Moran. IFS.



ABSTRACT

This paper explores the concept of dimension in fractal geometry. It introduces the definitions
and properties of measure and Hausdorff dimension, along with alternative definitions like box
dimension. The paper delves into applications of fractal geometry on IFS (Iterated Function
Systems), particularly focusing on Moran’s Theorem. This theorem plays a crucial role in
calculating the Hausdorff dimension of self-similar sets satisfying the open set property.

Keywords: Hausdorff dimension. Moran’s theorem. IFS
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1 INTRODUCAO

O termo "fractal "foi desenvolvido em 1975 pelo matemaético polonés Benoit Mandelbrot
e vem do latim "fractus "que significa "quebrado "ou "fragmentado ". Tal nome ndo poderia ser
melhor escolhido ja que fractais nada mais sdo que conjuntos definidos por processos repetitivos
onde cada etapa da construcio do conjunto € na verdade uma cépia auto-similar da etapa anterior
em escala menor, de modo que, se dermos um "zoom'"nessa estrutura, encontraramos nao algo
bem definido mas uma coépia reduzida do todo, ora, um exemplo disso € o Conjunto de Cantor,
que nada mais é que o conjunto formado pelos numeros reais entre 0 e 1 que s6 tem digitos 0 ou
2 na base 3, tal conjunto é formado inicialmente a partir do intervalo [0, 1] onde seu ter¢o médio
(1/3,2/3) é removido, sobrando na etapa seguinte da construcdo os intervalos [0, 1/3] e [2/3, 1],
agora repetimos o processo com os dois intervalos restantes e assim seguindo ad infinitum, apés
isso, intersectamos todas k-etapas as etapas formadas pela uniio dos 2*-conjuntos disjuntos
e dai teremos o conjunto de Cantor. Agora, definido o que se trata de um fractal auto-similar
em linhas gerais, passamos para a parte da medicdo de tais conjuntos. E bem conhecido que
a medida de Lebesgue )\ € utilizada para medir o comprimento de conjuntos, no caso de um
intervalo (a,b) ou [a,b] temos que A(a,b) = A([a,b]) = b — a, ou se C' é enumerdvel entdo
A(C) = 0, mas, no caso dos fractais, surge um grande problema: a medida de Lebesgue nio é
suficientemente precisa para medi-los! Ora, a saida para isso foi o desenvolvimento da medida
de Hausdorff, que consegue "enxergar"os fractais de maneira mais aprofundada e medi-los com
mais eficdcia e ainda conseguindo generalizar a medida de Lebesgue de modo que a medida
de Lebesgue n-dimensional coincide com a medida de Hausdorff n-dimensional para n inteiro
positivo, mas, com a diferenca que a medida s-dimensional de Hausdorff ndo precisa que s seja
um numero inteiro. Apds isso, percebeu-se que a medida de Hausdorff tem um comportamento
muito interessante, isto €, dado um conjunto £ C R" qualquer, existe um certo nimero real
S tal que a medida sp-dimensional de Hausdorff € positiva e finita, para todo s > sy a medida
s-dimensional de Hausdorff de £ vale oo e para todo s < sy a medida s-dimensional de £ vale
0, a este nimero s, nomeamos de dimensdo de Hausdorff do conjunto E. Este trabalho consiste
portanto em definir e apresentar os conceitos de medida e dimensdo de Hausdorff, mostrar
técnicas paral o cdlculo da dimensao de Hausdorff de conjuntos e por fim aplicé-las ao calculo
da dimensao de Hausdorff em fractais dindmicamente definidos a partir do que definiremos
por sistemas interados de fun¢des(IFS) através do mais importante teorema apresentado neste

trabalho, o teorema de Moran.
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2 Preliminares

Nesta secdo daremos os Pré-requisitos bdsicos minimos para uma leitura auto-contida
do texto.Salientamos que uma boa compreensao de exemplos candnicos cldssicos iré facilitar a

leitura, a nog¢do de distancia de nimeros na reta pode ser generalizada como veremos aabixo:

2.1 ESPACOS METRICOS

Definicdo 2.1. Dado um conjunto M qualquer, uma funcdo d : M? +— R é uma métrica se:
1. d(z,x) =0;
2. Se x # yentdo d(x,y) > 0;
3. d(z,y) = d(y, v);
4. d(x,z) < d(x,y) + d(y, 2).
A dupla (M, d) é chamada espago métrico. Obs: M? = M x M

Exemplo 2.1. A métrica "zero-um". Dado um conjunto M qualquer, definimos d : M? — R

dada por d(z,z) = 0e d(x,y) = 1 se x # y, note que é evidente que d é uma métrica.

Exemplo 2.2. O espaco euclidiano R". Os pontos de R" sdo da forma z = (1, xs, ..., z,,) donde

x; € R. Podemos agora definir a métrica d : R" x R" — R por

dw.y) =3V )

Defini¢ao 2.2. Uma sequéncia (x,,) num espaco métrico M é chamada de sequéncia de Cauchy

quando, dado £ > 0, existe ng € N tal que se m,n > ng entdo d(x,,, x,) < €.

As propriedades bdsicas relativas as sequéncias de Cauchy, como o fato de toda sequéncia
convergente ser de Cauchy e que toda sequéncia de Cauchy ser limitada, serdo omitidas pois sao

trivialmente deduzidas. Agora vamos a outra defini¢do importante:

Definicao 2.3. Um espaco métrico M é dito completo quando toda sequéncia de Cauchy é

convergente.

Exemplo 2.3. Seja d a métrica euclidiana da reta, (R, d) é completo. De fato, tome (z,,) uma
sequéncia de Cauchy em R, para cada natural n definamos o conjunto X,, = {x,,, Z,,41, ...}, note
que X1 C X} para todo k, note tbm que X, é sempre limitado, pois a sequéncia é¢ de Cauchy
e, portanto, limitada. Defina também a,, = inf X, logo, a; < as < ...a, < ... < b =sup X,

como toda sequéncia mondtona limitada é convergente, entdo, existe a = lim a,,.
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Afirmacao 2.1. limz,, = a

De fato, precisamos apenas mostrar que a e limite de alguma subsequéncia de (z,,),
isto é, dado ¢ > 0 e n; € N, podemos obter n > n; tal que x, € (a — ,a + ¢).Note
que, sendo a = lim(a,) entdo entdo existe m > ny tal que a — ¢ < a,, < a + &, mas por
definicdo a,, = infX,,, portanto, existe n > m > n, tal que a,, < x, < a + € e portanto

T, € (a — €,a + €). 0 que encerra nossa demonstragao.

Exemplo 2.4. (Q, d) ndo é completo. De fato basta tomar uma sequéncia de racionais ¢, tais que
¢» seja a expansao decimal ded 7 até o n-ésimo digito apds a virgula, isto é, ¢; = 3,1, ¢ = 3, 14,
gs = 3,141 e o processo segue analogamente para todo n. Veja que lim ¢, = 7, mas, g, € Qe

T ¢ Q.

Agora iremos falar de compacidade, mas para isso serd necessario que definamos o que é

um conjunto aberto. O que nos leva a:

Definicao 2.4. Uma bola aberta de centro a e raio r num espago métrico (M, d) é definida por
B(a,r) ={zx € Ml|d(a,z) <}

Essa idéia de bola aberta nos leva a uma nocao mais geral de conjunto aberto num espago

meétrico M, isto é:

Definicao 2.5. Um subconjunto A de um espago métrico M € um conjunto aberto quando todo

a € A é centro de uma bola aberta B(a, r) inteiramente contida em A.

Definicao 2.6. Um subconjunto F' um espaco métrico M € fechado se seu complementar for um

conjunto aberto.

Proposicio 2.1. Toda bola aberta B(a,r) num espaco métrico (M, d) é um subconjunto aberto
de M.

Demonstragdo. Para cada ponto « € B(a, ), temos d(x,a) < r, e portanto ¢ = r —d(x,a) > 0.

Afirmamos que a bola B(x, ¢) estd contida em B(a,r). De fato, se y € B(z, <) entdo
Ay, a) < d(y,2) + d(z,a) <7 — d(z,a) + d(z,a) = r
logoy € B(a,r). O

Definicao 2.7. Seja N um subconjunto do espago métrico M. Uma cobertura de N é uma
familia S = (J,., C\ C M, tal que para cada x € N existe um A € A tal que v € C). Se
existe ainda um certo L que € subconjunto préprio de A tal que S = J,., C), entdo S’ é
subcobertura de S. Se a cobertura S for formada por conjuntos abertos, chamamos de cobertura

aberta, analogamente para a subcobertura S’
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Exemplo 2.5. A familia de conjuntos formadadas por A,, = (a + 1/n,b — 1/n) forma uma
cobertura aberta para (a, b) se n for suficientemente grande, pois (a, b) = | J A,,. De fato, dado
qualquer ponto x € (a, b), entdo existem ny, ny tais que x > a + 1/ny e x < b+ 1/n,, dai basta

tomar nyg = min{ny, ns} e teremos x € A,,.

Definicao 2.8. Um espaco métrico M é compacto quando toda cobertura aberta de M, admite
subcobertura finita, isto €, se M C S = (J,, C entdo existe um suconjunto proprio finito
LcAtalque M C S =, Chx

Exemplo 2.6. Note que o (a, b) ndo é compacto, pois, tomando a mesma cobertura aberta do
exemplo anterior, isto é, S = {A,}, onde A, = (a + 1/n,b — 1/n) para n suficientemente
grande, S ndo admite subcobertura finita. De fato, a reunido finita de conjuntos A,, é apenas um

outro A,, de maior indice na reunido, e portando jamais podera cobrir o intervalo (a, b).

Exemplo 2.7. Todo subconjunto fechado e limitado do R™ é compacto segundo o teorema de

Borel-Lebesgue. A demonstraciao pode ser encontrada em (LIMA, 2000)

Vamos agora construir um conjunto importante para toda a nossa teoria e demonstrar que

ele € um exemplo de compacto.

Exemplo 2.8. O conjunto de Cantor terndario € construido da seguinte maneira:

Tome inicialmente o Conjunto I, = [0, 1]. Na etapa 1 tire seu ter¢co médio, isto é,
(1/3,2/3), assim, lhe restard os conjuntos I; = [0,1/3] e I, = [2/3, 1], prosseguiremos do
mesmo modo na etapa 2 com os intervalos [; e I, e teremos entdo os intervalos I; ; = [0,1/9],
Lo =102/9,3/9], 1., =[6/9,7/9] e Is5 = [8/9,9/9]. O processo segue ad infinitum, apds isso

e o conjunto de Cantor sera precisamente o conjunto

o
K= U i
n=1

= (ilv-"vin)

Esta é a representagdo grafica da construcdo co conjunto:

Etapa 0 02 o
Etapa | 0/9 3/9 6/9 9/9
09 1/9 2/9 3/9 6/9 7/9 8/9 9/9
Etapa 2 —_— — S S
Etapa 3 - — - — —_ — - —
Etapa 4 - -- - -- S - -

Veja que se chamarmos a etapa k de £}, para todo k, podemos também definir o conjunto

de Cantor como sendo K = (), Ex.
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Note que o Conjunto de Cantor ¢ limitado em [0, 1]. Resta demonstrarmos que o conjunto
de Cantor € fechado, assim concluiremos pelo teorema de Borel-Lebesgue que o conjunto de
Cantor € compacto. De fato, note que em cada etapa da construcao temos uma unido de fechados,
que ¢é fechada, sabemos também que a unido finita de fechados é fechado, como K € a interse¢do
dessas etapas na constru¢do, entdo € fechado, logo, o conjunto de Cantor K € compacto. Note

também que K € o conjunto dos z € [0, 1] talque v = >~ .., a;377 com a; = 0 ou a; = 2.

Agora iremos adentrar nas defini¢des importantes na teoria de geometria fractal, essas

definicdes serdo relevantes nos proximos capitulos.

Definicao 2.9. Seja S a classe dos subconjuntos compactos nao vazios de R". Tome A C S,
entao
As={z eR"| |z —a| < {paraalguma € A}.

As € chamado de J-vizinhanga de A.
Definicao 2.10. A métrica de Hausdorff d : S x & +— R dada por
dn(A,B) =inf{d | AC Bse B C As}
¢ uma métrica. De fato, vamos provar as 4 propriedes:
Demonstragdo. 1. d(A,A) =inf{o | A C As} =0.
2.

d(A, B) = 1nf{5 | ACBseB C Ag}
:inf{5|BCA5eACBg}
— (B, A).

3. Sed(A,B) = 0entdo inf{0 | A C Bse B C As} = 0, logo para todo 6 > 0 temos que
AC Bse B C As, tome d = 0,ecomo Ay = Ae By = B segue-se que A = B. Agora se
A = B temos novamente a propriedade 1, que ja foi provada. Portanto d(A, B) = 0 <=
A= B.

4. Por fim a desigualdade triangular. Sejam A, B e C' tr€s conjuntos quaisquer. Vamos usar a

defini¢do da métrica de Hausdorff:

d(A, B) = 1nf{5 | AC Bg e B C A(;},

d(B,C) =inf{§ | BC Cse C C By},



15

d(A,C)=1inf{d | AC Cse C C As}.

Queremos mostrar que:

d(A,C) < d(A, B) +d(B,0).

Vamos considerar um ¢ > 0 arbitrario. Como A C By, existem pontos a em A e bem B
tais que |a — b| < J. Da mesma forma, como B C Cj, existem pontos b’ em B e c em C'

tais que | — ¢| < 6.

Usando as desigualdades triangulares, temos:

la—c| <la=0]+ 0 —¢|

Como |a — V| <de |l —c| <4, temos:

la — ¢c| < 26.

Isso significa que A C Cys5 e C' C Asgs. Portanto, podemos concluir que:

d(A,C) < 26

Agora, vamos considerar a soma d(A, B) + d(B,C):

d(A,B)+d(B,C) > 6+ § = 20.

Como essa desigualdade vale para todo 6 > 0, concluimos que:

d(A,C) < d(A, B) + d(B,C).

Portanto, a desigualdade triangular € satisfeita pela métrica de Hausdorff.
OJ

Exemplo 2.9. Vamos calcular dj, (Fx_1, Ex) donde E} é o k-ésimo estagio do conjunto de Cantor

K. Note que E} C Ej_; entdo sempre é verdade que Fy, C (Ej_1)s. Logo
dh<Ek, Ek—l) = 1nf{<5 | E. | C (Ek>5}

Mas ora, como F, € formado através da remocao do ter¢co médio dos intervalos de Fy._1,

entdo o menor § para que Fy_; C (Fy)s é metade do terco médio de Ej. Isto é

1
2.3k

dh(Ek7 Ek’—l) -
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Definicao 2.11. Uma colecio B de abertos num espaco métrico M chama-se base quando todo
aberto A C M se exprime como uma reunido A = J B com B, € B. Isto é, dados um aberto
A C M ex € Aentdo existe um B, € B tal que x € B,, C A. Em particular, quando a base

B € um conjunto enumeravel entdo diz-se que M tem base enumerdvel.

Exemplo 2.10. (R", d), onde d é a métrica euclideana, tem base enumeravel. De fato a coleg¢do

de bolas abertas { B(q,7) } ;cq» forma uma base enumerével para (R", d).
Definicdo 2.12. Um conjunto A C M é denso se A = M. Diz-se, assim, que A é denso em M.
Exemplo 2.11. Q é denso em R. A prova pode ser encontrada em (LIMA, 2013)

Definicao 2.13. Um espaco métrico M ¢é dito ser separdvel se satisfaz uma das 3 seguintes

proposicoes:

1. M possui um subconjunto enumerével denso;

2. M possui uma base enumeravel de abertos;

3. Toda cobertura aberta de M admite subcobertura enumeravel.(Propriedade Lindeldf).
As 3 propriedades sdo equivalentes e a demonstracao pode ser encontrada em (LIMA, 1993).

Exemplo 2.12. Seja M um espago métrico enumerdvel, entdo M é separdvel. De fato, M é

subconjunto denso em si mesmo e também € enumeravel.

Exemplo 2.13. Seja M um espago métrico compacto, entdo M € separavel. Com efeito, como

M é compacto entdo toda cobertura aberta admite subcobertura finita, e portanto, enumeravel.

As ferramentas, conceitos e exemplos que surgem naturalmente do estudo de espagos
métricos necessarios para o avango da teoria proposta neste texto, estio comtempladas nessa
se¢do, o leitor poderd guiar-se por ela e pelas referéncias aqui citadas em caso de duvidas

posteriormente.

2.2 NOCOES DE ALGEBRA LINEAR.

Definicao 2.14. Uma tranformacdo 7" : R" — R" € dita linear se
1. T(z+y) =T(xz) + T(y) para todos os z,y € R";
2. Paratodo A € Rvale T'(\ - z) = \T'(x).
T é dita ndo-singular se 7'(z) = 0 <= x = 0.

Definicdo 2.15. Uma transformagdo S : R" — R" da forma S(z) = T'(x) + a, com a fixado,

donde T'(x) é uma transformagio linear nao-singular, é chamada de transformagdo afim.
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Exemplo 2.14. Tome 7'(x) = Az, com A > 0, entdo S(z) = T'(x) + a = Az + a,com a fixado,

¢ uma transformacao afim.

Defini¢do 2.16. Dada S : R" — R" tal que |S(z) — S(y)| = ¢+ |x — y| com ¢ > 0, entdo S é

conhecida como similaridade.

Exemplo 2.15. Considere S(x) = T'(z) 4+ a uma transformagdo afim, se 7" € uma transformagao
ortogonal(preserva produto interno, portanto norma) entdo S € uma similaridade. De fato, note

que
1S(z) = SW)| = |T(x) = T()| = T(x—y)| =[x —yl.

2.3 MEDIDAS NO R"

Definicao 2.17. Seja X um conjunto ndo vazio e F uma cole¢do de subconjuntos de X. A

colecdo F é uma algebra de subconjuntos de X se tiver as seguintes propriedades:
1.0, X € F.
2. ANB e F,sempre que A, B € F.
3. A¢ € F,sempre que A € F.

Definicao 2.18. Seja X um conjunto ndo vazio e S a classe de todos os subconjuntos de X com

as seguintes propriedades:
1.0, X € 8.
2. A°e Ssempre que A € S.
3. U2, A € Ssempre que A; € S.
Tal classe de conjuntos é chamada de sigma algebra(o—algebra) dos subconjuntos de X.

Exemplo 2.16. Seja X um conjunto arbitrario e seja C a classe de todos os subconjuntos de X.
Denote por S(C) := [ S, onde a interse¢do é tomada sobre todas as o-algebras S de X tal que
S D C, entdo S(C) é uma o-algebrade X e S(C) 2 C. De fato, se S é uma o — algebra de X tal
que S D C, entdo por definicdo de S, temos que S 2 S(C). Entdo S(C) é a menor sigma algebra
de subconjuntos de X contendo C, tal c— algebra é chamada de o — algebra gerada por C.

Exemplo 2.17. Seja X um espaco topoldgico. Denote por U a classe de todos os subconjuntos
abertos de X e C a classe de todos subconjuntos fechados de X . entdo S(U) = S(C), chamaremos
de o—algebra de Borel dos subconjuntos de X e denotaremos por By. Agora tomando se X = R
entdo Bg € a 0 — algebra de Borel da reta, cada elemento da sigma algebra de borel € chamado
de boreliano. Mais detalhes podem ser vistos em (RANA, 2002)

Definicdo 2.19. N6s chamamos ¢ de uma medida em R"” se p € associada a um nimero nao

negativo, possivelmente oo, a cada subconjunto do R” tal que:



18

L. u(0) =0.
2. u(A) <pu(B)se ACB

3. Se Ay, As, ... ¢ um sequéncia enumeravel de conjuntos mensuraveis em R" ento:

o0

N(U 4;) < Z (As).

Se tomarmos os {A;} € B~ disjuntos, teremos:
p(JA) =) u(A).
i=1 i=1

Exemplo 2.18. A medida de Lebesgue £! estende a ideia de comprimento para uma vasta cole¢io
de conjuntos em R, isso inclui os borelianos da reta. Para intervalos abertos e fechados, tomamos
LY(a,b) = LYa,b] = b—a. Seja A = |J;[ai, b;] uma unido disjunta, entdo L' (A) = > .(b; — ;).
Isso nos leva a definicdo natural da medida de Lebesgue(comprimento) de um conjunto A

arbitrario:
o

LY(A) = inf {Z(bi —a;) | AC U[ai,bi]} .

% =1
Agora se definirmos A = {(z1, ..., X;,) € R" | a; < ; < b;, volume n-dimensional de A é dado

por
n

Vol (A) = [ [(b: — ai).

=1

Generalizamos £ para o caso n-dimensional do seguinte modo

L(A) = inf {Z Vol"(A) | Ac| Al} .
i=1 i=1
Proposi¢io 2.2. A medida de Lebesgue L' é invariante por translagdo, isto é, dado t € R, entdo
El(A +1) = El(A)
para A C R mensurdvel.

Demonstragdo. Note que

LY(A) = inf {Z Vol'(A;) | Ac | AZ} .
i=1 =1
Agora, definamos

X = {i Vol'(A;) | A C DAZ}
i=1 i=1
Y = {iVoll(Ai—i-t) | A C GAz}
i=1 i=1
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Tomemos entdo =z € X, segue que = = y .-, Vol'(A;) para intervalos A; que cobrem A.

Teremos entdo que
o)

A+tcOAi+t:U(Ai+t),

i=1 i=1

e como Vol (A;) = Vol*(A; + t) teremos
r=Y Vol'(A) =) Vol'(A+1t) €Y.
i=1 i=1

Portanto X C Y. Analogamente se prova que Y C X, dai, X = Y logoinf X =infY. 0J

Exemplo 2.19. Dado A € R" limitado, uma distribui¢do de massa ; em A € uma medida tal
que 0 < p(R™) < oco. Tomemos como exemplo o seguinte: seja L um segmento de reta de
tamanho 1 no plano. Defina agora p(A) = £(L N A) entdo p é uma medida de massa pois
p(R™) = LY{LNR") = 1.
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3 A medida e a dimensao de Hausdorff

No final do capitulo anterior vimos a definicdo de medida, em particular, da medida
de Lebesgue. Note que a defini¢do de conjunto de medida nula para a medida de Lebesgue é
equivalente a dizer que para todo € > ( existe uma cobertura do conjunto em questao, digamos
FotalqueJI; D Fe)_;|l;| <e Umexemplo disso € o conjunto dos niimeros racionais. De
fato, seja Q este conjunto, para cada racional g,, considere o I,, = (g, — £/2"2, q, + €/2"+?).

Note que |I,,| = ¢/2"*! e dai somando os comprimentos intervalos teremos:

o o0 c
DILI=D 5m=e
j=1 j=1

Um outro exemplo de conjunto de medida de Lebesgue nula € o conjunto de Cantor ternério K.

Lembremos aqui sua construcao:

Etapa 0 02 99
Etapa 1 0/9 3/9 6/9 9/9
09 1/9 2/9 3/9 6/9 7/9 8/9 9/9
Etapa 2 —_— - Z - Z_ 7
Etapa 3 — — —_ — - — - —
Etapa 4 - - - -- - - - -

Note que o processo de constru¢@o do conjunto de Cantor terndrio consiste na continuacao
ad aeternum dessas etapas e depois na interse¢do infinita delas, isto é, seja Ej, cada uma dessas

etapas, teremos:

K = ﬁ Ey.
k=0

Pode-se provar que o conjunto de Cantor consiste nos nimeros entre [0, 1] cuja expanséo
na base 3 so possui digitos 0 e 2, e portanto € uma sequéncia bindria infinita, usando o argumento
da diagonal de Cantor € trivial mostrar que qualquer lista de sequéncias bindrias infinitas infinitas
é ndo enumerdvel, e portanto K também é. Além disso, para provar que £'(K) = 0, basta notar
que cada etapa Ey, para k > 1, sdo retirados 28! intervalos de tamanho 3~* e portanto, teremos

que a medida dos intervalos retirados G/, €é:

i Gl => 2F137F = 1.
k=1

k>1
E por fim:

LYK) =LY 0,1]) =) 23 F=1-1=0.

k>1
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Assim do ponto de vista da teoria da medida de Lebesgue nao podemos distinguir QQ e K. Desde
que Q é enumerdvel mas K ndo é, sob a ética de teoria dos cardinais surge uma importante
diferenca entre Q e K. E entdo surge um questionamento: é possivel colocar uma medida em K
que dé peso(medida) positiva para /' ? Isto permitiria dizer se € possivel enxergar /K sob outra
"lupa", isto €, outra medida. O estudo da medida e dimensdo de Hausdorff permite-nos responder

perguntas como acima e a detalhar conjuntos de maneira bem eficiente.
Definicao 3.1. O didmetro de de um subconjunto U C R" € definido como
Ul = sup{lz —y| | z,y € U}.

Definicfo 3.2. Se {U;} é uma colecdo enumeravel de didmetro no maximo § que cobre F, isto &,
F C ;5 Ui com 0 < |U;| < 0 para todo i, dizemos que {U; } € d-cobertura de F'.

Definicio 3.3. Tome F' C R" e s € [0, 00), para qualquer 6 > 0 definimos

Hi(F) = inf {Z |U:|* | {U;}é uma §-cobertura de F} :

=1

Proposicio 3.1. Se 6, > 0 entdo Hj (F) < H; (F).

Demonstracdo. Se d; > 05 teremos que

{Z \U;|* | {U;}é uma d9-cobertura de F} C {Z |U;|* | {U;}é uma 6;-cobertura de F} .

i=1 i=1

Mas lembremos que se A C B entdo inf B < inf A, dai, tomando o infimo sobre todas as

coberturas, teremos que H; (F) < H;3 (F). O
Note da proposi¢do acima que quando ¢ decresce, H;(F') cresce, portanto, quando ¢ | 0,

visto que € bem conhecido que fun¢des monétonas f : X — R possuem limites laterais

lim, .+ f(z) se a € X, conforme (LIMA, 2013). Entdo #;(F') se aproxima de um limite, o

que nos leva a seguinte defini¢do:

Definicao 3.4.
H(F) := im H3(F).
0—0
H*(F') é chamada de medida de Hausdorff s-dimensional.

Proposicio 3.2. Tome {F;};>1 C R™ enumerdvel entdo H*(\J;—, Fi) < > oo H(F}).

Demonstragdo. Seja {A; j}; uma d-cobertura de F;, entdo temos que | J,{A;;}:; € -cobertura
de ' = | F;. Logo da defini¢do de #;(F') temos que:

H(F) < > |F 1 =D IF,l

ij>1 i>1 j>1

Tomando agora o infimo sobre todas as coberturas teremos:

HiJF) <D M),
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Por outro lado temos, utilizando a proposi¢ao anterior e a defini¢do, que
D HE) <Y HU(E).
i=1 i=1
E dai juntando tudo temos por fim que
Hy(JF) <Y H(F).
i=1 i=1
Agora fazendo 6 — 0 obtemos o que desejavamos:

H (U F) <Y H(F).

Definicio 3.5. Seja U € R" e A > 0 entdo denotemos A\U = {\z | z € U}.
Proposiciio 3.3. Tome ' € R" e A > 0 entdo H*(\F) = NH?(F).

Demonstragdo. Tome 6 > 0 e seja {U, }; uma d-cobertura de F entdo {\U; }; € uma \J-cobertura
de \F, de fato, se A C |JF; com |U;] < ¢ entdo |[AF;| < M. Note que > .~ [A\Uji|* =
A# > |U;|5. Portanto

A° {Z \Ui|* | {U;}: € 6 — cobertura de F} C {Z |Vi] | {Vi}i € A — cobertura de )\F}.

i=1 i=1

Portanto, iremos obter que H3;(F) < H;(F'). Fazendo 6 — 0, temos:

HE(F) < NH(F).

1
Por outro lado, seja B C R"ea > 0,tome A = —e F' = 5 na equacgdo acima e teremos
o
S B S S B S 1 S S
<— a"H*(B) < H’(aB). (3.2)
(3.3)

Como as equacdes anteriores valem de um modo geral, temos
H(AF) = NH(F).
O

Defini¢do 3.6. Dado ¢ € R, uma fungdo f : A C R" — R" é (¢, a)-Holder se | f(z) — f(y)| <

¢l —y|~

Proposicio 3.4. Seja [ : A C R" — R™ nas condicées acima, entio H*/*(f(A)) < c¥/*H3(A).
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Demonstragdo. Tome S = {U,}, uma d-cobertura de A, entdo f(S) é uma 6°-cobertura de
f(A). De fato, como |f(z) — f(y)| < ¢ |z — y|*, entdo, tomando o sup em ambos os lados

obtemos que |f(U;)| < ¢- 0%, Vi. Além disso,, temos que:

STIAO)P < el (U
=1 =1

Agora tomando o infimo sobre todas as coberturas e fazendo 6 — 0 temos:

HY(f(A)) < /N (A).

Teorema 3.1. Seja A C R"” existe a € R tal que:

0, se s>
H(A) =

00, Sses<
Neste caso o é chamado de dimensdo de Hausdorff de A. Denotamos por HD(A).

Demonstra¢do. Suponha primeiramente que H*(A) = oo. tome s < a e d > 0, entdo € =

a — s > 0. Seja {U;};, uma d-cobertura de A, temos:

DUP =) U=y U

7 3 K3

Tomando infimo sobre as d-coberturas temos #Hj(A) > 6 °H$(A), fazendo 6 — 0 encontramos:

= OQ.

s . HM(A)
P =i =5

Por outro lado, se H*(A) < oo, suponha s > a e § > 0 tal que Hj(A) < oo. Seja {U;}; uma
d-cobertura de A, denote também € = s — a > 0. Temos

Z il = > Ui - Ui > 5_62 Ui,

Tomando o infimo sobre todas as coberturas e fazendo & — 0, segue que:

H(A) < lim 6° - Hg (4) = 0.

A imagem abaixo representa o comportamento da medida de Hausdorft:
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H(F)

U * ¥
0 dimy F n
Proposicao 3.5. Seja A C R" e suponha f : A — R™ sendo (c, «)-Holder. Entdo temos que
HD(f(A)) < (1/a) - HD(A)

Demonstragdo. Seja s > HD(A). Entdo como H*(f(A)) < ¢/*H(A) = 0 dai, pela defini-
¢do, HD(f(a)) < s/a paratodo s > HD(A). Logo

aHD(f(A)) < HD(F) = HD(f(A)) < (1/a)HD(A).
O

Definicao 3.7. A transformacio f : A — R" é chamada de bi-Lipschitz se existem constantes
a,be Rcom0 < a < b < ootais que

alz —y| < [f(z) = f(y)| < blz —y| Vz,y € A.
Corolario 3.1.
* Seja f : A — R"™ uma transformagdo Lipschitz, entdo, HD(f(A)) < HD(A).
* Seja f : A — R"™ uma transformagdo bi-Lipschitz, entdo, HD(f(A)) = HD(A).

Demonstracdo. Na proposi¢do anterior tome av = 1 e teremos o desejado, isto é, HD(f(A)) <
HD(A). Provando a primeira afirmagdo. Agora para essa segunda afirmacéo, pegue o item
anterior e aplique para a inversa f~! : f(A) — A que também é Lipschitz. teremos entdo
HD(A) < HD(f(A)). O que vai nos dar o desejado:

HD(A) = HD(f(A)).
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Proposicao 3.6. Seja A € R" com HD(A) < 1. A € totalmente desconexo.

Demonstracdo. Tome z,y € A dois pontos distintos. Considere o mapa f : R™ — [0, 00)
definido por f(z) = |z —z|. Note que |f(2) — f(w)| = |(z — z) — (w — x)| = |z —w], logo, pela
primeira parte do coroldrio anterior teremos que HD(f(A)) < HD(A) < 1(por hipétese). Daf
f(A) é um subconjunto da reta com H'(f(A)) = 0, por defini¢do de dimensdo de Hausdorff,

logo, tem complementar denso. Tome r tal que r ¢ f(A)e 0 < r < f(y), teremos
A={zcAl|l|z—z|<r}U{z€eAl||z—z|>r}.

Entdo A estd contido em dois conjuntos disjuntos taisque x € {z € A | |z —z| <r}e

ye{z€ A||z—z|>r}. Segue que x e y estdo em componentes conexas distintas, portanto,

A é totalmente desconexo. 0J
Exemplo 3.1. Seja K o conjunto de Cantor ternario, entdo HD(K) = iig; :

Demonstragdo. Seja Ej. o k-ésimo estdgio da constru¢do do conjunto de Cantor que consiste
em 2 interavalos de tamanho 37%, a idéia consiste em mostrar que quando s = igig; entao
0 < H*(K) < oco. Primeiramente note que ao tomarmos os intervalos de £, como uma 3~ "-
cobertura de K, teremos que H5_,(K) < 2"37% = 1se s = ﬁigi Fazendo k — oo e

tomando o infimo sobre as coberturas obtemos que H*(K) < 1. Agora vamos mostrar que
H*(K) > 1/2. Com efeito, como K é compacto entdo podemos pegar uma subcobertura aberta
finita {U;} de K, Agora para i, tomemos um j de tal modo que 3~U*1 < |U;| < 377. Note
que, cada Uj; intersecta no maximo um intervalo em cada F;, pois seu didmetro € menor que
o tamanho dos "gaps". Perceba que se [ > j entdo U; intersecta no maximo 2!/ intervalos
basicos, pois esse é o nimero maximo de subintervalos contidos no intervalo basico no qual
nosso intervalo U; pode intersectar em £}, e também, sendo o; o nimero exato de intervalos que
cada Uj; intersecta, temos que 2!~/ > ¢, para cada elemento da cobertura finita. E como cada
intervalo basico em cada £; pode ser intersectado por mais de um U;, vamos obter, somando

sobre todas as coberturas que

N 2 =Y o =2
O que vai nos dar por fim

s —5_1
Z|Uz| >3 =35

Por fim, obtemos que para s = log(2)/log(3), temos que

< HYK) < 1.

| —

O que nos da o desejado.
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3.1 DEFINICOES ALTERNATIVAS DE DIMENSAO.

Agora vamos falar brevemente de definicdes alternativas de dimensdo e como calcula-las.

Definicdo 3.8. Seja /' C R" um conjunto ndo vazio e limitado e Ns(F') o menor niimero
de conjuntos de didmetro no maximo d que cobrem F'. Definimos a box dimension inferior e

superior do seguinte modo:

dimy F' = lim inf M
— =0  —logd
e
log Ns(F)

dim, F' = lim sup
0—0 - log d
Se a igualdade ocorre, o valor comum € chamado de box dimension, ou em notagao:

log Ns(F
dimy F' = lim 287 o(F)
6—0 —logd.

Note que quando 6 — 0, entdo — log ¢ € positivo.
Vamos agora apresentar defini¢cdes alternativas importantes de box dimension, e para

1Ss0, vamos primeiro a uma nova definicao.

z

Definicao 3.9. Uma d-malha de cubos em R™ é um cubo da forma
[m1d, (my + 1)d] x ... X [m,,0, (m,, + 1)d].
Donde mq, ms, ..., m,, sdo inteiros.
Proposicao 3.7. As seguintes definicdes para Ng(F') sdo equivalentes:
1. O niimero de 6-malhas de cubos que intersectam F
2. O menor niimero de cubos de lado § que cobrem F
3. O menor niimero de bolas fechadas de raio 6 que cobrem F'.
4. O menor niimero de conjuntos de didmetro no mdximo § que cobrem F'.
5. O maior niimero de bolas disjuntas de raio  com centros em F.

Demonstragcdo. Provaremos as mais importantes equivaléncias. As outras seguem facilmente

das que ficardo provadas.

1. Seja M;s(F') o nimero de d-malhas que intersectam F. Obviamente elas nos ddo uma
colegdo de M;(F') conjuntos de didmetro §/n que cobrem F'. Daf Ny (F) < Ms(F).
Se §4/n < 1 entdo

log N; /m(F) < log Ms(F)
—logdy/n — —logy/n—1logd’
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Agora,se 6 — 0

log M5 < log M(;(F)

dimy, F' < liminf
S 7 = i —logy/n—logd = —logd

E analogamente

log NsF'

dim; F' < lim sup ous "

Agora por outro lado notemos que qualquer conjunto A de didmetro no maximo ¢ esta
contido em 3" cubos de lado . Com efeito, para notarmos isso, basta perceber que em
dimensao 1, basta escohermos o cubo contendo a0 menos um ponto do conjunto A e os 2
cubos de lado ¢ adjacentes a ele na reta. A unido desses 3 cubos terd didmetro 39, enquanto
a unido de A com o cubo escolhido terd didmetro no maximo 24 e ainda estarao contidos
nos 3 cubos. A idéia pode ser generalizada para qualquer R™ por indugdo. Segue-se,
portanto, que:
MsF < 3"NsF.

Tomando logaritmos, o lim sup e lim inf quando § — 0, e juntando com a desigualdade

anterior obtemos:

log N5 F log MsF log 3™ + log NsF
lim inf 08 “Tov/m < lim inng—(s < lim inf 083" + log Vs )
—log dv/n +logv/n —logd —logd
Isto equivale a
lim inf M < lim inf M < lim inf Nsl )
—logd —logd —logd

A ideia € andloga para a box dimension superior. O que encerra a demonstragao.

. Este segue como o anterior, basta notar que como todo cubo de lado ¢ tem didmetro §/n,
logo todo conjunto de didmetro  estd contido num cubo de lado §. Portanto seja NsF

como definido anteriormente e M;F' como definido no item (2), teremos que

NswF < MsF.

Por outro lado suponha que K, Ko, ..., K, sdo conjuntos de didmetro no maximo o
cobrindo F'. Basta agora escolher cubos C, C, ..., Cy,r de lado 6 /+/n tal que K; € C;.
O que nos da

Ms, m < NsF.

Agora procedendo igual no item anterior, isto é, dividindo as desigualdas por — logd e

aplicando os limites, vamos obter tais equivaléncias.
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3. Esta aqui procede igual a anterior, basta lembrar que o diametro do fecho € igual o
diametro do conjunto, e todo conjunto de didmetro no maximo ¢ ta contido num conjunto

de didmetro no maximo 2 e teremos desigualdades semelhantes as anteriores.
4. Andlogo ao anterior.

5. Este é o caso mais interessante. Seja N;F' como nos itens anteriores e M;F o maior
nimero de bolas disjuntas de raio ¢ centradas em /' de modo que sejam By, ..., By p
tais bolas. Note que, dado qualquer z € F), entdo x estd a uma distancia no maximo ¢
de alguma B;, caso contrério, deveria haver ainda mais uma B; que contém z. O que
contrariaria a maximalidade de M;F', portanto, as bolas de raio 20 concéntricas as B;

cobrem F', e finalmente teremos

/
Nys ' < MGF.
O que encerra nossa demonstracao com contas andlogas a primeira.
U

Exemplo 3.2. E verdade também que nem sempre as box dimensions inferior e superior coinci-
dem. Vamos entdo a ideia de construir um conjunto F tal que dim; £ < dim, £ reproduzindo a
idéia da constru¢do do conjunto de Cantor, porém, com um padriao mais sofisticado.
Seja k, = 10",Vn > 1. E seja também E = (,-, donde Ey, = [0,1] e
B E obtido removendo 1 /3 médio se ko, < k < kopy1
k= ,
E obtido removendo 3/5 médio se kop i1 < k < kopyo
Agora vamos estimar Ns(E), tomando por definicdo como sendo o menor niimero de

intervalos fechados de tamanho 0 que podem cobrir E. analisaremos 2 casos pela paridade de n:

1. Suponha n par. Primeiramente note que o estdgio Ej, é composto de 2!%° = 2*2 intervalos
de tamanho (1/3)* (1/5)"~* isto é facil de ver pela construgdo pois até E, os intervalos
vdo diminuindo em escala 1/3 e depois de k; a ks ele diminui na escala 1/5, pois o intervalo
é divido em 5 e € removido o 3/5 médio. Para n par entdo o intervalo Ej, é feito de 2k

intervalos de tamanho
O, = (1/3)kr(1/5)k=7kr o (1/8)kn=17Rn=2(1 /5)Rnhn

Como §,, < (1/5)*»~*=-1 yamos entdo tomar os intervalos como coberturas e teremos

dimy £ < lim inf M < lim inf log 2%
E— n—co  —logd, n—oo — log(1/5)kn—kn-1
= lim inf n log 2
n—oo (k, — k,_1)logh
~ 10log?2

~ 9log5h
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2. Suponha n fmpar. Para n = 1 temos que £}, é formado por 2*' intervalos de tamanho
(1/3)*. Analogamente, paran = 3 temos que Ej, € formado por 2" intervalos de tamanho

(1/3)%1(1/5)k2*1(1/3)*~*2 Indutivamente em E},, teremos 2% intervalos de tamanho
577, = (1/3)k’1(1/5)k2—k1(1/3) .. (1/5)kn—1—kn_2(1/3)]%_]%_1‘

Note que 6, > (1/5)%-1(1/3)kn=*n-1_ Portanto como qualquer intervalo de tamanho §,,

intersecta no maximo dois intervalos em £}, , temos

—_— log N5 (E log 2kn—1
dim, £ > lim sup Og—é"() > lim sup 08
n—ooo  —logod, nooo —log((1/5)kn=1(1/3)kn—kn-1

kylog2 — log 2
kn_1logh + (kn — ky—1)log 3
10k, _1log2 — log 2

= lim sup

— ]
D 085 + 9k, 1 log 3
_ 10log(2)
~ log5+9log3’
Mas
10log 2 < 10log 2 < 10log 2
9log5 ~ 11log3 ~ logh + 9log3’
Portanto

dim, F < dimy, E.

Como desejado.

Proposicao 3.8. Seja ' um subconjunto de R"™ entdo:

1 ["(F,
dimy F' = n — lim sup M
B 550 logd
‘ S log Vol"(F,
dimy F' = n — liminf M.
5—0 log §

Demonstragdo. Note que se F' pode ser coberta por Vs F' bolas de raio 6 < 1 entdo Fj pode ser
coberto pelo mesmo nimero de bolas de raio 29, ja que o ponto mais distante na fronteira de
F dista no maximo ¢ de F'. Portanto temos que, sendo C;, o volume da esfera n-dimensional

unitaria, entao:

Vol™(Fy) < Ns(F)C,(26)™.

Tomando logaritimos de ambos os lados e dividindo tudo por — log 9, obtemos:

log Vol™(Fy) - log(2"C,,) 4+ nlogd + log NsF
—logd — —logd '

Tomando o liminf de ambos os lados
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log Vol™(Fj <

lim inf —n + dim, F.

6—0 — log )

Analogamente obtemos 0 mesmo limite cara o caso superior. Agora veja que, tomando
a defini¢do equivalente de NI ser o nimero de bolas disjuntas de raio ¢ de centros em F' da

proposi¢do anterior, podemos somar seus volumes de modo a obter que

NsFC,6" < Vol™(Fy)

Agora basta dividir por — log d e tomar o limite a fazendo 6 — 0 e dai

1 ["(F;
lim inf M > —n + dim F.
50 —logd —
Encerrando a demonstracao. 0

Proposicio 3.9. Seja F' C R". Entdo HD(F') < dim, F' < dim;, F
Demonstragdo. Note que pela defini¢do de dimensao de Hausdorff, se um conjunto /' pode ser

coberto por NsF' conjuntos de didmetro 9, se segue trivialmente que

H3(F) < NsF6°.

Agora, se H*(F') > 1, ento, tomando logaritmos obtemos que log NsF' + slogd > 0 e

dai

log Ns I
s < liminng—é.
s —logéd

E portanto
HD(F) < dimp,F' < dim;, F,VF € R".

log 2

Exemplo 3.3. seja F' o conjunto de Cantor ternério. Entdo dim,, ' = dim, F' = Toa 3"
0g

Demonstracdo. Note que cada k-level, isto é, cada etapa £}, da construcdo do conjunto de
Cantor, é formado por 2% conjunto de tamanho 37* e portanto, se 37% < § < 3'7%, entdo
NsF < 2% Daf usando a defini¢do e tomando o limite com § — 0 :

log Ns F° log 2% _ log?2

dimy, F = li 28717 - ,
T Y Tlogs — ik Tlog3i T log3

Por outro lado, qualquer intervalo de comprimento &, com 3-*+1) < § < 3% intersecta
no maximo um dos intervalos de tamanho 37* em cada k-level. Mas, temos 2* intervalos em

cada etapa de um k-level, portanto, sio necessdrios pelo menos 2* intervalos de tamanho § para

log 2

cobrir F. O que vai nos dar que N5F > 2% e daf temos que dim; F > s
——0- og3

Usando a proposi¢ado
anterior nossa demonstracdo estd encerrada.
OJ
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Proposicao 3.10. Valem as seguintes propriedades:

1. Seja F' uma subvariedade suave m-dimensional do R"(pode-se encontrar a defini¢cdo em
(LIMA, 2000)). Entdo dim,(F') = m.

2. Se B C S entdo dim,(B) < dim,(.5).
3. dimy(A U B) = max{dim,(A), dim,(B)}.
4. dim,, é invariante por transformagoes bi-Lipschitz.
5. dimy(A x B) < dimy(A) + dim,(B)
Demonstragdo. 1. Semelhante ao caso para a dimensdo de Hausdorff.

2. Note que para qualquer 6 > 0 temos que N;5(B) < Ns(.S). De fato, como B C S entdo
qualquer cobertura para um ponto em B também estd em S. portanto, pela permanencia
de sinal do limite vamos ter que

. .. NsB NsS
dimy(B) = }sg% —logd ~ -0 —logé

3. Primeiramente note que como A, B C A U B entdo pela propriedade anterior vamos ter
que dim,(A) < dim(AU B) e analogamente dim,(B) < dim,(A U B). E portanto temos

que

max{dimy (A), dimy(B)} < dimy(A U B).

Por outro lado, perceba que Ns(AUB) < Ns(A)+ Ns(B) onde a igualdade s6 ocorre se os
conjuntos forem disjuntos. Também € verdade que Ns(A)+Ns(B) < 2max{N;(A), Ns(B)}.
Agora basta tomar os logaritmos de ambos os lados, dividir por — log ¢ e tomar os limites

de ambos os lados quando 6 — 0. Por fim teremos

dimy(A U B) < max{dim,(A), dim,(B)}
juntando ambas as desigualdades temos o desejado.

4. Para provar isto, note que se |f(z) — f(y)| < ¢|x — y| e F pode ser coberto por NsF
conjuntos de didmetro no maximo J entdo f(F') pode ser coberta por NsF' conjuntos de
diametro no méaximo c¢d. Portanto tomando os limites e o logaritmo de ambos os lados
obtemos que dimy(f(F')) < dim,(F). A outra desigualdade pode ser obtida de modo
andloga a dimensdo de Hausdorff.

5. Anadlogo ao item 3.



32

Proposicdo 3.11. Seja F o fecho do conjunto F C R". Entdo vale

dimy(F) = dim,(F)

Demonstracdo. Veja que como F' é o menor subconjunto fechado contendo F, basta tomar
By, Bs, ..., B, como sendo uma cobertura de F' formada por bolas fechadas de raio 9, i.e,
FC Ule B;. Dai, como a unido finita de fechados é fechada, segue que Ule B; é fechada, e
por definicdo teremos F' C Ule B;. Agora, como isso vale para qualquer cobertura fechada,

vale, em particular. para a menor delas, e o resultado segue trivialmente. 0

Exemplo 3.4. dim,(QN(0, 1)) = 1. De fato, como Q N (0, 1) = [0, 1], entdo, dim,(QN(0,1)) =
iy (@1 (0, 1)) = dimy ([0, 1]) = 1.

Agora, faremos uma proposi¢do simples, porém, importante para o topico seguinte.

Proposicao 3.12. Seja 1 uma distribuicdo de massa em F'( exemplo 2.19), e suponha que para
algum s, existem c,e > 0 tais que
u(U) < |

para todo U tal que |U| < €. Entdo H*(F) > u(F)/c.

Demonstragcdo. De fato, apenas note que se {U; } é uma cobertura de F', entdo

0<pu(F) <plJon) < ZM(Uz‘) <c) U

Tomando os infimos temos H3(F') > u(F)/c, dai, quando § — 0 obtemos H*(F) >
p(F)/c. m

Exemplo 3.5. Seja K; = K x [0,1] onde K é o conjunto de Cantor terndrio, provaremos
usando a proposi¢do acima que H*(K;) > 1/2 . Colocando s = 1 + log 2/ log 3 temos entdo
que s = HD(K,) = dim, K.De fato, Para cada estdgio E} do conjunto de Cantor temos 2"
intervalos de tamanho 3~*. Entdo, como K é o produto de K por um intervalo de comprimento
1, acima de cada intervalo basico em E,, sdo suficientes uma coluna de 3* quadrados de lado 37*,
e por conseguinte didmetro 3~%1/2, para cobrir K7, o que nos dar um total de 2*3* quadrados.

Portanto:

Hiw5(K1) < 2hgk|3—h /2| Hlor2/log3 _ 9s/2,

Entio H(K,) < 2%/? e além disso HD(K,) < dim, K; < dim, K; < s. Agora nés
definiremos uma distribuicao de massa em K; partindo da distribuicdo de massa natural em K,
isto é onde cada intervalo bésico em Ej, tem massa 2~*(pois a soma total deve resultar em 1).

Portanto, seja U um retangulo de altura h < 1 paralelo ao eixo y do plano cartesiano e com
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base acima de um dos intervalos basicos de Ej, definimos entdo naturalmente i (U) = 27%h.
Note que cada conjunto U estd contido num quadrado de lado |U| com lados paralelos ao eixo
coordenado. Se 371 < |U| < 37F entdo U estd sobre no maximo um dos intervalos bdsicos
de K de tamamho 37%. Logo

N(U> S 27k|U| S |U’ S |U|37k10g2/log3 S |U‘<3‘U’)10g2/10g3) — 310g2/10g3’U|S.

Portanto, pelo principio de distribui¢do de massa temos que H*(K;) > 1/2.
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4 APLICACOES EM SISTEMAS ITERADOS DE FUNCOES

Agora nés iremos tratar mais especificamente de fractais de maneira mais rigorosa através
de algumas defini¢cdes importantes como a de IFS, além disso, forneceremos teoremas relevantes
para calcular a dimensao de Hausdorff quando obedecem uma condicao especifica(open set
condition) e também maneiras de estima-los em outras condi¢des como o caso do conjunto de

Cantor nao-linear.

Definicao 4.1. Sejam S; : D — D contra¢des onde D € R" € fechado. Um sistema iterado de
funcdes(IFS) é uma familia finita {5y, S, ..., S;,} com m > 2. Dizemos que um subconjunto

compacto e ndo vazio ' C D é um atrator para o IFS se

Exemplo 4.1. Seja F' o conjunto de Cantor terndrio e sejam Sy, Ss : R — R dadas por

Si(x) = 5 e Syl = & + g
Entdo F' = S1(F) U Sy(F).
De fato, se z € S;(F) entdo para algum y € F temos z = S;(y), entdo se y =
Y 51 0i/3" donde o; € {0,2}, teremos que © = y/3 = Y., 0;/3""" € F, analogamente se
z e So(F), existe y € F tal que x = Sy(y) = 2/3 + Z;>1 0;/3" com o; € {0,2}, Logo
S1(F) U Sy(F) C F. Por outro lado, dado = € F teremos queix =Y ",5,0i/3", se o1 = 0 entdo
T =3 ,0i/3 <2/3logo x € Si(F), analogamente, se 01 = 2 entio x € So(F).

Teorema 4.1. Considere o IFS dado pelas contragcoes {S1,Ss, ..., S} em D C R™ tal que

com ¢; < 1. Entdo existe um unico atrator F' para esse IFS. Além disso, se definirmos a

transformacdo S : § — S, na classe de compactos ndo vazios S, como

para todo E € S e denotarmos S*(E) como o k-ésimo iterado de S(Com S°(E) = E e S* =
S(S*YE)),k > 1), entdo
F=()S"E)
k>0

para todo E € S tal que S;(E) C E.Vi.

Demonstragdo. Consideremos primeiramente S munido da métrica de Hausdorff dj,. Tome
entdo A, B € S e perceba que claramente que S(A), S(B) € S, agora temos que

m m

dn(S(A),S(B)) = dh(U Si(A), USz(B)) < max dy(5;(A), Si(B))

— 1<1<m
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De fato, note que, por definicdo,

m m

dh(U Si(A),USE(B)) = if {8 | (| Si(4)s > USi(B) e (JSi(B))s o USi<A))}

i=1 =1

max dy(S;(A), S;(B)) = 1rélg>rcninf{5 | (Si(A))s D Si(B)e (Si(B))s D Si(A)}.

1<i<m
Porém se (S;(A))s contém S;(B) para todo i, entdo (|J;", S;(A4))s contém (J;" | S;(B), analoga-
mente temos que (| J.", S;(B))s contém -, S;(A), e isto vale para todo 4, entdo basta tomar o

infimo em ambos os conjuntos. Agora veja que

dn(5(A),5(B)) < max C; - dy(A, B).

De fato, como |.S;(z) — S;(y)| < C;i-|z—y|, entdo |S;(z) —Si(y)| < max; C;- |z —y| para
todo i. Agorase A; D Be B; D Aentdo {¢ | (U~ Si(A))s D U~ Si(B) e (Ui~ Si(B))s D
Uiz, Si(A))} € max;{C;d | As D Be B; D A} tomando os infimos obtemos o desejado. Note
também que a métrica de Hausdorff € completa S pois todo espagco métrico compacto é completo.
Agora usando o teorema do ponto fixo de Banach, entio a transformagdo S tem um tnico ponto
fixo, isto é, existe um dnico F' € S tal que S(F') = F, que é justamente nosso atrator. Além
disso, S*(E) — F. Veja que como S;(E) C F entdo tomando a unifio sobre todos o0s 7 temos
que S(E) C E,logo S*(FE) é uma sequéncia decrescente de compactos ndo vazios contendo F
cuja intersecdo é N, S*(E). Portanto F' = N S*(E). O

Agora note que se S(E) = |J;~, S;(EF), entdo

[
s
n
(_\
T C s
n
3
N———

= U (Sll © Slz)(E)

i1,i2=1
Analogamente, podemos definir Z, = {(4;,i2,....%) | 1 < i; < m}, de modo que

S*(E) = Uz, Si, © Si,(E) como no exemplo acima e de maneira geral terfamos
SHE) =S 0...08,(E).
Tk
Agora veja que se S;(E) C FE para todo i, entdo dado z € F' = [, S*(E), temos

que para todo k, existe uma sequéncia (iy, io,...) tal que x € S;, o...0.5; . Isso nos dd uma

decodificacdo natural para x, onde

E assim obtemos que
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Proposicdo 4.1. Seja {S, ..., Sy} um IFS e F seu atrator, se F = |J" | S;(F) uma unido

disjunta, entdo F' ndo é conexo.

Demonstragdo. De fato, note que dados dois pontos x;, ;, .. 7# Ty € F'. Entdo, existe £ tal

o . g y .
que (71, i2, ..., i) # (41,1, ..., 7},) de modo que os conjuntos S;, o...0S;, (F) e Sy o...0Sy (F)
sdo conjuntos disjuntos fechados contendo os dois pontos e formando uma cisdao nao trivial em

F. U

Exemplo 4.2. Considere F = [0,1] e Si(z) = /3 e Sa(x) = ©/3 + 2/3. Vejaque S(E) =
S1(E)USy(E), S?(E) = S1(S2(E))USy(S1(E)),e assim vamos ter que S*(E) = Uij=12 50 ©

.05; (F) = Ej sendo o k-ésimo estagio da constru¢io do conjunto de Cantor, composto
de 2% intervalos basicos de tamanho 37%. Além disso, o ponto z;, ;, .. € um nimero da forma
0.a1az...a;... donde a; = 0 sei; = 1 e a; = 2 se i; = 2, que descreve perfeitamente bem os

elementos do conjunto de Cantor. S*(E) é usualmente chamado de pre fractal de E.

Definicao 4.2. Dizemos que 5; satisfaz a "open set condition (0.S.C) "se existe um conjunto

ndo vazio, aberto e limitado V' tal que

Vol Jsiv)
i=1
onde tal unido € disjunta.

Lema 4.1. Seja {V;} Uma colecdo disjunta de abertos do R" tal que cada V; contém uma bola
de raio air e estd contida numa bola de raio asr. Entdo qualquer bola B de raio r intersecta no

mdximo (1 + 2ay)"a; " dos fechos V.

Demonstragdo. Se V; intersecta a bola B, entdo como a |V;| = |Vj|, temos que V; esté contida
numa bola de raio (1 4 2as)r concéntrica com B, de fato, a soma do didmetro de V; mais o raio
de B é menor que 2ayr + 7 = (1 + 2a;)r. Agora suponha que N dos conjuntos V; intersectam
B, somando agora os volumes das bolas interiores de raio a;r e comparando com a soma da bola

de raio (1 + 2ay)r que contém todo V; que intersecta BB, teremos que

N(air)" < (1 + 2a9)"r".

Portanto

N < (14 2ay)"a;™.

Agora vamos ao mais importante teorema deste trabalho, o teorema de Moran, que nos
da uma forma de calcular a diemensao de Hausdorff de fractais auto-similares dada algumas

condigoes.
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Teorema 4.2 (Moran). Suponha que a open set condition ¢ satisfeita para as similaridades S;
no R"™ com raios 0 < ¢; < 1 paral < i < m. Se F ¢ o atrator do IFS {S4, ..., S,,}, entdo
HD(F) = dimy(F) = s, onde s € dado pela expressdo
c; =1
i=1

E alem disso, para tal valor s, a dimensdo de Hausdorff satisfaz 0 < H*(F') < oc.

Demonstragdo. Primeiramente vamos escolher s tal que > ;" | ¢f = 1. Denotemos Z;, como foi
definido anteriormente, o conjunto das sequencias (i1, io, ..., i) com 1 < 4; < m. Dado qualquer
conjunto A e uma sequéncia em Zj, denotaremos por A;, ;, ;. = S;, 0...0.S5; (A). Como ja

foi comentado, temos que
F = UE1,---7ik'
Ty

Vamos verificar que essa cobertura de F' nos dd uma estimativa adequada para a dimensao de

Haurdorff. Como S;, o ... 0 .S;, é uma similaridade de raio ¢; - cs... - ¢; temos que
S Fual =D (e caer) - |FP.
T T
Veja que como estamos percorrendo todos o0s i; € {1,2,...,m} vale que podemos

reagrupar esse produto de modo que

Y (e o) IFP=0c)- O e .. O a) - |FIP =I|FP.
Iy 11=1 10=1 =1

Agora dado 9 > 0, vamos escolher k tal que
|Fiy,n| < (maxe,)*|F| <.

Entdo H(F); < |F|° e portanto H(F)* < |F|*. Agora vamos analisar a cota inferior,
que ¢ a parte mais dificil da demonstragdo. Denotemos por Z = {(i1,142,...) | 1 < i; < m},
el i, = {01, ik, @rt1, ) | 1 < ¢ < m} o cilindro consistindo das sequéncias em 7
com termos iniciais (i1, is, ..., i ). Agora vamos por uma distribui¢do de massa ;. em Z tal que
w(Liy,or,) = (ciy ... ci,)® . como Y ¢; = 1 & verdade que

m

(Cil c. Cik)s = Z(Cil e cikci).

1=1

Basta agrupar a soma, e portanto vale por definicao que

Ly, i) = Z 1Ly i)
i=1

Isto prova a o-aditividade, e portanto p € de fato uma distribui¢do de massa nos subconjuntos de
Z, com u(Z) = 1. Agora nés temos que transferir essa distribui¢io de massa em Z, para uma

distribui¢do de massa v em F', definindo da seguinte maneira

v(A) = u({(ir, iz, .. ) | Tir iy, € A}),VA € F.
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Primeiramente veja que v(F') = 1 pois v(F) = pu(Z) = 1. Vamos mostrar que v satisfaz o
principio de distribuicdo de massa, com efeito, seja V' o conjunto aberto, limitado e ndo vazio de
modo que o nosso IFS satisfaga a open set condition, como V > S(V) = U, S;(V), entdo a
sequéncia decrescente de iterados Sk(V) — F'. Note que como V O Fentio Vi17~--,ik D Fi . i
para toda sequencia finita (1, ...,4;). Agora seja B uma bola de raio r < 1, vamos estimar
v(B) comparando os didmetros dos conjuntos V;, _;, cujos fechos intersectam B. Procederemos

cortando cada sequéncia infinita (i1, ...., 75 ) em Z depois do primeiro termo i, tal que

min ¢)-r<c;, ...c;, <r.
(lgigm z) = Uy T —

Agora denote por Q o conjunto de todas as sequéncias finitas que serdo obtidas dessa ma-
neira, entdo para toda sequéncia infinita (i1, iz, . . .) € Z, existe um tnico k tal que (i1, iz, ..., i) €
Q. Agoradados Vi, Vs, ..., V,, disjuntos abertos do R"™, teremos que V;, i, v 15 Vitio,ig.2 - - - 5

Visiio..ir.m Serdo disjuntos também para toda (i1, s, ..., 1), € portanto a cole¢do {V;, . |
(i1,...,1) € Q} é disjunta. Note que F' = (\{x;, i,,..} e para cada um desses elementos existe

uam sequéncia infinita em Z associada a ela. Vale portanto, pela definicdo de O que:

FC Uﬂl,...,ik C Uvi1,~~7ik'
o) Q

Escolhamos entdo a; e ay de modo que V' contém uma bola de raio a; e estd contida
numa bola de raio a,. Entdo por defini¢do de similaridade, para todo (i1, is,...,i;) € Q, 0
conjunto V;, ; contém uma bola de raio ¢;, ...¢;, - a; e agora por defini¢do de Q temos que
Vi, ...i, contém uma bola de raio min; c;a;r e esta contida em uma boladeraio¢;, ...c;, -az e
por conseguinte numa bola de raio a, - r. Agora vamos definir por Q; o subconjunto de Q tal que
B intersecta V;, ;. Pelo lema anterior, existem no maximo N = (1 + 2ay)"a; " (min;c;) ™"

sequéncias em Q7. Entdo segue que

v(B) = v(BOF) = p({(ir, iz, ) | @iria,.. € FOBY) < pl|J i, i0)-
Q1
De fato, se x;, ;,... € FFN B C UQVil,___,ik, entdo existe um k tal que (i1, ...,i) € Q.
E portanto

V(B) < Zlu([ilw-,ik) = Z(Ch cee Cik)s < ZTS < r°N.
& Q1

Q1

)

E notério também que dado qualquer conjunto U, ele estd contido numa bola de raio \U

entdo v(U) < |U|*N. Usando o principio de distribui¢do de massa e sabendo que v(F') = 1,
temos que H*(F) > N~! > (0 e portanto HD(F) = s.

Por outro lado, considere Q como sendo qualquer conjunto de sequéncias finitas tal que
para toda sequéncia infinita (i,s,...) € Z, existe um k tal que (i1,...,7;) € Q. Segue-se

indutivamente que se > "_, ¢;, = 1 entdo vale que
-

Z(Cil...Cik)s:ZCil...ZCik =1.
Q Q

Q
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Vamos ter entdo que se escolhermos Q como definimos inicialmente, temos que

Zmlncz <ZC“‘ czk =1
Q

implicando em

Z 1 < (ming) r >

Q

Portanto Q tem no maximo (min ¢;)~*

.r~° sequéncias. Para cada sequéncia (iq, . .., i)

—S S

em Q temos que |V, .| = ci, ... ;. |[V]| < 7|V, logo F pode ser coberto por (min ¢;) =7~

bolas de raio no maximo r|V| para cada r < 1. Usando uma das equivalencias de box dimension
e tomando Ns(F') = (min¢;)~*r~*, vamos ter que
log((min ¢;)~%r~%)

s =HD(F) < dimy(F) = dimy(F) < lims_o “1og(0) =s.

E isto encerra a demonstracao do nosso teorema.
O

Exemplo 4.3. Sabemos que, como ja foi provado, o conjunto de Cantor F' € o atrator do IFS dado
por Si(x) = x/3 e Se(x) = x/3 4+ 2/3. Note que tal IFS obedece a open set condition, basta
notar trivialmente que S;(F') U So(F') C (0, 1). Agora vemos que |S1(x) — S1(y)| = 1/3|z — y|

e analogamente |Sy(x) — Sa(y)| = 1/3|z — y|, portanto ¢; = ¢o = 1/3. Aplicando o teorema

temos que a dimensao de Hausdorff e a dimensao box s € dada por

(1/3)"+(1/3)° =1

(2/3)° =1
log(2)
S =
log(3)
Proposicao 4.2. Seja F' o atrator de um IFS consistindo das contragdes {Si, ..., Sy} num

subconjunto fechado D C R™ tal que |S;(x) — S;(y)| < ¢ilx—y|,Vo,y € D, com0 < ¢; < 1, Vi.
Entido HD(F) < s, dim,(F) < s e vale

m

Zcf: 1.

i

Demonstragdo. A prova é andloga ao teorema anterior, atentando-se ao fato que |A4;, ;| <
Ciy - - - G, |A| a0 invés de uma igualdade. O
Proposicao 4.3. Considere o IFS consistindo das contragcoes {51, ..., Sy, } num subconjunto

fechado D € R" tal que

bilr —y| < |Si(x) — Si(y)|,z,y € D
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com (0 < b; < 1 para todo i. Assuma que o atrator F' Satisfaz

sendo essa unido disjunta. Entdo F é desconexo e HD(F') > s onde

=1

Demonstragdo. Seja d > (0 a menor distdncia entre qualquer par de conjuntos compactos
S1(F), ..., Sn(F), isto é, vamos deinir d = min,; inf{|z —y| | z € S;(F)ey € S;(F)}.
Considere F;, ;, = S; 0...08;, (F)edefina pu(F;, ;) = (bi, ... b;,)°. Vejaque

Z M(El7---7ik7i) = Z(bu ce bikbi)s
=1 i=1

= (b ... b;)°

= M(Elw-uik)

k
= M(U E1,---,ik7i)'

i=1
Logo, 1 define uma distribuicdo de massa em F' com p(F') = 1. Veja agora que se = € F entdo
existe uma tnica sequéncia infinita iy, io, . . . tal que « € F;, _; paratodo k jd que os S;(F') sdo

disjuntos. Para 0 < r < d seja k o menor inteiro tal que

Tk—1
Se iy, ..., édistinto de i1, ..., entdo os conjuntos Fz"l,...,z';c e I}, ;. sdo separados

por uma distancia de pelo menos b;, ...b;, ,d > r. De fato, veja que se j € o menor inteiro

Tk—1

tal que i; # z; ecomo Fi, . C Fj e Fi;,...,z‘; - FZ-;_ sdo separados por d , entdo F;, ; e

Fi ...}, estdo separados por uma distdncia de ao menos b;, ...b;._,d, portanto F' é desconexo.

ij,1
Agora, sendo B(z,r) uma bola de centro x e raio r, segue-se que se B(x, r) intersecta F' e como
r<b; .. b, dentdo FNB(x,r) C F; ., edai

lg—1

w(B(x,r) NV F) < p(Fy ) = (biy o by)” < d™ors,
Perceba que se U intersecta F', entdo entdo U C B(x,r) paraalgum z € F er = |U].
Logo u(U) < d=*|U|*, e portanto pelo principio de distribui¢do de massa temos que H°(F) > 0
e HD(F) > s. Isto encerra a demonstrag@o.
O

Exemplo 4.4. Seja D = [2(1+/3), 14+ /3] e sejam Sy, Sy : D — D tais que Sy (z) = 1+1/x
e So(z) = 2+ 1/z. Seja também F o atrator do IFS formado por {51, S2} ( ' é chamado de

Conjunto de Cantor ndo-linear). Entdo

0,44 < HD(F) < dim, F < dim,F < 0, 66.



41

De fato, primeiramente note que S;(D) = [3(1 + /3), /3] e analogamente S»(D) = [5(3 +
\/g), 1+ \/§] e isso é facil de ver pois basta ver que sdo func¢des continuas e decrescentes
nos intervalos. Dafi basta observar os extremos; agora usaremos as Proposicdes 4.2 e 4.3 para
estimar a dimensao de Hausdorff de F'. Pelo teorema do Valor Médio, dados dois pontos distintos
x,y € D, existeum z; € D, parai = 1,2, tal que
Si(x) — Si(y)

r—y

= S(z).

Entdo se tomarmos os menores e maiores valores de S.(z) para x € D, teremos que parai = 1, 2:

. Si(z) — Si(y)
f|S; < | ——2 <L Si(x)].
ing 5160 < [P =20 < suplsio)
Note, porém, que S} (x) = Sy(z) = —1/22, portanto:
lnf |x72| S ‘M‘ Ssup|x72|‘
zeD r — zeD

Logo

%(2 —V3)=(1+Vv3)2< ‘%j(y)’ < (%(1 +V3) 2 =2(2-V3).

E portanto pelas proposi¢des anteriores teriamos que as cotas inferiores e superiores de
HD(F) sdo dadas respectivamente por 2((2 — v/3))* = 1 e 2(2(2 — v/3))* = 1. O que nos
da 0,34 e 1, 11 respectivamente. Note porém que do ponto de vista topoldgico essa estimativa
superior para um conjunto da reta ndo € muito interessante, pois ndo podemos falar sobre a
conexidade do atrator. Entdo um jeito de obtermos uma estimativa melhor € usando os iterados
dos mapas descritos acima, isto é:

1
S; o Sj(x) =i+ - =1+ —0, ) =1,2.
o Sj(x) Z+j+1/x Z+ja:+1 com i, j

Derivando obtemos que

(Si08))(z) = (jo+1)7%

Utilizando o teorema do Valor Médio como feito acima, temos

(G +V3) + 1)z —y| < S0 8(x) — Si 0 8(y)| < (%j(l +V3) + 1)z —yl.

Usando novamente as proposicdes supracitadas obtemos que as estimativas inferiores e

superiores sdao dadas respectivamente por:

224+ V3)F+2B3+2V3)F =1 = 5=0,44



2(%(3 FV3)E 422+ V3) =1 = 5=0,66.

Portanto 0,44 < HD(F') < 0, 66.
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5 CONCLUSAO

Concluimos com este trabalho que os conceitos de medida e dimensao de Hausdorff sdo,
além de extremamente interessantes, importantes conceitos para analisar a estrutura de fractais,
que normalmente ndo podem ser bem analisados a partir, por exemplo, da medida de Lebesgue.
Além disso, o teorema de Moran oferece uma 6tima alternativa para o cdlculo da dimensao de
Hausdorff desses fractais que normalmente sdo dificeis de calcular, oferecendo também dados

interessantes sobre a topologia dos fractais.
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