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Resumo

O problema de cobertura na geometria computacional possui aplicagdes em uma ampla
gama de dreas, incluindo redes de comunicacido sem fio, planejamento de localiza¢do de ins-
talagcOes, robotica, processamento de imagens e aprendizado de maquina. Além disso, ele de-
sempenha um papel crucial na otimizacio da alocag@o de recursos e no design de infraestru-
tura, abordando desafios como a minimizagdo de custos enquanto garante cobertura total em
aplicacdes como torres de celular, pontos de acesso redes sem fio. Ademais, este problema
¢ fundamental na logistica, para a otimizac¢do de centros de distribuicdo, e na defesa militar,
para o posicionamento estratégico de sistemas de defesa antimisseis ou transmissores de radio.
Sua ampla aplicabilidade refor¢a sua importancia no enfrentamento de desafios econdmicos,
sociais e tecnoldgicos, destacando a necessidade de metodologias inovadoras e eficientes. Este
trabalho apresentaa meta-heuristica hibrida Construct, Merge, Solve, and Adapt (CMSA) para
o Problema de Cobertura de Discos de Raio Fixo, que é A P-dificil. O objetivo é determinar
o conjunto minimo de discos, juntamente com suas localizagdes, necessario para cobrir todos
os pontos dados. A meta-heuristica proposta foi avaliada por meio de testes experimentais,
com a andlise comparativa focada no nimero de discos necessérios € nos tempos de execu¢do
computacional. Os resultados experimentais demonstram que a meta-heuristica CMSA supera
significativamente os métodos mais avancados da literatura, obtendo consistentemente as me-

lhores solugdes em quase todos os casos de teste, com tempos de execu¢do competitivos.

Palavras-chave: geometria computacional; otimiza¢do combinatéria; cobertura de disco;
meta-heuristica; CMSA.



Abstract

The coverage problem in computational geometry has applications across a wide range of
fields, including wireless communication networks, facility location planning, robotics, image
processing, and machine learning. It plays a crucial role in optimizing resource allocation and
infrastructure design, addressing challenges such as cost minimization while ensuring complete
coverage in applications like cell towers and wireless access points. Furthermore, this problem
is fundamental in logistics for optimizing distribution centers and in military defense for the
strategic positioning of anti-missile defense systems or radio transmitters. Its broad applica-
bility underscores its importance in tackling economic, social, and technological challenges,
highlighting the need for innovative and efficient methodologies. This work presents a hybrid
meta-heuristic Construct, Merge, Solve, and Adapt (CMSA) for the Fixed Radius Disk Cove-
rage Problem, which is A P-hard. The objective is to determine the minimum set of disks, along
with their locations, required to cover all given points. The proposed CMSA meta-heuristic was
evaluated through experimental tests. The comparative analysis focused on the number of disks
required and computational execution times. The experimental results demonstrate that the
CMSA meta-heuristic significantly outperforms the most advanced methods in the literature,
consistently obtaining the best solutions in almost all test cases, with competitive execution

times.

Keywords: computational geometry; combinatorial optimization; disk coverage; meta-
heuristic; CMSA.
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Introducao

A geometria computacional € um campo de estudo rico e diversificado, que abrange uma
ampla gama de problemas e aplicacdes. O foco central desse campo reside no desenvolvi-
mento de algoritmos e estruturas de dados eficientes para a resolucao de problemas geométricos
[de Berg et al., 2000]. Além disso, a geometria computacional desempenha um papel crucial
na resolucdo de problemas praticos em fabricagdo e otimizagdo geométrica em espacos euclidi-
anos, o que demanda o desenvolvimento de novas ferramentas e algoritmos eficientes capazes
de lidar com a complexidade computacional em alta velocidade [Shamos and Hoey, 1975].

Dentro desse contexto, a cobertura geométrica constitui uma familia de problemas de otimi-
zacdo de grande interesse e amplamente pesquisados no ambito da geometria computacional.
Esse tema tem sido objeto de estudo continuo hd varias décadas, refletindo sua importancia e
aplicabilidade [Friederich et al., 2023]. Um dos problemas centrais nessa area € o problema
de cobertura de pontos, que € cldssico e fundamental na geometria computacional. Este pro-
blema possui aplicacdes em diversas dreas, como logistica, localizag@o, visdo computacional e
aprendizado de maquina.

O problema investigado no presente trabalho é conhecido como Problema de Cobertura de
Discos de Raio Fixo, uma importante questao dentro da geometria computacional. Em sintese,
o PCDREF visa determinar o nimero minimo de discos de raio fixo necessarios para cobrir um
dado conjunto de pontos. Diferentemente de outros problemas de cobertura, a localizagdo dos
centros dos discos € uma varidvel continua, o que implica que eles podem ser posicionados em
qualquer ponto do plano, e ndo apenas em um conjunto discreto de locais. Essa caracteristica
adiciona um nivel de complexidade adicional, exigindo abordagens mais sofisticadas para a sua

resolucgdo eficaz.
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1.1 Motivagao

O Problema de Cobertura de Discos de Raio Fixo (PCDRF) possui uma ampla gama de
aplicagdes, abrangendo redes sem fio, localizacdo de instalacdes, robdtica, processamento de
imagens e aprendizado de maquina [Friederich et al., 2023]. Este problema desempenha um
papel crucial na otimizacdo da alocacdo de recursos e no planejamento de infraestrutura em
cendrios que exigem cobertura espacial.

O PCDRF oferece contribuicdes valiosas para problemas de localizacdo de instalagdes. Uma
aplicacdo tipica, por exemplo, consiste em determinar o nimero minimo de transmissores ne-
cessarios para garantir cobertura total aos clientes em redes sem fio. Nesse caso, os clientes sao
modelados como pontos, e os transmissores como discos [Hu, 2013]. Essa abordagem permite
projetar redes mais eficientes, equilibrando custo e desempenho.

Iniciativas de seguranga publica também se beneficiam do PCDRE, especialmente na selecao
de locais ideais para a instalacdo de cameras de seguranca. Os discos correspondem as dreas
de monitoramento das cameras, enquanto 0s pontos representam os locais que necessitam de
vigilancia. O objetivo € maximizar a cobertura, minimizando os custos, garantindo a seguranca
de espacos criticos como centros comerciais, pragas publicas e bairros residenciais de alto risco.

No setor de logistica e transporte, o PCDRF auxilia no planejamento estratégico da locali-
zacdo de centros de distribui¢cdo. Nesse cendrio, os discos representam as dreas de atendimento
de cada centro, enquanto os pontos correspondem aos destinos de entrega. Otimizando a loca-
lizacdo dos centros de distribuicao, as organizacdes podem minimizar os custos de transporte e
armazenamento, garantindo entregas rapidas e eficientes.

Além disso, o PCDRF tem aplica¢des no contexto militar e de defesa, como no posiciona-
mento de sistemas de defesa antimisseis para proteger locais estratégicos ou na colocaciao de
transmissores de radio para cobrir o maior nimero possivel de vilarejos [Panov et al., 2022].
Esses casos destacam a utilidade do PCDRF na solu¢do de questdes criticas de seguranga naci-
onal.

Em resumo, o Problema de Cobertura por Discos de Raio Fixo funciona como uma estru-
tura versatil para lidar com uma ampla gama de desafios econdmicos, sociais € técnicos. Sua
relevancia em diversos setores refor¢a a importancia do desenvolvimento de novas abordagens
e metodologias para ampliar sua aplicabilidade e eficdcia [Friederich et al., 2023]. O estudo do

PCDREF continua sendo uma érea de significativo interesse académico e préatico.

1.2 Objetivo

Este trabalho tem como objetivo geral desenvolver uma meta-heuristica para a resolucao
do Problema da Cobertura de Discos de Raio Fixo (PCDRF), visando avangar o estado da arte

nessa area.
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1.2.1 Objetivos Especificos

Para alcancar o objetivo geral proposto, foram estabelecidos os seguintes objetivos especi-

ficos:

* Revisar e identificar abordagens existentes na literatura para a resolu¢cdo do PCDRF;

Definir e caracterizar detalhadamente o problema, incluindo sua formulacio matemaética

e restrigdes;

* Desenvolver uma meta-heuristica para o PCDREF, considerando suas especificidades;

Realizar experimentos computacionais e, por meio de andlise estatistica, avaliar o desem-

penho do método proposto em comparacdo com abordagens existentes.

1.3 Organizacao do Trabalho

No Capitulo 2, é apresentada uma revisao da literatura relacionada ao PCDREF. Os trabalhos
analisados sdo classificados de acordo com as abordagens propostas (aproximagdo, heuristica,
meta-heuristica) e os tipos especificos de problemas de cobertura tratados.

O Capitulo 3 fornece a base tedrica para o estudo. Sao introduzidos os conceitos de pro-
blemas de otimiza¢do combinatdria, explorada a no¢do de A P-completude e discutidas estra-
tégias comuns de solugdo. Apresentam-se técnicas de programacdo matemdtica, como progra-
magcdo linear e programagao linear inteira, além de métodos aproximados, heuristicas e meta-
heuristicas.

No Capitulo 4, descreve-se a metodologia adotada, caracterizada como um estudo quantita-
tivo e descritivo. Um fluxograma ilustra as etapas metodoldgicas. Além € realizado a caracteri-
zacdo do problema.

O Capitulo 6 apresenta os resultados da avaliacdo experimental do CMSA. Sao descritos o
ambiente computacional e as ferramentas utilizadas, especificados os parametros configurados
no algoritmo CMSA e detalhadas as instancias de teste. Os resultados obtidos sdo analisados,
evidenciando o desempenho superior do CMSA em comparagdo com métodos de referéncia.

Por fim, o Capitulo 7 sintetiza as principais conclusdes, destacando a eficicia do CMSA na
resolucao do PCDREF. Sao discutidas as limitagdes do trabalho, como os desafios relacionados a
instancias de grande escala e a sensibilidade a calibracdo de parametros. Também sao indicadas

direcOes para pesquisas futuras.



Trabalhos Relacionados

Na literatura, € comum encontrar algoritmos aproximativos para o Problema da Cobertura
de Discos de Raio Fixo (PCDRF). No entanto, esses algoritmos frequentemente apresentam
uma elevada razdo de aproximacgao, o que implica que, em certos casos, a solu¢do gerada pode
se distanciar consideravelmente da solug¢do 6tima.

Hochbaum and Maass [1985] introduziram a shifting strategy, uma técnica baseada no prin-
cipio de divisdo e conquista. Essa abordagem divide o problema em faixas ou grades e resolve-
o para uma divisao inicial do plano. Posteriormente, essas faixas sdo deslocadas vérias vezes,
criando novas subdivisdes e, consequentemente, novas solucdes. Ao final, todas as solucdes
obtidas sdo comparadas, e a melhor € selecionada. Esse método € um Polynomial-Time Appro-
ximation Scheme (PTAS) que opera em tempo O (ﬁd(€\/3)d(2n)d(€\/3)d+l>, com um fator de

aproximacgdo de (1 + %)d. Em que, ¢ representa o nimero de deslocamentos, n é a quantidade
de pontos, e d é o diametro dos discos.

Gonzalez [1991] aborda o problema de cobrir um conjunto de pontos em um espaco mul-
tidimensional com o menor nimero possivel de hipercubos ortogonais de tamanho fixo. No
artigo, o autor demonstra como adaptar algoritmos aproximativos para a cobertura por discos,
estendendo os resultados para métricas euclidianas.

Fu et al. [2007] foca no PCDRE, apresentando um algoritmo com complexidade de tempo
quase linear e uma razdo de aproximacao de 2,8334, o que significa que a solucdo € garantida
em, no maximo, 2,8334 vezes o 6timo. Ghasemalizadeh and Razzazi [2012] investigam o
problema de cobertura com discos limitados, uma variante do PCDRF onde o nimero de discos
€ restrito. Os autores propdem um PTAS com o objetivo de maximizar o nimero de pontos
cobertos.

O problema de Cobertura com Discos Unitdrios (CDU), um caso particular do PCDRE,
foi examinado por Liu and Lu [2014]. Os autores propde um algoritmo de aproximagdo que
restringe os centros dos discos a linhas paralelas, melhorando significativamente o tempo de

execugdo e os requisitos de armazenamento.
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Basappa et al. [2015] exploram duas variantes do problema CDU: o problema de cobertura
com discos unitdrios discretos e o problema de cobertura de regides retangulares.

Biniaz et al. [2017] propuseram um algoritmo simples e rdpido de aproximagdo para o pro-
blema CDU, alcangando uma aproximacdo de 4 vezes em O(nlogn). A adaptabilidade do
algoritmo a outros espacos métricos e ao problema de cobertura com esferas unitrias em trés
dimensdes também ¢ discutida.

A variante multidimensional do problema, envolvendo esferas de raio unitario, ¢ abordada
em Dumitrescu et al. [2020]. Os autores consideram um algoritmo online, onde os pontos sdao
revelados incrementalmente e devem ser cobertos a medida que aparecem.

Panov et al. [2022] examinam algoritmos para minimizar o nimero de discos de raio fixo
necessarios para cobrir um conjunto de pontos. O estudo propde duas abordagens: uma que visa
a localiza¢do que cobre o maior niimero de pontos descobertos e outra que foca na maximizagao
da cobertura de pontos distantes. Testes comparativos em diferentes conjuntos de dados mos-
tram que o segundo algoritmo, baseado na abordagem MaxiMinMax, frequentemente produz
resultados superiores.

Viana [2022] apresenta a meta-heuristica CMSA como uma solug@o para o Problema de
Cobertura de Pontos com Discos Ponderados (PCPDP). O PCPDP consiste em determinar a
configuracdo 6tima de discos, cada um com custos e raios de cobertura distintos, para cobrir um
conjunto de pontos em um plano, minimizando o custo total. Este problema difere notavelmente
do PCDRE. No PCPDP, os discos sdo limitados em quantidade, possuem raios e custos variados,
e sdo especificados como parte da entrada do problema. O objetivo € minimizar o custo total
utilizando os discos fornecidos para garantir a cobertura completa dos pontos. Em contraste, o
PCDREF busca identificar o nimero minimo de discos, todos com um raio idéntico, necessario
para cobrir todos os pontos.

Friederich et al. [2023] tratam do CDU. Os autores deste artigo implementam e comparam o
desempenho pratico de varios algoritmos CDU, incluindo um novo algoritmo de 7-aproximagao
chamado FastCover, que executa em O(n). O método envolve discretizar os pontos do plano
associando cada ponto (x;,y;) a inteiros a,b, que formam uma grade de tamanho V2 , onde
a= L);—’EJ eb= L%J . A partir dessa discretizacdo, € possivel determinar um disco unitdrio
D(a,b) que circunscreve a célula 6(a,b) correspondente.

Em outra contribui¢cdo, Wang et al. [2023] propuseram um algoritmo pratico denominado
Hierarchical Service Facility (HSF), voltado para a otimizagdo da distribui¢do de servigos pu-
blicos. O problema associado €é formulado como um problema de Hierarchical Discrete Unit
Disk Cover, resolvido por meio de um algoritmo guloso.

Chen et al. [2024] propuseram uma heuristica denominada Reducao Dinamica (DR) para o
PCDRE. O método DR funciona selecionando aleatoriamente um ponto como o primeiro centro
de disco. Os centros subsequentes sdo escolhidos com base na maior distancia D), ,, de forma
que os centros permanegam esparsos. Em seguida, calcula-se o disco de maior raio. Se o raio

desse maior circulo for menor ou igual a r, um dos centros € removido, € 0 processo continua
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até encontrar uma configura¢ao na qual ndo seja mais possivel remover centros sem que o raio
do menor disco ultrapasse r.
Por fim, Uma abordagem meta-heuristica baseada em simulated annealing para maximizar

a cobertura de pontos com um numero fixo de discos € apresentada por Tomova et al. [2024].

Abordagem Referéncias
Friederich et al. [2023], Gonzalez [1991],
Liu and Lu [2014], Hochbaum and Maass [1985],
Aproximativo Biniaz et al. [2017], Dumitrescu et al. [2020],
Fu et al. [2007], Ghasemalizadeh and Razzazi [2012],
Basappa et al. [2015]
Chen et al. [2024], Wang et al. [2023],
Panov et al. [2022]
Meta-heuristica Tomova et al. [2024], Viana [2022]

Heuristica

Tabela 2.1: Classificagc@o dos artigo pela a abordagem proposta

Na Tabela 2.1, os artigos revisados sdo classificados em trés grupos distintos: algoritmos de
aproximacao, algoritmos heuristicos e algoritmos meta-heuristicos. Da mesma forma, a Tabela
2.2 categoriza os problemas abordados em trés categorias: Raio Unitdrio, que analisa casos
em que o raio do disco de cobertura € fixado em um valor unitdrio; Raio Fixo, que considera
cendrios nos quais o raio pode assumir qualquer valor real positivo; e Discos Limitados, que
aborda problemas em que o nimero de discos de cobertura € restringido por um limite pré-
definido.

Problema Referéncias
Friederich et al. [2023], Liu and Lu [2014],
Raio Unitario Dumitrescu et al. [2020], Biniaz et al. [2017],

Basappa et al. [2015], Wang et al. [2023]
Chen et al. [2024], Gonzalez [1991],
Raio Fixo Hochbaum and Maass [1985], Fu et al. [2007],
Panov et al. [2022], Viana [2022]
Disco limitado Ghasemalizadeh and Razzazi [2012], Tomova et al. [2024]

Tabela 2.2: Categorizagdo dos artigos selecionados por problema tratado



Fundamentacao tedrica

Muitos problemas praticos e tedricos em ciéncia da computacdo, engenharia e diversas ou-
tras areas podem ser formulados como problemas de otimizacdo combinatéria. Um exemplo
disso € a otimiza¢do do uso de recursos escassos, como tempo, dinheiro, mao de obra e mate-
riais, aplicdvel a setores como manufatura, transporte, saide, financas e logistica. Para resolver
esses problemas, € necessario maximizar ou minimizar uma determinada fun¢cdo com uma ou
varias varidveis, garantindo que todas as restricoes sejam satisfeitas.

Um problema de otimizagao pode ser descrito de forma genérica da seguinte maneira:

max  f(x)

sujeitoa  g;i(x) <0, i=1,...,m.

emque f:R" >Reg :R" — R paratodoi=1,...,m. Note que, neste caso, todas as
fungdes sdao continuas. Uma solugdo é dita vidvel se ela satisfaz todas as restricdes, ou seja,
todas as inequagdes g;(x) < 0 sdo vdlidas. A funcdo objetivo f associa a toda solugdo um
nimero real que indica o valor ou a qualidade da solugdo. Insta salientar que grande parte dos
problemas de otimizacéo combinatdria sdo classificados como A P-dificeis na literatura e, até
0 momento, ndo se conhecem algoritmos que os resolvam em tempo polinomial [Souza, 2024].

Um exemplo de famoso de um problema de otimizacdo € o Problema do Caixeiro Viajante
(PCV). O PCV ¢€ visa € encontrar a menor rota que um caixeiro viajante deve percorrer para
visitar um conjunto de cidades e retornar a cidade de origem, passando por cada cidade exata-
mente uma vez. O espaco de busca para o PCV com n cidades é de (n— 1)! possiveis rotas,
considerando que a rota pode ser iniciada em qualquer cidade e a direcdo pode ser invertida sem
alterar a solucdo. Por exemplo, para n = 10 cidades, o nimero de rotas possiveis ¢ 362.880,
enquanto para n = 20, esse niimero salta para aproximadamente 1,216 x 10'8. Resolver o PCV
por enumeracao torna-se invidvel rapidamente a medida que n aumenta, pois o tempo de com-
putacdo cresce de forma fatorial. Mesmo utilizando supercomputadores, resolver o PCV por

enumeracao para n = 50 cidades levaria um tempo impraticdvel, da ordem de bilhdes de anos.

7
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Outro problema é o Problema da Mochila. Neste problema, vocé tem uma mochila com
capacidade limitada e um conjunto de itens, cada um com um peso e um valor. O objetivo é
selecionar os itens que maximizem o valor total carregado na mochila, sem exceder sua ca-
pacidade. O espago de busca para o Problema da Mochila com 7 itens € de 2" combinacdes
possiveis, ja que cada item pode estar ou nao na mochila. Por exemplo, para n = 30 itens, exis-
tem 1,073,741,824 possiveis combinagdes, e para n = 50, o niimero de combinagdes sobe para
1,125 x 1013, A abordagem de enumeragio se torna rapidamente impraticdvel, pois o tempo
necessdrio para avaliar todas as combinagdes cresce exponencialmente com o ndmero de itens.
Resolver o problema da mochila por enumeragdo para n = 100 itens exigiria mais combinacdes

do que o numero de d4tomos no universo observavel, tornando a solucao exata inviavel.

Algoritmos

Aproximados

Y
Enumerativos .PrAOg.' ng,' . Aproximagdo| | Heurfsticas
Dinamica Matematica

Y
. Branch- Branch- Heuristicas Meta-
Backtracking . i o
and-bound and-Price Especificas Heuristicas

Figura 3.1: Exemplos de abordagens.
Fonte: Elaborado pelo autor.

As abordagens para resolver esses problemas podem ser divididas em duas categorias: exa-
tas e aproximadas (ver figura 3.1). As abordagens exatas garantem a obtencao da melhor solu¢ao
possivel, enquanto as abordagens aproximadas ndo asseguram a descoberta da solug¢do 6tima,

mas buscam encontrar solu¢des em tempo computacional vidvel.

3.1 NP-completude

Entende-se como problema de decisdo um problema computacional cuja solucdo pode ser
expressa como uma funcdo booleana, retornando verdadeiro ou falso, dependendo da entrada.
Nesse contexto, hd milhares de problemas desse tipo para os quais, apesar de se conhecer um
algoritmo eficiente para verificar solugdes, ainda ndo se conhece nenhum algoritmo eficiente

que os resolva!, sem que se tenha provado de forma conclusiva que tais algoritmos nio possam

!Considera um algoritmo eficiente quando sua complexidade é um polindmio no tamanho de sua entrada.
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existir.

Nesse contexto, surge como questdo fundamental o Problema P vs. NP, que consiste em
determinar se todo problema computacional cuja solu¢do pode ser verificada eficientemente
também pode ser resolvido eficientemente. Trata-se de uma das questdes abertas mais proemi-
nentes da matematica e ciéncia da computacdo [Garey and Johnson, 1979].

Para definir as classes P e AP mencionadas, é fundamental estabelecer um modelo compu-
tacional formal. Uma das razdes para essa necessidade € garantir a robustez dessas classes, ou
seja, assegurar que suas defini¢des sejam independentes do modelo computacional especifico
utilizado. O modelo computacional padrao empregado na teoria da computabilidade, e con-
sequentemente na definicdo de P e AP, é a Mdquina de Turing [Turing, 1936]. Para evitar

formalismo segue as defini¢des informais das principais classes da teoria da NP-completude.

Classe P:

— Consiste no conjunto de todos os problemas de decis@o que podem ser resolvidos

por um algoritmo em tempo polinomial.

Classe N\ P:

— Refere-se ao conjunto de problemas de decisdo para os quais, se a resposta for "sim",
existe uma prova ou certificado que pode ser verificado em tempo polinomial por um

algoritmo.
¢ Problemas A\ P-Completos:

— Um problema € dito A P-completo se satisfaz duas condigdes:

1. Estaem A[P.

2. Todo problema em AP pode ser reduzido a ele em tempo polinomial.

Problemas A\ P-Dificeis:

— Um problema € dito A P-dificil se satisfaz a segunda condi¢io para A/ P-completude:

Todo problema em A P pode ser reduzido a ele em tempo polinomial.

Partindo desses conceitos, pode-se dizer que o Problema P vs. NP consiste em determinar se
a classe AP é igual 4 classe P. A maioria dos cientistas da computacdo acredita que P # N P,
ndo existe, contudo, uma prova formal para sustentar essa conjectura [Cook, 2000].

O primeiro problema a ser provado como A P-completo foi o Problema de Satisfatibilidade
Booleana (PTB), demonstrado por Stephen Cook em seu artigo de 1971 [Cook, 1971], The
Complexity of Theorem Proving Procedures. Foi justamente a prova de Cook de que o PTB ¢
A P-completo que inaugurou a teoria da A P-completude.

A resolugdo desta questdo tem implicagdes profundas para a ciéncia da computacdo e areas

afins. Diversos problemas de otimizacdo em areas como logistica, planejamento de producdo
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e bioinformdtica sio A P-completos. A descoberta de um algoritmo eficiente para resolver
esse tipo de problema revolucionaria essas dreas, permitindo a obtencdo de solugdes Gtimas
para problemas atualmente considerados intratdveis. Por exemplo, a seguranca da internet, que
da suporte a transagdes financeiras e comunicac¢des confidenciais, depende de pressupostos de
complexidade computacional, como a dificuldade de fatorar nimeros grandes ou de quebrar o
padrao de criptografia DES (Data Encryption Standard) [Cook, 1971]. Se P fosse igual a NP, a

criptografia poderia ser quebrada em minutos, comprometendo a seguranca da internet.

3.2 Abordagens Exatas

Meétodos exatos garantem a otimalidade. Nesta secdo serdao abordados alguns métodos exa-

tos.

3.2.1 Programacao matematica

A programacdo matemadtica € uma drea fundamental da otimizacdo, que busca encontrar a
melhor solucdo para um problema dentre um conjunto de alternativas vidveis. Essa melhor so-
lucao € definida por uma funcao objetivo, que deve ser maximizada ou minimizada, respeitando
um conjunto de restri¢des.

Diferentes modelos de Programagdao Matematica podem ser usados para modelar e resolver
diferentes problemas de otimiza¢do. Basicamente, eles podem ser divididos em Linear e Nao

Linear; ou em modelos de Programacao Continua, Mista e Inteira.

3.2.2 Problema de Programacao Linear

Um Problema de Programacgao Linear pode ser definido da seguinte forma:

max ZC,’X,’ (1)
i=1
n

sa. Y ayxi<bj, j=12,...,m (2)
i=1
x>0, i=1,2,...n 3)

em que ¢;, a;j € b; sdo dados (niimeros reais) e x; representa as varidveis de decisdo. A
funcdo linear a ser maximizada (1) € denominada fun¢do objetivo. As restri¢cdes (2) determi-
nam o dominio do problema. Por fim, as restri¢des (3) sdo conhecidas como restricdes de nao

negatividade ou restri¢des triviais.
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3.2.3 Problema de Programacao Linear Inteira

Um problema de Programacao Inteira (PI) pode ser representado da seguinte forma gené-

rica:

T

max ¢’ x 4)
s.aa. Ax<b &)
xelZ" (6)

Em que x é um vetor de varidveis de decisdo. O objetivo é maximizar a funcdo ¢

X, enquanto
que as varidveis devem atender ao conjunto de restri¢des lineares (5). A dificuldade em resolver
um problema de PI da forma (4) — (6) encontra-se nas restricdes de integralidade (6), que tornam

o problema A P-dificil Karp [1972].

3.3 Branch-and-Bound

O branch-and-bound é um método de enumeracao inteligente que utiliza estratégias de poda
para evitar percorrer todo o espago de busca. O algoritmo funciona particionando recursiva-
mente o espaco de busca em subproblemas (branching) e eliminando solucdes invidveis ou
nao promissoras (bounding). Cada n6 em uma arvore representa um subproblema, e apenas os
subproblemas considerados promissores sdo explorados.

No contexto da Programacdo Linear Inteira (PLI), o branch-and-bound é aplicado da se-
guinte forma [Rothlauf, 2011]:

1. Inicialmente, relaxa-se o problema original e resolve-se por programacao linear, obtendo

um limite (superior ou inferior) para o valor 6timo da fun¢do objetivo.

2. Seleciona-se uma varidvel de decisdo x; que ndo € inteira e ramifica-se em dois subpro-
blemas adicionando as restrigdes x; < | x; | e x; > [x;]. Esses subproblemas sdo resolvidos

recursivamente.
3. Um subproblema é podado se:

» Todas as varidveis de decisdo sdo inteiras e o valor da func@o objetivo melhora o
limite atual.

* O subproblema nao possui solucdo vidvel (poda por inviabilidade).

* A funcao objetivo do subproblema € pior do que o limite atual (poda por limite).

4. O algoritmo continua expandindo e podando subproblemas até que todas as possibilidades

tenham sido exploradas ou eliminadas.



Fundamentacao tedrica 12

Figura 3.2: Arvore de enumeragio do branch-and-bound.
Fonte: Yu and Lim [2007].

A implementagdo do branch-and-bound pode variar quanto a estratégia de ramificagao, or-
dem de exploracdo e regras de poda. Além de PLI, o método também ¢ aplicavel a problemas
nao lineares.

Para facilitar sua aplicacdo em diversos problemas de otimizagao, foram desenvolvidos pa-
cotes de software como o CPLEX2, Gurobi? e LINDO?.

3.4 Abordagens Aproximadas

Os algoritmos aproximados sdo divididos em duas categorias: algoritmos de aproximacao e
heuristicas. Os algoritmos de aproximacgado fornecem garantias quanto a qualidade das solugdes
encontradas, embora, na maioria das vezes, a qualidade das aproximacdes esteja distante das
solugcdes otimas [Talbi, 2009]. Por outro lado, as heuristicas ndo oferecem nenhuma garantia
em relacdo a qualidade das solugdes.

As heuristicas podem ser subdivididas em heuristicas especificas e meta-heuristicas. As
heuristicas especificas sdo abordagens ad hoc para um determinado problema, enquanto as

meta-heuristicas possuem cardter geral.

3.4.1 Meta-heuristica

Meta-heuristicas sdo métodos de otimizagdo que buscam encontrar boas solu¢des para pro-

blemas de otimizagdo, sem garantir a otimalidade. Elas sdo algoritmos de propodsito geral, com

2https://www.ibm.com/analytics/cplex—optimizer
3https://www.gurobi.com/
*https://www.lindo.com/



Fundamentacao tedrica 13

mecanismos para evitar ficarem presas em 6timos locais [Souza, 2024 ](ver 3.3).

y

Minimo Local

Minimo global

Figura 3.3: Representacdo de um 6timo local e um 6timo global.

Fonte: Elaborado pelo autor.

As meta-heuristicas diferem entre si principalmente pelo método utilizado para evitar essas
armadilhas dos 6timos locais. Elas sdo classificadas em duas categorias, de acordo com o
principio adotado para explorar o espago de solucdes: busca local e busca populacional [Souza,
2024].

Nesse contexto, destacam-se as meta-heuristicas de busca local: Greedy Randomized Adap-
tive Search Procedure (GRASP), Variable Neighborhood Descent (VND), Reactive Search Op-
timization (RSO) e Large Neighborhood Search (LNS); e as populacionais: Particle Swarm
Optimization (PSO), Differential Evolution (DE), Bee Colony Optimization e Cuckoo Search.

Um tipo bem-sucedido de meta-heuristica sdo as meta-heuristicas hibridas, que combinam
meta-heuristicas com diferentes métodos. Normalmente, quatro tipos distintos de combinacdes

sdo consideradas:
1. Meta-heuristicas com outras meta-heuristicas;
2. Meta-heuristicas com métodos de programacao matematica;
3. Meta-heuristicas com técnicas de aprendizado de maquina.

Nos ultimos anos, o interesse por meta-heuristicas hibridas cresceu significativamente no
dominio da otimizagdo. Os algoritmos hibridos tém se destacado ao proporcionar os melhores
desempenhos em diversos problemas de otimizacao, tanto cldssicos quanto aplicados ao mundo
real [Talbi, 2009]. A integracdo de diferentes técnicas resulta em algoritmos cada vez mais
robustos e eficientes.

As meta-heuristicas que combinam métodos de programagdao matematica sdo chamadas de
matheuristicas [Maniezzo et al., 2009, Boschetti and Maniezzo, 2022]. Elas integram técni-

cas de meta-heuristicas com métodos de Programacdo Matematica , aproveitando o poder da
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modelagem matemadtica para guiar a busca por solucdes de maneira mais eficiente. Ao incorpo-
rar componentes de MP, as matheuristicas superam algumas das limitagdes das meta-heuristicas
tradicionais, proporcionando solu¢des mais precisas e robustas em problemas em que uma abor-

dagem puramente heuristica seria insuficiente.

34.2 CMSA

O algoritmo CMSA (Construct, Merge, Solve and Adapt), proposto por Christian Blum
[Blum et al., 2016], ¢ uma matheuristica projetada para resolver problemas de otimiza¢do com-
binatdria. A esséncia do CMSA reside na aplicagdo iterativa de métodos exatos, como resol-
vedores de Programacao Linear Inteira (ILP), a subinstancias derivadas das instancias originais
do problema.

O CMSA opera em um ciclo de quatro etapas principais: construct, merge, solve e adapt.
Para aplicar o CMSA a um problema especifico, é fundamental definir o conjunto C de compo-
nentes da solucdo, que sdo os elementos que compdem as solu¢des vidveis para o problema em
questdo. A defini¢do precisa de C depende da natureza do problema, a qual geralmente sugere

uma escolha natural para esses componentes.

Parametros do CMSA
O CMSA utiliza vérios parametros que influenciam seu comportamento e desempenho. Os

principais sao:

* Numero de Construcoes de Soluciao por Iteracido (n,): Define quantas solu¢des sdo

construidas probabilisticamente em cada iteracdo do algoritmo.

* Idade Maxima (age,,,): Determina o nimero miximo de iteragdes consecutivas que
um componente de solu¢do pode permanecer na subinstincia C’' sem estar presente na

solugdo ILP.

* Limite de Tempo (fimit): Especifica o tempo maximo, em segundos, que o CMSA tem

para encontrar a melhor solucao.

e Parametros do Resolvedor ILP: Parametros especificos do resolvedor ILP, como énfase
em heuristicas, uso de warm start e critério de parada, que podem ser ajustados para

otimizar o desempenho.

Descricao do Algoritmo

O pseudocdodigo do CMSA ¢€ apresentado no Algoritmo 1.
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Algoritmo 1 CMSA(C, n,, age ., Himit)
1: Spst < 0; C'+0

2: while tempo limite ndo for excedido do
3 fori< 1ton,do
4 S < ProbabilisticSolution(C)
5: forallce Sec¢ C' do
6 agelc] + 0, C' + C'U{c}
7 end for
8 end for
9: Sip < SolveSubinstance(C’, fi p)
10: if F(SiLp) < F(Spsf) then
11: Shsf < SILP
12: end if
13: Adapt(C’, SiLp, age, )
14: end while

15: Retornar Sy

O CMSA executa um ciclo iterativo que se repete até que um limite de tempo seja atingido.

Cada iteracdo consiste nas seguintes etapas:
1. Construcao de Solucgoes:

* O algoritmo gera n, solu¢des ndo necessariamente viaveis utilizando uma heuristica

probabilistica.
2. Mesclagem:
 Os componentes das solugdes geradas sdo adicionados a subinstincia C'.
3. Resolucao da Subinstancia:
¢ Um resolvedor exato, como um resolvedor ILP, € aplicado a subinstancia C’ por um
tempo maximo de # p segundos.
* O resolvedor busca a melhor solucdo (Sy_p) dentro do espaco de busca delimitado
por C'.
4. Adaptacao da Subinstancia:

* A subinstancia C’ é atualizada com base na solugdo Sy p encontrada pelo resolvedor.
» Componentes de solucdo que ndo contribuem para Syp tém sua idade incrementada.

» Componentes com idade superior a age, ., sio removidos de C’ para evitar o cres-

max

cimento excessivo da subinstincia.
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Com esse ciclo iterativo, o CMSA busca melhorar continuamente a qualidade das solugdes,
combinando a exploracdo aleatéria do espaco de solugdes com a exploracdo intensiva de su-

binstancias promissoras por meio de métodos exatos.



Metodologia

A pesquisa caracteriza-se como um estudo descritivo de natureza quantitativa, fundamen-
tado em métodos de pesquisa bibliogréfica e experimental. A metodologia adotada seguiu uma
sequéncia légica de etapas, representada no Fluxograma da Figura 4.1, detalhando desde a re-

visdo bibliogréfica até a andlise dos resultados obtidos.

-PCDRF e sua variantes
-Heuristicas, meta-heuristicas,
aproximativos etc

Implementacdo

Pesquisa
Bibliografica

Avaliacdo

-Escolha do problema Identificacdo

-Definicdo do problema Modelagem

S

Figura 4.1: Etapas metodolégicas.

O fluxograma ilustra o fluxo de atividades metodoldgicas que foram essenciais para a cons-
trucio e validacdo do modelo proposto. A seguir, cada etapa é detalhada para esclarecer sua

importancia e o papel que desempenha na estrutura da pesquisa:

17
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* Pesquisa Bibliografica: Realizou-se uma extensa revisao da literatura nas principais ba-
ses de dados académicas, incluindo Scopus, Web of Science, Lens e IEEE, além de periddi-
cos especializados em geometria computacional. Esta etapa teve o objetivo de identificar
abordagens atuais e lacunas na resolucdo do Problema de Cobertura de Discos de Raio
Fixo (PCDRF), conforme discutido na Se¢do 2.

* Identificacdo de Abordagens: Com base na pesquisa bibliografica, as abordagens exis-
tentes para resolver o PCDRF foram catalogadas e analisadas. Identificou-se a auséncia
de meta-heuristicas especificas e limitagdes nas heuristicas convencionais. Essa andlise

orientou o desenvolvimento da meta-heuristica proposta.

* Modelagem do Problema: O problema foi caracterizado e formulado matematicamente,

considerando suas restri¢des e parametros especificos.

* Implementacao do Algoritmo: A meta-heuristica CMSA foi entdo desenvolvida e im-
plementada. Este processo incluiu desde a programacdo do algoritmo até os ajustes ne-

cessdrios para garantir sua aplicabilidade ao PCDRF.

* Avaliacdo Experimental: Por fim, testes experimentais foram realizados para verificar o
desempenho da CMSA em comparagao com métodos existentes. A andlise dos resulta-
dos, descrita em se¢des posteriores, permite avaliar a eficicia e eficiéncia da abordagem

proposta.

4.1 Caracterizacao do problema

O Problema de Cobertura de Discos de Raio Fixo é um problema bem conhecido em oti-
miza¢do combinatéria. Este problema consiste em, dado um conjunto de pontos no plano,
encontrar 0 menor conjunto possivel de discos que cubra todos esses pontos [Hochbaum and
Maass, 1985]. Esse problema é conhecido por ser A P-dificil [Fowler et al., 1981].

PROBLEMA DE COBERTURA DE DISCO DE RAIO FIXO

ENTRADA: Um conjunto finito de pontos P no plano euclidiano E? e um nimero real

positivo r.

OBJETIVO: Determinar o conjunto minimo D de discos de raio r, incluindo suas localiza-

coes, tal que todos os pontos de P estejam contidos em pelo menos um disco de D.

A dificuldade do problema reside em encontrar uma solu¢do 6tima em um espaco de busca
continuo, o que torna a enumeracao de todas as solugdes possiveis computacionalmente invia-
vel. O problema pode ser modelado matematicamente, com a formulagdo ndo linear proposto
por Chen et al. [2024]:
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min k (1)
sa. ke{l,...,n} (2)
k
Y zuj>1, i=1,....n (3)
j=1
d(pi,Cj)ZijSI’, i=1,...,n, j=1,...k @
zj€{0,1}, i=1,....,n, j=1,...,k (5)

em que
¢ k é o numero de discos;

* z;j € uma varidvel bindria tal que z;; = 1 se o ponto i for coberto pelo disco j, caso

contrdrio, z;; = 0;
* pi = (a;,b;) representa as coordenadas do ponto i;
* ¢j=(x},y;) € o centro do disco j;
* d(pi,c;) é a distancia euclidiana entre o ponto i e o centro do disco J;
* r € oraio do disco.

O modelo busca minimizar o nimero de discos necessdrios para cobrir todos 0s pontos.
A funcdo objetivo na equacdo (1) visa minimizar a quantidade de discos k. As restricdes (2)
define que k deve ser um nudmero inteiro, variando entre 1 e n, onde n € o nimero total de
pontos. As restricdes (3) assegura que cada ponto i seja coberto por pelo menos um disco j,
pois, para cada ponto, a soma das varidveis bindrias z;; ao longo dos discos deve ser maior ou
igual a 1. As restri¢Oes (4) garante que se um ponto € associado a um disco (z;; = 1), entdo
a distancia euclidiana d(p;,c;) entre um ponto i e o centro do disco j ndo exceda o raio r do
disco, assegurando assim que o ponto esteja dentro da drea de cobertura do disco. Finalmente,
as restri¢Oes (5) especifica que z;; € uma varidvel bindria, que assume o valor 1 se o ponto i for
associado j, e 0 caso contrario.

A entrada para o problema € ilustrada na Figura 4.2, onde os pontos estdo dispostos no plano
euclidiano. As Figuras 4.3 e 4.4 apresentam duas solugdes potenciais. A solugdo apresentada na
Figura 4.3 utiliza quatro discos. E importante notar que, embora alguns pontos sejam cobertos
por vérios discos, isso ndo invalida a solu¢do, pois o problema exige apenas que todos 0s pontos
sejam cobertos. Por outro lado, a solucdo mostrada na Figura 4.4 emprega apenas um unico
disco, tornando-se uma solu¢@o mais otimizada ao atingir o objetivo de minimizar o nimero de

discos usados.
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Figura 4.2: Exemplo de entrada

Quantidade de discos: 1
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=

Figura 4.4: Solugdo 6tima

Figura 4.3: Solugdo vidvel



CMSA

O CMSA (Construct, Merge, Solve and Adapt) é uma matheuristic (meta-heuristica hi-
brida). Sua ideia principal consiste na aplicacdo iterativa de uma abordagem exata, como um
resolvedor de programacao linear inteira, a subinstancias das instancias originais do problema
a serem resolvidas. Em cada iteracdo, o CMSA gera probabilisticamente varias solu¢des para
a instancia do problema abordado. Os componentes dessas solu¢des sdo adicionados a uma
subinstancia, denotada como C’, que é entdo passada para um resolvedor exato que fornece
a melhor solucdo encontrada. Com base na solucdo encontrada, a subinstancia incumbente €
adaptada. Componentes de solu¢do aparentemente inuteis sdo removidos de C’ para nio preju-

dicar o desempenho do resolvedor na préxima iteragao.

5.1 CMSA Aplicado ao PCDRF

Define-se 0 CMSA com os conjuntos C, C', S e a fungdo f(S) de avaliagdo. C define todos
os componentes que podem fazer parte de uma solugdo para o problema, C’ é um subconjunto
de C que ¢ iterativamente expandido e adaptado, S € um subconjunto de C que representa uma
solucdo para o problema, f(S) é uma fungdo que avalia a qualidade de uma solugdo.

Um componente é definido como um par ordenado ¢ = (d, PC) € C, em que d representa o
centro do disco e PC o conjunto de pontos cobertos pela a componente c. C engloba todas as
componentes que podem ser utilizadas para formar as solu¢des do PCDRFE. Uma solucio vélida
S C C para o PCDRF consiste em um subconjunto de componentes, em que, para cada ponto
p € P, existe ao menos um componente de C que cobre este ponto.

O conjunto § consiste nos componentes gerados na iteracdo atual e representa uma solucao
vidvel para o problema original, em que cada posi¢do € coberta por pelo menos um componente.

A funcdo

f:S—R

21
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¢ definida como a cardinalidade do conjunto S, ou seja, a quantidade de discos usados para

cobrir os pontos. Matematicamente:
f(8) =18

em que |S| representa o nimero de elementos em S.

Figura 5.1: CMSA aplicado ao PCDRF

Fonte: Elaborado pelo autor.

Por exemplo, na Figura 5.1, tem-se P = {py, p2, p3,p4}, um conjunto de pontos, e C' =

{c1,¢2,¢3,c4,c5,c6}, uma subinstancia. As componentes s3o:

(di,{p1,p2}),
(d2,{p4;p3}),
(d3,{p1}),
(da,{p2}),
= (ds,{p3}),
c6 = (do, {pa})-

ST

cl1 =
Cy) =
Cc3 =
Cc4 =
Cc5 =

S ={cy,c2} é uma solugdo do problema, pois cobre todos os pontos, com o valor da solu¢do

F(S) =2, correspondente & quantidade de componentes.

5.2 Construct

A etapa Construct é o ponto de partida de cada iteracdo no algoritmo CMSA. O principal

objetivo desta etapa € gerar multiplas solucdes iniciais para o PCDR. Nela, utiliza-se o método

probabilistico ProbabilisticSolution para construir essas solugdes. A geracdo de multiplas

solucdes, utilizando métodos aleatdrios, contribui para a diversificacdo da busca, explorando

diferentes regides do espaco de solugdes. As solugdes construidas nesta etapa fornecem os
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componentes que serdo utilizados para formar a subinstancia C’, que serd posteriormente resol-
vida pelo resolvedor exato na etapa Solve.

A etapa Construct € implementada pelo o Algoritmo 2. Este algoritmo inicia com o conjunto
total de pontos e utiliza uma abordagem de divisdo e conquista para criar as componentes.

Inicialmente, o algoritmo define um conjunto vazio S para armazenar 0s componentes re-
sultantes e inicializa o Quadrante, que € definido usando os valores de borda dos pontos, com
todos os pontos. Uma fila € utilizada para gerenciar os quadrantes. Enquanto a fila ndo estiver
vazia (todos os pontos nao forem cobertos), o algoritmo processa o quadrante no inicio da fila.

Se 0 Quadrante contém apenas um ponto, um componente ¢ € criado utilizando a fungao
CreateComponente, e adicionado ao conjunto S. Se a diagonal do Quadrante for menor ou
igual a 2r, em que r € o raio fixo dos discos, entdo todos os pontos estdo suficientemente perto.
Nesse caso, um componente ¢ € criado e adicionado a S.

Se nenhuma das condigdes acima for satisfeita, isto indica que o Quadrante € muito grande
€ que os pontos estdo muito dispersos para serem cobertos por um unico disco. O algoritmo,
entdo, divide o Quadrante aleatoriamente em quatro subquadrantes menores ¢1, ¢2, g3 € ¢4,
que sdo adicionados a filar. No final, o algoritmo retorna o conjunto S, que contém todos os
componentes criados.

O Algoritmo 3 cria os componentes utilizando o ponto médio do Quadrante como o centro
do disco e busca os pontos, organizados em uma kd-tree, que estdo a uma distancia menor ou

igual a r deste centro.

Algoritmo 2 ProbabilisticSolution(Pontos, r)
: S+ {}

—

: Quadrante < Pontos
. Adiciona Quadrante a fila

- while £ila nao esta vazia do

if Quadrante tem um ponto then

2

3

4

5: Retira Quadrante da fila
6

7 c < CreateComponente(Quadrante, r)
8

9

S+ Su{c}
else if Quadrantegizgona < 2% r then

10: c < CreateComponente(Quadrante, r)
11: S+ SU{c}
12: else
13: Particiona Quadrante aleatoriamente em ¢, q2, g3, g4
14: Adiciona q1, g2, g3, g4 a fila
15: end if

16: end while

17: return S
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Algoritmo 3 CreateComponente(Quadrante, r)

1: d < Ponto médio do Quadrante

2: CP < Pontos que estdo a distancia r de d
3: ¢+ (d,CP)

4: return c

5.3 Merge

A etapa Merge no algoritmo CMSA € em que as solucdes geradas na fase Construct sao
adicionadas para formar a subinstincia C’. Esta subinstincia, essencialmente um subconjunto

do problema original, € entdo resolvida usando um resolvedor exato na etapa Solve.

5.4 Solve

E a etapa em que um resolvedor exato € aplicado a subinstincia C' para encontrar a me-
lhor solugdo possivel (Spp) dentro do conjunto de componentes de solucao disponiveis. Para

aplicagdo do solver, foi elaborada a seguinte formulagao inteira:

Minimizar ) x; (5.1)
ieC

Sujeitoa Y x;>1, VjeP (5.2)
iEPCj
x; €{0,1}, VieC (5.3)

* x; — indica que a componente i € C € usada

CPj — € o conjunto das componentes que cobrem o ponto j € P
e C — é o conjunto das componentes

e P — ¢ o conjunto de pontos

A equacdo (5.1) representa a func¢do objetivo que minimiza a quantidade de componentes.
A restri¢do (5.2) obriga que todos os pontos sejam cobertos por pelo menos uma componente,
e a restricao (5.3) define o dominio da varidvel x;.

O resolvedor ILP € aplicado ao modelo gerado, buscando encontrar a solu¢do 6tima (ou a
melhor solugdo possivel dentro do tempo restante) para a subinstancia. A solu¢do encontrada
pelo resolvedor, Sy p, € uma solugdo valida para o problema original, pois utiliza apenas os
componentes permitidos em C’. Se o resolvedor ILP ndo encontrar a solugdo 6tima dentro do

limite de tempo, a melhor solu¢c@o encontrada até o momento € utilizada.
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5.5 Adapt

A etapa Adapt do CMSA ¢ a fase em que a subinstincia C’ é modificada com base na solugio
SiLp retornada pelo resolvedor exato. O objetivo principal da etapa Adapt é controlar o tamanho
e a composicao da subinstancia, buscando um equilibrio entre exploragdo e intensificacao.

Os componentes em C’ que ndo fazem parte da solugdo Sy_p tém suas idades incrementadas.
A idade de um componente indica o nimero de iteragdes consecutivas em que ele pertenceu
a subinstancia C' sem ser incluido na solug¢do Sy p. Componentes com idade acima de um
limite pré-definido (age,,,,) sdo removidos da subinstancia C’. Esse mecanismo visa evitar que
componentes que parecem nao contribuir para boas solugdes continuem a ser considerados, o
que poderia prejudicar a eficiéncia do resolvedor exato em iteragdes subsequentes. Todos os

componentes presentes na solucdo Sy p t€m suas idades zeradas e sdo mantidos na subinstincia
C/



Resultado e Discussao

6.1 Ambiente e ferramentas

Todos os testes foram executados em um computador equipado com um processador Intel®
Core™ 19-10900KF, 32 GB de RAM e sistema operacional Ubuntu 20.04.5 LTS. Os algorit-
mos foram implementados na linguagem C++ e compilados com o0 GNU G++ versao 14.0.0,

utilizando a flag de otimizacao -03.

6.2 Parametros

Os parimetros do CMSA foram calibrados através da ferramenta irace!. O irace [Lépez-
Ibéfiez et al., 2016] € um pacote open-source implementado em R que tem o objetivo de confi-
gurar automaticamente hiperparametros de algoritmos de otimizacdo. Funciona recebendo um
grupo de instancias e de pardmetros com seus respectivos dominios e utilizando, em seguida,
ferramentas estatisticas para escolher uma configuracao de parametros adequada. Na tabela 6.1

mostra os dominios avaliados e valor escolhido pelo o irace.

* n,: Representa o nimero méaximo de iteracdes da etapa construtiva. Neste caso, n, estd

definido como 2, portanto a constru¢do das solu¢des ocorre por até duas iteragdes.

* agemay: Este parametro define a vida util maxima que um componente pode atingir antes
de ser excluido do processo. Assim que um componente atinge essa idade, ele é remo-
vido do conjunto de solugdes. Neste contexto, agemax estd definido como 1, entdo os

componentes sdo descartados apds a conclusdo de uma tnica iteracao.

"https://mlopez-ibanez.github.io/irace/
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* cplex_emphasis: Esse parametro controla a énfase do CPLEX durante o processo de

otimizacdo. Ele permite ajustar o foco do algoritmo para atender a diferentes objetivos,
como melhorar a viabilidade ou a qualidade das solucdes. Neste experimento, o parame-
tro foi configurado como 3, o que significa que o CPLEX enfatiza a melhoria do melhor

bound encontrado?.

cplex_warmstart: Quando cplex_warmstart estd configurado como true, o CPLEX
utiliza uma solugdo de partida que pode acelerar a busca pela solu¢gdo 6tima. Neste caso,

o valor esta definido como false, logo o CPLEX ndo emprega uma solugdo inicial.

cplex_abort: Este parAmetro utiliza um mecanismo de callback para encerrar o solu-
cionador CPLEX assim que identifica uma solucao superior a atual. Essa abordagem ¢é
particularmente eficaz na redug@o do tempo de processamento quando uma solucdo acei-
tdvel € encontrada rapidamente. Nesse contexto, cplex_abort estd configurado como

true, ativando essa funcionalidade.

Tabela 6.1: Pardmetros utilizados nos experimentos.

Parametro Dominio Valor escolhido
M {1,...,10} 2

agemax {1,...,10} 1
cplex_emphasis {0, 1,2,3,4} 3
cplex_warmstart {true, false} false
cplex_abort {true, false} true

6.3 Instancias

1. Instancias da TSP-Lib: Quatro instancias da biblioteca do Problema do Caixeiro Via-

jante (TSP-Lib) [Reinelt, 1995], nomeadamente d1291, rl1889, u2319 e pcb3038, foram

testadas utilizando diferentes raios de discos.

2. Instancias Sintéticas: Conjuntos de 500 e 1500 pontos gerados aleatoriamente em trés

configuracdes: distribuidos uniformemente em um disco, em um anel e em um quadrado.

3. Instancias do mundo real:

* usa® : Um conjunto de dados com 115.475 cidades e vilas dos Estados Unidos.

ZPara mais detalhes sobre o cplex_emphasis, consulte https://www-eio.upc.es/lceio/manuals/
cplex90/relnotescplex/relnotescplex10.html

3

www.math.uwaterloo.ca/tsp/


https://www-eio.upc.es/lceio/manuals/cplex90/relnotescplex/relnotescplex10.html
https://www-eio.upc.es/lceio/manuals/cplex90/relnotescplex/relnotescplex10.html
www.math.uwaterloo.ca/tsp/
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* monalisa® : Um conjunto de dados contendo 100.000 pontos formando uma repre-

sentacdo linear da Mona Lisa.

* mcz>: Um conjunto de dados com 50 bairros da cidade de Macei.

6.4 Resultados experimentais

Para avaliar o CMSA, os resultados foram comparados com os algoritmos mais recentes na
literatura: a heuristica Dynamic Reduction (DR) proposta por Chen et al. [2024] e o algoritmo

aproximativo FastCover, desenvolvido por Friederich et al. [2023].

6.4.1 FastCover

O codigo-fonte do FastCover foi disponibilizado publicamente pelos autores, o que pos-
sibilitou a replicacdo dos experimentos apresentados na Tabela 6.3 e 6.4 no mesmo ambiente
computacional. Foram utilizadas tanto instincias sintéticas quanto reais, conforme detalhado
na secdo anterior, para a avaliagdo do FastCover.

Na andlise comparativa com o algoritmo aproximativo FastCover [Friederich et al., 2023]
para o problema de raio unitdrio, foram realizadas 10 execucdes independentes para cada instan-
cia. Para o CMSA, os limites de tempo foram definidos como 200 milissegundos para instincias
com 500 pontos, 300 milissegundos para aquelas com 1500 pontos e 500 milissegundos para as
reais.

Os resultados apresentados na Tabela 6.3 estdo organizados por algoritmo, com colunas

separadas para “CMSA” e “FastCover”. Os campos nessas colunas incluem:
* best: a melhor solucdo obtida entre as 10 execucdes;
* mean: a qualidade média da solucdo ao longo das 10 execucdes;
* time: o tempo médio de execugao.

Para o FastCover, fol executada apenas uma unica execucdo, € o desempenho foi repor-
tado de acordo. A coluna gap representa a diferenca relativa na qualidade da solugado entre o

FastCover e 0 CMSA, calculada da seguinte forma:

x—x*

gap = (6.1)

em que x representa o melhor valor de solug@o encontrado pelo FastCover e x* corresponde
ao valor da solugdo obtida pelo CMSA.
A coluna Pontos mostra a quantidade de pontos naquela instancia.

4www.math.uwaterloo.ca/tsp/

>Dados fornecidos por Instituto de Tecnologia em Informética e Informagio do Estado de Alagoas (ITEC)
[2020]


www.math.uwaterloo.ca/tsp/

Resultado 29

6.4.2 DR

O algoritmo DR nao foi disponibilizado publicamente por seus autores. No entanto, a pu-
blicacdo fornece detalhes sobre a configuracdo computacional utilizada, que envolveu um pro-
cessador Intel 199 — compardvel ao utilizado para executar o CMSA neste estudo. Para uma
comparacao justa com o DR, foram empregadas as mesmas instincias descritas no artigo origi-
nal, seguindo rigorosamente o protocolo experimental estabelecido pelos autores.

Para garantir comparagdes robustas, foram realizadas 100 execugdes independentes para
cada instancia, seguindo o protocolo especificado no trabalho original. Os resultados, resumidos
na Tabela 6.2, estdo organizados por algoritmo, com colunas separadas para “CMSA” e “DR”.

Cada coluna apresenta as seguintes métricas:

* best: a melhor solucao obtida nas 100 execucdes;
* mean: a qualidade média da solug¢do nas 100 execugdes;

* time: o tempo médio de execugdo nas 100 execugdes.

Adicionalmente, a linha rotulada como Qtd. de melhores indica o nimero de vezes que cada
algoritmo alcangou o melhor resultado. A coluna Raio especifica o tamanho do disco utilizado
no problema de cobertura.

Salienta-se que para cada instancia, o limite de tempo para o CMSA foi configurado para se

alinhar ao tempo gasto pelo DR, garantindo uma base consistente para comparacao.

6.5 Discussao

Os resultados experimentais demonstram que a meta-heuristica CMSA supera significativa-
mente 0os métodos mais recentes da literatura, especificamente a heuristica DR e o algoritmo
aproximativo FastCover, em termos de qualidade da solucdo. Conforme evidenciado nas Tabe-
las 6.2, 6.3 e 6.4, 0o CMSA produziu consistentemente solu¢des com menores custos (indicados
pelo valor best), mantendo tempos de execug¢do competitivos, mesmo quando aplicado a instan-
cias de problemas complexos.

A Tabela 6.2 destaca a eficacia do CMSA em reduzir o valor de cobertura para diversas
instancias. Por exemplo, na instancia d/291 com raio de 500, o CMSA alcancou um valor de
cobertura de 13, em comparagdo com a heuristica DR, que produziu uma solu¢do com valor 16.
Isso ilustra a superioridade do CMSA na geragdo de solu¢des mais eficientes.

Em comparagdo com o FastCover, 0o CMSA demonstrou uma melhoria substancial ao mini-
mizar o nimero de discos necessdrios para a cobertura de pontos nas instancias disk e annulus
(ver Tabela 6.3). Por exemplo, na instancia disk-01 com 500 pontos, 0o CMSA alcan¢ou um va-
lor best de 80 discos, enquanto o FastCover necessitou de 114 discos. Essa redugdo significativa

destaca a capacidade do CMSA de gerar solucdes mais compactas e econdmicas.
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Tabela 6.2: Resultados para instancias do TSP

DR CMSA

Nome Raio best mean time(ms) best mean time(ms)
d1291 1500 3 3.00 76.1 3 3.00 76.58
d1291 1000 5§ 5.18 76.7 5 5.00 76.98
d1291 750 7 7.89 101.2 7 7.22 102.00
d1291 500 16 17.62 171.3 13 13.03 172.25
11889 4000 6 6.23 138.3 6 6.40 140.57
r11889 3500 8 8.88 109.6 8 8.33 111.58
r11889 3000 11  12.00 127.0 11 11.51 129.88
r11889 2500 15 16.68 147.4 15 15.16 149.59
u2319 2000 4 4.17 214.8 4 4.00 215.64
u2319 1700 5 5.16 152.1 5 5.00 153.83
u2319 1400 7 7.53 160.1 7 7.20 162.53
u2319 1000 12 13.60 158.6 12 1293 161.17
pcb3038 1000 6 6.47 308.2 6 6.00 311.70
pcb3038 700 11 12,56  265.8 11 1196 270.83
pcb3038 600 15 16.53 2475 15 1636 25242
pcb3038 500 21 2344 2928 21 23.04 297.33
Qtd. de melhores 15 2 16 15

No entanto, em instancias especificas, como monalisa e usa, o CMSA produziu resultados
equivalentes aos do FastCover, com ambos os métodos alcancando o valor maximo necessa-
rio de cobertura. Esses casos sugerem que o CMSA pode enfrentar limitacdes em instancias
particularmente homogéneas ou de grande escala, onde ambos os algoritmos convergem para
solugdes semelhantes.

A comparagdo visual apresentada nas Figuras 6.1 e 6.2 reforca ainda mais as vantagens do
CMSA. Para a instancia mcz, a disposicao dos discos gerados pelo CMSA claramente utiliza
menos discos do que a configuracdo gerada pelo FastCover.

De forma geral, os resultados validam o CMSA como uma abordagem robusta e eficiente
para o Problema de Cobertura de Discos de Raio Fixo ao entregar solugdes de alta qualidade e
avancar o estado da arte. O CMSA demonstra, portanto, ser particularmente eficaz no enfrenta-

mento de instancias de problemas desafiadoras e complexas.
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Solugdo CMSA- Bairros de Maceid
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Figura 6.1: Solucao do CMSA para bairros de Maceid

Soluc&o FastCover- Bairros de Maceid

[ Disco 26

Figura 6.2: Solucdo do FastCover para bairros de Maceio
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Tabela 6.3: Resultados para instancias sintéticas
FastCover CMSA
Nome Pontos best time(ms) best mean time(ms) gap
disk-01 500 114 0.24 80 81.9 200 0.29
disk-02 500 115 0.24 83 84.8 200 0.27
disk-03 500 113 0.24 80 81.3 200 0.29
disk-04 500 113 0.23 78 79.3 200 0.30
disk-05 500 113 0.22 77 78.6 200 0.31
annulus-01 500 112 0.22 76 77..4 200 0.32
annulus-02 500 103 0.23 70 72.1 200 0.32
annulus-03 500 102 0.24 66 67.8 200 0.49
annulus-04 500 80 0.17 52 53.1 200 0.35
annulus-05 500 44 0.10 29 29.3 200 0.34
square-01 500 500 0.53 500 500.0 200 0.0
square-02 500 496 0.54 496 496.0 200 0.0
square-03 500 483 0.55 483  483.0 200 0.0
square-04 500 402 0.50 388 388.0 200 0.03
square-05 500 191 0.36 155  156.2 200 0.18
disk-01 1500 162 0.40 124 1311 300 0.23
disk-02 1500 158 0.62 123 1273 300 0.22
disk-03 1500 157 1.41 116 1223 300 0.26
disk-04 1500 161 0.41 114 1191 300 0.29
disk-05 1500 157 0.53 116 1223 300 0.26
annulus-01 1500 160 0.42 118 119.7 300 0.26
annulus-02 1500 155 0.41 112 1151 300 0.27
annulus-03 1500 133 0.36 100 1023 300 0.24
annulus-04 1500 99 0.29 65 71.9 300 0.34
annulus-05 1500 51 0.20 33 334 300 0.35
square-01 1500 1497 1.60 1497 1497.0 300 0.0
square-02 1500 1483 1.55 1480 1480.0 300 0.002
square-03 1500 1367 1.52 1360 1360.0 300 0.005
square-04 1500 901 1.32 832 8334 300 0.07
square-05 1500 340 0.74 246 2473 300 0.11
Qntd. de melhores 4 30 30
Tabela 6.4: Resultados para instancias reais
FastCover CMSA
Nome Pontos best  time(ms)  best mean time(ms)
mcz 50 26 0.001 21 22.6 500
monalisa 10000 10000 80 10000  10000.0 500
usa 115475 115475 100 115475 115475.0 500

Qntd. de melhores 3 3

3




Consideracoes Finais

Neste trabalho, foi proposta uma matheuristica CMSA para o Problema da Cobertura de
Disco de Raio Fixo (PCDRF). Os experimentos realizados tiveram como objetivo comparar o
desempenho do CMSA com as abordagens mais recentes da literatura: DR e FastCover. Os
resultados computacionais mostraram que o CMSA encontrou solugdes superiores em todos os
testes computacionais, superando os outros dois algoritmos.

Conclui-se, portanto, que a aplicacdo do CMSA ao PCDREF foi satisfatéria e contribuiu para
o avanco do estado da arte do problema, superando as abordagens mais recentes encontradas
na literatura. Esse avanco se reflete na obtencao de solu¢des mais eficientes e no uso otimizado
de recursos computacionais, consolidando o CMSA como uma ferramenta robusta e eficaz para
problemas de cobertura de discos em contextos variados.

No entanto, algumas limitacdes do trabalho foram observadas. Primeiramente, o CMSA
apresenta desafios em termos de desempenho quando aplicado a instancias extremamente gran-
des, onde os resultados se mostram equivalentes aos de outros algoritmos aproximativos, como
o FastCover. Além disso, a implementacdo do CMSA pode exigir ajustes nos parametros para
alcancar desempenho ideal em diferentes tipos de instincias, o que limita sua aplicabilidade
direta sem calibracdo prévia.

Para pesquisas futuras, sugere-se investigar formas de aprimorar a adaptabilidade do CMSA
a instancias grandes, como aquelas com mais de 100.000 pontos. Outra linha de pesquisa
promissora seria a integracdo do CMSA com técnicas de aprendizado de maquina, visando uma
calibracdo automadtica dos parametros do algoritmo conforme o tipo e o tamanho da instancia
de entrada. Além disso, explorar a combina¢cdo do CMSA com métodos paralelos pode reduzir
o tempo de execug¢ao, tornando-o ainda mais eficiente em contextos onde o tempo de resposta é
critico.

Em suma, os resultados e contribui¢cdes deste trabalho oferecem uma base sélida para o
desenvolvimento de novas abordagens hibridas para o PCDRE, abrindo caminhos para futuras

inovacdes e consolida¢des no campo da otimizacdo combinatdria.
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