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RESUMO

A busca por uma melhor compreensao e descrigdo matematica do comportamento das estruturas
¢ de fundamental importancia no campo da engenharia estrutural. Para uma perfeita descrigao
¢ necessario que os modelos matematicos considerem o comportamento nao linear fisico dos
materiais. Algumas das principais teorias que permitem levar em consideracao os efeitos nao
lineares sdo a teoria da plasticidade e a mecanica do dano continuo. Estas teorias apresentaram
grandes contribuigdes para a engenharia estrutural, no entanto também podem cair em
limitagdes das solu¢des ndo lineares, como a descricdo do comportamento nio linear no pos-
pico ou por apresentar infinitas solu¢des, ao ser analisado o problema da localizacdo de
deformagdes. Contornando estes problemas, diferentes teorias tém sido propostas, como a
mecanica da fratura, a mecanica do dano moderna, os modelos de campo de fase e mecanica do
dano concentrado (MDC). A MDC foi inicialmente proposta para elementos de poértico e
posteriormente foi formulada para meios bidimensionais (elementos finitos de membrana), tem
se mostrado capaz de desenvolver analises ndo lineares, evitando o problema de localizagao de
deformacdes, sem a necessidade de qualquer técnica de regularizacdo. Portanto, o presente
trabalho tem como objetivo contribuir com o desenvolvimento das andlises através da MDC,
com a proposta de novos modelos para a analise de placas, lajes e cascas delgadas. Para este
fim, o presente trabalho selecionou o elemento finito Discrete Kirchhoff Triangle (DKT) para
a andlise de placas e o Constant Moment Triangle (CMT), para analise de placas, lajes e cascas.
Também foi empregado o elemento Constant Strain Triangle (CST) para a analise de cascas.
Todos os elementos foram reformulados, de modo a alterar as suas variaveis cinematicas e
permitir a inclusdo das consideragdes da MDC. Para os elementos de placa, foi admitida uma
lei de evolugdo do dano ndo linear, com amolecimento com comportamento exponencial. O
presente trabalho desenvolveu uma campanha experimental para moldagem de placas de
concreto reforgado com fibras de aco. Desta forma, os elementos de placa foram validados com
diferentes ensaios experimentais da literatura e ensaios desenvolvidos neste trabalho,
apresentando respostas com alta precisao, em termos de Forga vs. Deslocamento, distribuicao
de fissuragdo e abertura de fissuras. Com base no elemento de placa baseado no CMT, este
trabalho apresenta a proposta de um novo modelo para avaliar placas de concreto armado
(lajes). Dentro deste modelo, as variaveis ineldsticas sdo definidas como o dano e rotagdes
plésticas, as quais podem ser relacionadas com a resposta do concreto armado (fissuracao e
escoamento da armadura). Com base nisto, diferentes leis de evolugdo do dano e das rotagdes
plésticas sdo propostas neste trabalho. O modelo foi aplicado para uma série de ensaios da
literatura, cujos resultados apresentaram alta acuradcia em comparacdo aos experimentais, em
termos de Forca vs. Deslocamento e iniciacdo e propagacao de redes complexas de fissuras.
Finalmente, um modelo de casca plano, para aplicacdo em cascas de concreto armado, ¢
proposto neste trabalho. Os efeitos axiais sao descritos pelo elemento finito CST, admitido com
resposta elastica linear, e os efeitos de flexdo, com o elemento de lajes proposto. O modelo ¢é
aplicado a diferentes exemplos experimentais da literatura, obtendo respostas com boa precisao,
mostrando-se adequado para prever as respostas de Forga vs. Deslocamento e fissuracdo,
obtidos com um modelo de arco e com os proprios resultados experimentais.

Palavras-chave: Placas delgadas; Lajes; Cascas, Mecanica do dano concentrado; Localizagdo
de deformagdes; Campanha Experimental.
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ABSTRACT

The search for a better understanding and precise mathematical description of the behaviour of
structural behaviour is of fundamental importance in structural engineering. For an accurate
representation, mathematical models must account for the physical non-linear behaviour of
materials. The main theories that account for nonlinear effects include the theory of plasticity
and the mechanics of continuous damage. These theories have significantly contributed to
structural engineering, they also face limitations associated with nonlinear solutions.
Challenges include describing post-peak non-linear behaviour or encountering infinite solutions
when analysing strain localization problems. To address these issues, various alternative
theories have been proposed, such as fracture mechanics, modern damage mechanics, phase
field models, and lumped damage mechanics (CDM). Initially developed for frame elements,
CDM was later extended to two-dimensional media (e.g., membrane finite elements). It has
demonstrated the capability to perform non-linear analyses, avoiding the problem of strain
localization without relying on regularization techniques. This study aims to contribute to the
development of analyses using CDM by proposing new models for the analysis of thin plates,
slabs, and thin shells. The study selected the Discrete Kirchhoff Triangle (DKT) finite element
for plate analysis, and the Constant Moment Triangle (CMT) was chosen for the analysis of
slabs, plates, and shells. Additionally, the Constant Strain Triangle (CST) element was
employed for shell analysis. All the elements were reformulated to modify their kinematic
variables, enabling the incorporation of CDM considerations. For plate elements, a nonlinear
damage evolution law with exponential softening behaviour was adopted. This study also
developed an experimental campaign involving the casting of fibre-reinforced concrete plates.
The plate elements were tested against a series of experimental tests found in the literature as
well as the experimental tests conducted in this study. The results demonstrated accurate
performance in terms of force-displacement relationships, crack distribution, and crack
opening. Based on the plate element using the CMT, this study proposes a new model for
evaluating reinforced concrete plates (slabs). Within this model, inelastic variables, defined as
damage and plastic rotations, are associated with the behaviour of reinforced concrete (cracking
and reinforcement yielding). Accordingly, this study introduces different laws governing the
evolution of damage and plastic rotation. The proposed model was tested against series of
experimental tests from the literature, yielding results with high accuracy compared to
experimental data, in terms of Force vs. Displacement and the initiation and propagation of
complex networks of cracks. Finally, a flat shell model for application in reinforced concrete
shells is proposed. Axial effects are described using the CST finite element, assumed to exhibit
a linear-elastic response, while bending effects are modelled using the proposed slab element.
The model was validated against various experimental examples from the literature, delivering
accurate predictions of force-displacement responses and cracking behaviour, consistent with
both an arch model and experimental results.

Keywords: Thin plates; Slabs; Shells, Lumped damage mechanics; Strain localization;
Experimental campaign.
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1 INTRODUCAO

A analise estrutural visa compreender e descrever o comportamento de estruturas sob
diferentes condi¢des de carga. A correta descricao de cada problema parte do conhecimento das
formulagdes diferenciais que os governam, a fim de ser possivel um detalhamento do
comportamento fisico, através de modelos matematicos. Estudos que envolvem modelos de
placas e cascas delgadas tém sido desenvolvidos desde o século passado. Estes elementos
desempenham um papel fundamental nas mais diversas areas da engenharia, como a civil, naval
e espacial. No entanto, devido a complexidade de algumas estruturas, essa descrigdo passa a ser
inviavel ou desconhecida. Desta forma, surge a necessidade de obter solu¢des aproximadas para
os problemas, de modo que seja garantida a qualidade da solu¢ao. Um dos métodos numéricos

mais utilizados ¢ o método dos elementos finitos (MEF), que consiste em discretizar as

estruturas em problemas menores, de mais facil solu¢do, chamados de elementos finitos.

Além disso, ¢ necessario levar em consideracdo o comportamento ndo linear dos
materiais, o qual ¢ uma caracteristica marcante, em especifico no concreto € em metais.
Segundo Lamaitre e Charboche (1990), problemas de ndo linearidade fisica ocorrem pela
manifestagdo de processos irreversiveis na microestrutura dos materiais, como perda de coesao
em planos de clivagem, mudangas de porosidade ou de fase, entre outros. Portanto, o estudo do
comportamento nao linear em estruturas ¢ de extrema relevancia para o campo da engenharia
estrutural, pois podem ser potenciais causadores de mecanismos de colapso. Objetivando a
solucdo destes problemas ndo lineares, diversos modelos matematicos t€ém sido formulados,

com destaque para a teoria da plasticidade, mecanica da fratura e a mecanica do dano continuo.

A teoria da plasticidade nasce com a observacdo do comportamento ndo linear em
metais, como o encruamento (ganho de resisténcia com o aumento das deformagdes) e as
deformacdes permanentes. Esta teoria considera que os soélidos, atingida/ultrapassada sua
tensdo de escoamento, continuam a apresentar aumento nas deformacdes e que, se
descarregados, existirdo deformacdes permanentes, igual a deformagdo total menos a
deformacao elastica (em regime de pequenas deformacgdes), também denominadas de residuais.
Existe uma série de critérios de resisténcia maxima que podem ser adotados nas analises, com
destaque para o critério da tensdo normal maxima, o critério de Tresca, o de Mohr-Coulomb, o
de Beltrami, o de von Mises e o de Drucker-Prager. A teoria da plasticidade permite a obtenc¢ao
de importantes resultados na engenharia, em especifico em problemas de colapso plastico. No

entanto, esta teoria pode ser aplicada apenas para meio continuos, condigdo que ndo ocorre
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préximo ao instante de ruptura, em razdo do surgimento de fissuras, e, portanto, pode nio

representar bem o comportamento de algumas estruturas.

A mecanica da fratura considera que todos os materiais possuem fissuras iniciais
discretas. De acordo com Broek (1974), esta teoria visa determinar como as fissuras podem
evoluir e interagir entre si, com o aumento do carregamento. Portanto, a mecanica da fratura
esta direcionada a analisar as condigdes de crescimento ¢ instabilidade das fissuras. Para a
analise de geometrias simples, com a propagagao de fissuras discretas, esta teoria apresenta
bons resultados, como o caso das aplicacdes em engenharia aerondutica e naval. No entanto,
para a analise de estruturas mais complexas, como as estruturas presentes nos diversos ramos
da engenharia (civil, aerondutica, naval), além da dificuldade em se definir o local da fissura
inicial, a evolu¢do de varias fissuras e a interagdo entre si demanda um alto custo
computacional, além da necessidade de algoritmos de remalhamento complexos, se tornando

inviavel em aplicagdes praticas.

Mais recente, dentre as supracitadas teorias nao lineares, a mecanica do dano continuo
foi apresentada inicialmente por Kachanov (1958) e posteriormente desenvolvida por Rabotnov
(1969), surgindo da necessidade de modelar processos de ruptura lenta, denominado fluéncia.
Dentro desta teoria ndo linear, propde a incorpora¢do de uma varidvel interna nas leis de
comportamento denominada dano, responsavel por mensurar o nivel de deterioracdo da
estrutura, surgindo o conceito de tensdo efetiva (LEMAITRE; CHABOCHE, 1990). Tal
consideragdao permite o desenvolvimento de problemas elésticos, plasticos e viscoplasticos de
forma exitosa, para diversos mecanismos de deterioracao. No entanto, de acordo com Florez-
Lopez et al. (2015), apesar do consideravel avango, as formulagdes baseadas na mecanica do
dano cléassica podem apresentar problemas mal colocados, devido ao fendmeno da localizacao
de deformagdes, e, portanto, possuem um nimero infinito de solug¢des (dependéncia de malha,
em elementos finitos). De acordo com Peerlings et al., 1996 e Borst, 2002, os modelos baseados
na mecanica do dano continuo frequentemente apresentam dependéncia de malha, pois as

variaveis de dano sdo definidas localmente.

A mecanica do dano moderna entdo surge na busca por métodos que permitam solugdes
objetivas, adotando duas medidas principais: modificagdo nas leis de evolugcdo do dano
(abordagens nao locais ou de dano gradiente), e a introdugdo de varidveis cinematicas
apropriadas, de modo a serem levados em consideracao os efeitos de dano. Os modelos podem
ser baseados em abordagens ndo locais (AHMED et al., 2021, LENZ; MAHNKEN, 2023,
NOGUEIRA et al., 2024) ou pelo método do gradiente (NEGI et al., 2022, WANG et al., 2023,
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XUE et al., 2024). Uma revisdo mais detalhada da mecanica do dano moderna pode ser
observada vide Comi e Perego (2001), Peerlings et al. (1996), Desmorat et al. (2007), Richard

e Ragueneau (2013) e suas referéncias.

Além disso, outra teoria foi proposta no inicio do século XXI, com a consideracao de
rotulas suaves (softening hinges) em elementos finitos, a fim de considerar descontinuidades
fortes. Para mais informagdes, vide Bazant (2003), Cocchetti e Maier (2003), Armero e Ehrlich
(2006), Wu (2013) e suas referéncias.

Mais recentemente, alguns pesquisadores tém tratado o desenvolvimento de
microfissuras e sua coalescéncia até se tornarem macrofissuras por meio da teoria do campo de
fase (phase-field theory). Nesta abordagem, tais fenomenos fisicos sdo quantificados por meio
de uma variavel de dano, respeitando-se os critérios energéticos da mecanica da fratura, escritos
em uma forma variacional. Para mais informagdes, vide Francfort e Marigo (1998), Bourdin ef
al. (2008), Leao et al. (2021), Novelli et al. (2022), Li et al. (2023), Gongalves et al. (2023),
Caetano e Penna (2024), Ferreira et al. (2024), Shajan et al. (2024), Wang et al. (2024) Chen et

al. (2024) e suas referéncias.

Na tentativa de modelar o comportamento de estruturas de maneira simplificada, a
mecanica do dano concentrado (MDC) foi inicialmente formulada no inicio da década de 90,
com o trabalho de Florez-Lopez (1993). A MDC aplica conceitos da mecanica da fratura e
mecanica do dano em rétulas inelasticas, como as leis de evolugdo do dano, baseadas no critério
de Griffith, o conceito de tensdo efetiva e o uso da variavel de dano. No entanto, a variavel de
dano na MDC difere-se da apresentada na mecanica do dano continuo, pois refere-se a macro
fissuracdo do material, enquanto na mecanica do dano continuo, trata da de defeitos em
mesoescala, dentro de um elemento de volume representativo (EVR). Além disso, a MDC nao
sofre problemas com dependéncia de malha, como observado em teorias anteriores (TOI,
HASEGAWA, 2011). Uma das principais vantagens da aplicacao desta formulagdo ¢ nao ser
necessario alterar a geometria inicial do problema, pois as rotulas ineldsticas propostas se

localizam nas extremidades dos elementos € com comprimento zero.

A MDC foi desenvolvida como um método simplificado para andlise de dano em
porticos. Inicialmente apresentada por Florez-Lopez (1993), foi formulada para estruturas de
concreto armado sujeitas a acdes sismicas (CIPOLLINA ef al., 1995; PERDOMO et al., 1999;
TELES et al., 2021, BOSSE et al., 2024). Outros modelos foram criados com base na MDC.
Alvares (1999) propds uma generalizagdo da MDC, em que o critério de transmissdo de

momentos fletores entre nés de um mesmo elemento ¢ baseado no método da rigidez direta.
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Perera et al. (2000) propuseram um elemento finito com base na MDC, que considera a fadiga.
Kaewkulchai e Williamson (2004) desenvolveram analises de colapso progressivo de porticos
de concreto armado sujeitos a cargas de explosao. Aradjo e Proenga (2008) aplicaram o modelo
da MDC para a analise de porticos de concreto armado, considerando deformagdes residuais e
ciclos de histerese. Alva e El Debs (2010) propuseram uma modifica¢do do elemento finito de
Alvares (1999), com a inclusio de um fator de penalizagio nas leis de evolugdo do dano,
visando melhorar os resultados numéricos, em comparagao a respostas experimentais. Faleiro
et al. (2010) propuseram um elemento finito com base na formulacdo proposta por Florez-
Lépez (1993) e por Cipollina et al. (1995), porém modificando a lei de evolugao do dano e das
deformagdes plasticas. Santoro e Kunnath (2013) propuseram um elemento finito de viga, com
base nas formulagdes apresentadas por Perdomo et al. (1999), realizando modificacdes nas leis
de evolucao do dano e das deformagdes plasticas. A MDC foi desenvolvida e aplicada para
diversos outros campos de andlises como cargas impulsivas (WANG; YANG, 2009), porticos
metalicos (GUERRERO et al., 2009; BAl et al., 2016; BAl et al., 2017, BAZAN et al., 2019;
SILVA et al., 2022; MONTILLA et al., 2024), arcos de concreto armado (AMORIM et al.,
2013; BRITO et al., 2020; CUNHA et al., 2021; PEREIRA NETO et al., 2022), arcos de
concreto simples e de alvenaria (AMORIM et al., 2014), arcos de concreto refor¢ado com fibras
(OLIVEIRA et al., 2023), vigas de concreto armado sujeitas a cargas de impacto (OLIVEIRA
et al., 2020; TELES et al., 2020), para vigas refor¢cadas com fibras de vidro poliméricas
(CUNHA et al., 2021), pérticos refor¢ados com fibras de polimeros (BARRIOS; FLOREZ-
LOPEZ, 2020) ¢ estimativa de flecha de vigas (SOUZA et al., 2023). A MDC foi
posteriormente ampliada para meios continuos bidimensionais (placas e chapas) por Amorim
(2016). Em seguida, para elementos de chapa, Amorim et al. (2018), Oliveira (2020), Santos
(2020), Picon et al. (2021), Teles et al. (2023) e Nardi e Leonel (2024) deram continuidade aos
avangos nas pesquisas. Uma das grandes vantagens do uso da mecanica do dano concentrado
tem sido a obtencao de resultados com objetividade de solugdo, com baixo custo computacional
e com a ndo violagdo dos efeitos locais. Desta forma, a MDC tem se comprovado uma teoria
que proporciona bons resultados para a andlise nao linear de estruturas, nas mais diversas

aplicagdes, sem sofrer com o problema de localizagao de deformacgdes e dependéncia de malha.

Diante do exposto, com a comprovagdo de bons resultados nas mais diversas aplicacdes
e com trabalhos de relevancia nacional e internacional utilizando a mecéanica do dano

concentrado, o presente trabalho busca contribuir no desenvolvimento e ampliagdo desta teoria.
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1.1 Justificativa

A avaliacao de placas e cascas dentro da analise estrutural ainda ¢ um ponto importante
€ que necessita constante desenvolvimento, especialmente no que tange as analises nao lineares.
Os atuais modelos presentes na literatura podem levar a resultados com solugdes limitadas, seja
devido a problemas de dependéncia de malha, por problemas de convergéncia, altos custos
computacionais para defini¢ao de posicao da fissura ou algoritmos de remalhamento. Neste
sentido, com base nos estudos preliminares desenvolvidos por Amorim (2016), o presente
trabalho objetiva desenvolver novos e mais eficientes (menos custosos computacionalmente e
que levem a solugdes numéricas em concordancia com resultados experimentais € numéricos)
modelos ndo lineares para a analise de placas e cascas delgadas com base na MDC. A escolha
da referida teoria parte da observacao da qualidade das respostas em prévios modelos que a

aplicaram para diferentes tipos de estrutura usando elementos de portico e bidimensionais.

1.2 Objetivos

1.2.1 Objetivo geral

Propor modelos de dano concentrado para problemas de placas e cascas de concreto
reforcado com fibras de aco e concreto armado com objetividade de solugdo e independéncia

de malha.

1.2.2  Objetivos especificos

Para atingir o objetivo geral da pesquisa, tem-se os seguintes objetivos especificos:

e Deduzir o elemento finito Discrete Kirchhoff Triangle (DKT) na notagdo de
Powell (1969), para aplicacao da teoria do dano concentrado;

e Deduzir o elemento finito Constant Moment Triangle (CMT) na notacdo de
Powell (1969), para aplicacao da teoria do dano concentrado;

e Desenvolver modelos ndo lineares para avaliagdo de placas para concreto

refor¢cado com fibras de ago, com base nos elementos DKT e CMT;
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e Executar campanha experimental em placas de concreto reforcado com fibras de
aco para validagdes numéricas;

e Desenvolver modelo ndo linear de placas para concreto com armadura passiva
(lajes), com base no elemento CMT;

e Deduzir o elemento finito Constant Strain Triangle (CST) na notagdo de Powell
(1969) e acopla-lo ao elemento CMT;

e Desenvolver modelo nao linear de cascas plano de concreto armado.

1.3 Metodologia

A MDC tem sido largamente empregada em diferentes campos de aplicagdo, para a
avaliacdo de problemas de estruturas reticuladas e de meios continuos bidimensionais. Com o
intuito de cumprir os objetivos deste trabalho e de realizar a expansdo da MDC para aplicagdes
de placas e cascas delgadas sujeitas a colapso flexdo, o presente trabalho desenvolveu a
adaptagao de elementos finitos apresentados na literatura, especificamente o DKT, CMT e CST
acoplado ao CMT, com base na notacdo de Powell (1969). Apesar de muitos trabalhos na
literatura considerarem elementos de casca com algum nivel de curvatura, nesta tese o
acoplamento de dois elementos planos (CMT e CST) ¢ considerado suficiente para a analise de
placas. Isto é, presume-se a curvatura da casca ¢ aproximada de forma adequada com diversos

elementos finitos planos.

A partir das adaptacdes dos elementos finitos ¢ possivel propor modelos ndo lineares
com base na MDC considerando diferentes variaveis inelésticas (dano ou rotagdes de dano, e
rotacdes plasticas), de acordo com o problema avaliado. Note que os parametros dos modelos

podem se relacionar com as propriedades fisicas e geométricas das placas e cascas.

Todos os modelos ndo lineares desenvolvidos neste trabalho foram programados
utilizando a linguagem Fortran que, por ser de baixo nivel, apresenta alta eficiéncia no

processamento dos calculos. A visualizagdo dos resultados foi feita com codigos Python.

Visando a validacdo dos supracitados modelos, uma série de ensaios experimentais em
placas de concreto refor¢ado com fibras de aco, lajes e cascas de concreto armado presentes na
literatura foram aplicados. Em especifico para a avaliagdo dos modelos de placa, uma campanha

experimental propria também ¢ desenvolvida. Os modelos sao avaliados de acordo com
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diferentes resultados, em termos de graficos de Forg¢a vs. Deslocamento, do padrio de
fissuracdo dos ensaios (iniciagdo e propagacao) e abertura de fissuras, além de comparar com

resultados de outros modelos nao lineares da literatura.

1.4 Organizacio do trabalho

O presente trabalho esta organizado da forma: No capitulo 2 ¢ apresentada uma revisao
bibliografica com um breve historico de trabalhos que desenvolveram outros elementos finitos
de placa. Além disso, neste capitulo ¢ apresentada uma revisdo do método das charneiras
plasticas e a apresentagdo de conceitos importantes dentro das analises ndo lineares. O capitulo
3 ¢ iniciado demonstrando a viabilidade, em termos de dependéncia de malha, para a aplicacao
da mecanica do dano concentrado a elementos sujeitos a flexdo. Sao apresentadas as propostas
de elementos finitos de placas de concreto refor¢ado com fibras, baseadas no elemento DKT e
no elemento CMT, da formulacdo elastica a formulacdo de dano, e detalhes de sua
implementagao numérica. No capitulo 4 ¢ apresentada a adaptacdo do modelo de lajes de
concreto armado. Além disso, € apresentado o calculo dos parametros do modelo, com base nas
propriedades fisicas e geométricas das lajes. O capitulo 5 ¢ iniciado com a apresentagdo e
deducao do elemento finito de chapa Constant Strain Triangle (CST). Posteriormente neste
capitulo este elemento ¢ superposto com o elemento de lajes, formando um elemento de casca
plano, baseado na mecanica do dano concentrado. No capitulo 6 ¢ apresentada a campanha
experimental que foi desenvolvida no presente trabalho, referente a moldagem de placas de
concreto refor¢adas com fibras de ago, assim como elementos de viga e corpos de prova. Estes
ultimos tém como finalidade a caracterizagdo do material, enquanto as vigas tém a finalidade
do célculo da energia de fratura. As placas serviram como exemplos para a validacao do
elemento finito proposto. O capitulo 6 detalha como os experimentos foram realizados,
descrevendo os materiais, equipamentos e os métodos utilizados e os resultados experimentais
obtidos. No capitulo 7 sdo apresentados os resultados obtidos por cada modelo de dano
proposto, comparando os resultados numéricos aos experimentais. No capitulo 8 sdo
apresentadas as principais conclusdes do trabalho. O trabalho finaliza com as referéncias
bibliograficas e dois apéndices: o primeiro contendo a deducdo do campo de deslocamentos
transversais do elemento finito DKT e segundo apresentando o programa computacional Itom
(ITOM, 2018). Por fim, ¢ apresentado um anexo com o detalhamento da matriz de

transformagao cinematica classica do elemento DKT.
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2 REVISAO DA LITERATURA

Estudos que envolvem modelos de placas e cascas delgadas tém sido desenvolvidos
desde o século passado. Estes elementos estruturais desempenham um papel fundamental nas
mais diversas areas da engenharia, como a civil, naval e espacial. As teorias classicas propdoem
uma série de solucdes analiticas para alguns casos particulares de estudo. Entretanto, devido a
complexidade das formulacdes, os sistemas de equacdes resultantes sdo de dificil solugdo,
sendo necessario o uso de métodos aproximados para solu¢ao, como o método dos elementos

finitos.

2.1 Breve historico

Pesquisas voltadas ao desenvolvimento de elementos finitos, com formula¢des simples
e mais eficientes, para a analise de placas e cascas, t€m aumentado nas ultimas décadas (GAL;
LEVY, 2006; CAI et al., 2010). Desta forma, diversos trabalhos desenvolveram formulacdes
proprias, com base nas teorias de Kirchhoff e de Reissner—Mindlin, para a analise de placas

delgadas e delgadas e espessas, respectivamente.

Em analogia com a teoria de vigas a flexdo, a teoria de Kirchhoff ¢ equivalente a teoria
de Euler-Bernoulli. Desta forma, pode-se estabelecer 3 hipoteses: 1* - qualquer ponto na
superficie média da placa se move apenas na direcdo transversal ao plano médio; 2% - as
deformagdes transversais sdo nulas; 3* - uma linha reta e normal a superficie média da placa
antes do carregamento e que corta o plano médio da placa permanece reta e normal ao plano
tangente a superficie média do mesmo ponto apds a aplicagdo do carregamento. Por
consequéncia, a teoria de Reissner—Mindlin ¢ andloga a teoria de Timoshenko para vigas,
também estabelecendo 3 hipoteses principais: 1? - Qualquer ponto na superficie média da placa
se move apenas da dire¢ao do eixo Z; 2* - a deformagao transversal ao plano médio da placa ¢
nula em qualquer ponto; 3* - uma linha reta e normal a superficie média da placa antes do
carregamento e que corta o plano médio da placa em um ponto ndo necessariamente permanece
reta apos a aplicagdo do carregamento. A diferenca entre a segunda teoria e a primeira ¢ que a
segunda ndo vincula a rotacdo da reta vertical as derivadas do deslocamento vertical (VAZ,

2011).
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O desenvolvimento de um elemento de placa triangular com 3 nds, baseado na teoria de
Kirchhoff, que consiga representar de forma adequada elementos sujeitos a curvatura constante
e momentos torgores, além de obter bons resultados para andlises de flexao, foi de extrema

dificuldade nas ultimas décadas (COOK, 2007).

Morley (1971) propds um elemento finito de placa triangular ndo conforme, cujos
deslocamentos transversais variam de forma quadratica ao longo do elemento. Desta forma, ¢
possivel garantir que a curvatura e, portanto, os momentos fletores no elemento sdo constantes.
No entanto, devido a sua simplicidade, ha uma consideravel perda de precisdo nas respostas,
necessitando de malhas mais refinadas. Posteriormente Allman e Morley (2000) propuseram
uma nova formula¢do para o elemento finito de momento fletor constante. Em sua nova
formulacdo, os momentos fletores foram admitidos como virtualmente constantes, a fim de
melhorar o nimero de condi¢do da matriz de rigidez e, portanto, melhorar a convergéncia de

solugdes nao lineares.

Com o objetivo resolver o problema relatado a elementos de placa triangulares, Stricklin
et al. (1969) apresentou a primeira formulagdo para o chamado Discrete Kirchhoff Triangle
(DKT). Este elemento finito possui 3 nos, com 3 graus de liberdade por né (deslocamento
transversal e rotacdes em torno dos eixos X e Y). Posteriormente o elemento finito DKT teve
sua formulagdo detalhada por Batoz et al. (1980). De acordo com estes autores, a energia de
deformagdo devido ao cisalhamento ¢ dispensada nas arestas, enquanto a hipdtese de Kirchhoff
¢ adotada de maneira discreta, ao longo das arestas do elemento, a fim de relacionar as rotagcdes
com o deslocamento transversal, o que faz o elemento convergir para a teoria de placas

delgadas.

Hughes e Tezduyar (1981) desenvolveram um elemento finito quadrilateral para a
analise de placas espessas, com base na teoria de Reissner—Mindlin. O elemento empregou
fungdes de interpolagdo bilineares, com o intuito de sanar prévios problemas de singularidade
na matriz de rigidez. No entanto, estes autores afirmam que a formulagdo ¢ mais complicada
que as anteriores, mas que poderia servir como base para o desenvolvimento de novas

formulagdes.

Belytschko et al. (1984) propuseram um novo elemento finito triangular para a analise
de placas espessas, baseado na teoria de Reissner—-Mindlin. Na formulacdo, as rotagdes e
deslocamentos transversais dos elementos eram definidos por fungdes lineares. Além disso,
como principal vantagem, o elemento demandava apenas um ponto de quadratura para a

integragdo numérica, e, portanto, demandava um menor custo computacional.
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Com base em conceitos de plasticidade, Armero e Ehrlich (2006) desenvolveram
elementos finitos triangular e quadrilateral de placa, para a anélise de colapso plastico de placas
com base na teoria de Reissner—Mindlin. Estes autores realizaram uma série de exemplos
numéricos, a fim de verificar a performance dos elementos propostos. Além disso, estes autores
fazem o uso de charneiras plasticas para contornar o problema de descontinuidades provocados
devido ao fendmeno de localiza¢ao de deformagdes. Desta forma, o trabalho desenvolvido por
Armero e Ehrlich (2006) apresentou uma consideravel contribui¢ao para analise de placas

€spessas.

Thakkar e Pandey (2006) implementaram um modelo de dano continuo isotropico para
placas de aluminio em um programa de analise ndo linear que considera o dano acoplado e
desacoplado. Os autores realizaram a analise de uma série de exemplos numéricos, observando
o comportamento das charneiras plasticas obtidas e confrontando com o esperado, disposto na

literatura técnica.

Zhang et al. (2006) formularam um novo elemento finito para a analise de placas. Estes
autores incluem em seu modelo critérios de cinematica, admitindo a hipdtese de grandes

deslocamentos, porém rotagcdes moderadas.

Devido a boa qualidade dos resultados proporcionados com o elemento DKT, diversos
trabalhos tém desenvolvido novas formulagdes ou formulagdes alternativas. Cai et al. (2011)
formularam um novo elemento finito de placa triangular, com base no DKT, porém que engloba
a analise de placas delgadas e espessas, sem sofrer com o problema de travamento ao
cisalhamento. Além disso, para o caso de placas delgadas, no qual o efeito cisalhante ¢
desprezavel, a solugdo converge para a obtida através do DKT. De forma similar, Lucena Neto
et al. (2017) definiram uma matriz de rigidez geométrica de forma explicita e consistente, para
o elemento DKT. A nova formulacao foi comparada com outras ja existentes na literatura,

obtendo resultados mais precisos para alguns casos de carregamento analisados.

Xu et al. (2013), com o objetivo de analisar a resposta elastoplastica de placas, formulou
2 novos elementos de placa, com 6 e 9 nos, baseados no método dos elementos finitos
expandidos (XFEM). Para considerar tal comportamento elastoplastico, estes autores avaliaram
as zonas de alto gradiente com enriquecimento, ou seja, regides em que as respostas de

deslocamento e rotagdes nao sao suaves, resultando nas chamadas charneiras plasticas.

Almeida et al. (2019) apresentaram uma nova formulagdo para um elemento finito

triangular, baseado na teoria de Kirchhoff, que requer fungdes de aproximag¢do com
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continuidade C'. Além disso, estes autores adotam em sua formulac3o restri¢des hibridas e os
respectivos multiplicadores de Lagrange. Desta forma, a abordagem proposta permite que
sejam adotados graus de liberdade arbitrarios, sem a necessidade de associar os respectivos

graus com derivadas de segunda ou mais alta ordem.

Freitas e Tiago (2020) propuseram uma nova formulacdo para a analise de placas
moderadamente espessas, com a presenca de fissuras ou de aparelhos de apoio que possam
causar concentracao de tensodes e a condi¢cdo pos-reparo. Para tal, estes autores propdem novas
defini¢des para o fator de intensidade de tensdo (FIT) e relagdes constitutivas para representar

a regido da fissura reparada.

A adaptacdo e aplicagdo de elementos finitos de placa pré-existentes para analises de
estruturas de concreto armado teve esfor¢os voltados na ultima década. Othman e Marzouk
(2017) realizam a analise de lajes de concreto armado sujeitas a cargas de impacto, a partir do
uso de martelos de queda. As andlises visaram determinar as propriedades dinamicas de lajes
de concreto armado e verificar a condi¢do de danificacdo das mesmas, a fim de calibrar um
modelo dinamico pré-existente. Sadiq et al. (2020) analisaram o dano em estruturas de alta
importancia, como plantas nucleares, devido ao impacto de aeronaves (avides comerciais €
militares). Estes autores realizam a modelagem numérica de barreiras de concreto armado com
e sem a presencga de placas metélicas de reforco, para verificar a influéncia destas na resisténcia
da estrutura. Onate et al. (2022) realizaram a analise de barreiras de concreto armado, utilizando
elementos finitos e elementos discretos, para avaliar a resposta de estruturas de placa sujeitas a

grandes cargas de impacto oriundas da acdo ondas, como o caso de estruturas de barragens.

Além dos trabalhos voltados a analise de elementos de placa, diversos outros trabalhos
desenvolveram elementos finitos de casca. As duas principais abordagens para a analise ndo
linear de cascas finas consistem no desenvolvimento modelos utilizando uma degeneragao de
elementos tridimensionais baseados na mecanica do continuo; e na superposi¢ao de efeitos entre
elementos de placa e elementos de membrana, criando elementos de casca plana (GAL; LEVY,
2006). Para a primeira abordagem, a principal motivacao ¢ o desenvolvimento de um elemento
finito tridimensional, evitando as dificuldades das formulagdes completas associadas a teoria
de placas e cascas finas. Para a segunda formulagao, mesmo que seja necessario um maior
numero de elementos finitos para representagdo da superficie, o custo computacional ¢ inferior.
Para uma revisdo detalhada de elementos de casca, sejam tridimensionais degenerados, sejam

planos, consultar Gal e Levy (2006) e suas referéncias.
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2.2 Teoria das charneiras plasticas

A teoria das charneiras plésticas teve seus primeiros conceitos elaborados no século
XIX, tendo Bach (1891) como seu pioneiro, porém com aplicabilidade reduzida. Por sua vez,
Ingerslev (1923) deu continuidade a teoria, formulando critérios para a ruptura de lajes apoiadas
e engastadas, admitindo a hipotese de escoamento da armadura. No entanto, sua formulagao
nao abrangia todos os casos possiveis de analise, devido a nao consideracao das forgas cortantes
ao longo das linhas de ruptura. Anos depois, Johansen (1943) realizou um desenvolvimento por
completo da teoria, incluindo as forgas cortantes, apresentando-a de maneira formal. A teoria
teve novos desenvolvimentos ao longo das décadas posteriores, com destaque para as
contribuic¢des de Jones e Wood (1967), na Inglaterra, e de Chamecki (1948) e van Langendonck
(1970), no Brasil.

Para a formulagdo da teoria das charneiras plasticas, Chamecki (1948) afirma que trés

hipoteses principais devem ser atendidas, sendo elas:

1. As linhas de rupturas devem ser consideradas retas;

2. A placa se rompe, limitada pelas charneiras plasticas e suas demais bordas, e
suas partes permanecem planas;

3. Ao longo da charneira pléastica, o momento fletor atuante (distribuido por
unidade de comprimento) ¢ considerado constante e igual ao momento fletor méximo

resistente da placa.

Além disso, os conceitos e formulagdes desenvolvidos para a teoria das charneiras
plasticas sdo baseados na teoria da plasticidade e na andlise limite, em especifico com a
aplicacdo do teorema do limite superior a placas. De acordo com Darwin, Dolan e Nilson
(2016), este teorema afirma que, para um pequeno deslocamento imposto a laje, o trabalho
interno provocado por estes momentos ¢ igual ao trabalho externo provocado pelo carregamento
referente ao pequeno deslocamento imposto. Este teorema ¢ valido presumindo a hipdtese que
o momento fletor atuante ao longo de toda charneira plastica ¢ constante e igual ao momento

maximo da estrutura e que as condi¢des de contorno da placa sao atendidas.

A consequéncia direta da aplicagdo do teorema do limite superior na anéalise de placas é
que, para realizar o calculo do equilibrio entre o trabalho interno e o trabalho externo das forgas,

¢ necessario conhecer o comportamento da charneira plastica. Desta forma, esta teoria tem
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aplicacdo reduzida a casos mais simples, como lajes usuais de edificios e de pontes, cujas
fissuracdes possuem padrdes conhecidos. Para o caso de estruturas mais complexas, cuja
posi¢ao das charneiras nao ¢ conhecida, a aplicacao de tal teoria exigiria muito esforco para a

visualizag¢ao dos possiveis mecanismos de falha, inviabilizando seu uso.

A compreensdo de como uma laje se comporta a medida que é carregada ¢ primordial
para compreender o processo de ruptura da mesma. De acordo com Pinheiro (1988), uma laje
apresenta trés diferentes fases de comportamento: a fase elastica, a fase de fissuragdo e a fase

pléstica, como mostrado na Figura 2.1.

Figura 2.1: Comportamento de uma laje.

Forca 4
D
C
B \
Fase plastica (CD)
€
Fase de fissuracao (AC)
A
«~— Fase elastica (OA)
O »
Deslocamento

Fonte: Adaptado de Pinheiro (1988).

Para pequenos niveis de carregamento a laje permanece na fase elastica (trecho OA), na
qual o concreto resiste aos esforcos atuantes, e que se descarregada, ndo havera deformacdes
residuais. A medida que o carregamento ¢ acrescido, ¢ atingida a carga de fissuragdo do
concreto (ponto A), a partir deste instante o concreto comega a apresentar fissuras (trecho AB).
As regides que nao apresentam fissuras passam a ter esfor¢os internos aumentados, levando a
uma propagacao das fissuras na laje. Com o aumento da carga e a fissura¢ao do concreto, o ago
da armadura comega a resistir em maior parcela aos esforgos de tragdo gerados internamente,
aumentando o deslocamento mais rapidamente (trecho BC), até que o aco escoe. Por fim,

quando as se¢Oes mais carregadas atingem o escoamento do ago, ¢ atingida a fase pléstica, na

qual o deslocamento aumenta, com pouco acréscimo de carga (trecho CD). Quando a laje
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alcanga o trecho CD, as fissuras se propagam ao longo de toda a laje, sendo considerado que a

laje colapsou para aquele nivel de carga.

Como a teoria das charneiras plésticas possui suas principais bases na teoria da
plasticidade, em especifico no teorema do limite superior, a teoria admite algumas hipoteses
referentes as fases de resisténcia das placas. E admitido que para cargas inferiores a carga de
colapso a estrutura ndo se desloca, trabalhando como um corpo rigido, e, ao atingir a carga de
ruptura, a placa imediatamente colapsa. Assim sendo, para lajes de concreto armado, o
comportamento admitido ¢ diferente do real (Figura 2.1), passando a se comportar como como

um material rigido-pléstico (Figura 2.2).
Figura 2.2: Comportamento rigido-elastico de um material.

Forca ¢

>
>

Deslocamento

Fonte: Elaborada pelo autor (2024).

Duas sdo as principais formas de aplicacdo da teoria das charneiras plasticas: através do
processo de equilibrio Newtoniano e do processo de energia (equilibrio Lagrangeano). Para o
primeiro processo, conhecida a configuracao das charneiras, ¢ admitido que apos a ruptura todas
as partes da laje permanecem em equilibrio. Desta forma, calcula-se as cargas nodais ¢ em
seguida a carga de ruptura (se o momento ultimo for conhecido) ou o momento ultimo (se a
carga ultima for conhecida). O segundo processo ¢ o mais usual, cuja base parte do Principio
dos Trabalhos Virtuais (PTV). Conhecida a configuracao das charneiras, cada parte da laje deve
ser girada em torno de seu eixo de rotacao, em um deslocamento virtual. A soma dos trabalhos
virtuais produzidos pelos esforcos internos ao longo de toda a laje deve ser igual a soma dos

trabalhos externos, produzido pelas cargas aplicadas. Para uma revisdo mais detalhada dos
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processos de calculo através do método das charneiras plasticas, ver Johansen (1943),
Chamecki (1948), Jones e Wood (1967), Pinheiro (1988), van Langendonck (1970) ou Darwin,
Dolan e Nilson (2016).

Apesar de suas hipoteses e limitagdes, diversos trabalhos teoricos-experimentais se
utilizaram da mesma para as mais diversas analises. Kowal e Sawczuk (1976) aplicaram a teoria
das charneiras plasticas em conjunto com formulacdes de confiabilidade estrutural, a fim de

determinar o nivel de seguranca de dimensionamento de lajes de concreto armado.

Bastos (1977) aplicou a teoria das charneiras plasticas para a analise de lajes,
comparando os resultados tedricos a casos experimentais. Este autor considerou a influéncia da
reducdo gradativa da armadura de flexao e dos efeitos de membrana, mesmo para casos em que
nao houvesse nenhuma restricao lateral na placa. Bastos (1977) observou que as cargas de ruina

experimental foram superiores as calculadas.

Giongo (1982) avaliou a qualidade da teoria das charneiras plésticas para a analise de
tabuleiros de pontes. Para isto, este autor moldou modelos de tabuleiros reduzidos com
microconcreto e aplicou um carregamento equivalente ao veiculo tipo segundo a norma vigente.
Giongo (1982) observou que as cargas de ruina calculadas pelo método das charneiras plasticas
foram ligeiramente inferiores as obtidas experimentalmente. De forma similar, Pinheiro (1988)
desenvolveu uma extensa andlise de lajes de concreto armado de edificios, apoiadas e
engastadas, considerando ortotropia. Este autor comparou o dimensionamento utilizando um
método elastico e o método das charneiras plésticas, notando que para este ultimo, havia uma

economia no dimensionamento das lajes.

Diversos sd3o os casos em que placas precisam ser apoiadas no solo. Baumann e
Weisgerber (1983) desenvolveram formulagdes analiticas para o calculo da carga de ruina de
lajes apoiadas no solo, sujeitas a cargas distribuidas e cargas concentradas em diversas partes

da laje, além da consideragdo da rigidez do solo.

Com o objetivo de determinar o comportamento de lajes de concreto armado reforgadas
com fibras poliméricas, Feldfogel e Rabinovitch (2019) realizam analises numéricas
objetivando verificar a capacidade resistente de lajes nesta situacdo. Para isto, foram
consideradas as hipoteses estabelecidas por Johansen (1943), para determinar as regides nas
quais ocorreriam as charneiras. Foi observado que o padrdo de separagdo do reforco e das novas

charneiras das lajes reforcadas seguiam um caminho irregular, fato observado nos graficos de
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forca vs. deslocamento, devido a presenca de snap-backs. Estes autores afirmam que os

resultados estdo qualitativamente de acordo com analises experimentais presentes na literatura.

2.3 Mecanica da fratura

A analise ndo linear de estruturas tem sido realizada com a aplicagdo dos mais diversos
modelos matematicos ao longo das ultimas décadas, com destaque para a teoria da plasticidade
e mecanica do dano. Entretanto, em todas estas teorias ocorre a limitacao da nao modificacao
do contorno da estrutura ao longo da analise e, portanto, impossibilitando uma devida andlise
admitindo propagac¢do de fissuras. Como alternativa para realizar este tipo de avaliagdo surge a
mecanica da fratura, além de possibilitar determinar as condigdes de propagacao das mesmas,
nos mais diferentes meios (elasticos, elastoplasticos ou quase frageis) (FLOREZ-LOPEZ et al.,

2015).

Por muito tempo o critério de falha adotado para a andlise estrutural era baseado no
equilibrio de forgas e com a analise do Fator de Concentragao de Tensdo (FCT). Por definigao,
o FCT ¢ dado pela razdo entre a tensao maxima no ponto analisado (omax) € a tensdo média da
estrutura (Omedio):

Umax

FCT =

Omédio (2'1)
Entretanto, o conceito do FCT ¢ ineficiente para a analise de aberturas estreitas, como o
caso de fissuras, principal objeto de andlise na mecanica da fratura. A ineficiéncia do uso do
FCT pode ser observada pelo exemplo cldssico da chapa infinita com um furo. Admita uma
chapa infinita de espessura constante (#), com um furo em seu centro em formato eliptico, com
didmetros menor e maior iguais a 2a e 2b, respetivamente, ¢ submetida a um carregamento
constante de intensidade omedio (Figura 2.3). De acordo com Kirsch (1898) e Inglis (1913), para

a andlise deste tipo de problema, o FCT pode ser calculado de acordo com a equacgao (2.2).
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Figura 2.3: Chapa infinita com furo eliptico.
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Fonte: Adaptado de Florez-Lopez, Marante e Picon (2015).

a
FCT =1+25 (2.2)

Desta forma, ao ser reduzida a espessura do furo (b > 0), este se torna uma fissura e o
FCT tende ao infinito e, por consequéncia direta de sua definicdo, a tensdo maxima no ponto
tende a infinito (equagdo (2.1)), independendo do valor de tensao média aplicada. Este fato nao
condiz com a realidade, pois para esta hipotese qualquer estrutura que apresentasse a presenca
de uma fissura iria ao colapso, para qualquer nivel de carregamento ndo nulo. Esta andlise
permite concluir que o uso das tensdes como critério de falha ndo ¢ eficiente e que ndo ¢ possivel

o utilizar como critério para a propagacio de fissuras (FLOREZ-LOPEZ et al., 2015).

Devido a sua ineficiéncia para as referidas analises, Griffith (1921, 1924), através de
uma série de ensaios com placas de vidro e com base nos resultados de Inglis (1913), propde
quantificar o processo de fratura com o uso de critérios de energia. Os critérios propostos por
Griffith em seus trabalhos sdo baseados por um balango de energia, em fungdo do comprimento
da fissura (2a), a partir da aplicacao da termodinamica dos processos irreversiveis. Os trabalhos

de Griffith deram inicio ao que hoje ¢ chamado de mecénica da fratura.

Para exemplificagdo do critério proposto por Griffith, considere um problema mecanico

no qual a energia total do sistema (Et) pode ser descrita pela equagao (2.3):
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Er =U — Wey + E; (2.3)

em que U ¢ a energia de deformacao da estrutura, Wex € o trabalho devido as forgas externas e

Es € a energia necessaria para a formagao de novas superficies de fissuras.

Por definicao da termodinamica, a variagdo da energia total de um sistema ¢ nula. Desta

forma, o balango de energia de Griffith estabelece que:

O0E; O0(U —Wyy) OES
- = 0 = — =

2.4
da da da 2:4)

sendo OEs/0a denominada de resisténcia a fissuragdo (R) e o termo -0(U-Wex)/Oa denominado

de for¢a condutora da fissura, do dano ou de taxa de liberacao de energia (G).

Desta forma, ¢ possivel estabelecer um novo critério para a propagagdo de fissuras,
ocorrendo apenas quando G = R. Por definicao, a resisténcia a fissuragao (R) pode ser calculada
com base em resultados experimentais; enquanto a taxa de liberacdo de energia (G) pode ser
calculada através de analises estruturais. Portanto, enquanto G for inferior a R, ndo ocorre a

propagac¢ao de fissuras.

O critério proposto por Griffith apresenta boa eficiéncia, no entanto para casos de
grandes problemas e multiplas fissuras, este critério pode ser desafiador devido ao aumento da
dificuldade para o calculo de G. Na mecanica da fratura, os processos que envolvam o
desenvolvimento de fissuras podem ser caracterizados por 3 diferentes modos e por suas
combinagdes. O modo I corresponde a abertura de fissuras no plano (Figura 2.4(a)), o modo II
refere-se ao cisalhamento/escorregamento no plano (Figura 2.4(b)) € o modo III corresponde
ao cisalhamento/escorregamento fora do plano ou rasgamento (Figura 2.4(c)). Cada modo de

abertura de fissura esté relacionado a um valor de G, tornando-o de calculo mais complexo.

Figura 2.4: Modos de propagacdo de fissuras.

f
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Fonte: Adaptado de Amorim (2016)
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Em vista desta dificuldade, Irwin (1957) prop0s um critério com base no Fator de
Intensidade de Tensao (FIT), na tentativa de substituir o uso do FCT. Neste critério, ¢ possivel
determinar de forma precisa a intensidade das tensdes na ponta das fissuras. Além disso, nesta
abordagem, ¢ possivel definir valores de FIT para cada modo de abertura de fissuras e
determinar o valor da taxa de liberacdo de energia para o caso de estado plano de tensdes
(equagdo (2.5)) e estado plano de deformacdes (equagdo (2.6)) (LAMAITRE; CHARBOCHE,
1990):

1 K2

G=— <1<,2 + K + J’r"v> (2.5)
(1 —v)? K?

G="—F"(KF +Kfi +7 f’v (2.6)

sendo v o coeficiente de Poisson e Kj, Kii e Kiyip os valores de FIT para os modos de abertura de

fissura I, II e III, respectivamente.

Amorim (2016), para o problema fundamental de Griffith (com roétulas de dano apenas
modo I), relaciona o valor de FIT a taxa de liberacdo de energia, obtendo a condi¢do de
instabilidade do problema, em funcdo da tensdo critica e do comprimento da fissura. Ressalta-

se que os FIT também podem ser utilizados para prever a dire¢do de propagacao da fissura.

2.4 Mecanica do dano

Uma das principais dificuldades presentes na mecanica da fratura ¢ a necessidade da
existéncia de uma fissura inicial no problema para realizar as analises. Em problemas de
grandes dimensdes, como problemas reais de engenharia, a defini¢do da fissura inicial ¢ de
grande dificuldade. Outro problema refere-se a degradacdo da estrutura, pois esta teoria a leva
em consideracao em escala macroestrutural, com as modificacdes das condigdes de contorno,
porém ndo leva em conta a extensiva degradagdo microestrutural, que ocorre antes da

propagagao das fissuras.

Como alternativa para resolver este problema, Lemaitre e Chaboche (1990), com base
na termodindmica dos processos irreversiveis, propuseram a mecanica do dano continuo. Esta

teoria tem como base a criagdo de uma varidvel interna do problema denominada “dano” (®),
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que quantifica a densidade de microdefeitos, como microfissuras ou microvazios. A variavel de
dano tem como objetivo descrever a evolugcdo dos microdefeitos provocados pela acdo dos
carregamentos. Os microdefeitos dos problemas sdo pequenos demais para serem considerados
fissuras (analises de macroescala), porém sao grandes demais para serem negligenciados dentro
da analise de microescala, devendo-se leva-los em consideracio (FLOREZ-LOPEZ et al.,
2015). Considere um elemento de volume representativo (EVR) (Figura 2.5 (a)), o qual € uma
porcao do material representado em macroescala. Admitindo uma secao transversal qualquer
(1) do EVR, que possui uma érea de se¢do transversal (4) e uma area de microdefeitos (4q). A
perda de resisténcia mecanica do material pode ser definida através do dano local wy na secao

1, medido conforme a Figura 2.5 (b):

Figura 2.5: Elemento de volume representativo (EVR).

@ (b)

Fonte: Adaptado de Amorim (2016).

A
o = 7d 2.7)

Com base na equacdo (2.7) ¢ possivel inferir sobre os valores limites para ws, iguais a

0 e 1. Na condicdo em que ndo ha qualquer area de microdefeitos, ou seja, o material esta
integro, o dano ¢ zero; enquanto para a condigdo completamente danificada, o dano ¢ igual a 1
e 0 EVR ¢ rompido em duas partes. Note que, ao assumir a hipotese de dano isotropico, a
.y . . .y —
variavel tensorial wg pode ser definida como uma variavel escalar w, para qualquer plano n.

Esta hipotese € adotada para os proximos procedimentos.

Outro importante conceito aplicado a mecéanica do dano continuo refere-se a tensdo
efetiva, que ¢ a tensdo que realmente atua na secdo transversal integra do corpo. Para tal,
considere o caso de um elemento danificado, tracionado por uma carga uniaxial P, conforme a

Figura 2.6, seguindo a hipotese de pequenas deformagdes, a tensao efetiva ¢ dada por:
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o=

Ry 2.8)

Substituindo a defini¢do de area de microdefeitos (equagdo (2.7)) em (2.8), a tensdo

efetiva pode ser reescrita em fungdo da tensao nominal:

P _ P _ o
A-wd All-w) (1 -w)

o=

2.9)

Vale notar que, para o caso do dano zero (se¢do integra), a tensao efetiva € igual a tensao

nominal, enquanto para o dano igual a 1, a tensdo efetiva tende ao infinito.

Figura 2.6: Elemento danificado sujeito a carga uniaxial.

Fonte: Adaptado de Florez-Lopez et al. (2015).

Considerando as observacdes de tensdes efetivas, Lemaitre ¢ Chaboche (1990)
propuseram a hipotese de equivaléncia de deformacgdes, que determina que o comportamento
de deformacao apresentado pelo material ¢ afetado apenas por danos na forma de tensdo efetiva.

Desta forma, para um material que apresente um dano o, a lei de elasticidade pode ser reescrita:

em que E e € sdo o modulo de elasticidade longitudinal do material e a deformagao especifica,

respectivamente.

Com base na equagdo (2.10), note que a hipétese de equivaléncia em deformagdes
penaliza o tensor constitutivo do material. Em termos de flexibilidade, a equacdo pode ser

reescrita no formato:
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1

T U-wE°

2.11)

A equagdo (2.11) pode ser organizada de modo a separar os termos relativos a

deformagao elastica (£°) e a deformagao de dano do material (£%):

g w

= — e = = g€ w
£ E+(1—a))EG e=¢°+¢ (2.12)

Além disso, € possivel considerar a equacdo (2.10) para o caso de materiais

elastoplasticos, que possuam deformagdes plasticas ou permanentes (&P):

0=E(c—P)=> 0= (1—w)E(c—¢€P) (2.13)
De forma analoga, a equacdo pode ser reescrita em termos de flexibilidade:

o w

CTETA-oE

o+eP=2e=¢4¢e“+¢P (2.14)
E possivel observar que, se ndo for considerado um material elastoplastico (¢? = 0) e se

o valor de dano for igual a 0, a equacao (2.14) retorna para a lei de Hooke elastica.

Além disso, considere o critério de balango de energia generalizado de Griffith, aplicado

a mecanica do continuo (MARIGO, 1985):

G®—R® <0 (2.15)

onde G e R” sdo a taxa de liberacdo de energia e a resisténcia a fissuragdo de um elemento
danificado, respectivamente (FLOREZ-LOPEZ et al., 2015). A taxa de liberagdo de energia

pode ser escrita da forma:

oU oW,

G® = —— =
dw OJw

(2.16)

sendo U a energia de deformacao e . a energia complementar, descritas pelas equacdes (2.17)

e (2.18), respectivamente.
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11
U==-0e==(1-w)Ee? (2.17)
2972
Wo=loe=l O (2.18)
e Yy '

Substituindo (2.17) e (2.18) em (2.16), a taxa de liberagdao de energia pode ser escrita

em termos das propriedades do elemento e de seu dano, em termos de rigidez ou flexibilidade:

1
G® = Ee® =5 (2.19)

Vale ressaltar que a taxa de liberacdo de energia aqui descrita (G”) pode possuir

diferentes nomenclaturas, de acordo com o material estudado.

A mecanica do dano continuo trouxe uma grande evolucao para as analises nao lineares,
com a criagdo dos conceitos de tensdo efetiva e da hipdtese de equivaléncia em deformagdes.
No entanto, esta teoria ainda apresenta limitacdes de analises. A principal limita¢ao desta teoria
¢ o problema de dependéncia de malha, devido ao fendmeno de localizacao de deformacdes,

que sera descrito na se¢ao 2.5.
2.5 Localizacio de deformacgoes

O problema da localizacdo de deformagdes pode ser observado de um ponto de vista
matematico ou fisico. Para o primeiro, consiste na perda de elipticidade das equagdes
diferenciais que governam o problema (RUDNICKI; RICE, 1975); para o segundo, se refere ao
surgimento de faixas de deformacdo estreitas, denominadas de bandas de localizagdo. A
localizagdao de deformacdes pode ocorrer em quaisquer tipos de estruturas e materiais, desde
meios ducteis, frageis ou meios porosos (HOBBS et al., 1990; MARANTE et al., 2007; RICE,
1976). De acordo com Florez-Lopez et al. (2015), as bandas de localizagdo sdo definidas como
faixas estreitas, as quais concentram as deformagdes totais do elemento, gerando
descontinuidade na taxa de deformacgdes (efeitos inelasticos), acelerando a danificacdo do

elemento, enquanto o restante do sélido tende a se descarregar elasticamente.
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A busca por compreender matematicamente o que ocorre nos limites da banda de
localizacdo ¢ de extrema importincia para a busca de um método que possa contornar este
problema. O estudo apresentado por Rudnicki e Rice (1975) permitiu descrever o
comportamento material, assinalando a posi¢do e direcdo da banda de localizagdo, e
matematico, observando a perda da eliptcidade das equagdes que governam o problema. O
modelo proposto por estes autores tem sido continuamente melhorado (STOREN; RICE, 1975;
ZHANG et al., 2003; HASHIGUCHI; PROTASOV, 2004; MARANTE; FLOREZ-LOPEZ,
2004). Este modelo tem sido aplicado para diversas areas do conhecimento, como na engenharia
geotécnica, com a extensdo para analises de meios porosos (BENALLAL; COMI, 2002, 2003)
e para materiais ducteis (BORDIGNON et al., 2015).

A dependéncia de malha pode ser observada em um exemplo académico apresentado
por Florez-Lopez et al. (2015) e Amorim et al. (2018). Estes autores apresentam o problema da
localizag¢do de deformacdes, através da solucdo de um exemplo com a aplicagdo da mecanica
do continuo unidimensional. Considere o problema de uma barra tracionada (Figura 2.7(a)),
engastada em uma extremidade e livre na outra, sujeita a um deslocamento imposto (A), com
area de se¢ao transversal (4), dividida em dois elementos (elemento 1 e elemento 2) de

comprimentos /; e [, respectivamente.

Figura 2.7: (a) Barra tracionada, sujeita a deslocamento imposto e (b) curva tensdo-deformagdo do
modelo de dano.

D b= i e 2

(b)

Fonte: Adaptado de Amorim et al. (2018).
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Para o problema da barra, a compatibilidade cinematica pode ser descrita de acordo com

a equacgao (2.20):

Elll + Ezlz =A (220)

onde € e &2 sdo as deformacdes especificas dos elementos 1 e 2, respectivamente.

As tensdes nos elementos para o problema avaliado sdo dadas por:

=

o =0 =7 (2.21)

sendo o1 € 62 as tensdes normais nos elementos 1 e 2, respetivamente e N o esfor¢o normal

atuante na barra, devido ao deslocamento imposto.

Além disso, admita a equagdo (2.10) como a lei de elasticidade do problema, levando
em consideragdo as tensdes efetivas, e que a lei de evolugdo do dano (%) ¢ dada pela equagao
(2.22):

SCT‘Su

h=G*—-R*<0=>h=|¢el - <0
B |5| &t w(‘gcr - Eu) B (222)

em que &y € & sa0 a deformacao especifica tltima e no instante do inicio do dano (tensao critica)

(Figura 2.7(b)), respectivamente.

Com base nas equagdes (2.20) a (2.22) ¢ possivel obter a resposta de ambos os
elementos, ao longo do incremento de deslocamento, em especial as curvas de Tensdo vs.
Deformacao especifica, como apresentado na Figura 2.8(a), em que a linha horizontal indica o
equilibrio, com tensdo igual em ambos os elementos. No trecho inicial da curva, antes da carga
maxima, ao serem realizados incrementos de deslocamentos haverd apenas uma solucao para
cada elemento, que satisfazem as equagdes governantes do problema, como mostrado na Figura
2.8(b). Apods a carga maxima resistente da estrutura qualquer deslocamento fard com que a
tensdo em ambos os elementos seja reduzida, pois a estrutura inicia sua fase de amolecimento.
Além disso, para esta situagdo, ¢ possivel observar que surgem duas solugdes possiveis para o
problema, que satisfazem as equagdes que governam o problema. Na primeira solugdo possivel
a deformagdo especifica em ambos os elementos ¢ igual, sendo denominada de solugdo
homogénea (Figura 2.8(c)). A segunda solu¢do possivel consiste no aumento consideravel da

deformacao especifica no elemento 1 (concentracdo de deformagdo especifica e dano),
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enquanto o elemento 2 tende a ser descarregado elasticamente, sendo denominada de solugao

localizada (Figura 2.8(d)).

Figura 2.8: (a) Comportamento da curva Tensao vs. Deformacgédo especifica, (b) solugdes antes do
pico, (c) solugdo homogénea e (d)solucao localizada.

o o
1 Elemento 1 2 Elemento 2 %1 Elemento 1 92 Elemento 2
Apés do méximo
o
'Antes do maximo
—& —& —& —& —& —& -5 =—g —
(a) (b)
o o o o
= Elemento 1 2 Elemento 2 L Elemento 1 2 Elemento 2
—& —& = —& —& —& —& * —& —&
(c) (d)

Fonte: Adaptado de Santos (2022).

Para analises reais, com o uso de experimentos, a solu¢do encontrada sempre ¢ a

localizada, sendo a homogénea fisicamente impossivel, devido a distribui¢do de microdefeitos

no material (FLOREZ-LOPEZ et al., 2015). Para este exemplo uniaxial, como a deformagéo

especifica se concentra em apenas um elemento, a curva de Forga vs. Deslocamento dependera

do tamanho do elemento e, portanto, a solucdo apresenta dependéncia de malha. A Figura 2.9

apresenta a curva, mostrando a infinidade de possibilidades de solugdes, de acordo com o

comprimento do elemento.
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Figura 2.9: Curva Forga vs. Deslocamento, apresentando a dependéncia de malha.
Forga

A

Ao,

>
>

Ay Deslocamento

Fonte: Adaptado de Amorim (2016).

Com base nestes fatos, Florez-Lopez et al. (2015) destacam que, quando se ¢ aplicada a
mecanica do dano continuo para andlises ndo lineares, ¢ necessario o uso de métodos de

regularizac¢do, de modo a evitar o problema de dependéncia de malha e obter solugdes objetivas.

Dentro desta abordagem, surgem novos modelos de dano, que visam contornar os
problemas matematicos citados, criando a chamada mecanica do dano moderna. Com destaque,
os principais modelos utilizam de duas abordagens: a ndo local ou o método do gradiente. Na
primeira abordagem, o dano depende das deformacgdes de varios elementos vizinhos, ndo apenas
no ponto de andlise, impondo um campo de deformacgdes especificas continuo, a partir do uso
de fungdes ponderadoras. Na segunda abordagem, ¢ admitido que o dano depende das derivadas
de segunda ordem do campo de deformagdes, além da deformacdo especifica do proprio ponto
de estudo, também sendo impostos campos continuos de deformacgdo. Vale destacar que o uso
de métodos de regularizacao ndo objetiva uma melhor descrigao fisica do problema analisado,
mas apenas contornar o problema de dependéncia de malha e obter resultados objetivos. Para
uma revisdo mais detalhada sobre a mecanica do dano moderna ¢ apresentada em Comi e

Perego (2001), Desmorat et al. (2007), Richard e Ragueneau (2013) e suas referéncias.

Outro método para andlises ndo lineares surge no inicio da década de 90, com a
mecanica do dano concentrado (MDC), apresentada por Florez-Lopez (1993). Nesta abordagem
¢ assumido que os efeitos da localiza¢do de deformagdes se concentram nas extremidades dos
elementos, com espessura muito pequena, € de modo que a geometria inicial do problema nao
sofra alteragdes, enquanto o restante do elemento permanece elastico. Esta consideragdo

permite que o problema de dependéncia de malha seja contornado. Além disso, ¢ admitida a
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hipdtese de equivaléncia em deformagdes, apresentada por Lemaitre e Chaboche (1990), a qual
¢ reescrita substituindo a deformagao especifica por alongamentos, ou seja, com a substitui¢ao

da varidvel cinematica do problema.

Desta forma, a MDC permite desenvolver analises ndo lineares, com objetividade de
solugdo, como observado na série de trabalhos publicados sobre este tema, citados na se¢do 1
deste trabalho. As aplicagdes sdo diversas, desde elementos axiais, a elementos de portico e

elementos de chapa, para diferentes materiais e geometrias de estruturas.

A MDC passou a ser expandida para meios bidimensionais, na analise de chapas.
Inicialmente por Amorim (2016), seguido por Amorim et al. (2018), Oliveira (2020), Santos
(2021), Picon et al. (2021) e Teles et al. (2023). Em todos os trabalhos citados, os autores
destacam a objetividade (unicidade) de solu¢do obtida para as mais diversas aplicacoes.
Portanto, ¢ possivel afirmar que as hipoteses e formulacdes internas da MDC permitem que o
problema de dependéncia de malha seja evitado e que a MDC possa ser considerada por si um
método de andlise ndo linear com regularizagdo integrada, sem a necessidade de imposi¢ao de

fungdes de peso.



53

3 MODELO DE DANO CONCENTRADO PARA PLACAS

A mecanica do dano concentrado surge como uma nova teoria para analises nao lineares,
evitando o problema da localizacdo de deformagdes e, portanto, da dependéncia de malha. A
seguir ¢ apresentado inicialmente a formulagdo para vigas e em seguida, a formulagdo do

elemento de placa proposto.
3.1 Unicidade de solu¢do para o modelo de vigas

Considere uma viga engastada, que segue a teoria de Euler-Bernoulli, em uma
extremidade e com deslocamento vertical (A) imposto em sua outra extremidade (Figura
3.1(a)), com rigidez a flexdo EI. A viga pode ser subdividida em “n” elementos de dois nos,
com deslocamentos cubicos. Para um elemento “b” qualquer, os deslocamentos nodais podem

ser descritos por:

U ={w: 6 w 637 3.1)

em que {U} ¢ a matriz de deslocamentos nodais, wi € wj sdo os deslocamentos verticais dos nds
€C €C (132 €C I

i e 7, respectivamente, 0; e 0; sdo as rotacdes nos nos “i”’ e 47, respectivamente € o

sobrescrito “7” refere-se a transposta da matriz.

Figura 3.1: Viga engastada: (a) geometria, (b) modelo inelastico, (c) deformacdes generalizadas e (d)
esforcos generalizados.

A
Rétulas Inelasticas
EIl
| Viga Elastica

(@) (b)
@i [?”‘7, /\ o m;
i i)
Ly |
() (d)

Fonte: Adaptado de Amorim (2016).
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Além disso, considere um modelo baseado na formulagdo padrdo de inelasticidade
concentrada, na qual ¢ assumida a combinacdo de um elemento finito de viga elastico e duas
rotulas ineléasticas em suas extremidades “i” e 5 (Figura 3.1(b)). No modelo proposto, todos
os efeitos inelasticos do problema devem ser concentrados nas respectivas rotulas. Além disso,
considere a matriz de deformagdes generalizadas {¢} (equagdo (3.2)) como variavel cinematica

do problema (Figura 3.1(c)).

{p} = (& ¢j}7 3.2)

Conjugada a matriz de deformacdes generalizadas, define-se a matriz de tensodes

generalizadas {M} (Figura 3.1(d)):

M3, ={mi M} (3.3)
Desta forma, a equagdo cinematica do problema pode ser definida de acordo com a
equacdo (3.4):
{d¢}, = [B]p{dU},p (3.4)

onde [B], ¢ a matriz de transformagdo cinematica para o elemento de viga, descrita de acordo
com a equagdo (3.5) para o caso geral, em que Ly e op s30 o comprimento e a orientagdo do

elemento de viga, respectivamente.

cos(ayp) 1 cos(ay)

L L
Bl = cos(bab) 0 cos(bab) (3.5)
L, L,

No entanto, para muitos casos de problema de engenharia, em que pode ser admitida a
hipotese de pequenos deslocamentos e pequenas rotacdes, a equagado (3.4) pode ser reescrita de

acordo com a equagao (3.6).

{¢}» = [B°],{U}, (3.6)

em que [B°], é a matriz de transformagao cinematica para a configurago inicial do elemento.

Para os casos em que o elemento de viga esta orientado como apresentado na Figura

3.1, a matriz [B], pode ser simplificada:
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11
L L

Bl,=| 7 . ! 1 (3.7)
Ly Ly

Os esforgos internos do elemento de viga {Q} sdo calculados segundo a equagao (3.8):

{Q}, = [Bl,{M}, (3.8)

Considere também a hipotese de equivaléncia em deformagdes. A matriz de

deformagoes generalizadas pode ser descrita por uma parcela elastica ({p€}) e uma parcela de

dano ({(I)d}):

(P} = {9}y + {¢d}b 3.9)

onde as deformagdes elasticas sdo dadas pela equacao (3.10) e as deformacdes de dano, pela

equacgdo (3.11):
{p¢}p = [Flp{M}, (3.10)

(04, ={o¢ o8} G.11)

sendo [F] a matriz de flexibilidade do elemento de viga, apresentada na equagao (3.12):

Ly Ly
_ | 3EI 6E1
6E1 3EI

Para completar o modelo, ¢ necessario definir as equagdes de evolucao do dano, neste
exemplo, leis de evolucdo lineares. Para a analise de cargas monotdnicas, as leis de dano (/)

paras as rotulas “i” e 5 sao dadas por:
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d
hi = |ml| _mcr< —|2l—|>S 0
u

a
hj:|mj|—mcr<1—|(£’|>so

(3.13)

u

sendo m¢ € ¢, parametros dos materiais (momento critico e rotagao ultima, respectivamente),

apresentados na Figura 3.2.

Figura 3.2: Modelo inelastico para vigas: (a) parametros inelasticos e (b) solugdo do problema.

m Forca
mey Lo In,dependente do

! numero de
! elementos
1
1
i
1

o2 !

bu A Deslocamento

(a) (b

Fonte: Adaptado de Amorim (2016).

Avaliando o problema da viga engastada com deslocamento imposto em sua
extremidade livre (Figura 3.1), considere que foi imposto um deslocamento tal que o momento
gerado foi superior ao momento critico. Nos primeiros estagios de aplicacao de deslocamento,
o momento atuante ¢ inferior ao critico e, portanto, a estrutura segue com comportamento
linear-elastico, até atingir um deslocamento A, tal que o momento gerado € igual ao critico. A
partir deste momento a rétula inelastica ¢ ativada e a fase de amolecimento ¢ iniciada, até ser
atingido um valor de deslocamento no qual o momento na rétula seja igual a zero. Nesta
situagdo, as deformagdes nos elementos sao zero e a rotacdo da roétula inelastica € igual a sua
rotacdo limite (¢,). Desta forma, o deslocamento final da viga pode ser calculado igual a
rotacdo vezes o comprimento da viga. Portanto, independentemente do nimero de elementos
adotados, o resultado ndo depende do tamanho de cada elemento isolado, ou seja, a curva Forca

vs. Deslocamento ndo apresenta dependéncia de malha (Figura 3.2(b)).

3.2 Discrete Kirchhoff Triangle (DKT)

O elemento finito escolhido para as formulagdes desenvolvidas no presente trabalho foi

o Discrete Kirchhoff Triangle (DKT), inicialmente proposto por Stricklin et al. (1969) e
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formalmente apresentado por Batoz et al. (1980). Este elemento de placa triangular conta com
3 graus de liberdade por n6, sendo um deslocamento transversal (w) e duas rotagdes: em torno

dos eixos X (6x) e Y (8y) (Figura 3.3).

Figura 3.3: Elemento finito DKT.

Fonte: Adaptado de Batoz ef al. (1980).

Como o elemento finito segue as a teoria de Kirchhoff, as condi¢cdes de contorno
cinemadticas de Kirchhoff devem ser atendidas. Deste modo, o campo de deslocamentos

transversais (W (x, y)) e as rotagdes dos elementos finitos se correlacionam da seguinte forma:
oW(x,y)
—— =9,
dy

oW,y 9
ox 7

(3.14)

De acordo com Batoz et al. (1980), o campo de deslocamentos transversais para o
elemento finito segue um polindmio do terceiro grau e, portanto, do segundo grau para as
rotacdes e do primeiro grau para os momentos fletores. Além disso, como a energia de
deformagdo por cisalhamento do elemento ¢ negligenciada e as hipoteses de Kirchhoff sao

impostas ao longo das bordas, o DKT converge para a solucdo de placas delgadas.

Devido aos bons resultados de suas aplicagdes, diversos autores elaboraram elementos
de casca plana, nos quais utilizam o elemento finito DKT como base para considerar os efeitos
de flexdo. Para uma revisdo detalhada de elementos de casca ver Gal e Levy (2006). Este
elemento finito de casca plana foi incorporado a biblioteca nativa do programa comercial

Abaqus, com nome STRI3 (ABAQUS, 2011).
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Portanto, devido a qualidade dos resultados apresentados na literatura para este
elemento, além do mesmo estar presente na biblioteca do Abaqus, na forma do elemento de
casca, o mesmo foi escolhido para ser reformulado dentro das consideragdes da mecanica do
dano concentrado. A deducao deste elemento finito na notagdo de Powell (1969) ¢ apresentado

a seguir.

3.2.1 Equagdes cinematicas

Em sua formulagao cléssica, as equagdes cinematicas para os elementos finitos de placa
relacionam as curvaturas do elemento ({k}) com os graus de liberdade do elemento finito
(U ={w; 0y; 0,; wj Oy; 0,k wr Ocr 0y} (equagdo (3.15)), através da
matriz de transformagdo cinematica classica [B], apresentada de forma explicita no Anexo A.

Para mais detalhes sobre a matriz [B] do elemento finito DKT, consultar Batoz et al. (1980).

( 0*W(x,y) )
 oxz2
B 02W (x,v) B
{K} =+ —a—yz > = [B]{U} (3.15)
W (x,y) 9*W(x,y)
' oxdy = 0dyox

De forma analoga ao realizado para o elemento de viga, a varidvel cinematica do
problema ¢ alterada, passando a ser definida como as rotagdes normais as bordas do elemento

€C Y

finito (Figura 3.4 e equagdo (3.16)). A rotacdo ¢;;; refere-se a rotagdo normal a borda “i;”, no

€C
l

no “i” e assim sucessivamente para as demais rotagdes. Dentro do escopo da MDC no presente
trabalho, as rotagcdes normais as arestas dos elementos também sdo nomeadas de deformagdes

generalizadas.

A relagdo entre as rotagdes normais as bordas e os deslocamentos pode ser definida de
forma andloga ao apresentado por Morley (1971) e Amorim (2016). Para isto, ¢ necessario

definir o campo de deslocamentos transversais do elemento finito DKT.
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Figura 3.4: Rotagdes normais as bordas do elemento DKT.

Djk, j k

J\ ik, k

k

Fonte: Elaborada pelo autor (2024).

(Diji

bijj

{¢} =1 i"_i'i s (3.16)
ki,k

Gijk,j

\¢ jk,k/

Para um elemento finito de placa triangular, com nés localizados em seus cantos e 9
graus de liberdade, o campo de deslocamentos pode ser descrito por um uma expansao
polinomial ctibica incompleta (9 termos), utilizando o sistema de coordenadas paramétrico com
base na area (L1, L2 e L3), como apresentado na equagdo (3.17) (ZIENKIEWICZ; TAYLOR,

2000), em que a s3o os coeficientes do problema a serem determinados:

W(x,y) = a;L, + ayL, + azLl; + a4L1L, + asl, Ly + agl;Ly + a7L§L2

+ agliLl; + agliL, (3.17)

Considere um triangulo qualquer e considere um ponto P interno ao triangulo (Figura

3.5), o sistema de coordenadas com base na area pode ser calculado como:
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Aijp

L, =—=

174
A:

Lﬁ% (3.18)
Agip

Ly = —=

T A

sendo Ajjp a area formada pelos nos “i”, “” e o ponto P e assim sucessivamente ¢ A ¢ a area

total do triangulo ijk.

Figura 3.5: Sistema de coordenadas com base na érea.

Fonte: Adaptado de Zienkiewicz e Taylor (2000).

Além disso, de acordo com Zienkiewicz e Taylor (2000), o sistema de coordenadas com

base na area deve seguir 3 condi¢des essenciais, para um ponto qualquer no sistema de

coordenadas (X, y):

X = Lyx; + Lyx; + Laxy

Yy = Liy; + Lyyj + L3yy (3.19)

L1+L2 +L3=1

Com base nas equagdes (3.17) a (3.19) e sabendo que o elemento DKT possui 9 graus
de liberdade (3 por no), ¢ possivel elaborar um sistema de equacdes lineares e, portanto, obter
os coeficientes que definem o campo de deslocamentos W(X, y), em fun¢do dos graus de

liberdade do elemento DKT. Esta dedu¢ao esta apresentada com mais detalhes no Apéndice A.

Além disso, Morley (1971) propde que o campo de deslocamentos transversais de um

elemento finito triangular pode ser decomposto pela soma de uma parcela referente ao
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deslocamento de corpo rigido (Z(x, y)) € uma parcela de deslocamentos relativos (w«(x, y)),

como apresentado na equagdo (3.20) e esquematicamente disposto na Figura 3.6, em que 7, ¢

(Y553

o versor normal a aresta ‘7>’ e assim sucessivamente.

W(x,y) =Z2(xy) +we(x,y) (3.20)

Figura 3.6: Campo de deslocamentos transversais.

bij,i

Fonte: Elaborada pelo autor (2024).

O deslocamento de corpo rigido do elemento finito pode ser descrito pela equagao do
plano que passa nos pontos (x;, yi, wi), (x;, ¥, wj) € (xx, V&, wx) € o deslocamento relativo, pela
diferenga entre os campos de deslocamento total e o deslocamento de corpo rigido. Desta forma,
de acordo com Morley (1971), as rotagdes relativas normais as arestas podem ser descritas de

acordo com a equagao (3.21):
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o, o
oy (i) ooy (D)
ow, 0Z
bijj = o, =0ij, — o,
(xp¥5) )
_ 0w, B 0Z
Prik = T = Ykik T 5 ey .
=2l g L |
Ol Ol
b = ow,. _ 0Z
T o €I50) o xj))
ow, 9z
Pk = 3 ey Ok = 3y @i

[ et
l

sendo 6;;; as rotagdes 6, € 6, do n6 “i” do elemento finito rebatidas na diregao da aresta “ij” e

assim sucessivamente para as demais rotagdes.

Desta forma, as rotagdes normais as arestas ficam em fun¢ao dos graus de liberdade do

elemento finito. Portanto, ¢ possivel escrever uma relacdo matricial entre estas variaveis:

{¢} = [b]{U} (3.22)

em que [b] ¢ chamada de a matriz de transformagdo cinematica, dada por:
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[b]
[ XX + YiYik Xy Yo XiyXki ViV 0 0 xf + vt o o
24L; L; Ly 24L; 24L;
XijXjk + VijVjk 0o o JuF TYiVki Xy Vij xf + vt 0 0
24L; 24L; L; Ly 24L;
XjiXei ¥ VjeVei Xii Vi Xii + Vi 0 0 XijXki + YijVri 0 0
_ 2ALy; Lu L 2AL; 2ALy; (3.23)
XjkXi T Yk Vi 0 0 Xii + Vi 0 0 XijXki ¥ VijVii  Xki Vki
2AL; 2AL; 2AL,; L L
szk + szk 0 0 XieXki ¥ VikYki Xk Yik  XijXjk + VijVjk 0 0
2ALj, 24Ly, Lic L 24Ly,
szk + szk 0 0 XjkXki t Vi Yki 0 0 XijXjk + VijVjik  Xjk Vi
2ALj, 24Ly, 24Ly, Lic Ll

onde L;j, Ly; € Lj, sdo os comprimentos das arestas “ij”, “ki” e “jk”, respectivamente, € os

termos Xij, Vij, Xk, Vki, Xjk € Vjk objetivam reduzir a notagdo da matriz, calculados de acordo com

a equagao (3.24).

Xij = X; — Xj

Yij =YVi—Yj

Xki = X — Xi (3.24)
Vi = Vi — Vi |
Xjik = Xj — Xg

Yik =Yi — Yk

onde x;, ¥;, Xj, Yj, X € Yk s80 as coordenadas do elemento finito.

Além disso, ¢ possivel definir uma matriz de transformagao [T], que relaciona a matriz
[B] cléssica do elemento finito (equacdo (3.15)) com a matriz de transformacdo cinematica

(equacao (3.23)):
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[B] = [T][b]
[B][b]" = [T][b][b]" (3.25)

[T] = [B][b]" ([B][B]")~*

Substituindo (3.25) e (3.22) em (3.15), ¢ possivel reescrever as curvaturas do elemento

DKT em funcao das rotagdes normais as bordas do elemento:

{r} = [T][b{U} = {x} = [T]{¢} (3.26)
3.2.2 Equagdes de equilibrio

Considere inicialmente PTV para um elemento de placa:

jwmmm=wmm (3.27)

em que {M} sdo os momentos fletores distribuidos ao longo do elemento finito, {P} sdo as

~ . . *yy . . .
acoOes externas aplicadas e o sobrescrito “ " significa campo virtual.

De (3.15), o PTV pode ser reescrito na forma:

{mﬂwmmm=wmm v (U
(3.28)

[ 1B aa = 2y

Por defini¢do, para um elemento de placa, os momentos fletores {M} podem ser

definidos como:

{M} = [D]{x} (3.29)

em que [D] ¢ a matriz constitutiva de flexdo do elemento de placa para um material isotrépico,

dada por:



65

1—v (3.30)

onde v ¢ o coeficiente de Poisson e D ¢ a rigidez a flexdo da placa, definida como:

Et3

D=——"—
12(1 —v2)

(3.31)

sendo E e t o modulo de elasticidade longitudinal e a espessura da placa, respectivamente.

Substituindo (3.25), (3.26) e (3.29) em (3.28):

f [B]"[D]{x} dA = (P}
] [BI"[D][T{$} dA = (P} (3.32)
[B]" f f [T]" [DI[T] dA (¢} = {P}

Aplicando a integragdo numérica em coordenadas paramétricas:

1 r1-7
[B]" 24 f f [TT[DI[T] dédn (¢} = {P} (3.33)

A matriz de rigidez do elemento finito ([Ke]) pode ser recuperada substituindo a

definicao das rotacdes normais as bordas:

1 ~1-71
[b]724 f f (T]7[D][T] dédn [b)(U} = (P}
0 Jo (3.34)

(K ]{U} = {P}

De acordo com Batoz ef al. (1980), para o elemento finito DKT ¢ possivel recuperar a
solugdo da integracdo exata utilizando-se de uma integracdo numérica com 3 pontos de

integracdo de Gauss:
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[b]"A ) [TT"[D][T]wgwy,; {@} = {P} (3.35)

-
IIMw
=

onde wg; € Wy ; 830 0s pesos dos pontos da integragdo numérica da quadratura de Gauss.

Ainda, ¢ possivel definir a matriz de elasticidade generalizada para o elemento DKT

[E]:

3
[E] = 4 ) [T [DIT] wy oy (336)

3.2.3 Equagdes constitutivas

Por fim, faz-se necesséario a definicdo de equagdes que relacionem as deformagdes
generalizadas (rotagdes normais as arestas) com suas respectivas variaveis conjugadas
(momentos fletores normais as arestas). Para isto, considere a energia de deformagdo do

elemento DKT:

U= j (M} dA (337)

Substituindo (3.26) e (3.29) em (3.37):

1
Uy =3 || wrpleg da
(3.38)

Uy =5 10V [[ 1T da (@)

De acordo com o Teorema de Castigliano, a derivada parcial da energia de deformacao
em relagcdo a uma dada variavel nos fornece a variavel conjugada a variavel que a energia foi
derivada. Desta forma, derivando parcialmente a energia de deformac¢do do elemento DKT em

relacdo as rotagdes normais as arestas:
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a — — T
T = M) = [[ 1701 da () (339

onde {M,,} sdo os momentos fletores normais as arestas, apresentados na equag¢ao (3.40). Dentro
da abordagem da MDC desenvolvida no presente trabalho, os momentos fletores normais as

arestas podem ser nomeados como tensdes generalizadas.

er]l
n
MU]
Mkl,l
n
Mki,k
n.
jk.j
\MkkJ

{Mn} =3

~—

(3.40)

[TEEE2] 4 [AXE 2]

O termo Mj;; refere-se ao momento fletor normal a aresta “jj”, no no6 “i” e assim

sucessivamente para os demais momentos fletores.

Aplicando integragao numeérica e substituindo (3.36) em (3.39), os momentos fletores

normais as bordas podem ser reescritos:

) = [ (rror s g} - AZ (717 [D1[T] wg i () .

{M,} = [El{¢}
3.2.4 Solugdo elastica

Com o objetivo de verificar a validade das formulagdes propostas até o presente
momento, foi desenvolvida a andlise elastica de uma série de exemplos, comparando os
resultados obtidos com as respostas analiticas. Foi avaliada uma placa quadrada isotrépica, de
lado L igual a 2000 mm, médulo de elasticidade e coeficiente Poisson iguais a 210 GPa ¢ 0,3,
respectivamente. As malhas foram geradas dividindo a placa em N intervalos de comprimentos
iguais nas duas diregdes e, em seguida, as regides foram subdivididas em tridngulos retangulos,

conforme apresentado na Figura 3.7.
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Figura 3.7: Placa elastica: (a) geometria, (b)) N=2, (c)N=4,(d)N=6, (¢) N=14¢ (f) N=32.

(2)

(d)

(b)

(e)

Fonte: Elaborada pelo autor (2024).

As verificagcdes foram realizadas para 4 diferentes combinagdes de configuracdes:

placas apoiadas ao longo das 4 bordas ou placas engastadas ao longo das quatro bordas e sujeitas

a aplicacao uma carga concentrada em seu centro (P) ou uma carga distribuida ao longo de sua

area (p). A Tabela 3.1 apresenta os resultados de deslocamento adimensional para os exemplos,

para as diferentes malhas, além da resposta analitica, tomada como referéncia.

Tabela 3.1: Deslocamentos adimensionais do ponto central para placa elastica.

Carga Concentrada Carga Distribuida
N Apoiada Engastada Apoiada Engastada
2 0,0136 0,0057 0,00341 0,00142
4 0,0118 0,0059 0,00352 0,00142
6 0,0117 0,0058 0,00367 0,00136
8 0,0116 0,0057 0,00376 0,00133
14 0,0116 0,0056 0,00388 0,00129
24 0,0116 0,0056 0,00395 0,00128
32 0,0116 0,0056 0,00398 0,00127
Resposta analitica 0,0116 0,0056 0,00406 0,00126
Multiplicador PL%/D pL*/D

Fonte: Elaborada pelo autor (2024).
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Como pode ser observado na Tabela 3.1, os resultados obtidos com o elemento DKT,
utilizando a formulacdo apresentada nesta se¢do, foram iguais ou proximos as respostas

analiticas, at¢ mesmo para os casos de malhas menos refinadas.

Além disso, ¢ possivel realizar uma comparagao entre os resultados de deslocamento
adimensional obtidos com a formulagdo proposta no presente trabalho e com os obtidos por
Amorim (2016), utilizando o elemento proposto por Morley (1971), avaliando a convergéncia
da malha para a resposta analitica. A Figura 3.8 apresenta os resultados para o caso de uma
placa sujeita a carga distribuida e a Figura 3.9, para uma placa com carga concentrada, em

ambos o0s casos com para as placas apoiadas (a) e engastadas (b).

Figura 3.8: Resposta da placa sujeita a carga distribuida: (a) apoiada e (b) engastada.

0.030 0.024 N
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g \ - ®= Formulagao Prosposta g \ )
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5 0015 b 20009 F
g N b & P
2 L B —@—Acc-co-ooooge-ooooo - 2 i . -
Z 0.010 . . ) g 0.004 ! . !
A 2 2 22 32 2 2 22 32
(a) (b)

Fonte: Elaborada pelo autor (2024).

Figura 3.9: Resposta da placa sujeita a carga concentrada: (a) apoiada e (b) engastada.
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Fonte: Elaborada pelo autor (2024).

Como pode ser observado, as respostas obtidas com o elemento DKT apresentaram uma
melhor convergéncia em relacdo aos valores de referéncia, em comparagdo aos obtidos por
Amorim (2016) aplicando o elemento proposto por Morley (1971), até mesmo para malhas
menos refinadas. Desta forma, com uma menor quantidade de elementos finitos € possivel obter

respostas mais precisas com o elemento DKT, justificando seu uso.
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Vale ressaltar que as respostas obtidas com a formulagdo classica coincidem com a
formulagdo proposta com base na formulacdo de Powell (1969), ndo alterando a resposta

elastica do elemento.

3.2.5 Leis de evolucao do dano

Dado que a formulagdo proposta para o elemento DKT coincide com a resposta da
formulacao classica, ¢ possivel avangar as dedugdes para a inclusao dos efeitos de dano no
elemento finito. No presente trabalho propde-se o uso de 3 charneiras inelasticas, uma em cada
aresta do elemento finito (Figura 3.10(a)). De forma andloga ao apresentado para o caso dos
elementos de viga (vide se¢do 3.1), as charneiras ineldsticas desempenham papel similar as
rotulas. Ainda utilizando-se da analogia ao elemento de viga, a parte interna do elemento

permanece eléstica, enquanto todos os efeitos de dano sdo localizados nas charneiras.

No inicio da andlise as charneiras apresentam rotacdes de dano ({qbd}) iguais a zero e
ao longo da simulacdo estas rotagdes sdo incrementadas, 8 medida que o dano aumenta. Além
disso, de forma andloga ao realizado para a defini¢do da variavel cinematica, para as charneiras
inelasticas € possivel definir rotacdes de dano para todos os nos, em todas as arestas, conforme

a Figura 3.10(b), onde as rotacdes de dano sdo definidas de acordo com a equagao (3.42):

( ¢§1j,i )
s
bri
Pk
ik,

d
\¢ jk,k/

{p?} =1 > (3.42)

[
l

em que gbidj,l- ¢ a rotacdo de dano na charneira “jj”’, no nd ‘7 e assim sucessivamente.
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Figura 3.10: (a) posi¢do das charneiras de dano e (b) rotagdes de dano.
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Fonte: Elaborada pelo autor (2024).

Desta forma, agora € possivel definir a hipotese de equivaléncia em deformagdes para o

elemento de placa:

{¢} =1{¢°} + {9} (3.43)
em que {¢p} ¢ a rotagdo total normal as arestas do elemento ¢ {¢€} é a parcela referente as
rotagdes elasticas.

Além disso, com a adogao da hipdtese de equivaléncia de deformagdes, a equacao de

equilibrio (equacao (3.35)) passa a ser reescrita da seguinte forma:

[b]"A > [TT'[D][T]wg,wy,; ({9} — {9} = {P} (3.44)

-
IIMw
=

E a lei eléstica (equacdo (3.41)), conforme:

{M,} = [E]({¢} — {9} (3.45)

Para complementar o modelo de dano ¢ necessario definir a equacao de evolugdo das
rotagdes de dano para cada charneira ineldstica. Nas formulagdes previamente elaboradas
dentro do MDC para meios bidimensionais (elementos de chapa), Amorim (2016), Oliveira
(2020) e Santos (2021), aplicaram leis de evolu¢ao do dano lineares (LDL), considerando o
amolecimento linear. Por sua vez, objetivando uma melhor representagao do comportamento
experimental de estruturas, Teles et al. (2023) modificou a lei de evolu¢dao do dano para uma
ndo linear (LDNL), com amolecimento exponencial. Com esta ultima lei as respostas numéricas

das analises apresentaram qualidade superior aquelas obtidas com a lei de evolugdo linear. Além
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disso, Teles et al. (2023) cita que € possivel relacionar o pardmetro de queda da exponencial

com a energia de fratura (Gr) dos experimentos.

Portanto, com base nas analises prévias observadas no desenvolvimento dos elementos
de chapa, o presente trabalho propde o uso de leis de evolugdo nao lineares, com
comportamento exponencial, para rotagdes dano. Para o elemento DKT proposto, as leis de
evolucdo sdo definidas para cada n6 de cada charneira de dano, totalizando 6 leis, conforme a

equagao (3.46):

1
hij; = |Mut| ELichr exp(q|¢l¢j,i|) =<0

1
hijj = |M111 ZLiJ'Mcr exp(q|¢{1j,j|) <0

hkil - |erclu| LklMCT‘ exp(Q|¢kll|) <0
(3.46)
1
hiir = M| — ELkiMcr exp(q|oii]) <0
1
i j = | k}l ]kMCT exp(qld)]k]l) <0
Wik = |Mfi | = 5 LixMer exp(q|ofii]) < 0
onde h;;; € a lei de evolugdo do dano para a charneira “ij”, no n6 “i”, L;; € o comprimento da
aresta “jj”” do elemento, M. € o momento fletor critico da estrutura, em unidade de momento

fletor distribuido, e ¢ € o parametro da formulagdo nao linear, ajustado para cada estrutura por
meio de ensaios experimentais, € assim sucessivamente para as demais leis de evolug¢do do

dano.

3.3 Triangulo de Momento Fletor Constante

O elemento finito triangular de momento fletor constante, ou Constant Moment Triangle
(CMT) ¢ um elemento de placa nao conforme, proposto por Morley (1971). O elemento
apresenta 6 nos, cujos graus de liberdade sdo os deslocamentos transversais ao plano do

elemento nos nos dos cantos e as rotagdes normais nos nds intermediarios das arestas, conforme

Figura 3.11 (a):
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U =[w; wj we 0, 6, 6] (3.47)

Figura 3.11: (a) Elemento finito CMT, (b) campo de deflexdes e (c) momentos fletores nas arestas

Fonte: Elaborada pelo autor (2024).

3.3.1 Distribui¢ao de momentos fletores nas arestas

O elemento finito DKT apresentou bons resultados em regime elastico linear, com
respostas em termos de Forgas e Deslocamentos precisas para todos os exemplos testados. No
entanto, para a andlise da evolugdo das rotagcdes de dano e, por consequéncia, do dano nas
charneiras, € necessario verificar como os momentos fletores normais as arestas se comportam.
Para isto, foi realizada a simulacdo de uma placa quadrada, com todas as bordas apoiadas e
cantos fixos, sujeita a uma carga concentrada no centro. A simulag¢ao foi realizada considerando
dupla simetria, na qual sao apresentados os resultados de 1/4 da placa. A Figura 3.12 apresenta
a distribuicdo dos momentos fletores nas arestas para uma andlise com o elemento DKT,

enquanto a Figura 3.13 para o elemento CMT.
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Figura 3.12: Momentos fletores no elemento DKT: (a) Elastico e (b) Altos danos.
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Fonte: Elaborada pelo autor (2024).

Figura 3.13: Momentos fletores no elemento CMT: (a) Elastico e (b) Altos danos.
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Fonte: Elaborada pelo autor (2024).

Com base na Figura 3.12 ¢é possivel observar o elemento finito DKT apresenta
momentos fletores simétricos enquanto esta na fase eldstica (exceto no ponto de aplicagdo da
simetria), no entanto, quando o dano ¢ evoluido, estes momentos passam a ndo serem iguais.
Isto se deve, pois a formulacao deste elemento garante o equilibrio dos momentos fletores no
nd, ndo garantindo o mesmo valor entre elementos que compartilham uma mesma aresta. Para
o elemento CMT (Figura 3.13) ¢é possivel observar que antes e ap6s a evolucdo de dano nas

charneiras, os momentos fletores permanecem iguais em uma mesma charneira compartilhada.

Note que esta resposta de momentos fletores do elemento DKT nao influencia nos
resultados obtidos com a formulagdo desenvolvida na se¢ao 3.2, cujos resultados para exemplos
académicos sdo apresentados na seg¢do 7.1.1, uma vez que estes sdo obtidos em termos de

rotacdes de dano da charneira inelastica e esta ¢ dada pela soma algébrica das rotagcdes de dano
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das charneiras coincidentes. No entanto, para formulagdes que apliquem a varidvel de dano
como variavel inelastica, este elemento pode ndo ser adequado. Desta forma, para o
desenvolvimento das demais analises deste trabalho, o elemento CMT ¢ aplicado. A dedugdo

deste elemento finito na notacao de Powell (1969) ¢ apresentado a seguir.

3.3.2 Equacgdes cinematicas

A equacdes cinematicas para o elemento CMT podem ser obtidas de forma analoga ao
apresentado para o elemento DKT (Equagdes (3.20) e (3.21) Figura 3.11 (b)). Em especifico,
para o elemento CMT, a formulagao ¢ obtida usando uma aproximacao quadratica completa do
campo de deslocamentos, o que leva a curvaturas e momentos fletores constantes no elemento
finito. No entanto, note que, como o elemento finito CMT apresenta momentos fletores
constantes nas arestas, existem apenas 3 rotacdes relativas normais as arestas (variaveis

cinematicas), para um elemento t, sendo descritas da forma:

(@Y =[Pi; P Puil (3.48)

Portanto, as equagdes cinematicas do elemento CMT podem ser escritas através da

representacao matricial da equagao:

{¢}t = [b] t{U}t

[b]

Cij(yk - yj) + Sij(xj - xk) cij (i — yi) + 54 (e — x;) Ly; 10 0
24 24 24 (3.49)
_ Ljxe GV —yi) + s G —x) (v — vi) + s (o — x5) o 1 0
2A 2A 2A
Cki(yk - Yj) + Sk (xj - xk) i Cri (yj - yi) + Ski(xi - xj) 00 1
|- 2A 2A 2A J

em que ¢;; € S;; 830 0 cosseno € o seno (com relagdo ao eixo X) do lado “ij”, respectivamente,

e assim sucessivamente para as demais arestas.
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Vale ressaltar que o vetor de curvaturas também pode ser expresso através das

deformagdes generalizadas, similar ao apresentado para o elemento DKT:

2w’ 2w’ 2w’
{x}, = {

T
1
— - - =—[T|T
dx? dy? 2 Oxay} A[ etk

—Lyjc;  —Lysy  —2Lgcysy (3.50)

— 2 2
[Tle = |—Lixcic —LjkSik —2LjkCikSjk

2 2
—LyiCki  —LkiSki  —2LyiCriSki

3.3.3 Equacdes de equilibrio

Sejam os momentos fletores distribuidos no interior elemento finito CMT:
M}, = {Mx Myy My 3T (3.51)

Os momentos fletores concentrados atuantes nas arestas do elemento finito (Figura 3.11

(¢)), conjugados as rotagdes normais, sao dados por:

M}t = [Limyj Ligmye Liimua] = [T] {M} (3.52)

Além disso, as for¢as nodais no elemento podem ser definidas:

{Q}Z:{Qwi ij ka QGa er Qec} (3‘53)

onde Qy;, Quj € Quk € Qoqa, Qop € Qg SA0 as reagdes verticais nos nds dos cantos das arestas

e os momentos fletores nos nos intermedidrios das arestas, respectivamente.

Do principio dos trabalhos virtuais, sabendo que o subscrito “*” se refere ao campo

virtual e realizando as devidas substitui¢des das variaveis:

] (YT (M3, dA = (U7 {Q), (3.5

A
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Al 3 (M}, = (U} {Q}:
{¢"H {(Mu} = (U {Q}

(U [b]E{M,}, = {U"}{Q} v{U}

Finalmente, as for¢as nodais podem ser escritas como:

{Q}; = [b]f{M,}; (3.55)

3.3.4 Equagdes constitutivas

Os momentos fletores distribuidos no elemento finito se relacionam com as curvaturas:

{M}; = [D] {x}; (3.56)

De forma similar ao definido para o elemento DKT, a energia de deformagdao do

elemento CMT pode ser escrita:

Uy = [[[oar o, aa = 2 patomy, = 5 ouyt o)y,
A

(3.57)
4 T TV-11p1-11T1-1
Up =5 {Ma}i ([T]e) 7" [DI7° [T {Ma:
Pelo teorema de Castigliano, as rotagcdes normais as arestas sao definidas por:
au
{0} = 5= = A(TID) 7 [D] 7 [T]; {M,}, (3.58)

a{Mn}t

onde pode-se definir a matriz de flexibilidade ([F];):

[Fl = A([TID ' [D]*[TI? (3.59)
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3.3.5 Leis de evolugao do dano

Note que a solugao elastica para o elemento finito CMT foi previamente demonstrada
por Amorim (2016). Desta forma, faz-se necessario a inclusao dos efeitos de dano, através das
hipoteses da mecanica do dano concentrado. De forma analoga ao elemento DKT, considere
que o elemento finito pode ter efeitos ineldsticos concentrados em suas arestas (Figura 3.14

(a)), enquanto o restante do elemento permanece em regime eldstico linear.

Figura 3.14: (a) Elemento CMT com consideragdes do dano concentrado e (b) varidveis inelasticas

Z | Charneiras /
inelasticas

X V' (b)

Fonte: Elaborada pelo autor (2024).

Além disso, admita que os efeitos ineldsticos possam ser representados através de
rotagdes de dano, as quais sdo definidas de forma similar as rotagdes normais as arestas (Figura

3.14 (b)):
(@9 =[5 b Pl (3.60)
onde ¢ l-dj ¢ arotacdo de dano normal a aresta “ij” e assim sucessivamente para as demais arestas.

A lei constitutiva apresentada na secao 3.3.4 deve ser reescrita, a fim de levar em

consideragao os efeitos inelasticos:

{® - @1} = [F]{M,} (3.61)
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Por fim, é necessario definir as leis de evolucao das rotagcdes de dano. Neste trabalho,
estas leis sdo definidas de forma similar aquelas adotadas para o elemento DKT, as quais

assumem um comportamento de amolecimento com caimento exponencial:

hij = |Lijmyj| — MerLij exp(q|¢f]) < 0
hi = |Lixmji| = MerLy eXP(CI|¢JC‘ik|) <0 (3.62)

hki = |Lkimki| - McrLki exp(q|¢;€il|) =0

3.3.6 Abertura de Fissuras

Note que as rotacdes de dano podem ser reescritas em fungdo dos momentos fletores

normais as arestas e da matriz de flexibilidade de dano ([C(D)]):

{®9} = [C(D)]{M,}

diiF1,1] . .
d F[2,2 (3.63)
[C(D)] = 0 M 0
1—dy,
0 dyiF[3,3]
1—dy

Com base nas expressdes apresentadas na Equacgdo (3.63), ¢ possivel calcular as

variaveis de dano (d;}, dji e dy;) relacionadas as rotagdes de dano:

d;; = b
YT F[1ALgm;; + ¢
[ ’ ] ikMij + ¢ij

b5

dj = J — (3.64)

F[2,2]Ljmy + ¢j,

d

dki _ ¢kl

 F[33)Lumy; + ¢
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Os resultados da abertura de fissuras em sua extremidade (Cracking (Mouth) Opening

Displacement — COD ou CMOD) também podem ser estimados com o uso da defini¢do de

rotulas e rotagdo inelastica, como apresentado por Amorim et al. (2014). Graficamente, a

abertura da fissura pode ser definida de acordo com a Figura 3.15 e, numericamente, através da

equagdo (3.65):

h

I =

Figura 3.15: Estimativa da abertura de fissuras.

Fissura COD
(a) (b)

Fonte: Adaptado de Amorim et al. (2014)

h
Dy = ¢pfl = ¢ (h—§>

bh3(1 U)

bh3

(3.65)

31 —d;
COD;; = ¢ph <1 _TU>

onde [ ¢ a distancia da linha neutra até o inicio da abertura da fissura, h ¢ a altura inicial da

secdo, h e I sdo a altura e momento de inércia efetivos da secdo, I o momento de inércia da

se¢do intacta € COD;j € a abertura da fissura da aresta “ij” e assim sucessivamente para as

demais arestas

3.4

Implementac¢io numérica
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De forma similar aos trabalhos realizados por Amorim (2016), Oliveira (2020), Santos
(2021) e Teles et al. (2023), as formulagdes propostas via Mecanica do Dano Concentrado para
os elementos finitos foram implementadas no Programa Enddgeno de Elementos Finitos
(PEEF). O PEEF foi inicialmente desenvolvido por Uzcategui (2012) e hoje conta com uma
ampla biblioteca de elementos finitos baseados na MDC, permitindo o desenvolvimento de
analises lineares e ndo lineares, para estruturas planas ou espaciais, sujeitas a carregamentos

estaticos ou dinamicos.

O PEEF divide as analises em duas etapas: local e global. Dentro da etapa local, o
programa resolve as leis de comportamento de cada elemento finito; na etapa global, o PEEF
resolve o sistema de equagdes de equilibrio da estrutura, sujeitas as condi¢des de contorno pré-

estabelecidas.

Dentro da etapa global, o PEEF inicia com a leitura dos dados de entrada, organizados
em um arquivo com formatacdo especifica, que contém informagdes gerais da estrutura, como
coordenadas dos nos, conectividade dos elementos finitos, condi¢des de contorno, tipo de
carregamento, bem como qual o elemento finito da biblioteca sera empregado. Além disso, para
os exemplos neste trabalho desenvolvidos, foi adotado um procedimento de incremento de
deslocamentos, com tamanho de incremento e nds de aplicagdo definidos inicialmente no
arquivo de dados de entrada. Com base nos valores de incremento de deslocamento, através de
um processo iterativo para cada passo da simulagdo, deve ser alcangado equilibrio de forcas

entre as acoes externas {P} e os esforcos internos {Q}, devendo respeitar a condi¢ao:

{Q} —{P} ={0} (3.66)

Os exemplos desenvolvidos no presente trabalho sao avaliados do ponto de vista da nao
linearidade fisica, desta forma, para a resolucdo dos sistemas de equagdes, ¢ realizada a
lineariza¢do do problema, seguido da solugdo por via de um processo interativo. Devido a seu
grande uso em diversos trabalhos da literatura, o método de Newton-Raphson foi adotado para
a solucdo dos problemas. Para mais detalhes do método, ver Florez-Lopez, Marante e Picon
(2015) ou Proenga (2018). Por fim, a etapa global ¢ finalizada com o célculo do sistema da

estrutura, podendo ser definido através de um processo de linearizagao:
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{GQ( )}(AU)+{P}— 0 (3.67)

em que {(0Q(U))/0U} ¢é a matriz de rigidez tangente, atualizada para todos os passos, e (AU) ¢

o incremento de deslocamentos.

A etapa local da analise realizada pelo PEEF est4 relacionada com a rotina do elemento
finito selecionado pelo usuério. Este processo ocorre para todos os elementos da estrutura e visa
calcular as variaveis de dano de cada elemento, se houver, que influenciam na resposta da etapa

de calculo dos esforcos internos e matriz de rigidez.

Dentro da etapa local, o primeiro passo consiste no calculo das rotagdes normais as
charneiras (deformagdes generalizadas), para um dado incremento de deslocamento, para cada

€ _ 9,

elemento finito “g”:

{d}, = [b],{U}, (3.68)

Ap0s este célculo, ¢ iniciada a etapa de predicdo elastica do elemento, na qual supde-se
que o elemento segue a lei constitutiva elastica e linear. Nesta etapa, sdo calculados os

CG 2

momentos normais as arestas do elemento (tensdes generalizadas). Vale ressaltar que neste
primeiro passo, ¢ admitido que as rota¢cdes de dano do passo atual sdo iguais as rotagdes

calculadas no passo imediatamente anterior.

{M,}, = [E1({¢}, — {9%},) (3.69)

Dado o célculo das tensdes generalizadas, o proximo passo da rotina € a verificagdo se
em alguma aresta 0 momento fletor atuante foi superior ao momento fletor critico, com o uso

das leis de dano descritas na equagao (3.46).

Caso todas as leis de dano sejam menores ou iguais a zero ({h} < 0) nenhuma charneira
esta ativa e ndo ha necessidade de incrementar a rotagdo de dano. Entretanto, caso ao menos

uma charneira esteja ativa (h > 0), ¢ ativada a etapa de corregdo inelastica do passo.

Na rotina de corre¢ao inelastica sao recalculados os momentos fletores e rotagoes de
dano normais as arestas, de modo que na etapa verificagdo da lei de dano obtenha-se h = 0. Para
isto, ¢ elaborado um sistema matricial de equagdes, formado pelas leis constitutivas do elemento
(LC), reescritas na forma da equacao (3.70), e pelas leis de evolugcdo do dano de todas as

charneiras (LD) (equagao (3.46)).
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{LC} = ({¢}q - {d’d}q) - [E]_l{Mn}q (370)
Advinda do calculo diferencial, a linearizagcdo de uma equagao pode ser definida como:

oLC oLC
(LC} = LCo + 5 (Mn = Mug} + 50 ({9~ (#6)) = 0 (371

onde o subscrito “0” refere-se ao valor no passo imediatamente anterior.

Realizando-se procedimento analogo para as todas as leis constitutivas e para as leis de
dano, ¢ possivel elaborar o sistema matricial. No presente trabalho, o sistema de equacdes tem
dimensdes N x N, iguais ao numero total de momentos fletores e varidveis inelasticas (12 para
0o DKT e 6 para o CMT, para avaliacao de placas de concreto reforcado com fibras) e pode ser

escrito no formato:

aLC  OLC
0{M,} 0{¢p4}|[AIM,}) _(-LC
LD  OLD {A{qbd}}_{—LDz} (3.72)

o{M,} o{p%}

A solucdo do sistema ¢ obtida aplicando o método de Newton-Raphson e ao final do
processo os valores de {M,,} ¢ {qbd} sdo atualizados, de modo que todos os valores de {h} sejam
menores ou iguais a 0. Logo apos a solu¢do, uma nova etapa de verificacdo da condigdao {h} <0
¢ realizada. Caso esta condicdo nao ocorra, ¢ realizada uma nova correcao inelastica. As
corregdes sdo limitadas a um nimero maximo de iteragdes definida pelo usuério. Caso este
limite seja atingido sem solugdo (sem convergéncia), o incremento de deslocamento € reduzido
e todo o processo ¢ realizado novamente. A Figura 3.16 apresenta uma representacao, atraveés

de fluxograma, das etapas de solucdo realizadas no PEEF.



Figura 3.16: Fluxograma da solu¢éo via PEEF.
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4 MODELO DE DANO CONCENTRADO PARA LAJES

4.1 Adaptacoes do Elemento de Placa

Note que o elemento finito CMT apresentado na se¢do 3.3 pode ser aplicado para a
analise de placas de concreto simples ou concreto com fibras, de acordo com o valor do
parametro “q”. Nesta se¢do ¢ proposta a adaptagao do referido elemento finito para a analise
de placas de concreto armado, também denominadas de lajes. Uma vez que o elemento finito
proposto ¢ baseado no mesmo elemento CMT, sua formulagdo eldstica permanece inalterada

ao que foi deduzido para as equacgdes cinematicas, de equilibrio e constitutiva: secdes 3.3.2 a

3.3.4, respectivamente.

A inclusao dos efeitos inelasticos para o problema, a partir da mecanica do dano
concentrado, a um elemento finito parte da hipotese em que estes efeitos possam ser
concentrados nas arestas do elemento finito, enquanto o restante do elemento permanece em
regime elastico linear (Figura 4.1 (a)). Para a consideracao dos efeitos ineldsticos ao problema
de lajes, duas novas varidveis inelasticas sao propostas, sendo elas o dano (d) e a rotagdo
plastica (¢P) das arestas, conforme Figura 4.1 (b), em que as rotagdes podem ser escritas na

forma da equacao (4.1):

Figura 4.1: Modelo para analise de lajes

P i
¢ij

j / i
i
dij ‘\\(pll‘r’i
. dki
J
djx k

":‘ | k
\ |
| Charnciras fx
¢ ik

inelasticas k

(a) (®)
x y

Fonte: Elaborada pelo autor (2024).

(@®FY =[of, h dul- 4.1)

em que qbg- ¢ arotagdo plastica da aresta “ij” e assim sucessivamente para as demais arestas.
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Para a avalia¢do do problema, a relag@o constitutiva deve ser reescrita, de forma a levar

em consideragao os efeitos inelasticos:

{® — @7} = [F(D)]{M,}
[F[1,1]
= F[1,2] F[1,3]
F(D)] = | Fl21] [_25_] F[2,3]
jk
F(3,3
F[31] F[32] 1[_d:._

(4.2)

onde d;; € a varidvel de dano na aresta “ij” € assim sucessivamente para as demais arestas €

F(D) ¢ a matriz de flexibilidade total, que leva em consideragdo os efeitos de dano, dada pela

soma da matriz de flexibilidade elastica [F] e a matriz de flexibilidade de dano [C(D)].

4.2 Leis de evolucao do dano

A lei de evolugdo do dano pode ser descrita de acordo com o critério de Griffith, como

uma generalizagdo da lei de dano proposta por Florez-Lopez et al. (2015) para o caso de

elemento finito de porticos de concreto armado:

{d.l] = O, se GU < R(dl])
Gij = R(dll)’ se d.l] >0

G = ow _ (Ll]ml])zFO[l,l]
Yo0dy (1 -dy)

y In(1—d;;
3]

(4.3)

ij ~ A iy ~
onde ROJ € q;j sdo parametros do modelo, referentes a aresta “ij” e sua obtengdo € detalhada na

secdo 4.4. Estas leis de evolugao do dano sao replicadas de forma anéloga para as demais arestas

do elemento, para todos os elementos finitos.
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Note que para a formulagdo proposta, as varidveis de dano das charneiras inelasticas

(dij, dji € dy;) estdo diretamente relacionadas com a fissuragdo da se¢do de concreto.
4.3 Leis de evolucio da plasticidade

O modelo para lajes ¢ completo com a inclusao da lei de evolucdo das rotagdes plasticas:

¢l =0, se f;<0
fij=0, se '5-9&0

(4.4)
LUmU

l]<0
1—-d; -

fij =

ij o~ n . < 4
onde ¢;j € koj sdo parametros do modelo, referentes a aresta “ij” e sua obtencdo ¢ detalhada na

secdo 4.4. Estas leis de evolucao das rotacdes plasticas sdo replicadas de forma analoga para as

demais arestas do elemento, para todos os elementos finitos.

Note que para a formulacdo proposta, as rotagdes plasticas das charneiras inelasticas

P P 5 . . .
(qbl i» ik © Py;) estdo relacionadas com o escoamento da armadura passiva das lajes.

4.4 Calculo dos parametros do modelo

O calculo dos parametros das leis de evolug@o do dano e de plasticidade sdo baseados
na teoria classica do concreto armado, explorando as propriedades fisicas e geométricas das
lajes. A resposta do concreto ¢ admitida através do diagrama parabola-retangulo (ABNT, 2023),
enquanto o ago ¢ modelado de acordo com um modelo elastoplastico perfeito. Com base nestes
conceitos, ¢ possivel desenvolver o célculo do momento de fissuragdo (M.,.), do momento
plastico (M,) e do momento ultimo (M,) de uma se¢do transversal, além da rotagdo plastica
tltima (¢pF). Note que estes parAmetros devem ser calculados para cada direcio da laje, de
acordo com a distribuicao da area de ago das armaduras. Além disso, a partir destes parametros
e dos cossenos diretores de cada aresta dos elementos finitos, ¢ possivel calcular os momentos

fletores resistentes de cada aresta do elemento analisado.
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De acordo com o critério de Griffith, adotado para controlar a lei de evolugdo do dano
nas charneiras ineldsticas, ¢ possivel considerar que o momento fletor ¢ uma funcao do dano,
conforme mostrado na Figura 4.2. Dois pontos importantes podem ser observados: o inicio da

fissuragdo (M) e a capacidade maxima da segdo (M,,).

Figura 4.2: Relagdo Momento fletor vs Dano.

Momento Fletor

Dano

Fonte: Adaptada de Florez-Lopez et al. (2015).

Para qualquer charneira ineldstica, ¢ possivel admitir que a fissura (dano) se inicia
quando o momento fletor ¢ igual a momento de fissuragdo, ou seja, nesta condi¢do de momentos
fletores, a variavel de dano ¢ nula quando m = M,,.. Com isso, segundo o critério de Griffith,

a resisténcia da primeira fissura ¢ dada por:

ij _ MZ.F[1,1]

O segundo ponto de interesse € o de capacidade maxima da secdo. Para essa condicao,
o momento fletor ¢ igual ao momento fletor tltimo e o dano ¢ igual ao dano ultimo (d}j-). Além
disso, nesse ponto, a curva Momento fletor vs. Dano apresenta uma tangente horizontal.

Portanto, ¢ possivel definir um sistema de equagdes na forma:

WF( ]2 _ R:)] n qijn(—ul]
2(1 - av (1 - dj
om ij o
ﬁ :():ZROJ(]_—d;j-)+qij[1+ln(1_d;j')]

d=a};
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Ao resolver o sistema de equagdes, os pardmetros d;; e q;; sdo determinados. Nas leis

~ A ij : . A ~
de evolugdo do dano, o pardmetro ROJ pode ser definido como a primeira resisténcia a fissuragao

€ q;j, a resisténcia adicional devido a armadura.

De forma similar, ¢ possivel definir um valor de dano para o momento plastico (dfj).

Aplicando o critério de Griffith para esta condi¢ao:

MZF[11] ‘o In(1-df})
2= o Ty p 4.7
2(1_d?j) (1_dij) (4.7)
No ponto do momento plastico, a armadura comega a escoar, ou seja, ¢3‘ ¢ nula. Desta

forma, a lei de evolugdo plasticidade pode ser reescrita:

K = M,
0 T 1 a’ (4.8)

Finalmente, para a capacidade ultima da secao transversal (m = M,,), a rotagao plastica

¢ igual a rotacao plastica ultima. Portanto:

1 (M,
U= P <1—d;;_k°> (4.9)

u,ij

Este procedimento deve ser realizado de forma similar para as demais arestas do

elemento, para todos os elementos finitos, ao inicio da analise.

Para a formulagdo proposta, ndo ¢ realizado nenhum tipo de restri¢do quanto a regido
de abertura de charneiras ineléasticas. Desta forma, os critérios de iniciacdo e propagagao
dependem unicamente das propriedades da laje na respectiva charneira e dos momentos fletores

atuantes.



90

5 MODELO DE DANO CONCENTRADO PARA CASCAS

Os modelos apresentados nas secdes 3 e 4 estdo diretamente relacionados a placas e
lajes, nas quais as acdes atuantes agem perpendicularmente ao plano médio dos elementos. No
entanto, em diversos casos da engenharia existem problemas nos quais devem ser avaliados
elementos curvos. Para esta condi¢ao, além das acdes perpendiculares ao plano dos elementos,
as agoes na direcao do plano podem influenciar significativamente nos resultados. Portanto,
propde-se a deducdo de um elemento finito de chapa, o qual ¢ acoplado ao elemento finito de

lajes, criando um elemento finito plano de cascas, para a analise cascas de concreto armado.

5.1 Elemento Finito de Chapa

Com o objetivo de realizar o acoplamento entre um elemento de chapa e o elemento
CMT, € necessario garantir a compatibilidade de forma entre os elementos finitos. Desta forma,
para o desenvolvimento das andlises, foi adotado o elemento finito triangular de deformagao
constante (Constant Strain Triangle — CST). Este ¢ um elemento finito com 3 nds, com graus
de deslocamento nas duas dire¢des do plano (u,v), para cada no, totalizando 6 graus de

liberdade, conforme apresentado na Figura 5.1 e equagao (5.1):

Uy ={w v W v W Ui} (5.1

Figura 5.1: Elemento finito CST.

Fonte: Elaborada pelo autor (2024).
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Note que, o elemento CST pode ter seu comportamento eldstico definido de acordo com
a equagao (5.2):
{€} = [B{U}
{0} = [H]{e} = [H][B]{U}

(@ = [[ 181 (a1av 5.2
K1 = || (BB 1av

em que {&}, {0}, {Q} sdo os vetores de deformagdes especificas, tensdes e reagdes nodais do
elemento, respectivamente, [K]| ¢ a matriz de rigidez e [B] e [H]| sdo as matrizes de
transformagdo cinemadtica e a matriz constitutiva do elemento de chapa, dadas pelas equagdes

(5.3) e (5.4), respectivamente.

0 N; 0 d0 N, 0 d Ns 0 1
0x 0x 0x
d N, 0 d N, 0 0 Nj
[B] = dy dy dy
ON, 0N, ON, 0N, ON; 0N,
[ dy 0x ady 0x dy 0x |

1 (5.3)
N; = N [kaj —yixi + x(y; — yi) + y(x — xj)]
1
N, = N [yixi — yexi + x( — yi) + y(x; — x)]
1
Ny = [yjxi = vixy + x(vi = v;) + v (% — %)
1 —v 0
I 2| 0
e I 54
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5.1.1 Equagdes cinematicas

O campo de deslocamentos para o elemento CST pode ser definido pelo tridngulo de

Pascal linear incompleto:

u(x) =ay+ax + ayy

(5.5)
v(x) = az + a,x + asy

onde a;,1= 0, 5 sdo constantes a serem determinadas. Por sua vez, as deformacdes do elemento

CST podem ser expressas:

.X'_ax_ 1
dv
SyzazaS (5.6)
du Jdv
ny=@+a=az+a4—az4

Portanto, a descricdo completa das deformacgdes do elemento CST fica em funcdo de 3
constantes independentes a serem determinadas. Para esta descricdo, € possivel a adogdo de
uma descrigdo similar ao que foi apresentado por Amorim (2016), com a proposta de um campo
de deformagdes generalizadas, que sdo expressas através de barras de uma trelica equivalente,
a serem posicionadas entre os nés do elemento finito, denominados de extensOmetros

numéricos ou “numexes’’:

Figura 5.2: Treligca equivalente de 3 barras.

k

Fonte: Elaborada pelo autor (2024).
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O campo de deformacgdes generalizadas ¢ definido através dos alongamentos das barras

dos numexes:

{8} ={0ij G OSu} (5.7)

Aplicando o vetor de deformacdes generalizadas como nova variavel cinematica, as

equagdes cinematicas sdo reescritas:

{6} = [b){U}
_Cij _Sij Cij Sij 0 0 (58)
[bl1=( 0 0 =gk =Sk Gk Sik
—C —Sie O 0 ¢ Sik

Além disso, € possivel definir a matriz de transformacao entre matrizes cinematicas, de

forma similar ao definido para o elemento DKT:

[B] = [T][b]
[B][b]" = [T][b][B]" (5.9)

[T] = [B][b]" ([B][]")~*

O campo de deformagdes especificas pode ser escrito em fungdo dos alongamentos:

{e} = [T]{8} (5.10)

5.1.2 Equagdes constitutivas

As equagdes constitutivas, para o calculo das tensdes ao longo do elemento CST, podem

ser reescritas, trocando a varidvel cinematica do problema:

{o} = [H]{&} = [H][B]{U}

(5.11)
{0} = [H][T]{8}
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5.1.3 Equacdes de equilibrio

As equagoes de equilibrio para o elemento CST podem ser reescritas, a fim de considerar

anova varidvel cinematica, além de admitir que as tensdes sao constantes ao longo do elemento:

- fv (BT {a}av

(@ =t f f B]"[T]" {0} dA 51

{Q} = tA[b]"[T]" {0}
{Q} = tA[b]"[T]" [H][T]{5}

5.1.4 Matriz de rigidez

A matriz de rigidez para o elemento finito CST pode ser reescrita de forma analoga:
K1 = || B By
v

t[b]" ff T[D][T] [b] dA (5.13)

[K] = tA[b]"[T]"[D][T][b]

5.2 Acoplamento entre o elemento CST e o elemento de lajes

O modelo proposto de dano concentrado para andlise de cascas de concreto armado
admite que a resposta no plano do elemento ¢ dada em regime elastico linear. Desta forma,
todos efeitos ineldsticos sdo referentes ao elemento de laje (dano e rotagdes plasticas). Além
disso, ¢ admitido que os esfor¢os no plano ndo possuem interagdo com os momentos fletores e
que o modelo de dano ¢ isotropico por faces, portanto, ¢ possivel aplicar a superposi¢cdo de

efeitos entre o elemento CST e o elemento de lajes.
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Com base nestas hipoteses, a superposicao entre os elementos ¢ realizada, de modo a

ser elaborado um elemento finito de casca plano de 6 nos, nos quais os no6s dos cantos possuem

3 graus de liberdade e os nds intermediarios, 1 grau de liberdade, totalizando 12 graus de

liberdade, conforme apresentado na Figura 5.3 e disposto na equagao (5.14):

{U}t = {ui Vi Wi U.J ’Uj w;j U Vi Wi Ha Qb

Figura 5.3: Elemento finito de casca proposto.

Ug, Vi, Wi
I Y N6 k 6, Nob
X N6 j

Ui, vi, w;

Fonte: Elaborada pelo autor (2024).

Oc} (5.14)

A solucdo do elemento de casca ¢ realizada com a superposi¢do das solucdes locais

referentes a parcela de flexdo e a parcela de membrana. Desta forma, ao fim da solucdo isolada

de cada problema (flexdo e axial) as matrizes de rigidez, forcas e de deslocamentos sdo

combinadas, para efetuar a solugao global do passo analisado do problema.

5.3 Montagem das Matrizes no Sistema Global

Os elementos finitos CMT e CST sao elementos planos, com as solugdes locais

apresentadas nas se¢des anteriores. Note que, para o caso de problemas espaciais (estrutura fora

do plano), faz-se necessario a inclusao de uma matriz de rotagdes, que visa levar a solugdo do

plano para os eixos globais (Figura 5.4).
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Figura 5.4: Rotagdo de eixos do elemento de casca.

V4

P

Fonte: Adaptado de Zienkiewicz e Taylor (2000).

As forgas e deslocamentos ({F'} e {U'}) do sistema local (X', Y’ e Z) se relacionam com
suas componentes no sistema global ({F} e {U}) (X,Y e Z) através de uma matriz de rotagdes
([R]) de acordo com a equagdo (5.15). Note que as dimensdes da matriz de rotagdes podem ser
reduzidas ou aumentadas, de acordo com o nimero de nés do problema a ser rotacionado,

removendo ou adicionando termos [4] a diagonal da matriz.

{U'} = [RI{U}  {F'}=[RI{F}

Al 0 0 0 0 07
0 [4] 0 0 0 0
o o [a 0o 0 o (5.15)
RI=lo o o @ o o
0 0 0 0 [Aa 0
Lo 0 0 0 o0 [a]

onde A ¢ a matriz de cossenos diretores, com dimensdes 3 x 3, dos angulos que sao formados

entre os dois sistemas de eixo:

[A] = [{vy'}" Ayix  Ayrz Ayrg (5.16)

{VX,}T] rx’x Aty  Axry
{‘UZ’}T AZ’X AZ’Y AZ’Z

sendo Ayry 0 cosseno do angulo formado pelos eixos X e X'
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Seja o caso de um elemento triangular plano, com coordenadas globais

Xi, Xj, Xie» Yi» Yj» Yir Zi» Zjs Zi» € possivel definir o vetor V;; referente a um lado do elemento:

T
{Vij} ={X—Xi Y;—Vi Z —Zj} (5.17)

O primeiro conjunto de vetores diretores pode ser obtido através do versor:

! 1 T
{vX}T:L_U{VU} =My Ay Axry} (5.18)

A direcao Z deve ser normal ao plano do triangulo. Desta forma, faz-se o produto

vetorial entre o vetor {V; j} ¢ um segundo vetor {V;; } pertencente ao plano do elemento:

W23 ={Vi;} x Vil (5.19)

Portanto, o segundo conjunto de cossenos diretores ¢ dado por:

1
vy} = L_,{Vzr} ={Az'x Azy Azy} (5.20)

V4

Por fim, tem-se que o terceiro cosseno diretor deve ser perpendicular aos dois primeiros

vetores:

oy} =} x{wx'} ={Ayx Ay Ayry} (5.21)



98

6 PROGRAMA EXPERIMENTAL

Com o objetivo de validar o elemento finito de placa proposto com experimentos
proprios, foi realizada uma campanha experimental para a moldagem de placas de concreto
reforcado com fibras de ago. Toda a execucdo dos experimentos, desde moldagem ao
rompimento foi realizada no Laboratorio de Estruturas e de Materiais (LEMA), vinculado ao
Programa de Pds-Graduacdo em Engenharia Civil da Universidade Federal de Alagoas
(PPGEC/UFAL). Para a realizacdo dos ensaios, foi utilizado o recurso PROAP/CAPES,

seguindo todas as regras de uso exigidas pela UFAL.

Para auxiliar no desenvolvimento dos experimentos, desde a concepgao até a etapa de
rompimento, foi contada com a ajuda dos professores Aline da Silva Ramos Barboza' e Wayne
Santos de Assis', vinculados a0 PPGEC/UFAL, os quais foram de grande valia para a execucio
de todo o programa experimental. A seguir sdo dispostas mais informagdes a respeito da

campanha experimental.

6.1 Materiais

Para a execugdo das moldagens foi utilizado como base um trago de concreto refor¢cado
com fibras, previamente calculado pela professora aposentada da Universidade Federal de
Sergipe, Angela Teresa Costa Sales. O traco sofreu leves ajustes, devido s alteragdes referentes

a0s materiais utilizados.

Desta forma, foi utilizado o trago 1:2,35:2,60, com relagdo agua/cimento (a/c) igual a
0,54 e resisténcia a compressao de 25 MPa. Nos presentes experimentos, o cimento utilizado
foi do tipo CP II-Z 32, com consumo de cimento de 367,56 kg/m?. Foi utilizado aditivo
plastificante da marca Sika, em uma propor¢ao de 0,34% em massa de cimento, e o teor de
fibras de aco foi de 32,59 kg/m? (0,35%, em volume). As fibras utilizadas foram do tipo FF4,
com ancoragem, cujo diametro ¢ igual a 0,75 mm, comprimento igual a 60 mm e fator de forma

de 80, conforme a Figura 6.1 (MACCAFERRI, 2014).

! Programa de P6s-Graduagio em Engenharia Civil, Universidade Federal de Alagoas,
Maceio, Brasil.
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Figura 6.1: Fibra de ago.

Comprimento

: Q
’—/ \__ Didmetro .

Fonte: Adaptado de Maccaferri (2014).

Com relacdo a areia e a brita, ambos os materiais foram secos em estufa, com
temperatura superior a 100°C, por um periodo minimo de 24h, e devidamente armazenados,
para evitar que os mesmos voltassem a ficar umidos. Em especifico para a brita, previamente a
secagem em estufa, todo o material foi lavado com agua corrente, para remover o po aderido as
britas, utilizando a peneira da série normal com abertura da malha de 4,75 mm, também para
remover os materiais inferiores a este diametro. Apds a etapa de secagem, a areia e a brita foram
peneiradas, para utilizar os didmetros desejados. Para a areia, foi utilizada a peneira da série
normal com abertura da malha de 4,75 mm, sendo utilizado o material passante. Para a brita,
foi empregada apenas brita 0. Desta forma, foi usado o material passante da peneira com
abertura de malha de 12,5 mm e que haviam sido previamente retidos na peneira de 4,75 mm,
durante a etapa de lavagem. Realizadas estas etapas, foi coletada uma amostra representativa
do montante de cada um destes materiais para a realizagcdo do ensaio de granulometria. O ensaio
seguiu todas as recomendagdes da NBR NM 248 (ABNT, 2003), sendo obtidas as curvas
granulométricas para a areia e brita, apresentadas na Figura 6.2 e Figura 6.3, respectivamente.
A Figura 6.4 apresenta uma amostra dos materiais utilizados na execucao dos experimentos

(areia, brita e fibras de aco).

Figura 6.2: Curva granulométrica da areia.
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Fonte: Elaborada pelo autor (2024).
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Figura 6.3: Curva granulométrica da brita.
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Fonte: Elaborada pelo autor (2024).

Figura 6.4: Materiais utilizados para a moldagem: (a) areia, (b) brita e (c) fibras de ago.

(a) (b) (©

Fonte: Elaborada pelo autor (2024).

Os corpos de prova das placas e vigas foram moldados em formas de madeira
compensada plastificada, de espessura igual a 12 mm. As dimensdes das formas foram medidas
com o auxilio de réguas e escalimetros e cortadas com o uso de uma serra circular portatil
NK1580. A montagem das formas foi realizada com o uso de pregos, de modo que ndo houvesse
aberturas que permitissem o vazamento da nata de concreto. A Figura 6.5 apresenta a foto das
formas utilizadas. Finalizados os preparativos, foi realizada a moldagem de todos os corpos de

prova.
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Figura 6.5: Formas: (a) das placas e (b) das vigas.

(b)

Fonte: Elaborada pelo autor (2024).

6.2 Moldagem

O objetivo principal da campanha experimental foi a obtencao de placas de concreto
refor¢ado com fibras de aco para posterior ensaio e validagdo com o elemento finito proposto.
Ciente disto, foi definido que seriam moldadas 4 placas, com dimensdes de

1,00 m x 0,80 m x 0,12 m.

Como observado por Teles (2022), o parametro “g” da LDNL pode estar relacionado
com a energia de fratura do material. Considere uma viga retangular de concreto refor¢gado com
fibras, de comprimento L, com altura e base da sec¢do transversal iguais a / e b, respectivamente,
com um entalhe no centro da viga, de altura a, e sujeita a um ensaio de flexao de 3 pontos

(Figura 6.6).

Figura 6.6: Geometria da viga sob ensaio de flexdo de 3 pontos.

|
| 4

Fonte: Elaborada pelo autor (2013).
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De acordo com o RILEM TC-50 FMC (1985) a energia de fratura pode ser calculada

através da equagdo (6.1):

G 1 de(S G Wy + mgd 6.1
= ——--- = - —_——_— - .
I~ (h=a)b f (h—a)b (6.1)

em que Wr ¢ o trabalho das forgas externas, definido como a area abaixo da curva Forca vs.
Deslocamento no ensaio de flexdo de 3 pontos, m ¢ a massa da viga, g ¢ a aceleracdo da

gravidade (9,81 m/s?) e 5 € o deslocamento vertical da viga ao final do ensaio.

Desta forma, com o objetivo de calcular a energia de fratura do concreto com fibras,
para cada placa de concreto moldada (1 placa por betonada), foram moldadas 2 vigas do mesmo
concreto, totalizando 8 vigas. As dimensdes das vigas seguiram o que ¢ preconizado pela NBR
16940 (ABNT, 2021), com se¢do transversal de dimensoes 0,15 m x 0,15 m e vao entre 0,55 m

e 0,7 m. No presente trabalho foi adotado um vao de 0,60 m.

Por fim, também foi definida a moldagem dos corpos de prova (CPs), para a
determinagdo da resisténcia a compressao (5 espécimes por placa) e modulo de elasticidade
longitudinal do concreto (3 espécimes por placa), seguindo o que estabelecem a NBR 5739

(ABNT, 2018) e NBR 8522 (ABNT, 2017), respectivamente.
Ao total foi utilizado o seguinte quantitativo de materiais para a execucao dos ensaios:

Tabela 6.1: Quantitativos totais para as moldagens.

Cimento (kg) 262,11

Areia (kg) 615,96

Brita 0 (kg) 681,49
Fibras de aco (kg) 25,92

Agua (L) 139,52
Aditivo plastificante (L) 0,95

Fonte: Elaborada pelo autor (2024).

A moldagem dos corpos de prova foi realizada em 2 dias: 08/11/2022 e 10/11/2022.
Esta divisdo foi realizada devido ao grande volume de concreto a ser moldado. Para cada
betonada foram moldadas 1 placa, 2 vigas e 8 CPs, com um volume aproximado de 150 L,
sendo produzidas 4 betonadas ao total. A execucdo da concretagem foi realizada adotando a

seguinte ordem de langamento dos materiais:

1. Lancamento de metade da agua,;

2. Lan¢amento de metade da brita;
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Langamento de toda areia;

Langamento de todo o cimento;
Lancamento da segunda metade de britas;
Lancamento da segunda metade de agua;

Langamento do aditivo plastificante;

© N kW

Adicao gradual das fibras de ago (Figura 6.7(a)).

Figura 6.7: Moldagem do concreto: (a) langamento das fibras e (b) concreto pronto.

Fonte: Elaborada pelo autor (2024).

Ao fim da adicdo de todos os materiais na betoneira, o concreto apresentava boa
aparéncia (Figura 6.7(b)). O ensaio de abatimento do tronco de cone foi entdo realizado, na
condicdo do concreto ja com fibras (Figura 6.8), e, portanto, apresentava maior consisténcia.

Para estas condigdes, o abatimento médio de todas as betonadas foi igual a 2 cm.

O concreto foi entdo langado nas formas das placas, das vigas e cilindros dos CPs. Todas
as formas e cilindros foram untados com 6leo vegetal, para facilitar na etapa de desmoldagem.
Para as placas e as vigas, o adensamento foi realizado em 3 camadas, com o uso de um vibrador
(Figura 6.9). Para os CPs, o adensamento foi realizado através de golpeamento em 3 camadas,
cada camada com 12 golpes, distribuidos na secao transversal do cilindro, com o uso de uma

haste metélica padrdo, como preconiza a NBR 5738 (ABNT, 2015).
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Figura 6.8: Medida de abatimento do concreto.

Fonte: Elaborada pelo autor (2024).

Figura 6.9: Adensamento do concreto: (a) placas e (b) vigas.

Fonte: Elaborada pelo autor (2024).

A duracao média das betonadas, do langamento da primeira metade da dgua até o fim
de todos os adensamentos, foi aproximadamente 2 horas. Com o objetivo de evitar a perda de
agua do concreto por exsudagdo nas primeiras horas ap6s as moldagens, e, portanto, evitar a
fissuragdo por retragdo, todos os elementos moldados foram cobertos com plastico filme (Figura

6.10), pelo periodo de 24h, até o desmolde dos elementos para a cura.
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Figura 6.10: Corpos de prova cobertos por plastico filme.

Fonte: Elaborada pelo autor (2024).

Foi realizada a cura umida para todos os elementos estruturais. Apds o desmolde, as
vigas e os CPs foram armazenados dentro de tanque de cura presente no LEMA. No entanto,
devido a suas dimensdes ¢ massa estimada entre 200kg e 300kg, as placas nao puderam ser
armazenadas dentro dos mesmos tanques de cura. Para realizar a cura destes espécimes foi
preparada uma argamassa com trago 1:8, a qual foi aplicada nas bordas das formas de todas as
placas. Desta forma, apos o periodo de secagem da argamassa, foi possivel criar uma pelicula
de agua de aproximadamente 3 cm acima de todas as placas para realizar a cura (Figura 6.11).
Vale ressaltar que as formas laterais das placas de concreto ndo foram removidas, para auxiliar
no processo da cura, e que a d4gua acima das placas foi reposta 2 vezes ao dia até completar os

28 dias.

Figura 6.11: Processo de cura das placas.

Fonte: Elaborada pelo autor (2024).



106

6.3 Equipamentos

Para a execucdo das moldagens, bem como os experimentos, foram utilizados os
equipamentos do LEMA. Devido ao grande volume de concreto a ser preparado, foi utilizada
uma betoneira com capacidade de 400 L, a qual foi utilizada até um volume aproximado de 150

L, sendo realizadas 4 betonadas.

Com relagdo ao rompimento dos corpos de prova cilindricos, seja para o ensaio de
compressao, seja para o ensaio de modulo de elasticidade, foi utilizada uma maquina universal
da AMSLER (Figura 6.12(a)), com capacidade de 200 tf. Previamente aos ensaios, os CPs

foram retificados com uma maquina retificadora disponivel no LEMA.

Fonte: Elaborada pelo autor (2024).

As vigas moldadas foram rompidas na maquina universal AG-X plus, da Shimadzu,
com capacidade de carga de até¢ 100 kN (Figura 6.12(b)) (SHIMADZU, 2023). Para o calculo
da energia de fratura (equagao (6.1)), foram realizados entalhes nas vigas com o uso de uma
serra marmore portatil DW862-B2 (Figura 6.13). O entalhe se localiza no meio do vao da viga,
na superficie lateral do corpo de prova, a qual serd submetida as tensdes de tracdo durante o

ensaio de flexdo de 3 pontos. Os entalhes seguiram as recomendagdes da EN 14651 (2007),
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com 5 mm de espessura e 25 mm de profundidade, com finalidade de induzir o posicionamento

da fissura.

Figura 6.13: Realizagdo dos entalhes nas vigas.

Fonte: Elaborada pelo autor (2024).

Para a aplicagdo da carga nas placas de concreto reforcadas com fibras de ago, foram
utilizados os equipamentos da Enerpac (2024). Foi utilizada uma bomba do modelo ZE —
4840MG: bomba com motor elétrico, trifasica, com vazdo de 6leo 0,98 1/min, a 700 bar de
pressao maxima, com capacidade de até 40 litros de 6leo, com valvula manual, com 4 vias/3
posi¢des manuais de bloqueio com retengao pilotada (Figura 6.14(a)). Para a aplicagao da carga
nas placas, foi utilizado o cilindro hidrdulico RC-506: cujo diametro do pistdo ¢ igual a 71,2
cm?, de curso do pistdo igual a 159 mm, capacidade de 6leo de 1131 cm? e capacidade de carga

de até 50 tf (Figura 6.14(b)) (ENERPAC, 2024).

Figura 6.14: Equipamentos de aplicacdo de carga: (a) bomba e (b) cilindro hidraulico.

(a) (b)

Fonte: Elaborada pelo autor (2024).
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Além dos equipamentos relacionados a aplica¢do de for¢a na estrutura, também deve-
se avaliar os equipamentos para a coleta dos dados de saida, em especifico as forcas e os
deslocamentos aplicados. Para medida das forgas foi utilizada uma célula de carga da Gunt
Hamburg, com capacidade méaxima de 50 tf (LT50), cuja voltagem de saida varia de 0-10 V
(Figura 6.15(a)) (S2 TECH, 2024). Para a medi¢ao dos deslocamentos foi utilizado 1 transdutor
de deslocamento variavel linear (LVDT), com curso de 10 mm (Figura 6.15(b)) (HBM, 2022a).
Estes dois ultimos equipamentos nao apresentam respostas diretas, sendo necessario o uso de
outros equipamentos para o reconhecimento dos dados de saida e, portanto, interpretagdo dos
resultados. Isto se deve, pois, as células de carga e os LVDTs sdo equipamentos em que a
resposta ¢ dada em termos de tensdo (mV/V). Desta forma ¢ necessario utilizar o equipamento
Spider8 (Figura 6.15(c)) (HBM, 2022b) para leitura dos dados destes equipamentos, através da

conexao dos equipamentos com cabos D-Sub HD-15, usuais para as células de carga e LVDTs.

Figura 6.15: Equipamentos de medicdo: (a) célula de carga, (b) LVDT e (¢) Spider8.

‘ —a \
| . (©

(a) (b)
Fonte: Elaborada pelo autor (2024).

No entanto, o equipamento Spider8 apenas faz a leitura dos dados de saida da célula de
carga e LVDTs, ainda sendo necessario exporta-los para computadores, a fim de analisar e
utilizar os dados. Existem diversos programas computacionais que desempenham o papel de
leitura e exportagdo de dados, como o Itom (ITOM, 2018) e o Catman (HBM, 2022c). No
presente trabalho foi utilizado o Itom, devido a sua viabilidade para uso, por ser um programa
computacional aberto. Para a leitura dos dados, o Spider8 deve ser conectado ao computador
com o uso de um cabo RS232-USB e entao configurar o respectivo programa para leitura dos
dados de cada equipamento utilizado. O passo a passo para o uso do Itom ¢ detalhado no

Apéndice B.

Dadas as dimensdes das placas de concreto refor¢ado com fibras, para realizar o seu
ensaio de rompimento, faz-se necessario do uso de uma estrutura maior ¢ mais rigida que as
maquinas universais. Para isto foi utilizado um portico metalico, instalado no LEMA, que conta

com uma laje de reacdo. Gragas a presenca de trilhos, o pértico permite variar o vao das pecas
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a serem rompidas, conforme apresentado na Figura 6.16. Além disso, devido ao peso das placas,
estimado em 240 kg, a fim de evitar acidentes e facilitar a movimentacao das pecas, foi utilizada
uma ponte rolante (Figura 6.16(a)), cuja capacidade ¢ de até 5 t, e fitas especificas para o

icamento, cada fita com capacidade de 1 t.

Figura 6.16: (a) ponte rolante e (b) portico metalico.

e==Ssass T

(a) (b)

Fonte: Elaborada pelo autor (2024).

Além disso, com o objetivo de realizar a gravacdo dos ensaios das placas para
posteriores analises, como com a aplicagdo da técnica de correlagdo de imagens digitais (CID),

foi utilizada uma camera digital Nikon DSLR D5500, com lente de 18-140 mm.
6.4 Ensaios

Para a aplicacdo da técnica de correlagao de imagens digitais, no dia anterior aos ensaios,
todas as placas foram pintadas com o uso de tintas de cores branco, azul e preto, seguindo um
padrdo aleatorio. Com o objetivo de detectar qualquer fissura que possa ocorrer na face
tracionada da placa, toda a sua area foi pintada. Para avaliar a qualidade da pintura, foi utilizado
o programa computacional Correli-Q4, realizando andlises de textura e incertezas. Caso os

resultados apresentassem baixa qualidade, a pintura seria melhorada, com uma melhor
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distribuicdo das cores e as andlises seriam refeitas. A Figura 6.17 apresenta o preparo das placas

para aplicacao da CID.

Figura 6.17: Placas preparadas para correlagdo de imagens digitais.

Fonte: Elaborada pelo autor (2024).

A distribuigdo aleatdria de cores na face da placa tem como principal objetivo auxiliar
o programa responsavel pelo calculo da CID, permitindo que o mesmo localize a movimentagao
dos pixels da imagem com mais facilidade e, portanto, garantindo maior precisdo dos

resultados.

Com base nos equipamentos apresentados na se¢ao 6.3, os ensaios das placas foram
realizados de uma forma alternativa. O cilindro hidrdulico permite aplicacdo de forga apenas
em uma dire¢do e sem suporte para aplicar a carga de cima para baixo. Desta forma, os ensaios
das lajes foram realizados com a carga de baixo para cima. Além disso, devido a estrutura do
portico nao possuir vigas transversais que permitissem apoiar todas as bordas laterais das placas
(ver Figura 6.16(b)), os ensaios foram realizados com as placas biapoiadas. A Figura 6.18 (a) e
(b) apresentam uma representacdo esquematica e a real, de como foi realizado o ensaio, com a
visao lateral de todo os equipamentos utilizados, respectivamente. Vale ressaltar que ndo foi

possivel definir a rigidez do atuador hidraulico.
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Figura 6.18: (a) Representacdo esquematica e (b) real do ensaio.
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Fonte: Elaborada pelo autor (2024).

Como observado na Figura 6.18, na condi¢ao de realizacao do ensaio, foram utilizados
dois cilindros hidraulicos. A fun¢do do cilindro maior (inferior) ¢ unicamente de apoio para os
demais equipamentos, devido a altura minima que as vigas do portico estdo situadas, e apoiado
sobre a laje de reacdo do LEMA. Este cilindro hidraulico teve o pistdo erguido para evitar a
danificagdo da estrutura lateral do mesmo. Além disso, para evitar a danificagcdo do pistao, foi
utilizada uma chapa metalica rigida entre este pistdo e o cilindro responséavel pela realizagcdo do
ensaio (Figura 6.14 (c¢)). Como a area do pistao ¢ inferior a area da célula de carga, também foi
utilizada outra chapa metalica, a fim de distribuir igualmente a forga aplicada. Visando evitar a
danificagdo da superficie da célula de carga, devido ao contato direto com a placa de concreto,
foi utilizado um anteparo flexivel. Para a medi¢ao dos deslocamentos, 1 LVDT foi posicionado
no centro geométrico, acima das placas, com o auxilio de suportes magnéticos e grampos
mecanicos. Por fim, a camera digital foi posicionada acima de toda a estrutura, para realizar a
gravacado do ensaio. A camera ficou presa a um anteparo, que por sua vez estava fixado as vigas

do portico.

Além disso, como observado na sec¢do 6.3, sobre o funcionamento da célula de carga e
dos LVDTs, estes equipamentos exportam resultados em termos de tensdo elétrica. Para a
transformagao em termos de deslocamento e forga ¢ necessario realizar uma calibragdo prévia
nos equipamentos. Foram calibrados a célula de carga e o LVDT, com o auxilio da maquina
universal AG-X plus (Figura 6.12(b)). Além disso, também foi utilizado um suporte magnético
para manter os LVDTs na posi¢ao vertical, o Spider8 (Figura 6.15(c)) e o programa

computacional Itom (2018), considerando a voltagem de saida de acordo com os manuais dos
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respectivos equipamentos (célula de carga de 3mV/V e LVDTs de 125 mV/V). Como a
maquina universal permite a aplicacdo de for¢as e/ou deslocamentos conhecidos, foram
realizadas uma série de cargas e descargas em todos os equipamentos, salvando os dados de
for¢a e deslocamento da maquina, simultaneamente aos resultados de voltagem exportados e
lidos com o auxilio do Spider8 e do Itom. A Figura 6.20 apresenta o processo de calibragdo de

ambos os equipamentos.

Figura 6.19: Calibragdo dos equipamentos: (a) célula de carga e (b) LVDT.

5 \ U \\ \j

(a) (b)

Fonte: Elaborada pelo autor (2024).

Com base nos dados coletados, foi possivel realizar regressdes lineares para obter
equacdes que relacionem os parametros fisicos desejados (for¢a e deslocamento) com os
resultados de voltagem. Em todos os equipamentos foram realizados ajustes com equagdes
polinomiais de 1° grau, obtendo os respectivos coeficientes de determinagao (R?). Para a célula
de carga, o R? foi igual a 0,99978 (Figura 6.20(a)), enquanto para o LVDT, o R? foi superior a
0,9999 (Figura 6.20(b)).
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Figura 6.20: Calibragdo: (a) da célula de carga e (b) dos LVDTs.
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Fonte: Elaborada pelo autor (2024).
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Apo6s os 28 dias de moldagem os CPs foram rompidos a compressdo, utilizando a
maquina universal AMSLER, apo6s a retificagdo. Foram rompidos 5 corpos de prova para cada
amostra. Os CPs para a determinag¢do do modulo de elasticidade foram rompidos com a mesma

idade das vigas e placas.

Devido a problemas relacionados com a célula de carga, além da possibilidade de surgir
a disponibilidade de uma célula de carga mais nova, e, portanto, mais precisa, 0 rompimento
das placas foi adiado em relagdo aos 28 dias de moldagem. Além disso, neste periodo de tempo
ocorreu o recesso académico da UFAL (24/12/2022 a 22/01/2023) e posterior ao recesso, uma
obra de reforma de parte da estrutura interna do LEMA. Além disso, apds a finalizagdo da obra,
durante uma etapa de reverificagdo do funcionamento de todos os equipamentos, o cilindro
hidraulico que foi utilizado apresentou problemas na véalvula de reten¢do do dleo, causando um
vazamento interno e necessitando de uma manutencao no cilindro. Devido a estes problemas,
o rompimento das placas de concreto foi adiado. Vale ressaltar que a célula de carga que
apresentaria uma melhor resposta estava com as conexdes danificadas e, apds manutengdo, com
uma nova soldagem das ligacdes, a célula ainda apresentou problema de leitura dos dados e

precisou ser enviada ao fabricante para que o mesmo fizesse o reparo adequado.

Devido ao adiamento dos ensaios das placas, foi optado por romper as vigas
simultaneamente com as placas, para garantir a mesma idade e este ndo ser um fator que
influencie negativamente no célculo da energia de fratura e na correlacdo deste parametro com
o parametro do modelo da LDNL. Os ensaios das lajes e vigas ocorreram no LEMA apd6s 245

dias da moldagem dos corpos de prova.
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6.5 Correlacao de imagens digitais

A técnica de correlagdo de imagens digitais (CID) se enquadra dentro do campo de
ensaios nao destrutivos, ou seja, aqueles que nao ha necessidade de intervir na forma ou
propriedades da estrutura (SUTTON; HILD, 2015). A CID ¢ um ensaio nao destrutivo que pode
avaliar, por meio Optico, deslocamentos e deformagdes da estrutura. A aquisi¢cdo de imagens

deve ser realizada durante todo o decorrer do ensaio.

De modo simplificado, a técnica da CID ¢ baseada na andlise de imagens antes da
deformagdo e apos a deformagdo, discretizando uma regido especifica de interesse (ROI —
Region of Interest) em pixels. Desta forma, com o uso de programas especificos, ¢ possivel
transformar a ROI em matrizes, em que cada pixel corresponde a um termo especifico da matriz.
As intensidades dos pixels sdao definidas de acordo com a suas cores, podendo ser avaliadas de
forma monocromatica ou em RGB (Red-Green-Blue). Portanto, com a pintura de forma
aleatéria e posterior transformagao em escala de cinza, ¢ facilitado ao programa reconhecer os
diferentes pixels e obter resultados mais precisos. Os principais parametros internos e externos
que influenciam na CID sao a resolucao da camera, iluminagao da estrutura avaliada, frequéncia
de aquisicdo de imagens, distor¢do da lente, além do tamanho da ROI desejada e parametros

internos a cada programa (OLIVEIRA, 2022).

Desta forma, durante a execu¢do dos ensaios das placas, foi realizada a gravacao dos
experimentos. Com o objetivo de obter o maior nimero possivel de quadros, os ensaios foram
filmados, para posterior obtengao dos quadros da cdmera, com auxilio de programa de
visualizacdo, como o Tracker (2008). Como o LVDT foi posicionado na parte superior e,
portanto, na regido que sera gravada, os fios e suportes foram arranjados de modo a ocuparem

0 menor espago possivel, sem interferir na regido esperada de fissuragdo principal.

As andlises de correlagdo foram realizadas com o programa computacional Correli-Q4,
avaliando a abertura de fissura, para comparagdo com os resultados obtidos com o uso do

elemento finito proposto.

6.6 Resultados Experimentais
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6.6.1 Ensaios de resisténcia a compressao

Os ensaios de resisténcia a compressao dos corpos de prova foram realizados com o uso
da maquina universal AMSLER (Figura 6.12(a)) aos 28 dias de moldagem, cujos resultados

sdo apresentados na Tabela 6.2, para cada betonada.

Tabela 6.2: Resisténcias a compressdo (MPa).

CP1 CP2 CP3 CP4 CP5 Média Desvio Padrao
Betonada 1 | 26,95 26,13 27,34 28,29 27,60 27,26 0,80
Betonada 2 | 26,13 28,04 22,30 26,64 28,16 26,25 2,38
Betonada 3 | 23,13 19,86 26,25 19,69 25,79 22,95 3,13
Betonada 4 | 26,32 28,10 22,68 28,23 29,18 26,90 2,58

Fonte: Elaborada pelo autor (2024).

6.6.2 Ensaios de modulo de elasticidade longitudinal

Os ensaios de modulo de elasticidade longitudinal dos corpos de prova foram realizados
com o0 uso da maquina universal AMSLER (Figura 6.12(a)) aos 245 dias de moldagem, cujos
resultados sdo apresentados na Tabela 6.3Tabela 6.2, para cada betonada. Vale destacar que,
devido a condi¢do de concreto reforcado com fibras de aco, os valores dos modulos de
elasticidade longitudinal para os cilindros foram elevados e acima do esperado através de
equacdes normativas (ABNT, 2023). Os valores obtidos experimentalmente foram até
aproximadamente iguais triplo do estimado. Além disso, para a betonada 4, apos as reformas
internas do LEMA, apesar dos cilindros estarem devidamente armazenados dentro dos tanques

de cura, o terceiro corpo de prova nao foi localizado.

Tabela 6.3: Modulos de Elasticidade Longitudinal (GPa).

CP1 CP2 CP3 Média Desvio Padrio
Betonada 1 | 83,86 67,99 67,99 73,28 9,16
Betonada 2 | 7925 107,42 | 85,31 90,66 14,83
Betonada 3 | 9333 68,85 76,82 79,67 12,48
Betonada 4 | 188,41 | 82,69 - 135,55 -

Fonte: Elaborada pelo autor (2024).
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6.6.3 Flexao de 3 pontos

As vigas de concreto reforcado com fibras de ago foram rompidas sob um ensaio de
flexdo de 3 pontos, conforme recomendagdes do RILEM TC-50 FMC (1985), com

representacdo esquematica e real apresentadas nas Figura 6.21 (a) e (b), respectivamente.

Figura 6.21: Ensaios de flexdo das vigas.

@) ‘ (b)

Fonte: Elaborada pelo autor (2024).

Com base nos resultados dos ensaios de flexao, foi aplicada a equacdo (6.1), para o

calculo da energia de fratura de todas as vigas, de todas as moldagens, com resultados dispostos
na Tabela 6.4:

Tabela 6.4: Energia de Fratura do concreto (Nmm/mm?).

Média
Betonada 1 3,36
Betonada 2 4,13
Betonada 3 3,51
Betonada 4 3,79

Fonte: Elaborada pelo autor (2024).

6.6.4 Ensaios das placas de concreto refor¢ado com fibras de ago
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Os ensaios das placas de concreto reforcado com fibras de ago se deram conforme
disposto na secdo 6.4. Com base na metodologia do ensaio, foi possivel obter os graficos de
Forca vs. Deslocamento até uma deflexdo de 10 mm do centro da placa (curso maximo do
LVDT) (Figura 6.22 (a)). Apds atingir este deslocamento, o aparato para fixacao do LVDT foi
removido e a placa foi ensaiada até apresentar aberturas de fissura consideraveis (Figura 6.22
(b)). Note que para esta etapa do ensaio, as placas continuaram a ser monitoradas com a célula

de carga (Forga) e com a camera digital (abertura de fissuras).

Figura 6.22: (a) vista lateral e (b) superior da placa durante o ensaio.

(a) (b)

Fonte: Elaborada pelo autor (2024).

As curvas de Forga vs. Deslocamento sdo apresentadas na Figura 6.23. Note que, para
a placa da betonada 3 a curva apresenta comprimento reduzido. Isto se deve pois durante o
ensaio o programa Itom parou de responder, ndo gravando os resultados do ensaio. Além disso,
para a placa da betonada 4, devido a erros para iniciar a gravacdo dos dados, os resultados

também nao foram obtidos.

Com base nas gravacgoes efetuadas com a camera digital, foi possivel aplicar a técnica
de correlacdo de imagens digitais ao ensaio e obter a abertura de fissuras. A partir da Figura
6.24, ¢ possivel notar que o padrdo de fissuracao observado durante o ensaio (a), foi recuperado
com a técnica de CID (b). Desta forma, este procedimento pode ser replicado para diferentes
estagios de carregamento atuantes nas placas (Figura 6.25). Note que os resultados do Correli-
Q4 saem em unidades de pixel, sendo necessario efetuar uma conversao dos valores para uma

unidade de distancia, a partir de relagdes lineares de um comprimento conhecido da imagem.



Figura 6.23: Graficos de Forga vs. Deslocamento no centro das placas.
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Figura 6.25: COD para diferentes estagios de carregamento.

40

Forga (KN)

== Placa Experimental 1

5 ——Placa Experimental 2

6

0 3
Deslocamento (mm)
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Com base nos resultados para diferentes estagios de carregamento ao longo do ensaio,
¢ possivel definir curvas de Forga vs. COD no centro da placa para os ensaios das placas. Uma
vez que a placa referente a betonada 3 apresentou problemas de gravacao dos dados de forca de
parte do ensaio, seus resultados foram omitidos.

Figura 6.26: For¢a vs. COD.
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Fonte: Elaborada pelo autor (2024).



120

7 RESULTADOS E DISCUSSOES

Com base nos elementos finitos propostos foi possivel reproduzir exemplos numéricos
e experimentais, a fim de validar e verificar a qualidade dos modelos, desde objetividade de

solugdo até a posi¢des de fissuras e seu valor de abertura.

E de ciéncia que o valor do modulo de elasticidade adotado para simulagdes numéricas
pode variar significativamente, em comparacao a resultados obtidos através de ensaios
experimentais ou através de equacdes normativas (ABNT, 2023), especialmente para estruturas
concreto. Note que esta variavel pode ter significativa alteragdo de acordo com diversos
critérios, como heterogeneidade do concreto. De acordo com Cordeiro (2015), outras hipoteses
simplificadoras também causam influéncia no valor do mddulo de elasticidade das simulagdes
numéricas, como as condi¢des de aplicacdo do carregamento e das reagdes de apoio, que sao
admitidos como pontuais, porém ocorrem em uma area da estrutura. Além de condigdes de
rigidez do atuador hidraulico e da estrutura de reacdo. Além disso, o principal objetivo desta
tese ¢ a avaliacdo dos modelos nao lineares, especialmente no que se refere a resposta apos a
capacidade maxima das estruturas. Desta forma, em vista dos fatos mencionados, dentro do
presente estudo foi optado por realizar a calibragdo dos méddulos de elasticidade longitudinal
do concreto, de modo que o trecho de resposta elastica das simulagcdes numéricas se

aproximasse dos trechos observados experimentalmente.

7.1 Analise de Placas de concreto reforcado com fibras de aco
7.1.1 Discrete Kirchhoff Triangle (DKT)

7.1.1.1 Objetividade de Solu¢do

A partir da implementa¢ao numérica do elemento finito proposto no PEEF foi possivel
resolver exemplos de placas, considerando os efeitos nao lineares fisicos, com diferentes
configuragdes de geometria. No entanto, vale ressaltar que a formulagdo do elemento DKT ¢
restrita ao caso de placas delgadas. Desta forma, ¢ recomendado que a razao entre o lado dos
elementos finitos e suas espessuras sejam elevadas, a fim de evitar que os efeitos de

cisalhamento sejam consideraveis.
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Considere o exemplo de uma placa quadrada genérica, unicamente para avaliacdo
académica, simplesmente apoiada ao longo de todo o seu contorno, sem a possibilidade de
levantamento das bordas, como mostrado na Figura 7.1. A placa tem lado L igual a 5000 mm,
espessura 4 igual a 150 mm e com carga concentrada P aplicada no seu centro. Admitem-se,
ainda, as seguintes propriedades fisicas hipotéticas para a placa: mddulo de elasticidade
longitudinal igual a 5600 kN/mm?, coeficiente de Poisson igual a 0,18, momento fletor critico

igual a 37,5 kN mm/mm e o pardmetro ¢ da LDNL igual a —10%.

Figura 7.1: Placa apoiada, com carga concentrada em seu centro.

/ Continuamente Apoiada

L

Fonte: Elaborada pelo autor (2024).

As simulagdes foram realizadas de modo a garantir que a razdo entre o menor lado dos
elementos finitos (L) € a espessura da placa fosse superior a 4. Desta forma, foram adotados
dois tipos diferentes modelos de malhas de elementos finitos, conforme apresentado na Figura

7.2.

Figura 7.2: Malhas para o elemento de placa.

(a) (b)

Fonte: Elaborada pelo autor (2024).

Com base nestes modelos, foram geradas 5 diferentes malhas, seguindo a mesma logica

utilizada para os exemplos elésticos (Figura 3.7), apresentadas na Figura 7.3.
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Figura 7.3: Malhas de elementos finitos: (a) 32 elementos, (b) 64 elementos, (c) 72 elementos, (d) 144

elementos e (e) 256 elementos.

(b) ©)

(d)

(e)

Fonte: Elaborada pelo autor (2024).

As malhas de 32 e 72 elementos finitos sdo referentes ao primeiro modelo de malha

(Figura 7.2(a)) com diagonal simples (DS) e as malhas de 64, 144 e 256 elementos, referentes

ao segundo modelo de malha (Figura 7.2(b)), com diagonal dupla (DD). Os resultados das

curvas de Forga vs. Deslocamento para estas malhas estdo apresentados na Figura 7.4.

Figura 7.4: Objetividade do elemento finito proposto.
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Fonte: Elaborada pelo autor (2024).

Como pode ser observado, todas as solucdes dispostas na Figura 7.4 apresentam

proximidade, especialmente para as duas malhas mais refinadas (144 e 256 elementos), cuja

diferenga percentual das cargas ¢ de 3,33%. Inicialmente, para todas as malhas, os trechos

iniciais até ser atingida a carga maxima sao muito proximos. Com relagdo a carga de pico, todas

malhas apresentaram valores proximos, dentro do intervalo de 343,64 kN a 383,14 kN. Esta
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diferenca pode ser justificada pois a razao L/t variou entre os exemplos, de 8,33 (32 elementos)
a 4,17 (256 elementos). Desta forma, entre as malhas de mesmo tipo, as que apresentam

menores razoes (72 e 256 elementos) tiveram seus picos levemente superior.

As respectivas deformadas com as charneiras de dano para os exemplos simulados estao
apresentadas na Figura 7.5. Como ¢ possivel observar, considerando o problema analisado de
uma placa simplesmente apoiada em todo seu contorno, sujeita a uma carga concentrada no
centro, as posicoes das charneiras de dano estdo de acordo com o disponivel na literatura

(JOHANSEN, 1943; PINHEIRO, 1988; VAN LANGENDONCK, 1970).

Além disso, na condi¢cdo deformada ¢é possivel observar charneiras com rotagdes de dano
muito pequenas (charneiras verdes), fora da posicdo da charneira principal. Este motivo ¢
justificado pelas diferentes configuragdes de malhas. Como ¢ definido por Dias, Oliver e
Huesper (2012), o problema de viés de malha se relaciona com a tendéncia das linhas de
localizagdo de deformacdes se desenvolverem segundo uma dire¢do, influenciada pelo
alinhamento da malha de elementos finitos. E importante ressaltar que, o problema de viés de
malha difere do problema de dependéncia de malha. O primeiro problema est4 relacionado a
pequenas alteragdes nos resultados, relacionadas a quantidade e tamanhos das charneiras
inelasticas que sdo ativadas, enquanto o segundo, a grandes alteracdes nos resultados, associado
ao refinamento da malha de elementos finitos. Para maiores detalhes sobre o problema de viés
de malha, recomenda-se a leitura dos trabalhos de Cervera e Chiumenti (2006), Cervera et al.
(2010), Dias et al. (2012) e suas referéncias. Desta forma, devido a influéncia do viés de malha,
com as charneiras com rotagdes de dano menores, também ¢ possivel justificar a pequena
diferenga no pico do gréafico de Forga vs. Deslocamento, na qual as malhas do tipo Figura 7.2(a)
levam a cargas de pico levemente superior, em compara¢do com as malhas do tipo Figura
7.2(b). Por fim, a juncao destes motivos justifica a diferenca das curvas em seus poOs pico,
possuindo convergéncia diferente entre os modelos de malha, mas semelhantes para o mesmo
modelo, tornando clara a influéncia do formato de malha adotado. Portanto, ¢ admitido que a
formulagdo proposta ndo apresenta dependéncia do tamanho da malha dos elementos finitos,
ou seja, apresenta objetividade de solucao, uma vez que ¢ observado que as malhas refinadas

tendem a uma mesma solucgao.
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Figura 7.5: Malhas deformadas das placas: (a) 32 elementos, (b) 64 elementos, (c) 72 elementos, (d)
144 elementos ¢ (e) 256 elementos.
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Fonte: Elaborada pelo autor (2024).

Além disso, de acordo com Park e Gamble (2020), para placas na condi¢do aqui
analisadas, continuamente apoiadas, com a aplicacdo de uma carga concentrada em seu centro
e em que nao ¢ permitido o levantamento das bordas durante a anélise, ¢ gerada uma charneira
negativa nos cantos da placa, conforme a Figura 7.6.

Figura 7.6: Distribuicdo de charneiras nos cantos da placa.

’
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apoiada &
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Fonte: Adaptado de Park e Gamble (2000).
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Esta charneira ocorre devido a presenga do momento torgor (ou momento volvente), que
¢ maximo nos cantos das placas, que pode ser observado pela teoria elastica de placas. Estes
momentos torcores tendem a levantar os cantos da placa, porém como nao permitido o
levantamento, ocorre o surgimento das charneiras negativas. Por vezes, a consideragao destes
efeitos ¢ dificultosa, como observado por Thakkar e Pandey (2006) que ndo os consideram em

seu elemento finito.

Para os resultados das malhas deformadas das simulac¢des realizadas no presente
trabalho (Figura 7.5), € possivel observar que em todos os casos o elemento finito proposto
recuperou a presenga das charneiras negativas nos cantos, devido aos momentos volventes,
como destacado na Figura 7.7 para a malha de 64 elementos finitos. Portanto, o elemento finito
proposto apresenta boa qualidade nas solucdes, desde para a solugdo de Forga wvs.

Deslocamento, até para a distribuicao de charneiras de dano.

Figura 7.7: Charneiras negativas nas bordas da placa.
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Fonte: Elaborada pelo autor (2024).

7.1.1.2 Efeito escala

Considere o caso de varias estruturas, com carregamento e condi¢des de contorno iguais,
porém com aumento das dimensdes da estrutura mantendo uma dada proporg¢do. Este fenomeno
tem sido testado e comprovado experimental e numericamente desde o século passado. Foram
realizados testes para diferentes materiais, como em concreto (KANI, 1967; KARIHALO et al.,
2003), madeira (MOREL; DOURADO, 2011) e rochas (WANG et al., 2010). Numericamente,

este fendmeno foi reproduzido utilizando modelos baseados em integrais nao locais
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(GREGOIRE et al., 2013; HAVLASEK et al., 2016) ¢ mecanica da fratura (BAZANT, 1989;
BAZANT; PLANAS, 1997).

Desta forma, com o objetivo de mostrar que o elemento finito proposto consegue
recuperar o efeito escala, o exemplo apresentado na se¢ao 7.1.1.1 foi novamente simulado. Para
tal, foram adotadas as mesmas consideracdes 14 realizadas, admitindo propriedades ficticias (E
= 5600 kN/mm?, v = 0,18, g = -12000), de uma placa continuamente apoiada em suas bordas,
com uma carga concentrada em seu centro (Figura 7.1). Para o exemplo, foi utilizada a malha
com 64 elementos finitos, considerando que as dimensdes da placa (L), bem como sua espessura
(#) variavam seguindo a proporc¢ao L/t = 28,3. Este valor foi adotado de modo a garantir que a

menor razao de aspecto dos elementos finitos fosse igual a 5.

Além disso, admita que a distribuicao de tensdes na se¢do transversal da placa segue o
apresentado na Figura 7.8, em que o.- € a tensdo critica do material e R ¢ a resultante das forgas

na sec¢ao transversal. Do equilibrio de forcas na secao transversal, € possivel definir que:

Ocrh (7.1)
R = :
4

Portanto, o momento critico da placa ¢ dado por:

_ Ocrh? (72)

M
cr 6

Figura 7.8: Distribui¢do de tensdes na secdo transversal da placa

UC T

Ocr

Fonte: Elaborada pelo autor (2024).
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Desta forma, o momento critico das placas também foi variado, de acordo com as
dimensdes da placa e com tensdo critica, adotada constante. Para os exemplos avaliados, a
tensao critica foi definida igual a 1,8 MPa. Foram adotadas 7 dimensdes de placa, iguais a 4000
mm, 5000 mm, 6000 mm, 7000 mm, 8000 mm, 9000 mm, 10000 mm. Os graficos de Forga vs.
Deslocamento para avaliar o efeito de escala estdo dispostos na Figura 7.9 e as malhas

deformadas, na Figura 7.10.

Figura 7.9: Forca vs. Deslocamento para o efeito escala.
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Fonte: Elaborada pelo autor (2024).

O comportamento das curvas de Forca vs. Deslocamento segue o padrao reportado na
literatura para a analise de efeito escala, na qual a carga de pico cresce proporcional ao aumento
das dimensdes da estrutura, além de apresentar pOs pico mais abruptos, a medida que as
dimensdes da placa aumentam. Esta tltima considera¢do pode ser observada com o calculo a

inclinacdo da reta tangente dos pds pico, como disposto na Figura 7.11.

Para a determinagdo da inclina¢do das retas tangentes foram escolhidos 2 pontos em
todas as curvas, com igual distancia em termos de deslocamento. Além disso, para facilitar a
visualizacdo da diferenca de angulacdo das retas tangentes, o eixo X das curvas de Forca vs.

Deslocamento foi ampliado 1000 vezes.

Como pode ser observado, a medida que o lado da placa aumenta, os pos pico das curvas
se tornam mais abruptos. Portanto, o elemento finito proposto também consegue recuperar o

efeito de escala para a andlise de placas delgadas.
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Figura 7.10: Malhas deformadas: (a) L = 4000, (b) L = 5000, (c) L = 6000, (d) L = 7000, (e) L = 8000,

Largura (mm)

Largura (mm)

Largura (mm)

Largura (mm)

2000
1500
1000
500

0
=500
-1000
-1500
-2000
3000
2000
1000

0
-1000
=2000
-3000

(f) L = 9000, (g) L = 10000

2000

1000

Largura (mm)
o

-1000

-2000

-3000 -2000 -1000 2000 3000 -4000 -3000 -2000 -1000 O 1000 2000 3000 4000

Base (mm) Base (mm)

(b)

3000

2000

1000

Largura (mm)
o

-1000

-2000

-3000

-2000
Base (mm) Base (mm)

(c)

-4000

4000
4000
3000
2000 2000
1000 E
E
0 © 0
3
-1000 g
-2000 =2000
-3000
-4000

-2000

-6000 -4000 -2000 0 2000 4000 6000
Base (mm) Base (mm)

(e) ®

(=]

4000
2000
-2000
-4000

-8000 -6000 -4000 -2000 2000 4000 6000 8000
Base(mm)

(2

Fonte: Elaborada pelo autor (2024).
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Figura 7.11: Inclinagdo das retas tangentes nos pos-picos.
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Fonte: Elaborada pelo autor (2024).

7.1.2  Triangulo de Momento Fletor Constante (CMT)

Esta secdo apresenta os resultados obtidos com a aplicagdo do elemento finito CMT,
para a analise de placas de concreto reforcadas com fibras de aco, incluindo os ensaios que

foram desenvolvidos durante a etapa experimental deste trabalho, descritos na se¢ao 6.

7.1.2.1 Objetividade de Solugdo

O primeiro exemplo se refere a uma placa quadrada simplesmente apoiada, com os
cantos presos, sob uma carga concentrada em seu centro (Figura 7.1). Este exemplo numérico
visa avaliar a objetividade do elemento finito de placa proposto. A placa tem dimensdes de 5 m
x5 m x 0,15 m e as propriedades fisicas para o0 modelo numérico foram definidas como: o
momento critico, o0 médulo de elasticidade longitudinal e o coeficiente de Poisson iguais a 30

kNm/m, 15 GPa e 0,2, respectivamente, e o parametro q igual a -20,0.

Com relagdo as curvas Carga vs. Deslocamento, apresentadas na Figura 7.12, é possivel
notar que os resultados para todas as malhas sdo bastante préximos, mesmo para aquelas com
poucos elementos finitos (8 e 16 elementos). As outras malhas levaram a resultados mais
proximos, cuja carga maxima foi igual a 214,7 kN e que todas as simulagdes tém pos pico

similares. Portanto, com base nesses resultados numéricos, € possivel afirmar que o elemento
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finito de placa com lei de dano ndo linear proposto ¢ independente da malha, ou seja, possui

objetividade de solucgao.

Figura 7.12: Forga vs. Deslocamento no centro da placa para diferentes malhas.
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Fonte: Elaborada pelo autor (2024).

Os resultados numéricos da rotacdo do dano sao apresentados na Figura 7.13 para as
diferentes malhas analisadas. Foram adotadas 6 malhas, considerando diagonais simples
(Figura 7.13 (a), (c), (e), (f)) e duplas (Figura 7.13 (b), (d)). Com base nestes resultados, ¢
possivel observar um mecanismo de colapso em forma de “X” para todas as malhas, o que esta

de acordo com o esperado pela literatura (JOHANSEN, 1943; PINHEIRO, 1988; VAN
LANGENDONCK, 1970).



131

Figura 7.13: Rotagdes de dano positivas para as diferentes malhas analisadas.
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Fonte: Elaborada pelo autor (2024).

7.1.2.2 Placas testadas no LEMA/UFAL

O segundo exemplo apresenta a simulacdo numérica das placas de concreto reforcado

com fibras de ago que foram testadas experimentalmente neste trabalho, com detalhes

apresentados na secao 6.
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As placas tém dimensoes efetivas de 800 mm x 800 mm x 120 mm, que o arranjo
experimental foi definido como simplesmente apoiadas, com a carga aplicada em um ponto, em
seu centro, conforme mostrado na Figura 7.14. As propriedades fisicas do concreto para as
simulagdes numéricas foram: resisténcia a tracdo, médulo de elasticidade longitudinal do
concreto e coeficiente de Poisson iguais a 3,3 MPa, 8,0 GPa e 0,2, respectivamente. A partir
destas propriedades, para o modelo proposto, 0 momento critico foi igual a 7,92 kNm/m, para
ambas as placas analisadas, e o parametro g foi igual a -10,9 e -9,3, para a Placa 1 e a Placa 2,
respectivamente. As simulagdes numéricas foram realizadas usando 144 elementos com uma
malha regular de diagonal dupla. Vale ressaltar que no presente trabalho nao foi possivel definir

uma relagao direta entre a energia de fratura do concreto e o pardmetro g do modelo.

Figura 7.14: Arranjo experimental do ensaio.
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Fonte: Elaborada pelo autor (2024).

Os resultados numéricos das simula¢des de ambas as placas sdo apresentados na Figura
7.15. De acordo com os resultados de rotacao do dano e de dano (Figura 7.15 (a)-(d)), o modo
de colapso estd de acordo com o observado experimentalmente, na qual a fissura atravessa a
largura da placa. E possivel observar que os valores de dano estio préximos de 1,0. Pela
definicao de dano, essa condicao significa que a se¢do transversal da placa esta completamente
trincada, o que ¢ corroborado pelas observagdes das placas durante os ensaios, como disposto

na Figura 6.22.

Os resultados de Forga vs. Deslocamento da simulacdo numérica também estdo de
acordo com os experimentais, conforme mostrado na Figura 7.15 (e), cuja carga maxima e fase
de amolecimento apresentam respostas em concordancia com as envoltdrias experimentais. Os
resultados de COD também sao de acordo com as envoltorias experimentais, durante todo o

teste, como pode ser observado pelas curvas Forga vs. COD, apresentadas na Figura 7.15 (f).
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Figura 7.15: Resultados de (a) rotagdo de dano e (b) danos para a placa 1, (c) rotagdo de dano e (d)
danos para a placa 2 e (e) curvas de Forca vs. Deslocamento e (f) Curvas de Forga vs. COD.
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Fonte: Elaborada pelo autor (2024).

7.1.2.3 Placas octogonais

O terceiro exemplo testado numericamente ¢ uma série com trés placas octogonais de

concreto reforcado com fibras de ago, com diferentes espessuras, testadas experimentalmente

por Michels et al. (2013). Os testes das placas foram feitos aplicando uma carga simétrica em

torno de uma coluna, por meio de 8 cilindros hidraulicos, conforme mostrado na Figura 7.16

(a), que também apresenta o diametro da regido de carregamento, o diametro total da placa e o
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tamanho da coluna de apoio quadrada, de lado igual a 350 mm. Observe que os pontos de
aplicacdo de carga estdo localizados a uma distancia radial de 150 mm da borda. Os ensaios
desenvolvidos por Michels et al. (2013) consistiram em trés placas de mesmo formato, com
uma variacao da espessura, cujos valores foram iguais a 200 mm (Placa 1), 250 mm (Placa 2)

e 300 mm (Placa 3).

Figura 7.16: (a) arranjo experimental e (b) malha de elementos finitos adotada.
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Fonte: Elaborada pelo autor (2024).

A resisténcia a compressao do concreto foi medida apds 28 dias, usando corpos de prova
cubicos, com valor médio igual a 60,4 MPa (MICHELS et al. 2013). Os principais codigos
normativos (EUROCODE 2, 2004, CEB-FIB, 2010, ABNT, 2023) sugerem que a resisténcia a
tragdo do concreto pode ser definida a partir da resisténcia a compressao em corpos de prova
cilindricos. Elwell e Fu (1995) apresentaram uma extensa analise acerca da relagdo entre a
resisténcia a compressao de corpos de provas cubicos e cilindricos, concluindo que a resisténcia

a compressao cilindrica varia entre 55% e 96% da ctbica. Michels et al. (2013) sugere um valor
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médio de conversdo de 80%. Com isso, a resisténcia a tragdo ¢ o moddulo de elasticidade
longitudinal do concreto para as trés placas foram iguais a 4,0 MPa e 20 GPa, para a Placa 1,
3,5 MPa e 15 GPa, para a Placa 2, e 3,8 MPa e 20 GPa, para a Placa 3, respectivamente. Essa
diferenca pode ser explicada pela heterogeneidade do concreto e pelo fator de conversao de
amostras de cubo para cilindro possuir variagdes. O coeficiente de Poisson foi igual a 0,2 para
todas as placas. Para o modelo LDM proposto, o momento critico foi igual a 26,78 kNm/m,
36,46 kNm/m e 57 kNm/m, respectivamente, para as placas 1, 2 e 3. Para todas as trés placas,
o parametro q foi igual a -25,57. As simulagdes numéricas foram realizadas usando 192

elementos com uma malha diagonal simples irregular (Figura 7.16 (b)).

Os resultados de rotagdo de dano para as trés placas sdo apresentados na Figura 7.18,
em comparacdo com o padrdo de fissuracdo experimental, apresentado por Michels et al.
(2013), que ndo definiu valores para as aberturas das fissuras. Os resultados experimentais
mostram uma variacao na posi¢ao da fissura principal, mas, em todos os casos, essas fissuras
partem da regido de fixacao (coluna) em dire¢ao dos pontos de aplicagdo do carregamento. Esse
comportamento foi observado nos resultados numéricos, nos quais as rotagdes do dano também
estdo na dire¢do dos pontos de carregamento, com valores mais altos proximos a regido fixada.
As curvas de Forga vs. Deslocamento na borda para as trés placas também sdo comparadas com
os resultados experimentais, apresentadas na Figura 7.17. Para todas as placas octogonais, ¢
possivel observar que as curvas numeéricas sao bastante semelhantes as experimentais, seja em

termos da carga Ultima, seja em relagdo ao formato da fase de amolecimento.

Figura 7.17: Forga vs. Deslocamento na borda para as placas octogonais.
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Fonte: Elaborada pelo autor (2024).
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Figura 7.18: Padrdo de fissuracdo: experimental ¢ numérico para a primeira placa (a) e (b), (¢) e (d)
para a segunda placa, e (¢) e (f) para a terceira placa, respectivamente.
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Fonte: Elaborada pelo autor (2024).

7.2  Analise de Lajes

Esta secdo apresenta os resultados obtidos com o modelo proposto para a analise de

lajes. Ensaios experimentais obtidos na literatura foram avaliados a partir da analise numérica,
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cujos resultados em termos de forca e fissuragdo foram comparados. Para consultar mais

exemplos além dos aqui apresentados, consultar Cunha et al. (2024).

7.2.1 Objetividade de Solugao

O primeiro exemplo visa a analisar a objetividade da solugcdo do modelo de laje

proposto, cujos resultados experimentais foram obtidos por Sawczuk e Jaeger (1963).

O exemplo ¢ uma laje de concreto armado, quadrada com dimensdes de 1,44 m x 1,44
m x 0,06 m que foi simplesmente apoiada ao longo de todas as suas bordas, e os cantos foram
fixados, sem permitir o levantamento (Figura 7.20 (a)). Os ensaios foram realizados com a
aplicacdo de uma carga concentrada no centro da laje. O arranjo de armadura desta laje foi:
barras de aco com diametro de 4,2 mm na dire¢cdo horizontal ¢ 4 mm na dire¢do vertical,
espacadas a cada 4 cm, em ambas as diregdes. As distincias entre o centro de gravidade das
armaduras e a fibra mais comprimida da se¢do foram iguais a 4,38 cm e 4,8 cm,
respectivamente, nas direcoes horizontal e vertical. As taxas de armadura foram iguais a
aproximadamente 0,79% e 0,66% nas dire¢oes horizontal e vertical, respectivamente. As
propriedades fisicas das barras de aco foram: tensdo de escoamento, mdédulo de elasticidade
longitudinal, coeficiente de Poisson e deformagdo de escoamento iguais a 304 MPa,
115,78 GPa, 0,3 e 4,45%o, respectivamente. As propriedades fisicas do concreto foram:
resisténcia a compressao, modulo de elasticidade longitudinal e coeficiente de Poisson iguais a
18,63 MPa, 15 GPa ¢ 0,2, respectivamente (SAWCZUK e JAEGER, 1963). Com base nestas

propriedades, os pardmetros do modelo foram calculados conforme a se¢do 4.4.

As curvas de Forga vs. Deslocamento sdo apresentadas na Figura 7.19. O padrao de
fissuragdo experimental ¢ apresentado na Figura 7.20 (b), os resultados de danos do modelo
proposto para as diferentes malhas sao apresentados nas Figura 7.20 (c¢)-(g) e. Os resultados
obtidos também podem ser comparados aos obtidos por Perego (1990), o qual aplicou um

modelo de dano continuo para a analise da mesma placa (Figura 7.20 (h)).

De acordo com a distribui¢do de danos nas lajes (Figura 7.20 (¢)-(g)) e considerando as
condigdes de contorno da mesma, € possivel notar que o mecanismo de colapso esta de acordo
com as observagoes experimentais (Figura 7.20 (b)), com o esperado na literatura e com o
obtido por Perego (1990), cujos maiores valores de dano estdo em forma de “X” (SAWCZUK
e JAEGER, 1963). As malhas foram elaboradas a partir de duas configuragdes de diagonais:
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simples (Figura 7.20 (d)-(e)) e duplas (Figura 7.20 (c), (f)-(g)). Observe que, em ambos o0s
casos, o mecanismo de colapso foi mantido. Além disso, o padrdo de fissuracdo principal
responsavel pelo mecanismo de colapso foi observado para todas as simulagdes, como
apresentado na Figura 7.20, enquanto ¢ observado um padrao de fissuragcdo secundario, que
corresponde aos momentos fletores entre o inicio da fissuracdo e o momento de plastificacao,

causando pequenas variagdes nas distribui¢des de dano, entre as diferentes malhas.

As curvas de forca-deflexao nao foram influenciadas pelas diferentes configuracdes e
tamanhos das malhas, conforme apresentado na Figura 7.19. Os resultados para as cinco malhas
foram bastante semelhantes; a carga maxima foi igual a 47,17 kN, e as fases de amolecimento
foram bastante proximas para todos os exemplos testados. Além disso, Perego (1990) apresenta
que, para um deslocamento de 0,2 m, foi obtida uma carga de 25,34 kN e um dano maximo
proximo a 0,9, porém nao apresenta a curva de Forca vs. Deslocamento completa. Para essa
condicdo de deslocamento, o modelo proposto obteve uma carga de 23,02 kN e a um dano

proximo a 0,97.

Portanto, ¢ possivel concluir que o modelo ndo linear proposto para a analise de lajes ¢

independente da malha e esta de acordo com as observagdes experimentais e da literatura.

Figura 7.19: Forga vs. Deslocamento no centro da laje, para diferentes malhas.
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Figura 7.20: (a) Arranjo experimental, (b) padrao de fissuragao experimental, dano positivo para as
diferentes malhas: (c) 64 elementos, (d) 72 elementos, (e) 128 elementos, (f) 144 elementos e (g) 256
elementos e (h) distribui¢do de danos por Perego (1990).
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140

7.2.2 Laje quadrada com os cantos apoiados sob carga concentrada

O segundo exemplo analisado ¢ uma laje quadrada com dimensdes de 1,44 m x 1,44 m
x 0,06 m, cujas condic¢des de contorno foram consideradas como apoiadas em seus quatro cantos
com uma carga concentrada em seu centro. Assumiu-se que a taxa e distribuicdo da armadura
e as propriedades fisicas do ago e do concreto sdo iguais as propriedades do exemplo

apresentado na sec¢ao 7.2.1.

E possivel verificar a qualidade do modelo proposto com base na teoria das charneiras
plasticas e de modelos numéricos da literatura, em termos da carga de colapso € no mecanismo
de colapso esperado, respectivamente. A Figura 7.21 (a)-(b) apresenta os resultados numéricos
obtidos pelo modelo proposto para esse exemplo; a Figura 7.21 (c) apresenta os resultados
obtidos numericamente por Perego (1990), aplicando o modelo de dano continuo, para uma laje
com condi¢des de contorno semelhantes; e a curva forga-deflexao para o ponto central da placa

¢ mostrada na Figura 7.21 (d).

Os resultados através do modelo proposto estao de acordo com o mecanismo de colapso
teorico, que se espera que seja “‘em forma de cruz”. O padrao de fissuracao principal (Figura
7.21 (a)) € corroborado pelos resultados das rotagdes plasticas (Figura 7.21 (b)). Além disso,
também ¢ possivel notar uma charneira de dano, paralela as principais. Esse comportamento
também foi observado por Perego (1990) (Figura 7.21 (c)), que reflete que o dano ocorre em

todas as porgdes centrais da laje, mas os valores mais elevados sdo localizados no centro.

A carga de colapso também foi verificada pela teoria das charneiras plasticas, atingindo
um valor de 19,66 kN, que ¢ bastante préximo do resultado numérico obtido através do modelo

proposto, igual a 21,56 kN (Figura 7.21 (d)).
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Figura 7.21: (a) Dano positivo e (b) rotacdes plasticas pelo modelo proposto, (c) distribuicao de danos
obtidos por Perego (1990) e (d) Forca vs. Deslocamento no centro da laje.
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Fonte: Elaborada pelo autor (2024).

7.2.3 Laje quadrada sob carga distribuida

O terceiro exemplo apresentado também foi testado experimentalmente por Sawczuk e

Jaeger (1963), com o objetivo de testar o padrdo de fissuragdo de lajes sob cargas distribuidas.

O exemplo ¢ uma laje quadrada com dimensdes de 1,44 m x 1,44 m x 0,06 m que foi
simplesmente apoiada ao longo de todas as suas bordas, e os cantos foram restringidos. Os
testes experimentais foram realizados com a aplica¢do de uma carga uniformemente distribuida
sobre sua area. A geometria da laje, taxa e distribuicdo da armadura e as propriedades fisicas

dos materiais eram iguais as do primeiro exemplo apresentado na se¢ado 7.2.1.

A simulagdo numérica foi realizada com 1/4 da laje, totalizando 64 elementos, usando
uma malha regular de diagonal dupla. Os resultados experimentais e numéricos sao

apresentados na Figura 7.22.
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E possivel notar que a distribuicio de danos é bastante semelhante a rede de fissuras
observada experimentalmente, com os maiores valores de dano para a regido do mecanismo de
colapso (formato de X), conforme observado pelas rotagdes plasticas (Figura 7.22 (e)). Também
¢ possivel notar que outras linhas de dano, paralelas as principais (Figura 7.22 (a) e (c)), com
danos proximos a metade dos maiores, semelhantes as observagdes experimentais, assim como
a distribuicao de danos na parte central da laje (quadrado). Além disso, como os cantos da laje
foram fixados, espera-se a ocorréncia de dano devido ao momento volvente, o que também foi
observado em experimentos (Figura 7.22 (b)) e numericamente (Figura 7.22 (d)). A abertura
dessas fissuras negativas ¢ proxima as observadas nas fissuras positivas, paralelas a principal.
Isso também foi obtido pelo modelo numérico, cujo valor de dano foi préximo a 0,25. A curva
numérica de forga-deflexdo também foi bastante proxima da experimental (Figura 7.22 (f)),

para todos os estagios de carregamento.

Vale destacar que, gragas a consideragdo do modelo em permitir a abertura de charneiras
por critérios de resisténcia da laje na secdo e dos momentos fletores atuantes, ndo sendo
impostas limitagcdes da regido de fissuras, € possivel recuperar numericamente com alta precisao
os resultados de fissuragdo, desde sua iniciagdo até a propagacdo das redes complexas de

fissuras.
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Figura 7.22: Padrao de fissuragdo experimental: (a) momentos fletores positivos e (b) negativos
(SAWCZUK e JAEGER, 1963), resultados numéricos: (c) dano positivo, (d) dano negativo, (e)
rotagdes plasticas positivas e (f) Forca vs. Deslocamento no centro.
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Fonte: Elaborada pelo autor (2024).

7.2.4 Laje quadrada assimétrica com duas bordas livres

Sawczuk e Jaeger (1963) também testaram lajes assimétricas sob cargas concentradas.
A geometria, a armadura e as propriedades fisicas também foram iguais as do primeiro exemplo.

As condi¢des de contorno para esse exemplo sdo duas bordas ortogonais simplesmente
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apoiadas, com um ponto de deslocamento controlado e uma carga concentrada em seu centro,
conforme mostrado na Figura 7.23. Para essa laje, Sawczuk e Jaeger (1963) ndo apresentaram
a curva Forga vs. Deslocamento, apenas o padrao de fissuragdao experimental. Devido ao bom
ajuste dos resultados nos exemplos anteriores, os resultados numéricos de dano e rotagdo
plastica pelo modelo proposto foram relacionados ao padrdo de fissuragdo experimental, que
sdo apresentados na Figura 7.24. A curva numérica de Forca vs. Deslocamento também ¢
apresentada. A simulagdo foi realizada com 256 elementos ¢ uma malha regular de diagonal

dupla.

Figura 7.23: Arranjo experimental.
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Fonte: Elaborada pelo autor (2024).

Os resultados de dano (Figura 7.24 (b)) estdo compativeis com as fissuras observadas
experimentalmente (Figura 7.24 (a)), em que os principais valores de danos comegam a partir
das bordas de apoio simples até o centro da laje e com valores de danos mais altos perto do
ponto médio das bordas livres. Esses detalhes sdo corroborados pelas rotagdes plasticas (Figura
7.24 (c)). Além disso, também ¢ possivel notar que ha rotagdes plésticas na dire¢do das bordas
simplesmente apoiadas, ou seja, os valores de dano nessa regido sao consideraveis (momentos
fletores normais as arestas superiores ao momento de plastificagdo), como foi observado
experimentalmente. A curva Forca vs. Deslocamento apresenta um aumento nas rotagdes

plasticas proximo a 25 kN, e a carga de colapso numérico para essa laje foi igual a 30,74 kN.
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Figura 7.24: (a) Fissuras positivas experimentais, (b) danos positivos, (c) rotagdes plasticas positivas
numéricas ¢ (d) Forca vs. Deslocamento no centro da laje.
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Fonte: Elaborada pelo autor (2024).

7.2.5 Laje em formatode T

Pinheiro (1981) teve como objetivo investigar o comportamento experimental de lajes
em forma de T, engastadas ao longo de todas as bordas, sob um carregamento uniformemente
distribuido. O autor testou 4 lajes para essa condi¢do, verificando os padrdes de fissuracao
devido a momentos fletores positivos € negativos e os resultados de Forca vs. Deslocamento.
A carga foi aplicada por meio de quatro cilindros hidraulicos e algumas estruturas rigidas para
distribuir a carga em 64 pontos na area da laje, conforme mostrado na Figura 7.25 (a). A

deflexdo para as curvas de forca-deflexdo foi medida no ponto “d” (Figura 7.25 (b)).

As lajes tinham dimensdes da mesa de 1,20 m x 0,40 m e da alma de 0,40 m x 0,40 m
(Figura 7.25), cuja espessura era igual a 0,02 m para ambas as regides. A armadura foi igual
para ambas as camadas (momentos fletores positivos e negativos), cujo diametro foi igual a
1,26 mm, espagadas a cada 2,5 cm, para ambas as dire¢des, € o cobrimento de concreto foi igual
a 1,25 mm. O ago apresentou uma tensdo média de escoamento, modulo de elasticidade

longitudinal, coeficiente de Poisson e deformagdo especifica de escoamento iguais a 284.,4
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MPa, 109,74 GPa, 0,3 e 4,7%o, respectivamente. A resisténcia a compressdo do concreto, o
modulo de elasticidade longitudinal experimental para os corpos de prova, o mddulo utilizado
para simulagao numérica e o coeficiente de Poisson foram iguais a 24,72 MPa, 26 GPa, 5,0 GPa

e 0,20, respectivamente (PINHEIRO, 1981).

Figura 7.25: Placa em forma de T: (a) configuracao do teste e (b) condi¢des de contorno (PINHEIRO,

1981).
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Fonte: Elaborada pelo autor (2024).

Pinheiro (1981) desenhou manualmente a rede de fissuragdo de todas as lajes
separadamente e sobrep0Os a rede de fissuracdo das 4 lajes para cada amostra em uma Unica
figura. Para a laje avaliada, as condigdes de fissuracdo devido aos momentos fletores positivos
e negativos sdo apresentadas na Figura 7.26 (a) e na Figura 7.26 (b), respectivamente. No

entanto, nao houve diferenca na espessura das linhas de fissura nas figuras apresentadas por
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Pinheiro (1981). A simulagdo foi realizada com 128 elementos, considerando a simetria, € uma

malha regular de diagonal dupla.

Figura 7.26: Condigdes de dano para laje T: (a) Fissuras positivas e (b) negativas experimentais
(PINHEIRO, 1981), (c) danos positivos e (d) danos negativos, (e) rotagdes plasticas positivas e (f)
rotagdes plasticas negativas.
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Fonte: Elaborada pelo autor (2024).

A distribuicao de dano devido aos momentos fletores positivos esta de acordo com os
resultados experimentais (Figura 7.26 (c) e (e)), em que as linhas de dano estdo voltadas para
os cantos das lajes em T. Além disso, também se observa que ha danos no canto entre a alma e

a mesa da laje, e os danos mais altos estdo localizados no centro da mesa, com a armadura
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passiva escoando, devido aos resultados de rotagdes plasticas. O dano devido aos momentos
fletores negativos também ¢ bastante semelhante aos experimentais (Figura 7.26 (d) e (f)), com
danos ao longo de todas as bordas engastadas. Além disso, também sdo observadas as linhas de
dano radial nos cantos da laje e a linha de dano na regido entre a alma e a mesa. As curvas de
Forca vs. Deslocamento sdo apresentadas na Figura 7.27, onde os resultados numéricos também

estdo proximos dos experimentais.

Figura 7.27: Curvas de For¢a vs. Deslocamento da laje medidas no ponto “d”.
8.0 r
70
6.0 r
50
CL N S - — et

(tf/m?)

o0

30 L -5

Car;
(9%

20

Envoltoria Experimental
1.0

- - = Numérico
0.0 A

0 3 6 9 12 15
Deslocamento (mm)

Fonte: Elaborada pelo autor (2024).

7.3 Analise de Cascas

7.3.1 Laje em formatode T

O primeiro exemplo ao qual o modelo de casca foi aplicado consiste em uma laje em
formato de T, com mesmas dimensdes a apresentada na se¢do 7.2.5, experimentalmente
ensaiada por Pinheiro (1981). Para este exemplo, as condi¢des de carregamento foram
mantidas, conforme apresentado na Figura 7.25. Em relacao as condi¢des de contorno, Pinheiro
(1981) aplicou uma condigdo de engaste movel ao longo do contorno de toda a laje. Desta
forma, os deslocamentos transversais ao plano médio da laje e os giros foram impedidos,
enquanto os deslocamentos no plano da placa foram permitidos. O autor também testou 4 lajes
para essa condi¢ao, verificando os padrdes de fissura¢do devido a momentos fletores positivos

e negativos e os resultados de Forga vs. Deslocamento.

A armadura passiva da laje foi distribuida de forma similar ao descrito na se¢@o na segao

7.2.5, com barras de didmetro de 1,26 mm, espacadas a cada 2,5 cm, em ambas as diregoes.
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Com relacdo as propriedades dos materiais, a ago apresentou uma tensao média de escoamento,
moédulo de elasticidade longitudinal, coeficiente de Poisson e deformacdo especifica de
escoamento iguais a 294 MPa, 109,74 GPa, 0,3 e 5,1%o, respectivamente. A resisténcia a
compressao do concreto, o modulo de elasticidade longitudinal experimental para os corpos de
prova, o modulo utilizado para simulacdo numérica e o coeficiente de Poisson foram iguais a

24,72 MPa, 26 GPa, 2,0 GPa ¢ 0,20, respectivamente (PINHEIRO, 1981).

Os padrdes de fissuracao da laje foram elaborados de forma analoga por Pinheiro (1981),
o qual desenhou o padrao de fissuracdo de cada laje e, por fim, sobrepds todos os padrdes. Para
a laje avaliada, as fissuragdes devido aos momentos fletores positivos e negativos sio
apresentadas na Figura 7.28 (a) e na Figura 7.28 (b), respectivamente. A simulagdo com o
modelo proposto foi realizada com 128 elementos, considerando a simetria, ¢ uma malha

regular de diagonal dupla.

Com base nos resultados de dano, sejam os positivos, sejam os negativos (Figura 7.28
(c)-(d)), é possivel observar que a distribui¢do destes estdo de acordo com o observado
experimentalmente. Os principais valores de dano ocorrem no centro da mesa, além da borda
da laje, onde a condi¢do de engaste movel foi estabelecida, fato corroborado pelas rotagdes

plasticas (Figura 7.28 (e)-(f)).

O resultado da curva Forga vs. Deslocamento esta apresentado na Figura 7.29, no qual
¢ possivel notar que o resultado do modelo numérico estd totalmente contido dentro da
envoltoria experimental apresentada por Pinheiro (1981). Além disso, note que, uma vez que
para este exemplo de casca sao permitidos os deslocamentos no plano, o ensaio e a simulacao
apresentaram deslocamentos transversais mais elevados, de 12 mm (exemplo de laje) para 25

mm (elemento de casca).
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Figura 7.28: Condicoes de dano para casca T: (a) Trincas positivas e (b) negativas experimentais
(PINHEIRO, 1981), (c) dano positivos e (d) dano negativos, (e) rotagdes plasticas positivas e (f)
rotacOes plasticas negativas.
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Figura 7.29: Curvas de Forga vs. Deslocamento da casca medidas no ponto “d”.
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Fonte: Elaborada pelo autor (2024).

7.3.2 Segmento de revestimento de tlinel

Finalmente, o Gltimo exemplo a ser avaliado consiste em um segmento de revestimento
de tunel (arco) testado por Abbas ef al. (2014) em laboratdrio. Estes autores visavam estudar a
resposta estrutural de um revestimento de tunel de concreto pré-moldado, no qual moldaram
um segmento de arco, em escala real, de um tinel de metr6 do Canada. O arco foi ensaiado
segundo um teste de flexdo de 3 pontos, com uma carga monotdnica, conforme apresentado na
Figura 7.30 (a). O arco tinha distancia entre os apoios, largura e espessura iguais a 300 cm, 150
cm e 235 mm, respectivamente. A resisténcia a compressao almejada do concreto, médulo de
elasticidade longitudinal para a simulagao numérica e coeficiente de Poisson sdo iguais a 60
MPa, 10 GPa e 0,20, respectivamente, e a resisténcia ao escoamento do ago, igual a 450 MPa.
A armadura passiva foi executada com vergalhdes de 8,6 mm, 11,3 mm e 14 mm, com
distribui¢do apresentada na Figura 7.31. A simulagdo com o modelo de casca foi desenvolvida
com 128 elementos, considerando a simetria do problema, e uma malha regular de diagonal

dupla.

Os resultados de distribui¢ao de dano (Figura 7.30 (c)) e rotagdes plasticas (Figura 7.30
(d)) podem ser confrontados com o padrdo de fissuragdo experimental apresentado por Abbas
et al. (2014) (Figura 7.30 (b)). Note que, como esperado, o mecanismo de colapso ¢ definido
através da fissuracao e escoamento do concreto na regido central do arco, onde os momentos

fletores sdo maximos, fato observado pelos maiores valores de dano e a concentragdao das
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rotagdes plasticas nessa regido. Além disso, como observado experimentalmente, fissuras
paralelas a principal também ocorre, em intensidades menores. Esta observacdo também foi

recuperada com o modelo numérico, com valores de dano intermediarios.

Figura 7.30: Exemplo de Arco: (a) aparato experimental, (b) padrdo de fissuragdo (ABBAS et al.
2014) e distribuicao de (c) dano e (d) rotagdes plasticas.
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Fonte: Elaborada pelo autor (2024).

O resultado em termos da curva de Forg¢a vs. Deslocamento também pode ser comparado
ao observado experimentalmente e apresentado por Abbas et al. (2014) e com o resultado
numérico desenvolvido por Brito et al. (2020), a partir da simulagdo com um elemento de arco.
E possivel notar que a curva com o modelo proposto de casca esta mais proxima ao resultado
experimental, em comparacao ao modelo de Brito et al. (2020). Isto se deve pois o modelo
proposto recupera os danos proximos ao dano principal, que levam a uma reducdo da rigidez

do elemento no estado fissurado.
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Figura 7.32: Forga vs. Deslocamento no centro do Arco.
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8 CONCLUSOES

A avaliacdo de estruturas de forma precisa, incluindo a nao linearidade fisica, ¢
imprescindivel para a andlise estrutural, uma vez que a nao considerag¢do destes efeitos pode
levar a falha de uma estrutura a niveis de carregamento inferiores aos de projeto, devido a
problemas de concentragdes de tensdes e o problema da localizagdo de deformagdes. Desta
forma, o presente trabalho objetivou contribuir com o desenvolvimento da teoria nao linear
mecanica do dano concentrado, a partir da proposta de novos modelos para a avaliacdo de

placas, lajes e cascas.

Com base em referéncias da literatura, foram adotados dois elementos finitos classicos,
o Discrete Kirchhoff Triangle (DKT), apresentado por Batoz et al. (1980), e o Constant
Moment Triangle (CMT), proposto por Morley (1971). A partir das formulagdes classicas
destes elementos, € proposta a adaptagao da varidvel cinematica do problema, visando contornar

o problema da localizacao de deformacgdes (de curvaturas para rotacdes normais as arestas).

O elemento DKT foi desenvolvido para a analise de placas de concreto simples e
concreto refor¢ado com fibras, no qual os efeitos ndo lineares foram definidos através da
variavel de rotacdes de dano, nas arestas do elemento. Além disso, as leis de evolucdo das
rotacdes de dano foram propostas com base no discutido por Teles et al. (2023), com fase de
amolecimento com queda exponencial, cujo comportamento reproduz de modo mais fidedigno
o observado experimentalmente. No entanto, para este elemento, foi observado um problema
de convergéncia dos resultados além de alteragdes no que se refere aos graficos Forca vs.
Deslocamento, devido a problemas relacionados ao viés de malha. Além disso, quando
avaliados os momentos fletores normais as arestas, ¢ possivel observar que o elemento garante
o equilibrio nodal, porém os momentos fletores entre arestas adjacentes sdo diferentes. Esta
resposta torna invidvel o uso deste elemento para modelos que utilizem a varidvel de dano
diretamente, por ser calculado para cada elemento finito. Note que, para o modelo proposto,
cujas variaveis ineldsticas sao as rotagdes de dano, esta distribuicdo de momentos fletores nao
invalida os resultados, uma vez que as rotagdes de dano das arestas sao dadas pela soma das
rotagdes de dano da aresta de cada elemento que a compde. Além disso, também foi observado
um alto custo computacional para as simulacdes aplicando este elemento, o que o dificulta

aplicacdes em larga escala.
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Com base nestas observagdes, o elemento CMT também foi desenvolvido para a analise
de placas de concreto simples e concreto reforcado com fibras. Para este elemento, a varidvel
inelastica, bem como as leis de evolucao foram adotadas de forma similar ao definido para o
elemento DKT (rotagdes de dano e lei de evolucao do dano com fase de amolecimento com
queda exponencial). Este elemento foi testado para diferentes exemplos experimentais da
literatura apresentando resultados com alta acurécia para descrever os padrdes de fissuracao
observados experimentalmente, além das curvas de Forca vs. Deslocamento. Além disso, em
comparacao ao elemento DKT, o tempo de simulagado utilizando o elemento CMT apresentou

uma consideravel reducao, com simulagdes até 14 vezes mais rapidas.

Com o objetivo de obter exemplos experimentais proprios, o presente trabalho também
desenvolveu uma campanha experimental junto ao Laboratorio de Estruturas e de Materiais
(LEMA), vinculado ao Programa de Pos-Graduagdo em Engenharia Civil da Universidade
Federal de Alagoas (PPGEC/UFAL). Desta forma, foram moldadas 4 placas de concreto
reforcadas com fibras de ago, 8 vigas e 8 corpos de prova cilindricos do mesmo concreto. A
campanha experimental completa consistiu desde a preparagdo e caracterizacdo dos materiais,
moldagem dos corpos de prova e ensaios de flexao das placas. Vale ressaltar que para os ensaios
das placas, também foi aplicada a técnica de correlagdo de imagens digitais (CID). As vigas
foram ensaiadas a flexao de acordo com o recomendado pelo RILEM TC-50 FMC (1985), para
a obtencdo da energia de fratura do concreto. Portanto, com base nos resultados obtidos
experimentalmente, as placas também foram simuladas numericamente com o modelo proposto
baseado no elemento CMT. Foi observado que o modelo proposto recuperou com boa precisao
os resultados experimentais, em termos das regides de fissura¢do, curva de Forca vs.

Deslocamento ¢ curva de Forga vs. Abertura de Fissuras (COD).

O presente trabalho também desenvolveu um novo modelo para a anélise de placas de
concreto armado (lajes), também utilizando o elemento CMT. O modelo foi elaborado a partir
de adaptacdes do elemento para andlise de placas, nos quais as variaveis inelasticas foram
definidas como o dano e as rota¢des plasticas, que puderam ser diretamente relacionadas com
a fissuracao do concreto e o escoamento da armadura, respectivamente. Note que os parametros
do modelo podem ser obtidos unicamente a partir das propriedades fisicas e geométricas das
lajes. O modelo foi aplicado para lajes com diferentes condi¢des de contorno, de carregamento
e formatos, comparando os resultados de fissuracdo e das curvas de for¢ca deslocamento. Foi
possivel observar que o modelo proposto recuperou com alta precisao o processo de iniciagao

e propagacdo de redes complexas de fissuras de todas as lajes analisadas. O modelo também
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recuperou com boa precisdo os resultados das curvas de Forca vs. Deslocamento em
comparagdo a valores experimentais, com a teoria das charneiras plasticas e com um modelo

de dano continuo.

A avaliagao de problemas nos quais os esfor¢os axiais apresentassem influéncia também
foi considerado no presente trabalho. Desta forma, foi realizada a adaptacdo do elemento finito
Constant Strain Triangle (CST), a fim de alterar a variavel cinematica do mesmo de
deformacdes especificas para alongamentos. Note que este elemento foi mantido em regime
elastico linear. Visando a avalia¢ao de problemas de cascas de concreto armado, foi realizado
o acoplamento direto entre o elemento de laje proposto e o elemento CST, admitindo a
superposicdo de efeitos. Portanto, os efeitos inelasticos do problema eram referentes ao
elemento de laje (dano e rotagdes plasticas). O modelo foi testado para exemplos com diferentes
condig¢des de contorno e carregamento: uma laje em forma de T, com deslocamentos no plano
permitidos e um arco, ensaiado a flexao de 3 pontos. Os resultados obtidos mostraram uma boa
capacidade do elemento para avaliar problemas de casca, obtendo respostas com precisao

elevada, em termos de fissuragdo e cargas maximas.

Vale ressaltar que para todos os modelos desenvolvidos neste trabalho foi avaliada a
objetividade de solucdo (ou independéncia de malha), problema recorrente em modelos nao
lineares. Com base nos estudos desenvolvidos, foi possivel confirmar que os modelos sao
independentes de malha e, portanto, apresentam objetividade de solugdo. Além disso, ¢ possivel
destacar a flexibilidade dos modelos no que se refere a formagao dos mecanismos de colapso.
Enquanto algumas teorias necessitam de um direcionamento da regido de fissuragao ou, devido
a problemas computacionais, limitar as regides de possiveis danos, todos os modelos
apresentados permitem que o processo de fissuragdo se inicie e propague unicamente de acordo
com os niveis de momentos fletores normais as charneiras, sem quaisquer tipos de restrigao.
Além disso, destaca-se que os calculos de todos os parametros dos modelos estdo diretamente
relacionados com as propriedades fisicas e geométricas dos exemplos avaliados. Portanto, este

tipo de consideracdo podera permitir as aplica¢des praticas do modelo no futuro.

Em trabalhos futuros, recomenda-se realizar a proposta de um novo modelo de placas,
de modo a considerar os efeitos de cisalhamento. Com relagao ao elemento de lajes, recomenda-
se uma adaptagdo do modelo, de modo a considerar efeitos de corrosdo na armadura. Para o
elemento de cascas, recomenda-se a alteracdo do elemento referente aos efeitos no plano,
utilizando o elemento Linear Strain Triangle (LST), além de considerar efeitos inelasticos para

este elemento (fissuracao por tragdo € compressao).
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APENDICE A: CAMPO DE DESLOCAMENTOS

A equagdo cinematica proposta do elemento DKT relaciona as rotagdes normais as
arestas com os graus de liberdade do elemento finito. Para isto, com base na formulagdo
proposta por Morley (1971), é necessario a defini¢do do campo de deslocamentos verticais dos
elementos finitos. Desta forma, por conveniéncia, o processo de elaboragdo e o equacionamento

deste campo, em funcao dos graus de liberdade, ¢ apresentado neste apéndice.

Considere que o campo de deslocamentos verticais pode ser definido de acordo com a
equacdo (3.17) e que as rotacdes dos nds nas direcdes X e Y sdo dadas pela equacgdo (3.14).
Desta forma, € possivel montar um sistema de equagdes lineares que relaciona as incognitas do

referido campo com os graus de liberdade dos elementos finitos (equagado (A. 1)):

W(x;,y) =w;
aw 9
Y = Uy,
oy X=X3,Y=Yi
oW L,
0X ly=x,y=y, 7t
W(x;,y;) = w;
aw
9 = Ox)
y x=xj,y=yj (A 1)
aw L,
ox R )
W (xk, Vi) = wi
aw p
Y = Uxk
oy X=X, Y=Yk
aw L,
0X lx=xy=yi »k

Com base na equacgao (A. 1) e considerando o sistema de coordenadas paramétricas para
tridangulos (equagoes (3.18) e (3.19)), € possivel determinar os coeficientes que compde o campo

de deslocamentos transversais do elemento DKT:
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XY, —XY3 = XY T X3Y3 T X3V — X3Y; Xy1 — XYz — X1y + X1Y3 + X3y — X3)1 XY1 = XY — X1y T+ X1Y2 T XY — X3)1
W(-x! }’) = w; — Wj + Wy
2A 2A 2A
_ (xy, = xy3 — Xy + X3 + X3V — X3Y,) (XY — XY3 — X1y + X1Y3 + X3y — x33’1)(_x19y,j + %30y + Y10, — Y20, j —w; + Wj)
442
_ (xy1 = xy3 — X1y + X1 Y3%3Y — x3y1)(xy1 — XY — X1y T X1V, + X2V — xz}’1)(_x29y,k + %30y 1 + VoOux — V3l —W; + Wk)
4A2
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843
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APENDICE B: USO DO PROGRAMA ITOM

O programa computacional Itom é desenvolvido principalmente pelo Instituto de Optica
Técnica da Universidade de Stuttgart, na Alemanha. O Itom ¢ um programa desenvolvido em
Python que permite criar interativamente medi¢des com equipamentos laboratoriais, até simples

cameras. E também capaz de geragio, extragdo e analise de dados (ITOM, 2018).

Para seu uso, inicialmente deve-se conectar o equipamento de medigao, seja células de
carga, LVDTs ou strain gauges, ao equipamento Spider8. Além disso, ¢ necessario conectar o
Spider8 ao computador que serd responsavel pelo armazenamento dos dados, utilizando um
cabo do tipo RS232-USB. Realizados estes procedimentos, ¢ possivel executar o programa
Itom. Iniciada a interface do Itom ¢ possivel abrir codigos de Python, os quais sao utilizados
para a medicdo das analises. Para as atividades desenvolvidas, foi utilizado o codigo
“measureSeries.py” para a calibracdo de todos os equipamentos (para mais detalhes, ver se¢ao
6.4) e o codigo “measureSeriesLTM.py” para as medigdes dos ensaios. A principal diferenca
destes codigos € que no primeiro os pontos sao salvos manualmente, de acordo com o interesse
do usuario, enquanto no segundo, o usudrio define uma frequéncia de salvamento dos dados e
o programa os salva automaticamente. Este apéndice trata do uso do cddigo
“measureSeriesLTM.py”. Para mais detalhes sobre outros cddigos e funcionalidades, consultar

a documentagao original do Itom.

Aberto o codigo de interesse, ¢ possivel executd-lo através da propria interface ou
clicando na tecla “F5”. Feito isto serd aberta uma nova janela para as medigdes. Em algumas

ocasides € possivel que surja o erro apresentado na Figura B. 1:

Figura B. 1: Erro da interface do Itom.

¥ ERROR X

0 Serial port not open or HBM not initialized

Fonte: Adaptado de Itom (2018).

Este erro pode se dar por 2 principais motivos: 1 —O Spider8 nao foi ligado ou conectado

ao computador; 2 — A porta USB em que o Spider8 esta conectado ndo ¢ a mesma informada
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no codigo que foi executado. Para verificar isto, ¢ necessario abrir o gerenciador de dispositivos
e verificar em qual porta COM/LPT o Spider8 foi inserido. Feito isto, na janela que foi aberta
no Itom, € possivel ir a aba “Basic Settings”, alterar o nimero da porta conectada e solicitar
reiniciar o codigo na opcao “Re-Initialize” Figura B. 2.

Figura B. 2: Configuracdo de porta do Spider8.

¥ Dialog = [m) X

o 3 ]
H = .‘9} (=2 ig + N 11‘;&‘ _i; vz-i MR . T Measurement ] Chan Settings Basic Settings

0,1_: Ser. Port [3

Re-Initialize

0,05

0]
-0,05

-0,1

Time Cha4 Cha s Cha 6 Cha7

Start / Continue Measurement I

Stop Measurement }

Reset ‘

= ]

Load ]

<« 1

[ Zero on first value

Fonte: Adaptado de Itom (2018).

Apés a reinicializacdo da janela é necessario definir as configuragdes de cada
equipamento conectado ao Spider8. E possivel captar a resposta de até 4 equipamentos por vez

usando o Itom, conforme apresentado na Figura B. 3, na aba “Chan Settings”.

Deve-se conhecer qual ¢ a ordem das entradas de equipamentos no SpiderS§, a fim de
deixar selecionadas no Itom apenas as caixas referentes aos canais em que hd equipamentos
conectados. Na caixa de selecao “Meas. Type” € possivel escolher entre duas opgdes: strain
gauges ou LVDT. A primeira op¢ao serve para strain gauges ¢ para células de carga, enquanto
a segunda, ¢ recomendada apenas para LVDTs. Além disso, ¢ importante definir a opgao
“Range”, que corresponde a voltagem de saida de cada equipamento, valor informado nos
manuais das fabricantes dos mesmos. Este valor influencia na precisao dos resultados obtidos

pelo equipamento durante as medigdes.
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Figura B. 3: Configurac@o dos equipamentos conectados ao SpiderS.

¥ Dialog - m] X
‘oh A . L
H — -‘9} - ﬂnxg + <11 ‘a'm “I=ie B 7| ¥ Y& »| Messurement | Chan settings | Basic settings |
] Channel Meas. Type  Bridge Config. Range Scale
0’1_: F 4 [Strain Gage =] [Ful ~| [12zsmvv ] [1,000
] ¥s |Strain Gage =] [Fun ~| [12smvv ~] [1,000
0,05
1 e |Strain Gage =] [Fun ~] [12smvv  ~] [1,000
0 ] "7 [Strain Gage ~| [Fun ~] [1zsmvv =] [1,000
-0,05
0,14
Time Cha 4 Chas Cha 6 Cha7
Start / Continue Measurement I
Stop Measurement |
Reset |
Save |
Load I
«| 1|
[ Zero on first value

Fonte: Adaptado de Itom (2018).

Realizada esta etapa ¢ possivel ir para a aba “Measurement”, a qual ¢ dividida em 4
areas: area de plotagem dos dados ao longo do tempo, defini¢des de frequéncia de aquisicao,
dados numéricos salvos pelo programa e comandos para iniciar ou pausar medigdes, além de

exportar os dados (Figura B. 4).
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Figura B. 4: Defini¢do da frequéncia de aquisi¢do dos dados.

| £ Dialog - a X

o = L _!_ @
H ] ‘.9} HEE"I" \1.1!&' i® & 7 X T & > | Measurement | cChan Settings | Basic Settings |

Frequency [1200 |

# Samples ]30

0,14

Meas. Time in s [0.025

0,05

Delay ins ]DAOS

0 Status [error opening default com-port, need to initialize spider via gui-button

Last Values l [

| 0,057

-0,1

C lve

@ Overview

Time Cha 4 Chas Cha 6 Cha7

Start / Continue Measurement |

Stop Measurement [

Reset \

Save [

Load l

| Ll >

| I zero on first value

Fonte: Adaptado de Itom (2018).

Na primeira regido € possivel alterar a escala do grafico. Na segunda regido, alterar a
frequéncia de salvamento, bem como o nimero de amostras que o usuario deseja salvar, de
modo que a aba informa de modo automatico o tempo em segundos entre aquisi¢oes. Além
disso, nesta segunda parte existem caixas que permitem visualizar os ultimos valores medidos
em cada canal da Spider8 ativa (Last Values). Alteradas estas opgdes, ¢ necessario voltar a aba

“Basic Settings” e reiniciar novamente antes de iniciar as medigdes.

Na terceira parte observam-se todos os dados medidos pelo Itom, em todos 4 canais (se
ativos), ao longo do tempo, porém nao ¢ possivel copiar para outros programas. Por fim, a
ultima parte desta janela permite iniciar e pausar as medi¢des, bem como resetar os dados
medidos até o momento. A ultima parte também permite exportar os dados medidos, com a
opcdo “Save”. Vale ressaltar que o [tom exporta os dados como um arquivo com extensao “.py”.
Desta forma, o arquivo exportado deve ser aberto com o Python e entdo pode ser salvo como

arquivo de texto (.txt) ou arquivo de planilha (.xIsx ou .csv).
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ANEXO A: MATRIZ DE TRANSFORMACAO CINEMATICA (DKT)

A matriz de transformagao cinematica classica do elemento finito DKT relaciona as curvaturas
de cada elemento finito com os seus respectivos graus de liberdade (equagdo (3.15)). Por

conveniéncia, esta matriz ¢ apresentada neste anexo.

" yiiHy s +yiHY,
[B(¢,m)] = > —xiiHy ¢ — xi;HYy (Anexo A. 1)
—xiHy g — xijHyy + yigHy ¢ + yiHY

T T T T s : r
onde Hy ¢, Hy,, H), ;, Hy,, sdo as derivadas dos vetores que contém as 9 componentes das

funcdes de forma do elemento DKT, em funcdo das coordenadas paramétricas & e 7,
apresentadas nas equacoes (Anexo A. 2) ao (Anexo A. 5), respectivamente.

Ps(1 —2&) + (Ps — Pe)n

q6(1 — 2§) — (g5 + qe)n
—4+6(+n)+1(1—28) —nls+71e)

—Pg(1 —28) +n(Py + P)

Hye = q6(1 — 2§) —1(q6 — q4) (Anexo A. 2)
—2+6E+1(1—28)+n(ry —16)
—Nn(Ps + P)
n(qs — qs)
—n(rs — 14)

—Ps(1 —2n) — §(Pg — Ps)
qs(1—2n) — §(qs + q6)
—4+6(+n)+rs(1—2n)—&@s+716)
§(Py+ Pg)

HY, = (94 — q6) (Anexo A. 3)
—$(16 — 14)
Ps(1—2n) —&(Py + Ps)
qs(1—2n) +§(qs — g5)
—2+6n+rs(1—2n)+ (1, —15)
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te(1—28) +n(ts — t6)
1+7rs(1—28) —n(rs + 1)
—q6(1 —28) +1(qs + q6)
—te(1—28) +n(ty +ts)

Hj: =|-14+715(1-28) +n(—rs) (Anexo A. 4)
—q6(1 —2&) —1(qs — q6)
—n(ty + ts)
n(rs —1s)
—1(q4 — qs)

—ts(1—2n) — &(ts — ts5)
14+7r5(1—2n) —&0s +76)
—qs(1—2n) +&(qs + qe)

$(ts +t6)
H}, = §(1rs —76) (Anexo A. 5)
—&(q4 — q6)

ts(1—2n) — §(ty + ts)
—1+75(1—2n) +&(ry — 75)

L —qs(1—2n) —&(qs — qs)

em que Py, ta, ga € ra podem ser definidos de acordo com a equagdo (Anexo A. 6),em que a =4,

5 e 6, para mn = jk, ki, e ij, respectivamente.

_ 6xmn
T Ly,
6Ymn
ta 2
Lmn
Anexo A. 6
q 3xmny mn ( )
¢ L2,
3Yimn
ra




