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Resumo

Na tltima década a drea da fisica da matéria mole (soft matter physics) tem utilizado a
modelagem de fluidos ativos na descri¢ao de tecidos e células bioldgicas, com o intuito
de descrever propriedades mecanicas e dindmicas destes sistemas vivos . Em particular, a
geometria efetivamente bidimensional da célula de Hele-Shaw tem se mostrado ttil para
descrever a forma e a propagacao de fragmentos do lamelipddio de células rastejantes,
que sao capazes de se locomover num substrato sélido através da polimerizacao da rede
de actina e ades@ao em pontos focais. Utilizamos um modelo de fluido ativo simplificado
em duas dimensoes com condigdes de contorno modificadas na interface para descrever
uma gota de fragmento celular . Para realizar simulagoes completamente nao-lineares do
fluxo hidrodindmico e da interface do fragmento, utilizamos um método de suavizagao da
interface entre fluidos através da introducao de um campo escalar artificial chamado de
phase-field. Nosso objetivo é utilizar métodos matematicos e computacionais da dindmica

de fluidos para descrever problemas de contorno livre com estes sistemas biologicos.

Palavras-chaves: fragmentos de lamelip6dio, Célula de Hele-Shaw, Phase-field.






Abstract

In the last decade, the field of soft matter has used active fluid modeling to describe
biological tissues and cells in order to describe the mechanical and dynamical properties of
these living systems. In particular, the two-dimensional effective geometry of the Hele-Shaw
cell has been shown to be useful for describing the shape and propagation of fragments of
the lamellipodium of crawling cells, which are capable of locomotion on a solid substrate
through actin network polymerization and adhesion at focal points. We use a simplified
active fluid model in two dimensions with modified boundary conditions at the interface
to describe a cell fragment droplet. To perform completely nonlinear simulations of the
hydrodynamic flow and the fragment interface, we use a method to smooth the fluid
interface by introducing an artificial scalar field called the phase-field. Our goal is to use
mathematical and computational methods of fluid dynamics to describe free boundary

problems with these biological systems.

Key-words: lamellipodium fragments, Hele-Shaw cell, Phase-field.
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1 Introducao

1.1 Propriedades basicas dos fluidos

Os fluidos s@o substancias que tomam a forma do recipiente onde sdao confinados
e apresentam capacidade de fluir ou escoar, e isso ocorre devido ao fato de nao existir
uma resisténcia a tensao de cisalhamento. Nessa categoria podemos incluir os gases e
os liquidos. Ao estudarmos a hidrostdtica, que se refere ao estudo dos fluidos onde nao
h& movimento relativo entre as particulas dos mesmos, conseguimos observar algumas
propriedades importantes dos fluidos, dentre elas pressao, tensao superficial e a viscosidade.
A pressao hidrostatica, que é uma forca que age perpendicularmente a uma superficie , ou
seja é uma tensao normal, indica o quao forte é a forca que o fluido exerce sobre um corpo

imerso nele.

A tensao superficial é um fenémeno que ocorre na superficie de todos os liquidos
devido ao desbalango das forcas de interacao entre as moléculas do liquido localizadas na
interface entre o fluido e o meio externo. Devido a interacao na interface do meio externo
com o fluido, a superficie torna-se uma espécie de membrana elastica, como mostrado
na figura 1. E também gracas & tensio superficial que existe o fendémeno da capilaridade,
que consiste no fato de que o fluido consegue emergir ou submegir suavemente por tubos
capilares bem finos ou poros. A miscibilidade ou nao entre fluidos diferentes também é

determinada pela tensao superficial.

Figura 1 — A forma esférica da gota de dgua é devido a tensao superficial e a interagao
com o substrato ao qual ela esta presente.

Fonte: https://brasilescola.uol.com.br/quimica/tensao-superficial-agua.htm. Acessado em:
26,/07 /2022
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Viscosidade é a propriedade fisica associada ao atrito interno que um fluido apre-
senta quando ha cisalhamento, que é um tipo de tensao gerada por forcas aplicadas em
sentidos opostos. Ela indica a facilidade ou dificuldade do fluido escoar e que exerce um
papel importante na determinacao da forma como se dao os escoamentos, uma vez que
¢é a responsavel pelo surgimento de forgas entre o fluido e os contornos do recipiente ou
solido que entram em contato com o escoamento. Um fato interessante sobre a viscosidade
é que quando ela é constante, ou seja, o fluido néo sofre alteragdo na viscosidade quando
ha aplicacao de uma tensao, entdao dizemos que este ¢ um fluido newtoniano. Entretanto,
se a viscosidade varia de acordo com a deformacao do fluido, entao ele é dito um fluido

nao-newtoniano.

Na hidrodindmica, onde o interesse é o fluido em movimento, precisamos observar
suas caracteristicas de pressao, velocidade, temperatura e densidade, além de que é preciso
considerar os atributos do recipiente que os armazenam, como &area, altura e forma, e
essa analise se faz necessaria porque os fluidos assumem a forma dos recipientes nos quais
estao inseridos. Com isso, tanto o fluido quanto o recipiente interferem no escoamento.
A principal equacao que utilizamos para modelar a dindmica dos fluidos é a equagao de

Navier-Stokes, que é andloga a segunda lei de Newton aplicado a fluidos, e é dada por,

ou
2
pl=—+(u-V)u| =-Vp+nV-u, (1.1)
ot
onde u é a velocidade tridimensional em que o fluido esta escoando, 7 é a viscosidade, p é
a pressao e p é a densidade. Além disso, se usarmos a hipétese de que o fluido nao possua
viscosidade, temos um escoamento inviscido, e nesses casos podemos modelar a dindmica

do fluido a partir da equagdo de Bernoulli dada por

2
v
p+p7 + pgh = cte. (1.2)

onde p é a pressao, p ¢ a densidade do fluido, v ¢é a velocidade, g a gravidade e h ¢ a altura.
Gragas a hidrodinamica, podemos estudar a formacao de instabilidades interfaciais entre
dois fluidos de viscosidades diferentes, as quais chamamos de instabilidade de Saffman-

taylor.

1.2 Instabilidade de Saffman-Taylor

A instabilidade de Saffman-Taylor, também conhecida como viscous fingering, é
um fendmeno que ocorre quando um fluido viscoso desloca outro mais viscoso numa
geometria confinada. Quando esse deslocamento ocorre, a interface entre os dois liquidos
imisciveis torna-se irregular, ou seja, ha uma instabilidade na interface dos dois liquidos

como mostrado na Figura 2.
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Figura 2 — Vistas superior esquematica da instabilidade de Saffman-Taylor com base em
experimentos na geometria do canal.

Menos viscoso

—

L

d o % i L
Fonte: adaptado de (MIRANDA, 1998).

A instabilidade que ocorre na interface forma um padrao cuja a causa é a diferenca
de viscosidade entre os dois fluidos, que pode ser quantificada através do contraste de
viscosidade A = L= A injecdo de um fluido no outro gera uma contribuicao desestabili-

ni+n2
zante que compete com o efeito estabilizante da tensao superficial. Para a diferenca de
viscosidade ser desestabilizante, o fluido menos viscoso tera que empurrar o fluido mais
viscoso, e caso isso nao ocorra, a contribuicao da diferenca de viscosidade sera estabilizante.
Supondo que o fluido com viscosidade 7; € injetado contra o fluido de viscosidade 7, para
A < 0 temos 1o < 11 e teremos que a interface tende a ser estavel. Se A > 0 temos que
12 > 11 e a interface entre eles tende a ser instavel. A instabilidade de Saffman-Taylor
é melhor observada em uma geometria confinada, efetivamente bidimensional, de duas
placas paralelas estreitamente espagadas, a chamada célula de Hele-Shaw como mostrada
na Figura 3. Nesse caso o escoamento o escoamento pode ser descrito matematicamente

pela lei de Darcy.

Figura 3 — Representacao esquematica de uma célula de Hele-Shaw retangular.

Fonte: (GADELHA, 2007).
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1.3 Lei de Darcy

A lei de Darcy é uma equagao que descreve o fluxo de um fluido através de um
meio poroso. Com as equagodes que governam a lei de Darcy, podemos deduzir o viscous
fingering classico em fluidos newtonianos simples. Para isso vamos considerar dois fluidos
imisciveis e incompressiveis de viscosidade 7; e densidade p; (j = 1,2 denota os diferentes
fluidos) confinado numa célula de Hele-Shaw de placas paralelas e rigidas de separagao
b, como mostrado na Figura 3 (LIRA, 2014). Vamos usar a equagao de Navier-Stokes da

seguinte forma,

Ju,
Pi [8_75] +(u; - V) uj] = —Vp; +n; V', (1.3)

onde u; ¢é a velocidade tridimensional do fluido, —Vp; ¢ a forca causada provocada pelo
gradiente da pressao e n;V2u; é o termo das forgas de atrito viscoso entre os elementos
do fluido que ¢é proporcional a viscosidade. Como estamos tratando de um escoamento
efetivamente bidimensional, podemos reduzir o fluxo de tridimensional para bidimensional
ao realizar uma média na dire¢ao transversal z, considerando condi¢oes de contorno
antiderrapantes nas placas e tomando o perfil de velocidade como parabdlico na direcao
transversal e também consideramos que os termos inerciais da eq.(1.3) sdo despreziveis
quando comparados as contribuigoes viscosas (LIRA, 2014). Como isso, obtemos a lei de

Darcy:

b2
———Vp; 1.4
1277]‘ VPJ ( )

Onde v; ¢é a velocidade bidimensional. Na interface fluido-fluido, usamos as seguinte

V; =
condicoes de contorno:

(vo—vy) - n=0 (1.5)

20?
=———8§
12 (1 + 1)
onde A é o contraste de viscosidade. Na interface também ha uma diferenca de pressao

(vo—wvi)-s [V (pr—p2) + A (V1 + V)] (1.6)

entre os fluidos devido a tensdo superficial ¢ e a curvatura da superficie entre os fluidos &,

(p1 — p2) =7k (1.7)
Como o fluido é incompressivel temos que,

Portanto, o problema é completamente determinado usando as condigoes de contorno
dadas.
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2 Motilidade celular baseada em actina

2.1 Aspectos gerais

As células sao as unidades fundamentais da estrutura e funcionabilidade de todos
os animais e plantas, e seus tamanhos variam entre 1 a 100 micrometros, sendo, em sua
grande maioria, visiveis apenas por microscopio. Algumas células possuem a capacidade de
mover-se de maneira auténoma e sustentada. A essa funcdo damos o nome de motilidade
celular, que é um fendmeno dinamico que se relaciona com uma vasta gama de processos
biologicos. Como exemplos podemos citar o desenvolvimento morfoloégico do organismo
(morfogénese), cicatrizagdo de ferimentos e metéstases do cancer. Um tipo importante de
motilidade celular sobre um substrato solido é o chamado rastejamento, produzido pela
polimerizacao de actina no citoesqueleto da célula. O citoesqueleto é uma rede de fibras
proteicas que se localiza no citoplasma das células onde esta é compostas por filamentos de
actina, microtibulos e filamentos intermedidrios, como mostra a Figura 4. Além disso, o
citoesqueleto é uma estrutura dinamica, mantida por interacoes fracas, que permitem que
ele se decomponha em uma regiao da célula e reestruture-se em outra. No citoesqueleto
encontram-se proteinas motoras que estao associadas aos diversos tipos de motilidade que
ocorrem na célula.

Figura 4 — Micrografia de fluorescéncia de um fibroblasto. Em azul temos a actina, em
vermelho os filamentos intermedidrios e em verde os microttibulos.

5 um

Fonte: (POLLARD; GOLDMAN, 2018).

O que é fundamental para entender a dinamica do movimento celular é o comporta-

mento da actina, pois ela é capaz de se polimerizar em uma extremidade e despolimerizar
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na outra, além de produzir pontos de adesao focal no substrato, através de um processo
de montagem e desmontagem de nucleotideos que sao os ATPS. Se houver ATP livre
presente no meio, a actina se liga a este ATP, monta um filamento, hidrolisa, desmonta
e assim sucessivamente repetindo esse processo. O interessante nesse processo é que ele
gera um ciclo tipo esteira indefinidamente. Devido a essa constante hidrdlise do ATP,
nesse ciclo tipo esteira o equilibrio nunca é alcancado dentro de uma célula (KEREN
et al., 2008). Um exemplo desse movimento é a locomogao lamelipodial de queratocitos
dos peixes que é mostrado na Figura 5. Os queratdcitos sao células de movimento rapido
nas quais a dinamica de adesao esta fortemente acoplada ao motor de polimerizacao de
actina que impulsiona a migragao, resultando em movimento celular altamente coordenado
(BARNHART et al., 2011).

Figura 5 — Queratécito de peixe.

Fonte: (GRIMM et al., 2003)

Para ocorrer a motilidade celular de um queratocito, a actina e a miosina tém
que cooperar, nao apenas para gerar forca mas também para orienta-lo e determinar sua
forma. Para isso, a actina se polimeriza no limite da célula, ou seja, na parte superior,
através do processo de montagem dos nucleotideos ATPS, aderindo ao substrato presente
no meio, causando assim uma tensao superficial na membrana descrita pela lei de Young-
Laplace, e despolimeriza na parte posterior, através do processo de desmontagem dos
nucleotideos ATPS, e no interior da célula a miosina contrai a actina causando um fluxo
hidrodinadmico interno como mostrado na Figura 6. A miosina tem varias func¢oes na parte
traseira das células, ndo apenas contribuindo para a contra¢ao, mas também contribuindo
especificamente para atuar na rotatividade da rede e assimetrias que levam a transformacao

celular.
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Figura 6 — Representacao do movimento de um queratocito.

Fonte: Julie Theriot (Stanford, HHMI) 2: Mechanics and Dynamics of Rapid Cell Motility
2.2 Modelos mecanicos para dinamica celular

2.2.1 Modelando a célula como uma particula

Quando o movimento de uma tnica célula é registrado a sua velocidade parece
mudar de forma lenta e aleatéria de um instante para o outro e, para modelar essa
velocidade, utilizaremos o modelo proposto por Fiirth e estudado independentemente por
Ornstein (HAKIM; SILBERZAN, 2017) dado pela Equagao (2.1) apresentada abaixo:

dv
Com &(t) um processo (vetorial) de ruido branco, dado pela Equagao (2.2),
(€a(t)&(1)) = dup(t — 1) (22)

Onde a constante ¢ quantifica a magnitude da forca aleatéria e a,b denotam
coordenadas do espago. Quando 7 = 0, o modelo proposto por Fiirth-Ornstein se resume
ao movimento browniano. A inércia é totalmente insignificante na escala celular e o tempo
7 descreve de forma fenomenologica a duracao finita que uma célula leva para reorientar o
seu movimento. Introduzindo uma forca de tracao —f exercida pela célula no substrato,pois

estd em um regime de alto atrito, dada pela Equacao (2.3),
v = uf (2.3)

podemos reescrever a Equagao (2.1) como:
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il Rni0 (2.4)

onde p é o coeficiente de mobilidade que relaciona a velocidade com a forga que a origina.
Essa segunda descri¢ao deixa claro que as interagdes com outras células ou obstaculos
externos podem modificar as Equagoes (2.3) e (2.4). A Equagao (2.1) é linear, dai decorre
que a velocidade v(t) é uma combinacao linear de varidveis gaussianas, logo, ela prépria é
uma variavel gaussiana. Este campo de velocidade gaussiana é inteiramente especificado

pela velocidade de correlagao <V(t).V(t‘)>,

<V(t).V(t‘)> = UQLTdexp

t—t
. ] 25

onde d= 2,3 denota a dimensao do espago. Da Equagao (2.5) vemos que a velocidade
tem um tempo de "memoria'de ordem 7. O deslocamento da célula x(T') — x(0) pode ser
expresso como uma parte integrante da velocidade
T
#(T) — 2(0) = / v(t)dt (2.6)
0
Quando combinado com a autocorrelagao de velocidade (2.5), ela fornece, ap6s o calculo

da média, a expressao do deslocamento quadratico médio da célula durante um tempo T,

<[33(T) — :c(O)]2> =o%d {T -7 {1 — eﬂvp(_%)” (2.7)

2.2.2 Modelos continuos para a dinamica de fluidos ativos

No limite continuo, temos na interface de uma célula um niimero de moléculas
na ordem de 10° moléculas, por isso podemos tratar a célua como continuo e para isso
vamos usar uma descricao continua para uma monocamada celular que se desloca sobre um
substrato que inclui tanto a velocidade v de escoamento da acto-miosina como o campo
de polarizacdo p da rede de acto-miosina na célula. Para esta descricao continua, supoe-se
geralmente que as células exercem uma forca de tracdo fp sobre o substrato ao qual ela
esta se locomevendo, bem como sofrem uma forga de friccao viscosa efetiva (v de acordo
com a simples descri¢cdo de uma tnica célula (HAKIM; SILBERZAN, 2017). Com isso, a

forca de equilibrio é:

Vot fp—(v=0 (2.8)

onde ¢ é o tensor de tensdo da monocamada e f = %. O proprio tensor de tensao
é decomposto num tensor de tensao intercelular o, e num tensor de tensao intracelular

ativo o,. Portanto, podemos reescrever a Equagao (2.8) da seguinte forma:

V'<O'C—|-O'a>+fp—CVIO (29)
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A Equagao (2.9), que é uma descri¢ao continua da motilidade celular, apresenta
duas fontes de forcas ativas, uma é a fp que representa a motilidade celular e a outra é
0. que representa a contratilidade celular. A maioria dos modelos descritos na literatura
inclui apenas uma motilidade celular ativa (HAKIM; SILBERZAN, 2017). A forga gerada
devido as tensoes internas o, inclui a tensao viscoelastica do citoesqueleto, bem como as
tensoes ativas da dindmica da actina e motores moleculares, como a miosina. No modelo
adotado em (LEE; WOLGEMUTH, 2011), a tensao é largamente distribuida por dipolos
de forca ao longo da direcao de polarizagao da célula, definindo-a igual ao seu valor médio
fobpp onde fy é a for¢a de dipolo e b é o comprimento do dipolo. O fluxo de actina
no interior de uma célula interage com o substrato através de pontos focais de adesao e
produz a forca de impulso F contra o substrato. O movimento da célula em relagdo ao
substrato é resistido pelas forcas de arrastamento e assumiu-se que a forca de propulsao é
constante e a velocidade v define a velocidade local média das células da monocamada
(LEE; WOLGEMUTH, 2011). Ao fazer uma média das forcas internas geradas pela célula
e equilibramos com a média das forcas externas aplicada sobre a célula, o que proporciona
um campo médio da equagao dinamica que rege o fluxo das células, que é a Equacao
2.10. As mudancas na orientacao celular sdo impulsionadas pelas interagoes mecéanicas
entre as células a medida que se movem na monocamada. Também no modelo adotado em
(LEE; WOLGEMUTH, 2011) consideram-se dois torques que atuam para determinar a
orientagao celular. A polarizagdo das células combinada com a elasticidade celular favorece
o alinhamento das células vizinhas, entretanto, quando as células vizinhas nao estao
alinhadas, ha um torque restaurador que atua para alinha-las . Portanto, podemos chegar

a seguinte equagao,

Gr (g—?+(V-V)p—%(va)xp>:Kv2p (2.10)

B_p/
v o ©

a taxa temporal de mudanga do vetor de orientagao, (v - V) p explica as mudangas na

onde (. é o coeficiente de arrasto, e v é o campo de velocidadde para as células

orientagao devido a adveccao, —% (V x v) x p explica a rotacao da polarizagao devido
ao movimento celular e K é o médulo elastico de Frank. As Equacoes (2.9) e (2.10) sao
semelhantes. Em uma célula eucariética rastejante o fluxo de actina no citoesqueleto flui
para tras na parte dianteira da célula e para frente na parte de tras da célula. A Figura 7
é uma representacao esquematica que descreve a direcao e as forcas que atuam na célula
durante a motilidade celular. A locomocao lamelipodial de queratécitos de peixes é um
dos exemplos mais simples de motilidade baseada em actina e que vamos abordar melhor

na secao 2.3.
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Figura 7 — Modelo esquematico descrevendo a orientacao e as forgas que atua durante a
motilidade celular. Em (a) temos a célula alinhada ao longo da diregao p e
que se move com velocidade v. A diferenca de velocidade entre células vizinhas
produzem uma tensao viscosa. As células vizinhas se alinham preferencialmente
com as diferencas na orientagao, produzindo um torque nas células vizinhas.
As células exercem uma tensao distribuida pelo dipolo no substrato e também
nas células vizinhas. Em (b) cada célula exerce uma forga resultante —F sobre
o substrato e com isso, uma forca igual, mas oposta, é exercida de volta na
célula. O substrato também exerce uma forca de arrasto (Av em cada célula. A
forca de empuxo e a forca de arrasto sdo compensadas, o que produz a tensao
dipolar efetiva na célula.

(a) v-Av v

(b)

L AT L ELT

Fonte: Modificado de (LEE; WOLGEMUTH, 2011)

2.3 Motilidade baseada em actina de fragmentos lamelares

Células como os queratécitos de peixes consistem basicamente em um grande
lamelipodio que carrega o corpo celular em sua parte dorsal, como mostrado na Figura 8.
Ao serem cortados pequenos fragmentos lamelipodiais rastejam por conta prépria, formando
assim uma pequena célula livre de nticleo. O processo de rastejamento pode ser dividido
em trés subprocessos que sao, a montagem da actina em uma malha coerente na borda
do lamelipddio, o acoplamento dessa malha ao substrato externo e a despolimerizagao
controlada da malha para reciclagem e reutilizagdo do mondémero de actina (CAMERON et
al., 2000). Os fragmentos lamelares sao pedagos de lamelipodia, a maquina de locomogao

baseada em actina das células rastejante e estes fragmentos tém demonstrado exibir
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movimento espontaneo e sustentado, se deformados adequadamente como mostra a Figura
8 (LIRA, 2014).

Figura 8 — Queratocito da pele de um peixe. O lamelipédio e o corpo celular estao marca-
dos. A célula estd se movendo na direcao da seta. O fragmento lamelar esta
representado pelo circulo onde a cor azul é a actina e a vermelha a miosina.

Fonte: Modificado de (LEE; WOLGEMUTH, 2011),(VERKHOVSKY; SVITKINA;
BORISY, 1999)

Na referéncia (CALLAN-JONES; JOANNY; PROST, 2008) foi demonstrado que
na presenca de alta friccdo com o substrato sélido, o fluxo de actina satisfaz a lei de
Darcy em uma geometria bidimendional, em condigoes semelhante ao de dedos viscosos
em células de Hele-Shaw, mas com diferentes condigoes de contorno (LIRA, 2014). Para
isso utilizou-se de uma formulacao de interfaces nitidas considerando fragmento lamelar
inicialmente quase circular baseado em actina rodeado por um fluido viscoso nao ativo
(BLANCH-MERCADER; CASADEMUNT, 2013). O escoamento de ambos os fluidos
ocorre em uma geometria efetivamente bidimensional, semelhante a uma célula de Hele-
Shaw. Dentro dessa estrutura a aproximacao da lubrificacao é valida e os termos de inércia
sao insignificantes. As viscosidades efetivas ou permeabilidade do fluxo dos fluidos sao
denotados como 7;, onde j=1 rotula o fluxo interno e j=2 o fluido externo. Os fluidos sao
imisciveis e existe uma tensao superficial o na interface entre eles. O fluxo é regido pela

lei de Darcy, pois o fluido esta em ambiente confinado que é dada pela Equacao:
N5Vi = —VDj, (2.11)

onde p ¢é a pressao (LIRA, 2014). Consideramos que o fluido lamelar interno (fluido j = 1)
que é composto de uma rede de actomiosina ¢ consumido devido a despolimerizacao da
actina. Este efeito ¢ modelado através de uma divergéncia areal negativa constante igual a
—kg4, enquanto o fluido externo (fluido j = 2) é incompressivel e possui divergéncia nula.

Portanto, temos as seguintes equacoes validas no interior das regioes bidimensionais onde
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escoam os fluidos,
V-vy = —ky, (2.12)

V-vy =0. (2.13)

A polimerizacdo da actina ocorre na interface entre os fluidos, onde o fluido j = 1 é
produzido com uma velocidade v, constante ao longo da dire¢ao normal a interface. Esta

suposicao é especificada pela seguinte condi¢ao de contorno modificada para a velocidade
(Vo — V1) -n=—u, (2.14)

onde n é o vetor unitario normal & interface e direcionado para dentro do fluido 1.

Como ha uma tensao superficial na interface entre os fluidos, descrevemos o salto

da pressao ao cruzar a interface através da condicao de Young-Laplace

(p1 — p2) = ok, (2.15)

onde o e a tensao superficial e xk é a curvatura da interface ao longo do plano = — .

Utilizando um modelo muito semelhante ao descrito pelas equagdes (2.11)-(2.15)
para um fragmento lamelar, os autores do artigo (BLANCH-MERCADER,; CASADE-
MUNT, 2013) desprezam a viscosidade do fluido externo e realizam uma analise de
perturbarcao fracamente nao-linear para a evolucao de dedos na interface que delimita o
fragmento. Desta forma, eles mostram que uma gota quase circular do fragmento é capaz
de se deformar espontaneamente e atingir formas estacionarias. Sao particularmente impor-
tantes as formas estacionarias que quebram a simetria circular e adquirem uma velocidade
de propagacao nao-nula, pois estas sao semelhantes as observadas em experimentos com
fragmentos celulares que se movem. Alguns exemplos de interfaces de forma estacionaria e

velocidade de propagacao nao-nula podem ser vistos na Figura 9.

Figura 9 — Exemplos de formas estacionarias para a interface de um fragmento celular
idealizado com velocidade de propagacao nao-nula.
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Fonte: modificado de (BLANCH-MERCADER; CASADEMUNT, 2013).
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3 O método de phase-field

3.1 Introducao

O método phase-field é uma técnica amplamente utilizada para simular numerica-
mente processos complexos de formacao de padroes interfaciais e que pode ser vista como
uma ferramenta matematica que converte um problema de fronteira livre em um conjunto
de equagoes diferenciais parciais, o que simplifica o tratamento numérico (GON ZALEZ-
CINCA et al., 2003). Nos modelos de interface difusa, a interface entre duas fases, como
por exemplo, um liquido menos viscoso injetado em outro mais viscoso, ¢ tratada como
uma regiao de largura finita € e é caracterizada por transi¢bes rapidas, mas suaves na

densidade, viscosidade e outras quantidades fisicas (LIRA, 2014).

Quando temos uma classe de problemas de formacao de padroes de nao equilibrio,
ou seja, quando uma interface se move com uma velocidade proporcional ao gradiente de
algum campo 6, como por exemplo, a temperatura, pressao ou um potencial apropriado
de dedos viscosos, e que obedece a uma equacao de massa, como equacao da difusao e de
Laplace e uma condicao de Dirichlet na interface moével, podemos usar o modelo phase-field
ou modelo da interface difusa, que é uma abordagem alternativa para o estudo de tais
problemas (GONZALEZ-CINCA et al., 2003). No phase-field é introduzida uma varigvel
auxiliar 0, que é o parametro de ordem, que descrever o comportamento de cada fase e
que é continuo no espago mas assume valores constantes distintos em cada fase como por
exemplo, neste trabalho, # = +1 em uma fase e § = -1 na outra fase e varia suavemente
na regiao da interface difusa, -1<f<+1, porém de maneira rapida conforme mostra a
Figura 10. A caracteristica mais importante do método phase-field é que todas as equagoes
governantes podem ser resolvidas em todo o dominio numérico sem qualquer conhecimento
a priori da localizacao das interfaces pois o0 mesmo é completamente evitado e as alteragoes
de topologia sao tratadas naturalmente sem a necessidade de procedimentos especiais o
que torna método especialmente adequado para problemas nos quais o movimento da
interface depende de gradientes de um campo externo normal a interface e a curvatura
local da interface (LIRA, 2014). O método também foi usado em diversos problemas
com dinamica de fases diferentes como por exemplo: solidificacao de cristais, dinamica de
dedos viscosos, transi¢coes de mesofases em cristais liquidos, difusao de calor anisotropica
(GONZALEZ—CINCA et al., 2003; SINGER-LOGINOVA; SINGER, 2008). O método
também pode ser aplicado ao problema de Saffman-Taylor que serd melhor abordado na

secao 3.2.
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Figura 10 — em (a) temos um Gréfico em codigo de cores da interface de um fragmento
celular na geometria radial de acordo com o método de phase-field. Os dois
fluidos de densidades e viscosidades diferentes sdo o interior do fragmento
que contém actina (@ = +1, amarelo) e um fluido aquoso passivo externo
(0 = —1, preto). Em (b) temos um Gréfico em uma dimensao mostrando a
diferenca entre a utilizagao do método phase-field e a utilizacdo do método
usando interface nitida.
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Fonte: Autor, 2022. Adaptado de https://www.mdpi.com/1996-1944/13/22 /5265 /htm

Uma outra maneira de abordar o problema deste trabalho seria através de métodos
de integrais de contorno que expressam a dinadmica da interface em termos de equagoes
integro-diferenciais calculadas na interface entre os fluidos. A integragao numérica dessas
equacoes ¢ bastante elaborada, particularmente em simulagoes de tempos longos, devido
a complexidade e a estabilidade numérica das equagoes. A Figura 10 ilustra a diferenca

entre o método phase-field e um método de interface nitida em uma dimensao.

3.2 Phase-field aplicado ao problema de Saffman-Taylor

Como discutido na secao 1.2, a instabilidade de Saffman-Taylor ocorre quando
um fluido viscoso desloca outro mais viscoso numa geometria confinada. O problema
da instabilidade consiste em determinar a evolugao temporal da interface entre os dois
fluidos com viscosidades diferentes dentro de uma célula de Hele-Shaw. Devido ao problema
analitico ser resolvido apenas em situacoes muito restrita, o tratamento numérico é bastante
necessario para situagoes mais realistas. Portanto, usando a abordagem do phase-field
aplicado a uma célula de Hele-Shaw de geometria retangular e em uma célula de Hele-Shaw
de geometria radial girante pode-se estudar o comportamento da interface entre os dois
fluidos imisciveis. Com isso, podemos descrever o sistema onde ocorre a instabilidade de

Saffman-Taylor em termos de um conjunto de equacoes diferenciais parciais evitando assim
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o tratamento da interface como uma fronteira mével (FOLCH et al., 1999). O modelo
phase-field proposto por (FOLCH et al., 1999), para a geometria retangular, e por (FOLCH

et al., 2009), para a geometria radial girante, foi:

00 = f(0) + V20 + ex(0) VO] + 22 - (Vi) x V0) (3.1)

e a equacao para a funcao corrente foi,

~ 9 11 9
Q0 = VP + AV (090) + 55 (0)(1 = 67) (3.2)

onde a Equacao 3.1 representa a evolugdo temporal do phase-field, o 6, sendo seus valores
em cada fase fluida tomado como § = —1 e § = +1 através da escolha da funcao
f(0) =0(1 —6?) e € é alargura da interface; Na Equacao 3.2, que ¢ a equagao da evolugao
temporal do fluxo de velocidades, o € ¢é a escala de relaxacao de ¥ e A é o contraste viscoso.
Para os dois casos as equagoes sao as mesmas, o que muda sao as condi¢oes de contorno de
cada problema. Para o caso retangular as condiges sao encontradas na referéncia (FOLCH
et al., 1999) e Temos que a diferenca do gradiente de pressao tangencial na interface, ~, é
dado pela Equacao 3.3,
(s)

onde B é a tensao superficial adimensional, que mede a razao entre a forca estabilizadora
da capilaridade e a for¢ca motriz desestabilizadora induzida pela injecao e gravidade que é
dada pela referéncia (FOLCH et al., 1999). Portanto, para o caso retangular usando as
equagoes (3.1),(3.2) e (3.3) obteve-se a Figura 11.

Na Figura 11, vemos que para A = 0, ndo ha competicao aparente entre os dedos,
ou seja, todos os dedos mais longos e mais curtos avancam, sendo que os dedos mais curtos
aparentemente nao avancam tao rapidamente mas se expandem para os lados e com isso
continuam crescendo. Para ¢ = 0.8, temos uma competicao entre os dedos do fluido menos
viscoso avancando para o mais viscoso, como é previsto para acontecer no problema de
Hele-Shaw. O dedo mais curto agora também se expande lateralmente, mas logo comega a

se mover para tras como um todo. (FOLCH et al., 1999)

No caso da célula de Hele-Shaw girante as condi¢oes de contorno sao encontrados
na referéncia (FOLCH et al., 2009), e temos que a diferenca do gradiente de pressao

tangencial na interface, 7, é dado pela Equagao (3.4),

1) 56) - (BVR(0) -] (3.4

Onde B ¢ a tensao superficial adimensional, r ¢ o vetor radial, x ¢ a curvatura da
interface plana e § é o vetor tangente unitario a interface. Com isso, usando as equagoes
(3.1), (3.2) e (3.4) obteve-se a Figura 12.
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Figura 11 — Instabilidade de Saffman-Taylor em uma célula de Hele-Shaw retangular.
Evolucao do tempo para B = 1073 € = 0.00625. (a) auséncia de competi¢ao
para A =0 (¢ = 0.5); (b) competicao para A = 0.8(¢ = 0.2).

Fonte: (FOLCH et al., 1999).

Pela Figura 12, observou-se que, ao variar o contraste de viscosidade o evento de
despredimento da gota muda. Por se tratar de uma simulacao usou-se o caso onde A=0
e observou-se a que maioria das gotas se desprendem ao mesmo tempo (FOLCH et al.,
2009). Logo, notou-se que o método phase-field é eficaz para simular fenémenos de gotas

satélites.

3.3 Phase-field aplicado a fragmentos celulares

Consideramos um fragmento lamelar inicialmente quase circular baseado em actina
rodeado por um fluido viscoso nao ativo, como mostrado na Figura 10(a). O fluxo de ambos
os fluidos ocorre em uma geometria efetivamente bidimensional, semelhante a uma célula
de Hele-Shaw. Para modelar nosso fragmento lamelar, usamos as equagoes (2.11)-(2.15).
Para usarmos o método phase-field introduzirmos uma fungao auxiliar 6 que reproduz
uma interface difusa de espessura . Uma generalizacdo da descrigao do phase-field do

L —n2

problema para contraste viscoso arbitrario A = T ¢ obtida através da realizacao da

seguinte transformacao:
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Figura 12 — Instabilidade de Saffman-Taylor em uma célula de Hele-Shaw circular girante
com evolucao de padroes para uma condicao inicial aleatoria, com B =
1.03 x 1072, € = 0.005, e =1e A =1em (a,b), A=0.5em (c,d) e A =0 em
(e,f).
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Fonte: (FOLCH et al., 2009)

{V'l =vVvy+ %Lr (3.5)

Vv, =0

Entao, com essa transformacao podemos escrever a dinamica do sistema em termos de um
funcionamento adequado da fungao corrente ¢ (ou stream-function) e do phase-field. A

fungao corrente (stream-function) é definida como:
V =V x (¢z) (3.6)

onde v é continua através da interface e V é a velocidade advectiva, que é uma velocidade
de transferéncia devido ao movimento da massa do fluido. A fungao corrente é uma
fungao escalar que serve como o potencial de velocidades, ou seja, conhecendo 1) podemos
determinar o campo de velocidades. Nesse caso, dada a Equacao 3.6 temos que a velocidade
é

vy = Oyth >~ Ap/ Ay

(3.7)
vy = =0 ~ —AY/Ax

Com isso, temos as seguintes equagoes:

20,0 = f(0) + *V?0 + =x(0) | VO] — £*V - V0, (3.8)
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- 2 (1-6%)
8&51/) =V 77/} + AV - (QV’QZJ) + ’72—\/56, (39)

% = —B0Osk —

Na Equacao 3.8, que representa a evolucao temporal do phase-field, o 6 representa o

(1_2A)r-s (3.10)

phase-field, sendo seus valores em cada fase fluida tomado como 8 = —1 e § = +1 através

da escolha da funcao f(0) = 0(1 — 6?); V ¢é a velocidade advectiva do phase-field, &

a curvatura da interface plana dada por x(f) = —V - n(#) onde n(f) = ‘g—z‘ é o vetor

normal unitario da interface. Na Equacgao 3.9, que é a equagao da evoluc¢ao temporal do
fluxo de velocidades, o € é a escala de relaxacao de v, A é o contraste viscoso e o 7y é

a diferenca de gradiente de pressao tangencial na interface dado na Equacao 3.10. Na

g
ni+n2’

s é o vetor tangente a interface, dado por s = n(f) x z. As equagoes sao estabelecidas

Equacao 3.10 o lado direito é representa as condigoes de limite de pressao, onde B =
de forma que recuperamos as expressoes de interface com precisao correta, levando ¢ a zero.

Para implementarmos esse método numericamente, usamos o método da diferenca fi-
nita em um esquema explicito no tempo para discretizar nossas equacoes de phase-field
3.8, e da fungao corrente 3.9, usando a linguagem de programacao C. Neste cendrio,
empregamos primeira ordem para frente no tempo e segunda ordem centrada em diferencas
espaciais para aproximar as expressoes para as derivadas. A implementagao numérica pode
ser encontrada na referéncia (LIRA, 2014). Os resultados obtidos através das equagoes
(3.8)-(3.10) serao discutidos no Capitulo 4.
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4 Resultados e discussao

Nesta sessao exploraremos alguns resultados de nossas simulagoes de phase-field
para um fragmento celular confinado em duas dimensoes, obtidos através das equagoes
(3.8)-3.10. Usamos um modelo matematico semelhante ao utilizado por Blanch-Mercader
para descrever fragmentos lamelares (BLANCH-MERCADER; CASADEMUNT, 2013).
Como base para o modelo de simula¢ao computacional utilizamos a referéncia (FOLCH et
al., 2009) que faz um estudo detalhado da aplicagao do método de phase-field na formagcao
de dedos viscosos. Nosso objetivo nas simulagoes foi estudar como pequenas perturbagoes
na interface de uma gota inicialmente quase circular podem crescer e atingir uma forma
saturada capaz de se propagar com velocidade nao-nula. As Figuras 13 e 14 mostram trés

instantes da evolucao temporal de uma gota de fragmento celular.

Figura 13 — Simulagao usando o phase-field de um fragmento de célula inicialmente pertur-
bado pelo modo de Fourier n=2. Os phase-field sdo representados em escala de
cores para trés tempos diferentes, onde §=+1(0=-1) corresponde a fase fluida
interna (externa). Abaixo do phase-field estao graficos de fungao de fluxo. As
condigoes de contorno sao consideradas simétricas para todas as fungoes.
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a) ¢ para t=0.0 Hparat 6.25 Hparat 12.5

(d) ¢ para t=0.0 (e) 1 para t=6.25 (f) ¢ para t=12.5
Fonte: Autor, 2022

Na Figura 13, os painéis superiores representam a evolucao temporal da interface
do fragmento celular através do phase-field em trés instantes de tempo diferentes: ¢t =
0.0,6.25,12.5 em unidades adimensionais. O phase-field 6 é representado em escala de

cores de acordo com a barra lateral, onde § = +1 corresponde a fase do fluido interno (de
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Figura 14 — Simulagao usando o phase-field de um fragmento de célula inicialmente pertur-
bado pelos modos de Fourier n = 1 e n = 2. Os phase-field sdo representados
em escala de cores para trés tempos diferentes, onde § = +1(6 = —1) corres-
ponde a fase fluida interna (externa). Abaixo do phase-field estdo gréficos de
funcao corrente. As condigoes de contorno sao consideradas simétricas para
todas as fungoes. Fonte: Autor 2022.
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Fonte: Autor, 2022

cor amarela) e § = —1 corresponde a fase do fluido externo (de cor preta). Nos trés painéis
abaixo estio os gréficos da funcdo corrente (ou stream-function v), cada um correspondente
a interface justaposta acima. Como condigao inicial utilizamos uma interface formada
por um circulo de raio R = 1.0 perturbado por um modo de Fourier n = 2 horizontal de
amplitude ap = 0.1, tal que a interface corresponde a r(¢) = R + ay cos 2¢, onde (r, ¢) sao
coordenadas polares. Usamos os seguintes valores para os parametros numéricos da Figura
13: € = 0.05, € = 0.1, passo de tempo dt = 0.1 , um tamanho da grade de 250 x 250 sendo
cada malha quadrada com dimensoes dr = dy = 0.5. Os parametros fisicos relevantes
sao o constraste de viscosidade A = 0.095, a tensao superficial adimensional B = 0.06, a

velocidade de polimerizagao v, = 0.5 e a taxa de despolimerizagao k4 = 1.0.

Ao evoluir no tempo a gota inicialmente pertubada notamos que ha um crescimento
inicial da amplitude do modo de Fourier n = 2, tendo em vista que os dois dedos laterais
crescem igualmente para para ambos os lados. Para tempos mais longos, esperariamos que
a forma da gota saturasse como mostra a referéncia (LIRA, 2014). Nao conseguimos obter

essa saturacao devido a falta de poder computacional disponivel ao executar a simulagao.

Notamos que a funcao corrente i) que descreve a velocidade em cada ponto do

espago apresentou valores numéricos entre —0.15 e +0.15. De acordo com o cédigo de cores
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mostrado, a cor vermelha indica 1) = 0, e podemos notar que no centro da gota a funcao
corrente é praticamente constante e nula, indicando velocidades muito baixas e consideradas
despreziveis. A cor amarela representa valores positivos da func¢ao corrente, e a cor roxa
representa valores negativos. As derivadas de ¢ nos dao as componentes bidimensionais
da velocidade: V,, = 0¢/0y e V,, = —01/0z. Portanto, temos que a velocidade V,, do dedo
da direita se move com uma velocidade V, > 0 para a direita, e o dedo da esquerda se

move com V, < 0 para a esquerda.

Na Figura 14, os painéis superiores representam a evolucao temporal da interface
do fragmento celular através do phase-field em trés instantes de tempo diferentes: t =
0.0,6.25,12.5 em unidades adimensionais. O phase-field 6 é representado em escala de
cores de acordo com a barra lateral, onde § = +1 corresponde a fase do fluido interno (de
cor amarela) e § = —1 corresponde a fase do fluido externo (de cor preta). Nos trés painéis
abaixo estao os graficos da fungao corrente (ou stream-function 1), cada um correspondente
a interface justaposta acima. Como condicao inicial utilizamos uma interface formada
por um circulo de raio R = 1.0 perturbado pelos modos de Fourier n =1 en = 2 de
amplitudes a; = ay = 0.3, tal que a interface corresponde a r(¢) = R+ a; cos ¢ + ay cos 2¢,

onde (r, ¢) sdo coordenadas polares.

Usamos os seguintes valores para parametro numérico da Figura 14: ¢ = 0.05,
€ = 0.1, passo de tempo dt = 0.1 , a tamanho da grade 200 x 200 e a malha quadrada
dr = dy = 0.5. Os parametros fisicos relevantes sao o constraste de viscosidade A = 0.095,
a tensao superficial adimensional B = 0.08, a velocidade de polimerizacao v, = 0.5 e a taxa
de despolimerizacao ky = 1.0. Ao adicionar o modo de Fourier n = 1, que é responsavel
pelas translacoes do centro de massa da gota, na condicao inicial da interface do fragmento
celular, introduzimos uma quebra na simetria bilateral do problema e possibilitamos o
surgimento de uma direcao de propagacao. A perturbacao inicial do modo n = 2 tende
a aumentar em amplitude para tempos iniciais. Para tempos mais longos, esperariamos
a saturacao do fragmento devido a nao-linearidade e também efeitos de fronteira como
mostra a referéncia (LIRA, 2014).

Notamos que a funcao corrente ¢ que descreve a velocidade em cada ponto do
espaco apresentou valores numéricos entre —0.15 e 40.15. De acordo com o cddigo de
cores mostrado, a cor vermelha indica @ = 0, e podemos notar que no centro da gota a
funcao corrente é praticamente constante e nula, indicando velocidades muito baixas e
consideradas despreziveis. A cor amarela representa valores positivos da fungao corrente, e

a cor roxa representa valores negativos.

Apos os testes numéricos, constatamos que nossos resultados computacionais estao

razoavelmente de acordo com as previsoes analiticas da teoria de pertubagao fracamente
nao-linear (BLANCH-MERCADER; CASADEMUNT, 2013).
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5 Conclusao

Neste trabalho estudamos modelos de fluidos ativos aplicados a materiais biol6gicos
tais como tecidos e células, capazes de executar migragao celular. Utilizamos um modelo de
fluido ativo simplificado para simular as formas de fragmentos celulares compostos de actina
(CALLAN-JONES; JOANNY; PROST, 2008; BLANCH-MERCADER; CASADEMUNT,
2013). A partir desta formulagdo somos capazes de descrever a dindmica de uma interface
moével através de uma fungao corrente e condi¢oes de contorno modificadas para a velocidade.
Em seguida, seguindo a referéncia (LIRA, 2014), utilizamos o método de phase-field para
introduzir uma suavizacao na interface entre o fluido interno a gota e o fluido externo passivo

(FOLCH et al., 1999), transformando o problema mais simples de integrar numericamente.

No nosso modelo consideramos apenas a dinamica da actina para descrever a moti-
lidade celular na auséncia de motores moleculares. Através de simulagdes computacionais,
descobrimos que para uma gama especifica de nossos parametros, as perturbagoes de
uma gota inicialmente quase circular crescem e esperariamos que ela atingisse uma forma
saturada. Os resultados obtidos mostram que o modelo de phase-field descreve bem o fluido
interno, mas mudancas nas condi¢oes de contorno numérico precisam ser implementadas a

fim de atingir formas de gotas assimétricas com propagacao sustentada.
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