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RESUMO

Nos ultimos anos, os elementos estruturais de concreto refor¢ado com fibras de ago (CRFA)
tiveram sua utilizagao impulsionada em razao do desenvolvimento técnico e de pesquisas que
possibilitaram a compreensdao do comportamento mecanico deste material. Com o objetivo de
melhorar a ductilidade e tenacidade do concreto, as fibras de aco incorporadas de maneira
randomica a mistura sao uma alternativa para reforgar o concreto em um estagio pos-fissuragao.
No entanto, apesar de diversos avancos nas aplicacoes, ainda ha um campo de pesquisa aberto
sobre o emprego de técnica de otimizacao estrutural para este material. Em termos de modelos
constitutivos, o CRFA ¢ considerado um material heterogéneo. Com a teoria de
homogeneiza¢do, baseada na micromecanica dos campos médios, pode-se definir as
propriedades elasticas efetivas para o material homogeneizado, de posse das propriedades dos
constituintes ¢ da dosagem da mistura. Buscando-se a previsdo do comportamento pos-
fissuracdo, pode-se adotar um critério de resisténcia para a caracterizacdo do composito. Nesse
contexto, 0 modelo de Drucker-Prager ¢ utilizado como um critério da avaliagdo dos parametros
de resisténcia do material homogeneizado. Neste trabalho, contribui-se para os fundamentos de
projeto de estruturas assistido por técnicas de otimizagdo topoldgica, por meio da analise
numérica em elementos finitos no software ABAQUS®, com a utilizagdo de modelos de
homogeneizacao em associacdo com o método SIMP. Nos exemplos apresentados, valida-se a
otimizagdo topoldgica para materiais elastoplasticos, especificamente para a analise de vigas.
Observa-se nos resultados a influéncia dos parametros do procedimento de otimizagdo, a
dosagem da mistura e os requisitos de projeto de acordo com as referéncias normativas. Com o
objetivo de fundamentar uma metodologia de anélise que proporcione a utilizacao de elementos
mais leves e resistentes, sem as tradicionais barras de ago incorporadas ao concreto, verifica-se
no estudo de caso que, para os elementos de CRFA, as armaduras sdo necessarias para a garantia

de uma ruptura ductil.

Palavras-chave: Concreto com fibras de ago. SIMP. ABAQUS®. Plasticidade. Drucker-Prager.



ABSTRACT

In recent years, the use of steel fiber-reinforced concrete (SRFC) structural elements has been
driven by technical developments and research that have enhanced our understanding of the
mechanical behavior of this material. Aimed at improving the ductility and toughness of
concrete, randomly incorporating steel fibers into the mix presents an alternative for reinforcing
concrete in a post-cracking stage. However, despite various advancements in applications, there
is still an open research field regarding the application of structural optimization techniques for
this material. In terms of constitutive models, SRFC is considered a heterogeneous material.
Using homogenization theory, based on micromechanics of mean fields, effective elastic
properties can be defined for the homogenized material, given the properties of the constituents
and mix proportions. To predict post-cracking behavior, a strength criterion can be adopted for
composite characterization. In this context, the Drucker-Prager model is used as a criterion for
evaluating the strength parameters of the homogenized material. This study contributes to the
fundamentals of structural design assisted by topology optimization techniques, through
numerical analysis in finite element software ABAQUS®, employing homogenization models
in conjunction with the SIMP method. In the presented examples, topology optimization is
validated for elastoplastic materials, specifically for beam analysis. Results demonstrate the
influence of optimization parameters, mix proportions, and design requirements in accordance
with normative references. With the goal of establishing a methodology of analysis that
facilitates the use of lighter and stronger elements, without the traditional incorporation of steel
bars into concrete, the case study indicates that, for the elements of SFRC, reinforcements are

necessary to ensure ductile failure.

Keywords: Steel fiber-reinforced concrete. SIMP. ABAQUS®. Plasticity. Drucker-Prager.
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1 INTRODUCAO

O concreto ¢ um dos materiais de constru¢ao civil mais utilizado no mundo, devido a
sua versatilidade e adaptacdo para diversas situacdes arquitetonicas. Conhece-se que suas
caracteristicas de resisténcia a compressdo sdo extremamente satisfatorias, em contrapartida,
em solicitagdes de tragdo, este material possui uma resisténcia inferior quando comparada
aquela obtida pelas solicitagdes compressivas. Em virtude deste fato, para evitar o
comportamento fragil de ruptura, sdo adicionadas barras de ago ao elemento estrutural,
caracterizando o concreto armado.

As armaduras passivas constituidas pelas barras de ago, em geral, sdo a solugdo mais
adotada para suprimir a deficiéncia do concreto a tragdo. Entretanto, com a evolugdo das
técnicas construtivas e da tecnologia da construgdo civil, as fibras vém sendo utilizadas como
um material efetivo de reforco, auxiliando no controle da fissuracdo do concreto e evitando a
ruina fragil a tracdo. A praticidade de utilizagdo das fibras, que podem ser misturadas
diretamente na confeccdo do concreto, ¢ um ponto relevante para uma maior agilidade nas
obras, além de se obter um desempenho satisfatorio em algumas situacdes quando comparado
a incorporagdo das barras de ago.

Em 2021, a Associacao Brasileira de Normas Técnicas (ABNT) publicou as seguintes
normas no referido tema: NBR 16935 (Projeto de estruturas de concreto reforcado com fibras
— Procedimento), NBR 16938 (Concreto reforcado com fibras — Controle de qualidade), NBR
16939 (Concreto reforcado com fibras — Determinagdo das resisténcias a fissuragao e residuais
a tracao por duplo puncionamento — Método de ensaio), NBR 16940 (Concreto refor¢cado com
fibras — Determinagdo das resisténcias a tracdo a flexdo (limite de proporcionalidade e
resisténcias residuais) — Método de ensaio).

A norma brasileira NBR 16935 (ABNT, 2021a) conceitua que o concreto reforcado com
fibras (CRF) ¢ um material composito, caracterizado por uma matriz cimenticia com fibras
descontinuas estaveis em meio alcalino. Dentre as possibilidades de desenvolvimento de
projetos de estruturas de concreto reforgado por fibras, a definicao do teor de fibras e a resposta
mecanica do compdsito podem ser consideradas complexas e necessitam de experimentacdes e
validagdes consistentes.

Com os recentes avangos na construgdo civil, os materiais cimenticios refor¢cados por
fibras possuem destaque em diversos campos de pesquisa. A modelagem e anélise estrutural,
por meio de métodos numéricos, como por exemplo, o Método dos Elementos Finitos (MEF),

¢ objeto de estudo de diversos pesquisadores.
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As simulagdes numéricas auxiliam no entendimento e no projeto de elementos mais
eficientes, podendo prever eventos e resultados. Para a calibragdo dos modelos numéricos, ¢
necessario mensurar a variabilidade dos parametros de saida e determinar corretamente os
parametros de entrada, sendo indispensavel explorar o espaco das variaveis associadas para o
problema a ser analisado. Com o aumento do poder de processamento computacional, tornou-
se possivel a simulagdo de diversos problemas complexos.

Com isto, a otimizacdo de estruturas surgiu como uma ferramenta importante no
desenvolvimento de projetos mais arrojados. A utilizagdo dos métodos numéricos possibilitou
a inclusdo de novas metodologias de projetos que possibilitam a redugdo do peso total sem
prejudicar a capacidade resistente.

A otimizacdo topologica ¢ uma poderosa ferramenta computacional que auxilia os
projetistas na determinacdo de configuragdes estruturais eficientes. Na engenharia civil, a
maioria das aplicagdes ainda sdo limitadas no campo da andlise tedrica/computacional e,
geralmente, considera o comportamento elastico linear dos materiais. Esta limitagdo restringe
0 escopo e a aplicagdo dos conceitos de otimizagdo topologica para problemas praticos. O
concreto em um estagio pos-fissuracao geralmente assume um comportamento intrinsecamente
ndo linear, o que deve ser refletido nos modelos numéricos para simulagdo computacional.

Nos ultimos anos, Da (2019) relata que houve um aumento no uso de materiais
heterogéneos de alta performance, tais como compositos reforcados por fibras, materiais
cimenticios e materiais com fabricagdo auxiliada pela impressdo 3D. As caracteristicas fisicas
e mecanicas de materiais heterogéneos complexos podem ser determinadas pela composi¢do
dos seus constituintes, entretanto, pode haver uma drastica mudanga nas propriedades do
composito devido a fracdo volumétrica das inclusdes, sua forma geométrica e pela presenga de
interfaces.

Silva (2021) apresentou os potenciais da otimizagdo topoldgica para o projeto de
estruturas de concreto refor¢gado com fibras produzidas por meio da impressao 3D. Foi realizada
uma andlise paramétrica de otimizagdo considerando o comportamento elastico linear, e, em
seguida, verificou-se o comportamento resistente das pecas otimizadas por meio de um modelo
constitutivo ndo linear, considerando os critérios de plasticidade para concretos de diferentes
classes de resisténcia.

As emissoes globais de CO2 vém aumentando consideravelmente nas ultimas décadas.
A industria do cimento assume papel relevante para a reducio desses gases. Com o objetivo de
implementar estratégias mais eficientes, os avangos na tecnologia dos materiais e os processos

de manufatura sdo alternativas para a sustentabilidade. Pressmair et al. (2023) comentam que
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existem diversas estratégias para reduzir o uso de cimento em estruturas de concreto enquanto
preserva o desempenho. A otimizagdo estrutural enquanto ferramenta matemadtica pode
proporcionar projetos de estruturas mais leves e de elevada resisténcia.

Silva (2021) verificou que a associagcdo dos conceitos de otimiza¢do em conjunto com
a impressao 3D ¢é promissora para contribuir na mitigagdo de impactos ambientais, favorecendo
o potencial da industria da construcao civil. Contudo, apesar destes beneficios, enfatiza-se que
a insercao de fibras prejudica a trabalhabilidade da matriz cimenticia no estado fresco.

Nesse contexto, as estruturas de concreto podem se beneficiar da utilizagao racional das
matérias primas, atingindo os requisitos normativos, e promovendo o desenvolvimento
sustentavel. As estruturas convencionais podem ser substituidas por geometrias mais

econdmicas e durdveis por meio da impressdo 3D (Figura 1). Com isto, o concreto reforcado

por fibras se torna uma alternativa interessante para projetos.

Figura 1 — Longarina de concreto produzida com auxilio da impresséo 3D

Fonte: VANTYGHEM et al., 2020.

O concreto, considerado um material fragil, possui baixa capacidade de deformacao,
especificamente quando submetido a condi¢des de tensdes de tragdo. A presenca de fissuras na
zona de transicdo interfacial e na matriz de argamassa ¢ um dos fatores que torna o material
praticamente ndo resistente a tra¢ao.

Conhece-se que a inclusdo de fibras distribuidas aleatoriamente no concreto, mas de
maneira uniforme, contribui ndo apenas para um melhor desempenho em relagdo as cargas
estaticas e quase-estaticas, mas também em rela¢do a fadiga, impacto e cargas impulsivas.
Destaca-se que as fibras utilizadas como reforgo estrutural melhoram o comportamento do CRF
em estado-limite ultimo (ELU) e em estado-limite de servico (ELS), desta forma, pode
contribuir com o reforgo total ou em conjunto com armadura passiva ou ativa (ABNT, 2021a).

Com o avango das técnicas de impressdo 3D e dos processos de manufatura aditiva, Da
(2019) comenta que se tornou possivel fabricar diretamente materiais projetados a partir de um

arquivo numérico, possibilitando a abertura de rotinas para novos projetos. Nao ¢ exagero
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ressaltar que a manufatura aditiva e a otimizagdo topoldgica sdo uma 6tima combinagdo. No
campo das pesquisas, ainda ¢ necessario um estudo sistemdatico e compreensivo do projeto de
estruturas com auxilio da otimizagao topoldgica para as aplicagdes de engenharia.

Recentemente, técnicas de otimizagdo empregando conceitos de ndo linearidade fisica,
bem como considera¢do de multiplos casos de carregamento, sdo observadas na literatura. O
desenvolvimento recente possibilita maiores possibilidades de simulagdo comportamentos
estaticos e dinamicos, podendo ser incorporados diferentes modelos constitutivos para variados
problemas de otimizagao, com fungao objetivo e restri¢des definidas de acordo com a simulagdo
proposta.

Com o intuito de avaliar o comportamento mecanico do concreto, de acordo com as
diferentes dosagens de fibras, muitas vezes, os ensaios experimentais se tornam inviaveis
devido aos custos elevados, necessidade de infraestrutura ¢ demanda de tempo. Desta forma,
com a implementacdo de ferramentas numéricas, pode-se realizar uma simulag¢do prévia do
comportamento do compdsito com a variagdo de diversos parametros. Isto se constitui uma
vantagem dos estudos numéricos em relacdo aos estudos experimentais.

H4 uma lacuna de pesquisa nas aplicagcdes dos métodos de otimizagdo topoldgica para
estruturas de concreto reforgado com fibras (STOIBER e KROMOSER, 2021). Liu et al. (2023)
relatam que a tecnologia de impressao de 3D de estruturas de concreto € uma integracao de
preparagdo de material, modelagem geométrica, projeto estrutural e execugdo. O uso dessa
técnica traz vantagens essenciais para uma constru¢do verde, baixo carbono e inteligente.
Devido a especificidade da anisotropia macroscopica do concreto, os autores comentam que
ainda ha diversas teorias de analise € métodos que devem ser estudados.

De acordo com Liu et al. (2023), o grande desafio de aliar a otimizagado topologica com
as técnicas de impressao 3D consiste na consideracdo da formagao da se¢do, no perfil estrutural
e no processo de impressdo. Diferentes tecnologias de impressdo irdo mudar a espessura das
camadas, larguras, curvaturas das faixas extrudadas de concreto, de modo que isto afeta a
utilizacdo global do material.

No campo das aplica¢des da impressdo 3D para edificagdes residenciais, Nguyen, Bui
e Bui (2022) investigaram a viabilidade de construcao de lajes de concreto reforcado com fibras
de aco sem o reforgo tradicional da armadura passiva. Os resultados experimentais, em conjunto
com a analise numérica, possibilitaram a validacao do uso de teores de fibra entre 25 e 100
kg/m? para a construcdo de lajes de piso com vaos na ordem de 4 a 5 metros.

Este campo se torna particularmente vasto ao unir os conceitos de uma ferramenta

matematica com os principios executivos das estruturas, convencionalmente constituidas da
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unido proporcionado pela aderéncia do concreto simples e o refor¢o proporcionado pelas barras
de aco.

A incorporacao dos modelos constitutivos adequados para a simulagdo do
comportamento mecanico das estruturas de concreto refor¢ado com fibras ¢ uma realidade para
os sistemas computacionais. Para as verificagdes normativas, de acordo com as metodologias
baseadas em estados limites, pode-se estabelecer uma sequéncia de procedimentos de projeto
para a otimizagao de elementos estruturais.

Este trabalho propde o desenvolvimento de uma metodologia de analise numérica que
auxilie o projeto de vigas de concreto reforcado com fibras de ago (CRFA). Esta sistematica
consiste na verificagdo da capacidade resistente com o modelo obtido por meio da otimizagao
topologica, incorporando o comportamento elastico linear homogeneizado e o comportamento
elastoplastico do CRFA, baseado no modelo de Drucker-Prager.

Com isto, utiliza-se o fluxograma apresentado na Figura 2 de modo a ilustrar as etapas
de solugdo do problema proposto neste trabalho. As técnicas de otimizagdo topologica, em

conjunto com a metodologia adotada, sdo apresentadas nos capitulos seguintes.

Figura 2 — Fluxograma da rotina de projeto otimizado

Propriedades do elemento de CRFA

¥

Homogeneizagiio das propriedades elasticas » Modelo de Mori-Tanaka (E, v)
e de resisténcia Modelo de Drucker-Prager (c, ¢»)

¥

Desenvolvimento do modelo numérico
(analise da malha e parametros de otimizagfo)

¥

Validagdo do modelo de otimizagdo
(distribuigdio de densidade)

¥

Verificagio da capacidade resistente ¢
deslocamentos/deformagdes

Modelo eldstico linear

Y

Modelo elastoplastico

Fonte: Autor, 2024.
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1.1 Motivagao

A maioria das técnicas de otimizagdo topoldgica baseia-se na hipdtese do modelo
constitutivo de material elastico linear. Entretanto, para as estruturas de concreto, identifica-se,
em geral, um comportamento profundamente ndo linear, incluindo efeitos como fissuragao,
fluéncia e retracdo. Com isto, torna-se um desafio otimizar realisticamente este tipo de material
(STOIBER e KROMOSER, 2021).

O emprego das analises ndo lineares, em virtude do comportamento do concreto, torna-
se necessario para a definicdo de modelos otimizados mais assertivos. A observagdo das curvas
carga-deslocamento em andlise numéricas ¢ um ponto crucial para a verificacdo do atendimento
dos critérios de ELU e ELS, sendo assim, devem-se utilizar modelos constitutivos que se
adequem ao comportamento esperado do composito utilizado.

Da literatura, observa-se, de acordo com Stoiber e Kromoser (2021), que ha uma
extensiva area de pesquisa que enfatiza a otimizagdo topoldgica com material isotropico e de
comportamento elastico linear, entretanto, ha poucos estudos que detalhem as comparagdes
entre o comportamento linear e nao linear do material, o que se torna uma lacuna para a analise
de resultados e para o campo de aplicagdo de estruturas de concreto.

Este trabalho d4 continuidade aos estudos das técnicas de otimizacdao topolodgica
aplicadas para projetos, na linha de pesquisa de Mecanica de Materiais e Estruturas do PPGEC.

Na caracterizagdo completa do comportamento elastoplastico do concreto refor¢ado
com fibras de ago (CRFA), Dutra (2012) cita que € necessario formular o seu comportamento
apos atingir o limite eléstico, ou seja, € necessario determinar o critério de plastificacdo e uma
regra de endurecimento para o material.

Com isto, verifica-se neste trabalho a utilizagdo de um modelo de homogeneizagao para
a modelagem do CRFA por meio do critério de resisténcia de Drucker-Prager. Utiliza-se o
modelo de Mori-Tanaka para a estimativa das propriedades elasticas, € com base no critério de
resisténcia macroscopico do concreto com adigdo de fibras metélicas, utilizam-se as
propriedades mecanicas de limite de resisténcia a tracdo e a compressao para a caracterizagao

da fase plastica do material compdsito.
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1.2 Objetivos

1.2.1 Objetivo geral
Este trabalho tem como objetivo geral o desenvolvimento de uma metodologia de

projeto otimizado para vigas de concreto reforcado com fibras de ago.

1.2.2 Objetivos especificos

Os objetivos especificos deste trabalho sao:
a) Descrever o procedimento de homogeneizacdo para obtengdo das propriedades elasticas
efetivas do concreto reforcado com fibras de aco por meio da micromecanica dos campos
médios.
b) Apresentar procedimentos de projeto otimizado para a verificagdo e dimensionamento de
elementos estruturais de concreto reforgado com fibras de aco.
¢) Avaliar a influéncia das variaveis do procedimento de otimiza¢do topoldgica para o
desenvolvimento dos modelos otimizados.
d) Propor a utilizacdo das analises ndo lineares por meio do Método dos Elementos Finitos

(MEF) para a verifica¢ao das topologias 6timas.

1.3 Delimitacéo do trabalho

Este trabalho ndo serd de cunho experimental, sendo utilizado para validacdo dos
modelos numéricos os resultados experimentais disponiveis na literatura.

Serdo analisadas apenas estruturas reforcadas com fracao volumétrica de fibras inferior
a 5%, em virtude do modelo de homogeneizacao adotado. Considera-se que a distribui¢ao de
fibras na massa de concreto ¢ aleatoria. Além disto, armaduras passivas nao sao consideradas

na andlise ndo linear, analisando-se apenas o compdsito homogeneizado.

1.4 Organizagéo do texto

Esta secdo apresenta a organizacdo dos capitulos do presente trabalho. Sendo este o
primeiro capitulo, apresentou-se uma breve contextualizagdo do problema, descrevendo a
motivacao, objetivos e delimitagcdes do trabalho. Os conteudos do segundo ao sexto capitulos
sao descritos a seguir.

O Capitulo 2 apresenta um referencial tedrico sobre concreto refor¢ado com fibras, com
conteudos relacionados aos métodos de homogeneizagdo, modelos constitutivos e avaliagdo das

propriedades mecanicas do material.
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O Capitulo 3 descreve as técnicas de otimizacao topologica desenvolvidas para analise
de estruturas, com destaque para a otimizacdo topologica continua. Além disso, apresenta o
procedimento de otimizagao topoldgica para materiais ndo lineares.

O Capitulo 4 apresenta o procedimento de otimizagado topologica utilizado por meio do
software ABAQUS®, demonstrando o algoritmo baseado no método SIMP.

O Capitulo 5 demonstra as simulagdes numéricas no sofiware ABAQUS® para as
propostas de desenvolvimento de projetos otimizados de vigas de concreto reforcado com fibras
de aco.

O Capitulo 6 expde as consideragdes finais e as sugestdes de atividades para trabalhos

futuros.
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2 ESTRUTURAS DE CONCRETO REFORCADO POR FIBRAS DE ACO

Considera-se material compoésito aquele resultante da disposicdo de dois ou mais
constituintes, com o objetivo de combina-los, a fim de se obter melhorias nas caracteristicas
mecanicas, desempenho, vida util e durabilidade. Em uma analise de comportamento mecanico,
costuma-se considerar, inicialmente, duas fases: matriz e reforco, em que a matriz pode ser
tratada como elemento em que se deseja melhorar suas propriedades fisicas, e o reforgo ¢
considerado de acordo com o processo de fabricacdo e as caracteristicas requeridas do
compdsito.

Na mecanica dos materiais compdsitos, area de estudo da aplicagdo destes materiais na
engenharia, de acordo com Vasiliev e Morozov (2018), pode-se dividir estes em dois grandes
grupos: materiais preenchidos e materiais reforcados. A caracteristica dos primeiros ¢ a
existéncia de uma matriz, que possui propriedades a serem melhoradas por meio do
preenchimento de algumas particulas. Usualmente, a fragdo volumétrica da matriz ¢ acima de
50% nesta classe de materiais, que ¢ naturalmente modificada por meio do comportamento da
matriz. Como regra, estes materiais podem ser tratados como homogéneos e isotropicos.

O segundo grupo de materiais compdsitos, para Vasiliev e Morozov (2018) sdo os
compositos reforcados por fibras. Estes tipos de materiais, também chamados de compositos
avangados, possuem geralmente como elemento de reforgo as fibras longas e finas. As fibras
sdo ligadas ao material da matriz, em geral com uma fracdo volumétrica inferior a 50%. As
propriedades dos compositos avangados permitem diversas aplicagdes, principalmente devido
a resisténcia e rigidez das fibras. Atualmente, fibras de vidro, minerais, de carbono, organicas,
ceramicas e metalicas sao utilizadas nos materiais reforg¢ados.

O concreto, que tipicamente ¢ considerado um material composito pela sua composicao
heterogénea, pode ser reforcado com barras, fios, ou fibras de aco. Usualmente, na constru¢ao
civil encontra-se o concreto refor¢ado com barras de aco, denominado de concreto armado.
Entretanto, nota-se uma evolugcdo na utilizacdo das fibras como elemento de reforgo,
principalmente com o surgimento de diversos estudos técnicos e cientificos, além do
estabelecimento de referéncias normativas.

Com a evolu¢do da utilizagdo das fibras como elemento de reforco em concretos e
argamassas € de acordo com as referéncias normativas, t€ém-se, no Brasil, as indica¢des para
requisitos e desempenho das fibras de aco pela NBR 15530 (ABNT, 2019), fibras de vidro
alcali-resistentes pela NBR 16941 (ABNT, 2021e) e fibras poliméricas pela NBR 16942
(ABNT, 2021f).
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ANBR 15530 (ABNT, 2019) conceitua que as fibras de ago sdo constituidas por arames
de ago trefilados a frio, retos ou em outras conformagdes; cortes, retos ou em outras
conformagdes, de chapas; produzidas por fusao ou usinadas a partir de blocos de ago adequadas,
com o intuito de formar misturas homogéneas com concretos e argamassas.

Registra-se que as fibras de ago sdo adequadas ao uso como material de reforco para
concreto por possuirem coeficiente de dilatagdo térmica igual ao do concreto, modulo de
elasticidade aproximadamente cinco vezes maior que o do concreto e deformacao de fibras de
aco-carbono regulares ocorrem somente acima de 370 °C (ABNT, 2019).

Para o fib Model Code 2010 (fib, 2013), considera-se o CRFA um material caracterizado
pela armadura descontinua. Por esta razdo, em relagdo a distribui¢do de esforcos axiais, as fibras
de aco tendem a ser menos eficientes que os fios e barras continuas. Em contrapartida, o
pequeno espacamento entre as fibras, que ¢ embebida na matriz, proporciona um maior controle
de abertura de fissuras, o que leva a uma diminui¢do na possibilidade de deterioracdo da
estrutura por parte de agentes agressivos.

Figueiredo (2011) relaciona que essas caracteristicas surgem devido a capacidade das
fibras de redistribuir as tensdes aplicadas ao concreto, em virtude do elevado modulo de
elasticidade do aco, apesar de suas pequenas dimensdes volumes. Singh (2017) considera que
diferente das fibras de ago, as fibras sintéticas possuem baixo médulo de elasticidade, o que
nao permite a formagdo de um sistema estrutural “em forma de teia” (Figura 3) ao redor dos
agregados no concreto endurecido, e consequentemente, contribui menos na comportamento

pos-fissuracao.
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Para Singh (2017), teoricamente seria melhor distribuir as fibras somente na regido
tracionada, porém, de maneira pratica, ¢ atividade dificil de ser executada. Utilizar as fibras em
toda a se¢ao do elemento estrutural geralmente leva a um aumento no consumo de fibras para
um dado momento fletor atuante. Com o intuito de utiliza-las apenas nas regides solicitadas a
tracdo, busca-se aumento na capacidade de deformacao e na resisténcia residual a tragdo. Apesar
disso, verificam-se melhorias nas caracteristicas na capacidade de resisténcia a flexao,
cisalhamento e fadiga.

As estruturas de concreto armado convencionais, diferentemente das estruturas de
concreto reforcado com fibras, tipicamente exibem um comportamento global similar ao de
uma trelica para a transmissao das cargas (Figura 4). O concreto ¢ imaginado como uma escora
(elemento comprimido) em um sistema trelicado e a armadura ¢ representada pelo tirante
(elemento tracionado). Ja para os elementos de CRF, este tipo de mecanismo atua em nivel
local, ao redor dos agregados gratdos presentes no concreto endurecido. Em fun¢do da
formagao de um sistema de trelica espacial, formada pela distribui¢do randomica das fibras,
verifica-se que estas atuam como tirantes neste sistema hipotético, e a pasta hidratada da

argamassa atua como escora.

Figura 4 — Transferéncia de cargas em viga de concreto armado
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Fonte: SINGH, 2017.

De forma representativa, nos elementos convencionais, as armaduras longitudinais se
comportam de maneira diferente, dependendo do percentual de aco disponivel na se¢do. J4 para
os elementos de CRFA, ocorre a falha a partir do momento em que a deformacdo na face
tracionada atinge um valor critico. Usualmente, o valor de projeto para a superficie de abertura
de fissuras define o valor critico para a deformagao por tragdo permitida neste tipo de estrutura.
Parametros das fibras, tais como: razdo de aspecto, ancoragem e fracdo volumétrica, sdao
determinados para o refor¢o pos-fissuracdao do concreto.

Diferentes tipos de fibras de ago estao disponiveis no mercado. Estas possuem diferentes

geometrias, texturas, tipos de ancoragem e relacdo comprimento/diametro, também conhecida
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como razao de aspecto. Convencionalmente, Matos (2021) relaciona didmetros convencionais
em intervalos entre 0,10 mm e 1,0 mm, comprimentos variando de 5 mm a 65 mm, modulo de
elasticidade na faixa de 200 GPa a 210 GPa e tensdes de ruptura podendo alcancar até 2100
MPa. Todas estas caracteristicas podem influenciar na interagdo e aderéncia entre a fibra e o
concreto, bem como ha diferentes respostas mecanicas no comportamento global do compdsito.

As fibras, em geral, sdo especificadas pelo seu tipo (material constituinte), pelo seu
comprimento, pela razdo de aspecto (L/D) e fracao volumétrica. A razdo L/D ¢ um dos
principais parametros que indica a eficiéncia na melhoria da tenacidade do composito. Mehta e
Monteiro (2014) ressaltam que, em geral, quanto maior esta razdo, melhor a resisténcia ao
arrancamento da fibra, em virtude do aumento do comprimento de ancoragem, bem como, um
aumento no nimero de fibras que podem interceptar uma fissura, em fun¢do da utiliza¢ao de
um nimero maior de fibras mais delgadas.

Para as fibras de aco, Figueiredo (2011) cita que o teor de fibras pode ser apontado como
o principal parametro definidor do comportamento dos compositos. Desta forma, quanto maior
for o teor, maior serd o numero de fibras que atuardo como ponte de transferéncia de tensdes ao
longo das fissuras, o que aumenta o refor¢o pos-fissura¢ao do concreto.

Os parametros usuais de fornecedores de fibras de ago estabelecem dosagem minima de

fibras entre 10 kg/m?, para fibras com elevada razao de aspecto (% > 80), e 30 kg/m? para fibras

com baixa razdo de aspecto (% < 45). Com isto, o conceito de fragdo volumétrica de fibras (vy)

pode ser definido para as especificagdes em projeto, conforme Eq. (1):

- tf ibras
4 Paco (1)
em que tfprqs € 0 teor de fibras, em kg/m® € p,¢, € massa especifica do ago, considerada igual

a 7850 kg/m>.

A NBR 15530 (ABNT, 2019) define as especificacdes e requisitos para as fibras de aco
com func¢do de reforgo para o concreto. Estes elementos devem ser classificados com pelo
menos uma destas defini¢cOes: fabricacdo, forma, revestimento, teor de carbono e tolerancias
geométricas.

A classificacdo dos grupos relaciona o tipo da fibra com suas caracteristicas de
geometria. O grupo, de acordo com o tipo de aco o qual originou o elemento, pode ser definido
em fun¢do do didmetro equivalente, conforme Figura 5. O conceito do diametro equivalente
esta associado ao didmetro do circulo de area igual a area da secdo transversal média de uma

fibra. Desta forma, verifica-se que a norma desconsidera o formato da se¢do transversal.
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Trés grupos sdo apresentados na NBR 15530 (ABNT, 2019), o grupo I — arames
trefilados a frio; grupo II — chapas cortadas e grupo III — arames trefilados a frio e escarificados.
Os tipos previstos em requisitos normativos sdo trés: tipo A — fibra com ancoragem nas
extremidades; tipo C — fibra com ondulagdes no corpo (corrugada) e tipo R — fibra reta sem

ancoragens.

Figura 5 — Didmetro equivalente das fibras de acordo com o grupo e o tipo
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Fonte: adaptado de ABNT, 2019.

em que d, ¢ o didmetro equivalente. d; e d, sdo as medidas tomadas na regido central da fibra
em duas direcOes ortogonais entre si, t € a espessura da fibra, w € a largura da fibra retangular.

A Figura 6 apresenta esquematicamente a classificagdo das fibras de acordo com seus
grupos e tipos. A definicao da razao de aspecto ou fator de forma minimo, em conjunto com os
limites de resisténcia a tracao do aco sdo apresentados na Figura 7. Verifica-se que, usualmente,
fibras convencionais possuem fator de forma entre 20 a 100. A resisténcia a tragdo da fibra
influencia particularmente no comportamento de transferéncia de tensdes para a fibra oriundas

da matriz, quando essa se rompe.



Figura 6 — Geometria das fibras de acordo com a classificagio
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Fonte: adaptado de ABNT, 2019.
Figura 7 — Especificacdes das fibras de aco
Tipo Classe da fibra Fator de forma Limite de
minimo resisténcia a tracio
(MPa)
A 1 40 1000
1T 30 500
| 40 800
C II 30 500
11 30 800
R 1 40 1000
11 30 500

Fonte: adaptado de ABNT, 2019.
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Associado ao conceito da razao de aspecto, identifica-se 0 comprimento critico da fibra
(Figura 8), em que se verifica a hipotese de que a tensdo entre matriz e fibra aumente
linearmente a partir dos extremos até o centro dela. Este comprimento [, € definido como aquele
em que ¢ promovido o desenvolvimento da tensdo na fibra de modo que a tensdo em seu ponto
médio seja igual a tensdo de ruptura da fibra. Justifica-se que para o desenvolvimento de uma
fissura perpendicular as fibras, haverd uma distribuicdo linear de tensdo das extremidades até a
regido central, cujo limite maximo ¢ definido em fun¢do do material constituinte da fibra. Desta
forma, se a tensao maxima for observada antes do ponto central, ou caso esta nao seja atingida,
o limite de resisténcia da fibra ndo sera plenamente aproveitado.

Buttignol et al. (2018) aponta que o comprimento [., quando ndo se possui resultados
experimentais, pode ser determinado de maneira tedrica pelo menor valor calculado entre o
espacamento médio entre as fissuras (S,,,), que pode ser calculado pelas equagdes propostas
pelo fib Model Code 2010 (fib, 2013), e a distancia entre a linha neutra e a fibra mais extrema
solicitada a tracao.

Para os elementos armados, a distdncia maxima entre as fissuras (lsq,) € definida
como o comprimento da sec¢do, obtido a partir da se¢do fissurada, em que a aderéncia entre
concreto e aco ¢ desenvolvida (regido em que ocorre o escorregamento entre o concreto € as
barras de a¢o). A equagdo sugerida pelo fib Model Code 2010 (fib, 2013) para [ 4, depende
de parametros empiricos, do cobrimento adotado, da tensdo de aderéncia, da taxa de armadura,
do didmetro da barra, da resisténcia a compressdo do concreto e da resisténcia residual de

Servigo.

Figura 8 - Distribuicdes de tensao ao longo de uma fibra em funcdo do comprimento critico
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Fonte: FIGUEIREDO, 2000.

Mehta e Monteiro (2014) classificam o CRFA em fungao da fracao volumétrica de fibras
na sua composi¢do. Pode ser classificado em trés classes: misturas com baixa fra¢do

volumétrica (menor que 1%), em que se reduz a fissuragdo por retragdo, utilizada geralmente
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em lajes e pavimentos com grandes superficies expostas. Misturas com fragdo volumétrica
moderada (entre 1% e 2%), em que se aumenta o modulo de tenacidade a fratura e de resisténcia
ao impacto, sendo aplicadas em geral no concreto projeto. Por fim, misturas com alta fragao
volumétrica (maior que 2%), em que se tém o endurecimento por deformacdo do compdsito,
sendo conhecidos como compositos de alto desempenho.

Faria (2017) relaciona que um dos principais fatores que interferem na interacdo fibra-
matriz ¢ o teor de fibras utilizado na confecgcdo do compdsito. Isto pode ser explicado pela
fun¢do primordial desempenhada pela fase dispersa (fibra) na matriz (concreto), que esta
associada ao controle de fissuracdo apos a abertura da primeira fissura. As fibras, portanto,
funcionam como pontes de transferéncias de tensdes. A Figura 9 demonstra a variacdo do

incremento de fibras em uma curva tipica de tensao-deformacao para um elemento em flexao.

Figura 9 — Variacéo do teor de fibras no comportamento tensdo-deformagéo
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Fonte: FARIA, 2017.

Na Figura 9 pode-se observar que a auséncia de fibras configura um comportamento
tipico de um material fragil, em que had uma brusca diminui¢do de tensdo para uma dada
deformagdo. Ja com um baixo de volume de fibras, nota-se que ha uma redugdo suave na tensao
para o aumento de deformacao, caracterizando uma maior tenacidade em relagdo ao concreto
sem fibras. Por sua vez, para um alto volume de fibras, pode-se perceber que a tensdo aumenta
mesmo apOs a ruptura, simbolizando um comportamento ductil. Desta forma, além da
verificacdo dos comportamentos pds-pico de resisténcia, ressalta-se que, no trecho eléstico, nao
ha mudancas significativas.

Em geral, elevados volumes de fibras, apesar de beneficiarem o comportamento

mecanico no estagio pos-fissuracdo, podem gerar grandes problemas com o manuseio e
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trabalhabilidade do concreto, sendo necessario utilizar técnicas especiais para a mistura € o
langamento, que podem afetar diretamente o custo final de produgao.

Almeida (2023) cita que a grande maioria dos programas experimentais limitam a fracao
volumétrica a 1%. Uma alternativa para manter elevados teores de fibras sem prejudicar as
propriedades no estado fresco ¢ a utilizacdo de matrizes constituidas apenas de particulas
extremamente finas. No entanto, esta solu¢do provoca uma redugdo no modulo de elasticidade
do composito, além de ter um elevado custo.

Para Figueiredo (2011), em relagdao a dosagem de fibras, pode-se definir o teor critico
(Figura 10). Este teor esta relacionado ao volume de fibras adequado para a mistura, de modo
a preservar a capacidade portante do concreto mesmo apos a ruptura da matriz. Com isto,
observa-se que adotando-se valores abaixo do volume critico, ocorre o comportamento de
amolecimento do CRF, também denominado como strain-softening. Com volumes acima do
teor critico, o material continua aceitando niveis crescentes de carregamento, mesmo apos o
estagio de ruptura da matriz. Com isto, verifica-se o comportamento de endurecimento,

conhecido como strain-hardening.

Figura 10 — Comportamento mecéanico do CRF em funcéo do volume de fibras
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Fonte: FIGUEIREDO, 2011.

Bentur e Mindess (2006) apresentam que o volume critico, para fibras distribuidas
aleatoriamente em trés diregdes, ¢ dependente da resisténcia da matriz e do fator de forma das
fibras. Para a fator de forma variando entre 50 e¢ 100, o volume critico € da ordem de 1 a 3%.
Em relagdo ao comprimento da fibra, ¢ importante que haja uma compatibilidade dimensional
entre agregados e fibras, de forma que seja possibilitada, como um todo, a atuacao destas

enquanto reforco, e ndo como auxilio somente em segmentos da pasta (DUTRA, 2012).
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A NBR 16935 (ABNT, 2021a) cita que para o projeto baseado em analises numéricas,
leis constitutivas de tensao-deformagao a tracao mais avancgadas sao recomendadas, incluindo-
se a resisténcia a tragdo de primeira fissura.

Para a andlise estrutural de elementos de CRF, considera-se que os métodos podem ser
de analise linear, analise plastica, analise ndo linear e analise por meio de modelos fisicos.

Na analise linear, admite-se um comportamento eléstico-linear para o CRF. Os valores
para o modulo de elasticidade longitudinal e o coeficiente de Poisson podem ser adotados de
acordo com o material concreto simples, sem a adi¢cao de fibras (ABNT, 2021a).

Para a andlise ndo linear, admite-se o comportamento nao linear fisico do CRF. Neste
tipo de analise, a geometria da estrutura, a distribuicdo da armadura (quando houver) ¢ o
comportamento mecanico do CRF precisam ser previamente conhecidos para que a analise ndo
linear possa ser efetuada, pois a resposta da estrutura depende das fibras como reforgo (material,
tipo e dosagem), e de como ela foi armada.

Com estas defini¢des de parametros, deve-se verificar o atendimento das condi¢des de
equilibrio, de compatibilidade e de ductilidade. Pode-se adotar as analises ndo lineares para as
verificagdes no ELU e no ELS. A NBR 16935 (ABNT, 2021a) admite que na andlise ndo linear
pode ser utilizado o método dos elementos finitos e admitir o comportamento do material com
base na mecanica da fratura ndo linear.

Com o objetivo de realizar inicialmente uma andlise eldstica linear para a investigagao
do comportamento mecénico homogeneizado do concreto reforcado com fibras de ago,
apresenta-se na secao seguinte os métodos de homogeneizagao baseados na micromecénica dos

campos médios.

2.1 Métodos de homogeneizacdo

A andlise estrutural de materiais heterogéneos, por meio de métodos numeéricos,
necessita da descricao das propriedades fisicas que caracterizam o comportamento mecanico.
Por exemplo, no regime elastico linear, considerando-se o comportamento isotrdpico, utilizam-
se parametros como o modulo de elasticidade longitudinal e o coeficiente de Poisson. Em
virtude das caracteristicas de heterogeneidade, ¢ comum adotar um processo visando a
homogeneizacao dos materiais, definindo desta forma as propriedades efetivas. Para os
elementos de concreto reforcados com fibra, verifica-se na literatura o emprego dos métodos

de homogeneizagao baseados na micromecanica dos campos médios.
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Nemat-Nasser e Hori (1993) tratam que, por defini¢ao, a mecanica do continuo aborda
os materiais idealizados (Figura 11), na sua macroescala, consistindo em pontos materiais e
suas vizinhancas. Assume-se que a distribuicao de material, as tensdes e as deformagdes, dentro
de um corpo infinitesimal, podem ser tratadas de maneira essencialmente uniforme. Na
microescala, entretanto, os constituintes ndo sdo, em geral, uniformes, possuindo diferentes
propriedades e formas.

Com isto, na macroescala continua, adota-se o conceito do Volume Elementar
Representativo (VER), que corresponde, estatisticamente, a representacdo de um material
continuo e homogéneo. Para ser representativa, o VER deve incluir um grande nimero de
heterogeneidade, tais como: vazios, inclusdes, graos e seus contornos, fissuras e defeitos
similares.

Figura 11 — Representacdo da microescala de um material
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Fonte: adaptado de NEMAT-NASSER e HORI, 1993.

A utilizacdo dos modelos micromecanicos para a previsao do comportamento de
diversos materiais de engenharia cresceu ao longo dos anos. A microestrutura destes materiais
¢ complexa, e de certa forma, randdmica. Para a homogeneiza¢ao dos materiais heterogéneos,
os campos de tensdes e deformagdes sdo definidos em termos de condi¢cdes de contorno
homogéneas. Com os teoremas da tensao média e deformagao média, as equagdes basicas da
micromecanica foram desenvolvidas. Desta forma, a estimativa das propriedades elasticas
efetivas de materiais heterogéneos ¢ um dos objetivos das andlises micromecanicas baseadas
nos teoremas dos campos médios.

Qu e Cherkaoui (2006) abordam que, na natureza, a maioria dos materiais de engenharia

sdao heterogéneos. Geralmente, estes consistem em diferentes constituintes ou fases, que sao
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distinguiveis em escalas especificas. Para as aplicacdes em engenharia ¢ relevante determinar
as propriedades gerais ou efetivas dos materiais analisados em uma escala de interesse.

O problema da inclusdo equivalente (Figura 12), também referido como método de
Eshelby (1957) foi um marco na evolugao da micromecanica. A ideia basica consiste em
determinar o campo de deformagdo uniforme £*que deve ser imposto na inclusdo, considerada
como constituida pelo material da matriz, para que os campos de tensdo e de deformagdo

resultantes na mesma coincidam com aqueles gerados dentro da inclusdo do problema original.

Figura 12 — Problema da inclusdo equivalente de Eshelby
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Fonte: MARQUES, 2020.

Os diversos métodos disponiveis na literatura para avaliagdo das propriedades efetivas
de materiais heterogéneos sdo baseados na solucdo de Eshelby (1957) para a inclusdo
equivalente. Para a determinacdo das constantes elasticas efetivas do material compdsito, os
modelos consideram as fracdes volumétricos dos seus constituintes, como por exemplo,
percentual de volume ocupado pela matriz e percentual de volume ocupado pelas inclusoes.

Ressalta-se que a maioria dos métodos ignora a distribuicdo espacial das
heterogeneidades, ou seja, assume-se que ha uma distribui¢do uniforme das inclusdes.
Entretanto, as formas e orientacdes das heterogeneidades sdo levadas em consideragdo por meio
do tensor de Eshelby (1957).

Deste modo, as propriedades elasticas efetivas previstas pelos modelos micromecanicos
ndo dependem do tamanho das inclusdes. As interagdes entre as heterogeneidades sdo levadas
em consideragdo de forma diferente pelas diferentes abordagens. Em geral, o modelo de
Eshelby (1957) € coerente para pequenas fragdes volumétricas de inclusao, enquanto os demais
sao aplicaveis para demais faixas de variacdo de volumes de inclusao.

Zhang et al. (2017) apresentaram uma metodologia de analise multiescala para um

modelo micromecanico que envolve os niveis da pasta de cimento, do concreto e os reforgos
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com fibras hibridas. Para a homogeneizacao, considera-se as etapas de constru¢do do composito
para a determinacdo das propriedades elasticas efetivas da macroestrutura de um concreto
reforgado com fibras hibridas a temperatura ambiente. Com isto, tém-se que esta metodologia
considera desde os produtos de hidratagao do clinquer até a adigdo de diferentes fibras ao
concreto. Verifica-se que o modelo autoconsistente generalizado pode ser empregado para as
analises multiescala.

Chen et al. (2016) citam que formulagdes empiricas para avaliar as propriedades
elasticas do concreto foram utilizadas por muito tempo, sendo estas obtidas por meio de testes
de laboratorio, consistindo em uma abordagem fenomenoldgica para formular o
comportamento do material. Entretanto, uma alternativa interessante para lidar com este
problema ¢ a utilizagdo da teoria da micromecanica, que pode reduzir os custos de laboratdrio
e ainda proporcionar uma avaliacdo do comportamento estrutural em uma microescala.

De acordo com estudos prévios, os modelos micromecanicos utilizados para o concreto
refor¢cado com fibras assumem a simplificagdo de que a forma do agregado € presumida como
esférica, embora saiba-se que a geometria dos agregados ¢ um pouco complexa na realidade.
Além disto, as fibras podem ser distribuidas aleatoriamente na matriz e representadas por um
conjunto de esferoides prolatos planos que podem diferir nas suas orientacdes.

Em geral, assume-se que a interface entre as fibras e a pasta de cimento possui aderéncia
perfeita. No trabalho de Chen ef al. (2016) ¢ apresentado um modelo em que se considera a
presenca da zona de transicdo interfacial (ZTI) e a adi¢do de mais de um tipo de fibra no
concreto (Figura 13). Neste modelo, ndo se leva em consideracdo as relacdes geométricas da
fibra (por exemplo, sua razdo de aspecto). Com isto, apenas a fracdo volumétrica e as
propriedades elasticas das fibras sdo utilizadas como caracteristicas da inclusdo.

Em virtude da homogeneizacdo considerando-se diferentes niveis, Chen et al. (2016)
realizam a interagdo das fibras com a matriz de concreto por meio de procedimento por etapas.
Desta maneira, no primeiro nivel considera-se a interacdo ZTI-agregado; no segundo, o
resultado da homogeneizacdo anterior com a matriz cimenticia; no terceiro, inicia-se a inclusao

das fibras como elemento de reforco.
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Figura 13 — Concreto reforcado com fibras hibridas
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Fonte: adaptado de CHEN et al., 2016.

Para a consideragdo das propriedades elasticas efetivas do concreto refor¢ado com fibras
de aco, o modelo de Mori-Tanaka pode ser considerado adequado (DUTRA, 2012). Uma vez
que sdo identificadas duas fases: a matriz de concreto e as fibras, as quais se apresentam em
moderada e baixa quantidade, outros modelos analiticos como: concentragao diluida e
autoconsistente, apresentam resultados semelhantes para baixas fragdes volumétricas de fibras
(em geral, inferior a 5%). A medida que ha uma propor¢do maior de fibras, estes modelos
podem ter resultados diferentes.

Dutra (2012) define que o CRFA pode ser considerado um material de comportamento
isotropico, uma vez que as fibras, que apresentam propriedades globais isotropicas, sdo
incorporadas aleatoriamente orientadas e distribuida na matriz de concreto. E possivel obter por
meio da homogeneizacio as constantes eldsticas K™ e G"°™, respectivamente, médulo de
compressdo volumétrica e moddulo de elasticidade transversal. Ressalta-se que a
homogeneidade assumida para a matriz de concreto resulta de um processo de homogeneizagao
preliminar, a qual j4 considera as microfissuras existentes.

Considera-se ainda que, caso a dimensdo da fibra seja grande em relagdo a uma ou duas
dimensdes do elemento de CRFA ¢ observado uma distribuicdo na matriz de preferéncia
bidimensional ou unidimensional, respectivamente. Com isto, obtém-se um material com

comportamento anisotrépico (DUTRA, 2012).

2.1.1 Modelo de Mori-Tanaka

Por meio do modelo de homogeneizagao de Mori-Tanaka, busca-se a representacao do

CRFA em um meio homogéneo equivalente (Figura 14). O procedimento ¢ baseado na definigao
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de um VER na escala microscopica, e por meio da micromecanica dos campos médios, realiza-

se a homogeneizagdo do composito.

Figura 14 — Modelo de homogeneizagdo por micromecénica
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Fonte: adaptado de DUTRA et al., 2010.

Neste trabalho, adota-se a média dos valores obtidos pelos c6digos normativos (Tabela
1), em que y ¢ a massa especifica do concreto considerada como 2.500 kg/m?, f. ¢ a resisténcia
a compressdo do concreto, em MPa; ap ¢ um parametro que depende do tipo de agregado

graudo, sendo considerado 1,0 para granito e gnaisse.

Tabela 1 — RecomendacBes normativas para 0 modulo de elasticidade

Modulo de elasticidade longitudinal (E.) em MPa
1/3
CEB-FIP/Eurocode (2004) E, = 22000 - ({%)
15 1/2
ACI committee 363 _ WA (ﬁ)
E. = 21000 (2300) o
NBR 6118 (2023) E. = ag-5600-./f.

Fonte: Autor, 2024.

As expressoes analiticas para o0 modelo de Mori-Tanaka com a consideragao de fibras
com razdo de aspecto (@ = a/b) infinita (@ = o0) sdo apresentadas em Dutra et al. (2010)

(Figura 15), em que o mddulo de compressao volumétrica ¢ dado por

Khom — NK(kmrgmr kf'gfrf)
Dk (k™, g™ k7, g7, f) @)
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em que k™ e g™ sdo o mddulo de compressao volumétrica e modulo de elasticidade transversal
da matriz, respectivamente; k/ e g/ sio o modulo de compressdo volumétrica e médulo de
elasticidade transversal das fibras, respectivamente; f ¢ a fragdo volumétrica das fibras.

As fungdes Nk e Dg dependem das propriedades elasticas dos componentes do CRFA,
assim como da fra¢do volumétrica das fibras.

N, = 3g™ + gNIQA — HK™ + fkS] + 3k™kS 3)

Dy = Bg™+ gf) + 3(Fk™ + (1 — Pk 4

Figura 15 — Descrigéo da geometria do elemento de fibra

e
X, /71 €,

Fonte: DUTRA et al., 2010.

O modulo de elasticidade transversal pode ser expresso por

Ghom — NG(km' gm’ kf' gf'f)
DG(kmrgm' kf'gf'f) (5)

emque N; = Y% ,n;e Dg = Y7, d;, sendo

ny = 9fk™k/ (g7)? (6)
n, = 39™(gN*(7fg’ (k™ + k') + 15k™kS (1 + f) + 597 k™) (7

ns = (g™)?%g7 (35(9/)?(35 + 37f) + 15k™ g’ (5 + 3f) + 3k/ g/ (35 + 17f)
+ 10k™kS (9 — ) ®)
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n, = (g™)3((g/)?(145 + 39f) + 21k™g/ (5 — f) + 3k/ g/ (40 — 19f)

+45k™kS (1 - £)) 9)

ng = (g"™)* (45k™(1 — £) + 15k (1 - f) + g7 (125 - 61f)) (10)
n®=15(g™>*(1 - f) (11)

dy = 3k™(g7)? (597 (1 = £) + 3k (5 — 4f)) (12)

d, = g™g’ (35(9")*(1 = f) + 3k™g/ (25 — 13f) + 21k/ g/ (5 — 4f) + 90k™k)  (13)

d; = (g™)? ((g")?(145 — 73f) + 15k™g” (7 + f) + 12k’ g/ (10 + 3f)

+ 9Kk (5 + 4f)) (14)
dy = (g™)? (9K™(5 + 4f) + 3K/ (5 + 16£) + g7 (125 + 59)) (15)
ds = (g™*(15 + 49f) (16)

De acordo com Sadd (2009), com a considera¢ao de material isotropico, pode-se utilizar
as seguintes relagdes para as constantes elasticas do material homogeneizado, visto que estes

parametros, modulo de elasticidade longitudinal dado por
E _ 9 Knom * Ghom
hom 3 Knom + Grhom (17)

e coeficiente de Poisson sendo expresso por
v :3'Khom_2'Ghom
hom 6 Knom + 2 Ghom (18)

sdo os mais comumente utilizados em andlises numéricas.
Para a avaliacdo dos parametros efetivos com uma fracdo volumétrica de fibras de até
5%, considerando-se uma matriz de concreto (E, = 31000 MPa, v, = 0,20) e a inclusdo de

fibras de ago (Ef = 210000 MPa,vs = 0,30), obtém-se as Figura 16 e Figura 17, em que

Enom/E. representa o modulo de elasticidade longitudinal homogeneizado dividido pelo
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modulo de elasticidade da matriz (concreto); vy,m /U, representa o coeficiente de Poisson

homogeneizado dividido pelo coeficiente de Poisson da matriz (concreto).

Figura 16 — Avaliacéo parametrica do médulo de elasticidade homogeneizado
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Fonte: Autor, 2024.

Figura 17 - Avaliacdo paramétrica do coeficiente de Poisson homogeneizado
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Fonte: Autor, 2024.

Observa-se que, de acordo com a Figura 16, utilizando-se o modelo de Mori-Tanaka, a
medida que o percentual de fibras aumenta, o mddulo de elasticidade tende a aumentar. Isto
justifica que, para um teor de fibras de 5%, pode-se ter um aumento de cerca de 6% do modulo
de elasticidade homogeneizado em comparagdo a este parametro elastico quando da auséncia
da adigdo das fibras. Neste modelo, nota-se que a consideracdo das fibras sempre resultara em
um composito com maior rigidez em relagdo a matriz original.

Matos (2021) relata que nao hd um consenso na literatura sobre a influéncia da adi¢ao

de fibras de aco no moddulo de elasticidade longitudinal do composito. Contudo, ha uma



39

concordancia de que esta propriedade ¢ definida em funcdo do traco do concreto,
especificamente pela adi¢ao de finos. Em alguns estudos, verifica-se que a adi¢@o de fibras de
aco ¢ capaz de diminuir o mddulo de elasticidade, enquanto a adi¢ao de silica tende a aumentar
o valor desta propriedade.

J& para o coeficiente de Poisson, valores tipicos na literatura identificam uma varia¢ao
entre 0,18 e 0,22 para diversas classes de resisténcias analisadas. Este pequeno intervalo se
justifica em funcao do procedimento experimental para determinagdo deste parametro, que €
calculado a partir de observagdes nos estagios iniciais de carregamento, em que as fibras

praticamente ndo contribuem com a capacidade resistente do composito.

2.2 Modelos constitutivos

A consideracdo de um modelo eléstico linear para o concreto ¢ valida apenas quando a
curva carga-deslocamento se encontra em um regime de solicitacdo a compressao, significando
que a resisténcia a tragdo do concreto ndo pode ser alcancada e que fissuras ndo irdo surgir.
Desta forma, a favor da seguranca na andlise pos-fissuragdo, busca-se uma representacao
adequada por meio de modelos constitutivos mais realistas.

Dentre a variedade dos modelos constitutivos, que sdo capazes de descrever a relacao
tensdo-deformacao no concreto, basicamente, trés areas de estudo podem ser utilizadas para a
modelagem do comportamento ndo linear do concreto: teoria da elasticidade nao linear, teoria
da plasticidade e mecanica do dano (STOIBER e KROMOSER, 2021).

Oliveira, Penna e Pitangueira (2020) destacam que a grande maioria dos modelos
constitutivos adotam uma abordagem fenomenoldgica, isto €, descreve-se o material do ponto
de vista macroscopico, desprezando os mecanismos microscopicos e considerando o material
como continuo e homogéneo.

Para a anélise numérica do concreto, ¢ comum adotar critérios de falha para a verificacao
dos parametros de resisténcia. Um critério de falha ou fratura ¢ descrito em termo dos
invariantes de tensdes, que podem levar em consideracdo a superficie de escoamento do
material. Uma quantidade consideravel de trabalhos foi realizada considerando-se o critério de
von Mises, o critério modificado de von Mises (ou critério de Drucker-Prager) e o critério de
Coulomb ou critério de Coulomb modificado.

Com excecao do critério de von Mises, que em geral ¢ utilizado para a modelagem do
comportamento plastico de metais, Chen (2007) relata que todos os critérios desenvolvidos para

concreto incorporam a dependéncia da tensdo limite de escoamento na tensdo normal média,
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além da dependéncia do invariante da tensdo de cisalhamento maxima. Estes critérios, por
exemplo: Mohr-Coulomb e Drucker-Prager, sdo conhecidos na literatura como dependentes da
pressao hidrostatica.

Chen (2007) menciona que relagdes nao lineares do concreto armado podem ser
caracterizadas em trés classes: o estagio elastico ndo fissurado, a propagacao de fissuras e o
estagio pléstico. A resposta ndo linear ¢ causa principalmente por dois efeitos da unido dos
materiais: a fissura do concreto e a plasticidade da armadura e do concreto a compressao.

Outras nado linearidades independentes do tempo podem surgir das agdes dos
componentes do concreto armado individualmente. Por exemplo, Chen (2007) cita que o
escorregamento da armadura em relagdo ao concreto, o efeito de intertravamento de agregados
e o efeito de pino estao incluidos nessa classe. Demais efeitos dependentes do tempo também
podem provocar uma resposta nao linear, tal como a fluéncia, a retragdo e a variagao de

temperatura.
2.2.1 Modelo de Drucker-Prager

O critério proposto por Drucker e Prager (1952) pode ser considerado uma aproximacao
suave do critério de Mohr-Coulomb (SOUZA NETO; PERIC; OWEN, 2008). O modelo
consiste em uma modificacao do critério de von Mises em que ¢ incluido um termo adicional
para incluir a influéncia da pressao hidrostatica. Estabelece-se que o escoamento plastico inicia
quando o invariante J, do estado de tensdes deviatorico e a tensdo hidrostatica p atingem uma

combinagao critica, dada por

V() +np=c¢ (19)

em que 1 e ¢ sao parametros que dependem do tipo de material. Nota-se que no espago das
tensdes principais, a superficie de escoamento deste critério € um cone circular cujo eixo € a
linha hidrostatica. Para n = 0, verifica-se que o cilindro de von Mises € recuperado.
Considerando-se o modelo de Drucker-Prager (1952) como um critério de resisténcia,
pode-se utiliza-lo para a simulacdo de materiais frageis, tais como concreto, solos e rochas. A

Figura 18 apresenta a superficie do modelo.
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Figura 18 - Representacdo grafica do modelo de Drucker-Prager
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Fonte: SOUZA NETO; PERIC; OWEN, 2008.

Para aproximar a superficie de escoamento de Mohr-Coulomb, ¢ conveniente definir a

funcao de escoamento de Drucker-Prager como

(0, ¢) = J2(s(0)) + np(0) —$c (20)

em que ¢ ¢ a coesdo do material e os parametros n ¢ ¢ sdo escolhidos de acordo com a
aproximagao requerida do critério de Mohr-Coulomb. Duas das mais cldssicas aproximagdes
sao obtidas por meio das aproximagdes das bordas externas ou internas da superficie de Mohr-
Coulomb.

Souza Neto, Peri¢ e Owen (2008) exemplificam que em problemas de estado plano de
tensdo, uma aproximacgao que pode ser valida para estruturas de paredes de concreto, pode ser
conveniente utilizar uma aproximagdo que satisfaca simultaneamente os critérios de Mohr-
Coulomb e Drucker-Prager em estados de tensdo uniaxial e compressao uniaxial. Para que o
critério de Mohr-Coulomb tenha aderéncia para uma dada resisténcia a tra¢ao f; e uma dada
resisténcia a compressdo f, os parametros ¢ e ¢ podem ser assumidos como

¢ = arcsin(}{j ;Z>
_ fo - ft
Cc =

fe = £

(21)

tan ¢
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Na Figura 19, apresenta-se o cone para o critério de ruptura de Drucker-Prager em estado
plano de tensdes. Para a previsdo de ruptura uniaxial, ou seja, f{ou f/, a partir dos pontos
coincidentes do critério de Mohr-Coulomb com Drucker-Prager, com as mesmas cargas, pode-
se obter os parametros 7 e {por

_3sing

T
_2cos¢ (22)
V3

Considerando-se os pontos coincidentes para a tragao biaxial (f;,) € compressdo biaxial
( fpc), 0s pardmetros 1 e & sdo definidos por

_3sing

PN
_2cos¢ (23)
IS

Figura 19 — Ajuste do modelo de Drucker-Prager em relacdo ao modelo de Mohr-Coulomb
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Fonte: FARIA, 2017.

Ajmal et al. (2023) citam que ao expressar o modelo de Drucker-Prager em termos da
coesdo e angulo de atrito, permite-se uma melhor interpretagdo fisica e elimina-se problemas
numéricos associados aos cantos do plano deviatérico da superficie de falha do modelo de
Mohr-Coulomb. Para que valores apropriados de ¢ e ¢ sejam obtidos, deve-se possuir
informagdes sobre a resisténcia a compressdo uniaxial (f), resisténcia a compressdo biaxial

(fpc) € resisténcia a tragdo uniaxial (f}). Com isto, observa-se que na literatura registra-se
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variagdes do angulo de atrito entre 10° a valores superiores a 30°, ¢ a coesdo ¢ empiricamente
determinada em uma variacao de 13% a 43% de f,, de acordo com os autores.

Dutra (2012) propds para o concreto refor¢ado com fibras de ago (CRFA), por meio de
um modelo de homogeneizag¢do considerando o critério resisténcia de Drucker-Prager para
matriz, as seguintes expressdes para a resisténcia a compressdo uniaxial (f,C¥F4) e biaxial

(FERFAY do composito, respectivamente

o = fcbm - fcm
o2 fcbm - fcm (24)
o = fom = (1 —ap)
™A+ apy) (25)
(LY. 5 .
ponea _ 21 ) (5) o+ am -om (26)
(am - 1)
. 2—ap)- (%) o +(1+ap): on
= (2am — 1) @7)

em que a,, ¢ um parametro escalar adimensional que varia entre 0 (critério de von Mises) ¢ 1,
o qual considera a dependéncia do critério em relagdo a tensao hidrostatica; a,, ¢ o limite
elastico do material sob o estado de tracdo uniaxial; f ¢ a fragdo volumétrica de fibras e af+ éa
resisténcia a tra¢ao uniaxial das fibras.

Observa-se que para fragdes volumétricas inferiores a 5%, Dutra (2012) relata que a
razao de aspecto das fibras tem uma pequena influéncia na determinagdo das resisténcias a
compressao e tracao uniaxial do composito. Com isto, neste modelo, os estudos sao limitados
a porcentagem de fibras menores que o limite proposto. Desta forma, define-se como fatores
determinantes a fracao volumétrica das fibras e as caracteristicas mecanicas das mesmas, além
das caracteristicas mecanicas da matriz cimenticia sem a adi¢ao das fibras.

Dutra (2012) apresenta o seguinte modelo para a estimativa da resisténcia a tracdo

uniaxial do CRFA (f,£RF4)

f 7+
ftCRFA — ﬁ 3f (28)
€m que ’t ¢ a resisténcia a tragﬁo da matriz cimenticia.

Verifica-se que o modelo analitico proposto para a estimativa de f,°%F4 indica que pode

ocorrer um aumento consideravel na resisténcia do concreto ao se adicionar fibras. Conforme
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Dutra (2012), nota-se dos ensaios experimentais que ocorre esse aumento, entretanto, menor do
que aquele previsto pelo modelo empregado.

Em geral, um critério de resisténcia para um material composito pode ser determinado
considerando-se as propriedades individuais de resisténcia de suas fases (matriz e fibras) e suas
respectivas fragdes volumétricas. No trabalho de Dutra (2012), a formulacdo adotada permite a
consideracdo de qualquer critério de resisténcia para os componentes do composito. No caso
das fibras, apenas suas resisténcias a compressao € a tragdo uniaxiais sdo necessarias. A
resisténcia da matriz de concreto, na proposta da referida autora, ¢ caracterizada pelo critério
de Drucker-Prager.

Na defini¢do do critério de resisténcia do CRFA, a consideragdo de aderéncia perfeita
entre os constituintes equivale a igualar o material da interface fibra-matriz com resisténcia
infinita e considerar qualquer fendmeno de falha que possa ocorrer no mesmo. Entretanto, por
meio de observagdes experimentais, conclui-se que o CRFA pode, muitas vezes, ser
influenciado pela falta de aderéncia entre suas fases. Uma abordagem mais apropriada,
conforme sugerido por Dutra (2012) ¢ de avaliar as propriedades limitadas de resisténcia da
interface na formulacao do dominio de resisténcia macroscopico.

Como o comportamento do concreto com reforgo de fibras ¢ controlado por processos
de transferéncia de tensdo da matriz para as fibras (Figura 20), diversos fatores condicionam
este fenomeno, por exemplo: a condi¢ao da matriz, ou seja, no estdgio pré-fissuracao ou pos-
fissuracdo; as propriedades mecanicas da matriz e da fibra; a geometria da fibra, isto ¢, seu
comprimento, forma, didmetro e mecanismo de ancoragem; a fracdo volumeétrica de fibras, além

das propriedades mecanicas da interface (DUTRA, 2012).

Figura 20 — Comparacdo de concentracdo de tensdes para concreto reforcado com fibras
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Fontes: BARROS, 2009.
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Para os compositos cimenticios, sabe-se que a microestrutura ao redor da inclusdo ¢
diferente do restante da estrutura. Esta regido ¢ usualmente referida como zona de transi¢ao
interfacial (ZTI). Sharma e Bishnoi (2020) comentam que a presen¢a da zona de transi¢ao pode
modificar o comportamento do concreto de fragil e elastico para quase ductil, quando submetido
a acdo das forgas externas. Diversos modelos com a abordagem micromecanica consideram a
zona de transicdo como uma camada ao redor dos agregados. Entretanto, devido a
indisponibilidade de ensaios experimentais para a determinacdo de suas caracteristicas, tais
como espessura e propriedades mecanicas, usualmente adota-se a estimativa de propriedades
relativas a pasta de cimento.

A presencga desta zona resulta em um gradiente de microestrutura, € em razao disso, um
gradiente de propriedades mecanicas. Bentur e Mindess (2006) identificaram que duas
situacdes podem surgir: uma interface porosa e fraca pode causar uma redugdo global do
vinculo entre os materiais; uma interface fraca que ndo se encontra na superficie da fibra, mas
sim na camada porosa da interface, um pouco longe da superficie da fibra. A primeira situagao
impacta diretamente a ligacdo e a resisténcia ao arrancamento, em contrapartida, a segunda tem
um efeito indireto, influenciando o modo de descolagem, quando as fissuras se desenvolvem
nestas partes da matriz e se propagam na dire¢do das fibras (DUTRA, 2012).

Para quantificar a influéncia da ZTI na homogeneiza¢do do concreto refor¢ado com
fibras, Chen et al. (2016) apresentam um modelo em que ¢ apresentada uma proposta de
quantificagdo da espessura e fracdo volumétrica da ZTI em uma abordagem multifasica.
Verifica-se que ha uma dependéncia direta dos pardmetros dos agregados, principalmente a
distribuicao granulométrica, que impacta no tamanho dos agregados e na fragdo volumétrica
presente na composi¢ao do concreto.

Para as andlises de resisténcia em problemas de engenharia, ¢ usual adotar um critério
de ruptura que represente o comportamento idealizado do material. O critério de Drucker-
Prager pode ser considerado uma adaptacdo do critério de von Mises para materiais que
possuem caracteristicas de resisténcia diferentes quando solicitados a tragdo e a compressao
(como o concreto), além de ser considerada a dependéncia da tensdo hidrostatica na ruptura do
material. Entretanto, o supracitado modelo ndo permite a caracterizagdo da sua resisténcia a
tracdo € & compressao com 0s mesmos parametros. A sua associagdo com uma condi¢do de cut-
off em tragdo (tensdes positivas) permite caracterizar de forma mais adequada o comportamento

do concreto sob solicitagdes de tracao (Figura 21) (MATOS, 2021).
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Figura 21 — Superficie de plastificacdo de Drucker-Prager com cut-off em tracéo do tipo
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Fonte: MATOS, 2021.

Dutra (2012) introduziu os pardmetros ¢ e ¢, que definem as propriedades da
interface. Em virtude da impossibilidade de se realizar ensaios do material da interface
diretamente, para a determinagdo destes parametros, € possivel realizar uma analise inversa, em
que conhecidas as propriedades de resisténcia do composito e da matriz auxiliam na sua
obtencdo. Destaca-se que por meio desta abordagem, a influéncia da forma da fibra pode ser
incorporada indiretamente ao modelo.

Para simplificacdo, assume-se que as fibras estdo dispostas em trés diregdes
perpendicular entre si (Figura 22). Neste meio periodico ficticio, as fibras sdo consideradas
longas de acordo com p dire¢des. De modo que, para a estimativa do meio homogeneizado,
quanto maior for o numero de direcdes consideradas, melhor ¢ o resultado. Em particular, o
dominio de resisténcia tende a ser isotropico a medida que p aumenta. Entretanto, nesta

modelagem nao se considera diretamente o efeito da razdo de aspecto no dominio de resisténcia

homogeneizado (DUTRA, MAGHOUS e CAMPOS FILHO, 2013).

Figura 22 — Volume elementar representativo (VER) e célula periddica simplificada
ISOTROPICO I ANISOTROPICO
y

n

a b

Fonte: adaptado de DUTRA, MAGHOUS e CAMPOS FILHO, 2013.
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Pode-se definir, em fungdo da simetria que ocorre em relagdo as trés diregdes das fibras,

a envoltoria demonstrada na Figura 23. Em funcdo das andlises inversas realizadas para

determinar as propriedades da interface, Dutra (2012) apresentou um modelo para a

aproximacao destes parametros demonstrado nas equagdes a seguir.
—(* + fLRFA)

2. \/—(Z* + ftCRFA)

e _ —(Z* - fLRFA

. \/—(Z* + [,CRFA)

em que

_ A+ (7t Te)

i
fo

fi=V3-(1-ak)(-0y + o)
fo=V1—a% B am (—0x—0;) =2 0 (1 + ay))
fr=3 an J1-ak
fo=v3-(1-ap)
fo=3-(1-ak) - (1—4-ak)
0y = fr0%

0; = fzo-z+

(29)

(30)

31)

(32)

(33)

(34)

(35)

(36)

37)

(38)

em que ot e 0~ sdo as resisténcias & compressdo e a tragdo, respectivamente, das fibras

aplicadas ao CRFA.
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Figura 23 — Obtencgdo do dominio de resisténcia considerando a interface
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Fonte: DUTRA, 2012.

Huang (2022) cita que diversos modelos para descrever o comportamento do concreto
simples tém sido adotados nos estudos numéricos para as estruturas de concreto reforcado com
fibras. Considerando que estes dois materiais possuem semelhancas na macroescala e que as
fibras sdo distribuidas continuamente no concreto homogeneizado, pode-se adaptar os modelos
de concreto simples por meio da calibragao de parametros experimentais para o CRF ou por
modelos constitutivos (curvas tensdo-deformacdo) que possam refletir o comportamento dictil
melhorado pos-pico.

No trabalho de Huang (2022) usa-se o modelo de Drucker-Prager com a consideragao
do parametro escalar do médulo de endurecimento (H). Para o modelo de endurecimento linear,
o autor utiliza valores negativos para definir o comportamento de amolecimento ao
cisalhamento, por exemplo, a coesdo permanece com o seu valor inicial até que o fluxo pléstico
inicie, e entdo decresce conforme a deformagdo plastica equivalente acumula. Para destacar o
comportamento aprimorado pds-escoamento do CRF, Huang (2022) descreve que o mddulo de
endurecimento do CRF ¢ 1/10 do valor considerado para o concreto simples.

Dutra, Maghous e Campos Filho (2013) avaliaram as propriedades de resisténcia do
CRFA com base na homogeneizacao e andlise limite. A eficiéncia desta abordagem ¢ comparada

com solugdes numéricas por meio do método dos elementos finitos, e em seguida, com
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resultados experimentais da literatura. As aproximagdes para previsdo do comportamento
resistente do material sdo consideradas satisfatorias.

Dutra, Maghous e Campos Filho (2013) validaram os resultados obtidos por meio da
homogeneizac¢ao com resultados experimentais. Lim e Nawy (2005) utilizaram fibras com L/D
=70 e resisténcia uniaxial de 1115 MPa. As resisténcias uniaxial e biaxial do concreto avaliado
foramde f.,,, = 82,3 MPace f.p;, = 1,20 - fp,. Os parametros do critério Drucker-Prager foram
identificados como «,, = 0,141 ¢ g,, = 61,93 MPa.

Peres (2006) utilizou fibras com L/D = 44 e resisténcia uniaxial de 1200 MPa. As
resisténcias uniaxial e biaxial do concreto avaliado foram de f.,, = 28,24 MPae f.,,, = 1,16
fem- Os pardmetros do critério Drucker-Prager foram identificados como «,, = 0,121 ¢ g,,, =
23,13 MPa.

Para a resisténcia a compressao biaxial do CRFA, a Figura 24 demonstra as estimativas
do método proposto e os resultados obtidos experimentalmente. J4 para a resisténcia a
compressdo uniaxial, a Figura 25 aponta o comparativo, também em fun¢do da fragdo
volumétrica de fibras. Os dois trabalhos utilizados para o confronto experimental possuem
matrizes de resisténcias bem distintas.

Além do fato que, para justificar a discrepancia observada, pode-se analisar que foram
utilizados cubos de dimensdes 10x10x10 cm? por Lim e Nawy (2005), enquanto Peres (2006)
utilizou cubos de 15x15x5 cm?®. Em func¢ao das maiores dimensdes paralelas a dire¢do principal
da solicitacdo biaxial, h4 uma maior concentracdo de fibras ao longo das maiores dimensoes,
que sdo coincidentes com a direcdo do carregamento (DUTRA, MAGHOUS e CAMPOS
FILHO, 2013).

Figura 24 — Comparacéo da resisténcia a compressdo biaxial
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Fonte: adaptado de DUTRA, MAGHOUS e CAMPOS FILHO, 2013.
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Figura 25 — Comparacdo da resisténcia a compressdo uniaxial
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Fonte: adaptado de DUTRA, MAGHOUS e CAMPOS FILHO, 2013.

Estes resultados podem ratificar que o uso do critério de Drucker-Prager ¢ condizente
para a analise do concreto sob o estado de compressao biaxial. Apresenta-se também como uma
formulagdo mais simples do que, por exemplos, os critérios de Ottosen ¢ Willian-Warnke, visto
que ndo permite a caracterizagdo do comportamento a tracdo e a compressao com 0S mesmos
parametros.

Propde-se, neste trabalho, utilizar o modelo de homogeneiza¢do de Mori-Tanaka para a
caracterizagdo elastica do CRFA, e adotar o critério de ruptura de Drucker-Prager, baseado em
propriedades efetivas homogeneizadas do composito, como modelo de resisténcia do CRFA.

Para isto, € necessario conhecer individualmente as propriedades do concreto simples e
as propriedades das fibras de ago. Com estas defini¢des, em funcdo de uma determinada fragao
volumétrica de fibras, pode-se utilizar principios da micromecanica de campos médios para
simplificar o comportamento deste material heterogéneo em um material homogéneo
equivalente.

Nas propriedades mecanicas do material homogeneizado, tais como resisténcia a tragao
(fERFAY e resisténcia a compressio (f,CRF4), utiliza-se o critério de resisténcia de interface
como método de andlise inversa para defini¢do do comportamento resistente as solicitagdes de

compressdo. De posse de f,'RF4A ¢ fLRFA

, a relagdo proposta por Souza Neto, Peri¢c e Owen
(2008) para ajuste uniaxial € utilizada (Eq. (21)) e, desta forma, angulo de atrito (¢) e coesao
(c) podem ser estimados com base na aproximagdo do comportamento elastoplastico do
material.

Para validacao da consideracdo de um critério de cut-off em tragao, a eq. (28), como ja

mencionado, superestima a resisténcia a tragdo uniaxial do CRFA. Experimentalmente, ndo se

encontra aumentos da resisténcia a tragdo do CRFA superiores a ordem de 200% quando da
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adi¢ao de fibras, o que pode ser verificado em diversos trabalhos (Figura 26). Entretanto, ao se
utilizar as resisténcias obtidas por meio dos resultados experimentais, uma formulagao
alternativa simplificada pode ser empregada para a caracterizagdo do CRFA sob solicitagdes de

tragdo (DUTRA, 2012).

Figura 26 — Resisténcia a tracdo do CRFA com a fracdo de fibras
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Fonte: DUTRA, 2012.

O trabalho de Demeke e Tegos (1994) avaliou corpos de prova de CRFA solicitados,
simultaneamente, a tensdes de compressdo e de tragcdo. Os parametros analisados foram a
combinagdo de duas tensdes biaxialmente aplicadas e a fragdo volumétrica de fibras. Foram
utilizadas fibras com L/D = 60 e resisténcia uniaxial de 1000 MPa. As resisténcias uniaxial e
biaxial do concreto avaliado foram de f.,, = 30,00 MPa e f.,,, = 1,16 * f,,,,. Além disto, a
resisténcia a tracdo uniaxial foi de f; = 3,14 MPa.Os parametros do critério Drucker-Prager
foram identificados como a,,, = 0,123 e g,,, = 23,46 MPa.

Por meio de analise experimental, as resisténcias a tracdo uniaxial do CRFA foram as

seguintes: f,RF 405% _ 4,11 MPa; fCRE ALO% _ 4,70 MPae fLRF AL _ 5,48 MPa. Utilizando-

se a proposta da eq. (28), tém-se £CRFA%>™ = 4 81 MPa; fCRFA™" = 6 47 MPa e fCRFAV =

8,14 MPa. A Figura 27 apresenta a comparacao do modelo analitico de Dutra (2012) e os

resultados experimentais de Demeke e Tegos (1994).
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Figura 27 — Validacdo experimental de Demeke e Tegos (1994)
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Fonte: DUTRA, 2012.

Verifica-se que a formulacdo adotada se aproxima satisfatoriamente da andlise
experimental. Para maiores valores de tensdes de compressao sdo encontradas maiores
diferencas, principalmente para a tensdo a compressao uniaxial, em que os autores encontraram
apenas 5% de acréscimo para a adi¢ao de 1,5% de fibras. Em outros trabalhos ¢ possivel
verificar acréscimos maiores para o aumento da resisténcia a compressao uniaxial. Pode-se
explicar este fato devido a incorporagao de ar no concreto ¢ a auséncia de aderéncia entre fibra-
matriz, os quais ndo estdo inclusos no modelo analitico proposto por Dutra (2012).

Matos (2021) realizou um estudo comparativo e de validagdo das previsdes de
resisténcia e de comportamento mecanico do CRFA com o modelo de Dutra (2012) e o modelo
Concrete Damaged Plasticity (CDP), que estd disponivel no software ABAQUS/CAE®. Por
exemplo, para o trabalho de Peres (2006) sdo apresentadas as superficies de ruptura biaxiais
(Figura 28).

Considera-se que a maioria dos dados disponiveis na literatura do CRFA sob solicitagdes
biaxiais, com base em avaliacdes experimentais, apresentam pouco ou nenhum resultado
referente ao material sob esfor¢os de tracdo. Desta forma, considera-se que nas andlises de
Matos (2021) a resisténcia a tracao para o CRFA e para o concreto simples € a mesma que a
obtida para o compdsito sob solicitagdes uniaxiais. Utilizou-se, portanto, a relagdo proposta
pelo fib Model Code 2010 (Eq. (39)) (fib, 2013).

feem = 0,3 (fem)?? (39)
em que f,¢m, € a resisténcia média a tragdo do concreto e f,,, € a resisténcia a compressdo média
do concreto.

Para concretos com resisténcia a compressao acima de 50 MPa, o seguinte ajuste ¢

proposto:



lensdo (MPa)

Tensio (MPa)

fetm =2,12-In(1+ 0,11 f.,,,)

Figura 28 — Curvas de ruptura biaxiais para diferentes fragGes volumétricas

Dutea (2012) - 0%
— — —-Lee ¢ Fenves (1998) - 0%
Experimental - 0%

Tensdo (MPa)

35 1) 25 Ag———5= .10 5
r T Ty T T T T
cl /
./‘
/
,l
/
/
/
/
/
/
/
|
J
|
\
\
\ 7
\ g
9 1
S o~
L e
- —
= Tensdo (MPa)
Dutm (2012) - 1%
— — —-Lee e Fenves (1998) - 1%
Experimental - 1%
-50 40 0 2= |
O S r S ——— u S
/
/
ol /
/
/
/
/
/
/
v-/
/
/
‘/‘
/
/
/
/
/
f
! q
|
/
V.
/
S
\ Y &
\ g
\ A
\
N d o

- -40

50

|02

53

Tensdo (MPa)

Tensdo (MPa)

Tensiio (MPa)
‘ Dutza (2012) -0,5%
Lec ¢ Fenves 8
L O }_.\};_x'x»u_n‘q}_:nl_-Q:\"ic .
10 30 2 | ’l
r T — T T | 1
/
ol /
/
Vi
/ [
/ |
/
/ 1fy
/ i
' |
/
/ |
j 1
40
/ I‘
/ 4
/
[ ||
| -J )
v//
Ve
| v g
\ .
\ i
\ 1 1 -40
\ -
\ "
Y
~ -
— o c2
Tensdo (MPa)
Dutra (2012) - 1,5% 1
—— — -Lee ¢ Fenves (1998) - 1,5% |
Experimental - 1,5%
-50 40 30 26— -I0
r - T —— ™
7
ol 4
/
//
/
o 0
/
/
/
/ 4 20
‘(‘
/
/ I’
f
/ 30
( /
[
[ P'
140
%
\ P
\ 3
\ /</
\ -
\ o= il {-50
o \§ g
~ e o
IR ° c2

Fonte: MATOS, 2021.

Matos (2021) aponta que o modelo sugerido por Dutra (2012) apresenta consideravel

concordancia, em relacdo a previsao de resisténcias a compressao uniaxial e biaxial do CRFA,

com a maioria dos resultados experimentais da literatura. As curvas obtidas pelo modelo CDP

sao semelhantes ao modelo concebido por Dutra (2012), apresentando uma pequena diferenga

em relagdo ao ramo tragdo-compressdo, no qual o modelo CDP se mostra um pouco menos

resistente que o modelo de Drucker-Prager apresentado por Dutra (2012)
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Exemplificando a proposta de homogeneizagao, realizou-se uma analise com concretos
de resisténcia a compressao média de 25 a 40 MPa. A Figura 29 apresenta a resisténcia a
compressao uniaxial do composito, a Figura 30 demonstra a resisténcia a compressao biaxial

do composito.

Figura 29 — Resisténcia a compressao uniaxial do composito
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Fonte: Autor, 2024.

Figura 30 — Resisténcia a compressao biaxial do composito
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Fonte: Autor, 2024.

Para a obtencao da resisténcia a tragdo do material homogeneizado, com a proposta das

fibras colineares, de acordo com a Eq. (28), observa-se a Figura 31.
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Figura 31 — Resisténcia a tracdo do composito proposta por Dutra (2012)
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Fonte: Autor, 2024.

Por meio da Eq. (39), observa-se na Figura 32 que o aumento na resisténcia a tragdo, em
funcdo da fra¢do de fibras, ¢ menor do que o observado na proposta de Dutra (2012). Estes

valores sdo mais realistas e representam a tendéncia da investigacao experimental.

Figura 32 - Resisténcia a tracdo do compdsito proposta pelo fib (2013)
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Fonte: Autor, 2024.

Para os parametros de resisténcia, obtidos por meio da determinacao das resisténcias do
material modelado com as propriedades efetivas, tém-se na Figura 33 a avalia¢do do angulo de
atrito e na Figura 34 a coesdo. Conclui-se que, em razdo do modelo empregado, a medida que
a resisténcia a compressao do concreto aumenta, o angulo de atrito decresce. Em contraste, a

coesdo aumenta em fun¢ao do acréscimo na resisténcia a compressao.
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Figura 33 — Angulo de atrito do compoésito com fERF4 de Dutra (2012)
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Fonte: Autor, 2024.

Figura 34 — Coesdo do comp6sito com fERF4 de Dutra (2012)
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Fonte: Autor, 2024.

Analisa-se os parAmetros de resisténcia obtidos e com ;%4 baseado na proposta do fib
(2013), tém-se na Figura 35 a avaliagdo do angulo de atrito e na Figura 36 a coesdo. Infere-se
que, com 0s novos parametros de resisténcia a tracdo, a medida que a resisténcia a compressao

do concreto aumenta, o angulo de atrito e a coesdo tornam-se maiores.
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Figura 35 - Angulo de atrito do composito com f¢RF4 do fib (2013)
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Figura 36 - Coesdo do composito com fERFA do fib (2013)
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Fonte: Autor, 2024.

A justificativa apresentada para a estimativa da resisténcia a tragdo uniaxial com base
no fib Model Code 2010 (fib, 2013) torna-se mais indicada, visto que, de acordo com as curvas
de ruptura apresentadas por Matos (2021), a formulagdo mostrou-se mais coerente com 0s
resultados experimentais.

Em consonancia com os trabalhos de Dutra (2012) e Matos (2021), utiliza-se a
consideragao de um meio continuo homogéneo. Primeiramente, consideram-se fibras dispostas
aleatoriamente na matriz de concreto, sendo ambos considerados homogéneos. Em seguida,
define-se o VER do meio heterogéneo, que possui como objetivo a defini¢cdo da resisténcia do
material. Com estas propriedades do meio homogéneo definidas, na etapa final, ¢ possivel

avaliar as propriedades mecanicas da estrutura.
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Figura 37 — Etapas para a homogeneizacdo do CRFA
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Conclui-se que o modelo de Dutra (2012) possui limitagdes quanto a influéncia da
resisténcia da interface no dominio de resisténcia macroscopico, dire¢des das tensdes principais
distintas das dire¢oes de reforco ¢, inclusive, a consideracdo de uma distribui¢ao nao aleatoria
das fibras, o que possivelmente ocorreu em corpos de prova que foram avaliados
experimentalmente.

Nota-se que os parametros de resisténcia obtidos com o modelo analitico, em geral,
subestimam os valores da resisténcia a compressao biaxial e superestimam os valores da
resisténcia a compressdo uniaxial. Também se verifica que, ao se considerar na analise as
tensdes principais colineares as direcdes do reforgo das fibras, as estimativas de resisténcia a
tracdo uniaxial do composito sdo superiores aos valores experimentais disponiveis na literatura.
A abordagem simplificada permite uma alternativa, por meio do uso dos dados experimentais
de caracterizacdo da tracdo uniaxial, da definicdo adequada do critério de ruptura no trecho

compressao-tragao.

2.3 Avaliacao das propriedades mecanicas

Para o concreto simples, Li et al. (2018) consideram que os agregados, a argamassa ¢
zona de transi¢do interfacial possuem o comportamento tipico de materiais frageis, € possuem
diferentes comportamentos em relagdo a resisténcia a tra¢do e a resisténcia a compressao. A
ruptura por tragdo geralmente comeca a se manifestar com o aparecimento de fissuras por meio
das tensdes principais de tracdo e a ruptura acontece de maneira fragil pela propagacao das

mesmas.
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A ruptura por compressdo, de acordo com Li et al. (2018) é causada tipicamente por
coalescéncia das fissuras devido ao estado de compressdo-cisalhamento no elemento de
concreto. Com isto, € necessario considerar a influéncia da tensdo confinante na resisténcia a
compressao.

A adicao de fibras descontinuas e aleatoriamente distribuidas na matriz atua como
reforco estrutural e permite o controle da abertura e propagacdo de fissuras no elemento de
concreto. Com isto, tém-se uma alteracdo no comportamento mecanico apos a ruptura
(fissuracao) da matriz, aumentando a capacidade de absor¢cdo de energia do concreto e

diminuindo o nivel de fragilidade do material (ABNT, 2021a).

2.3.1 Avaliacéo no estado fresco

A adicdo de fibras ao concreto proporciona alteragdes significativas no estado fresco,
visto que altera consideravelmente a trabalhabilidade da mistura. Como alternativa para
solucionar este problema, usualmente, utiliza-se aditivos superplastificantes para melhorar a
fluidez do concreto. Com isto, tém-se uma maior estabilidade da mistura e ha uma distribui¢ao
das fibras de maneira uniforme, sendo possivel orienta-las em dire¢des preferenciais.

Os estudos associados a orientacao das fibras de aco apresentam destaque, pois verifica-
se que a orientagdo esté relacionada diretamente a um aumento na resisténcia a tragdo. Com um
maior controle de qualidade do composito, Bentur e Mindess (2006) afirmam que um volume
de 5% de fibras de aco lisas e retas dispostas na direcdo da solicitacdo de tragdo podem
incrementar em até 130% na resisténcia, enquanto o mesmo volume na direcdo aleatoria
apresenta um ganho de 60%.

Lima (2020) relaciona que a orientacdo das fibras ¢ influenciada por diversos fatores,
desde 0 modo de mistura até a fase final de endurecimento do concreto. Para o maximo
aproveitamento das propriedades do concreto com fibras, devem ser adotados processo de
producdo que possibilitem a inducdo de diregdes e locais preferenciais das fibras em regides
submetidas as maiores tensdes, pois verifica-se que quanto mais alinhadas a linhas de tensao,
maior serd o refor¢o proporcionado pelas fibras no elemento estrutural.

De maneira corrente, a forma de induzir as orientacdes preferenciais para as fibras ¢
com o fluxo de lancamento do concreto, considerando-se as dimensdes das fibras, o processo
de langamento ¢ as dimensdes dos moldes. Em fungao da tendéncia de as fibras ficarem
paralelas ao fluxo, deve-se investigar a carga maxima suportada pelo material, visto que este

parametro depende do tipo, orientagdo, tamanho e volume de fibra utilizada.
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2.3.2 Avaliagao no estado endurecido

O fib Model Code 2010 (fib, 2013) apresenta os requisitos de projeto para as estruturas
de concreto reforcado com fibras. Trindade, Bittencourt Jr. ¢ Manzoli (2020) estabelecem as
principais etapas para o dimensionamento e verificacdo dos elementos combinados de concreto
armado e refor¢ados com fibras de aco (CA-CRFA), de acordo com a referéncia normativa do
fib Model Code 2010 (fib, 2013) (Figura 38). Primeiramente, definem-se os parametros de
caracterizacdo, que sao utilizados para a classificagdo do material ¢ o comportamento
constitutivo adotado para o pos-fissuragao.

Uma vez que a relacdo tensdo-deformacdo ¢ definida, o projeto deve satisfazer
simultaneamente as condigdes de Estado Limite Ultimo (ELU) e Estado Limite de Servigo
(ELS), observando-se, necessariamente, os critérios de seguranga baseados na abordagem
semiprobabilistica, para o atendimento dos requisitos de flexdo e cisalhamento no ELU e os

limites maximos para o estado de fissuracdo e deslocamentos no ELS.

Figura 38 — Etapas para o projeto de elementos de CA-CRFA

Projeto de elementos
de CA-CRFA | ,

estrutural Abert. fissuras

Wq < Wiim
| ELS
I Deflexio
! 6 < Giim
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A recomendac¢do normativa da NBR 16935 (ABNT, 2021a) estabelece que se pode
considerar que, em geral, para o comportamento resistente & compressao, as mesmas relacdes

adotadas para o concreto simples (sem fibras) podem ser aplicaveis para o CRF. Ja para o
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comportamento resistente a tracdo, deve-se determinar as resisténcias a tracdo indiretas,
também conhecidos como resisténcias a tragao na flexao.

Sdo parametros para as aplicagdes estruturais as resisténcias residuais fr1, fr2, fr3 €
fra- Sendo determinadas por meio do ensaio de flexdo em corpos de prova com entalhe,
seguindo recomenda¢do da NBR 16940 (ABNT, 2021d). A Figura 39 ilustra graficamente as
relagdes entre as resisténcias residuais a tracdo do CRF correspondentes as aberturas dos
entalhes CMOD (crack mouth opening displacement) de 0,5 mm, 1,5 mm, 2,5 mm ¢ 3,5 mm,

sendo estas fr1, fr2, fr3 € fra» r€SpPEctivamente.

Figura 39 — Curva de forca x CMOD (medida da abertura do entalhe)
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Fonte: ABNT, 2021a.

Para as aplicacdes estruturais dos elementos de CRF, a NBR 16935 (ABNT, 2021a)
sugere que a substitui¢do total ou parcial da armadura convencional nos elementos de concreto
dimensionadas no estado-limite ultimo com CRF pode ser feita, quando as seguintes relacdes

forem atendidas:

@ > 0,40 (41)
Lk

Trsk - 0,50 (42)
R1k

em que f;, € a resisténcia caracteristica a tragdo na flexdo do CRF; fgrix € fr3r s@0 as
resisténcias residuais caracteristicas a tragao na flexdo do CRF correspondentes ao CMOD; e

CMODs, respectivamente.
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Venkateshwaran, Tan e Li (2018) afirmam que as propriedades mecanicas do CRFA sao
governadas pela resisténcia a compressao da matriz e do indice de reforgo da fibra (RI), definido
como o produto da fragao volumétrica e a razao de aspecto das fibras. Relagdes empiricas sao
apresentadas neste trabalho para determinar as tensoes residuais a flexdo. Observou-se que as
resisténcias encontradas sdo proporcionais ao R, a raiz quadrada da resisténcia a compressao
da matriz, e ao quadrado do nimero de ganchos nas pontas das fibras. O efeito de tamanho
também ¢ levado em consideragdo por meio de um fator que € fun¢ao do comprimento da fibra.

Os valores caracteristicos sao apresentados nas equacoes a seguir:

£ = 0,590 /£’ + 0,915 RI (43)
frix =¥+ [0,226 /£, + 5,447 - RI — 0,149 - N?] (44)
frox =¥+ [0,250 - /£.' + 6,506 - RI + 0,102 - N2] (45)
frax = ¥+ [0,201 /£, + 6,830 RI + 0,182 - N2] (46)
frax =¥+ [0,177 - \/f.' + 6,151 RI 4+ 0,137 - N?] (47)

em que f.' é a resisténcia a compressdo obtida por corpos de prova cilindricos, P =
1+ Lg/100, Ls € 0 comprimento da fibra em milimetros, N € o nimero de ganchos.

A classificagdo dos concretos pode ser determinada em fun¢do das resisténcias fzq j €
fr3 . Utilizam-se dois pardmetros: o numero correspondente a classe de fryy; a letra
correspondente a relagdo frsy/fr1 k. De acordo com a razdo das resisténcias, tém-se a

representacdo das letras “a” até “e”, conforme Figura 40 e Tabela 2.
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Figura 40 — Classificacdo do CRF
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Fonte: ALMEIDA, 2023.

Tabela 2 — Classificagdo do CRF em funcdo da relagao fg3 . /fr1

Letra| Classificagcdo
f
a |05<23 < 07
frRik
f
b (07 <3< 09
R1,k
f
c 109<2 <11
le,k
f
d [11<2%< 13
R1,k
fr3 K
e 1,3 <——
le,k

Fonte: adaptado de ALMEIDA, 2023.

Correia e Barboza (2023) forneceram estratégias para a modelagem numérica de vigas
de CRFA. Para a avaliacdo em projetos, deve-se conhecer as caracteristicas do material frente
as diferentes solicitacdes. Para o comportamento a compressdo, pode-se utilizar o modelo
constitutivo do concreto simples, ndo considerando possiveis efeitos favoraveis da incorporagao
das fibras.

Ja& em funcdo do comportamento a tracdo, diversos modelos constitutivos de
representacdo pos-fissuracdo estdo disponiveis na literatura (Figura 41). Estes podem variar
desde os mais simples, baseados em diagramas multilineares, at¢ os mais complexos, que

utilizam diagramas ndo-lineares como fungdes parabdlicas.
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Figura 41 — Modelos constitutivos para o comportamento a tracéo
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Fonte: ALMEIDA, 2023.

Contudo, o comportamento pds-fissuracdo do CRF ¢ geralmente representado por
diagramas multilineares devido a sua simplicidade, o que facilita sua aplicagdo pratica em
projetos de estruturas. Os pardmetros desses modelos sdo obtidos por meio de ensaios de flexao
em trés ou quatro pontos, com ou sem entalhes. Dada a importancia dessa propriedade na
elaboracdo de projetos, os modelos que representam adequadamente o comportamento pos-
fissuracdo do concreto reforcado com fibras sdo objeto de constante pesquisa na literatura
técnica, especialmente no que se refere as fibras de aco.

Quando a resisténcia a tracdo do compdsito € avaliada indiretamente, como em ensaios
de flexdo de vigas, a classificacdo do comportamento ¢ bastante semelhante. Nesse contexto,
as terminologias deflection-softening e deflection-hardening sdo usadas para descrever
comportamentos equivalentes a strain-softening e strain-hardening na tracdo direta,
respectivamente. De acordo com Naaman (2018), classificar o compdsito com base em seu
comportamento na flexdo ¢ particularmente relevante, ja que a flexdo ¢ a solicitagdo

predominante na maioria das aplicagdes de concreto reforcado com fibras.
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2.3.2.1 Avaliagdo em Estado Limite Ultimo (ELU)

Buttignol ef al. (2018) apresentaram as recomendacdes do fib Model Code 2010 (fib,
2013) (Figura 42) para a verificacao de vigas em ELU. As hipoteses de calculo do CRFA sao
as mesmas consideradas para o concreto armado, ou seja, se¢des planas permanecem planas
apo6s a deformacao, pequenos deslocamentos, aderéncia perfeita entre concreto e ago, além de
modelos constitutivos idealizados. A principal diferenca ¢ que para o ELU, no concreto armado,
as tensdes de tracdo do concreto sdo desprezadas. Em contrapartida, para o CRFA, a
contribuicdo das fibras para a resisténcia na pods-fissuracdo ¢ considerada no calculo da
estrutura.

Os trés principais modos de ruptura de vigas do ELU, de acordo com o fib Model Code
2010 (fib, 2013), sdo: limite de deforma¢ao do concreto (&), limite de deformagdo do ago
(¢5y) € limite de deformacdo do CRFA a tracdo (&g, ). Para o célculo de vigas, ¢ necessario
transformar a curva caracteristica a tragdo oy — w em gy — €. Para isto, o fib Model Code 2010
(fib, 2013) adota o conceito de comprimento caracteristico (I, = w/€), que considera a
abertura de fissuras com a deformacao. Este comprimento ¢ igual ao espacamento médio entre

as fissuras no estado de multifissuragdo, determinado por meio de ensaios de laboratoério.

Figura 42 — Equilibrio da secdo em um elemento a flexdo de CRFA

b
~ <&, 0,85, 0,85f.
A 4 1 \é
X < y=AX | <«—R,
CG y —— =
||+ 4 .
fru
\ = Esu l,l :f :‘l\,izf l
I/ < ery il S

enrijecimento amolecimento

(a) (b)
Fonte: BUTTIGNOL et al., 2018.
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A recomendacdo da NBR 16935 (ABNT, 2021a) para o ELU ¢ baseada em dois
modelos. O diagrama de tensdo-abertura de fissura sob trag¢do direta pode ser definido pelo
comportamento pos-fissuracdo do composito. As duas hipoteses de leis constitutivas podem ser
utilizadas para aplicacao em se¢des solicitadas normalmente a tragdo, que podem ser extraidas

a partir de ensaios de flexao.
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O modelo rigido-plastico e o modelo linear, considerando o comportamento pds-
fissuracdo de hardening ou softening, de acordo com a Figura 43, em que fr;s representa a
resisténcia a tragao direta de servigo do CRF e fr, representa a resisténcia a tragao direta tltima
do CRF. As linhas apresentadas representam o comportamento pos-fissuracdo tipico de

hardening (tracejada) e softening (continuas).

Figura 43 — Modelos constitutivos para pds-fissuracdo

Ca C a
f pés-fissuracao f, pds-fissuragao
Ftu (hardening) ¢ 1" (hardening)

pos-fissuracao Fts | : pos-fissuragao
Ftu (softening) :f, w (softening)

> ? 3
w w
Wu Wu
a) Modelo rigido-plastico b) Modelo linear

Fonte: ABNT, 2021a.

No equilibrio de forgas da se¢do, considerando o modelo rigido-plastico, tém-se

Rca —Rfa —Rsq =0 (48)
em que:
ac - fex
Reg =by-A-x- =< (49)
Ye
thuk
Reg = by - (h—x) -
ra w ) YcrF (50)
Ry = A, - 2
Sd — s V_s (51)

Sendo 4 o coeficiente que considera a equivaléncia do diagrama parabola-retangulo para
o diagrama retangular no concreto, igual a 0,80 para f., < 50 MPa; a, igual a 0,85, um fator
que considera o efeito Riisch, o ganho de resisténcia do concreto ao longo do tempo, € o formato
cilindrico do corpo de prova; Os coeficientes minoradores sdo definidos como ¥, = 1,4; Ycrr =
1,5;ys = 1,15.

Para definir o momento resistente da se¢do (Mp,), deve-se conhecer a profundidade da
linha neutra (x), que € obtida por meio da Eq. (52) . Realizando-se o equilibrio rotacional, tém-

se a Eq. (53).
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_ As'o-sd-l'thud'bw'h
A~ e foq by + freua - bw (52)

X

Mgaq = Rca " Zc — Rpq " ¢ (53)

Para a secdo sujeita a esfor¢os cortantes (ABNT, 2021a), deve-se proceder a verificagdo
a depender da configuracdo do elemento estrutural: a) somente com CRF; b) CRF e armadura
longitudinal; ¢c) CRF e armaduras longitudinal e transversal. Para o caso somente com CRF, a
secdo do elemento ¢ considerada adequada quando a tensdo principal de tracdo (a;) ¢ inferior a
resisténcia a tragdo de projeto (Eq. (54)).

thuk

01 <
! Ye (54)

Para a condicio de CRF e armadura longitudinal, pode-se calcular a capacidade

resistente por meio da Eq. (55).
1

13
- ) f&| +015 00 by -d
ctk (55)

f Ftuk

)

18
-k-[100-p1~(1+7,5-
Ye

Vea =

= VRd,fmin
em que k=1+ /zdﬂ <2,0; py=Ag/by - d; Vearmin = Wmin + 0,15 0cp) - by, - d;

Upin = 0,035 - k3/2 - \[f.r.. Sendo ¥, o coeficiente de ponderagio do CRF; b, é a menor
largura da se¢do transversal na zona de tracdo, em mm; d a altura 1til da se¢do transversal, em
mm; Ag; a area da secdo transversal da armadura longitudinal que se estende além da secao
considerada, em mm?; p; ¢ a taxa de armadura longitudinal; frs, € a resisténcia caracteristica
a tracdo direta do CRFA no ELU para w,, = 1,5mm, em MPa; f,, € a resisténcia a tragao
direta, em MPa; o, € a tensdo média na secdo transversal por ag¢do de forga axial devido ao
carregamento ou a acdes de pré-tensdo, em MPa.
Na situacdo em que ha CRF e armaduras longitudinal e transversal, a parcela referente
a armadura transversal (V,,) deve ser adicionada a capacidade resistente da secdo, sendo
determinada de acordo com NBR 6118 (ABNT, 2023) (Eq. (56)).
Vra = Vras + Vow (56)
A norma ainda define que a armadura transversal minima, constituida por estribos, pode

ser dispensada nos elementos de CRF na condicao da Eq (57).

frorue = 0,08 /for (57)
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Para os projetos baseados em andlise numéricas, a indicagdo da NBR 16.935 (ABNT,
2021a), ¢ de que sejam utilizadas as leis constitutivas de tensdo-deformagdo a tragdo mais
avangadas, incluindo-se a resisténcia a tracao de primeira fissura. Visto que as resisténcias a
tracao direta (fryy © fres) podem ser obtidas por meio de analise inversa, a curva de tensao-
deformacao do CRF a tragdo direta deve ser obtida por métodos analiticos ou numéricos que
aproximem, com o menor erro possivel (definido por tolerancia de projeto), da curva forga-
deslocamento ou forca-abertura de fissura (CMOD) obtida desses métodos com a curva média
obtida do ensaio de flexdao em corpos de prova com entalhe, conforme recomenda a NBR 16940

(ABNT, 2021d).
2.3.2.2 Avaliacdo em Estado Limite de Servico (ELS)

Apo6s o dimensionamento no ELU, deve-se efetuar as verificacdes no ELS. Para o CREF,
admite-se que sdao necessarias trés verificagdes: limitacdo de tensdo, abertura de fissuras em
elementos estruturais com armadura convencional e refor¢o minimo para controle de fissuras
(ABNT, 2021a).

Para a primeira verificagdo, devem-se limitar as tensdes de compressao no concreto,
tensdes de tracdo no ago e tensdes de tragdo no CRF. Sendo esta ultima uma medida adequada
para reduzir a probabilidade de fissuras. Para os elementos em que o CRF apresenta um
comportamento de softening pds-fissuracao, a verificagdo das tensdes de tracdo ndo € necessaria
se o elemento for verificado no ELU (ABNT, 2021a).

Para os elementos estruturais em que o CRF apresenta um comportamento de hardening
pos-fissuragdo, deve-se verificar as tensdes de tracdo pela imposi¢ao da limitagao dada por

01 < 0,6 freuk (58)

A verificacdo de abertura de fissuras, como mencionado, ¢ necessaria para elementos
com armadura convencional, ndo sendo este o objetivo de andlise deste trabalho.

Para o refor¢o minimo de controle de fissuras de elementos submetidos a flexao, deve-
se verificar a seguinte condi¢ao

01 < frtsm (59)

Caso a inequacdo nao seja atendida, deve-se considerar uma armadura minima definida

pela recomendagdo normativa.
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3 TECNICAS DE OTIMIZACAO TOPOLOGICA

A aproxima¢ao da modelagem de estruturas de concreto por meio do Método dos
Elementos Finitos (MEF) depende de diversos aspectos, tais como: modelo constitutivo do
material, comportamento do elemento finito na dependéncia da fun¢do da interpolacdo, além
do comportamento global da estrutura, que pode ser expresso de acordo com o tipo do elemento
e as caracteristicas da discretizacao.

A evolugdo da utilizagdo dos métodos de otimizagdo topoldgica se deu por meio do
desenvolvimento de cddigos educacionais. A proposta de Sigmund (2001), com a utilizacdo do
método SIMP, é um dos grandes destaques da aplicagdo do método.

Sigmund e Maute (2013) salientam que a otimizag¢do topoldgica da respostas para uma
pergunta fundamental na engenharia: “como distribuir o material dentro de um dominio de
projeto prescrito de maneira a obter a melhor performance estrutural?”.

Wang et al. (2021) registraram que o impacto do trabalho de Sigmund (2001) com seu
codigo de 99 linhas pode ser notado com mais de 13.000 downloads e mais 2.000 citagdes na
plataforma Google Scholar. A partir deste trabalho, o nimero de publicacdes de codigos
computacionais teve um aumento expressivo nas diversas areas da otimizacao estrutural.

Dentre as abordagens de otimizagdo topologica, Wang et al. (2021) destacam (Figura
44): os métodos baseados em densidade (Bendsee (1989); Zhou e Rozvany (1991); Bendsge e
Sigmund (1999); Xie e Steven (1993)), método /evel-set (Osher e Sethian (1988); Sethian
(1999); Allaire et al. (2002); Wang et al. (2003)), métodos baseados em equagdes diferenciais
(Eschenauer et al. (1994); Sokolowski e Zochowski (1999); Wallin ef al. (2012); Wang e Zhou
(2004); Burger e Stainko (2006)) e métodos baseados em componentes geométricos (Bai e Zuo

(2020); Zhao et al. (2021); Zhang et al. (2016b)).

Figura 44 — Tecnicas de otimizagéo topoldgica
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Fonte: adaptado de WANG et al., 2021.
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Diversos estudos foram desenvolvidos para a elaboragdo de codigos educacionais para
resolver problemas especificos de projeto, tais como a consideracdo de multiplas escalas,
problemas multifisicos (Figura 45), abordagem com multiplos materiais, andlise de
confiabilidade, critérios de flambagem, restricdo em tensdes (ou definicdo como fungao
objetivo), ndo linearidades fisicas e/ou geométricas, controle geométrico local e analise

dindmica (WANG et al., 2021).

Figura 45 — Abordagem multifisica em um problema de otimizagéo
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(flexibilidade)

..................

Fonte: adaptado de VANTYGHEM et al., 2018.

Destaca-se que ha um esforco recente para a pesquisa e desenvolvimento de aplicagdes
da otimizagdo topoldgica para multimateriais (mais de um material considerado no dominio,
podendo ter comportamentos mecanicos distintos), o que torna um caminho aberto para projetos
aplicaveis para problemas praticos de engenharia (WANG et al., 2021).

Neste sentido, um marco importante para a formulagdo multimaterial se encontra no
modelo ZPR (Zhang-Paulino-Ramos) proposto por Zhang, Paulino e Ramos Jr (2017). Avalia-
se a energia de deformacgdo e a area da se¢do transversal de cada elemento, de modo a controlar
o perfil do material (bem como o nimero de materiais) em cada subdominio do projeto final. O
algoritmo proposto seleciona iterativamente materiais para garantir um numero arbitrario de
restricdes de volume e materiais candidatos, de forma a permitir uma otimizag¢do baseada em
estruturas treligadas.

Wu, Sigmund e Groen (2021) citam que o termo multiescala tem sido utilizado
extensivamente na literatura para descrever estruturas, técnicas de modelagem numérica e
abordagens de projeto. Conforme a Figura 46, cada ponto na estrutura na macroescala

efetivamente representa uma repeticdo periddica de uma microestrutura local. Muitas
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abordagens de projeto utilizam o conceito da modelagem multiescala, por exemplo, assumindo
a separagao de escalas. Entretanto, a modelagem monoescala também pode ser utilizada para a

modelagem multiescala de estruturas.

Figura 46 — Representagdo de uma estrutura multiescala

Fonte: WU, SIGMUND e GROEN, 2021.

O método SIMP, apesar de considerar em sua formulagdo um material homogéneo e
isotropico, baseado nas explicacdes de Wu, Sigmund e Groen (2021), pode ser interpretado
como uma aproximag¢ao multiescala. Baseado em uma distribuicdo de material heterogéneo
dentro do dominio do elemento, podem ser encontradas as propriedades dos materiais para uma
densidade intermediaria.

Com um parametro do fator de penalidade (p) maior que 3, pode-se convergir para
solucdes do tipo 0-1, que representaram as estruturas monoescala. Todavia, em um niimero de
abordagem multiescala, quanto menor o p, maior sera a quantidade de solucdes contendo uma
porcao de densidades intermedidrias, o que propicia uma base para as microestruturas porosas.

Gaganelis, Mark e Forman (2022) apresentam o conceito do projeto auxiliado por
otimiza¢do (PAO). Isto é, o projeto e dimensionamento de estruturas e elementos estruturais
por meio de métodos de otimizagdo. Por exemplo, para o concreto armado, este conceito
abrange a descoberta da melhor forma, a identificagdo da disposicao das armaduras e o uso de
segoes transversais adequadas.

Esta linha de pesquisa (PAO) abrange uma metodologia generalista que pode ser
aplicada para diferentes areas de aplicagdes. Pode-se utilizar este recurso para qualquer tipo de
concreto (de resisténcia normal a ultra-alta resisténcia), além de tipos arbitrarios de reforgo
(aco, carbono, fibras), bem como, pode-se estender para inimeros campos da engenharia
estrutural, tal como estruturas de aco, madeira e fundagoes.

O projeto auxiliado por otimizag¢ao utilizada o conceito da otimizagdo matematica. Com

isto, geralmente, o objetivo € minimizar a fungdo objetivo formulada. Esta pode ser relacionada
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ao peso da estrutura, a quantidade de reforco, ou até mesmo a combinagdo de diversas fungoes.
Adicionalmente, algumas restrigdes devem ser adicionadas ao problema. Tipicamente,
restri¢des de igualdade sdo formuladas com base no equilibrio das ag¢des externas e dos esforgos
internos. Restri¢cdes de desigualdade podem incluir limites geométricos, limites de tensdes ou
um volume limite da quantidade de material.

Conceitualmente, o PAO segue a seguinte abordagem: buscar solu¢des de projeto em
que se garante a utilizagdo das tensdes de forma eficiente e acumular material apenas onde ele
¢ mais efetivo como mecanismo de transferéncia de carregamento.

Em geral, por meio da otimizagdo topoldgica, busca-se a distribuicdo de densidade em
que se atende ao critério de transferéncia de cargas. Tipicamente, verifica-se que pecas
submetidas a flexdo podem ser decompostas em um sistema similar ao de uma estrutura
trelicada, em que os elementos sdo carregados axialmente, com esforcos de tracdo e/ou
compressao.

A Figura 47a demonstra a influéncia das condi¢des de contorno geométricas para uma
viga de cobertura, em que se pode utilizar o processo de otimizagao topologica para a defini¢ao
da distribuicao de densidade (Figura 47b). Com isto, o resultado obtido por meio da otimizagao
discreta gerara um conjunto de barras interconectadas. Em contrapartida, a otimiza¢ao continua
(Figura 47¢) fornecera a possibilidade de interpretacao de distribui¢do de barras para o projeto,

com liberdade de arranjo de secdo transversal e de armadura.

Figura 47 — Exemplo de otimizacdo de uma viga

VAT AN
(a)
(b)
. Bll
(c) Otimizacao discreta I Otimizagdo continua

Fonte: adaptado de GAGANELIS; MARK; FORMAN, 2022.
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Vantyghem et al. (2018) discutiram a aplicacdo da otimizacdo topoldgica baseada em
tensoes (Figura 48). Para estes autores, considera-se que as formas otimizadas devem considerar
a assimetria das resisténcias a tragdo e a compressao do concreto reforcado por fibras.
Considerando-se o critério tradicional, tém-se que as estruturas, em comportamento eldstico
linear, sdo superdimensionadas para a regido compressiva e podem fissurar ou romper de forma

facil nas regides tracionadas.

Figura 48 — Estrutura otimizada baseada no critério de Drucker-Prager e teste experimental

a2

(a) (b)
Fonte: VANTYGHEM et al., 2018.

Por exemplo, Salaimanimagudam et al. (2020) investigaram a utiliza¢ao de técnicas de
otimizagdo topoldgica para a produgdo de vigas “cabeca de martelo” por meio de um método
baseado em distribui¢do de densidade. Utilizou-se o critério de minimiza¢ao da massa (ou
volume) com restricdes de tensdes com o critério de Drucker-Prager. Verificou-se o
comportamento destas vigas, constituidas de concreto fibroso, por meio de ensaios estaticos

(Figura 49), como também por meio de aplicagdes de cargas ciclicas.

Figura 49 — Analise do padréo de fissuragéo e tensdes maximas nas vigas otimizadas

(a)HBI1

(b)HB2

(¢)HB3

Fonte: SALAIMANIMAGUDAM et al., 2020.
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Jaishankar et al. (2021) também analisaram a aplicacdo da otimizagdo topoldgica para
o projeto de uma viga “cabeca de martelo” (Figura 50). Neste estudo, conclui-se que para o
concreto com fibras, o teor de fibras influenciou consideravelmente no aumento da capacidade
resistente. Para a fabricagdo dos elementos, com o pos-processamento verificado no processo
de otimizagdo, os autores consideraram a confec¢cdo das vigas por meio de duas etapas,
considerando-se inicialmente a mistura de fibras e agregados graudos, e posteriormente, a

adicdo do graute.

Figura 50 — Ensaio de flexdo para viga otimizada

Fonte: JAISHANKAR et al., 2021.

O fluxograma apresentado na Figura 51 demonstra esquematicamente o projeto
otimizado. A etapa de pds-processamento ¢ destacada pela divisdo da primeira etapa, extragao
da geometria, ¢ a segunda, de otimizacdo da forma. Isto acontece porque as descrigdes
geométricas sdo diferentes entre a otimizagao de topologia e a otimizagdo de forma. Esta etapa
de analise ¢ crucial para os detalhes das restri¢des de manufatura, que podem afetar a eficiéncia

da estrutura otimizada.

Figura 51 — Etapas do projeto otimizado
ETAPA | ETAPA 2
. | Exmao da . I
de projeto topologica geometria otimizado

POS-PROCESSAMENTO

Fonte: JAISHANKAR et al., 2021.
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3.1 Otimizacéo topoldgica continua

O método numérico de otimizagdao topologica baseado em elementos finitos mais
conhecido ¢ o método SIMP, que foi desenvolvido na década de 80 por Bendsee e Kikuchi
(1988). O termo SIMP significa Solid Isotropic Material with Penalization. Algumas vezes o
método também ¢é chamado de interpolacdo material, material artificial, lei de poténcia ou
método da densidade, mas SIMP ¢ a nomenclatura mais utilizada mundialmente (ROZVANY,
2009).

Neste método, a formulacdo do problema ¢ desenvolvida tendo como principal objetivo
a minima flexibilidade do dominio de projeto, e, consequentemente, maximizar a rigidez,
satisfazendo as restri¢gdes impostas. Sigmund (2001) apresenta a implementa¢do computacional
de um codigo em MATLAB® de 99 linhas utilizando este método, demonstrando sua eficiéncia
para aplicacdes educacionais de problemas de otimizagao topoldgica.

A ideia basica do método SIMP (Figura 52) é de considerar apenas uma variavel de
projeto por elemento finito. A variavel de projeto ¢ a densidade artificial do elemento (p,), que
assume qualquer valor na faixa de 0 < pp,;n, < p. < 1. Isto significa que o volume de um elemento

¢ multiplicado por uma densidade artificial para produzir o volume real (QUERIN et al., 2017).

Figura 52 — Exemplo de aplicacdo do método SIMP

Fonte: SIGMUND, 2001.

Considerando um elemento, em andlise mecédnica, como um corpo ocupando um
dominio Q™3 (Figura 53), o qual ¢ parte de um dominio maior  de referéncia no R? ou R3.
O dominio de referéncia (2 também ¢ escolhido para permitir a defini¢do das cargas aplicadas
e as condi¢des de contorno. Por meio deste, pode-se definir o problema de otimizagdo como a
escolha 6tima do tensor constitutivo E;j,;(x), o qual € uma variavel dentro de todo dominio

(BENDS@E e SIGMUND, 2003).
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Figura 53 - Dominio bidimensional para otimizacao (a) e dominio final otimizado (b)
t t

/ It It
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Fonte: CEDRIM, 2019.

A conservagdo da energia imposta pela primeira lei da termodinamica determina que a
taxa de variagdo temporal da energia cinética e da energia interna para um ponto fixo de um
material ¢ igual a soma da taxa de trabalho realizado pelas forcas da superficie e do corpo
(SIMULIA, 2022). A equagao do equilibrio de energia ¢ determinada por:

E; + Ey + Epp + Exg + Ejyg — Ew — Epw — Ecw — Emw — Eyr = EroraL = cte (60)
em que E; ¢ a energia interna, Ey, € a energia viscosa dissipada, Erj, € a energia dissipada por
atrito, Exy € a energia cinética, E;yp € a energia interna por calor, Ey, € o trabalho realizado
pelas forgas externas aplicadas, € Epy,, Ecyy € Eyy s@o o trabalho realizado pelas penalidades
por contato, pelas penalidades de restri¢des, € pela massa adicionada, respectivamente. Eyp € a
energia de calor externa por meio dos fluxos externos. A soma destas energias ¢ dada por
EroraL, que deve ser constante. Nos modelos numéricos, o erro aceito geralmente ¢ em torno
de 1%.

Se a simulagdo for quase estética, o trabalho realizado pelas forgas externas ¢ muito
proximo do trabalho realizado pelas forgas internas. As forcas inerciais e viscosas podem ser
desprezadas neste tipo de simula¢do, pois, em geral a velocidade é muito baixa e, se ndo houve
a presenc¢a de amortecimento, a dissipacao viscosa também ¢ muito baixa.

Na formulagdo continua, o problema da maximizacao da rigidez pode ser descrito da
seguinte forma, com o objetivo de minimizar o trabalho das forcas externas com as restri¢cdes
de volume para atender a um tensor constitutivo dentro de um campo de deslocamentos

cinematicamente admissiveis
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min W,,;(u) = f bu dQ +J tudrlt

Q
s.t. Eijkl € Uadm

(61)

em que W,,;:(u) é o trabalho das forgas externas, u é o campo de deslocamentos na condigido
de equilibrio, b sdo as forgas de volume, t sdo as for¢as no contorno, U,gy, € 0 conjunto de
tensores elastico admissiveis.

Na formulagdo discreta do problema, minimizando a energia de deformacao, tem-se

N
minc(x) = UTKU = Z(xe)p ul k, u,

e=1
ot Vi) _ f (62)
Vo
KU =F

em que U e F s30 os vetores de deslocamento e forca globais, respectivamente, K ¢ a matriz de
rigidez global, u, e k, sdo o vetor de deslocamento do elemento ¢ a matriz de rigidez do
elemento, respectivamente, x ¢ o vetor das variaveis de projeto, x,,;, € 0 vetor das minimas
densidades relativas (diferentes de zero para evitar singularidades), N ¢ o nimero de elementos
utilizados para discretizar o dominio, p ¢ o fator de penalidade, V(x) e V, sdo o volume de
material e o volume do dominio de projeto, respectivamente e f ¢ a fragdo volumétrica prescrita.

Com a formulagdao do método, as varidveis de projeto definidas no problema sdo as
densidades relativas relacionadas com os elementos finitos ou nés da malha. O objetivo do
problema de minimizagao da flexibilidade ou maximizagao da rigidez pode ser entendido entao
como um processo iterativo que busca uma melhor distribuicdo das varidveis de projeto pela
malha definida.

Posto que a fracdo volumétrica prescrita ¢ uma restricdo do problema, sua defini¢ao ¢
essencial para a solucao dele, podendo afetar a defini¢ao das topologias obtidas, uma vez que
o problema de otimizagdo consistird em buscar a melhor distribuicao de material em fungao do
limite estabelecido pela fracdo volumétrica. Da mesma forma que o refinamento da malha,
deve-se realizar uma andlise comparativa com os resultados obtidos de forma a entender o

comportamento do modelo.
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Com o avango das aplicacdes das técnicas de otimizacdo topologica, pode-se verificar
uma vasta disponibilidade de codigos educacionais, bem como soffwares comerciais, baseados
no método SIMP, que sdo apresentados no trabalho de Wang et al. (2021).

Da (2019) cita que, inicialmente restrita a otimizagdo de geometria, as técnicas de
otimizagdo topologica tém sido estendidas para a otimizagdo das fases dos materiais, como por
exemplo, em microestruturas periddicas, em projetos de materiais de alta performance,
materiais com propriedades nao encontradas na natureza (ex.: coeficiente de Poisson negativo,
zero compressibilidade, modulo volumétrico negativo), ou problemas multifisicos complexos.

Estas técnicas baseadas em otimizar as propriedades homogeneizadas de um volume
elementar representativo com a utilizagao de solu¢des numéricas, como por exemplo, o método
dos elementos finitos, podem fornecer a geometria das fases e suas propriedades microscopicas,
como apresentado na Figura 54. Em que a Figura 54a e Figura 54b representam geometrias com
maximo moédulo volumétrico, a Figura 54c representa a geometria com maximo modulo de

cisalhamento e Figura 54d representa a geometria com coeficiente de Poisson negativo.

Figura 54 — Topologia de materiais.
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Fonte: DA, 2019.

Xia (2016) explica que o projeto por meio da otimizagdo topoldgica de estruturas
multiescala pode ser visto como uma extensdo do projeto convencional monoescala, com a
particularidade de que o modelo constitutivo € governado por uma ou multiplas representagdes
de um volume elementar representativo (VER) definido na escola microscéopica. No caso da
elasticidade linear, a otimizacao de uma estrutura composta por um VER € uma aplicagdo direta
da rotina convencional, por causa do comportamento homogeneizado/efetivo do material
determinado por meio de uma analise de homogeneizagao.

Quando as ndo linearidades estdo presentes em uma escala microscopica, por exemplo,
considera-se uma tarefa mais dificultosa. A otimizacdo topologica ndo linear, conforme Xia
(2016), ndo ¢ uma tarefa facil nem mesmo para as estruturas homogéneas, devido ao aumento
do custo computacional e da solugdo requirida para a utilizagdo de esquemas de estabilizagao,

sem mencionar estruturas altamente heterogéneas na analise multiescala.
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Figura 55 — Exemplo de otimizacdo topoldgica de estruturas multiescala
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Fonte: adaptado de XIA, 2016.

Wang et al. (2021) apresentam que a otimizagao topologica para problemas multiescala,
tipicamente se referem a maximiza¢ao ou minimizagdo de propriedades macroscopicas pela
otimizagdo topoldgica de cada microestrutura ou ambas macros € microestruturas
concomitantemente. As abordagens baseadas em microestruturas podem alcancar o resultado
otimizado de utilizagdo das propriedades dos materiais por meio dos métodos numéricos de
homogeneizagao.

Querin et al. (2017) enquadram os métodos de otimizagdo topoldgica em duas categorias
distintas: métodos de critério de otimalidade (Optimality Criteria) e métodos heuristicos ou
intuitivos. Os métodos de critério de otimalidade sdo métodos indiretos de otimizagdo, que
satisfazem um conjunto de critérios relacionados com o comportamento da estrutura.

Para o método baseado em densidade com utilizagdo de varidveis discretas, verifica-se
que duas classes podem ser encontradas. A primeira classe constroi a formulacao de otimizacao
baseada em programacdo inteira, enquanto a segunda progride a otimiza¢do em um processo
denominado evoluciondrio, com isto, recebe o nome de ESO (Evolutionary Structural
Optimization). A estratégia ESO original apenas remove materiais ineficientes. Em
contrapartida, a versdo bidirecional BESO (Bidirectional Evolutionary Structural
Optimization) pode evoluir o processo por meio de adicdo e remocao de materiais,
simultaneamente (WANG et al., 2021).

Sigmund (2001) argumenta que as aproximagdes evoluciondrias se tornam mais
complicadas, uma vez que objetivos mais complexos que a minimizagao da flexibilidade sdo
considerados e que como ¢ demonstrado no trabalho publicado por este autor, a minimizagao
da flexibilidade, na sua forma matematica, ¢ simples de ser implementada e
computacionalmente eficiente.

Pantoja (2012) classifica os métodos de otimizagao topologica, no que diz respeito a

estruturas continuas, em dois grupos:
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» Aproximacao por microestrutura (material): o processo de otimizagdo topoldgica ¢
baseado no estabelecimento de uma relagdo entre a rigidez e a densidade associada ao dominio,
assumindo qualquer valor na regido, entre 0 (vazio) e 1 (material solido), sendo os valores
intermedidrios correspondentes a um material poroso. Os algoritmos baseados em
microestruturas propdem encontrar a melhor disposicdo do material, de maneira a minimizar
ou maximizar a fun¢do objetivo. Sao exemplos: método SIMP, material poroso homogeneizado,
entre outros.

» Aproximagao por macroestrutura (geométrica): a topologia da estrutura ¢ modificada
pela inser¢dao de furos no dominio. Dentre os métodos existentes, pode-se citar os métodos
baseados na inser¢do de furos em sistemas continuos, tais como: TSA (Topology Sensitive
Analysis) e Bubble Method, e os métodos baseados na insercao de furos em sistemas discretos,

tais como ESO, BESO ¢ SERA.

3.2 Otimizacédo topoldgica discreta

Para as estruturas discretas, a otimizacdo da geometria e topologia de trelicas pode ser
formulada com o método ground structure, de acordo com Bendsege ¢ Sigmund (2003). Nesta
formulacao, define-se uma malha de trelicas com uma determinada conectividade em um
conjunto de pontos nodais como uma estrutura preliminar, a exemplo da Figura 56. De certa
forma, o problema pode ser visto como uma otimiza¢do paramétrica, em que o objetivo €
encontrar as areas de se¢do transversal que possibilitem a estrutura mais rigida possivel. Wang
et al. (2021), por exemplo, consideram que o método ground structure pode ser classificado

como otimizagao de tamanho.

Figura 56 — Método ground structure de otimizacédo

Fonte: BENDSOE e SIGMUND, 2003.

Um trabalho de destaque na utilizagao do método ground structure, traduzido livremente

como método da estrutura base, foi publicado por Zegard e Paulino (2014). A formulagdo do
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problema, que consiste em determinar uma trelica otimizada (com menor peso) em condigdes
de carregamento Unico, sob condi¢des e analise eldstica linear e sujeita a restri¢des de tensoes,
pode ser dita como um problema de programacao linear.

Por meio do ground structure, as barras desnecessarias para a configuragdo final sao
removidas de uma estrutura inicial altamente interconectada (conhecida como estrutura base),
enquanto as localizagcdes nodais sdo fixas. Pode-se comprovar que a treliga com a maxima
rigidez ¢ considerada também a trelica mais solicitada. Além disto, o problema em que ha um
unico carregamento, considerando os limites de tensdo iguais a compressao e a tracao, pode-se
assumir que ¢ equivalente a minimizacao da flexibilidade para uma dada fragdo volumétrica,
conforme Bendsge e Sigmund (2003).

Com a implementagdo do GRAND (GRound structure ANalysis and Design), Zegard e
Paulino (2014) (Figura 57) propdem a formulagdo no problema baseada na andlise plastica, isto
¢, ndo ¢ necessario utilizar matrizes de rigidez, equacdes de compatibilidade ou relagdes
constitutivas. A solug¢do do problema de programacio linear consiste na resolugdo de uma
trelica estaticamente determinada ¢ com uma solugdo que ¢ considerada também um 6timo
global. Em virtude de se considerar uma estrutura plasticamente admissivel, baseada em
equilibrio de forgas, pode-se verificar que também sao satisfeitas a compatibilidade cinematica

e as relagdes constitutivas, logo, t€ém-se uma estrutura final que ¢ elasticamente admissivel.

Figura 57 — Exemplo de otimizacdo da viga MBB pelo GRAND

B>
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Fonte: ZEGARD e PAULINO, 2014.

3.3 Otimizacéao topologica hibrida

Para a visualizagdo das trajetorias de forcas em elementos de concreto estrutural, a
otimizagdo topoldgica hibrida tem se tornado uma alternativa interessante ao projeto tradicional
baseado em elementos continuos. Nesta abordagem, utiliza-se o conceito de que a otimizacao

continua pode apresentar trajetorias de forgas que tomam qualquer forma e que possuem
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espessuras variaveis. Gaynor, Guest ¢ Moen (2013) destacam que a liberdade de projeto pode
auxiliar na eficiéncia da solu¢do, como por exemplo, na defini¢do de um modelo de bielas,
porém, as solugcdes no método tradicional podem ser menos praticas do ponto de vista
construtivo, potencialmente diminuindo qualquer economia de custos na execugao.

Rodrigues (2020) apresentou a implementagdo do HybridToppy, um algoritmo de
otimizag¢do hibrida para estruturas de concreto armado, baseado no trabalho de Gaynor, Guest
e Moen (2013). Busca-se neste método utilizar as armaduras modeladas como barras de trelica,
considerando apenas sua resisténcia a tracao, € o concreto ¢ modelado por elementos finitos
continuos bidimensionais, por sua vez, colaborando apenas com sua resisténcia a compressao.

Gaynor, Guest e Moen (2013) propuseram a utilizagdo de um modelo constitutivo
bilinear. Com isto, para o concreto, foi implementado um modelo ortotropico, que combina as
variacoes do modulo de elasticidade como uma fungdo das tensdes principais ¢ da orientagao
do plano principal. Com isto, assume-se que o concreto possui um modulo de elasticidade
longitudinal proximo de zero para as solicitagdes de tragdo. Deste modo, evita-se singularidades
na matriz de rigidez global. Para o aco, como as barras sdo modeladas como elementos de
treli¢a, o modelo constitutivo bilinear ¢ implementado de maneira rapida, em que a matriz de
rigidez do elemento varia de acordo com o sinal da solicitacdo recebida no elemento.
Considerando-se apenas as solicitagdes de tragdo como sinal positivo, a matriz de rigidez sera
formada apenas pelo conjunto de barras tracionadas.

De acordo com Rodrigues (2020), a otimiza¢ao hibrida (Figura 58) apresenta uma série
de vantagens, descritas como: a obten¢do de uma topologia mais realista para as estruturas de
concreto armado do que as metodologias isoladas, por considerar uma interagao dos dois
materiais, além de adotar um modelo constitutivo ortotrépico para o concreto, representando
melhor o seu comportamento real; pode oferecer uma maior liberdade e melhor visualizagao
odo fluxo dos campos das tensdes de compressdo que representam as escoras, além de

apresentar uma praticidade com relagao a disposi¢do do ago.
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Figura 58 — Resultados da otimizacdo hibrida com variagdo de malha

T2 5%

i 55, A

(a) Malha 5x2

77777 TIIT 77777 i

(b) Malha 9x3

() Malha 17x5

Fonte: adaptado de GAYNOR, GUEST ¢ MOEN, 2013.

O método hibrido, entretanto, possui desvantagens apresentadas por Rodrigues (2020),
como o aumento do custo computacional em relacao as formulacdes tradicionais (continua e
discreta), porém, com os processadores atuais, ndo se inviabiliza a utilizagdo deste. Para
Gaynor, Guest ¢ Moen (2013), contudo, o conceito da otimizagao hibrida supera uma limitagao
da otimizagdo tradicional, considerada por muitos autores de que a hipotese de material
isotropico e elastico linear pode desprezar as tensdes transversais de tragdo que sdo
desenvolvidas no concreto, o que leva a um comportamento nao representativo do material.
Além disto, por exemplo, para concreto protendido, a auséncia da ortotropia, pode invalidar os
modelos de bielas que podem indicar falsamente onde ndo ha necessidade de armaduras.

Por meio da formulacdo de andlise limite, cujos teoremas de limite minimo e limite
maximo fornecem um intervalo para a carga limite da estrutura, € possivel resolver problemas
estruturais com suporte de técnicas de otimizagdo topologica sem a necessidade do
conhecimento do historico do processo de deformagdo. Para Bortoluzzi (2020), a proposta de
andlise limite surge como uma alternativa para o calculo da carga de colapso, sendo outra
possibilidade a execugao de uma analise elastopléstica incremental.

O emprego da teoria de andlise limite se da principalmente em aplicagdes especificas,
como citadas por Bortoluzzi (2020): analise de estabilidade de solos sob atuagdo de
carregamentos, sendo utilizada para projeto de fundagdes e estruturas de contengdo. e também

na analise das cargas atuantes em processos de conformacao de ligas metalicas. Outra aplicagao
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relevante estd associada na determinagao da energia de deformagado e nos modos de colapso de
estruturas para absorcao de energia.

Em seu trabalho, Bortoluzzi (2020) apresentou formulagdes de andlise limite para
otimizagao topologica, por meio da idealizacdo de um material elastoplastico ideal. Com isto,
dois problemas de 6timo foram formulados: maximizagdo de fator de colapso com restri¢ao de
massa, ¢ minimiza¢ao de massa com restri¢ao do fator de colapso.

Com isto, identificam-se diferentes alternativas para a otimizagdo matematica de um
elemento estrutural em concreto estrutural. As ferramentas numéricas disponiveis e a atividade
de interpretacdo dos resultados sdo fundamentais para a garantia de um projeto econdomico,

seguro e duravel.
3.4 Boas praticas de otimizacéo topologica

A otimizacdo topoldgica continua considera um dominio inicial (a 4rea original de
projeto), que também contém condi¢des prescritas (tais como condi¢cdes de contorno e
carregamentos). O processo de otimizagdo determina uma nova distribuicdo de material pela
mudanc¢a da densidade e da rigidez dos elementos do dominio inicial, enquanto satisfaz as
restricdes de projeto, tais como: minimo volume ou maximo deslocamento de uma regido.

Para o caso em que partes da estrutura sdo consideradas fixas (s6lidos ou vazios), o
esquema de atualizacdo das variaveis de projeto deve ser invocado apenas para as areas da

estrutura base que devem ser reprojetadas, de acordo com a Figura 59.

Figura 59 — Exemplo de dominio de referéncia para otimizacéo

&\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\ """"" /RS R ) } b-s

n 3

Regido vazia fixa Regido solida fixa

Fonte: adaptado de BENDSOE e SIGMUND, 2003.
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Simonetti (2016) apresenta que no campo da otimizagdo estrutural, existem diversos
métodos que podem ser utilizados para determinar o melhor conjunto de varidveis de projeto
para proporcionar uma estrutura 6tima. Estes podem ser divididos em dois grupos: métodos
baseados em gradiente e métodos heuristicos.

Os métodos baseados em gradiente fazem uso das derivadas da fungdo objetivo ¢ as
restrigdes em busca do 6timo. No entanto, a hipotese ¢ sempre de que o problema seja convexo,
para que a solugao minima possa ser encontrada e que esta exista. Por consequéncia, outros
métodos que sdo independentes dos gradientes das fun¢des foram desenvolvidos, conhecidos
como métodos baseados na observa¢ao ou métodos heuristicos.

Por meio da percepgdo intuitiva do problema, ou a partir de argumentos plausiveis
baseados em observacdes da natureza, os métodos heuristicos foram desenvolvidos. Embora
tais métodos proporcionem boas solugdes, apresentam uma aparente falta de rigor matematico
(SIMONETTI, 2016).

As técnicas de otimizagdo estocasticas, tais como os algoritmos genéticos, podem ser
benéficas como alternativa aos métodos baseados em gradiente, uma vez que operam
distribuindo variaveis aleatorias e aplicando a sobrevivéncia do “mais forte”. Entretanto, dado
que o numero de pontos a serem analisados depende fortemente do nimero de variaveis de
projeto, caso este numero seja grande, este método pode se tornar computacionalmente
Ccustosos.

Os algoritmos genéticos se destacam como uma técnica estocdstica popular de
otimizagdo, de acordo com Simonetti (2016), ja que as principais caracteristicas deste método
sdo: codificagdo de parametros, busca feita a partir de uma populacao de pontos (e ndo em um
unico ponto, como dos algoritmos deterministicos), utilizagdo somente da funcao objetivo e uso
das regras probabilisticas de transicao.

Arora (2012) cita que um bom algoritmo de otimizacdo para aplicagdes praticas deve
seguir os seguintes requisitos:

e (Confiabilidade: o algoritmo deve ser confiavel para aplicagdes praticas, convergindo
para um ponto de minimo a partir de qualquer estimativa inicial;

e Generalidade: o algoritmo deve ser geral, ou seja, deve tratar restricdes de igualdade
assim como restri¢des de desigualdade. Nao se deve impor nenhuma restrigdo na forma
das fung¢des do problema.

e Facilidade de uso: Deve ser facil de uso tanto para os usudrios experientes quanto para
os usuarios sem experiéncia. De um ponto de vista pratico, quando hé a exigéncia de

muitos pardmetros, torna-se inviavel a pratica para aplicagdes em projetos.
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Eficiéncia: Para as aplicagdes mais gerais de engenharia, o algoritmo deve possuir tal
eficiéncia que atinja a convergéncia de um ponto de minimo em uma maior velocidade.
Ainda ¢ desejavel que seja realizado um menor numero de calculos em uma tnica
iteragao.

Para Bendsege e Sigmund (2003), o projeto 6timo utilizando o método de distribuicao

material ¢ baseado no calculo numérico da distribui¢ao 6tima global da densidade do material

p, a qual é variavel de projeto.

Sigmund (2022) listou diversas recomendagdes para as boas praticas de otimizagdo

topologica. Com o surgimento de diversos trabalhos na area, a definicdo de inovagdo e

contribuicdo original aos artigos previamente publicados necessita de uma referéncia

consistente para evitar interpretacdes equivocas. Com isto, baseado no método SIMP, alguns

pontos devem ser observados:

Comparacao direta: os resultados devem ser claros, tanto quantitativamente quanto
qualitativamente. Valores como rigidez dos vazios, refinamento da malha, comprimento
de escala, esquema de interpolagdo material, entre outros, influenciam fortemente nos
valores da func¢do objetivo, e com isto, podem conduzir a desentendimentos.
Condigdes de contorno: estas devem representar o problema do ponto de vista numérico
e fisico. A famosa viga MBB ¢ um caso comum de benchmark que considera carga
pontual e apoios pontuais. A consideracao de condi¢des de contorno continuas, em geral,
conduz a topologias mais realistas.

Busca dos 6timos globais (valores de energia de deformacao): Problemas ndo convexos,
critério de parada prematuro, penalizacdo muito forte e erros de programagdo, entre
outros, podem impedir a convergéncia para um bom minimo local. Sempre que possivel,
o problema deve ser investigado para garantir a qualidade dos resultados.
Visualizagdo: a suavidade da superficie otimizada deve ser analisada com cautela, visto
que, a distribuicdo de material € o que representa a resolugdo do problema numérico.
Avaliacao das malhas extraidas: a maioria dos softwares comerciais possuem recursos
para exportacdo das geometrias otimizadas, que podem ser convertidas em contornos
suaves ou diretamente descritas por meio de polilinhas. A qualidade das solugdes deve
ser apreciada com cautela, pois diferentes malhas fornecem diferentes superficies.
Comprimento de escala e convergéncia de malha: para validar os resultados do pos-

processamento, ¢ fundamental identificar os comprimentos que descrevem os vazios €
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os solidos. Com o auxilio das técnicas de filtragem, quando bem utilizadas, este
problema ¢ minimizado.

Resolugdo e refinamento dos resultados: diferentes malhas irdo produzir diferentes
resultados. O grau de refinamento das malhas influencia diretamente na quantidade de
iteragdes e no pds-processamento.

Convergéncia ou critério de parada? Esta pergunta deve ser respondida do ponto de vista
matematico, pois, a forma rigorosa de concluir que um cédigo convergiu ¢ monitorando
o cumprimento dos critérios de otimalidade.

Estudos de caso de validagdo de exemplos da literatura: sempre que possivel, deve-se
utilizar exemplos da literatura para validar os casos analisados. Qualquer mudanga nos
exemplos existentes deve ser motivada e explicada. Observa-se que qualquer exemplo
adicional a ser incluido na literatura deve trazer uma nova contribui¢ao, uma vez que,
para Sigmund (2022) a flexibilidade, enquanto fungdo objetivo, ¢ simples e tolera
diferentes variacdes. No entanto, ¢ recomendéavel a inclusdo de problemas mais
complexos para validacao.

Esquemas de interpolacdo e rigidez dos vazios: a escolha do fator de penalidade e do
método de interpolagdo material influenciam diretamente na avaliacdo da fungdo
objetivo. Com isto, para estabilidade numérica e convergéncia aperfeicoada nas analises
numéricas, deve-se atentar para a escolha de maiores valores de rigidez minima.
Necessidade de analise multiescala: assim como a analise monoescala, os resultados da
analise multiescala baseados na otimizagdo topologica devem ser considerados com
cautela. Uma forma simples de verificar a consisténcia e a otimalidade das abordagens
multiescala ¢ a de comparar os resultados obtido com a interpolagdao dos limites de
Hashin-Strikhman.

Andlise 2D vs. Analise 3D: a realidade dos problemas ¢ tridimensional. A simplificagao
para a andlise 2D sempre deve ser efetuada com observacdo nas simplificagdes
propostas pelos modelos.

Avaliagao critica dos resultados: a literatura possui varios exemplos que ndo possuem
significado fisico. A necessidade de resultados palpaveis deve andar em conjunto com
as comparagdes quantitativas.

Reprodutibilidade: para a boa pratica cientifica, € crucial que todos os resultados possam

ser reproduzidos. Isto pode ser realizado por meio da listagem meticulosa de todos os
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parametros, modelo e configuracdes de otimizagdo. Ademais, codigos podem ser

fornecidos como suplementos para a comunidade cientifica.

3.5 Otimizacéao topologica de materiais elasticos lineares

Em problemas de otimizacdo topoldgica, considerando as relagdes lineares, a
flexibilidade de uma estrutura pode ser entendida como a soma da energia de deformacgao de
todos os elementos (¥, u® ku), em que u é o vetor dos deslocamentos e k é a matriz de rigidez
global. Flexibilidade ¢ reciproco para a rigidez, isto significa que minimizar a flexibilidade ¢
equivalente a maximizar a rigidez global. Se o caso de carregamento ¢ definido por forgas ou
tensdes, deve-se escolher minimizar a energia de deformacdo para maximizar a rigidez global
(SIMULIA, 2019).

Por exemplo, se o caso de carregamento ¢ definido por um campo térmico, a energia de
deformacado decresce a medida que a otimiza¢do modifica a estrutura para torné-la menos rigida.
Como resultado, deve-se sempre escolher para maximizar a energia de deformagao em virtude
de tentar minimiza-la para uma estrutura rigida. De forma adicional, deve-se escolher
maximizar a energia de deformacao quando ha deslocamentos prescritos aplicados no modelo
(SIMULIA, 2019).

A otimizacdo topologica considera a energia de deformagdo total para todos os
elementos, ou seja, se escolhida como fung¢ao objetivo, deve-se aplicar para todo o modelo. Nao
¢ possivel utilizar a energia de deformagao como restri¢do no procedimento de otimizagao.

O volume do modelo ¢ definido como a soma do volume dos elementos na regido de
projeto. Durante a otimizagdo, os elementos sdo escalados com a densidade relativa atual
definida no modelo. Para a maioria dos problemas de otimizagdo, deve ser aplicada uma
restricdo de volume. Por exemplo, o objetivo ¢ minimizar a energia de deformagao, que equivale
a maximizar a rigidez, se ndo for aplicada a restricdo de volume, o procedimento geral
preenchera toda a area de projeto com material.

Na otimizagdo topologica, a massa do elemento estrutural ¢ distribuida na area de
projeto. Durante o processo iterativo, os elementos com a massa original coexistem com a
rigidez original. Porém, elementos também existem sem massa e sem rigidez, bem como,
elementos com massa intermediaria e rigidez desconhecida. Para estes elementos, a relagao
entre a densidade e a rigidez deve ser determinada. Diversos métodos podem ser encontrados
na literatura. Um dos mais comuns ¢ o método SIMP (Figura 60), que pode ser reduzido para

uma simples relagdo exponencial entre a densidade e a rigidez de um elemento.
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Figura 60 — Relacdes exponenciais do método SIMP
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Fonte: adaptado de SIMULIA, 2014.

Tem-se para as relagdes do método SIMP

Eijia = f(p) (63)
14
Fo) = Bl () (64

em que El-ojkl ¢ o tensor de rigidez do material original com densidade p, € Ejjy; € o tensor de

rigidez do material desconhecido com correspondente densidade p.
3.6 Otimizacdo topologica de materiais ndo lineares

Wen et al. (2022) apresentam uma revisdo da utilizacdo dos métodos de otimizacao
topoldgica para problemas ndo lineares. Na pratica de engenharia, diversos problemas podem
ser considerados ndo lineares, entretanto, ¢ comum trata-los como lineares. Esta simplificagao
pode acarretar erros significantes e até resultados errados, que podem causar acidentes que
comprometam a integridade estrutural. Do ponto de vista computacional, introduzir a nao
linearidade traz desafios na resolucao das equagdes de estudo, devido a instabilidade local e
global, além da distor¢do excessiva de elementos de baixa densidade.

No campo da ndo linearidade fisica, Wen et al. (2022) relacionam o desenvolvimento
da otimizacdo topologica para materiais elastoplasticos e hiperelasticos (Figura 61). Para os
materiais elastoplasticos, foram desenvolvidos métodos considerando restri¢gdes de tensdes,

considerando critérios de resisténcia tais como von Mises e Drucker-Prager. Na hipotese de
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limitar a tensdo de escoamento von Mises, por exemplo, duas formulagdes podem ser
encontradas na literatura: maximizacao da energia de deformagdo e maximiza¢ao do fator de
carga.

Para materiais hiperelasticos, também conhecidos como materiais elasticos nao lineares,
modelos classicos como Mooney-Rivlin, Neo-Hookean e Ogden, sdo apresentados em
pesquisas. Em geral, para estes modelos, acopla-se além da ndo linearidade fisica, a nao

linearidade geométrica.

Figura 61 — Materiais ndo lineares
o o
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Material elastoplastico Material hiperelastico

Fonte: adaptado de WEN et al., 2022.

Bendsge ef al. (1996) investigaram a formulagdo combinada de otimizagao de material
e de estrutura para materiais ndo lineares com comportamento de amolecimento. Constatou-se
que, em contraste ao problema que considera material elastico linear, a distribui¢do otimizada
das propriedades dos materiais depende da intensidade do carregamento.

Buhl, Pedersen e Sigmund (2000) estudaram o efeito da ndo linearidade geométrica na
otimizagdo topoldgica. Para estruturas submetidas a grandes deformagdes, verificou-se que a
minimiza¢do da flexibilidade foi ineficiente para pequenos ou grandes carregamentos. Para o
caso linear, independentemente do carregamento aplicado, as topologias obtidas sdo as mesmas.
Entretanto, os autores concluiram que, para grandes deslocamentos, as topologias tendem a
ficarem menos simétricas, € que, as energias de deformacdes encontradas para o caso nao linear
sempre sao menores do que as resultantes das topologias com a consideracdo de pequenas
deformacdes.

Lotfi (2013) ressalta que outras instabilidades numéricas podem surgir devido a nao
linearidade nos problemas estruturais. Por exemplo, algumas instabilidades podem estar
associadas a modelagem de elementos com baixa densidade e distor¢ao excessiva de elementos.

O custo computacional também deve ser enfatizado, visto que a analise iterativa ndo linear por
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elementos finitos, em geral, domina cerca de 90% do esfor¢o para a solugdo de um problema
de otimizagao.

Lotfi (2013) afirma que para a desvantagem da flexibilidade final enquanto funcao
objetivo ¢ que a estrutura pode colapsar na aplicagdo do carregamento, antes de alcancar a
deformacdo final. A flexibilidade complementar (energia de deformagdo) ¢ definida como a
energia total que a estrutura pode dissipar durante a deformagdo mecanica. Para otimizar a
flexibilidade complementar, ¢ necessario minimizar negativamente a energia de deformagao. A
Eq. (65) indica que a otimiza¢ao nao linear ¢ um problema que possui dependéncia da trajetoria.

nelem

sujeito a Z piv; <V

e=1

(65)

0< d)i < d)max ViE Q

Estabelecendo as equagdes do trabalho virtual para a fungdo objetivo, considerando as
condi¢des de contorno, Lotfi (2013) apresenta a Eq. (66), em que ¢ ¢ a tensao, € ¢ a deformacao,
u ¢ o deslocamento, i € a aceleragdo e t ¢ a forga de superficie no contorno. Despreza-se as

forgas de volume e a aceleragdo na proxima etapa.

f 8eTgd0 - f SuTpbddQ + | SupitddQ — f SuTEddQ = 0 (66)
Q Q “ ’

Adicionando as restrigdes nas condi¢des de Kuhn-Tucker, chega-se a:

I
— o' dedQ + Av; =0
9p; Jg l (67)

d
ap;

(68)
ff KTdudQ + Av; =0
Q

em que A é o multiplicador de Lagrange, v; é o volume do elemento. Aplica-se uma analise nao
linear por elementos finitos e um método de controle de deslocamento iterativo. Quando a
analise ndo linear ¢ finalizada, uma nova estrutura ¢ proposta de acordo com a sensitividade
dos elementos. Se p® ¢ a densidade do elemento, assume-se a relagdo exponencial do método

SIMP.
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D = piBDO; H = PiﬁHoi oy = Piﬁayo (69)

em que D € a matriz constitutiva elastica, H ¢ a matriz de enrijecimento plastico, g, € a tensdo
de escoamento.

As relagdes constitutivas incrementais para diversos materiais de engenharia sdo
formuladas de acordo com um critério de escoamento, que indica um nivel de tensdo no qual o
fluxo plastico deve ser postulado. Uma relagao entre tensao e deformagao deve ser desenvolvida
para o comportamento pos-escoamento (YU, 2006).

Para o caso uniaxial, a curva tensdo-deformacdo de um material elastoplastico ¢
apresentada na Figura 62.0 comportamento pode ser caracterizado por uma regido elastica, com

modulo de elasticidade E, até o inicio do escoamento dado pela tensdo a,,. A partir desta regido,

o regime plastico variard de acordo com o modulo tangente elastoplastico Er.

Figura 62 — Comportamento elastoplastico uniaxial
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Fonte: adaptado de YU, 2006.

Os elementos fundamentais da deformagao plastica incluem o inicio do escoamento do
material, a deformacdo por endurecimento/amolecimento e subsequente escoamento, equagdes
constitutivas incrementais e critérios de carregamento de descarregamento, entre outros (YU,
2006).

Para analise elastoplastica, em que ha parcelas de deformacgdo elastica e deformacao

plastica,
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de = de® + deP (70)
em que de® sdo as deformagdes elasticas e deP sdo as deformagdes plasticas, que precisam ser
determinadas em cada ponto de escoamento, t€ém-se que

de = BdU (71)

D¢ -n-nT-D¢

Dep:De_H+nT.De.n (72)
do = D®Pds (73)
KT = f BD®PBdQ (74)

Q

em que D®P ¢é a matriz constitutiva elastoplastica, B é matriz deslocamento-deformacéo, n é o
vetor de fluxo plastico, KT é a matriz de rigidez.

Em seguida, define-se as derivadas das funcdes objetivos e das restricdes em relacdo as
variaveis de projeto.

oD oH do
B-1 y B-1
5, = Bel Do 5= Bol Ty 52 = Bl Ty 75)

A derivada da fungao objetivo ¢ dada por:

f f Td.sdn_—i f f " doT ded (76)
apl ~dp; ap; : Jo

ddo _ d(D®’de) D°P de + DeP dde
ap; ap; ap; ap; (77)

Entdo, substitui-se na equagdo do trabalho virtual o coeficiente de Kuhn-Tucker e

resolve a equacdo para encontrar as derivadas

f&? odQ— /1[ f su'tdQ =0 (78)
Q

f " perper 2% 4o _ 92 f SuTtdQ = 0 79
Q api apl ( )
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of f d 0 pep ded)— 2 ﬂ‘ """ 9dA 2 dudl
_— = & & - S tau
ap; a Je ap; - 0p; 0

em que dA ¢é igual a zero para o algoritmo de carregamento controlado, o que se verifica que a

~ o e aDep , PPV .- ,q
equacdo de sensibilidade depende apenas de R Porém, ¢ dificil utilizar uma analise de
i
carregamento controlado para a otimizagdo topoldgica ndo linear, porque rigidez durante as
iteracdes iniciais € tipicamente pequena. Aplicar carregamento ao invés de deslocamentos
prescritos pode levar alguns elementos a grandes deformacdes e pode conduzir a instabilidades

numéricas.

Ao se aplicar um campo de deslocamentos prescritos, os valores de deslocamentos no

ndo € nula e

. o eqe ada
contorno substituem as forgas constantes. Neste caso, a sensibilidade para %5
i

adu
op;

= 0. Com isto, pode-se simplificar

ada ;0D a oKT 00
= —jd JdUT ; (81)

ap; p;

Com isto, pode-se calcular as sensibilidades de D®P em relagdo as densidades. As

l

derivadas de cada parametro em relagdo as variaveis de projeto podem ser calculadas por meio

da regra da cadeia ou as equacdes de projecao Heaviside. A derivada da normal em relagcdo a

. , on
superficie de escoamento € zero i 0.
i

aDe?(D)  aD (ggnn + Dnn” r 9D )(H+nTDn)—(H+n a—n)(Dnn D)
_ i

= — (82)
ap; ap; (H + nTDn)?

A parte da tensdo de escoamento do modulo tangente elastoplastico ndo depende da

densidade. Enquanto o endurecimento ¢ relacionado com as densidades, como segue:

D% (a,)
T )
oH
dD®P(H) (c’?pl) (Dnn"D) (84)
ap; (H + nTDn)?

Das relagdes apresentadas, pode-se proceder a otimizagdo topologica ndo linear.
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Schwarz, Maute e Ramm (2001) comentam que em problemas de ndo linearidade fisica,
em que a resposta do material depende da intensidade da carga aplicada, isto caracteriza a
necessidade um processo incremental. Consequentemente, as sensibilidades envolvidas no
processo de otimizagao precisam ser calculadas apds o passo incremental. Analogamente as
variaveis de estado, as derivadas sdo atualizadas por meio dos incrementos adicionados aos
passos anteriores.

Os autores sugerem que o problema elastopléastico seja baseado em deslocamentos
prescritos. A sensibilidade do fator de carga incremental A;dA desaparece no caso do algoritmo
de cargas prescritas. Para o caso dos deslocamentos aplicados, a sensibilidade do fator de
carregamento incremental ¢ determinada de forma que o deslocamento do grau de liberdade
controlado ndo varia, isto €, Agdl; = 0. Para o caso de cargas aplicadas (Figura 63a) e
deslocamentos prescritos (Figura 63b), as curvas carga-deslocamento sdo apresentadas.

Verifica-se que o passo 2 pode ser obtido pela variagdo do passo 1 em relagdo a ds.

Figura 63 — Influéncia do algoritmo nas sensibilidades

P P
‘P Ve, ds (}L p) ‘! ___________
A 4P = const —— t+1" ;2 Vs P
""""""" — Mol o, T,
Passo 2 (e )Dl Passo 2 |
Passo 1 Passo 1 ,
L L F- uj — 4 - Uj
uj,D2 uj,Dl UJ- = const.
a) Carga aplicada b) Deslocamento prescrito

Fonte: adaptado de SCHWARZ, MAUTE e RAMM, 2001.

Em fung¢do do grande nimero de variaveis, Schwarz, Maute ¢ Ramm (2001) refor¢am
que a avaliacdo destas nas condi¢cdes de escoamento devido aos deslocamentos incrementais
Asdu podem ser muito custosas.

Schwarz, Maute e Ramm (2001) abordaram uma combinag¢do da otimizacao topoldgica
e de forma, incluindo a ndo linearidade fisica, para materiais dacteis, tais como aco e aluminio.
Comumente, estes materiais sao modelados pelo critério de escoamento elastoplastico de von

Mises com endurecimento linear isotropico para pequenas deformagdes. Os autores citam que
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para tirar vantagem do comportamento estrutural na faixa elastoplastica, a ductilidade estrutural
¢ maximizada enquanto a massa no espaco de projeto ¢ prescrita.

Para Schwarz, Maute e Ramm (2001), o layout estrutural ¢ determinado primeiramente
pela otimizagao topoldgica. Por meio da distribuicao de material, obtém-se uma aproximagao
para a geometria otimizada do elemento estrutural. Posteriormente, um processo de suavizagao
das superficies, por exemplo, por meio de um processo adaptativo, pode fornecer um layout
final que ¢ interpretado como um arquivo CAD. Para a otimizagdo de forma, outros critérios
adicionais podem ser considerados, como por exemplo, limites de deslocamento e/ou tensao.

Schwarz, Maute e Ramm (2001) investigaram uma viga biengastada com deslocamento
prescrito na porc¢ao superior do meio do vao. Duas andlises de otimizagdo topologica (OT)
foram realizadas, baseadas na analise elastica e elastoplastica, respectivamente. A distribui¢ao
otimizada de material pode ser verificada na Figura 64 (a). Os resultados diferem
consideravelmente um do outro. Para o caso elastopléastico, o carregamento ¢ igualmente
distribuido para os apoios superiores ¢ inferiores, o que causa um diferente layout interno. A
solucao elastica, em contrapartida, apresenta uma distribui¢ao mais simples.

Para fins de comparagdo, o layout obtido com o material elastico ¢ analisado também
com o comportamento elastopléastico. As curvas carga-deslocamento 1 e 2 da Figura 64 (c) sao
dados para o deslocamento vertical prescrito. A rigidez do “6timo eldstico” ¢ maior na faixa de
comportamento elastico, porém, inicia-se o escoamento a um menor nivel de carregamento. A
ductilidade do “elastico 6timo” ¢ cerca de 27% menor do que o “elastopléastico 6timo™.

Baseado no /ayout estrutural obtido por meio do processo adaptavel de otimizacdo
topoldgica, o layout estrutural € refinado por meio da otimizacao de forma (OF). O layout
estrutural simplificado, antes e depois da otimizagdo de forma, e as tensdes de von Mises sao
representados na Figura 64 (b). Durante a etapa final de otimizacado, a ductilidade ¢ aumentada
em cerca de 35% em comparacao ao projeto obtido por meio da otimizagdo topologica.

O estudo realizado por Schwarz, Maute ¢ Ramm (2001) corrobora que ¢ essencial
considerar o comportamento ndo linear fisico no processo de otimizacdo para aumentar a
ductilidade da estrutura. Isto significa que a qualidade das topologias obtidas com a
consideracdo do comportamento eléstico linear ¢ de valor limitado sempre que as respostas nao

elasticas do material sdo levadas em conta.
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Figura 64 — Resultados obtidos para diferentes comportamentos
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Fonte: adaptado de SCHWARZ, MAUTE e RAMM, 2001.

Jung e Gea (2004) consideraram o problema de otimizacdo topoldgica com o
comportamento ndo linear fisico e geométrico simultaneamente. As relagdes constitutivas
foram derivadas em termos do 2° tensor de tensdao de Piola-Kirchhoff e os tensores de
deformagdo de Green-Lagrange, e o modelo ndo linear do material foi modelado por meio de
uma funcdo definida pela relagc@o entre a tensdo efetiva e a deformacao.

A Figura 65 demonstra os resultados obtidos para as diferentes andlises consideradas
para uma viga biengastada com 160 cm de vao e 20 cm de altura. Jung e Gea (2004) analisaram
as topologias obtidas para uma carga concentrada de 30 N no meio do vao, levando-se em conta
de que esta forga ¢ suficiente para garantir a ndo linearidade fisica nas areas com maiores
deformacdes. Os modelos adotados sdo: (a) analise elastica linear; (b) analise ndo linear fisica;

(c) analise ndo linear geométrica; (d) andlise ndo linear fisica e geométrica.
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Figura 65 — Topologias 6timas para um mesmo carregamento

(d)

Fonte: JUNG e GEA, 2004.

Em seguida, Jung e Gea (2004) simularam as analises com as duas ndo linearidades
presentes, para o acréscimo de carregamento e o efeito disto nas topologias obtidas. Quatro
magnitudes de for¢a foram consideradas na Figura 66: (a) 10 N; (b) 15 N; (¢) 20 N; (d) 30N.
Encontra-se que a medida que a deformagao aumenta, o efeito da ndo linearidade fisica comeca
a alterar as configuragdes otimizadas da estrutura. Os autores realgam que quando as aplicagdes
estruturais requisitarem o comportamento nao linear e a presenca de grandes deformagdes, a

analise ndo linear fisica e geométrica deve ser utilizada de modo a garantir o melhor projeto.

Figura 66 — Topologias 6timas para diferentes carregamentos
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Fonte: JUNG e GEA, 2004.

Xia, Fritzen e Breitkopf (2017) observaram a utilizagdo da otimizacdo topoldgica
evolucionaria para o projeto multiescala de estruturas elastoplésticas. Para os exemplos
analisados, os autores reforcam uma estratégia de variagdo do raio do filtro. Com uma
abordagem de reducdo gradual do raio combinada com um esquema de amortecimento, durante
o procedimento de otimizagdo, as topologias resultantes sdo mais suaves. Ao iniciar 0 processo
com um raio maior, € em seguida, reduzi-lo, ha uma elimina¢do de elementos redundantes

(finos) na topologia final.
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Foi demonstrado por Xia, Fritzen e Breitkopf (2017) que o resultado numérico com
material eldstico linear resulta em grandes concentragdes de tensdes, o que pode levar ao
colapso devido ao escoamento na analise plastica. No entanto, considerando-se o
comportamento plastico, pode-se prevenir o surgimento de regides altamente plastificadas
durante o procedimento de otimizagdo ao se distribuir material ao redor das maiores
concentragdes, € com isto, obter eventualmente uma melhor performance na analise ndo linear.

Chi et al. (2019) propuseram a utilizagdo do modelo hiperelastico de Ogden para a
analise da otimizacao topologica em estado plano de tensdo e estado plano de deformacgao. A
formulagdo adotada para pequenas deformacdes correspondeu a maximizagdo da energia
potencial total da estrutura, objetivando a maximizacao da rigidez.

Zhao et al. (2020) propuseram a otimizacao topologica com a utilizagdo de um modelo
elastico ndo linear substituto ao modelo elastoplastico de Drucker-Prager (Figura 67). Os
resultados numéricos apresentados validam que, em um estado limite, o modelo elastico nao
linear ¢ equivalente a solucao plastica. O modelo de Drucker-Prager vem sendo utilizado para
a otimizagdo topologica com o objetivo de restricio em termos de tensdes (STOIBER e
KROMOSER, 2021). Em razao da sua possibilidade de considera¢do de diferentes niveis de
resisténcia em comparagdo com o critério de von Mises, verifica-se uma maior aplicabilidade

para as estruturas de concreto.

Figura 67 — Convergéncia de dois modelos constitutivos
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Fonte: ZHAO, 2021.

Zhao (2021) cita que no método SIMP o mddulo de elasticidade longitudinal € o tnico
parametro interpolado. Alternativamente, demais pardmetros podem ser interpolados para se
alcancar uma convergéncia mais robusta no processo numérico de otimizagdo. Por exemplos,

os parametros de Drucker-Prager sdo apresentados no trabalho do autor como extensdo do
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esquema de interpolagdo material. O caso 1 € considerado o padrdo do método SIMP (Eq. (64)).
O caso 2 (Eq. (85) ) considera a interpolacdo do modulo de elasticidade e a coesdo. Por fim, o
caso 3 (Eq. (86)) considera a interpolagao do médulo de elasticidade, da coesao e do angulo de

atrito.

E.=p; E co=p}-c (85)

Eo=pg E co=pg c; Yo =pyy (86)

Considera-se que a medida que a densidade decresce, o estado de tensao muda no caso
elastoplastico. Com isto, as solugdes obtidas por diferentes modelos de interpolagdo material
podem influenciar na analise elastoplastica.

Para analise nao linear, SIMULIA (2014) demonstra o processo de solu¢do por meio do
método de Newton. Em um problema mecanico, tem-se que para o equilibrio estatico, a soma
das for¢as em um ponto seja zero.

A resposta nao linear de uma estrutura para um pequeno incremento de carregamento,
AP, de acordo com SIMULIA (2014), para o método de Newton, utiliza-se a rigidez tangente
K,, calculada na configura¢dao u, ¢ AP ¢ calculado para uma correcdo de deslocamento c,.
Utilizando-se c,, t€ém-se a configuragao da estrutura atualizada para u,.

Calculando-se as forcas internas para a configuragdo atualizada, t€ém-se que R, = P —
I,, sendo R, a forca residual para a iteragdo, P a for¢a externa e I a for¢a interna. Se R, for
zero para cada grau de liberdade no modelo, o ponto a estaria coincidente com a curva, e a
estrutura estaria em equilibrio. Para os problemas tipicamente ndo lineares, R, nunca sera
exatamente zero, sendo necessdrio introduzir valores de tolerancia para convergéncia. Por
padrao, utiliza-se o valor de 0.5% como uma média da forga residual na estrutura, na média do
tempo de carregamento.

Se R, for menor que o atual valor de tolerancia, P e I, sdo consideradas em equilibrio,
e, portanto, u, ¢ uma configuragdo valida de equilibrio para a estrutura com o carregamento
aplicado (Figura 68). Entretanto, antes do ABAQUS/CAE® considerar a solugdo como aceita,
deve ser verificado se a ultima corregdo de deslocamento c, ¢ pequena em relagdo ao
incremento total do deslocamento Au, = u, —u,. Se ¢, for maior que uma fra¢do do
incremento de deslocamento (1% do por padrdo), o processamento ird para uma outra iteracao.
Ambos os critérios de convergéncia (forca e deslocamento) devem ser satisfeitos antes da

solucdo ser dita convergente para aquele incremento de tempo.
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Caso a solugdo da iteracdo nao seja convergente, 0 ABAQUS/CAE® realiza uma nova
iteracdo em busca do equilibrio das forgas internas e forgas externas. Primeiramente, considera-
se uma nova rigidez para estrutura, K,, baseada na configuragao atualizada, u,. A rigidez, em
conjunto com a forga residual R,, determina uma nova corre¢do de deslocamento c;, que faz

com que o sistema esteja proximo ao equilibrio (Figura 68).

Figura 68 — Andlise incremental para a primeira iteracao
K

a
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Fonte: adaptado de SIMULIA, 2014.

Com anova forga residual R, determinada na configuracao u,,, verifica-se a maior forga
residual em qualquer grau de liberdade e compara-se com a tolerancia de forga residual. A
corre¢ao de deslocamento c¢;, para a segunda iteracdo ¢ comparada com o incremento de
deslocamento Auy,. Se necessario, para satisfazer os critérios de convergéncia, o processamento

ird para mais iteracdes (Figura 69).

Figura 69 — Analise incremental para a segunda iteracdo
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Fonte: adaptado de SIMULIA, 2014.
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Para cada iterag@o nas analises ndo lineares, o processador padrao do ABAQUS/CAE®
monta a matriz de rigidez do modelo e resolve o sistema de equagdes. O custo computacional
de cada iteragdo ¢ proximo ao custo de uma analise linear completa, o que faz com que a
demanda computacional de uma analise ndo linear seja potencialmente maior do que o custo de
uma analise linear.

Por padrio, o método de Newton para solu¢do de problemas ndo lineares ¢
implementado no ABAQUS/CAE®. Em alguns casos ¢ utilizada a implementacao exata deste
método, especificamente quando a matriz Jacobiana ou a matriz de rigidez sdo definidas
exatamente, ¢ a convergéncia quadratica ¢ obtida quando a estimativa da solugao esta dentro do
raio de convergéncia do algoritmo. Em outros casos, quando a matriz Jacobiana ¢ aproximada,
o método iterativo ndo ¢ considerado um método exato. Por exemplo, em alguns materiais e
modelos de interface de superficie (como modelos de plasticidade ndo associativos ou atrito de
Coulomb), ¢ criada uma matriz Jacobiana ndo simétrica, porém pode ser escolhida uma
aproximacao desta matriz por sua parte simétrica.

Podem ser utilizados outros métodos em alternativa ao método de Newton. A disposi¢do
de processamento no ABAQUS/CAE®, ha o método quasi-Newton, em que sdo empregadas
técnicas de reducdo de custo computacional associadas @ montagem da matriz Jacobiana e sua
subsequente fatoragdo durante cada iteragao.

Em se tratando de problemas ndo lineares, a formulagdo adotada por Zhao et al. (2020)
considera uma abordagem baseada em controle de energia. Esta ideia utiliza o recurso de
prescricdo de um dado valor de energia €, em todos os ciclos de projeto até que a topologia
Otima seja alcancada. Quando se utiliza este critério, o pardmetro adotado depende do
comportamento nao linear esperado. Escolher este parametro pode também ser considerado
uma maneira de controlar quando o material atinge seu estado tltimo. Além disto, comprovou-
se que esta abordagem direciona a convergéncias robustas em problemas nao lineares.

O parametro de energia prescrita C,, apresentado por Zhao et al. (2020) foi utilizado

para a otimizacdo de vigas em estado plano de deformacao. Para o problema de estado, tem-se
T(p,u(p)) = x(p,u(P))fo

7 u(p) = 26, (&7

em que T(p,u(p)) ¢ o vetor de forgas internas, )((p,u(p)) ¢ fator de escala das reagdes de

apoio e f, € o vetor das forgas externas e C, € a energia prescrita para o sistema estrutural.
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Para a andlise de vigas, sabe-se que pela teoria da elasticidade linear, ¢ possivel
aproximar o calculo da energia de deformagdo em funcdo da equagdo da linha eléstica e da

tensdo normal na flexdo.

O.Z L MZ
U= | 5 = [ g (88)
14 0

Deste modo, pode-se atribuir ao problema os valores de energia prescritas associados
aos deslocamentos requeridos para o regime eléastico e/ou regime plastico.

Com isto, espera-se que em problemas tipicos de flexdo, a medida que o parametro C,
aumenta, em fun¢do de uma determinada restricdo de deslocamento no ponto de aplicacdo de
carga, verifica-se que ha um aumento no fator de escala y, como verificado por Zhao et al.

(2020) (Figura 70).

Figura 70 — Variacdo dos parametros Cq € x
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Fonte: adaptado de ZHAO et al., 2020.

Para uma pequena energia prescrita, verifica-se que a topologia ¢ idéntica ao resultado
obtido pela analise com material elastico linear. A medida que sdo consideradas energias
maiores, observa-se a presenca do comportamento ndo linear do material. No trabalho de Zhao
et al. (2020), ¢ descrito que acima de determinados valores de Cj, a topologia das solugdes
otimizadas permanece a mesma, entretanto, verifica-se uma variacdo na forma destas

topologias.
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Para os modelos elastico lineares, verifica-se que nao ha dependéncia do parametro de
energia prescrita, visto que a relagdo carga-deslocamento se mantém linear durante todas as
iteragdes dos ciclos de projeto e a distribuicao de material no dominio de projeto independe da
intensidade das cargas aplicadas, e sim, somente do seu ponto de aplicagao.

Entretanto, para a consideragdo do comportamento ndo linear, em particular com o
modelo de Drucker-Prager, antes do processo de otimizacdo, deve-se verificar se ha
deformacdes plasticas no elemento estrutural. Nao havendo transicdo do comportamento
elastico para o comportamento pléstico, espera-se que a topologia 6tima seja a mesma obtida
com a consideragdo dos parametros elasticos.

Com isto, a abordagem baseada em restricdo de energia prescrita e/ou deslocamento
nodal ¢ valida para o controle de deslocamentos e/ou deformagdes excessivas, de modo a
garantir que a topologia 6tima acompanhe as caracteristicas de resisténcia (& compressdo e a
tracao) do modelo constitutivo adotado.

O método de critério de otimalidade para achar a topologia 6tima de uma estrutura
constituida de um unico material isotropico (dominio homogeneizado) consiste nos seguintes

passos:

Pré-processamento da geometria e carregamento

e Escolher um dominio de referéncia adequado (estrutura base) que permita a definicao
das condig¢oes de contorno;

e Escolher as partes do dominio de referéncia que devem ser otimizadas e quais partes
devem ser definidas como dominios so6lidos ou vazios;

e Construir uma malha de elementos finitos para a estrutura base. Esta malha deve ser
refinada o suficiente para representar a estrutura em uma resolucdo razoavel de
representacdo. A malha também deve tornar possivel a defini¢do de areas que possam
atribuir as variaveis de projeto fixas para tais areas. Durante todo o processo de
otimizacao, ndo ha variacao dimensional da malha.

e Construir espacos de elementos finitos para campos de deslocamentos independentes e
variaveis de projeto.
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Otimiza¢ao matematica

Para calcular a distribuicdao 6tima de material no dominio de referéncia, a otimizagao
utiliza uma analise em elementos finitos baseada em deslocamentos ¢ o critério de atualizacao
para a densidade. A estrutura do algoritmo ¢ a seguinte:

e Definir o dominio inicial de projeto para distribui¢do homogénea de material. A parte
iterativa do algoritmo entdo ¢ definida:

e Para a distribui¢ao da densidade, calcular via MEF os deslocamentos e deformacdes.

e Calcular a flexibilidade do projeto. Se houver pouca melhora no dominio (da
flexibilidade) em relacdo a iteracdo anterior, parar as iteragdes. Caso contrario,
continuar. Para estudos detalhados, parar quando as condi¢cdes necessarias de
otimalidade sdo satisfeitas.

e (alcular a atualizagdo da densidade, baseado nas condi¢des de otimalidade. Este passo
também consiste em uma repeticdo de iteracdo interna para achar o valor do
multiplicador de Lagrange para uma restri¢ao de volume.

e Repetir o loop de iteracao.

Pos-processamento
e Interpretar a distribuicdo 6tima de material como defini¢do de forma, por exemplo em

uma representacdo CAD ou como modelo para manufatura.

Nesta etapa, quando o processo de otimizacdo ¢ completado, pode-se extrair uma
superficie suave para a representagdo do modelo otimizagdo, de modo que o arquivo pode ser
transferido para um sistema CAD ou de volta para o software de analise estrutural.

O modelo otimizado ¢ usualmente uma combinagdo de elementos tetraédricos e
hexaédricos e pode incluir um niimero significativo de elementos interiores que nao inclusos
na geracdo da representagdo da superficie. Esta superficie pode ser totalmente irregular, a
depender da densidade do elemento. O processo de suavizagdo € um processo iterativo que
desloca os nos da superficie e gera uma malha triangular suave na superficie do modelo.

A operagao de suavizagdo pode ser seguida de uma operacdo de reducdo de dados que
combinam tridngulos adjacentes com planos coincidentes e reduz o nimero de superficies
triangulares. A reduc¢do de dados continua iterativamente até que o decréscimo no nimero de

triangulos atinja uma porcentagem especificada no nimero original de triangulos. Finalmente,
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pode-se escolher aplicar uma técnica de filtragem para remover as irregularidades locais. Esta

filtragem ¢ aplicada antes da operacdo de suavizagao.

3.7 Parametros de otimizacéo e instabilidades numéricas

Bendsee e Sigmund (2003) relatam que a analise via MEF oferece a possibilidade de
instabilidades numéricas (Figura 71) ao modelo. Basicamente, estas podem ser divididas em
trés categorias: as irregularidades do tabuleiro de xadrez, a dependéncia de malha e o problema
de otimos locais. Desta forma, consideram-se relevantes as alternativas para evitar estas

instabilidades, associando-as com o custo computacional necessario para cada problema.

Figura 71 — Instabilidades numéricas

Fonte: adaptado de STOIBER ¢ KROMOSER, 2021.

O refinamento da malha esta diretamente ligado com a distribui¢dao de material (Figura
72). Neste processo, € possivel obter variacdes na forma de microestruturas que melhoram o
uso do material. Bendsge e Sigmund (2003) indicam que quanto mais refinada a malha do
dominio de referéncia, mais similar a estrutura serd ao layout previsto na teoria de
microestruturas. Entretanto, a dependéncia de solug¢des para a discretizacao escolhida leva a um
melhor ou pior detalhamento e descri¢cdo dos contornos, sendo esta etapa uma defini¢do baseada

na experiéncia do projetista, de modo a obter resultados coerentes para a solugdo requerida.
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Figura 72 — Densidade da malha e variacdo da topologia
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Fonte: PORTO, 2006.

Uma situacdo particular citada por Bendsge e Sigmund (2003) ¢ a de pequenas fragdes

volumétricas adotadas como restri¢do do problema, tendo como consequéncia a necessidade de

malhas extremamente refinadas para a solu¢ao 6tima de distribui¢ao de material, visto que as

grosseiras, em geral, ndo serdo representativas, como pode-se obter na Figura 73. Em

contrapartida, para grandes fra¢des volumétricas, com malhas menos refinadas, ha um bom

indicativo para a topologia estimada.

Figura 73 — Dependéncia da malha e influéncia do filtro
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Fonte: GAGANELIS; MARK; FORMAN, 2022.

Para evitar o problema de tabuleiro de xadrez, Bendsee e Sigmund (2003) sugerem a

utilizacdo de elementos finitos de ordem superior para a representacdo dos deslocamentos.

Usualmente, elementos quadrilaterais de 8 ou 9 nés podem prevenir esta instabilidade, devido

ao enriquecimento do campo de deslocamentos, porém, aumentam substancialmente o custo

computacional. Embora isto ndo seja um sério problema para casos 2D, ainda ¢ produtivo

empregar solugdes alternativas e mais econdmicas do ponto de vista computacional.
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Dentre as técnicas utilizadas para a eliminagdo da instabilidade de tabuleiro de xadrez,
Porto (2006) destaca, além do uso dos elementos de alta ordem, as técnicas de processamento
de imagem, o uso do filtro da densidade, a introducdo de “‘superelementos” para as funcdes
densidade e deslocamento, técnicas baseadas no processo de difusdo, algoritmo de
redistribuicao da densidade e o uso do conceito de forga gravitacional. Além disto, Porto (2006)
cita que, diferentemente das demais, as técnicas de processamento de imagem nao abordam a
causa do problema do aspecto de tabuleiro, mas sim, a consequéncia deste, e, portanto, devem
ser evitadas.

Em relagdo ao problema de 6timos locais, pode-se assumir que estdo associados com a
natureza ndo convexa dos projetos de otimizagao topoldgica, uma vez que estdo propicios a
inimeros resultados com solugdes localizadas. Ha uma forte dependéncia dos parametros
iniciais escolhidos para um mesmo problema, possibilitando com que muitos 6timos possam
ser encontrados, tornando a otimizacdo estrutural topoldgica extremamente sensivel a essas
modifica¢des. No entanto, quando as demais instabilidades numéricas sdo controladas, o
problema original ndo convexo tende a tornar-se convexo, fazendo com que a topologia final
possa ser reproduzida.

Porto (2006) enfatiza que a existéncia de varios minimos locais, por sua vez, estd
associada ao problema de se obter diferentes solugdes, para uma mesma densidade de malha, a
partir da escolha de diferentes parametros do algoritmo de otimizag¢do, como por exemplo, os
valores iniciais de densidade atribuidos a cada elemento da malha (Figura 74). Para contornar
esta variabilidade, destacam-se os métodos de continuagcdo, nos quais a ideia basica ¢
gradualmente abordar o problema nao-convexo original, partindo-se de um problema convexo
artificial. Os procedimentos encontrados na literatura sdo: a penalidade gradual das densidades
intermediarias e o aumento gradual do expoente p.

Como relatado na literatura, o fator de penalidade (p) ¢ um parametro importante para
evitar as instabilidades numéricas. Por exemplo, a sugestdo de aumento gradual deste
parametro, durante o procedimento de otimizacdo, reduz os efeitos de minimos locais ao
fornecer uma convergéncia progressiva para o problema global. Christensen e Klarbring (2009)
sugerem que o valor de p possa ser aumentado gradativamente de 1 a 4, o que auxilia a
convergéncia. Entretanto, neste trabalho, com o uso do ABAQUS®, considera-se o fator de

penalidade constante ao longo de todo o procedimento de otimizagao.
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Figura 74 — Variacgdo da topologia a partir de diferentes densidades iniciais

Fonte: PORTO, 2006.

Lee e Park (2012) apresentam que em analises de otimizagdo topoldgica envolvendo
ndo linearidades, a analise de sensibilidade ¢ custosa computacionalmente. Ao se adotar
métodos para reduzir esse custo, ainda se pode deparar com outros problemas, em fun¢ao do
método baseado nas densidades dos elementos. Isto porque, ao se considerar elementos com
baixa densidade durante o procedimento de otimizagdo, pode-se ter problemas de distor¢ao de
forma e distor¢do de malha, que podem deteriorar a convergéncia do processo.

O problema de distor¢do de malha ¢ ocasionado em fun¢do de elementos instaveis.
Conforme a Figura 75, quando a resposta ndo linear geométrica € performada, Lee e Park (2012)
evidenciam que alguns elementos possuem os valores definidos pelo limite inferior, e outros,
pelo limite superior. Ao se realizar a analise ndo linear com estes resultados, os elementos de
baixa densidade podem se tornar invertidos e possuirem volumes negativos ou areas com
grandes deformagdes. Este fendmeno resulta na necessidade muitas iteragdes ou até mesmo
divergéncia na analise numérica.

Deve-se atentar para os limites de densidade dos elementos, uma vez que densidades
muito pequenas podem resultar em distor¢des extremas de elementos e matrizes de rigidez

destes elementos podem se tornar zero ou negativas (LEE e PARK, 2012).
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Figura 75 — Distorgao excessiva de malha
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(a) Modelo de elementos finitos (b) Forma deformada

Fonte: adaptado de LEE e PARK, 2012.

Christensen e Klarbring (2009) apresentam de forma resumida na Tabela 3 as

instabilidades numéricas e as suas possiveis solu¢des. Em que p* é a densidade obtida na

solugdo otima e pj, é a densidade na discretizagdo da malha, sendo h a dimens@o da malha.

Tabela 3 — Resumo das instabilidades numéricas

Instabilidades numéricas Razao matematica
Algoritmo termina em um Problema ndo convexo

minimo nao global

Tabuleiro de xadrez Nio convergéncia de pj

para p*quando h — 0.

Dependéncia da malha Nao existéncia de p*.

Possivel soluciao

Aumentar p gradualmente.
Tentar diferentes inicios de
projeto.

Aumentar o nimero de nés
para representar o campo de
deslocamentos. Usar
restri¢ao.

Usar restrigao.

Fonte: adaptado de CHRISTENSEN e KLARBRING, 2009.
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4 UTILIZACAO DO SOFTWARE ABAQUS®

Para realizar as etapas descritas anteriormente, na simulacdo computacional dos
exemplos deste trabalho, utiliza-se o software ABAQUS® 2019 para uma andlise integrada em
elementos finitos e realizacdo dos processos de otimizagdo. Este ¢ reconhecido e conceituado
no meio académico devido a sua capacidade de customizacdo e modelagem, podendo ser
aplicado para andlise de diversos problemas de engenharia.

Com o ABAQUS/CAE®, o usuario pode rapidamente e eficientemente criar, editar,
monitorar, verificar e visualizar analises avangadas em elementos finitos. A interface intuitiva
integra modelagem, analise, processamento e visualizagdo de resultados em uma plataforma
simples para novos usudrios e extremamente produtiva para usuarios avangados.

Simulia (2014) define a otimizagdo como uma ferramenta para encurtamento do
desenvolvimento de projetos agregando a experiéncia do projetista, aliada com a intui¢do, em
um procedimento automatizado. Para otimizar seu modelo, ¢ necessario saber o que otimizar,
englobando a defini¢do da fun¢do objetivo e suas restrigoes.

A plataforma de otimizacdo disponivel no ABAQUS® ¢ o TOSCA, que proporciona
poderosas e rapidas solugdes de otimizacao estrutural baseadas em elementos finitos. O TOSCA
Structure fornece estratégias para novos conceitos de projetos, possibilitando estruturas mais
leves, rigidas e duraveis. O ciclo de desenvolvimento do projeto pode ser direcionado para
maximizar ou minimizar alguma medida de performance, sendo possivel auxiliar os projetistas
a descobrirem novas possibilidades. Sdo oferecidas as funcionalidades para otimizagdo de
topologia, forma e tamanho.

A utilizagio do TOSCA integrado ao ABAQUS® possibilita um rapido desenvolvimento
de produtos, devido a facilidade de criagdo de projetos evitando modifica¢des intermedidrias
em um ambiente CAD, e ainda possui uma grande capacidade de processamento para
otimizagdo de problemas ndo lineares, dinamicos e termomecanicos.

O ABAQUS® disponibiliza no médulo de otimizagdo uma série de respostas de projetos,
para as fungdes objetivo e restrigdes, dentre elas: energia de deformacdo, volume, peso,
deslocamento, rotacdo, autofrequéncias da analise modal, entre outras.

Tyflopoulos e Steinert (2022) destacam que o modulo de otimizagdo topoldgica do
ABAQUS®. H4 uma variedade de valores de projeto, que podem ser utilizados como funcdes
objetivos ou restrigdes, o que torna a ferramenta potente para problemas complexos
multiotimizacdo. Entretanto, as restricdes disponiveis para manufatura sdo focadas apenas para

métodos convencionais de produ¢do, e ndo para manufatura aditiva. Os autores ainda
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argumentam que, comparando com Solidwords e ANSYS, o ABAQUS ¢ o que possui mais
saidas gréficas disponiveis no pds-processamento, fornecendo informacgdes sobre: distribuicao
de densidade dos elementos, tensoes, deslocamentos e deformagdes.

Para a otimizagao topologica, o software utiliza as densidades dos elementos na area de
projeto como as variaveis de projeto. Durante cada iteracdo realizada pelo moédulo de
otimizagdo, as densidades sdo modificadas em cada elemento. De maneira pratica, a otimizagao
remove elementos do modelo, fornecendo-os uma massa e uma rigidez que ¢ menor o suficiente
para garantir que eles nao irdo participar da resposta global da estrutura.

As derivadas parciais das respostas definidas o problema de otimizagao (fungao objetivo
e restrigoes) sdo tratadas na analise de sensibilidade (GAGANELIS, MARK ¢ FORMAN,
2022).

A restrigao da equacao de equilibrio do problema ¢ atendida de forma indireta pela
analise via MEF, enquanto as duas outras restri¢des t€ém gradiente igual a unidade. Assim, a
analise do problema se resume a sensibilidade da fun¢do objetivo a luz da condi¢do de
equilibrio, a qual ¢ avaliada pelo método adjunto, chegando-se a equacdo (89), conforme
apresentado em Bendsee e Sigmund (2003).

dc
p=1_T
- = _ k
90, PPe UegKele (89)

Conforme observa Pantoja (2012), as derivadas para o problema de minimizag¢do de
trabalho de deformagdo sao faceis de obter. Vale notar que as derivadas envolvem informagdes
apenas no nivel do elemento, entretanto, sua repercussdo se dara pelo efeito da variavel de
projeto na forma de deslocamentos. A andlise fisica para a sensibilidade esté relacionada com a
adicdo de material, no caso especifico para o problema com decréscimo de flexibilidade, a
consequéncia € que a estrutura se torna mais rigida.

O calculo das sensibilidades no ABAQUS® ¢ realizado diretamente no solver.
Tradicionalmente, o solver ¢ chamada em cada itera¢do de otimizacao e ¢ fornecido o arquivo
de entrada modificado para calcular os resultados necessarios para o sistema de otimizagao.
Cada vez que as licengas sdo verificadas, o pré-processador ¢ acionado, uma andlise de
elementos finitos € realizada, os resultados sdo escritos nos arquivos de saida, e entdo o solver
¢ desligado. Isto significa que neste procedimento ha uma sequéncia de chamadas do solver.

Bendsee e Sigmund (2003) citam que o raio para o filtro (r) € fixo na formulagao e isto
implica no cumprimento de uma distribui¢do de rigidez em um comprimento definido pela

dimensdo caracteristica da malha (Figura 76). O processo de filtragem significa que a rigidez
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em um ponto x depende da densidade p(x) em todos os pontos da vizinhanga de x. Isto indica
em uma suavizag¢ao do campo de rigidez em uma maneira similar a filtragem de uma imagem.
A suavidade e a escala fixa significam que o método fornece solugdes e convergéncia com o

refinamento da malha.

Figura 76 — Raio minimo

. Elerfenta_e |\ | |

Fonte: adaptado de SIMULIA, 2014.

Sigmund (2001) descreve a aplicacdo da técnica de filtragem baseada no calculo das
sensibilidades. O filtro que ¢ adotado para diminuicdo da instabilidade numérica de

dependéncia da malha ¢ descrito pela modificagdo das sensibilidades do elemento:

dc 1 i q dc
= 77 % 3. 90
0xe XXy, Hy = 0xs (90)
e o operador de convolugdo ¢ descrito por
ﬁf = Tmin — dist(e, f) (91)

{f € N |dist(e, f) < r_min}, e=1,.. N

em que o operador dist(e, f) ¢ definido como a distancia entre o centro do elemento e e o
centro do elemento f. O operador de convolugdo ﬁf ¢ zero na area fora do filtro. O operador
de convolugao decai linearmente com a distancia do elemento f.

Em geral, Morelli (2019) relata que o algoritmo de filtro implementado no TOSCA

Structure adota como valor padrdo para o raio do filtro igual a 1,3 vezes o comprimento médio



114

da aresta do elemento no dominio de projeto. Este comprimento corresponde a inclusdo de todos
os elementos proximos a vizinhanga do filtro. O valor padrao do raio do filtro pode ser definido
manualmente no arquivo de parametro (*.par), entretanto, ndo ha opgdes para controlar o filtro
utilizado a partir da interface do ABAQUS®/CAE.

Bendsee e Sigmund (2003) apresentam que a experiéncia computacional tem mostrado
que a filtragem das informacdes das sensibilidades do problema de otimiza¢do ¢ uma maneira
altamente eficiente de garantir a independéncia da malha. Isto significa a modificagdo da
sensibilidade do projeto de um elemento especifico, baseado no peso ponderado das
sensibilidades dos elementos em uma vizinhanga fixa. Tal técnica é puramente heuristica,
contudo, verifica-se que ha resultados muito semelhantes aqueles obtidos por uma restrigao
local do gradiente, além de que requer um pequeno custo computacional e ¢ simples de se
implementar, assim como nao adiciona complexidade ao problema de otimizagao.

Gaganelis, Mark e Forman (2022) explicam que, do ponto de vista matematico, a
utilizagdo de filtros durante o procedimento de otimizagdo limita o espagco de solugdes
permissiveis em um determinado subespaco de atuagdo do raio minimo. Ja do ponto de vista de
engenharia, o valor de 1y,,;;, pode definir um limite inferior para a espessura admissivel de
elementos estruturais durante o processo de constru¢cdo. Com isto, pode-se interpretar o raio do
filtro como uma espécie de uma restricdo de manufatura.

A aplicagdao do método de interpolagdo material para obtengdo de solugdes 6timas 0-1 €
extremamente Util e permite o uso de métodos de programacao matematica para problemas
continuos (suaves) como citam Bendsee e Sigmund (2003). E importante ressaltar que a
solugdo depende da escolha da geometria, carregamento e condi¢cdes de contorno, podendo
resultar em mudangas drésticas no projeto 6timo que o algoritmo produz.

Sao disponibilizados dois algoritmos para a otimizacao topologica. O algoritmo geral,
que ¢ mais flexivel e que pode ser aplicado para a maioria dos problemas, e o algoritmo
condition-based, que ¢ mais eficiente, mas possui capacidades limitadas. Por padrdo, o
ABAQUS® utiliza o algoritmo geral.

O algoritmo geral de otimizacao topoldgica ajusta a densidade e a rigidez das varidveis
de projeto enquanto tenta satisfazer a funciio objetivo e as restri¢des. E descrito no trabalho de
Bendsee e Sigmund (2003). Em contraste, o algoritmo condition-based torna-se mais eficiente
pois utiliza a energia de deformacao e as tensdes nos nds como dados de entrada e ndo precisa
calcular a rigidez local das varidveis de projeto. Este foi desenvolvido na Universidade de

Karlsruhe na Alemanha e ¢ descrito em Bakhtiary et al. (1996).
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Em razao das limitagdes de configuragdes dos parametros do procedimento, o algoritmo
condition-based nao foi utilizado neste trabalho. Como o algoritmo geral permite ao usudrio
determinar os parametros de otimizacao necessarios para o método SIMP, utiliza-se este, pois
possui os requisitos descritos na obra de Bendsege e Sigmund (2003).

No TOSCA, existem dois principais algoritmos para solu¢do dos problemas de
otimizagdo topologica, o baseado em sensibilidade (sensitivity-based) e o baseado em controle

(controller-based). A Tabela 4 destaca as principais diferengas entre eles.

Tabela 4 — Diferencas entre os algoritmos de otimizacdo topoldgica

Propriedade Baseado em sensibilidade Baseado em controle
Elementos com e Possui elementos no ciclo final e Direciona os elementos
densidades de projeto com densidades no ciclo final de projeto
intermedidrias intermediarias. a serem vazios
(elementos (densidade muito
cinzas) proxima de zero) ou

solidos (densidade igual
aum).
Numero de e O numero de iteragdes ¢é e Por padrio, 15 iteragdes
iteragoes de desconhecido antes do sdo utilizadas.
otimizacdo procedimento  iniciar, mas
normalmente o numero de
iteragOes € cerca de 30 a 45.
Tipos de analise e Suporta as respostas de analises e Suporta a analise ndo

de elementos finitos ndo linear
estatica (forgas nao
conservativas) e autofrequéncia
linear (ndo permitido para
protensao). Carregamento com
temperatura  constante ¢
permitido no ANSYS, Nastran
e ABAQUS.

Suporta  ndo  linearidades

geométricas (NLGEOM).

linear  estatica, tais
como simulagdo de
contato, mesmo quando
as zonas de contato sdo
nas  superficies do
espaco de projeto.

Tensoes de von Mises
devem ser validas e de

valores ndo constantes
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e Alguns materiais ndo lineares ao longo da 4rea de
sdo suportados. otimizagao
e Deslocamentos prescritos sao
permitidos no modelo CAE
para analise estatica de
otimizac¢ao. Entretanto, ndo sao
permitidos na analise modal.
e Geralmente, materiais
laminados (formacao e
orientacdo) nao podem  ser
projetados na  otimizagdo
topologica. Entretanto,
elementos com uma Unica

camada s3o permitidos no

Nastran e no ABAQUS.
Tipos de fungdes e Pode possuir uma fungio e Possui a flexibilidade
objetivos e objetivo e varias restricdes, em como fungdo objetivo e
restrigoes que todas as restri¢cdes sejam de o volume do material
desigualdade. como restricio  de
e A fun¢do objetivo e as igualdade.

restrigdes podem ser baseadas
na rigidez, deslocamentos,
reacdes de apoio, esforcos
internos, autofrequéncias e

volume do material.

Fonte: adaptado de SIMULIA, 2022.

O processo de otimizagdo gera elementos rigidos com densidades proximas a um ou
elementos vazios com densidades proximas a zero. Como a otimizagdo topologica introduz
elementos com densidades entre zero e um, ¢ necessario utilizar modelos de interpolagao

material para estes elementos intermediarios.
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As técnicas de interpolagdo material calculam as relagdes entre a densidade e a rigidez
dos elementos intermediarios. Estdo disponiveis as op¢des no modulo de otimizagdo: default,
SIMP e RAMP (Rational Approximation of Material Properties). Sendo a tultima adequada para
problemas dinamicos e ndo adotada nas analises apresentadas.

O fator de penalidade (p) deve ser maior que zero para produzir bons resultados. Na
ope¢io default, o modulo de otimizagdo do ABAQUS® adota o método SIMP para problemas
estaticos e o0 método RAMP se ao menos um caso de carregamento dindmico for adotado no
modelo.

O modelo de interpolacdo material RAMP, proposto por Stolpe e Svanberg (2001),
baseia-se em uma funcdo racional, parametrizada por um escalar g, de tal forma que a
flexibilidade seja uma fun¢do convexa quando q ¢ zero e uma fun¢do concava para um valor
finito e conhecido de g. Por meio deste método, a probabilidade de se obter uma solugao 0-1
para o problema ¢ aumentada.

Rodriguez (2015) relaciona que a aproximacdo dada para o médulo de elasticidade do

material de um projeto baseado em solugdes 0-1 é dada por

Ei = ¢(x)E! (92)

em que E; é o modulo de elasticidade do elemento finito, ¢(x;) = Tration)
A

¢ a funcao

interpoladora, E* é o mddulo de elasticidade do material s6lido.
Um fluxograma do procedimento para obtencdo da topologia 6tima ¢ apresentado na

Figura 77. Nele, sao destacadas as agdes do usuario e agdes realizadas pela rotina do software.
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Figura 77 — Fluxograma do processo de otimizagao
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Fonte: adaptado de SIMULIA, 2014.

O procedimento padrao ¢ considerar o projeto de um elemento estrutural como um
problema de otimizagdo somente em termos das variaveis de projeto, € o campo de
deslocamentos € considerado como uma funcao destas. Estes campos sao dados implicitamente
em termos das variaveis de projeto por meio da equagdo de equilibrio. A andlise de encontrar
as derivadas dos deslocamentos em relagdo as variaveis de projeto ¢ denominada analise de

sensibilidade (BENDSOE e SIGMUND, 2003).
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Para 0 ABAQUS®, definindo-se a fungiio objetivo como a energia de deformagcao, tém-
se que, para os materiais ndo lineares, a energia de deformacdo obtida no processo de
otimizacao, ¢ igual a soma da energia de deformacao armazenada, também chamada de energia
recuperavel (ALLSE) e a energia de deformagao pela dissipacao plastica (ALLPD).

A Figura 78 (SIMULIA, 2019) apresenta as recomendagdes do ABAQUS® para os
problemas estruturais de otimizagdo topoldgica com comportamento ndo linear. Embora as
configuragdes demandem mais tempo para a convergéncia, a otimizagdo pode convergir na
primeira tentativa. Como parametros recomendados, tém-se: incremento inicial de tempo
pequeno, mudanca de densidade = 0.1, estratégia de atualizagdo da densidade conservadora,
densidade inicial = 1. Se ainda ndo ha convergéncia, deve-se verificar os avisos nos arquivos
* msg e *.dat. Se estes avisos forem encontrados, o procedimento de remocao suave pode ser
ativado. Este procedimento oferece a possibilidade de remover elementos que possam sofrer
distor¢do durante o processo de otimizagao.

Uma alternativa ¢ alterar a densidade no limite inferior para 0.01. Um dos métodos mais
triviais para estabilizar uma atividade de otimizagdo ndo linear ¢ aumentar o dominio
congelado. Se os problemas de convergéncia ainda persistirem, adicione restricdes em

deslocamento ou rigidez para estabilizar o procedimento.
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Figura 78 - Fluxograma da otimizagdo no contexto da andlise estrutural ndo linear

: Ha nao linearidade N
sim . : nao
geométrica ou fisica no
modelo?
Estabelecer os seguintes parametros: -Deletar elementos nio é necessario
SIMULIA Abaqus: -Pardmetros padrdes de densidade
#STATIC funcionam para a maioria dos casos

0.11, 1.0, 1le-7, 1.0

SIMULIA Tosca Structure:
-DENSITY_MODE - 0.1

-DENSITY UPDATE = CONSERVATIVE
-DENSITY _INITIAL=1.0

Ainda nio obteve resultado
convergido?

I

IChecar o SIMULIA Abaqus *msg e *dat para:
LELEMENTOS ESTAO DISTORCENDO EXCESSIVAMENTH
FSISTEMA POSSUI n AUTOVALORES NEGATIVOS

~
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-SOFT_DELETE_METHOD=AGRESSIVE, 0.1 -DENSITY _LOWER=0.01
-SOFT DELETE=<element group>,0.0

~. /

Ainda sem convergéncia?

I

-Aumentar o dominio congelado

-Impor restrigdes adicionais em:
1. Deslocamento
2. Rigidez

Fonte: adaptado de SIMULIA, 2019.

Na etapa de pds-processamento e extragdo do dominio do modelo otimizado pode ser
realizada, de modo a exportar a malha 6rfa para as andlises posteriores. Zhao et al. (2020) e
Silva (2021) utilizaram o0 ABAQUS® para anélises ndo lineares das superficies otimizadas. Por
meio de uma condicdo de cutoff de densidades, Zhao et al. (2020) consideram densidades p >
0,5 como elementos solidos. Com isto, obtém-se um modelo que pode ser trabalhado para a
analise mecanica da superficie 2D resultante do procedimento de otimizacao. Além disto, pode-
se extrair esta malha no formato STL, que ¢ difundido e utilizado na induastria de modelagem e
manufatura (SILVA, 2021).

Nesta opg¢ao de extracdo de superficie, pode-se trabalhar com formatos .inp, .istl, .igs,
* 2.ags e * 3.gs. O isovalor ¢ um parametro entre 0 e 1 essencial para definir qual superficie
serd gerada. Neste processo, determina-se quais elementos estardo no modelo e usa o isovalor

para calcular onde os vértices interiores destes novos elementos e novos nos serdo criados.
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Aumentar o isovalor significa direcionar a superficie para dentro do modelo, preenchendo-a
com mais elementos. Em contraste, ao reduzir esse pardmetro, pode-se ter componentes muito
finos, o que pode levar a uma estrutura desconectada (SIMULIA, 2022).

Além do isovalor, outros parametros como redu¢ao de porcentagem e reducao de angulo
podem ser configurados para a avaliagdo do modelo otimizado. A redugdo de porcentagem
define o percentual das faces que devem ser removidos durante a operagdo de reducao de dados.
Um valor de 0 indica que nenhuma das faces deve ser removida. Um valor de 100 indica que a
reduc¢do de dados finaliza quando nao hd mais faces a serem removidas, dado o valor de redugao
do angulo (SIMULIA, 2022).

A reducdo de angulo € um valor entre 0 e 90 que define 0 maximo angulo entre as faces
adjacentes no no6 tal que este no possa ser removido durante a reducao de dados. O nlimero de
ciclos de suavizagao também pode ser definido pelo usudrio, visto que maiores valores
direcionam a modelos suaves, porém resultam em um acréscimo do custo computacional. Na
pratica, 5 a 10 ciclos de suavizacdo sdo suficientes para a maioria dos modelos (SIMULIA,
2022).

O volume alvo € a razdo, entre 0 e 1, que ¢ definida pela superficie e o volume original
(calculado pelo volume gerado pela otimizac¢do). O volume calculado ndo leva em consideragao
os vazios dentro de um modelo s6lido. Ao considerar modelos de cascas, a area alvo ¢ definida
como a razao entre a area definida pela superficie extraida e a area original. Se for especificado
um volume alvo, o processo de redu¢do de dados calcula o isovalor que ira resultar no volume
especificado, isto €, o isovalor previamente considerado seréd ignorado (SIMULIA, 2022).

Em alguns casos, o modelo otimizado possui pequenas irregularidades, e com isto pode-
se escolher a op¢ao de remové-las. Desta forma, pode-se considerar um processo opcional de
operagao de filtragem. A filtragem ¢ aplicada antes do processo de suavizagao e resulta em uma
distribui¢do mais homogénea de material. A filtragem moderada ¢ aplicada em um tnico ciclo
de filtro, e a filtragem completa ¢ aplicada em 5 ciclos de filtro (SIMULIA, 2022).

Para avaliacao da superficie extraida, Sigmund (2022) propde, para comparagdes justas,
utilizar o volume corrigido pelos valores das energias de deformagdo. Por exemplo, deve-se
escalar a energia de deformacdo pela taxa de violagdo do volume (Vexiraido/Voriginal) Ou
comparar o produto da fragdo da energia de deformacdo pelo volume (Coxtraido *
Vextraiao/ Coriginal * Voriginar)- Entretanto, ambos os métodos sdo precisos para pequenos

desvios.
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5 EXEMPLOS NUMERICOS

Para a obtenc¢do dos resultados, utiliza-se um notebook com processador IntelCore 17-
12700H com 16 GB de memoria RAM e sistema operacional Windows 11 Home-64 bit.

Nesta etapa, valida-se a utilizagdo do modelo de Drucker-Prager no exemplo proposto
por Zhao et al. (2020) e propde-se uma analise paramétrica para vigas com variagdo de altura e

diferentes parametros de resisténcia, de acordo com a dosagem do CRFA.

5.1 Viga biengastada: modelo de Zhao et al. (2020)

O exemplo a seguir ilustra a aplicacdo de uma viga biengastada (Figura 79) submetida
a um carregamento distribuido na regido inferior. Com diferentes valores da energia prescrita
(Cp), o material pode estar em diversos estados, o que leva a diferentes sensibilidades. Esta
observagao verifica que o significado fisico da funcdo objetivo ¢ de maximizar a capacidade de
carregamento da estrutura.

Para a modelagem, considera-se uma malha de elementos finitos de tamanho
aproximado de 10 mm para andlise em estado plano de deformag¢do do tipo CPE4 (elemento
quadrilateral de 4 n6s com interpolacdo bilinear, sem integragdo reduzida), 10050 elementos e

10032 nos. Esta estrutura € simétrica, entretanto, utiliza-se sua integralidade neste modelo.

Figura 79 — Modelo da viga biengastada
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Fonte: ZHAO et al., 2020.
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Nas consideragdes da viga biengastada analisada por Zhao et al. (2020), busca-se uma
comparagdo dos resultados por meio do sofiware ABAQUS®. Para este modelo, em que foi
definido g, = 144 MPae g, = 1440 MPa adota-se para os parametros de resisténcia do
modelo linear de Drucker-Prager i = 67,83% ¢ c = 261,82 MPa. O carregamento distribuido
aplicado ¢ de w = 80 MN/m.
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Para o modelo linear de Drucker-Prager, SIMULIA (2014) introduz trés parametros para
sua definicdo. O angulo de atrito do material (£), dado em graus. O parametro K, que representa
arazao do fluxo de tensdes no estado triaxial de tragao em relacao ao fluxo de tensdes no estado
triaxial de compressao, sendo limitado por 0.778 < K < 1. E, por tltimo, o angulo de dilatacao
(1), dado em graus.

Para o caso particular de K = 1, significa que a superficie de escoamento ¢ a de von
Mises no plano das tensdes deviatoricas, ou seja, isto implica que as tensdes de escoamento
para o estado triaxial de tracdo e de compressao sdo as mesmas.

Para a definicdo do endurecimento linear em termos das tensoes de cisalhamento, deve-
se definir a coesdo do material (d), em fun¢do da deformagdo plastica por cisalhamento

equivalente ().

V3 1

dZT'T'<1+E) (93)
— _ypl
€pt -3 (94)

em que T ¢ a tensdo de escoamento no cisalhamento, K ¢ a razao entre os comportamentos de
tracdo e compressdo € ¥y € a deformagéo plastica de engenharia por cisalhamento.
Considerando o comportamento eléstico linear, t€ém-se para o material da viga analisada
E =1,8:10° MPa e v = 0,3. A Figura 80 apresenta os resultados obtidos por Zhao et al.
(2020) para diferentes valores de C,, em que a solucdo obtida na extremidade esquerda se

aproxima ao resultado do modelo elastico linear.

Figura 80 — Topologias 6timas para diferentes energias prescritas
C,=8x10“M]J C,=1.1x102M]J C,= 13x102M]

(a) (b) (c)

Fonte: ZHAO et al., 2020.

Para o carregamento proposto no artigo de Zhao et al. (2020), verifica-se que com a
hipotese de um modelo elastoplastico, a viga entrara no regime plastico a partir de 60% do nivel

de carregamento, o que justifica a necessidade da consideragdo de uma funcao de escoamento
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para o calculo das deformacgdes plésticas. Entretanto, ndo se encontra uma ndo linearidade
acentuada na curva carga-deslocamento.

A Figura 81 demonstra o panorama das deformagdes plasticas para a viga antes do
procedimento de otimizagdo, em que 113 nds apresentam valores superiores a zero. O maior

valor encontrado é de 5,435 - 10™* na regido superior dos apoios.

Figura 81 - Deformacdes pléasticas equivalentes
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Fonte: Autor, 2024.

A Figura 82 traz a curva carga-deslocamento para ambos os modelos. Verifica-se que
ndo ha grande diferenga entre os dois. No entanto, para o nivel de carregamento aplicado, € com
o surgimento de deformagdes plasticas, nota-se que € relevante tratar o problema de otimizagao

com a consideracdo de um modelo elastoplastico.

Figura 82 — Comportamento estrutural da viga

Carga-deslocamento para os modelos ndo
otimizados

20000
18000 /
16000 ~”

14000

12000

10000

8000

6000 Elastico linear
4000

2000

Elastoplastico

Carga (kN)

0 0,0002 0,0004 0,0006 0,0008

Deslocamento (m)

Fonte: Autor, 2024.

Para o processo de otimizagdo, a regido de aplicacdo de carga ndo ¢ considerada. A

estratégia de atualizagdo da densidade ¢ normal. O algoritmo de solucdo ¢ o geral, o filtro de
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sensibilidade ¢ definido automaticamente de acordo com a dimensio caracteristica da malha, a
técnica de interpolacdo material utilizada ¢ a SIMP, em que ¢ definido um fator de penalidade

constante durante todo o procedimento, ¢ as demais informagdes estdo listadas na Tabela 5.

Tabela 5 — Pardmetros da otimizacdo topoldgica

Pardmetros do método SIMP

Densidade minima (o) 0,001

Densidade méaxima (0,,4x) 1
Méaxima mudanca da densidade por ciclo de projeto | 0,25

Fator de penalidade (p) 3

Critérios de convergéncia

Tolerancia maxima para funcédo objetivo 0,001
Tolerancia maxima para a densidade do elemento | 0,005

Fonte: Autor, 2024.
5.1.1 Modelo eléstico linear
Para o modelo eléstico linear, verifica-se que ndo ha variacdo da topologia com a
intensidade do carregamento aplicado (Figura 83). Nao ha deformacdes plésticas no elemento
estrutural, significando que a distribui¢cao de densidade pode ser interpretada como um dominio

homogéneo de um material que possui resisténcias equivalentes a tracdo e a compressao.

Figura 83 — Distribui¢do 6tima de material elastico linear (f = 25%)

Fonte: Autor, 2024.

Com o objetivo de determinar a distribuicdo 6tima de material, minimiza-se a energia
de deformacdo do modelo, com restricio de fragdo volumétrica. A Figura 84 demonstra o

procedimento de otimiza¢do durante os ciclos de projeto.
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Figura 84 - Resultado da otimizag&o estrutural elastico linear
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Fonte: Autor, 2024.

5.1.2 Modelo elastoplastico

Para o modelo elastoplastico, constata-se que ha variacdo da topologia com o
carregamento (Figura 85), em consequéncia das deformagdes plasticas. Desta forma, busca-se
por meio da restricdo de deslocamento, baseada na analogia da energia prescrita, limitar os
deslocamentos no modelo otimizado, de modo a evitar deformagdes excessivas.

Para determinadas fragdes volumétricas, ¢ importante verificar os critérios de
convergéncia para a andlise plastica, visto que ha uma dependéncia destes para a busca da
solucdo durante o procedimento de otimizagao.

Adotou-se, neste exemplo, a restri¢do (analoga ao parametro Cy) de que o deslocamento
nodal no centro da carga distribuida na face inferior da viga deve ser U, < 1:107* m.

Como o material empregado apresenta uma resisténcia a compressdo maior que a
resisténcia a compressao, nota-se que hd uma tendéncia de direcionamento da distribui¢do de
densidade para as regides comprimidas. Além disto, deve-se identificar se o nivel de
carregamento esta condizente com as dimensoes adotadas para o elemento. Verifica-se que nas
regides de maior plastificagdo, hd uma maior necessidade de material resultante do
procedimento de otimizagao.

A Figura 86 apresenta a maximizagao da rigidez e a restri¢ao de fragdo volumétrica no
problema elastoplastico proposto. A Figura 87 demonstra a variagdo da restricdo de
deslocamento nodal no problema. A Figura 88 demonstra as deformagdes pléasticas equivalentes
no modelo apresentado, com destaque para maiores deformacgdes para a regido tracionada, com

valor maximo de 3,367 - 1073.
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A fungdo objetivo no caso em tela foi maior do que o valor obtido pelo modelo elastico
linear. Na literatura, observa-se que em geral, para o modelo elastoplastico, a energia de

deformacao, ao final do procedimento de otimizagao, tende a ser maior.

Figura 85 — Distribuicdo 6tima de material elastopléstico (Drucker-Prager) (f = 25%)

Fonte: Autor, 2024.

Figura 86 - Resultado da otimizacdo estrutural elastoplastico
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Fonte: Autor, 2024.
Figura 87 - Restrigdo do deslocamento nodal
Deslocamento maximo

0,050
—. 0,040
E
Q
£ 0,030
L
£
g 0,020
w
a2

0,010 0,005

0,000

0 5 10 15 20 25 30 35 40

Ciclos de projeto

Fonte: Autor, 2024.
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Figura 88 — Deformac0es plasticas equivalentes
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Fonte: Autor, 2024.

Neste exemplo, observa-se a influéncia do comportamento elastoplastico no modelo
otimizado. Entretanto, & medida que o material se torna mais resistente, ha uma tendéncia de
diminuicdo e até mesmo auséncia das deformagdes plésticas, o que caracterizaria a topologia
inicial obtida com o modelo elastico linear.

Verifica-se que a restri¢do de deslocamento adotada no modelo U, < 1-10~*m nio
foi atendida ao final do procedimento de otimizagdo, sendo observado um deslocamento 5 -
1073 m. Este deslocamento obtido, 50 vezes maior que o requerido na restricdo, pode ser
justificado em funcdo da capacidade resistente do material adotado. Para que o deslocamento
no ponto central obedecga a restri¢do, ¢ necessario que os pardmetros ¢ € ¢ sejam maiores que
os apresentados. Como os critérios de convergéncia para a fungao objetivo e para a distribuigao
de densidade sdo atendidos, as iteragcdes sao paradas e obtém-se a topologia 6tima.

Diversos parametros podem influenciar nos resultados apresentados neste modelo,
desde a dimensao caracteristica da malha utilizada até os critérios de convergéncia e a técnica
de filtragem utilizada. Busca-se visualizar com este exemplo as possibilidades da otimiza¢ao
topoldgica para materiais com comportamento ndo linear e analisa-se sua influéncia na
distribuicao de densidade, o que reflete em uma busca de reforco de material nas regides em

que h& menor resisténcia.

5.1.2.1 Analise da fracdo volumétrica

Nas Figura 89 e Figura 90 tém-se o modelo analisado com diferentes restrigoes de
fragdes volumétricas. Na Tabela 6 observa-se os resultados obtidos com os modelos
apresentados. A energia de deformagao equivalente decresce a medida que ha um maior volume
de material. Em contraste, quanto menos material hd na regido de projeto, as deformagdes

plasticas e os deslocamentos verticais tendem a aumentar.



Figura 89 - Distribuicdo 6tima de material elastoplastico (Drucker-Prager) (f = 50%)

Figura 90 - Distribuicdo o6tima de material elastoplastico (Drucker-Prager) (f = 75%)

Fonte: Autor, 2024,

Fonte: Autor, 2024.

Tabela 6 — Analise de resultados com variacdo da fracdo volumétrica

Modelos f=25% f=50% f=7%
Energia de deformacéo (kJ) 54,269 15,338 9,460
Deformacéo plastica 4,023-1073{2,036-107%| 1,103 -1073
Deslocamento vertical (m) | 5,0-10"3 | 1,554-1073 | 9,666-10~*

Fonte: Autor, 2024.

5.1.2.2 Andlise do fator de penalidade

129

Com o intuito de observar a variacdo dos parametros de otimizagdo (f = 25%) em

funcdo do fator de penalidade, que ¢ definido como constante em todo o procedimento. As

Figura 91, Figura 92 e Figura 93 apresentam, respectivamente, a topologia obtida com os fatores

de penalidade p = 1, p = 2 e p = 4, respectivamente. Visualmente, para fatores de penalidade

inferior a 3, ndo ha uma nitida distribuicao de material no dominio de projeto. Esta caracteristica

se reflete numericamente na energia de deformagao, de acordo com a Tabela 7.

Para uma mesma fracdo volumétrica, pode-se notar que para fatores de penalidade

inferior a 3, tém-se o aumento das deformacgdes plasticas e dos deslocamentos verticais.

Verifica-se que o fator de penalidade igual a 4 ndo provoca mudangas significativas na topologia

obtida com o pardmetro usualmente recomendado de 3.
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Figura 91 - Distribuicdo 6tima de material elastopléstico (Drucker-Prager) (p = 1)

Fonte: Autor, 2024,

Figura 92 - Distribuicdo 6tima de material elastoplastico (Drucker-Prager) (p = 2)

Fonte: Autor, 2024.

Figura 93 - Distribuicdo 6tima de material elastoplastico (Drucker-Prager) (p = 4)

Fonte: Autor, 2024.

Tabela 7 - Analise de resultados com variacdo do fator de penalidade

Modelos p=1 p=2 p=3 p=4
Energia de deformacéo (kJ) 29,6071 47,0334 54,269 59,157
Deformagcdo plastica 1,252-1072 [ 1,693 -1072 | 4,023-1073 | 3,929-103
Deslocamento vertical (m) | 3,0-1073 | 4,714-1073| 50-10"3 | 503-1073

Fonte: Autor, 2024.

5.1.2.3 Analise do raio do filtro

Nestes modelos, adotou-se o fator de penalidade (p) igual a 3 e uma fragdo volumétrica
f = 25%. A Figura 94 demonstra a aparéncia de tabuleiro de xadrez, ratificando a instabilidade
numérica em virtude de raios menores que o tamanho do elemento adotado. No entanto, as

Figura 95 e Figura 96 evidenciam que raios maiores do que o recomendado pela literatura nao
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proporcionam um procedimento de otimizagao eficiente, aumentando as deformagdes plasticas,

em conformidade com os resultados apresentados na Tabela 8.

Figura 94 - Distribuicdo 6tima de material elastoplastico (Drucker-Prager) (r = 5 mm)

Fonte: Autor, 2024.

Figura 95 - Distribui¢do 6tima de material elastoplastico (Drucker-Prager) (r = 26 mm)

Fonte: Autor, 2024.

Figura 96 - Distribuicdo 6tima de material elastoplastico (Drucker-Prager) (r = 39 mm)

Fonte: Autor, 2024.

Tabela 8 - Analise de resultados com variacdo do raio do filtro

Modelos r=5mm |r=13mm | r=26mm | r = 39mm
Energia de deformacéo (kJ) 60,1692 54,269 47,0334 147,562
Deformagcdo plastica 5,297 -1072 | 4,023-1073 | 1,693-1072 | 6,425-10"¢
Deslocamento vertical (m) | 6,240-1073 | 50-10"3 |4,714-1073 | 3,948-1072

Fonte: Autor, 2024.

5.1.3 Analise estrutural dos modelos otimizados

Com os modelos analisados para a obtencao de deslocamentos, tensdes e deformagdes

(Figura 83 e Figura 85), o modelo elastico linear finaliza aos 22 ciclos de projeto, enquanto o

elastopléstico aos 43. Conforme apreciado nas referéncias da literatura, em geral, com a
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considerac¢do da ndo linearidade fisica, a energia de deformagdo do modelo tende a aumentar.

A Tabela 9 destaca a comparagdo dos resultados.

Tabela 9 — Analise dos resultados das topologias

Modelos Eléstico linear | Drucker-Prager
Energia de deformacéo (kJ) 27,962 54,269
Deformacéo plastica 0 4,023-1073
Deslocamento vertical (m) 2,89-1073 50-1073

Fonte: Autor, 2024.

Na Figura 97 tém-se a representacdo das tensdes de von Mises, em kPa, nos dois
modelos. Nota-se que o modelo elastoplastico esta solicitado em um maior nivel em

comparagdo (cerca de 14,7% a mais) ao modelo elastico.

Figura 97 — Distribuigéo das tensdes equivalentes de von Mises
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Fonte: Autor, 2024.

Nas Figura 98 e Figura 99 estdo descritos os histogramas de densidades para as
topologias obtidas. Em ambos os casos, considera-se a propriedade no centroide dos 10050
elementos. Nota-se que o modelo elastico linear possui um maior percentual de elementos
solidos (p > 0,89), no total de 23,06% do volume considerado. Por outro lado, o modelo

elastoplastico possui um percentual de 19,19%.
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Figura 98 — Densidades para o0 modelo eléstico linear
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Fonte: Autor, 2024.
Figura 99 — Densidades para 0 modelo elastoplastico
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Fonte: Autor, 2024.

Com as superficies extraidas na etapa de pos-processamento (Figura 100), considerando

valores de densidades acima de p > 0,50 e utilizando uma técnica de filtragem moderada,

procedeu-se a andlise do comportamento estrutural das topologias Otimas. Para ambos os

modelos, adota-se o os parametros elastoplésticos para verificagdo da capacidade resistente dos

elementos.
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Figura 100 — Superficies extraidas

Fonte: Autor, 2024.

A geometria original, ou seja, antes do procedimento de otimizacdo, possui um volume
unitario. Apds o processamento, para o modelo elastico, o volume final ¢ de 0,247. Para o
modelo elastoplastico, o volume final ¢ de 0,244. As condi¢des de contorno estdo apresentadas
Figura 101. Consideram-se os apoios nas regides laterais da viga, e a carga uniformemente

distribuida na regido central inferior.

Figura 101 — CondicGes de contorno para as topologias analisadas
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Fonte: Autor, 2024.

Em ambas as analises, adota-se elementos em estado plano de deformacao (CPE4), com
tamanho médio de 10 mm (Figura 102). Para o caso elastico linear, tém-se o total de 3179

elementos, para o caso elastoplastico, tém-se 4083 elementos.
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Figura 102 — Malhas adotadas para o problema

Lo -

Fonte: Autor, 2024.

Nas Figura 103 e Figura 104, t€ém-se o cenario de distribuicao das regides plastificadas.
No modelo elastico linear, identifica-se uma maior tendéncia de concentra¢do na regido da
aplicacdo do carregamento. Contudo, no modelo elastoplastico, a 4rea mais tracionada esta

localizada nas diagonais superiores, guardando-se semelhanca com a Figura 88.

Figura 103 - Deformac@es plasticas equivalentes na topologia elastica linear
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Fonte: Autor, 2024.

Figura 104 - Deformacdes pléasticas equivalentes na topologia elastoplastica
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Fonte: Autor, 2024.
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Observa-se que na Figura 105 a partir de uma carga de aproximadamente 7.650,67 kN,
o modelo obtido pela topologia elastica linear comega a entrar no regime plastico, com um
aumento de deslocamentos incessantes até a carga tltima de 8.193,17 kN, em que para um baixo
acréscimo de carregamentos ha um aumento de até 10x nos deslocamentos. Isso se justifica pela
presenca de grandes deformagdes plasticas no modelo, o que provoca uma redistribuicdo de
esfor¢os no elemento estrutural.

O  deslocamento  maximo  obtido pelo modelo elastico ¢  de
4,53 - 1073 m para uma carga de 8.193,17 kN. Em contrapartida, para o modelo elastoplastico,
o deslocamento méaximo ¢é de 4,86 - 10~3 m para uma carga de 20.000 kN.

No modelo elastico linear, ressalta-se que ndo se encontra a convergéncia para a carga
maxima aplicada de 20.000 kN. Com isto, a topologia 6tima eléstica linear ¢ capaz de atingir

uma capacidade de carga de 40,97% do modelo elastoplastico.

Figura 105 - Capacidade de carga das vigas
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Fonte: Autor, 2024.

Yoon e Kim (2006) citam que a rigidez, representada pela curva carga-deslocamento
dP/du, tende a ser menor para a topologia obtida com o comportamento elastopldstico no
regime elastico, entretanto, ¢ maior no regime plastico, quando comparado ao modelo obtido
pela topologia eléstica linear.

Zhao (2021) aborda que ¢ esperado que a solugdo da topologia obtida pela analise
elastica linear seja mais rigida do que as topologias obtidas pela anélise elastoplastica no estado
elastico. Assim que a estrutura inicia as deformagdes ndo lineares, as estruturas baseadas nas

solucdes plasticas tendem a atingir maiores capacidades de carga.
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5.2 Viga biengastada de CRFA: variagéo de altura

Para este exemplo, uma viga biengastada de comprimento L = 5,0m, e secdo
transversal com largura unitdria foi modelada com os parametros de resisténcia obtidos por
meio de Dutra (2012) de acordo com os ensaios de Demeke e Tegos (1994) (Tabela 10). Utiliza-
se a homogeneiza¢ao de Mori-Tanaka para a definicdo do modulo de elasticidade E = 31 GPa
e v = 0,19. O carregamento aplicado ¢ uniformemente distribuido no topo e as extremidades
possuem restri¢des de deslocamentos em duas direcoes (Figura 106). Para esta analise, pode-se
tirar proveito da simetria da estrutura. Entretanto, utiliza-se como consideracdo de modelagem
todo o comprimento da viga.

Comercialmente, as fibras podem ter variacdo no comprimento de 30 a 60 mm. Deste
modo, utiliza-se dimensdes caracteristicas da malha com valores superiores a no minimo o
comprimento das fibras. Deste modo, garante-se que a interpretagao dos resultados numéricos
seja coerente com a realidade executiva dos elementos refor¢ados com fibras de ago.

Neste exemplo, duas malhas sdo consideradas para a verificagdo dos resultados da viga

de menor altura. Uma mais refinada, com 25 mm, a mais grosseira, com 50 mm.

Figura 106 — Condicdes de contorno do modelo

Fonte: Autor, 2024.

Tabela 10 — Propriedades dos ensaios de Demeke e Tegos (1994)
Pardmetros mecanicos

Resisténcia a compressdo uniaxial (f.) 30 MPa
Resisténcia a tracdo uniaxial (f;) 3,14 MPa
Resisténcia a compressao biaxial (f.5) 1,16/,
Resisténcia a tracdo uniaxial das fibras (o) 1.000 MPa

Parametros do concreto com fibras (;—f = 60)
f

0,5%

g 4,11 MPa
T 4.70 MPa
vy 5,48 MPa

Fonte: adaptado de DUTRA, 2012.
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Para o modelo linear de Drucker-Prager, adota-se a razao das tensdes (K) igual a 1, além
de um modelo associativo, em que o angulo de atrito (¢p) ¢ igual ao angulo de dilatagdo ().
Por meio da proposta de Dutra (2012), as seguintes propriedades sao utilizadas na modelagem,

de acordo com a Tabela 11.

Tabela 11 — Propriedades do modelo Drucker-Prager

Parametros de resisténcia do composito
Teor de fibras (v;) | fRF4 c ¢
0,5% 34,02 MPa |5,91 MPa|51,67°
1,0% 38,04 MPa | 6,68 MPa|51,27°
1,5% 42,07 MPa | 7,59 MPa|50,31°

Fonte: Autor, 2024.

A Tabela 12 apresenta a proposta de analise de 4 vigas, em fun¢do da relagao L/D. Os
carregamentos sdo definidos a partir dos quais hd a presenca de deformagdes plasticas
equivalentes, afirmando-se que a consideragcdo de um critério de resisténcia ¢ necessaria para a

obtencdo de topologias em que o comportamento do composito possa ser representado.

Tabela 12 — Variacdo de geometria

Parametros das vigas analisadas
Viga|L| D [Relacdo L/D |Carregamento aplicado (KN/m?)
A |5]25 2 3000
B |5]1,25 4 1500
C |5]1,00 5 1000
D |5(/05 10 300

Fonte: Autor, 2024.

O efeito de escala nos modelos € utilizado como referéncia para a obtengao da topologia
e na observagao das mudancas da distribuicdo de densidade em fung¢do do modelo
elastopléstico, com teor de fibras de 1,0%, visto que este possui dependéncia com o
carregamento aplicado. Os parametros de otimizagdo e os critérios de convergéncia sdo
apresentados na Tabela 5. Nestes exemplos, ndo foi adotado o critério de restricdo de
deslocamento nodal na regido central das vigas.

Para estes modelos, considera-se a analise em estado plano de tensdo com elementos
CPS4 (elemento quadrilateral de 4 nds com interpolagdo bilinear, sem integracdo reduzida) de
50 mm. Adota-se a restricdo de fracdo volumétrica de 50% em todos os resultados apresentados.

Considerando o disposto na Tabela 13, pode-se perceber que os modelos elastoplasticos
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apresentam maiores energias de deformagdo e maiores deslocamentos verticais, o que implica
em uma estrutura menos rigida, podendo ser justificado em virtude da consideragdo das

deformacdes plasticas equivalentes ao comportamento estrutural do elemento.

Tabela 13 — Resultados da otimizacdo das vigas biengastadas

Analise da variacdo de altura

Modelos | Energia de deformacéo Deslocamento vertical (m)
(kJ) Deformagdes plésticas

L/D |Elastico | Elastoplastico Elastico |Elastopléstico

2 4,86 5,73 2,720-1073 1,156 -1073| 1,220-1073

4 3,69 6,59 4,269 -1073 1,952-1073| 2,879-1073

5 2,76 4,60 3,326+ 1073 2,214-1073| 3,215-1073

10 1,27 4,70 7,222 -1073 3,418-1073| 8,823-1073

Fonte: Autor, 2024.

Nas referéncias encontradas na literatura para otimizacdo topoldgica com material
elastoplastico, a energia de deformagdo deste ¢ sempre maior quando comparada ao material

elastico linear.

5.2.1VigaA:L/D =2

Esta viga, em fun¢do de suas dimensdes, caracteriza-se como uma viga-parede, visto
que a relagdo entre seu vao e a altura ¢ igual a 2 (ABNT, 2023). Ha uma predominancia de
topologia em forma de arco, otimizando a transferéncia de cargas para a regido inferior. As
Figura 107 e Figura 108 demostram as topologias 6timas obtidas para o modelo eléstico linear

e o modelo elastopléstico, respectivamente.

Figura 107 — Viga A: material elastico linear

Fonte: Autor, 2024.
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Figura 108 — Viga A: material elastoplastico

Fonte: Autor, 2024.

522VigaB:L/D=4
Similar ao caso da viga A, tém-se para a viga B tanto a topologia 6tima para o material
elastico linear (Figura 109) quanto a topologia 6tima para o material elastoplastico (Figura 110)

com a distribuicdo de material em regido arqueada.

Figura 109 — Viga B: material elastico linear

Fonte: Autor, 2024.

Figura 110 — Viga B: material elastoplastico

Fonte: Autor, 2024.

523VigaC:L/D=5

No modelo elastico linear (Figura 111), nota-se a existéncia de um padrao de estrutura
trelicada. Por outro lado, com a presenca das deformagdes plasticas, a topologia (Figura 112)

torna-se semelhante as vigas A e B, com o padrao de representagdo de um arco.
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Figura 111 — Viga C: material elastico linear

Fonte: Autor, 2024.

Figura 112 — Viga C: material elastoplastico

Fonte: Autor, 2024.

5.2.4VigaD: L/D =10

Para a viga D, com dimensdes usuais de acordo com recomendagdes de projeto (altura
cerca de 10% do vao), observa-se que a topologia obtida a partir da consideragdo do
comportamento pds-fissura¢do possui uma tendéncia de trajetoria de carga de maneira inclinada

até os apoios.

Figura 113 — Viga D: material elastico linear

Fonte: Autor, 2024.

Figura 114 — Viga D: material elastoplastico

m

Fonte: Autor, 2024.
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5.2.4.1 Modelo elastopléstico: viga D

Para a analise elastopléstica, utiliza-se as propriedades indicadas na Tabela 11. A viga ¢
submetida a um carregamento uniformemente distribuido de 300 kN/m?. Para a se¢do 5.2.4.1.1,
considera-se o fator p = 3, fracdo volumétrica de 50% e raio do filtro definido automaticamente
em fung¢do do tamanho da malha de 50 mm.

Os modelos que obtiveram deformagdes plasticas equivalentes significativas possuem
uma topologia 6tima similar a de uma estrutura em arco. No entanto, em modelos com pequenas
deformacdes, observa-se uma distribuicao de material similar a de uma trelica, com a presenga

de diversas barras no interior da estrutura.

5.2.4.1.1 Anélise do teor de fibras

Utiliza-se teores de fibras de 0,5%, 1,0% e 1,5% distribuidas em toda altura do
elemento (Figura 115). Para o procedimento de otimizacdo, nota-se que a energia de
deformacgdo decresce com o aumento do teor de fibras (Tabela 14), caracterizando o ganho de

rigidez do elemento estrutural.

Figura 115 - Topologias 6timas para diferentes teores de fibras

Fonte: Autor, 2024.

Tabela 14 - Resultados para diferentes teores de fibras na secéo total

Modelos v, =0,5% | v, =1,0% | vy =15%
Energia de deformacéo (kJ) 15,37 4,70 2,56
Deformacéo plastica 3,693-1072|7,222-107% | 3,420- 1073
Deslocamento vertical (m) | 2,378-1072 | 8,823-1073 | 5,531-103

Fonte: Autor, 2024.
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5.2.4.2 Anélise dos parametros de otimizacéo

Com a malha refinada para elementos de 25 mm, analisa-se a influéncia da fracao
volumétrica de material, o fator de penalidade e o raio do filtro. Nesta investigacao, o teor de
fibras adotado ¢ 1,5%. O carregamento aplicado e as propriedades mecanicas sao as mesmas
listadas na secdo anterior. A Figura 116 apresenta a topologia de referéncia para a comparagao

dos resultados nas se¢des subsequentes.

Figura 116 - Distribuicdo 6tima de material (f = 50%, p = 3, r = 32,5mm)

BT ONGE

Fonte: Autor, 2024.

5.2.4.2.1 Andlise da fracdo volumétrica

Com diferentes restrigdes na fracao volumétrica do problema de otimizagao, verifica-se
que had sempre uma diminui¢do na energia de deformacao com o aumento do volume de material
(Tabela 15). Com essa investigagcdo, pode-se notar que as deformacdes plasticas para a fragao
acima de 50% sdo similares (Figura 118). Em oposi¢do, na Figura 117 tém-se que as
deformagdes plasticas sdo excessivas, ocasionando em grandes deslocamentos e uma grande

energia de deformacao.

Figura 117 — Distribuicao étima de material (f = 25%)

S VARV AN

Fonte: Autor, 2024.

Figura 118 - Distribuicdo 6tima de material (f = 75%)

Fonte: Autor, 2024.
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Tabela 15 — Andlise dos resultados com variacdo da fracdo volumétrica

Modelos f=25% f=50% f=7%
Energia de deformacéo (kJ) 61,126 2,330 1,482
Deformacéo plastica 1,485-10"1 [ 5950-1073 | 5,390- 1073
Deslocamento vertical (m) | 9,930-1072 | 4,690-1073 | 2,910-1073

Fonte: Autor, 2024.

5.2.4.2.2 Analise do fator de penalidade

Analisa-se a influéncia do fator de penalidade constante no procedimento de otimizagao.
Nota-se que ha pouca variagdo na energia de deformagdo (Tabela 16). A topologia obtida com

o fator p = 2 (Figura 119) apresenta caracteristicas de instabilidades numéricas, diferentemente

do que ¢ observado na Figura 120.

Figura 119 — Distribuicdo 6tima de material (p = 2)

VA TTEARNY BN

Fonte: Autor, 2024.

Figura 120 - Distribuicdo 6tima de material (p = 4)

BT ONGS

Fonte: Autor, 2024.

Tabela 16 — Analise dos resultados com variacdo do fator de penalidade

Modelos p=2 p=3 p=+4
Energia de deformacdo (kJ) 2,248 2,330 2,377
Deformacéo plastica 6,323-1073 | 5,950-107% | 5,664 - 1073
Deslocamento vertical (m) | 4,575-1073 | 4,690 -1073 | 4,697 - 1073

Fonte: Autor, 2024.

5.2.4.2.3 Andlise do raio do filtro

Para a variacao do valor do raio do filtro, utiliza-se para fins de comparacao, o dobro e
o triplo, do raio minimo recomendado (1,3 vezes a dimensao do elemento). Nas Figura 121 e

Figura 122, t€ém-se que as topologias obtidas guardam as propor¢des com aquela obtida com o
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raio minimo. Em termos dos resultados (Tabela 17), ndo ha variacdo significativa nos
parametros de saida analisados.

Para os elementos apresentados, pode-se perceber que o resultado exposto pode ter
relagdo direta com a razao de aspecto das fibras utilizadas. Especificamente para o CRFA, deve-
se ter cautela ao definir o raio do filtro, de modo que as regides com material possuam
espessuras, no minimo, do valor do comprimento da fibra. Por exemplo, em fung¢do do tipo e
classe da fibra, exige-se a razdo de aspecto minima, o que influenciard na distribuicao de

material resultante no modelo otimizado.

Figura 121 - Distribuig¢do 6tima de material (r = 65mm)
T R TN

Fonte: Autor, 2024.

Figura 122 - Distribuicao 6tima de material (r = 97, 5mm)

BT NG

Fonte: Autor, 2024.

Tabela 17 - Andlise dos resultados com variacdo do raio do filtro

Modelos r=325mm| r=65mm |r=975mm
Energia de deformacéo (kJ) 2,330 2,541 2,804
Deformacéo plastica 5950-1073 | 6,027-1073 | 5,835-1073
Deslocamento vertical (m) | 4,690-1073 | 4,973-1073 | 5,423-1073

Fonte: Autor, 2024.

Com estas analises, consegue-se compreender que os parametros de otimiza¢do podem
influenciar diretamente na obtengdo da topologia 6tima do elemento estrutural. A geometria
obtida para a analise ¢ totalmente dependente da escolha das dimensdes da malha, da restricao
da fracdo volumétrica e de demais dados necessarios para o método SIMP de otimizagao
topoldgica. A partir de uma andlise de convergéncia e de acordo com as recomendagdes da
literatura, pode-se definir os parametros que garantam os principios estabelecidos no

procedimento de otimizagao, buscando-se uma estrutura mais rigida e com reducao de volume.
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5.3 Viga biengastada de CRFA: analise dos parametros de resisténcia

Para esta analise, modela-se uma viga biengastada de comprimento L = 5,0 m, e secao
transversal com largura de 20 cm e altura de 50 cm (Figura 123). O carregamento aplicado ¢ de
60 kN/m uniformemente distribuido no topo (equivalente a uma tensao de 300 kN/m?) e as
extremidades possuem restrigdes de deslocamentos em duas dire¢des. A dimensao caracteristica
da malha de elementos em estado plano de tensdo ¢ de 60 mm. Adota-se a restricdo de fracao

volumétrica de 50% e fator de penalidade p = 3 em todos os resultados apresentados.

Figura 123 — Modelo adotado na andlise paramétrica

h=05m

L=50m

Fonte: Autor, 2024.

Para todos os casos, considera-se f.,,,, = 1,16 - f.,,. Aresisténcia a tragdo ¢ considerada
pela equacao do fib Model Code 2010 (fib, 2013). Para o modulo de elasticidade longitudinal
da matriz, adota-se a média dos valores obtidos pelas referéncias normativas (Tabela 1).

Com as equagdes (43) a (47), a proposta de Venkateshwaran, Tan e Li (2018) ¢ escolhida
para a previsdo empirica das resisténcias residuais caracteristicas a flexdo. Nesta analise,
considera-se a razdo de aspecto L/D = 60, comprimento de fibra de 60 mm e ganchos nas
extremidades (N = 2). Para a resisténcia f., utiliza-se o valor de resisténcia médio a
compressao fopm,.

Com isto, verifica-se que a resisténcia a tracdo uniaxial das fibras ndo possui efeito
preponderante nas resisténcias residuais. No entanto, fibras mais longas, mantendo-se a razao
de aspecto, tendem a desenvolverem maiores resisténcias quando comparadas as fibras mais
curtas, indicando a presenga do efeito de tamanho.

Paraa NBR 16935 (ABNT, 2021a), as relagdes minimas entre resisténcias sdo atendidas

(];R—lk > 0,40 e ;R—“ > 0,50), de modo que ¢ permitida a substitui¢do total ou parcial da
Lk R1k

armadura convencional nos elementos estruturais dimensionados no estado-limite ultimo.
Para um teor de fibras de 0,5%, a seguir, t€ém-se as propriedades elasticas efetivas

obtidas por meio da homogeneiza¢do de Mori-Tanaka e as propriedades de resisténcia, além
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dos parametros indicados pelo critério elastoplastico de Drucker-Prager proposto por Dutra
(2012) (Tabela 18). As classes dos concretos sdo determinadas de acordo com o fib Model Code
2010 (fib, 2013) (Tabela 19).

Tabela 18 - Variagdo de parametros do CRFA (vy = 0,5%)
Parametros de resisténcia do composito

fom | f.CREA| fCREA| £CREA E v c .

(MPa) | (MPa) | (MPa) | (MPa) | (MPa) (MPa) 0
30 |34,02 3893 3,15 [30832,63|0,2| 5,18 |56,15

35 [39,02 (44,73 | 3,45 [32994,25|0,2| 5,80 |56,88

40 |44,02 | 50,53 | 3,74 |34993,57(0,2| 6,42 |57,50

45 149,02 | 56,33 | 4,02 |36861,19(0,2| 7,02 |58,05

50 |54,02 (62,13 | 4,29 [38619,22/0,2| 7,61 |58,53

Fonte: Autor, 2024.

Tabela 19 - Propriedades do CRFA para vy = 0,5%
Caracteristicas do CRFA

fem fik | frie | fra | frak | frax | frae/ fue | fra/ frax | Classe
(MPa) | (MPa) | (MPa) | (MPa) | (MPa) | (MPa) | (MPa) | (MPa)

30 351 | 288 | 472 | 491 | 4,25 0,82 1,70 2e

35 3,76 | 3,00 | 486 | 502 | 4,35 0,80 1,67 3e

40 401 | 3,12 | 498 | 512 | 4,44 0,78 1,64 3e

45 423 | 3,23 | 5,11 | 522 | 4,53 0,76 1,62 3e

50 445 | 3,33 | 5,22 | 531 | 461 0,75 1,59 3e
Fonte: Autor, 2024.

Com um teor de fibras de 1,0 %, as propriedades elasticas efetivas obtidas por meio da
homogeneizagdo de Mori-Tanaka e as propriedades de resisténcia, além dos parametros
indicados pelo critério elastoplastico de Drucker-Prager proposto por Dutra (2012), estdo
representadas na Tabela 20. De acordo com o fib Model Code 2010 (fib, 2013), t€ém-se a classe
dos respectivos concretos (Tabela 21).

Tabela 20 — Variagdo de parametros do CRFA (vy = 1,0%)
Parametros de resisténcia do composito

CRFA CRFA CRFA
fcm ch t E v Cc

(MPa) | (MPa) | (MPa) | (MPa)| (MPa) mpay| ¢ ©)
30 [38,04|43,06| 3,39 |31151,14|0,20| 5,68 |56,74
35 [43,04 | 48,86 | 3,68 |33319,09/0,20| 6,30 |57,38
40 |48,04 | 54,67 | 3,96 |35323,91/0,20| 6,90 |57,95
45 153,04 160,47 | 4,23 |37196,35(0,20| 7,50 |58,44
50 |58,04 66,24 | 4,50 [38958,65|0,20| 8,08 |58,89

Fonte: Autor, 2024.
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Tabela 21 — Propriedades do CRFA para vy = 1,0%
Caracteristicas do CRFA

fem fik frik | frax | frak | frak |frac/fic | frar/ frin | Classe
(MPa) | (MPa) | (MPa) | (MPa) | (MPa) | (MPa) | (MPa) | (MPa)

30 3,78 | 495 | 7,19 | 7,50 | 6,59 1,31 1,52 de

35 404 | 507 | 7,32 | 7,61 | 6,69 1,26 1,50 5e

40 428 | 519 | 745 | 7,71 | 6,78 1,21 1,49 5e

45 451 | 530 | 758 | 7,81 | 6,86 1,18 1,47 5e

50 472 | 540 | 7,69 | 7,90 | 6,94 1,14 1,46 5e
Fonte: Autor, 2024.

Por fim, para teor de fibras de 1,5 %, as propriedades elésticas efetivas obtidas por meio
da homogeneizagdo de Mori-Tanaka e as propriedades de resisténcia, além dos parametros
indicados pelo critério elastoplastico de Drucker-Prager proposto por Dutra (2012), estdo
representadas na Tabela 22. Para o fib Model Code 2010 (fib, 2013), considerou-se a classe 7e
(Tabela 23).

Tabela 22 - Variagdo de parametros do CRFA (v = 1,5%)
Parametros de resisténcia do composito

fom | fCRFA chRFA fCRFA E v c .
(MPa) | (MPa) | (MPa) | (MPa) | (MPa) (MPa) 0
30 |42,07 | 47,2 | 3,63 |31471,62|0,2| 6,18 57,27
35 |47,07| 53 | 3,91 |33645,91|0,2| 6,78 |57,84
40 |52,07| 58,8 | 4,18 |35656,22(0,2| 7,38 |58,35
45 | 57,07 | 64,6 | 4,47 |37533,47(0,2| 7,96 |58,81
50 |62,07| 70,4 | 4,70 [39300,04|0,2| 8,54 |59,22

Fonte: Autor, 2024.

Tabela 23 - Propriedades do CRFA para vy = 1,5%
Caracteristicas do CRFA

fem fik fraik | frok | frak | frak | fra/fue | fran/ frix | Classe
(MPa) | (MPa) | (MPa) | (MPa) | (MPa) | (MPa) | (MPa) | (MPa)

30 406 | 701 | 9,65 | 10,09 | 8,92 1,73 1,44 7e

35 431 | 7,14 | 9,79 | 10,20 | 9,02 1,65 1,43 7e

40 455 | 7,26 | 9,92 | 10,30 | 9,11 1,59 1,42 7e

45 4,78 | 7,36 | 10,04 | 10,40 | 9,20 1,54 1,41 7e

50 500 | 7,47 | 10,16 | 10,49 | 9,28 1,50 1,41 7e
Fonte: Autor, 2024.
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Ao total, 15 modelos sdo processados, 5 para cada um dos 3 teores de fibras em relagdo
a resisténcia da matriz de concreto. Nota-se que o comportamento do CRFA possui uma
tendéncia de hardening em fungdo das previsdes das resisténcias residuais. Para diversos
autores, 1sso significa que seu comportamento a tragao pode ser considerado, no minimo, como
elastoplastico perfeito.

Neste procedimento, por meio do método SIMP, pode-se observar na Figura 124 que a
medida que a resisténcia do concreto aumenta, ha uma tendéncia de diminuigao na energia de
deformacao. Isto também se verifica para o teor de fibras, uma vez que quanto mais fibras estao
presentes no elemento, maior sera sua rigidez. Observa-se que ndo se verifica grandes variagdes

na propor¢do em que o f,, tende para 50 MPa.

Figura 124 - Energia de deformac&o das topologias 6timas
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Fonte: Autor, 2024.

Na Figura 125, com o procedimento de otimizagdo topoldgica ndo linear, t€ém-se os
valores das deformacgdes plasticas equivalentes nos modelos. Uma vez que estas deformacdes
sao diferentes de zero, deve-se proceder a analise do material considerando-se o comportamento
pOs-fissuracao, ratificando a escolha do modelo constitutivo adotado. Verifica-se que hd uma
tendéncia de reducdo destas deformagdes a medida que a resisténcia da matriz e o teor de fibras

aumentam.
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Figura 125 - Deformacdes plésticas equivalentes nas topologias 6timas
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Fonte: Autor, 2024.
5.3.1 Andlise estrutural dos modelos otimizados

Com as superficies extraidas na etapa de pds-processamento, considerando valores de
densidades acima de p > 0,25 e utilizando uma técnica de filtragem moderada, procede-se a
analise do comportamento estrutural das topologias 6timas (Figura 126 e Figura 127).

Para cada superficie, de posse dos dados do material homogeneizado, efetua-se a analise
ndo linear para a construgdo das curvas carga-deslocamento, bem como a identificacdo das
maximas deformagdes plésticas. Utiliza-se elementos CPS4 (elemento quadrilateral de 4 nos
com interpolacdo bilinear, sem integracao reduzida) com dimensao caracteristica de malha de
60 mm (Figura 128). Em todos os casos, o deslocamento monitorado ¢ considerado na parte

inferior no meio do vao.

Figura 126 — Topologia elastica linear
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Fonte: Autor, 2024.
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Figura 127 - Topologias elastoplasticas
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Fonte: Autor, 2024.

Figura 128 — Discretizagdo da malha

Fonte: Autor, 2024.

Os modelos otimizados apresentam descontinuidades geométricas significativas, que
podem afetar o comportamento estrutural de maneira global. Assim como os exemplos
pioneiros de otimizagdo topoldgica, pode-se avaliar a capacidade resistente por meio de um
modelo de trelica equivalente, em que o mecanismo de transferéncia de cargas poderd ser
avaliado por meio de uma andlise de escoras e tirantes.

Com o modelo original, antes do procedimento de otimizag¢ao, a viga possuia um volume
de 0,5 m?. Apds a extracdo das superficies com o isovalor de 0,25, encontram-se 0s novos
volumes ap6s a minimizacdo da energia de deformacdo (Tabela 24). Para o elastico linear, o

volume € de 0,363 m>.

Tabela 24 — Volumes dos modelos otimizados
Volumes obtidos (m?)
fem (MPQ) ve=0,5% | vy =10% | vy =1,5%
30 0,374 0,353 0,355
35 0,359 0,352 0,351
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40 0,355 0,352 0,354
45 0,353 0,356 0,358
50 0,358 0,361 0,360

Fonte: Autor, 2024.

Por meio da exportagdo do arquivo “.igs”, pode-se observar as medidas das topologias

exemplos, que possuem suas dimensdes representadas na Figura 129. Neste exemplo, apenas

metade da se¢do ¢ analisada. Constata-se que a area de vazios em toda viga ¢ de 0,63 m? para

(a) e para (b) ¢ de 0,70 m?. As distancias maximas da face superior e da face superior sao de 10

cm e 11 cm, respectivamente, para os dois casos.

@) fem =30 MPae vy =0,5%
(b) fem =50 MPae vy =1,5%

0.69

0.37 0.70

0.50

Figura 129 - Dimensdes para as topologias

(a)
o

/0.32/( 0.76

.27 0.62

Lt

(b)

0.79

N\

N =]

0.50

o

I =~
OO
% §L\\
N T

0.93

Fonte: Autor, 2024.

Nessa analise ndo linear, a geometria da estrutura, a distribui¢do da armadura (quando

houver) e o comportamento mecanico do CRFA precisam ser previamente conhecidos para que

esse estudo possa ser efetuado, pois a resposta da estrutura depende das fibras como reforgo

(material, tipo e dosagem), e de como ela foi armada (ABNT, 2021a).

Ademais, as condi¢gdes de equilibrio, de compatibilidade e de ductilidade devem ser

necessariamente atendidas. Com isto, andlises ndo lineares podem ser adotadas para

verificacdes no estado-limite tltimo e no estado-limite de servico.
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Na Figura 130 tém-se uma andlise comparativa da topologia elastica linear, com os
pardmetros elasticos e elastoplasticos (vy = 1,0%). Para cerca de 33% da carga total, ao se
considerar o comportamento plastico, observa-se que a estrutura entra em regime de

escoamento.

Figura 130 - Capacidade de carga dos diferentes modelos
Topologia elastica linear, fc = 30 MPa
300
250
200
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= Eldstico

Forca (kN)

100 Plastico (vf=1,0%)

50

0 0,0005 0,001 0,0015 0,002

Deslocamento vertical (m)

Fonte: Autor, 2024.

5.3.1.1 Andlise do teor de fibras

De modo a realizar uma analise sobre a influéncia do teor de fibras nos modelos
otimizados, utiliza-se trés valores diferentes (0,5%; 1,0% e 1,5%) para cinco classes de
resisténcia de concreto (30 a 50 MPa). Em funcdo dos parametros de resisténcia adotados na
secdo 5.3, tém-se que para as curvas carga-deslocamento apresentadas (Figura 131, Figura 132
e Figura 133), a medida que a resisténcia da matriz aumenta, em conjunto com o crescente teor
de fibras, observa-se menores deslocamentos.

Na Figura 131 observa-se que o maior deslocamento ¢ o obtido pelo modelo com f, =
30 MPa, em torno de 5,69 mm. Para a Figura 132, tém-se o valor méximo de 3,87 mm. Por

fim, na Figura 133, o maior valor registrado ¢ de 3,31 mm.
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Figura 131 - Curva carga-deslocamento para os modelos otimizados (v = 0, 5%)

vf=0,5%
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Deslocamento vertical (m)

Fonte: Autor, 2024.

Figura 132 - Curva carga-deslocamento para os modelos otimizados (v = 1, 0%)

vf=1,0%
300
250
= 200 —fc =30 MPa
=
m 150 fc =35 MPa
=4
=] _
T 00 fc = 40 MPa
fc =45 MPa
50
= fc =50 MPa
0
0 0,001 0,002 0,003 0,004

Deslocamento vertical (m)

Fonte: Autor, 2024.

Figura 133 - Curva carga-deslocamento para os modelos otimizados (v = 1, 5%)

vf=1,5%
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Deslocamento vertical (m)

Fonte: Autor, 2024.



155

5.3.1.2 Analise da classe de resisténcia do concreto

Para a variacao da resisténcia do concreto utilizado como matriz, com diferentes teores
de fibras (Figura 134 a Figura 137), observa-se que o aumento no percentual de reforcgo
distribuido aleatoriamente contribui para a diminui¢do do deslocamento maximo nos modelos
analisados.

Para a mesma carga ultima, registra-se que os modelos com vy = 1,5% possuem uma
tendéncia de serem mais rigidos quando comparados aos demais. Para os elementos com o
reforco de vp = 0,5%, registram-se os maiores deslocamentos. Com o aumento da classe de
resisténcia do concreto, hd uma tendéncia de convergéncia dos valores de deslocamentos,
indicando que o acrescido do teor de fibras ndo muda drasticamente o valor maximo constatado.

Figura 134 - Curva carga-deslocamento para os modelos otimizados (f. = 30MPa)
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Fonte: Autor, 2024.

Figura 135 - Curva carga-deslocamento para os modelos otimizados (f. = 35MPa)
fc = 35 MPa
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Fonte: Autor, 2024.
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Figura 136 - Curva carga-deslocamento para os modelos otimizados (f. = 40MPa)
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Fonte: Autor, 2024.

Figura 137 - Curva carga-deslocamento para os modelos otimizados (f, = 45MPa)
fc =45 MPa
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Fonte: Autor, 2024.

Na Figura 138, para um concreto com f, = 50 MPa, tém-se que para os trés teores de
fibras considerados, o deslocamento maximo possui uma reducdo de apenas 9,23% do
deslocamento com vy = 0,5% (2,19 mm) para o valor analisado com vy = 1,5% (1,98 mm).

Este fato corrobora que ha forte influéncia da classe de resisténcia no comportamento da viga

em questao.
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Figura 138 - Curva carga-deslocamento para os modelos otimizados (f. = 50MPa)
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Fonte: Autor, 2024.

5.3.2 Verificacdes ELU e ELS

As hipoteses adotadas para a andlise dos esforcos resistentes de uma se¢do de viga
devem atender as premissas estabelecidas na NBR 16935 (ABNT, 2021a), e em complemento,
a NBR 6118 (ABNT, 2023). Por exemplo, considera-se no equacionamento dos momentos
resistentes a teoria de vigas de Euler-Bernoulli, em que as se¢des transversais se mantém planas
apos a deformacao. Para os exemplos apresentados, em que ha descontinuidade geométrica nas
topologias obtidas, o procedimento mais adequado para a anélise da capacidade resistente supoe
a utiliza¢do dos modelos de bielas, em que as escoras representam o concreto comprimido e os
tirantes representam a contribui¢ao da se¢do com fibras e barras de aco.

Procede-se as verificagdes em Estado Limite Ultimo (ELU) e Estado Limite de Servigo
(ELS) de maneira simplificada para a viga macica. Para a obtencdo dos esfor¢os solicitantes
(Figura 139), trata-se o modelo como um elemento linear de viga biengastada, de modo a
realizar as verificagdes para a seguranca estrutural. Utiliza-se os parametros do CRFA listados

na se¢do anterior para os diferentes teores de fibra.
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Figura 139 — Diagrama de momento fletor caracteristico (kNcm)

Fonte: Autor, 2024.

Apesar de na modelagem em elementos finitos ndo ter as armaduras tradicionais
incorporadas, para as verificacdes de flexdo e cisalhamento sdo utilizados os principios da
flexao simples para o concreto estrutural e em alguns casos especificos, considera-se a presenga
da armadura passiva para a simulacdo da capacidade resistente. Ademais, considera-se que a

deformacao das barras passivas aderentes deve ser a mesma do concreto em seu entorno.
5.3.2.1 Flexao

Utiliza-se o modelo rigido plastico (ABNT, 2021a) para a verificagdo dos esforgos
resistentes devido ao momento fletor. Apesar da norma NBR 16935 também sugerir um modelo
linear, opta-se neste trabalho por analisar somente com o modelo rigido-plastico, que ¢ mais
simples. Almeida (2023) cita que o modelo rigido-plastico apresenta menores valores de
tenacidade, o que tende a ser mais conservador.

Além disso, o aumento do teor de fibras, que tende a aumentar as resisténcias residuais,
pode proporcionar um comportamento deflection-hardening, ou seja, a tensdo maxima pos-
fissuracdo ¢ maior que a tensdo associada ao surgimento da primeira fissura ou limite de
proporcionalidade. Para teores de fibra acima do valor critico, observa-se que ha uma tendéncia
de transi¢do para o comportamento de hardening.

Para se garantir a capacidade resistente no modelo rigido-plastico, o momento pode ser
calculado com base na equivaléncia estatica (Figura 140), conforme Eq. (95). O valor adotado
de frry, parte do pressuposto de que toda a resisténcia de compressdo ¢ concentrada na parte

superior da se¢do. Com isto, 0 momento resistente ¢ dado pela equacao a seguir:

:fR3'b'h2:thu'b'h2

M
v 6 2

(95)
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Figura 140 — Modelo simplificado para determinacao de frr,
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Fonte: ABNT, 2021a.

Inicialmente, investiga-se o comportamento resistente com A; =0, o que leva a
condicdo de ruptura dos elementos, independente da classe de concreto analisada (Figura 141).
Consequentemente, apesar da norma permitir a substitui¢cdo total ou parcial da armadura

convencional, verifica-se que com a auséncia desta havera a ruptura por flexao.

Figura 141 - Momentos fletores resistentes para A, = 0
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Fonte: Autor, 2024.
Para 0 momento positivo maximo (qL?/24), adota-se A, = 4,0 cm?, o que corresponde

a duas barras de ¢ = 16mm. Em fung¢ao do teor de fibras e da classe de resisténcia do concreto

(Figura 142), atende-se a premissa MSd < MRd.
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Figura 142 - Momentos fletores resistentes para A = 4 cm?
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Fonte: Autor, 2024.

Para 0 momento negativo méaximo (qL?/12), considerando Ag = 8,0 cm?, o que
corresponde a quatro barras de ¢ = 16mm, tém-se a Figura 143, verifica-se que apenas para o
teor de fibras de 1,5% a condi¢d@o de segurancga serd atendida em todas as situagdes.

Figura 143 - Momentos fletores resistentes para A, = 8 cm?
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Fonte: Autor, 2024.

Pode-se concluir que as fibras pouco contribuem para a capacidade resistente ao
momento fletor quando comparadas com a parcela associada a armadura longitudinal. Desta
forma, quando se tem esforcos de flexdo preponderantes na se¢do, a substituigdo total da

armadura passiva por fibras pode nao ser a solucao de projeto mais viavel.
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Para cargas de menor intensidade, pode-se pensar em reduzir ou até inutilizar a armadura
longitudinal, possibilitando o uso das fibras na secdo plena. Ao analisar as vigas (elementos
lineares) que estdo preponderantemente submetidos a flexdo, a necessidade de armadura
longitudinal para garantir a ruptura ductil € notavel para a garantia da seguranca.

Observa-se nesta andlise especifica que apesar de ser possivel, com a estimativa dos
parametros de resisténcia, garantir que a peca seja constituida apenas de concreto e fibras, ainda
ha um caminho a ser percorrido e que o dimensionamento esteja de acordo com as prescri¢des
normativas. Nesta dire¢cdo, tende-se a utilizacdo de concretos de ultra-alto-desempenho, para

que o ganho de resisténcia residual possa permitir as aplicagdes para elementos lineares fletidos.

5.3.2.2 Cisalhamento

Considerando-se a auséncia de armadura transversal na pega, calcula-se para o esfor¢o
cortante solicitante Vs; = 210 kN as duas hipoteses: somente com fibras; fibras e armadura
longitudinal. Para elementos lineares de CRFA, sem armaduras longitudinal e transversal, a
resisténcia a tracao de projeto € apresentada na Figura 144. Como as tensdes principais maximas
nos modelos otimizados sdo da ordem de 0,5 kN/cm?, elimina-se a possibilidade de garantir a

resisténcia ao esfor¢o cortante sem armaduras longitudinais.

Figura 144 — Resisténcia a tracao de projeto (ff¢q) do CRFA

0,25
0,2
T
S 0,15
)
=
=
= 01
F
0,05
0
30 35 40 a5 50

fc (MPa)

m05% W1,0% W15%

Fonte: Autor, 2024.

Para o calculo do esforgo cortante resistente com fibras e armadura longitudinal, utiliza-
se as recomendacdes de Almeida, Parsekian e Carnio (2022). Para fins comparativos (Figura

145), mesmo com a maior area de aco e o maior teor de fibras na secdo critica, a viga rompera
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por cisalhamento, pois para todas as situagdes tém-se que VRd, f < Vg;. Com isto, deve-se

calcular a quantidade de armadura transversal necessaria para a garantia da seguranga.

Figura 145 — Variagdo do esforgo cortante resistente (Vg )
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Fonte: Autor, 2024.

Santos (2023) ressalta que, apesar das diversas vantagens da substitui¢do dos estribos
convencionais por fibras de aco, ainda ha uma certa complexidade na definicdo de modelos
analiticos que consigam capturar o efeito conjunto das fibras de aco com outros parametros
relevantes na previsao da resisténcia ao cisalhamento. Por exemplo, a autora sugere que a forga
cortante maxima V,,,, € fungdo do somatério dos mecanismos resistentes atuando na fissura
diagonal critica: zona comprimida ndo fissurada (V.,), engrenamento dos agregados (V,44),
efeito de pino (V;;), tensdo residual (V) e fibras de ago (V). Usualmente, os trés primeiros
sdo dificeis de estimar e sdo agrupados e denominados por resisténcia do concreto (V).

Conclui-se que, para esta configuracdo de elemento estrutural, sdo necessarias as
armaduras longitudinais e transversais para que a capacidade resistente aos esfor¢os tangenciais
seja atingida. A utilizagdo das fibras auxilia no comportamento geral do elemento, todavia, ndo

¢ suficiente para evitar a ruptura por esforgo cortante.

5.3.2.3 Deflex&o e limitagéo de tensao

Em todas as estruturas de CRF sem nenhuma armadura convencional, uma das seguintes
condi¢des deve ser atendida §,, < 2085 ou 8pjco = 50g.s. Em que §,,€é deslocamento Gltimo

correspondente a forga ultima (Fu); 6p;co € 0 deslocamento de pico correspondente a carga
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maxima (Fmax.); 8g.s ¢ o deslocamento de estado-limite de servico de forga obtida pela

realizacdo da analise linear com hipotese de ndo fissuragdo na condi¢do inicial.

Figura 146 — Curva carga-deslocamento para elementos de CRF sem armadura
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Fonte: ABNT, 2021a.

Para o modelo f. =30 MPa e vy = 0,5% (Figura 147), visualiza-se os seguintes
parﬁmetros: FFIS = 65,34’ kN, SELS = 0,65 mm, FELS = 95,34’ kN, 6u = 6P1C0 = 5,69 mm.
Como 569mm<20-0,65=13mm e 569mm=5-0,65=325mm, tém-se o

atendimento simultaneo para as duas condig¢des prescritas pela NBR 16935 (ABNT, 2021a).

Figura 147 — Curva carga-deslocamento para f, = 30 MPa e vy = 0,5%
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Fonte: Autor, 2024.

De acordo com a NBR 6118 (ABNT, 2023), a flecha limite (L/250) ¢ de 20mm. Com
isto, pode-se verificar as condi¢des de deslocamentos excessivos. Mesmo para o pior caso
(Figura 148), tém-se a garantia de que nenhum modelo (Tabela 25) violaré a condi¢ao de flecha

maxima. Como os modelos analisados ndo consideram a presenga de armaduras, tém-se que os
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deslocamentos obtidos s3o mais conservadores do que aqueles que seriam obtidos com a

hipdtese da presenca das barras longitudinais, auxiliando o comportamento em servigo.

Figura 148 — Deslocamento vertical em metros (f¢,, = 30 MPa e vy = 0,5%)
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Fonte: Autor, 2024.

Tabela 25 — Deslocamento vertical maximo nos modelos otimizados

Deslocamentos maximos (mm)
fem (MPa) vy = 0,5% vy =1,0% | vy =1,5%
30 5,69 3,87 3,33
35 3,47 3,10 2,84
40 2,92 2,65 2,47
45 2,54 2,30 2,16
50 2,19 2,00 1,98

Fonte: Autor, 2024.

O panorama das deformagdes plasticas pode ser descrito por meio da Figura 149.
Percebe-se que para um concreto de menor resisténcia, as maiores deformacdes surgem na
regido central. Por outro lado, com um ganho de resisténcia, a regido dos apoios tende a localizar
as maiores deformacdes. Em todos os casos, garante-se que as deformagdes maximas sao

menores que a deformagdo ultima do CRF de 10%,.
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Figura 149 — Deformacdes pléasticas
@) fem =30 MPae vy =0,5%
(b) fem = 50 MPae vy =1,5%

(a)

(b)

Fonte: Autor, 2024.

Para os elementos de CRFA sem armadura convencional, considerando o

comportamento de endurecimento pos-fissuragdo, deve-se verificar as tensdes de tragao pela

imposi¢do da limitacdo o7 < 0,6 - fryk- Para o aumento do teor de fibras e da resisténcia da

matriz, tém-se o consequente aumento das tensdes principais (Figura 150).

Conforme verificado na se¢do 5.3.2.1, sem a presenca da armadura passiva havera

ruptura por flexdo. Desta maneira, também se cumpre o esperado para a limitagao de tensao em

servico para o CRFA. As tensdes principais maximas, da ordem de 5 a 6 MPa, sdo superiores

ao valor de 0,6 * fryr = 0,6 - 1,64 = 0,98 MPa, para o concreto de f. = 30 MPa e teor de

fibras vp = 0,5%.
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Figura 150 — TensGes principais maximas em kPa
@) fem =30 MPae vy =0,5%
(b) fem = 50 MPae vy =1,5%
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Fonte: Autor, 2024.

Com isto, conclui-se que a presenca das armaduras longitudinais e transversais sao
indispensaveis para o caso em analise. Apesar de ter sido realizada uma analise estrutural com
o material homogeneizado, a incorpora¢do das barras de ago no modelo pode trazer uma
resposta mais realista, colaborando para o entendimento das pegas fletidas em CRFA.

No ambito dos concretos convencionais, analisou-se pegas com f.,,, < 50 MPa, o que
se tornou uma limitagdo para as aplicagdes investigadas. Em virtude do modelo de resisténcia
adotado, também foi1 limitado o teor de fibras até 5%. Na pratica das construgdes usuais, pode-
se considerar este teor até 1%. Entretanto, conforme as equacdes e modelos descritos, as fibras
auxiliam ndo somente no comportamento pds-fissuracao, propiciando um ganho de resisténcia
para os elementos correntes de concreto armado.

Para que as verificagdes de ELU e ELS sejam cumpridas plenamente, recomenda-se que
algumas solu¢des sejam adotadas, tais como: aumentar a altura da se¢do, reduzir o
carregamento aplicado, aumentar as resisténcias residuais do concreto, disponibilidade de
arranjo (layout) de armaduras longitudinais e transversais no modelo otimizado.

Apesar da otimizagao topologica ser uma ferramenta de apoio ao processo de decisao
em projetos de concreto reforcado com fibras de aco, é recomendado que as verificagdes
normativas sejam efetuadas, pois o modelo numérico deve refletir a realidade. Como se

constata, apesar de garantir a ductilidade, faz-se necessaria a validacao do projeto.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

O presente trabalho investigou a problematica da utilizagdo da otimizagdo topoldgica
para o projeto de vigas de concreto reforgado com fibras de aco. Diante disto, uma metodologia
de andlise foi desenvolvida, objetivando o entendimento do material estudado e da ferramenta
matematica utilizada. Buscou-se a utilizacdo de modelos de previsdo de resisténcia baseados
em homogeneizagao, associado a critérios empiricos, para a validagao da aplicagao sugerida.

Com arevisao bibliografica, iniciou-se a analise da mecanica do concreto refor¢ado com
fibras de ago. Conclui-se que o comportamento deste compoésito pode ser influenciado por
diversos parametros, tais como: a microestrutura da matriz de concreto; forma e geometria da
fibra; teor de fibras; distribuicdo das fibras e interface matriz-fibra, o que justifica uma
variabilidade na resposta estrutural deste tipo de material.

Para a defini¢do dos modelos constitutivos, em fungdo da dosagem do CRFA, foram
utilizados modelos de homogeneizacdo para o comportamento elastico linear (Mori-Tanaka) e
o comportamento elastoplastico, com énfase no critério de resisténcia de Drucker-Prager
(proposta de Dutra). Destaca-se que publicacdes anteriores validaram resultados experimentais
e numéricos, ratificando a justificativa dos modelos adotados. Apesar das limitagdes
encontradas nos modelos, tais como a orientagao e distribuic¢ao das fibras, verificou-se uma boa
aderéncia de resultados para a realidade de concretos convencionais.

Com a utilizagdo das fibras como material de refor¢o, garante-se uma maior ductilidade
para os elementos de concreto, entretanto, ressalta-se que as técnicas empregadas, em geral,
nao garantem uma dire¢do preferencial de refor¢o, o que pode fragilizar a peca em determinados
pontos localizados.

Aliado ao desafio de caracterizacdo do CRFA, foi realizada uma revisdo sobre os
métodos de otimizagdo topoldgica, em especial, para as estruturas de concreto. Previamente
utilizado apenas como método conceitual, notou-se que ao longo dos anos ha uma intensifica¢ao
de pesquisas com o objetivo de aliar os fundamentos matematicos para as praticas de projeto.
Com isto, tétm-se uma maximizacao da eficiéncia estrutural ¢ um melhor entendimento do
comportamento mecanico em diversas areas da engenharia, a exemplo dos problemas
multifisicos.

No campo da otimizacdo topologica de materiais ndo lineares, com o uso do
ABAQUS®, buscou-se esclarecer os principais pontos nos aspectos tedricos € numéricos para
o procedimento da distribui¢do da densidade em um dominio de projeto. Com o auxilio desta

ferramenta, investigou-se o comportamento dos modelos otimizados frente ao modelo
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elastoplastico de Drucker-Prager, contribuindo para a disseminacdo do uso de modelos nao
lineares, que trazem respostas mais realistas para diversos tipos de materiais. Como o CRFA
tem sua utilizagado justificada para um maior controle de fissuracao, entende-se que o modelo
elastoplastico € o mais coerente para simulacao deste material, desde que o comportamento
tension hardening seja apresentado, o que acontece nos volumes usuais para uso em edificagdes.

Em conjunto com as variaveis de otimizac¢ao (tamanho da malha, raio do filtro, critérios
de convergéncia etc.) definidas pelo método SIMP, verificou-se que a dosagem do CRFA
influencia na defini¢do de diversos parametros de resisténcia do material, que por sua vez
provocam mudangas na topologia encontrada. Cada caso ¢ unico e deve ser definido com
cautela para as andlises posteriores. Diferentemente do que se encontra na literatura, em que
muitos exemplos sdo puramente numéricos, a proposicao da unido de aspectos de projeto para
um material especifico € um ponto de inovagao deste trabalho.

As andlises realizadas ndo se preocuparam apenas com aspectos computacionais, visto
que a realidade do CRFA ¢ de um material complexo. Em virtude da necessidade de diversos
parametros para a obtencdo dos modelos otimizados, buscou-se restringi-los para as analises
em dois estudos de caso: variacao da altura e variacdo dos parametros de resisténcia. Além
disto, identifica-se que a metodologia proposta foi baseada em carregamento prescrito,
enquanto na literatura a aplicacdo de deslocamentos prescritos € mais comum para o
procedimento de otimizagao de material ndo linear.

Ademais, as opgdes para extracdo da superficie otimizada devem ser avaliadas com
aten¢do, visto que a resposta do modelo estara diretamente ligada com as escolhas realizadas
na etapa de pos-processamento. Em se tratando dos elementos avaliados, buscou-se a
manuten¢do dos parametros para todas as superficies extraidas, de modo a garantir com que
houvesse uma menor variabilidade nas respostas encontradas.

Na abordagem numérica utilizada, os dados do material homogeneizado foram
utilizados com o suporte de equacdes empiricas de previsao de resisténcia do composito. No
entanto, ensaios de laboratério devem ser adotados para a caracterizacao mais realista do
problema e para evitar grandes variagdes estatisticas na compreensdao do modelo em elementos
finitos. Objetivou-se com estas andlises ter diferentes materiais (por exemplo: classes 3e, Se,
7e) classificados pelas referéncias normativas, estabelecendo uma relacao de causalidade da
evolugdo da resisténcia com o comportamento perante as solicitagdes.

As respostas numéricas encontradas por meio da abordagem apresentada podem auxiliar
os projetistas no processo de decisdo para solugdes otimizadas, visto que a distribui¢do de

material € encontrada por um critério matematico rigoroso, possibilitando uma redugao de
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tempo em relagdo a testes fisicos. Na andlise especifica para o CRFA, as propostas de
superficies otimizadas podem servir como um indicativo de regides preferenciais de
distribuicao das fibras.

No ambito das vigas, verificou-se que estes elementos fletidos, geralmente, possuem
parte das armaduras convencionais substituidas por fibras. Buscou-se por meio da otimizacao
topoldgica uma geometria equivalente de um material homogeneizado, sem as barras de ago
incorporadas. Entretanto, verificou-se no estudo de caso (para concretos com f, < 50 MPa)
que, as secoes analisadas somente com fibras, falharam por flexao e cisalhamento. Enfatiza-se
que ha espaco de pesquisa para concretos de ultra alto desempenho, os quais comumente ja
utilizam quantidade minima de armadura.

Para as aplicacdes usuais de edificios, em que a relagdo altura/vao é em torno de 1/10,
as barras de aco incorporadas ao concreto garantem a ruptura ductil. No entanto, a utilizagdo
apenas das fibras ndo se mostrou viavel para a substituicao total das armaduras. Isso justifica
porque o CRFA ¢ mais aplicado em outros segmentos, sendo comumente utilizado em
elementos de placa, tais como as praticas em pavimentos industriais, concreto projetados para
revestimento de tineis e elementos pré-moldados. Para as vigas, de acordo com os critérios de
previsio de Estado Limite Ultimo, o refor¢o tradicional de armadura passiva e/ou ativa ainda
deve ser utilizado para a garantia da seguranga.

A verificagdo da capacidade de cargas das pecas de acordo com as referéncias
normativas possibilita o entendimento da seguranca das pegas analisadas. Na maior parte dos
casos, percebe-se que os dados obtidos pelos modelos otimizados podem ser essenciais para a
contribui¢do do projeto de elementos de concreto reforcado com fibras. Com o surgimento de
diversos softwares de analise integrada e a difusdo de conhecimento do CRFA, pode-se
direcionar o avancgo para aplicagdes mais robustas, tais como a impressao 3D.

Os resultados demonstraram que a adi¢ao de fibras de ago pode aumentar a capacidade
resistente, ductilidade e diminui¢do da formagdo de fissuras. No entanto, em fungao do teor de
fibras, os modelos constitutivos devem ser avaliados com cautela para a caracterizagdo correta
dos elementos analisados.

Os diferentes métodos de avaliagao de projetos, propostos pelas referéncias normativas,
podem conduzir a resultados mais realistas ou mais conservadores. Pode-se também verificar
que os esforgos resistentes a flexdo e ao cisalhamento tendem a aumentar de acordo com a
quantidade de fibras distribuidas na matriz. O teor de fibras ¢ um parametro essencial para que
se atinja resultados de alta performance. Todavia, deve-se ter um cuidado adicional no estado

fresco.
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O trabalho ndo esgota o tema, visto que hd uma possibilidade de investigagdes mais
aprofundadas e experimentagdes praticas. A implementagdo destes conceitos em projetos reais

pode contribuir para a evolucao das praticas de engenharia estrutural.

6.1 Contribuicdes da tese

O trabalho possibilitou uma melhor compreensao das ferramentas de andlise numérica
em elementos finitos para as aplicagdes de CRFA, em especial o referencial teorico dedicado a
otimizagdo topoldgica de materiais ndo lineares. A inquietagdo da pesquisa desse trabalho foi
motivada por meio da leitura do trabalho de Zhao et al. (2020), ¢ entdo se pensou sobre a
possibilidade de modelos elastoplasticos para concretos no procedimento de otimizagdo
topologica.

Aliado a este anseio de estudar o comportamento elastoplastico e sua influéncia nos
modelos de otimizagdo topoldgica, buscou-se na literatura as publicagdes associadas ao
concreto refor¢cado com fibras de ago. Este material, que esta sendo mais difundido nos tltimos
anos, teve como destaque a publicagdo de diversas normas técnicas brasileiras no ano de 2021.

No ambito da Universidade Federal de Alagoas (UFAL), este trabalho segue a linha de
publicacdes relacionadas a otimizagdo topoldgica. Nos tltimos anos, este tema tem se tornado
pauta em trabalhos do Programa de Pos-Graduagdo em Engenharia Civil (PPGEC),
demonstrando a variedade de aplicagdes e desenvolvimento de possibilidades associadas aos
conceitos da melhor distribuicao de material.

Com a micromecanica de campos medios, j4 se tem a consolidagdo da previsdo de
propriedades elasticas efetivas para diversos compositos. Com o CRFA nao foi diferente,
demonstrando-se que o modelo de Mori-Tanaka ¢ util para a destacar a consideragao das fibras
no comportamento elastico linear do concreto.

Para o estudo do comportamento elastoplastico, a abordagem utilizada para a obtencao
das propriedades de resisténcia, em geral, superestimou os resultados de compressao uniaxial e
subestimou os valores de compressao biaxial. Para a resisténcia a tragao uniaxial, pelo fato das
fibras se encontrarem concentradas de acordo com as dire¢des principais, também se encontrou
uma superestimativa em relacdo ao caso com fibras curtas distribuidas aleatoriamente.

Todo modelo numérico deve ser validado experimentalmente. Por mais que as variaveis
sejam estudadas em ambiente controlado, toda representacdo numérica, em se tratando de

concreto, estd sujeita a oscilagdes. Em razdo da limitagdo do modelo de Dutra (2012), deve-se
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ter cautela com os parametros de entrada nos softwares, pois eles irdo conduzir a parametros de
saida que serdo coerentes com a proposta adotada.

No meio académico e profissional, destaca-se o uso do ABAQUS® como uma das
principais plataformas integradas de analise estrutural e de otimizagdo topoldgica. Este software
auxilia na simulagdo e previsao do comportamento estrutural em diversos elementos. Para as
aplicagdes em projetos, verifica-se que o engenheiro projetista deve ter dominio na base tedrica
e pratica, uma vez que por se tratar de um software de anélise, ndo havera normas técnicas para

dimensionamento e verificagdes de estruturas de concreto.

6.2 Sugestdes de trabalhos futuros

As seguintes propostas sao apresentadas para a continuidade de pesquisas:

e Analisar a metodologia proposta com outros modelos constitutivos para diferentes tipos
de fibra (ex.: vidro, polimérica, basalto etc.).

e Analisar as aplica¢des para vigas de concreto de alta resisténcia (f, = 50 MPa) em
conjunto com altos teores de fibra (vy > 2%).

e Comparar os resultados apresentados com outros métodos de homogeneizacdo que
considerem diferentes critérios de resisténcia para a matriz.

e Avaliar a calibracdo de dados de diferentes critérios de resisténcia para o material
homogeneizado (William-Warnke, Ottosen etc.).

e Considerar o comportamento ortotropico do CRFA na modelagem numérica.

e Aplicar os conceitos da mecanica da fratura coesiva para a avaliacdo numérica dos
elementos fletidos.

e Empregar modelos constitutivos de dano continuo, a exemplo do Concrete Damaged
Plasticity (CDP) no estudo da otimizagdo topologica.

e Considerar as condi¢des de escorregamento das fibras no critério de resisténcia da
interface.

e Aplicar diferentes métodos numéricos para a obtencdo da topologia otimizada, a
exemplo da Teoria dos Volumes Finitos.

e Validar experimentalmente os modelos otimizados por meio da impressao 3D.

e Propor um método de direcionamento (alinhamento) das fibras para a impressao 3D e

localizagdo da forga resistente mobilizada pelas fibras.
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