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RESUMO

No presente trabalho, faremos um estudo dos conceitos fundamentais e introdutérios para o
estudo da Andlise de Fourier. Estudamos os aspectos elementares dos espacgos L” e L? fraco e
desenvolvemos ferramentas necessdrias para o estudo da Andlise de Fourier, como por exemplo
a aproximacao da identidade e a convolugdo. Para ser mais preciso, o principal objetivo € a
apresentacdo da definicdo de transformada de Fourier para funcdes em L', em seguida usamos
argumentos de aproximacao para definir a transformada de Fourier em L’e por fim usamos
o teorema de Riesz-Thorin para definir a transformada de Fourier de uma fun¢ido em L” com
pe|l,2].

Palavras-chave: Anilise de Fourier, Espacos L”, Interpolacéo.



ABSTRACT

This work is dedicated to study basic tools for Fourier Analysis. We studied the elementary
aspects of the L” and weak L? spaces and we develop necessary tools for the study of Fourier
Analysis, such as the approximation of identity and convolution. To be more precise, the aim is
to state definition of Fourier transform for functions in L', then we use approximation arguments
to define the Fourier transform in L? and finally we use the theorem of Riesz-Thorin to define
the Fourier transform in L? with p € [1,2].

Keywords: Fourier analysis, L” spaces, Interpolation.
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1 INTRODUCAO

Muitas propriedades de espagos de funcdes sdo expressas em termos da integral da
poténcia do médulo de uma fungdo. Por exemplo, € possivel obter espagos de funcdes que sdao
Banach. Por esta razdo é desejavel adquirir uma boa compreensao de espacos cujo o médulo
a uma poténcia p é integrdvel. Esses espagos sdo chamados de espagos L”, ao qual veremos
algumas de suas propriedades fundamentais. A €nfase desse trabalho € a interpolacdo basica
entre tais espacos. Muitos problemas na Andlise de Fourier dizem respeito a espagos L e
a interpolagdo fornece uma estrutura que, por muitas vezes, simplifica esse estudo. Embora
estejamos preocupados principalmente com espagos L? definidos em subespagos euclidianos,
neste trabalho discutiremos algo mais geral, espagos L” definidos em espacos de medidas
arbitrdrias, uma vez que esses configuram uma representacao mais geral. Muitos resultados no
texto sdo considerados com medidas gerais ao invés da medida de Lebesgue.

Nas secOes 2.1 e 3.4 veremos uma breve revisao de teoria da medida, com algumas defini¢cdes
e teoremas importantes. Na secao 2.2 faremos uma breve revisao sobre operadores limitados,
operadores continuos e equivaléncias entre estes objetos para caraterizar o espago dual do L?,
0 qual sera visto na se¢do 3.2. O Capitulo 3 é dedicado para o estudo de resultados basicos
de espacos L” e L? fraco. Na se¢do 3.1 iremos definir uma norma para L”. Para 0 < p < oo,

definimos

Il = ( [ 17007 aucn) "

e para p = o definimos

S|z~ (x ) = ess.supl f| = inf{B >0 u({|f(x)| > B}) = 0}.

E, provaremos entdo a famosa desigualdade de Minkowski 3.1.2 e a completude dos espacos
munidos com tal norma serd demonstrada no Teorema 3.1.4. Na secdo 3.3 definiremos a fungao
distribui¢do de uma func¢do mensurdvel f, que serd dada por df(a = u({x € X : | f(x)| > a}).
Através dessa fungdo conseguiremos a seguinte caracterizagio || f||7, = p /0 ; o’ ld r(a)do. A
funcdo distribui¢do também serd importante para definir alguns espacos, os quais chamaremos
de espaco L? fraco 3.3.2. Ainda neste capitulo veremos que se f pertence ao espagos L e L?
fracos entdo f pertence ao espago L" para todo p < r < g, nos mostrando assim, um fato util
para a definicdo de tais espagos.

No capitulo 4 veremos alguns exemplos de grupos topoldgicos. Para ser mais preciso, na se¢ao
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4.1 e definiremos a medida de Haar, que serd fundamental para a definicdo de convolugao
(veja secdo 4.2). Além disso, veremos desigualdades importantes, a saber a desigualdade de
Young para espagos L” e L fracos (veja Teorema 4.3.2 e Teorema 4.3.3). Além disso, ainda
nesse capitulo, veremos o conceito de aproximac¢do da identidade e a partir dessa definicdo
conseguiremos construir sequéncias de fun¢des regulares convergindo para fun¢des em L” (na
norma L7”).

No capitulo 5 estudaremos o famoso Teorema de Interpolacdo de Riesz-Thorim (veja 5.1),
destacamos que para a demonstragdo deste resultado serd usado um resultado de andlise complexa
(lema das 3 retas 5.1.1).

Por fim, no capitulo 6, veremos a defini¢ao da transformada de Fourier na se¢do 6.1 para L! €,
em 6.2 construiremos uma definicdo de transformada de Fourier para fun¢des em L?, usando
resultados de aproximacdes vistos nas secdes anteriores. Encerraremos o capitulo com a definicao
da transformada de Fourier para espacos L”, com p € [1,2], para isso usaremos o Teorema da

Interpolacao de Riesz Thorin.
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2 CONHECIMENTOS PRELIMINARES

Iniciaremos com uma breve revisdo a Teoria da Medida, para um estudo mais amplo

recomendamos [1] e [2].

2.1 Teoria da Medida

Definicao 2.1.1. Uma sequéncia (finita ou infinita) de conjuntos A1, A, ... talque A| CAy; CA3 C
... € dita crescente. A sequéncia tem limite A = UAn, nesse caso dizemos que A, cresce para
A e escrevemos A, T A. De modo similar, se A; DnAz D A3z D ... asequéncia € dita decrescente,
nesse caso dizemos que A, diminui até o seu conjunto limite A = ﬂAn e escrevemos A, | A.
n

Definicao 2.1.2. Seja X um conjunto nao vazio. Uma algebra de conjuntos sobre X é uma
colecdo &7 nao vazia de subconjuntos de X satisfazendo as seguintes propriedades

1. Se Ey,....E, € &/, entdo E\U---UE, € .

2. SeE € o/, entdo E€ € &7 .
Uma dlgebra o7 é chamada o - algebra quando € fechada por unides contdveis (isto é, se

{E]}jt'} C o/, entdo U7 |E; € o ).

Defini¢ao 2.1.3. Seja X um conjunto com uma o - dlgebra .#. Uma medida em .# é uma
funcdo u : .4 — [0,4o0] que satisfaz as seguintes propriedades

1. u(@)=0.

2. Se (Ep)nen € uma sequéncia de conjuntos dois a dois disjuntos em .#, entdo vale

u(JE)=Y uE)

neN neN

Nas notagdes da defini¢do acima chamemos a tripla (X,.#, i) de espago de medida.

Proposicao 2.1.1. Seja 4 uma medida, segue que
1. SeA,B € .# comA C B, entdo u(A) < u(B).
2. SeA; € M e A= U2 A, entdo u(A) < i,u(A,-).
3. Suponha A; € .# e A; T A. Entdo, t(A) l::ih_r)gu(An)

4. Suponhaque A; € # eA; | A. Se W(A]) < oo, entdo temos que [(A) = lim p(A,).

n—oo
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Defini¢io 2.1.4. Uma medida u : .# — [0,0) é completa quando .# contém todos os subcon-

juntos de cada conjunto nulo.

Definicfo 2.1.5. A medida de Lebesgue em R é a medida completa u = pur tal que up((a,b]) =

F(b) —F(a), dizemos que ur estd associada a fungdo identidade F(x) = x.

Defini¢do 2.1.6. Sejam (X,.# ) e (Y,./) espagos de medida. Dizemos que a fungdo f: X — Y
é mensurével quando f~'(E) € .#, paratodo E € 4.

Definicdo 2.1.7. Uma funcdo f: X — C ¢ dita simples quando € mensurdvel e a imagem de f é

um subconjunto finito de C.

Teorema 2.1.2. Seja (X,.# ) um espaco mensuravel.

1. Se f: X — [0,00] é mensurdvel entdo existe uma sequéncia (¢,) de fungdes simples tal
que 0< ¢ < ¢ <....< fe ¢, — fpontualmente. Mais ainda, ¢, — f uniformemente
sobre todo conjunto em que f € limitado.

2. Se f: X — C é mensuravel, entdo existe uma sequéncia ¢, de funcdes simples tal que
0<|¢1] <|¢] <...<fe ¢, — fpontualmente. Ainda mais, ¢, — f uniformemente

sobre todo conjunto no qual f € limitada.
Defini¢fio 2.1.8. L = {f : X — [0, +o] : f é mensuravel}.
Teorema 2.1.3 (Teorema da Convergéncia Dominada). Seja (f,)nen > em LT, com f, < fro1,
para todo n, e f =lim f,. Entdo, /fd,u = lim/fnd,u.
Definicao 2.1.9. Seja (X, i) um espago de medida
L'X)={f:X—>C mensurével;/x |fldu(x) < oo}
Um elemento do espaco L' é chamado de fungdo integrével.

Teorema 2.1.4 (Teorema da Convergéncia Monétona). Se (f;;) € uma sequéncia em L' satisfa-
zendo:
1. f, — f em quase todo ponto;

2. Existe uma fungdo positiva g € L'tal que|f,,| < g em quase todo ponto, para todo n.

Entéo, lim/f,,du:/fdu.

Teorema 2.1.5. Sejam f € L' (X, u) e € > 0.
1. Existe uma fungéo simples e integravel ¢ = Za jXE; tal que / |lf—oldu <€
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2. Suponhamos que u é uma medida de Lebesgue-Stieltjes na reta real.
a) Os conjuntos E; na defini¢do de ¢, em 1, podem ser escolhidas como unides finitas
de intervalos abertos.

b) Existe g : R — C continua e de suporte compacto tal que / |f —gldu < e.

Teorema 2.1.6 (Tonelli). Consideremos (X,.#,u) e (Y,.4",v) dois espagos de medidas o-
finitos. Seja f € L™ (X x Y). Entio as fungdes g(x /f x,y)dv(x) e h(y /f x,y)du(x)
pertencem a Lt (X) e L™ (Y), respectivamente, e

pduxv) = [ [ [ renaven)]aue. @.1)

X XY

Teorema 2.1.7 (Fubini). Consideremos (X,.#,u) e (Y,.#,v) dois espagos de medidas o-
finitos. Consideremos uma funcao f integravel X x Y. Entao a fungao flx,) € L ) q.t.p. sobre

X e a fungdo f(-,y) € L'(X) q.t.p . sobre Y. Escrevamos g(x /f dv —/f x,y)dv(y

e h(y) = / fl,y)du = /f(x,y)d/.t (x), respectivamente definidas q.t.p. sobre X e Y. Segue
X
entdo que a fungdo f € L'(X), a fungdo h € L' (Y) e a férmula (2.1) ¢ vélida.

Teorema 2.1.8. Dado a > 0 considere B = {x € R" : [x| < a} e seja f uma fungdo mensuravel
em R".
1. Se |f(x)| < Clx|™% em B para algum C >0 e a < n, entdo f € L'(B). Se |f(x)| > C|x|™"
em B, entdo f ¢ L' (B).
2. Se |f(x)] < Clx|"® em B para algum C >0 e o > nentio f € L' (B°). Se | f(x)| < Clx|™"
em B¢, entdo f ¢ L'(B°).

Definicao 2.1.10. Duas medidas com sinal v e u sobre (X,.#) sdo mutuamente singulares,se
existem E e F tais que
1. X =EUF.

2. F é nulo para u e E é nulo para v.

Teorema 2.1.9. (Decomposicdo de Jordan) Se p é uma medida com sinal em um espago
mensurdvel (X, .o7), existem medidas positivas u* e 4~ taisque u =t —pu" eput e u sdo

mutualmente singulares. Essa decomposi¢do € tnica em certo sentido.

Definicao 2.1.11. Uma medida v é dita absolutamente continua com respeito a medida u se

v(A) = 0 sempre que 1(A) = 0. Denotamos por v << L.
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Teorema 2.1.10 (Radon - Nikodyn). Suponha que p é uma medida o-finita positiva em um
espaco mensurdvel (X, .47) e v é finita positiva em (X,.o/) tal que v é absolutamente continua
com respeito a i. Entdo existe uma fun¢do f integravel, ndo negativa e U-integravel e que €
mensurdvel com respeito a <7 tal que V(A) = /A fdu paratodo A € of. Além disso, se g € outra

funcdo com a mesma propriedade, entdo f = g com respeito a i para quase todo x.

Teorema 2.1.11 (Decomposicao de Lebesgue). Suponha que ¢ € uma medida positiva o-finita
e v uma medida positiva finita. Existem medidas positivas A,p tais que v=A1+p, p é

absolutamente continua com respeito a i, e A e 1 sdo mutuamente singulares.

Teorema 2.1.12 (Desigualdade de Chebyshev). Seja (X,.#, 1) um espaco de medida, f: X —
[—o0, 4-00] uma fungdo mensuravel e g : f(X) — [—oo, 00| uma fungio mensurdvel ndo negativa

e nao decrescente. Entdo,

1
u(freX: flx) <1}) > E/Xgofdu-

Um caso particular acontece quando substituimos f por |f — ¢| e tomamos g : [0,0] — R como
g(x) = x%. Dai,
1 2
pxeX:1f0) el <)) = 5 [ 17 —cPdp

2.2 Espacos Vetoriais Normados

Defini¢io 2.2.1. Um aplicagdo linear 7' : &~ — % entre dois espagos vetoriais normados € dita

aplicacao limitada quando existe C > 0 tal que
|Tx|| <C|x||,Vx € Z .

Proposicao 2.2.1. Se 2" ¢ % sdo espagos vetoriais normados e 7 : 2~ — % € um mapa linear,
sdo equivalentes:

1. T é continuo;

2. T é continuo em 0;

3. T é limitado

Demonstracdo. (1) = (2) Se T é continuo em 2", entdo € continuo em 0.

(2) = (3) Se T é continuo em 0 entdo dado € > 0 existe 6 > 0 tal que para cada x € 2~ temos

x| <6 = IT(x)-T(0)] <e 22
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oy

0
Sejay #0 € 2. Escrevendo x = Wy temos que ||x|| = H WH = 4. Dali, pela lineari-
y y
dade e por (2.2) segue que
o Oy
Hy—“HT(y)ll = ||T(m)|| =[Tx)=TO)|=[Tx-0)]| <e

S| ™

£
Assim, ||T(y)|| < 5 |lv||- Fixando um valor para € (por exemplo, € = 1) e considerando ¢ = —
temos que |7 (y)|| < ¢||y||. Portanto, T é limitada.

(3) = (1) Se ||Tx|| < cl|x|| Vx, entdo
T (x1 —x2)|| <cllx1 —x2|, Vx1,x0€X
o 1 N
Por outro lado, dado € > 0 arbitrario, se ||x; —x;|| < —€ entdo
c
1
T (x1 —x2) < c|lx; —x2]| < c_E=¢

Dai, temos que T € uniformemente continua. Assim, em particular, 7 é continua. O]
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3 LPEL” FRACO

Ao longo deste capitulo iremos estudar os espagos L”, bem como defini¢bes e propri-
edades que nos possibilitara caracterizar o espaco L” fraco e relaciond-lo com o espago L¥

usual.

3.1 Um pouco sobre os espacos L” e L” fraco

Nesta sec¢do iremos abordar algumas das principais propriedades dos espagos L” e L?

fraco.

Definicao 3.1.1. Para 0 < p < oo, definimos

1A llr ) = (/X If(X>|pdu(x)> %.

E, para p = oo definimos

1F = (x ) = ess.suplf| = inf{B > 0: u({|f(x)| > B}) = O}.

Quando no contexto estiver claro o espago de medida (X, ) escreveremos apenas || f]|.r €

[WaliZS

1 1
Teorema 3.1.1 (Desigualdade de Holder). Se 1 < p,g < oo, —4+— =1, e f e g s30 mensuraveis,
P 4

entao

[\ seldie < £l

Demonstra¢do. Se M = ||f||r~, entdo |f| <M q.tp. e / |fgldu < M/ lg|ldu. Assim, o
caso p = e g = | segue. Agora iremos assumir que 1X< p,q < oo. S)é Il fllr = O entdo
f=0qtp. e / |fgldu = 0, assim o resultado segue se ||f||z» = 0 e, analogamente, para
llgllre =0. O reé(ultado ¢ imediato se ||f||z» ou ||g||z« € infinito, entdo suponhamos que nio.

_ )] e G(x) = _|g(x)| Observe que ||F||z» = 1 € |G|« = 1, daf € suficiente
[nale 18llze

mostrar que [ FGdu < 1. Agora, observe que, a segunda derivada de ¢* é ¢*, que é sempre

Sejam F(x)

nao-negativa. Dai, ¢* é convexa e, tomando 0 < A < I, temos
Ft=2)b < 2001 (1= 1)eb, 3.1)
1
para cada par de reais a,b. Se F(x),G(x) # 0 sejam a = plogF(x), b =1logG(x), A = — e
p

1
1 — A = —. Por (3.1) temos entdo que
q
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F(x)?  G(x)?
)’ Gl
p q
Claramente essa desigualdade também vale se F (x) = 0 ou G(x) = 0. Integrando

F|? G|, 1 1
I I|)|U7+ | q”Lfi :;_,_521 (3.2)

F(x)G(x) <

/FGdu <
X

0 que completa a prova. O
Teorema 3.1.2 (Desigualdade de Minkowski). Dadas f,g € LP(X, i) temos que

1f +&llrax ) < NANlroe ) + 181 zr(x w)s
sempre que 1 < p < oo,

Demonstragdo. Primeiro observemos que se f = 0 (ou g = 0) temos que || f + gl| = || f]| (ou

If+ell=1llg

Primeiro, provaremos que f + g tem norma L” finita. De fato, usando o fato de que h(x) = |x|” é

), donde valerd a igualdade. Agora suponha que f e g sejam diferentes de zero.

convexa sobre R™ para p > 1 temos que

L, L g1, 1, g 1 1
- —o| < |= — < —|FIP 4+ =|g|P.
‘2f+2g‘ _‘2!f\+2\g|‘ < SIIP+ sl

Assim,
P 1 j4 1 P p—1yrp P—1,|P
|f+8l” < S12£17 + 52817 = 27| f17 + 27 [P

Donde,

I+ 8l <27~ 115 + glluoe | < oo

Por outro lado, usando a desigualdade triangular temos

I8l = [V +elran= [ 1 +ellf+elrau< [ (1f1+1gl)lf +l”dp
= [1flIF+ gl [ gl f+ gl d

Aplicando a desigualdade de Holder para p e g = Ll
p j—
1

I +8ll < (( [ 1917du)" + </|g|pdu)"l’> </|f+g|<p1>;1du>l—p

_ If +&llZs
- (Hf”l/’ + HgHU’> Hf"f’gHU’ .
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Assim,
If + I
1f +&lzr < Ul + gl )y
v 1f +gllzr
Multiplicando ambos os lados por m segue o resultado. [
1/ +8llz

Como, além da desigualdade de Minkowski, temos que ||f||z»(x u) = O implica que
f =0 u-q.t.p., os espagos L sdo espagos lineares normados para 0 < p < oo (a0 considerar L

quocientando com a relacdo de equivaléncia f = g q.t.p.) .

Observacao 1. Veja que, para 0 < p < 1, a desigualdade de Minkowski ndo é valida. De fato,
suponha a,b >0e 0 < p < 1. Parar > 0 temos que "' > (a+1)?~! e, integrando de 0 até b
obtemos que a” +b* > (a+ b)” Entdo, se E e F sdo conjuntos finitos de medida finita positiva

em X e tomarmos a = U(E )P eb=u(F )P vemos que

e+ xellor = (@ + )7 > (a+b) = |z lor + 12 |
No entanto, de modo geral, o seguinte substituto da desigualdade de Minkowski € valido:
Teorema 3.1.3. Dadas f,g € L” (X, 1) temos que
I+ 8l <27 (17 o + gl )
sempre que 0 < p < oo,

Demonstragdo. De fato, usando a observagdo acima e que |f + g| < [f|+ |g|- Temos que,

1
If+egll?, L) S HfHL,, xu) T HgHU, x ) Além disso, usando a convexidade de y(r) =17

1+ 81y < Iy + 18
= 251 Wy + 518 )
<23 i) + 5 I8l )’
=2""P (I fll o ) + 1182 (x 0))”
Tirando a p-ésima raiz temos o resultado. ]

Consequentemente, L” (X, i) é um espaco linear quase-normado.

Teorema 3.1.4. Para todo 0 < p < o temos que toda sequéncia de Cauchy em L”(X,u) é

convergente e assim o espago L” (X, i) é completo.
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Demonstragdo. Seja {fn}n_1 C L uma sequéncia de Cauchy. Podemos construir uma sub-

A 1
sequéncia { f, }x tal que || fo, — fre1 |70 < 5% Defina

f=far+ X (st = fop)-
k=1

Note que

2

N
Z —fullr < Y 27*VYNeN.
k=1 k=1

HZ |fl’lk+1 fnk

Segue do Teorema da Convergéncia Monétona que | f;,, | + Z | frt1 — [ | € LP(X, ). Assim,
k=1
pelo Teorema da Convergéncia Dominada temos que f € L”(X, ). Além disso,

N
fl + Z (fnk+1 _fnk) - an+1 — klgn f}’lk - f
k=1 «
Como {f,},—; € de Cauchy e f, ¢ subsequéncia convergente entdo {f,},_; é convergente. []

Portanto, os espacos L” sdo espagos de Banach para 1 < p < co. Um fato, também
conhecido, é que o dual topoldgico (L”)* de L” é isométrico para L onde 1 < p < oo. Além
disso, a norma L” de uma funcéo pode ser obtida em relagdo a dualidade quando 1 < p <« da

seguinte forma:

Il = sup| / fedul.

3.2 Funcionais Lineares Limitados e Definidos no Espaco L”

Um funcional linear em L” é uma aplicacao H de L” em C.
Observaciio 2. H ¢ um funcional linear limitado se ||H| = sup{|Hf|: ||f||, < 1} ¢ finito.

O Espaco Dual do L? € a colec¢do de todos os funcionais lineares limitado definidos no

espaco L” com a norma usual.Nosso objetivo nesta se¢do é caracterizar o dual dos espacos L”.

Definicao 3.2.1. Definimos a funcao sinal por

I, se x>0
sgn(x) = 0, se x=0
-1, se x<0.

Observe que xsgn (x) = |x|.
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1

Teorema 3.2.1. Sejam | < p < « e g satisfazendo a equagdo p~' +¢~ ! = 1, suponha f € L?.

Entao

[£1lp = sup {/fgdu lglly < 1} .

O teorema continua validos para os casos em que p € 1 ou c. No caso p = 1 consideramos

g = o e no caso p = o consideramos g = 1.

Demonstragdo. Pela desigualdade de Holder || fg||;1 < ||fllzr||g]|re. Assim, temos que
sup{/fgdu gllre < 1} <||f|z». Donde, nos resta mostrar que || f||r < sup{/fgdu glle < 1}.
1. Para p = 1.Escolha g(x) = sgnf(x). Note que ||g||= < 1e fg= f(x)sgnf(x) = |f(x)].
Deste modo, || f||;1 = /fgdu < sup{/fgdu gl < 1}. Concluindo a demonstra-
¢do para esse caso.
2. Para p = c. Se ||f]|< =0, temos que |f| =0 q.t.p. e dai 0 = || f]|z~ = /fgd/,t. Agora
suponha que || f||z= > 0. Como u é o-finta, existem conjuntos F, crescendo para X tal
que U (F;,) < oo para cada n. Sejam M = || f||;~ ¢ a € R tal que a < M. Pela defini¢do da
norma L™, amedida de A, = {x € F,, : | f(x)| > a} deve ser positiva para n suficientemente

grande. Seja

Entao,

ol = e = [ PEELEE [ ) )

Por outro lado,

[ Fed = [ 7 EL DL g

_ XA,
B / u 1(Ap) =4

Como a é qualquer nimero estritamente menor que M (por um argumento de limite),

temos que sup{/fgdu lgllg < 1} =M.

3. 1 < p <oo. No caso em que ||f]|, =0 temos que f = 0 q.t.p. Deste modo, com um

argumento semelhante ao que fizemos acima vemos que é suficiente supor || f||, > 0.
Seja F, conjuntos mensuraveis de medidas finitas crescendo para X, g, uma sequéncia de
fungdes simples ndo negativas crescendo para f (pelo Teorema 2.1.2), r,, uma sequéncia

de fun¢des simples ndo negativas crescendo para f~ (pelo Teorema 2.1.2) e,

$n(x) = (&n(x) = ra(¥) X, (%)-
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Note que, s,(x) — f(x) para cada x, [s,(x)| cresce para |f(x)| para cada x, pois r, € g, sdo
crescentes em modulo, cada s, € uma fungdo simples, € ||s,||, < o para cada n. Entdo, [[s,||, —
|| f1|p, pelo Teorema da Convergéncia Monétona, ou || f||, ndo € finito. Para n suficientemente

grande |[s,||, > 0 ja que estamos supondo || f||, > 0. Seja

[sn (1)

r
Isnll5

gn(x) = sgn(f(x))

Y

gn é novamente uma fungio simples. Como (p — 1)g = p, entdo

1 P
(f [sa] P~ D) Isal 5
Ignlly = ——"—F——=""5 =1
||Sn||lq7 ”Sn”fg
Por outro lado, como |f| > |s,]|, temos

flisalP~" _ [ lsal? p=t
[ s = LI Tlnll oo
[I5nll p lIsall 5
Como p — P _ 1, entdo > ||sull», donde temos que ||s, ||, tende para . L]
p p 8 p q p p p

1

Corolério 1. Paral < p <we p ! +¢ ! =1, suponha f mensurdvel e / fg é definida para

toda fun¢do simples g. Entao,

I71lp=supf [ £z llglly < 1. simples).

Provaremos agora que se H um funcional limitado de valor real em L?, entdo existe
g€Llitalque H(f) = /fg e ||gllg = ||H||- O Lema abaixo nos ser4 ttil para vermos que se s, &
uma sequéncia de fungdes simples convergindo para f, dado um funcional linear H, entdo H (s,)

converge para H(f).

Lema 3.2.1. Suponha que (X, 1) é um espaco de medida e 1 < p < o entdo as fungdes simples

que pertencem a L” sdo densas em L”.

Demonstragcdo. Basta provar que podemos aproximar uma fungio positiva f : X — [0, 0| por

funcdes simples, uma vez que uma fun¢do pode ser decomposta em suas partes positiva e negativa.

1. Em primeiro lugar suponha f € LP com 1 < p < co. Entdo (pelo Teorema 2.1.2 hd uma
sequéncia crescente de fun¢des simples {¢,} tal que ¢, — f pontualmente. Essas fungdes
simples pertencem a L” , jaque ¢; < ¢ < ... < ¢, < f, e |f — 0,|" <2|f|P e L.

Assim, pelo Teorema da Convergéncia Dominada temos que
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/|f_¢n’pd,u — 0, quando 1 — oo

2. Se f € L™, entdo denotando M = || f||z~ temos que |f| < M q.t.p. Dai, podemos tomar
uma sequéncia {y, } de fungdes simples crescente que converge para f uniformemente.

De fato, observe que

i<y <L Sy S f<|fI <M, q.tp.
Dai,
Vo —f<M,qtp = |v,— f| <|M|=M.
O

Por outro lado, se f — / fg é um funcional linear limitado em L? entdo g € LY. Na
verdade, provaremos algo ainda mais forte. Este teorema junto com a proposi¢cao anterior nos

permite identificar o espago dual de L” por LY.

1

Teorema 3.2.2. Sejam | < p < w e ¢ satisfazendo p~' + ¢~ ' = 1. Se H é um funcional linear

limitado em L”, entdo existe g € L7 tal que H(f) = /fg, paracada f € L, e ||g||, = || H]

Demonstracdo. Suponha que H é um funcional limitado em L”, a prova serd feita em duas
partes.
1. Suponha pt(X) < eo. Defina V(A) = H(4), para A C X mensurdvel. Observe que y4 € L?

pois
/IxAI”du = /(xA)”du = /xAdu = /A ldu = u(A) < u(X) < oo.

dv
Mostraremos que v € uma medida com sinal tal que v << L e que g = @ (pelo Teorema

2.1.10) € a funcdo que buscamos. Se A e B sdo disjuntos, entao
V(AUB) = H(xaup) = H(xa+x8) = H(xa) + H(x5) = v(A) + v(B)

Para mostrar a aditividade, basta mostrar que se A, T A ( ou seja {A,} é crescente e

U A, = A), entdo v(4,) — V(A) (pelo Teorema 2.1.1). Observe que, se U A = A,
n=0 n=0

dado x € A logo existe ntal que x € A,. Como € uma sequéncia crescente temos que
x € AyVk > n. Assim, para k > n temos que x4, — Xa = 0. Logo, X4, — x4 converge a

zero pontualmente. Dai, || xa, — Xal|, — 0. Dessa forma, como H ¢ limado, logo continuo,

temos que V(A,) = H(xa,) = H(xa) = V(A).
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Concluimos que v é uma medida com sinal aditiva. Além disso, se V(A) =0 entdo Y4 =0

q.t.p., assim V(A) = H()4) = 0. Pelo o Teorema da Decomposi¢do de Jordan existem

duas medidas positivas v e v~ tais que v = v — v~ Pelo o teorema de Radon Nikodym
dut av—

obtemos g7 = W eg = 4 . Definag=g" —g . Portanto, temos uma fungio de valor

real g tal que V(A) = / gdv para todos os conjuntos A mensuraveis.
A

Se s = Z“i Xa, € uma funcio simples, pela linearidade de H temos que

H(s) = Lai(u) = Lava) = Yai [ e = [eXam = [e. 6

Pelo corolério 1 e a igualdade (3.3)

lgllg = sup{/gs: s, <1, s simples} =sup{H(s) : ||s||, <1, ssimples} < ||H||.
(3.4)

Se s, sdo fungdes simples convergindo a f € L?, pelo Lema, entdo H(s,) — H(f). Além

disso, pela desigualdade de Holder e usando o fato que g € L? temos que
[~ [ 76| = | [5u=128] < U511l 0 35)

pois s, converge em L? para f entdo / Sp8 — / fg. Portanto, pelas igualdades (3.4) e

(3.5), pela unicidade do limite, temos que H(f) = /fg,Vf €L’ e|glly>||H|. Pela
desigualdade de Hlder temos que ||H|| < ||gl|4. ja que ||g||4-
[

3.3 A funcio distribuicao

Nesta se¢do veremos a definicao e algumas propriedades importantes da funcao distribui-
¢do, a qual denotaremos por dy. A fungdo distribui¢do nos dara informagdes suficientes para

calcularmos a norma L” e através dela definiremos o espaco L” fraco.

Definicdo 3.3.1. Seja f uma fun¢io mensurdvel em X, a fun¢ao distribuicao de f € a fungio dy

definida em [0, ) por:

dp(0) = p({x e X : /()| > a}).

A fungio distribui¢do dy fornece informagdes sobre o tamanho de f , mas ndo sobre o

comportamento de f proximo a um determinado ponto. Por exemplo, uma fun¢do f definida em
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R" e cada uma das suas transla¢oes tém a mesma fungao distribuicdo. Além disso, da defini¢do
de dy temos que a fungdo distribuigio € decrescente para ¢. De fato, considere o >0 e a > 0 se
|f(x)] > oo +a. Como a+a > o entdo |f(x)| > o. Dessa forma, {x e R" : |f(x)| > a} D {x €
R":|f(x)| > a+a}. Logo, u({x e R" : |f(x)| > a+a}) <u({xeR":|f(x)] > a}). Donde,
di(a+a) <ds(a).

Exemplo 1. Lembre-se de que funcdes simples sdo combinagdes lineares finitas de funcodes
caracteristicas de conjuntos de medidas finitas. Vamos calcular a fung@o distribui¢do dy de uma

funcdo simples ndo negativa
N
fx) =) ajxe, ),
j=1

onde os conjuntos E;’s sdo dois a dois disjuntos e a; > ... > ay > 0. Em geral, se aj; < & < a;

e |f(x)| > ocentdo x € Ey U--- UE;. Definindo

temos que

df(o‘) = Z Bj%[ajﬂ,aj)(o‘)’

J=0

onde ay = e By = ay+1.

Proposicdo 3.3.1. Se f e g sdo fungdes mensurdveis em (X, it). Entdo para todo o, B > 0 temos:
1. |g| < |f| u - q.t.p. implica que d, < d;
2. depla) =dy (%
3. dyig(a+B) <ds(a)+dy(B);

4. dyg(af) < ds(a) +dg(B).

, paratodo c € C—0;

Demonstragdo. 1. Se |g| <|f| K - g.t.p. entdo temos que existe um conjunto mensuravel E

tal que u(E) =0e |g(x)| < f(x), para cada x € E°. Dessa forma,
{xeX:|lgx)|>a}lnE°C{xeX:|f(x)|>a}NE.
Dai,

p({xeX: gl >a}) <u({xeX:|f(x)|>a}), Yo>0
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Assim, d, < dy.
2. Observe que,

cf ()] > @ <= ()] > =

]

Dessa forma, temos que

{xEX:|cf(x)|>a}:{x€X: |f(x)|>ﬁ}

Assim,

pxeX tlef(x)] > a}) = ({xeX: f(x)]> ﬁ})

o
Dai, dcf((X) = df (ﬂ)
c
3. Observe que, se x € X é tal que | f(x)+g(x)| > a+ B entdo |f(x)| > a ou|g(x)| > B, pois
caso contrdrio terfamos | f(x) +g(x)| < |f(x)| +|g(x)] < a+ B. O que é uma contradicao.

Deste modo,

{xeX: |f+g!>Oc+l3}C{x€X:|f]>a}U{xEX: lg| > B}
Assim,
drig(o+B)=p({xeX:|f+g|>a+p}) <u({xeX:|f|>a}(J{xreX:|¢g>B})

<u({xeX:|f|>al)+p{xeX:|g > B}
dy(a) +dg(B).

]

O conhecimento da fungdo distribui¢do dy fornece informagdes suficientes para avaliar a
norma L” de uma fungdo f com precisdo. Provamos o seguinte resultado que descreve a norma

L? em termos da fungio distribuic¢io.

Proposiciao 3.3.2. Se f € L (X, ), com 0 < p < oo, entdo

1715 =p | ey
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Demonstracdo. Com efeito, temos que

pA W’Wﬂawazp[;apléxgﬂmxwﬂﬂﬂd“
£ ()] 1
= // paf dadu(x)
xJo
~ | @ Pdu)
X
=17,
onde usamos o Teorema de Tonelli na segunda igualdade. [

Observacao 3. O mesmo argumento produz o fato mais geral de que para qualquer fungao

crescente continuamente diferencidvel ¢ em [0,0) com ¢(0) = 0 temos que

J90sDdu = [ ¢'(e)ds(e)de

Agora, ap6és a defini¢do e propriedades da funcdo distribui¢ao, estamos prontos para

definir espagos L fracos.

Definicéo 3.3.2. Dado 0 < p < o, 0 espaco L” (X, i) fraco é definido como o conjunto de todas

as funcgdes f U - mensurdveis tais que
. cr
||f||LpA,°° = mf{C >0: df(OC) < EV(X > 0}
¢ finito. Os espaco L™ (X, i) fraco é por definicdo L™(X, ).

Observacio 4. E importante notar que

<=

) cr
| fllzpe = inf{C > 0:ds(ax) < ﬁva > 0} = sup{yds(y)r : y> 0}.

O espago L? fraco é denotado por L”* (X, u). Duas fungdes em L”*(X, i) sdo conside-

radas iguais se sdo iguais U- qtp. A notagdo L7 (R") é usada para L7 (R",|.]).

Observacao 5. Usando as propriedades de funcdo distribui¢do temos que
L. |lef|lep= = |c]||f]|zr~ para toda constante complexa c diferente de zero.
2. |If +gllzre < cp(llflle+ llgllzne) onde cp = max(2,27)
3. Ifllp==0 = f=0 p-q.tp.
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Demonstragdo. Fixe Yy >0e 0 < p < 1. Como ¢7 € uma fun¢do crescente para t > 0,

entdo usando a propriedade de distribui¢do temos que

(@) . (df@;d <%>)‘

L ~ ~
. Como ¢7 € uma fun¢do convexa entdao temos que

. Portanto, temos que

Multiplicando por y temos que

Y

Lo Ly <o
Ydrig(Y)r <27 (2 dy ) <20 (|| fllze=+llgllzr=)

1
F<2v (|| fller=+ || gllze=)

==

Logo, || f +gllr= = sup{¥[ds¢(7)]
7>0

Em virtude de 1, 2 e 3, temos que L”*” é um espago quase-normado para 0 < p < oo.

Os espacos L? fracos sdo maiores que os espacos L” usuais. Para ser mais preciso:

Proposicio 3.3.3. Para 0 < p < e alguma f € L(X, i) temos que || f||zr= < || f]|Lr. Assim,

temos que L? (X, u) C LP7(X, ).

Demonstragdo. Pelo Teorema 2.1.12 temos que

1
dr(a) < — Pd
HO) S G [ g TN

Dai, temos que

o)< [P

Donde, / | £ (x)|Pdu(x) < || f]|7». Por outro lado,
{elf(x)[>o}

=

| fllLpe= = sup{yds(y)» : y > 0}

Dessa forma, temos que

Il < odgl@y< [ FPdu) < I
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]

Observacdo 6. Em geral, L? C L”*™ é estrita. Por exemplo, em R"” com a medida de Lebesgue
usual, considere A(x) = |x| ». E facil ver que & ndo estd em L”(R"), mas estd em L com
1

||A]|zp (R™) = v}, onde v, é a medida de bola unitdria em R".

Os espacos L? fracos sdo completos mas nio demonstraremos por julgar que essa fugiria

do escopo desse trabalho.

3.4 Convergéncia em Medida

Definicdo 3.4.1. Sejam f, f,,n=1,2,..., fungdes mensurdveis em um espaco de medida (X, ).

A sequéncia f, converge em medida para f se Ve > 0 existe ng € Z™ tal que

n>ny = U{xeX:|fulx)—f(x)|>e€}) <e.

Observacao 7. A defini¢cdo anterior € equivalente a seguinte:

Para todo € > 0 temos que
n—o = u({xeX:|fu(x)—f(x)|>e})—0.

De fato, se n >ng = u({x € X : |fu(x) — f(x)| > €}) < € temos entdo que lim pu({x € X :
n—soo
|fu(x) — f(x)| > €}) = 0. Para ver o outro lado considere € > 0 e escolha 0 < é < €, aplicando

a definic¢dio para & temos que existe ng € Z ™ tal que

u({xe X :[fulx) = f(x)] > 6}) <6,

paran > ny. Como u({x € X : |fu(x) — f(x)| > €}) <u({x e X :|fu(x) — f(x)] > 8}), temos
que u({x € X : |fu(x) — f(x)| > €}) < & para todo n > ny. Fazendo n — o temos que

limsupu({x e X : |fu(x) — f(x)| > €}) <o

n—oo
Como tomamos 0 arbitrario tal que 0 < § < € temos que fazendo § — O entdo lim u({x € X :

| fu(x) — f(x)] > €}) = 0 para todo € > 0. )

Proposiciao 3.4.1. Seja0 < p<oe f,,f € LP7(X,u).
1. Se f,,f €L’ e f, — femL?, entdo f,, — f em L"™,

2. Se f, — fem L™ entdo f, converge para f em medida.
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Demonstragdo. 1. Considere 0 < p < oo. Por 3.3.3 para todo € > 0 temos que

B € X 10— 0] > €1 < — [ 1= flPdu

Assim, temos que

ePp({x e X : |fulx) - F(x)| > €}) < /X fu— flPdu

Fazendo g = f, — f, temos que e’ ({x € X : | f,(x) — f(x)| = €”d,(€). Donde, usando a
defini¢do da norma em L”*° e como por hipétese f converge para f, em L”, temos que
converge em L7, O caso p = o € imediato, ja que nesse caso L™ fraco é defino como o
espago L.
2. Dado € > 0 existe ng tal que n > ng, temos que
sup gt (Lx €X : () = F(3)| > 0})7 = | fu— flun= < 7!

Tomando & = €, concluimos que a convergéncia em L” implica a convergéncia em medida.

]

3.5 Um primeiro vislumbre de interpolaciao

Ao dividir X nas regides em que uma fun¢do € maior que 1 e outra em que € menor que 1
podemos mostrar que se uma funcdo f estd em L” (X, ) e em L9(X, 1) entdo ela também estard
em L"(X, ) para todo p < r < g. A seguir obteremos um espago mais forte usando espagos L”

fraco.

Proposicao 3.5.1. Sejam 0 <p<g<we f€ Lp’“(X,u)ﬂLq’“(X,u). Entdo f € L' (X, u)

paratodo p <r<gqge

1_1 1_1
R =) nt=)
I < (2 + =) sk sk

com a interpretagdo adequada quando g = oo.

Demonstragdo. Seja g < o=. Observe que,

i) < min Wl 111
f — ap 4 .

o4

De fato, por defini¢cao temos que
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. cP
1 llne = f{ > 0:dy(a) < v > o}

p
Seja {cj}; C {c >0:ds(a) < %Va > 0} uma sequéncia tal que ¢; N\, || f||zr=. Dessa forma,
p
C

temos que dy(a) < a—;. Donde, pela permanéncia do sinal e pela continuidade da funcao

h(t) =7, temos que

(limjec))? | flI7pe
oP T oqP

dr(a) <

De maneira andloga temos que

[1f ||z

dp(o) < =1

Deste modo,

4y(@) < min{ W= Wi,

o4

Agora estimaremos a norma L" de f. Pelo Proposi¢ao 3.3.2

Iflls = r/o o~ ds(a)dar.

Segue que

op o4

Il <7 o tmin{ 1= 10 A
0

1
Por hipdtese temos que p < ¢, utilizando o fato de h(t) =177 ser crescente temos que

1

I Izp= ]z qi-» < W llies o< (Hfugq,m)q-p

ar = od = 1/12,- [l

q 1
W \a>P
Defina B = (&) . Dessa forma, temos que

£l
p q P
i { U1 Wlae) UV o

E, temos que

P q q
win = Vs UV 5

o T ol
Voltando para a integral tempos que

e p q B P o0 q
e (L .
0 0 o B o

opP o4

B oo
—r [Ca N flpedatr [ @ e da
0 B

B oo
= | @ ot e |0
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Calculando as integrais separadamente temos que

B r—p B r—p
o B
—p—1
o P da = ‘ =
/o r—plo r—p’

%) t
/ o P lda=1lim | o 9 'da
B 1= Jp

o4\t {4 Br4
— lim — lim ( _ )
tmor—glB 1= \r—q r—gq
onde a integral converge parar—p >0er—gq <O0.
Donde, segue que
BP B4
1Al < A7 — + [ fllzo=——
r—p q—r
g \ L
W\ P
Substituindo B = ( ”;”II;(I ) segue o resultado. O caso g = o € mais facil. Por definicao,
L

temos que

£l =inf{B>0: u({x:£(x)| > B}) =0} e,
dp(a) = p({xeX : |f(x)| > o}

Dessa forma, d (o) =0 quando o < || f|| 1. Pelo Teorema 2.1.12 temos que d (@) < o || f|| £

quando & < ||f||z~. Dali,
1Al =r [ o dy(o)da
0
Wl
<r [0 @ e || ede
0

.
=l [ @ da

o P ‘Iflle
0

= rl|fllee-

r

r—p

r—=p

AL A1l ="

Assim, tirando a r-ésima raiz temos que

r

r—=p

1 14 r—p
170 < (5= ) U= 02

]

Observe que tomando L”” e LY como L? e LY, respectivamente, a desigualdade € valida

com constante igual 1.
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Muitas vezes € conveniente trabalhar com fungdes que estdo apenas localmente em algum

espaco L. Isso nos leva a seguinte definicéo.

Definicéo 3.5.1. Seja @ C R" um aberto, para 0 < p < oo, 0 espago L (Q,].|) é o conjunto de

todas as funcdes f Lebesgue-mensurdveis em R" que satisfazem

| 1relrdr <,
K

para qualquer subconjunto compacto K de R". Fungdes que satisfazem essa defini¢do para p = 1

sdo chamadas de fungdes localmente integraveis em Q e denotaremos por L. (Q) .

Observacio 8. A unido de todas os espagos LF (R") para 1 < p < o estd contida em L] .(R").
Mostraremos mais que isso, se f estd em L7 (Q), com 1 < p < oo e Q é um subconjunto aberto
de R", entdo f é localmente integravel.

De fato, caso p = 1 € imediato, pois dado K C Q, temos que

J sl < [ 1flap <

1 1
Assumindo 1 < p <o e qtal que —+ — = 1, para qualquer f € LP(Q) e K C Q compacto, pela
P 4q

desigualdade de Holder temos que

Jolstdx= [ |fzelax

<| [ irieax
= fl RO

1 1
P q

/dx
K

< =

1
Como f € LP(Q) e K é compacto temos que || f||zru(K)? < oo. Dessa forma, segue que
f€LL.(Q). Tomando Q = R", j& que R" é aberto de R", segue o resultado.

Observacao 9. De modo geral, para 0 < p < g < o segue que

LY(R") c L]

loc

(R") c LY

loc

(R")

De fato, sejam f € LY e K compacto.
1. Observe que / fldp = / S |9dp < / F9dp < oo, Assim, LI(R") C LI (R™).
K R R
2. Sejam fe L]l eE= {xEK: If(x)] < 1}. Entdo,

loc
Jisiran = [ 1pvaps [ ifirap.
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Agora veja que
o [I1frdu< [ 1dp=p(E) < p(k) <o
b) Se x € E€ entdo |f(x)| > 1 daf [f(x)]” < |g(x)|?. Logo, / |f|Pdu §/ |f]? <
E¢ E¢

/ | f]? < oo, pois E€ C K.
K

Assim,

/ |f1Pdu < u(E) +/ |f|9du < oo.
K Ec

q p
Dessa forma, temos que L, (R") C L; .

(R™). Donde, L(R") C L{

loc

(R") C LY (R™). O

loc

Fungdes em LP(R") para 0 < p < 1 podem nio ser localmente diferencidveis, como

mostra o préximo exemplo.

|—n—0£

Exemplo 2. Tome f(x) = |x Xjxj<1 que estdem LP(R") quando a >0 e p < %. Observe
= n
que f ndo é diferencidvel sobre nenhum conjunto aberto em R” contendo a origem. Segue

diretamente do teorema 2.1.8.
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4 CONVOLUCAO E APROXIMACOES DA IDENTIDADE

A nog¢do de convolugdo pode ser definida em espacos de medidas munidos de uma
estrutura de grupo. Mas, o ambiente mais natural para definir convolugdo € o contexto de grupos
topoldgicos. Isso nos permite estudar esse conceito em R”, Z" ¢ T" de forma unificada. Além
disso, como as propriedades bésicas de convolucdes e aproximacdes da identidade ndo requerem
comutatividade da operagdo de grupo, podemos supor que os grupos ndo sao necessariamente
abelianos. Assim, os resultados desta secdo também podem ser aplicados a estruturas nao

abelianas como o grupo de Heisenberg.

4.1 Grupos Topologicos

Um grupo topoldgico G € um espago topoldgico de Hausdorff que também € um grupo
com a operacdo -G x G — G que denotaremos por -(x,y) = xy tal que as aplicagdes (x,y) — xy e

1

x — x sdo continuas. Além disso, diremos que G € localmente compacto quando a topologia

subjacente € localmente compacta e de Hausdorff.

Exemplo 3. Os exemplos usuais sdo fornecidos pelos espacos R" e Z" com as topologias e

operagdes usuais. Outro exemplo € o espaco T" definido da seguinte forma
T" =[0,1] x [0,1] X ... x [0,1]
com a topologia produto usual e a operacdo da adi¢do do grupo de n-uplas mod 1, isto é,
(X1 ey Xn) + (V15 vn) = ((x1 +y1) mod 1,...,(x,+y,) mod]l)

Seja G um grupo topolégico localmente compacto. Sabe-se que G possui uma medida
positiva A nos conjuntos de Borel que € diferente de zero em todos os conjuntos abertos nao

vazios e € invariante a esquerda, o que significa que
A(tA)=A(A), (emqueta={ta:acA}.

para todos os conjuntos mensuraveis A e todo r € G. Tal medida A é chamada de medida de Haar
(a esquerda) de G. Para uma prova construtiva da existéncia da medida de Haar indicamos [5].
Além disso, a medida de Haar € tnica, a menos de multiplicagdes por constantes positivas. Se
G ¢ abeliano entdo toda medida de Haar invariante a esquerda também serd invariante a direita.

Isto é, A(tA) = A(Ar) = A(A)VA C G et € G tal que A é mensurével.
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4.2 Convolucao

Ao longo desta secio veremos a defini¢do de convolucio e algumas da suas propriedades,
para isso fixaremos um grupo localmente compacto G e uma medida de Haar invariante a
esquerda em G. Os espagos LP(G,A) e L7*(G,A) serdo simplemente denotados por L”(G) e
LP%(G).

A invariancia a esquerda de A garante que paracadat € Ge f € L! (G) temos

/fxtd/'L /f VA (x

Definiciio 4.2.1. Sejam f,g € L!(G). Definamos a convolucio f * g por

(r9)® = [ F0)80™0dA0)

Fazendo uma simples mudanca de varidveis tomando z = x~ 'y temos que

(Fe9) = [ fGgl)dA()

usando a invariincia a esquerda de A. Observe que tomando G = R" com a estrutura da adi¢do

usual, entdao y*l = —y e a convolugdo € escrita com

(Fe9@= [ s

Observacao 10. A integral / f(»)g(y~'x)dA(y) é bem definida (quando f, g € L'(G), uma vez
G
que a seguinte integral dupla converge absolutamente. De fato, usando o Teorema de Tonelli

temos que

w//v g ()| dA ()dA (x) //v el A (A ().

Donde, usando a invariancia de A temos

| L10)ls0™ laaxare) = [ 170 [ leb iR 0dAw)
= L1701 [ sldn (a0
= [ 10)llgleda0)
= lglui@) [ 170)1da0)
= lgllue £ (o)
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Como f e g pertencem a L' (G) temos que | g| @) I fllL1 () < ee. O que nos permite concluir
que

1f &l < el (4.1)

Ou seja, a convolucdo de duas funcdes integraveis também € uma fungdo integravel, e

além disso, a sua norma L'. é menor ou igual ao produto das normas L' de cada funcao.

Exemplo 4. Em R seja

Por defini¢do, temos que

(re0)= [ 70) =)y

Agora observe que,
1, ye [x_ 17x+1]

flxr=y) =
0, y¢[x—1,x+1].

Donde,

(£ = [ ) fle=y)dy

= 1dy
[—1,1]N[x—1x+1]

=|[-1,1]Nnx—1,x+1]].

Vejaque [—1,1]N[x—1,x+1] =0 parax < -2 oux > 2. E, para |x| <2 temos que |[—1,1]N
[x—1Lx+1]|=2—|x|

Assim,

(f*f)(x) =2—|x], se |x| < 2.

Observe que (f * f) é "mais suave"que f e, da mesma forma, obtemos que f * f* f é "mais

suave"que f x f.

Proposicio 4.2.1. Paratoda f,g,h € L'(G) segue que
1. fx(gxh)=(fxg)*h.
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2. fx(g+h)=fxg+f*xhe(f+g)xh=f+xh+gxh.

Demonstragdo. 1. Observe que

f(gxh)(z /f (g*h)(x"'2)dA ()
_ / flx /g y)h yile 2)dA(y)dA(x)
G G
= [ | 1080)n07" A p)aaw

Por outro lado,

(F2g)<h(2) = [ (7 @) )0 '2)aA()
—/ / F@)g(xy)dA(0)h(y~ ' 2)dA(y)
= [ | £y )aA @A o)
= /G/Gf X)g(y)h(y " 'x'2)d A (x)dA(Y),
onde no tltimo passo foi feita a substituicio y' = x 'y, dai y'y ' =xley I =y~ Ix7 .

Comparando f * (g*h) com (f * g) *h segue o que queriamos.

(F+(g+m)e) = [ F0)(g+m)00dAE)
—/f (v %) + Ay 0)ldA(y)
= / fO)gb'x dl(y)+/ FOR( ™ x)dA(y)
G G
= (f*g) )+ (fxh)(y).

A outra parte segue de modo andlogo.

4.3 Desigualdades Basicas da Convoluc¢ao

Agora veremos algumas das principais desigualdades sobre convolugdo. A desigualdade

fundamental envolvendo convolugdo € a seguinte.

Teorema 4.3.1. Seja 1 < p < oo, Para f € LP(G) e g € L' (G), temos que g * f estd bem definida

em quase todo ponto e satisfaz
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g * fllre) < Mgl ) fllzr o)

Demonstragdo. Podemos supor 1 < p < oo, pois 0s casos p = 1 (ja fizemos na Observacao 10 )
e p = oo 530 simples. Primeiro iremos mostrar que a convolugdo |g| * | f| existe em quase todo

ponto. De fato, por definicao temos que

(17D = [ F6 080 aAG).

Aplicando a desigualdade de Holder com respeito a medida [g(y)|dA (v) as fungdes y — f (v~ 'x)

e 1 com expoentes pe p’ =

T respectivamente. Obtemos que

(Gel=11D < ( [ 156~ 011eda ) ( [ le)lane)”

Tomando a norma L? de ambos os lados e pela defini¢do de p’ temos que

lel+ Al < (el [ [ 1767917 le0)ldR (A )"

Por 2.1.6 temos que,

(el [ [ 6P armanc)” = (lell [ [ 167 91Par@lse)laae)

Dai,

el » ke < (s [ [ O 9PaA@Iso)lane))”
— (lelt" [ [ 1rpaacolemiaae)’
= (115 sl ™)

= [lfllzellgllLr < .

Isto mostra que |g| *

é finito A-q.t.p. e satisfaz a desigualdade. Como gx* f < |gx* f| < |g| *|f]

segue que g * f existe A-q.t.p. e satisfaz a desigualdade. [

1 1 1
Teorema 4.3.2 (Desigualdade de Young). Seja 1 < p,q,r < oo satisfazendo — +1 = — 4 —.

q p r
Entdo f € L?(G) e g € L'(G) satisfazendo ||g||-c) = ||§]|-(c)> onde §(x) = g(x~1) temos que

1f*gllzae) < gl ) 1 e o)



41

Demonstragcdo. Observe que se r < oo, temos que

1 1 1
——|—1—|——/:1+—
q p r
1 1 1
—+1—|——/:—+1
q r

Assim, as hipéteses sobre os indices implicam que
1 1

r/

1
Z _/:1,£_|_£/:1,f-|-1/:1.
q P q r qg P
Por defini¢do temos que

(780 =1 [ F0)el™0aAE)

Dai usando a desigualdade do médulo para integral, a hipdtese sobre os indices e arrumando os

termos

(80 < [ 17080 0ldA )
= [I0IF Pl 0l 7 ar )

p

= [0 (17015180015 le0~ 017

L
7

dA(y).

I 1 1
Pela desigualdade de Holder (pois — + — + — = 1) segue que
r-p q

L)1 (170l 017 leb 917 a2 )
<[ LUroFyaam)]” [ [ 1so#)7arm)]” | [ 1ro)Fls0™ 0l dam)] .

Donde,

\\‘.—

~|
Q=

1 1
7 »

[ [asoBy aam]” | s Y arm]” [ [ (ro)fise 0l an )]
= [ [voraron?][ [1so-arane)” | [ 1rorise-torare]

Note que

[ [1rorare]” =1s1
[ [so~arare]” = [ [ lgerane]”

1
P

l
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Tomando z = x "'y temos que xz = y. Donde, pela invaridncia  esquerda temos que

l

L
[ [letwrarm)” = | [ gora]” =g

Assim, temos que

(0l < IAIGIRIE | [ 170l rare)] "

Dati, aplicando a norma L? e arrumando os termos temos que

1

1)l < NIAENEIE | [ 1F0IPlel 0l aAG)] s

T

= [aAdyaenze] [ 1rorisooraronn] e w]

Q=

<IAIBIEIE | [ [ 0rorlse o rarearc) .

Por Fubini, temos

1B [ [ oo oraearw]” =I5
X [/G/G|f(y)\p|g(y1x)|’d,1(x)d,1(y)} 7

Olhando apenas para o termo da integral temos
1 1
[ [ 1ro)rlee ararwar)]” = 115"
GJG
Dai,

IAIEGIE [ [ [ roeleetorart = I lal (18l o]

+p r T
= flz gl

= [ fllzrl|&lle-
= A llerllgllzr,

pois por hipStese PoP_ Dyl qe llgllz- = ||€||z-- Donde,
rq roq

1f*8&llaey < gl I fller )

Por fim, observe que se r = oo, as suposicdes em p e g implicam que p = 1 e g = oo, caso em que

a desigualdade ¢ trivialmente valida. [

Observacao 11. O Teorema 4.3.1 é apenas um caso especial da desigualdade de Young em que

a fungdo g pode estar em qualquer espaco L' (G) para 1 < r < oo.
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Daremos agora uma versdo do teorema anterior para espagos L fracos.

Teorema 4.3.3 (Desigualdade de Young para espacos fracos). Sejam G um grupo localmente com-

pacto e A uma medida de Haar invariante  esquerda satisfazendo A (A) = A(A™!), para cada A C
1 1

G. Considere 1 < p <ooel < g,r < oo, satisfazendo — + 1 = — + —. Entdo existe uma constante

q p r
Cp.q,r > 0 tal que dados f € LP(G) e g € L"”(G), a convolugdo f* g existe A — q.t.p., e satisfaz

1f*8llza=(6) < Cparllgllr=ic)lflr(c)-

Demonstracdo. Como nas demonstra¢des anteriores, primeiros iremos obter a desigualdade para
a convolugdo dos valores absolutos das fungdes. Isso implica que | f]|  [g] < e A-q.t.p., e assim,
f* g existe A-q.t.p. e satisfaz |f*g| < |f]|*|g|. Podemos portanto assumir que f,g > 0 A-q.t.p.
A prova € baseada numa divisdo adequada da fun¢do g. Seja M um nimero real positivo a ser

escolhido posteriormente. Defina g1 = gX|4|<m © 82 = 8X|g|>m- Observe que

0, a>M
dg, (1) =
de(a) —dy(M), a<O0
do(a), a>M
dgz(“) ¢
de(M), <M

Agora observe que g = g1 +g». Donde, fxg = fx(g1+g) = f*g1 + f*gs Dai, pela

proposi¢do 3.3.1, temos que para cada 3 > 0 segue que

d1es(B) = iy oy (B) < e (B) s D).

Assim € suficiente mostrar a desigualdade para as fun¢des distribuicdes de fx gy e f*gy. Observe

que, utilizando a defini¢do temos que

lealls = [ ls100Fd2 () = [ (8100)'dAw)

Pela caracterizag¢do da norma L utilizando a fungéo distribuicdo e pela definicdo de g| segue

que

/G (21(x))°dA(x) = s / o' dy, (0)dar

OM
:s/o o~ (dy(0t) — dy(M))dex

M M
:s/o as‘ldg(a)doc—s/o oy (M)da.
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M M M M
s [ o ldepdas [ o ld0nda<s [T o glgeda—s [ o d ()da
0 0 0 0

Assim, calculando as integrais segue que

quando s < oo.

M M
s/ 17| g bt —s/ oy (M)dar
0 0

M M
= ||l s /0 @ Tda—dy(M)s [ o da

0
el — e (|
L=y =0 g s o=0
— ||gllfre ——M*" — dy(M)M*
S—r

s _
gl M — dg(M)M,

s
Dai, temos que ||g1]|7s < ——||g||r=M*"" —do(M)M?* , quando s < .
s—r

Analogamente ||g2]7 < M'™"||g||Lr=(

t =1, s = p’ e aplicando a desigualdade de Holder, quando p’ < o, temos que

Dati, utilizando a desigualdade encontrada para ||g;||z» temos que se p’ < oo

r 1

[(fxg) @) < I fllzellgll,, -

/

()] < IAIEC M7 =)

|(f*g)(x)| S ||f||LPM, N+ p/ — oo,

Se p’ < oo escolha M tal que

ese p =ootome M =

2[| £l

M= (B2 rg | £l lglii) 7,
B

teorema anterior, tomando r = 1 temos que

Dai,

1 * g2/l < [If Nl llg2ll -

r

1 *g2ller < N1l —M""|[g] -

r—1

. Para essa escolha de M temos que d ., (

1
). Como - = 17 —1—5 e segue que 1 < r < p’. Fazendo

) = 0. Agora, pelo
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Assim, para o valor M escolhido e utilizando o Teorema 2.1.12, obtemos

dpos(B) < dy ()

< 2[lf*g2llrB")?
< 27| flloM " || gl| e (r— 1) BTHP
= C} 4 BT I8N

—P
que ¢ a desigualdade necessdria. Esta prova dd que a constante C,, ; , explode com (r—1) ¢

quando r — 1. O

4.4 Aproximacao da Identidade

Introduziremos agora a nocao de aproximacgdo da identidade. Note que L! (G) pode nio
ter um elemento unitério, para a convolugo. Isto é, ndo necessariamente existe fy € L! (G) tal

que

Joxf=f=r*f,

para cada f € L! (G). Em particular, este é o caso quando G = R, de fato, a tinica fj que satisfaz
a propriedade ndo é uma funcdo, mas sim a distribui¢do delta de Dirac. E razodvel, portanto,
introduzir a no¢do de unidade ou aproximacdes da identidade. Uma familia de funcdes k. com a

propriedade kg * f — f em L' quando € — 0.

Definicao 4.4.1. Uma aproximagdo da identidade (quando € — 0) é uma familia de fun¢des
{ke}eso em L' (G) com trés propriedades

1. Existe uma constante ¢ > 0 tal que |[ke||,1() < ¢, V€ >0

2 /Gkg(x)dl(x) —1,¥e>0

3. Para qualquer vizinhanga V' do elemento identidade e do grupo G temos que
/ ke (x)|d . (x) — 0 quando & — 0
14

Observacao 12. E comum usar uma sequéncia ao invés de uma familia. Neste caso, a terceira

propriedade 3 vale quando n — oo.

Exemplo 5. Em R, seja P(x) = (n(x* + 1)) e Pe(x) = £ 'P(e " 'x) para &€ > 0. Como P; e P

tem a mesma norma Ll €

< 1
/_oo 2T 1alx = xgrilm[arctan(x) —arctan(—x)| = (g) - ( - g) =7
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A propriedade 2 € satisfeita. A propriedade 3 segue do fato que
1 1 1 2 o
—/ —#dx =1 — —arctan <—) — 0, quando € — 0.
=8 € (g)*+1 T £
A funcgdo P é chamada niicleo de Poisson. O nicleo de Poisson pode ser substituido por

qualquer func¢do integravel de integral 1.

Teorema 4.4.1. Seja k. uma aproximag¢do da identidade em um grupo localmente compacto G
com A medida de Haar a esquerda.

1. Se f € L(G) para 1 < p < o, entfo ||ke * f — f||1r(G) — 0 quando € — 0.

2. Quando p = oo, 0 seguinte € vélido: Se f é continua em uma vizinhanga de um subconjunto

compacto K de G, entdo ||kg * f — f||z=(x) — 0 quando € — 0.

Demonstragdo. Comegamos com o0 caso 1 < p < oo, Recordamos que as fungdes continuas com
suporte compacto sdo densas em L? para espacos de Hausdorff localmente compacto munido
com medidas decorrentes de funcionais lineares ndo negativos (veja [4]). Para uma funcao
continua g suportada em um conjunto compacto L, pelo Teorema da Convergéncia Dominada,

temos que

[ 1eh™ ) =g(0)Pdn ) —
quando & — e. Agora, dada f € L”(G), usando a densidade das fun¢Ges continuas de suporte

compacto em L e o limite descrito acima temos

LI = poran) —o.

quando & — e. Dai, dado 6 > 0 existe uma vizinhanga V de e tal que

)

pev = [150r - roparco <[]

onde ¢ € a constante da Definicdo 4.4.1. E, pelo terceiro item da defini¢do 4.4.1, existe & tal que
o
/ ke (y)|dA(y) < TS para cada 0 < € < &. Como k. tem integral constante igual 1 para
ve Ly

todo € > 0, temos

(ke £) () = F(x) = (ke % f) (x /h JAA(y
= L0710 = F)ke3)aA ()
- /V (PO = FEOOIAB) + [ (FO70) = ke ()IAD).
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Tomando a norma L” e usando a desigualdade de Minkowski para integral (veja [4]) temos que

I (6% = ke 5)aAO e < |, 165 = FOllo(canion ke ()R )

< [ ke ®)
_20/ ke ()IdA ()
0

= Z_CHkSHLl(G) =3

Além disso,

I [ 070 = kDA D riGancy < [, 2N fllsiekeIA) < 5.
’
Assim,
I [ (67~ FDke A D us@ancon < 50
I [ 0070~ DD i anioy < 5

Concluindo que

[ (ke * £)(x) = £ | o (Gani) < | /V(f(ylx) — f(xX)ke M)dA(Y)||Lr(G.a2 (x))

H 070 = Pk ()0 v anco)
0 O 0

O caso p = oo segue de forma similar. Como f € continua, logo € uniformemente continua em K,

dado & > 0 considere uma vizinhanga V de e € G tal que

)
—1
heV = |f(h 'x)— ()]<2c

para todo x € K onde ¢ é como na propriedade 1 da Defini¢do da aproximagdo da identidade, daf

considere & > 0 tal que 0 < € < & temos que

o
ke(V)|dA(y) < .
] Jkelda () s
Dessa forma, podemos concluir
sup| (ke )0) ~ /()] < [ Ike(0)]suplF(5~1) = F2)1d20)
xe

+ / ke supl (1) = () aA ()

xekK

o s,
2+2

0 que mostra que k¢ * f converge uniformemente para f em K quando € — 0 [l
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Uma simples modificacdo no teorema anterior nos da o resultado seguinte.

Teorema 4.4.2. Seja ke uma familia de fungdes em um grupo localmente compacto que satisfaz

as propriedades 1 e 3 da defini¢do da aproximacdo da identidade e, além disso,
/ ke(X)dA(x) = a € C Ve > 0.
G

Seja f € LP(G) para 1 < p <o,
1. Se 1 < p < oo, entlo [|ke * f —af||1r(G) — 0 quando € — 0.

2. Se p = e f € continua em um compacto K C G, entdo

ke * f — afl|=x) — 0

quando € — 0.
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5 INTERPOLACAO

A teoria de interpolacdo de operadores € vasta e extensa. Nesta secdo estamos preocu-
pados apenas com o Teorema da Interpolacdo de Riesz-Thorin. Comec¢amos estabelecendo os
requisitos necessarios para formular tal resultado. Sejam (X, ) e (Y, V) dois espagos de medida.
Suponha que nos seja dado um operador linear 7', inicialmente definido no conjunto das funcdes
simples em X, tal que para toda f simples, 7(f) é uma fungdo u mensurdavel em Y. Sejam
0 < p<oel<g<oo. Seexiste uma constante Cp, , > 0 tal que para todas fungdes simples de

f em X temos

IT (e ) < CoallFllrcx

entdo, por densidade, 7 admite uma unica extensdo limitada de L”(X,u) a LY(Y,v). Esta
extensdo também serd denotada por 7. Os operadores continuos em L” com valores em L? sdo

chamados do tipo (p,q) forte.

5.1 O Teorema da Interpolacao de Riesz-Thorin

O Teorema de Interpolacdo de Riesz-Thorin assume estimativas forte de um operador
definido em L? e L?, mas produz uma limitagdo natural na norma do operador nos espagos
intermedidrios. Infelizmente, € mais aplicdvel para operadores lineares e, em alguns casos,
para operadores sublineares ( geralmente por um processo de lineariza¢do), mas nao se aplica a
operadores quase lineares sem uma perda na limitagdo.

Lembre-se que uma funcao simples € dita finitamente simples se for suportada em um conjunto
de medidas finitas. Fungdes finitamente simples sdo densas em L” (X, i), para 0 < p < oo sempre

que (X, ) é um espago o - finito.

Definicao 5.1.1. Seja 7 um operador definido em um espaco linear de fungdes mensuraveis
(a valor complexo e definidos em um espaco (X, 1)) e tomando valores no conjunto de todas
fun¢des mensurdveis de valor complexo que sdo finitas, para quase todo ponto, em um espacgo de
medida (¢, v). Entao,

1. T é chamada linear se para todas fun¢ées f,g e A € C, temos

T(f+8)=T(f)+T(g) e T(Af) =AT(f)

2. T é dita sublinear se para todas fungoes f,g e A € C, temos
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T(f+) <[T(NI+IT (&) e[TAf)]= AT (f)]

3. T é chamada quase linear se para todas funcdes f,g e A € C, temos

T(f+&) <k(T(NI+IT (@)D e [TAf)]=I[AIT(f)
para alguma constante k > 0. A sublinearidade é um caso especial da quase linearidade.

Com o objetivo de apresentar a demonstracdo do Teorema de Interpolacdo de Riezs-
Thorin primeiro nds apresentaremos um resultado de andlise complexa. Para mostrar Lema 5.1.1

precisaremos de um resultado auxiliar no qual demonstraremos abaixo.

Proposic¢do 5.1.1. Seja S =R x [0,1]. Se f(z) € analitica em S e continua e limitada em S.
Entao,

sup ()| < max (‘sup|£(i)],sup (1 +ir)] ).

SN teR teR
Demonstrag¢do. Primeiro, suponha que f(z) — 0 quando |Rz| — . Considere a aplicago

h : S+ C definida por

Note que / é uma aplicagdo bijetivade Sem U = {z € C: |z| < 1} — {1}, € analitica em S

e mapeia dS em {|z| = 1} — {£1}. Portanto, G(z) := f(h~'(z)) é limitada e continua em U e

analitica no interior de U. Além disso, por causade lim f(z) =0, lim G(z) = 0 e podemos
9{(1)4)00 Z‘):tl

estender G para uma fungéo continua em {z € C : |z| < 1}. Assim, pelo o principio do médulo

maximo, temos que

G()] < max G(@)] = max (sup i) sup £(1 + )] ).

lof=1 t€R
o que implica a afirmacdo neste caso.

Em seguida, se f € uma func@o geral como na suposi¢do, entdo consideramos
202 _
f5.20(2) =0 f(2),6 >0,z €.

Como ]eé(Z_Z°)2| < %) com z—z0=x+iy,—1 <x<ley€R,temos que f5 . — 0quando

|Rz| — 0. Portanto,

[£(20)] = 15 20(20)] < max (‘sup| fs o, (ir) |, sup|fs o, (1 + )] ) < e max (‘sup|f(ir)|,sup| £(1+ir)]).
teR teR teR teR

Passando o limite para 6 — 0, como z € S é arbitrario, obtemos o resultado desejado. L]
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Lema 5.1.1 (Lema das Trés Retas). Seja F uma fun¢@o analitica na faixa aberta S = {z €
C:0< R(z) < 1}, continua e limitada no fecho de S tal que |F(z)| < By quando R(z) =0e
F(2)| < B(l)_eB? quando R(z) = 0,

|F(z)| < B quando R(z) =1 com 0 < By < Bj < . Ento,

para qualquer 0 < 6 < 1.

Demonstragdo. Sejam By := sup |F(it)|, By :=sup |[F(1+it)| e A € R. Defina
teR teR

Fo(z) = eMF (7).

Entdo, pela Proposi¢do 5.1.1, segue que |F), (z)| < max(By, ¢*B1). Assim,

F(0+it)| < e *9max(Bo,e*B)) = e *9By = 79111(%?)3 — (1), = BoB10
|F(0+it)] <e "’ max(By,e*B)) =e 0o=e¢e 0= Bo o =B{B,
B
paratodo t € R. e escolhendo A =1In (B—(])> (logo, elBl = By). ]

A seguir apresentaremos o famoso Teorema de Riez-Thorin

Teorema 5.1.2. Sejam (X, ) e (Y, V) dois espagos de medidas o-finitas. Seja T um operador
linear definido sobre todas as func¢des finitamente simples em X e tomando valores no conjunto

das fungdes mensurdveis em Y. Seja 1 < pg, p1,90,q1 < o e suponha que

| T (f)lle0 < Mol| f]|ro,

IT ()l <Myl fllzer,
para todas as fungdes f finitamente simples em X. Entdo para todo 0 < 8 < 1 temos
I7(A)llee < My~ MY flur
para todas as fung¢des finitamente simples em X, com

1 1-6 06 1 1-6 6
= + e

p Po P1 q q0 q1
Consequentemente, quando p < oo, por densidade, 7 tem uma tnica extensao tnica limitada de

LP(X,u) para L(Y, V) para p e q satisfazendo a condi¢do acima.

Demonstragdo. Seja

m
f=Y ae%ya,
=1
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uma func¢do finitamente simples em X, onde a; > 0, o sdo reais e A; sdo subconjuntos disjuntos

de X com medida finita. Precisamos controlar

I vy = sop] | [ TI0)e0)v0)| g simptes e el < 1.

Escreva
"B
_ LHPj
]:

onde b; > 0, B; sdo reais e B; sdo subconjuntos disjuntos de Y com V(Bj) < 0. Sejam

/ /

p p q q
P(z)=—(1—-2)+—zeQ(z) = (1 —2)+ =z
(2) Po( )Pl (2) %( )q,1

Paraze S={z€ C:0<R(z) < 1}, defina

fZ = Z af(Z)eiakXAk s gZ = Z bJQ(Z)eiBjXﬁju
k=1 j=1

F@) = [ T()0)g)av()

Observe que,
- P(0) L
fo=Y a %y, =Y are'®ya = f,
k=1 k=1
ja que,
1 1 1
roy=L(1-0)+ L0 :p<—(1 —9)+—9) :p(—> ~1.

Po P1 Po P1 p

De maneira similar temos que gg = g. Usando a linearidade de 7' e da integral, temos que

~
I

—_
~
Il

—_

Il
1=
ﬂ
/N
Q
>~
: D
“N.
N
X
2
N—
<
S—
1=
Sy
=
&
mN
s
I
QU
<
—
=

k=1j=17Y
= Z Z af(z)bQ(Z)elakeiﬁj/YT(XAk)(y>xBJ (y)dV(y)
k=1 j=1

Como ay,b; > 0, F € analitica em z, e aplicando a desigualdade de Holder em

| 705, 0)av )



para qo € g, temos que
1 1

[ T 0, 0ave) < ([ ITG)maves)) ™ ([ 1, 0)tavi) o
<70l f, 4v0))*

O\‘_‘

R
jdque f € LP° e v(Bj) < oo. Agora relembremos que
at = ¢80 = & Nog(a), z = x+iy € C.
Logo,

|aZ| _ |ex+iylog(a)| _ |e<ﬁ( z)log(a) ||e z)log(a )| |69{(z)10ga _ e‘ﬁ(z)log(a) _ a‘ﬁ(z)'

pr
Usando o fato dos Ax’s serem disjuntos temos que | fi||;n = | f||/5- De fato,

1
Ifillon = ( [ Vfalrav)™.

Por outro lado,

Ifizl”osza ) ey,
k=1

P(it) io, po
e XA,

|
Ms

S
~

~
I
—_

a7 g,

I
agE

~
I
—_

Veja que ¢! [P0 = 1. Além disso,

poP(it) = po(ﬁ(l —if) + ﬂit).
Po P1
Daf, R(poP(it)) = p. Assim, |a?*"")| = aP. Logo,
| firl P = Z aP |, |70

k=1

I
M=

|aP||xa ja que | xa, |70 = 1 = |xa,|"

T
[N

[a”| [, P17, jé que|e’®[” = 1

I
M=

T
1

|axAkeiak|p.

I
ngE

=~
I

53
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Donde,

m 1
Ifulln = (| Xz prav)”
k=
1
— (If|I2,) 7o
— Al

De maneira similar, temos que

4

lgicll 5 = llgll g

Aplicando a desigualdade de Holder para g e ¢ e utilizando a hipétese, temos que

Fin| = | [ 700 0eave)
<NT(Sfio)llso llgiell 4

!
< Mo||ﬁt||Lf’0||gitHZ0

2 d

= Mollf1l 75 lll g

De modo semelhante encontramos que

Y

P
1frviellr = 112> € llgrvall, 4 = N8l

Aplicando a desigualdade de Holder temos que

ya q’

[F(L+in) <Ml fliz gl g

Observe que F ¢ analitica no aberto S e continua em S. Além disso, F ¢ limitada na faixa unitdria

fechada ( para alguma constante que depende de f e g). Portanto, pelo Lema anterior temos que

v '1_

F@)I < (Mol A1 1)
< My OM (| fllr) "

-0
=My MY fller 18l o

(i1 Hgn‘“,’)e

!
1-6)+-6 2]

(gl s~
quando R(z) = 6. Observe que

P P
P(O)="(1-6)+—6=1
(6) pO( ) -
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0(6) = i,/(1 —0)+-0=1.
0 q;

S

Donde,

F(0) = | T(Ne)av(y).

. . /
Tomando o supremo sobre todas as fungdes finitamente simples g em X com norma LY menor

ouigual a 1. 0

Observacao 13. Pode-se provar a desigualdade de Young usando o Teorema da Interpolacao de
Riez-Thorin. Fixando uma fungio g € L" e seja T(f) = f*g. Como T : L' — L" com norma no
maximo ||g||zr e T : L” — L™ com norma no maximo ||g||z-, o teorema anterior dd que T aplica

L” em LY com norma no maximo | g|? (g} = ||g||z- , onde

)4 1

1 1-6 6 1-6 6
- rSq T

1
e_
q r



56
6 A TRANSFORMADA DE FOURIER

Ao longo desse capitulo iremos fixar G = R", nosso objetivo é definir a transformada
de Fourier para fungdes em L”, com 1 < p < 2. Para isso faremos uma construgio, a comecar
definindo a transformada para o espago L', mais adiante estenderemos para o espago L? e, por

fim, usando interpolagio definiremos para L com 1 < p < 2.

6.1 A Transformada em L'

Nesta secdo iremos definir a transformada de Fourier para o espacgo L' e veremos algumas
propriedades importantes que surgem da defini¢@o relacionando com defini¢cdes que ja nos foram

apresentadas anteriormente.

Defini¢o 6.1.1. Dada f € L' (R") definimos f(&) = / f(x)e 2™ dx, £ € R". f é chamada
Rﬂ

Transformada de Fourier de f.

Observacio 14. Se f € L'(R") entdo
&) =] [ rweeax| < [ 1r@e Elax= [ |l > Eldx= [ |f@ldx= ]
R R R R
Logo, || f|lz= < | fllz1. Além disso, m = f+Ag,Vf.geL' e A € C. Deste modo,
A:Lh— L7
£ f
¢ linear e continua.

_472

Exemplo 6. Se g(x) =¢ " xz, com x € R", entdo por defini¢do temos que

8 = [ et ey

Utilizando Fubini, temos que

n 00 n oo E; 2
_Am2.2 : A2 : g2l
/ e Amx, 2mxf;‘dx l l / o 4mx 27rlx’g'dx I l / e(27txj+l ) dee i
" j=17—°° j=17—°°

Por Cauchy-Gorsat

/ 6_(2nxj+l7])2dxj' — / e—(27‘£’x]‘)2dxj.
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Fazendo y = 27x j, segue que

T —(2mx))? .:i/m —y? :L -
/_me dx; > _ooe dy Znﬁ )

Logo,

Exemplo 7. Se g;(x) = e 4T comt > 0, entdo

il
G(E) = [ e Y

Y- |
= ¢~ T2y Vidy—, fazendo y = v/1x
R7 12
s EN 1
=2(%)
\/Z 12
= 2’"717_7”67‘52 1

Assim,
gi(&)=(4mt)7 e ¥,

O préximo teorema nos mostra que a transformada da convolugdo de duas funcdes € o

produto da transformada de cada uma.
Teorema 6.1.1. Se f,g € L' (R") entio m(ﬁ) = fA(§)§(§)

Demonstragdo. Por definicdo, temos que

(&) = [ (<)@ 2

= [ | 10)sle=ydye >,

Como [ [ 17()g(x—y)e 2 |dxdy = 1f]11 s ] por Fubini temos que

/ F()g(x—y)dye ™ dx = / / F()g(x—y)e ™S dxdy
n Rl’l n n

= [ 108 [ glxy)e 0 Edray
R~ R"
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)6—27'ciy§ /Rng(w e—ZEiwédey

/Rnf(y —2miyé /Rng(x_y)e—ZTCi(x y)édxdy /”
= [ 1) 5 ey = FlEE)
O]

Fazendo a substituicdo w = x — y temos que

A seguir vemos que em algum sentido a transformada de Fourier pode ser interpretada

como um operador auto adjunto
Teorema 6.1.2. Seja f,g € L'. Temos que
[ r@aeas = [ 7@)s&)as
Demonstragdo. Por definicdo, temos que
ag = [ £(&) [ e ™ g(v)ands

[ re@e

Por Fubini segue que
1@ [emgas = [ [ 1(8)
/ / F(E)e 27 gE dx

= /&
~ [swie)ae.
[

27l'lx§ )dédx

A seguir apresentaremos uma férmula de inversao

Teorema 6.1.3. Se f € L' (R") entio
meé —Am2E? 7 F(E)dE em 28

— 1
o) = tim |
Demonstragdo. Seja k(x) = e ~(37 Note que, fazendo y =
(4rm)2
1 —2nn 1 )
/k(x)dx:/ ,,ey2dy:—,,/eydy:1.
(4m)2 m2
Dati, pelo exemplo 6, k¢ (x) = —k(—) € aproximacdo da identidade. Pelo teorema acima dada
feL1 temos quekg>|<f—>femL1
Por outro lado,
_ a—y)? )
bex f0) = [ 55 v = [ (amed)te S f0)a
* = | — = €
e e any VP y)dy
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N a2 .
Lembre-se que dado g;(x) = e temos que g(&) = (4mt) 2e % . Assim,

[ane?)ie S gy = [ -0r0)ay
= [ [se(&)e 0 0ag 1)y

Usando o Teorema de Fubini segue que

[ [ ee(&e 20 ag fv)ay = [ ge(@)e™ [ o200 p(v)avae
_ / o ATEE 2TEF £
Em particular, fazendo t = 82, temos
/ eI AT EVIE =k i f — fo1 = O,
emL'. 0
No caso em que que ftambém estd em L' a férmula de inversio pode ser melhorada.
Corolério 2. Se f,f € L' e f ¢ continua em xg entdo f(xy) = /ezméxof(ﬁ)dé.

Demonstragdo. Pelo Teorema da Convergéncia Dominada, temos que

lim e—47r2t§2e27ri§x]?(§ )d& _ /eZEiEx]?(é )dé '

t—0t

Pela unicidade do limite e o teorema acima, temos que
1) = [ fE)de.

em quase todo ponto. Como f € continua em xg e F(x) = / ezméxf(é )d& é continua, temos que

fixo) = [ a0 f(E)de

6.2 A transformada de Fourier em >

Nessa secao estenderemos a defini¢do de transformada para o espaco L?. Faremos uma
construcao, através de observagdes, comecando com uma propriedade na intersecao dos espacos

L'el?
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Teorema 6.2.1 (Plancherel). Se f € L' (R") N L*(R") entdo f € L>(R") e || f]l;2 = ||f]| -

Demonstracdo. Seja g(x) = f(—x). Note que g € L' (R"). Usando a Desigualdade de Young,
1 1 1

pois (I +1= 1 + T) , segue que

1f*gll < llglill £l = (1F111)* < o=,

Assim f* g € L'(R"). Consequentemente f/;k\g estd bem definida. Por outro lado,

/f o2 g /f ezmxgdx_/f e 2mi dx = f(E).

~

Assim, lembrando que f*g(é) = f(&)g(&), temos

Fx8(&)=FE)F(&) =IF &)

Logo,
1713 = [1F©)PdE = [ Fra(&as = [ Frg(e)ac.

Mais ainda, note que f * g(x /g x—y)f(y)dy = /f(y —x)f(y)dy é continua em xg = 0.

Deste modo, pelo o coroldrio 2 temos

1713 = [ 0% Frg(&)dg = f+g(0)

=/fxg0—

— [ P00 [ @ f@dx = £
[

A seguir definiremos a transformada de Fourier em L?. Para isso, note que dada f €
L?existe {hj}iz C L'NL? tal que h; — f em L*.
De fato, se a;j(X) = f(x) X< entdo

[ hldx <1221 £z < — hye L.
E, |h; — f]* < (2|f])* € L% Ja que f € L* temos

J i gPax= [ AP0, e
x[>
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Observacao 15. Podemos obter .% : L? — L7 linear, continua e tal que Z(f) = f, para cada, f €
L'nr?.
De fato, dada f € L?existe {hj}iz C L'NL? tal que h; — f em L?. Em particular, 4; é de

Cauchy em L’e, pelo teorema acima,
1= Pl 2 = [l = Fll o = Il — | 2

Assim, {hAJ} é de Cauchy em L?. Pela completude de L? existe .7 (f) € L tal que }TJ — Z(f).
Mais ainda, podemos mostrar que .% (f) independe da escolha da sequéncia. Por defini¢do

vemos que .% : L* — L? tal que f — .Z(f) estd bem definida, ¢ linear, e

17 () = Flle = 17 (f) = Iyl + 1l 2

<17 (f) = hjll2 + 1l 2 = 0.

Logo ||.Z (f)|l;2 = || f|| ;2. Consequentemente, .% é linear e continua em L2. Abusando a notagio

denotaremos f = .F (f) quando f € L?, .7 (f) é chamada de Transformada de Fourier de f.

6.3 A Transformada de Fourierem L7, 1 < p <2

Podemos definir A : L (R") 4 L?(R") — F(R",C) (fungdes com dominio em R" e contra-
dominio em C) tal que f — f
Dada f € L' + 1% existem g € L' e h € L? tais que f = g+ h. Defina f: §—|—ﬁ, ¢ facil ver que

A € linear. Além disso,

1Al < UFllps VF €LY R e | fll2 < IIfll2, ¥V f € L' (RY).

Pela interpolagdo de Riesz-Thorin temos HfAHq < 179197, para cada 6 € [0,1] com p e ¢

definidos por

1 1 1 1 1
p ( 9)1+92 e . ( 9)0+92

I 1 -~
Observacio 16. Se p € [1,2] e g satisfaz — +~ = 1 entdio || f||; < || f|| »» para todo f € L' +L*.
V2

2(p—1

De fato, note que 6 = A=) € [0, 1], pois p € [1,2]. Além disso,
p

1 2p—2 -1 1

(1-0)- +9 Y kel e R

1 p p P

1
1-0)0+0-=—-=1
(1-0)0+05=""



62

Pela observagdo acima concluimos que Hqu <||fll, para todo f € L' 4+ L2,
Por fim, note que se p € [1,2] e f € L? entdo f € L' 4+ L?. De fato, sendo fi = T2l fw)>1) €
J2=f &) r()<1)- Temos que f = fi + fo. Além disso,

IAil=[ £l
[f()>1
<[ ferdxjaque p> 1
[f(x)[>1
< [1firax= 7l <=

Por outro lado

12l = [ 1 Zetsio \<1}|2
—/ 2dx
/ |f(x)[Pdx, ja que p <2
flo)l<1

< [1r@r =I1£1f, <

Juntando esse fato com as observacdes acima, finalizamos o texto com o importante teorema

Haurdosrff-Young

I 1

Teorema 6.3.1 (Hausdorff-Young). Sejam p € [1,2] e g tal que —+ — = 1. Se f € L7 (R") entdo
P 49

1Al < 1115

1 1
Observacio: O teorema acima garante que dados p € [1,2]e —+— =1lentdo A: L — L4

q
¢ linear e continua.
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