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RESUMO

Nesta tese, obtemos estimativas superiores para o primeiro autovalor do operador de esta-
bilidade de hipersuperficies com curvatura média constante (CMC) e bordo livre. Como
aplicacao, obtemos resultados de rigidez para a area de hipersuperficies CMC sob con-
digoes do primeiro autovalor e da curvatura do espago ambiente. Ao mudar a condic¢ao
de fronteira, obtemos uma estimativa para o primeiro autovalor do problema de Jacobi-
Steklov e, como aplicacao, obtemos um resultado de rigidez envolvendo o comprimento
do bordo da hipersuperficie. Comentamos ainda alguns desses resultados no contexto
ponderado. Notamos que parte dos resultados ainda se aplica para o autovalor principal
de uma MOTS imersa em uma 3-variedade M tipo-espaco em um espaco-tempo, se a con-
dicao de energia dominante for imposta juntamente com uma condi¢ao sobre a curvatura
de M. Estabelecemos a segunda variacdo da area para hipersuperficies do tipo-espago
com bordo livre imersas em um espago-tempo. Além disso, obtemos condi¢oes para que
essa imersao seja estavel em um espaco-tempo de Robertson-Walker. Por fim, apresenta-
mos dois resultados de rigidez para superficies CMC estaveis imersas em 3-variedades de
curvatura com Ricci positiva quando a massa de Hawking é zero.

Palavras-chave: Hipersuperficies com Curvatura Média Constante. Superficies com
Bordo livre. Operador de Jacobi. Problema de Steklov. Autovalores. Massa de Hawking.
MOTS. Espago-tempo.



ABSTRACT

In this thesis, we obtain upper bounds for the first eigenvalue of the stability operator
of constant mean curvature (CMC) hypersurfaces with free boundary. As an application,
we obtain rigidity results for the area of CMC hypersurfaces under conditions on the
first eigenvalue and on the curvature of the ambient space. By changing the boundary
condition, we obtain an estimate for the first eigenvalue of the Jacobi-Steklov problem
and, as an application, we obtain a rigidity result involving the length of the hypersurface
boundary. We also comment on some of these results in the weighted context. We note
that part of the results still applies to the principal eigenvalue of a MOTS immersed in a
3-manifold M of spacelike in a spacetime if the dominant energy condition is imposed and
a condition on the curvature of M is met. We establish the second variation of the area
for spacelike hypersurfaces with free boundary immersed in a spacetime. Furthermore,
we obtain conditions for this immersion to be stable in a Robertson-Walker spacetime.
Finally, we present two rigidity results for stable CMC surfaces immersed in 3-manifolds
with positive Ricci curvature when the Hawking mass is zero.

Keywords: Constant Mean Curvature Hypersurfaces. Free Boundary Surfaces. Jacobi
Operator. Steklov Problem. FEigenvalues. Hawking Mass. MOTS (Marginally Outer
Trapped Surfaces). Spacetime.
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1 INTRODUCAO

No ambito da teoria das superficies minimas, as superficies estéaveis ou de indice 1 tém
um papel muito especial. Citamos, por exemplo, o famoso teorema de Schoen e Yau [60]
que diz que se Y é uma superficie minima fechada orientavel e estavel em uma variedade
Riemanniana M? com curvatura escalar nao negativa S > 0, entao ¥ é uma esfera ou um
toro. Além disso, uma rigidez infinitesimal é verificada quando ¥ é um toro.

O indice de estabilidade de uma superficie minima pode ser definido como o niimero
de autovalores negativos do operador de Jacobi J de ¥. Geometricamente, esse indice
representa o nimero de diregoes (normais) linearmente independentes cujas variagoes
decrescem a area. De fato, cada autovalor é um invariante geométrico e, portanto, esta
diretamente relacionado com a geometria da superficie. Neste sentido, é natural investigar
relagoes geométricas envolvendo o primeiro autovalor, que denotaremos por M.

J. Simons em [64], obteve uma estimativa para A{ de hipersuperficies minimas na esfera
unitaria. Munido desse resultado O. Perdomo em sua tese de doutorado publicada em [54]
trabalhou resultado de rigidez, isto é, o caso da igualdade. Mais precisamente, Perdomo
demonstrou que se ¥ é uma superficie minima compacta orientada e nao totalmente
geodésica na esfera S3, entdo o primeiro autovalor do operador de Jacobi, \{, satisfaz
A < —4. Além disso, \{ = —4 se, e somente se, 3 ¢ um toro de Clifford.

A partir deste trabalho, varios outros resultados de estimativas para o A/ foram obti-
dos, mas sempre no caso de subvariedades fechadas. Citamos, por exemplo, os trabalhos
11, 119, |49} 2, 117, 23] e |24] para citar alguns. Destacamos o trabalho de M. Batista e I.
Santos em [14], onde eles obtiveram estimativas gerais, assumindo apenas uma limitacao
da curvatura do ambiente.

Nossa primeira contribuicao nesta tese é obter uma generalizacao destes resultados
para o caso de superficies com bordo livre. Mais precisamente, no Capitulo [2| obtivemos

os seguintes resultados.

Teorema 1.1. Seja (M3, g) uma variedade Riemanniana com bordo e tal que a curvatura
escalar e a curvatura média do bordo satisfazem inf S = a > —oo e inf H'M = b > —oo0,
respectivamente. Seja Y2 C M3 uma superficie compacta de dois lados com bordo livre e
curvatura média H constante. Entdo

1/3 0%  27x(%)
o< = (H2 )—b .
PE T Y TR T

Além disso, a igualdade vale se, e somente se, as sequintes condigcoes acontecem.
1. X € totalmente umbilica e a curvatura geodésica de 0% em X € constante igual a b,

2. S|y = a, H8M|32 = b e a curvatura Gaussiana de Y € constante;
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3. Ricy(N,N) = =X{ — LH? ¢ N estd no niicleo de 119" ao longo de 0.

Fazendo uma estimativa menos fina no sentido que a norma da segunda forma funda-
mental é positiva, obtemos uma restricao maior no caso da igualdade. Mais precisamente:

Teorema 1.2. Nas mesmas condigoes do Teorema[I.], temos

J a b 27 x (%)
<2 2 gn| 4 A2
RIS L R

Além disso, a igualdade vale se, e somente se,

1. X € totalmente geodésica, 0% consiste de geodésicas de OM e a curvatura geodésica

de 0¥ em X € constante igual a b;
2. S|y = a, H8M|32 =b e a curvatura Gaussiana de X € constante;
3. Ricy (N, N) = =)/ e N estd no nicleo do II?M ao longo de 0.

Nossos resultados também se aplicam no caso fechado, ou seja, quando 9% = (),
simplesmente considerando b = 0 nas estimativas acima. Nesta linha, obtivemos o seguinte

resultado de rigidez global:

Teorema 1.3. Sejam (M3, g) uma variedade Riemanniana fechada com curvatura escalar
S >6 eX?C M3 uma superficie mergulhada, fechada e orientdvel com curvatura média

constante. Se \{ > — (%2 + 2), entao X tem género 0 e

167
H2+ 4

Z| <

Além disso, se vale a igualdade na drea e Ricyy > 2, entdo a regiago convexa em média

Q C M, cuja fronteira € X, € isométrica a uma bola geodésica em S%., cuja fronteira é
S2(y/|%]/4x).

E novamente no caso com bordo livre:

Teorema 1.4. Seja (M?,g) uma variedade Riemanniana com curvatura escalar S > 6
e bordo convexo em média, no sentido de que H?™ > 0. Seja ¥* C M?> uma superficie
mergulhada, orientdvel, com curvatura média constante e bordo livre em OM. Se \{ > —2,
entdao Y. € topologicamente um disco e |X| < 2.

Se a igualdade for atingida e a curvatura de Ricci satisfazer Ricy > 2, entao Y €
isométrica a S%r. Além disso, se a curvatura Gaussiana do bordo satisfaz Ko™ > 1, temos

que M? ¢ isométrica a S3.

Por fim, enfraquecendo a condi¢ao na curvatura, temos:
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Teorema 1.5. Seja (M3, g) uma variedade Riemanniana com curvatura escalar S > 0.
Seja X2 C M3 uma superficie fechada, mergulhada e orientdvel com curvatura média
constante H, tal que \{ > —%2. Entao, X% tem género 0 e

167

H?

Além disso, se 3 € o bordo de uma regiao limitada €2, com H > 0 em relagio ao

3| <

normal que aponta para o exterior de §2, e a igualdade é satisfeita, entdo 3 € isométrica

a uma esfera redonda e ) é isométrica a uma bola Euclidiana.

Teorema 1.6. Seja (M3, g) uma variedade Riemanniana com curvatura escalar S > —6.
Seja X2 C M3 uma superficie merqulhada, fechada e orientdvel com curvatura média
constante H tal que \{ > 2 — HTQ Entao,
167 (1 —
H? —4
em que v € o género de . Além disso, se ¥ € o bordo de uma regido limitada ), com
H > 0 em relagao ao normal que aponta para o exterior de €2, v = 0 e a igualdade é
satisfeita, entao X € isométrica a uma esfera redonda e €2 € isométrica a uma bola do

espaco hiperbolico H?.
Nos também obtemos teoremas para dimensoes superiores.

Teorema 1.7. Sejam (M"™, g) uma variedade Riemanniana fechada com curvatura es-
calar S > n(n+1) e X* C M™ uma hipersuperficie fechada, mergulhada de dois lados

com curvatura média H constante. Se /\‘1] > —n, entdo

n(n—1) < ][ Ssda.
s

Além disso, se Ky > 1, ¥ € simplesmente conexa e vale a iqualdade, entio M"T' ¢

isométrica a S* com a métrica candnica.

Para o caso em que a variedade ambiente é completa e possui curvatura seccional nao

negativa, temos que

Teorema 1.8. Seja (M™! g) uma variedade Riemanniana completa com curvatura esca-
lar S > 0. Sen > 6, assuma também que M € spin. Seja X" C M™ ' uma hipersuperficie
fechada, mergulhada, de dois lados com curvatura média H constante tal que H > n. Se

A > —n, entdo

n(n—1) < ][ Syda.
>

Além disso, se a igualdade for atingida, 3 € simplesmente conexa, bordo de uma regido
e se a curvatura seccional de M™ for ndo-negativa, entdo a regido delimitada por ¥ em

M"Y € isométrica a uma bola do espaco Fuclidiano R,



CAPITULO 1. INTRODUCAO 11

Na segao discutimos o caso de variedades ponderadas. Uma variedade ponderada
¢ uma variedade Riemanniana em que a medida de volume é a medida candnica associada
a métrica Riemanniana multiplicada por uma func¢ao peso. Com isso, temos o seguinte

teorema baseado nos trabalhos de Ambrozio [4], Castro e Rosales [16].

Teorema 1.9. Seja (M3, g, f) uma variedade ponderada com a < Syel e 0 < b =
inf H?Mef. Seja X2 C M3 uma superficie compacta, de dois lados com bordo livre, f-

minima e fortemente f-estdvel satisfazendo
a|X|; = 4mx(X) — 20|02
e suponhamos que uma das sequintes hipoteses acontece

1. cada componente de 0% é localmente comprimento ponderado minimizante; ou
2. inf HPM = 0.

Entao existe uma vizinhanga de X em M tal que é isométrica a ((—¢,€) x 3, ds?* + gx)
com densidade constante, onde (X, gs) tem curvatura Gaussinana constante igual a § e
0% tem curvatura geodésica constante igual a b em . Finalmente, se M é completa e
Y. € drea ponderada minimizante na classe de isotopia, entao f é constante e a variedade

produto R x ¥ € isométrica a um recobrimento de M .

No Capitulo 3], introduzimos o problema Jacobi-Steklov para superficies com bordo.
Denotamos por ¢; o primeiro autovalor do operador de Jacobi-Steklov e obtemos a se-

guinte estimativa.

Teorema 1.10. Seja (M3, g) uma variedade Riemanniana com bordo e tal que a = inf S
e b = inf H?M sdo finitos. Seja X2 C M?® uma superficie compacta de dois lados com
bordo livre, curvatura média H constante tal que oi satisfaz a caracterizacdo variacional

via quociente de Rayleigh. Entdo

X 2mx(3)

—b.
ESRENED]

1 3
ot <= (a+ 58°)

Além disso, a igualdade vale se, e somente se,
1. X € totalmente umbilica e tem curvatura Gaussiana constante;
2. S|y =a, HM|ss = b;
3. Ricy (N, N) = —;H2 ao longo de ¥ e II?"(N, N) = —ca{ ao longo de 0.

Como consequéncia obtemos um teorema de rigidez para o comprimento do bordo

inspirado no Teorema de Mendes (veja [48, Theorem 1.4]).
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Teorema 1.11. Seja (M3, g) uma variedade Riemanniana com bordo ndo vazio tal que
Ricyy > 0 e I1%M > 1. Seja ¥* € M? uma superficie mergulhada e orientdvel com
curvatura média constante e bordo livre tal que of satisfaz a caracterizagio variacional
via quociente de Rayleigh com of > —1. Entio, ¥ é topologicamente um disco cujo o

bordo satisfaz
|0%| < 27.

Além disso, se vale a igualdade, ¥ é isométrica ao disco D e M? € isométrica a bola

=3
B" C R3.
Para dimensoes superiores, temos o seguinte teorema:

Teorema 1.12. Seja (M", g) uma variedade Riemanniana compacta com curvatura sec-
cional Ky; > 0 e sequnda forma fundamental do bordo 11 > 1. Seja X" ' C M™ uma
hipersuperficie mergulhada com curvatura média constante e bordo livre tal que oy satisfaz

a caracterizagio variacional via quociente de Rayleigh com of > —1. Entdo

(n—2)|0%| < 1/Sg+/ H®
2 ) ox

e, se vale a igualdade, Y é isométrica a bola fechada B" . Além disso, se a curvatura
de Ricci do bordo de M™ satisfaz Ricgys > (n — 1)g, temos que M™ é isométrica da bola
Euclidiana fechada B".

No Capitulo [4, obtemos versdes de alguns teoremas provados no Capitulo [2] para o
caso de MOTS em um conjunto de dados iniciais. Isto inclui uma estimativa superior
para o autovalor principal do operador de estabilidade de MOTS, uma estimativa para a

area da MOTS e a rigidez do conjunto de dados iniciais. Entre eles, temos:

Teorema 1.13. Seja X2 uma MOTS em um conjunto de dados iniciais (M3, g, K). Su-
ponha que exista uma constante c¢ tal que u—|J| > ¢ sobre 3. Entdo, o autovalor principal
do operador de estabilidade de ¥ satisfaz

27(2 — 2)

o< =
I < —c+ |Z|

Além disso, se vale a igualdade, a sequnda forma fundamental luminosa x € identi-

camente nula, \f = M\ e a curvatura escalar de X € constante dada por Sy, = 2c + 2\F.

Aqui, Ly denota o operador de Jacobi simetrizado. Veja a se¢ao [4.1] para definigoes.
No Capitulo [f, determinamos a primeira e a segunda variagdes da drea para hipersu-

perficies do tipo-espago com bordo livre imersas em uma variedade Lorentziana.

Teorema 1.14 (Segunda variagao da area). Sejam M™™ wma variedade Lorentziana e

0 :(—€,6) XX — M uma variagio de uma hipersuperficie do tipo-espago X" em M"1,
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onde int(X) C int(M) e 0¥ C OM. Se ™ é estaciondria com curvatura média constante
H, entao

(A—HV)"(0) = Z(u,u),

onde u = (X, N) é a componente normal do vetor velocidade e T é a forma bilinear em
C*(X) definida por

I(v,w) == — /E {(Vsv, Vsw) + (Ricy (N, N) + |A]?) vw } da — /a . I1°M(N, N)vwdC.

Aqui, Ricas € o tensor de Ricci de M™" e II9M ¢ a sequnda forma fundamental de OM

em M™1,

Seguindo o trabalho de Barros, Brasil e Caminha em [12], onde eles estabeleceram
condicoes de uma imersao do tipo-espaco com curvatura média constante no espaco ge-
neralizado de Robertson-Walker (GRW) seja maximal ou um slice do tipo-espago, apre-

sentaremos um resultado similar para hipersuperficies do tipo-espaco com bordo livre.

Teorema 1.15. Seja X" uma hipersuperficie do tipo-espago estaciondria com bordo livre
imersa em N = —T x4 M", de modo que nos pontos do bordo de X" o vetor normal

N coincida com O;. Entao

(a) Se HY' +ng"O© > 0, entao ¥ é fortemente estdvel.

(b) Se ¥ € compacta e HY' +ng"© <0, entdo 3 € fortemente estdvel se, e somente se,

He +n¢"O = 0.
(c) Se ¥ é compacta e HY' +ng”© < 0, entao ¥ nao pode ser fortemente estdvel.

No Capitulo |§|, exploramos o problema proposto por Bartnik [13], que investiga o que
pode ser inferido sobre a variedade ambiente quando a massa de Hawking se anula para
uma determinada superficie e o papel das 2-esferas (buracos negros) nesse contexto.

Em geral, a massa de Hawking de uma superficie imersa ¥ C M3 é definida como

/2
2| ' 1 2 v
D= (20 (1- = [ H2da— % 1.1
() (1677 T J,, e = g ) (1.1)

onde y = inf); S,, |X| denota a drea de ¥ e H denota a funcdo da curvatura média de X
(veja [46]).

Dentro do contexto de curvatura positiva, abordaremos o problema de rigidez relacio-
nado a esferas estaveis de curvatura média constante (CMC). Para estabelecer a rigidez da
variedade ambiente, assumiremos curvatura de Ricci positiva, o que nos permitird aplicar

o teorema de Hang-Wang, conforme delineado em [36]. Lembramos que uma superficie
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Riemanniana ¥ é aproximadamente uma esfera redonda se a curvatura Gaussiana Ky

estiver em C° e

Co

para alguma constante universal ¢y < 1, onde |X| denota a area de X.
Usando essa notacio, e denotando por S?(r) a esfera redonda de raio r em R?, temos

a seguinte extensao do teorema de Sun [65]:

Teorema 1.16. Seja (M?,g) wma variedade Riemanniana completa com S, > 6 ¢ ¥
uma esfera com curvatura média constante estdvel em M3. Se mg(X) =0 e X for apro-
zimadamente uma esfera redonda, entio X € isométrica a S*(y/|X|/4n). Além disso, se
assumirmos Ricyr > 2, entao a regido convexa em média 2 C M cuja fronteira é ¥ €
isométrica a uma bola geodésica em S?. cuja fronteira é S*(1/|X|/4m).

O préximo resultado usa as ideias apresentadas em [63, Teorema 2| para o caso de
curvatura positiva. Lembramos que X tem simetria par, se existe uma isometria p : 3 — 2

satisfazendo as condicoes p* = id e p(x) # z para z € X.

Teorema 1.17. Sejam (M?,g) uma variedade Riemanniana completa com S, > 6, e ¥
seja uma esfera estdvel com curvatura média constante em M3. Se my(X) =0 e X tem
simetria par, entdo . € isométrica a S*(\/|3|/4x). Além disso, se assumirmos Ricyy > 2,

entao a regiago convexa em média 2 C M cuja fronteira é Y € isométrica a uma bola

geodésica em S%. cuja fronteira é S*(,/|%|/4m).
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2 ESTIMATIVAS DE AREA E RIGI-
DEZ EM VARIEDADES RIEMAN-
NIANAS COM BORDO

Neste capitulo, apresentamos uma série de estimativas superiores para o primeiro autova-
lor do operador de estabilidade de hipersuperficies com curvatura média constante, tanto
no caso de hipersuperficies com bordo livre quanto no caso de hipersuperficies fechadas.
Além disso, obtemos resultados relativos a rigidez infinitesimal e a rigidez do ambiente

quando ocorre igualdade em nossas estimativas.

2.1 O primeiro autovalor do operador de Jacobi

Seja M™*! uma variedade Riemanniana com bordo suave e seja ¥ uma hipersuperficie de
dois lados, com curvatura média constante e bordo livre, imersa em M"™*!. Denotamos
por N o campo normal unitario ao longo de ¥ e por v o campo conormal unitario ao
longo do bordo de ..

Neste caso, 0% intersecta OM ortogonalmente, o que implica que ¥ é ponto critico do
funcional drea para variagoes que mantém o bordo de ¥ sobre o bordo de M (veja [57]).

Além disso, a férmula da segunda variacao é dada pela forma quadratica:

I(gb,p):—/Egzﬁjpda—i-/aqu{gi—]IaM(N,N)p}dé, (2.1)

onde J = A + Ricy/ (N, N) + |A|? é o operador de Jacobi de X e I7?M denota a segunda
forma fundamental de OM. Aqui Ricy; é curvatura de Ricci de M e A é a segunda forma
fundamental de 3.
Dizemos que p € C*(X) é uma autofungao do operador de Jacobi associada ao auto-
valor \* se p ndo ¢ identicamente nula e resolve o problema de fronteira do tipo Robin
{ Jp+Xp=0, em X,

, 2.2
% — [IPM(N,N)p, sobre 9. (2:2)

Note que isto é equivalente a dizer que Z(p, ¢) = M (p, ¢) 12(x), para todo ¢ € C>(X).
Pela teoria eliptica cldssica, sabemos que os autovalores do problema ([2.2]) sdo dados por

uma sequéncia divergente que denotamos por
M o< M <M <. oo

O primeiro autovalor A\{ pode ser obtido variacionalmente pela férmula de Rayleigh

A
AN = inf ((/”f).
peC=(2)\{0} fz d?da

(2.3)
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Em particular,

V< [ IVo]* = (Ricy (N, N) + |A]?)¢*da — [y, II?M(N, N)¢*dl
1 = fE qdea )

para toda ¢ € C>(X) \ {0}.
O lema a seguir é conhecido entre os especialistas, mas incluimos aqui uma prova para
fins de completude do trabalho. Este resultado serd fundamental na caracterizacao da

igualdade em nossas estimativas.

Lema 2.1. Suponha que existe p € C=(X)\ {0} tal que Z(p,p) = N [, p* da. Entao, p

¢ uma autofuncio de T associada ao autovalor \{.

Demonstragio. Dada v € C*(X), considere a fungao

f(t) ::I(p+tv,p+tv)—A‘{/(p+tv)2da, t € R.
5

Segue da definicdo de A/ que f(t) > 0 para todo t € R. Além disso, por hipétese,
f(0) =0 e, portanto, t = 0 é um ponto de minimo global de f. Logo,

0= 1(0)=2Z(p,v) — 2)\{/ pvda.
s

Ou seja, para todo v € C*°(X), temos

—/vada—i—/ v{ap—IIaM(N,N)p}dﬁz)\l‘]/pvda.
b ox OV X

Em particular, tomando fungées v € C*°(X) com suporte compacto no interior de 3,

concluimos que —Jp = A\{p e assim

dp oM
— =17 N, N dl =
/azv{ay (IV, )p} (=0,

para v € C*°(X). E mais uma vez, pela arbitrariedade de v € C*°(X), concluimos que

dp oM
— —II9"(N,N)p =0,
9 (N, N)p
e portanto p é uma autofuncao associada ao autovalor A{. O]

Definigao 2.1. Uma superficie ¥ de curvatura média constante e bordo livre é dita for-
temente estdvel se sua segunda variacao da area for nao-negativa para qualquer variagao.

Isto é equivalente a

Z(¢,¢) 2 0 (2.4)

para todo ¢ € C*°(X). Dizemos que ela é estdvel se a segunda variacao da area for
nao-negativa para variagoes que preservam volume. Ou seja, (2.4)) é realizada para todo
¢ € C®(X) com [, ¢pda=0.
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A seguir apresentamos alguns exemplos. O primeiro relata uma superficie com bordo

livre que nao é fortemente estavel.

Exemplo 2.1. Seja M"*! = R = {2; > 0} e ¥" = S". Observamos que Z(1,1) <0

indicando que X" nao é fortemente estavel. Porém, é estavel (com fungoes de média zero).

Um exemplo bem conhecido de uma superficie fortemente estavel é uma folha de um

cilindro, que é um exemplo de uma superficie que minimiza a area.

Exemplo 2.2. Seja M""! = I x N em que N é uma variedade e I é um intervalo aberto.

Segue que X" = {tp} x N, para todo ty € I, é fortemente estavel.

No préximo exemplo, temos uma superficie fechada que é estavel, porém, nao é forte-

mente estavel.

Exemplo 2.3. Seja M™t1 = S"*! e seja ¥" = S". Nos temos que X" é totalmente
geodésica e os autovalores do operador de Jacobi Ay +n sao dados por A = k(k+n—1)—n,
e as autofuncgoes sao conhecidas como harmoénicos esféricos de grau k. Como o harmonico
esférico de grau zero é uma funcgao constante e produz um autovalor negativo, temos que

3} nao é fortemente estavel. Porém, segue da formula de Rayleigh que

. (9, )
0=\ = inf —_—
2 $peC>=(S\{0}: [y, ¢ dA=0 fz P*dA

Logo, >" é estavel.

2.2 Estimativas de area e rigidez do primeiro autovalor de

Jacobi para superficies

Aqui nos restringimos ao caso de superficies compactas imersas em 3-variedades. Nesta
dimensao, podemos usar a equacao de Gauss na forma tratada por Schoen e Yau em [60],
e também utilizar o teorema de Gauss-Bonnet.

Usando a equagao de Gauss para uma hipersuperficie, podemos escrever como
1
Ricy/ (N, N) = 5(S — Sy + H? — |A]?), (2.5)

onde H = tr A é a curvatura média de . Note que se p é uma primeira autofungao,

usando ([2.2)) e (2.5)) temos que

Ap = — (M +Ricy(N,N) +|A]) p (2.6)
1 1 1
= —(M+25—-Kg+ -H? A2> :
(A1+2S s+ SH +SIAR) p

Nos estamos interessados em obter estimativas superiores para o primeiro autovalor

A de 3 em termos de invariantes geométricos de ¥ e do bordo 9.
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Para isso, inspirados no classico teorema de Schoen-Yau |60, Teorema 5.1], vamos
tomar a fungao teste ¢ = 1 na caracterizagao variacional ([2.3)). Assim, usando a equagao
de Gauss para ¥ em M e a definicdo de curvatura média de M em M dada por HM =

tr 11°M | temos

Vo< (1,1 :_fE (Ricar(N, N) + |A[?) da + [, IT? (N, N)d¢
'~ [ lda 13

1 / 2 2 1 oM
= —— S —2Ky+ H*+ |A]*)da — — HY — k) dl,
5 s = 5] )
onde k = (Vyv,T) = II?M(T,T) é a curvatura geodésica de 9% em ¥ e T' é um vetor

unitario tangente a 0%.

Finalmente, utilizando o Teorema de Gauss-Bonnet, temos

1 1 2x (%)
A G — S+ H>+|A*)da — — | HMqp
1= 2|2|/z( FH AR do =gy | HOA

Enunciaremos agora o nosso primeiro resultado.

(2.7)

Teorema 2.1. Seja (M3, g) uma variedade Riemanniana com bordo e tal que a curvatura
escalar e a curvatura média do bordo satisfazem inf S = a > —oo e inf HXM = b > —oo0,
respectivamente. Seja X2 C M3 uma superficie compacta de dois lados com bordo livre e
curvatura média H constante. Entao
1/3 |0Y]  27x(%)
>\J<—(H2+a>—b 4 .
PT2\2 X 2]

Além disso, a igualdade vale se, e somente se, as sequintes condigcoes acontecem.

1. X € totalmente umbilica e a curvatura geodésica de 0% em Y € constante igual a b;
2. S|y =a, HM|y5 = b e a curvatura Gaussiana de X é constante;
3. Ricy (N, N) = =)\ — %HZ e N estd no nicleo de I1?M ao longo de 0.

Demonstracio. Pela desigualdade (2.7), junto com as hipéteses a < S, b < H?M e o fato
que |A]* > §H2, temos que

1 1 2y (%)
) A — S+ H>+ |A*)da — — | HMdr + 2.8
A AF)do =15y s Bl (28)
1 3H2> 10X 2mx(¥)
< —— a+——|da—0 +
2|%| 2( 2 12| 13|
2
- o 3H _b|82|+27rx(2)
2 4 13| 12|

Além diso, temos que se ocorre a igualdade, entdo vale a igualdade em todas as
desigualdades que usamos. Em particular, |A|* = %H 2 ¢ temos que X é totalmente

umbilica. Temos também que
Z(1,1)

- fz lda

M
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e, portanto, pelo Lema a funcio constante 1 é uma autofuncio associada a A\l. Em
particular, S|y = a, H?M|s5 = b, e por temos que Ricy (N, N) = —A{ — 1H? e Ky,
é constante igual a a/2 + 3H?/4 4+ \{. Novamente, por temos que I1°M(N,N) =0
e portanto [19(T,T) = H*M |55 = b.

H2

Reciprocamente, se valem as condigoes 1, 2 e 3 acima, entao |A|> = 5 e

2

H
N = -5 - Ricy (N, N).

O resultado segue aplicando o truque de Schoen-Yau e obsevando que

5 L] 93] 2my()
oY bdl + 27 () = —b .
; “Rem g |z| s () = 50+ T

]

A seguir, fazendo uma estimativa menos fina, obtemos uma restricio maior no caso

da igualdade. Mais precisamente:

Teorema 2.2. Nas mesmas condigoes do Teorema[2.1], temos

2mx ()
N <
! 12|

=757 D (2.9)

||3E|

Além disso, a igualdade vale se, e somente se,

1. % € totalmente geodésica, 0% consiste de geodésicas de OM e a curvatura geodésica

de 0¥ em X € constante igual a b;
2. Sy = a, H8M|3g =b e a curvatura Gaussiana de ¥ € constante;
3. Ricy (N, N) = =)/ e N estd no niicleo de I1?M ao longo de 0.

Demonstracio. A prova segue da mesma forma do teorema anterior, porém, usando a
estimativa |A]? > 0. De forma que na igualdade teremos que Y é minima e totalmente
geodésica.

Além disso, desde que ¥ é totalmente geodésica e que N é o vetor normal de 9% em
OM, segue que a curvatura geodésica de 03 em dM dada por (V7 N,T) é nula, em que

T é o vetor unitario tangente a 0%. A reciproca segue com no teorema anterior. [

Corolario 2.1. Seja (M3, g) uma variedade Riemanniana com curvatura escalar S > a

e curvatura média do bordo H™ > b. Se X2 C M?® ¢é uma superficie compacta de dois

lados com bordo livre e curvatura média H constante tal que \{ > —% entdo

2mx(2) — b|0X
x| < 22X J) 19%] (2.10)
i+ 5
Além disso, wvale a igualdade se, e somente se, ¥ é totalmente geodésica, S|y = a,

HM |y =b, H=0, K =X +a/2, k =b, [I?(N,N)|ss =0 e Ricy (N, N) = —A/.
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Demonstracao. Decorre diretamente do Teorema [2.1) notando que a desigualdade do pri-

meiro autovalor se mantém fazendo H = 0. OJ

Antes de enunciar o nosso teorema de rigidez global, nds observamos que os resultados
acima valem no caso de superficies fechadas (compactas sem bordo), simplesmente fazendo
b=0.

Com o objetivo de encontrar teoremas de rigidez do ambiente, nés recordamos os

seguintes resulados devidos a Hang e Wang [36].

Teorema 2.3 (Hang-Wang). Seja (M™,g) uma variedade Riemanniana compacta com

bordo ¥ = OM. Suponhamos que
e O tensor curvatura de Ricci satisfaz Ricyr > (n—1)g;
e (X,g|s) € isométrica a S C R";
e A sequnda forma fundamental de ¥ é ndo-negativa.
Entao, (M™, g) € isométrica a ST C R™.

Teorema 2.4 (Hang-Wang). Seja (M™,g) uma variedade Riemanniana compacta com
bordo ¥ = OM ¢ Q) C St € um dominio compacto com bordo suave no hemisfério aberto.

Suponhamos que
e O tensor curvatura de Ricci satisfaz Ricy > (n—1)g;
o Existe um mergulho isométrico v : (3, gs) — 08);

o II > 1ly ot aqui Il € a sequnda forma fundamental de > em M e Ily é a sequnda

forma fundamental de O em ST
Entdo, (M",g) é isométrica a (£, ggi).

Teorema 2.5 (Hang-Wang). Seja (M?, g) uma superficie compacta com bordo e curvatura
Gaussiana Ky > 1. Suponha que a curvatura geodésica k do bordo OM satisfaz k > ¢ > 0.
Entdo L(y) < 2m/\/1+ 2. Além disso, a igualdade ocorre, se e somente se, (M? g) é

isométrica ao disco de raio cot™'(c) em S?.

Corolario 2.2 (Toponogov [66]). Seja (M2, g) uma superficie fechada com curvatura
Gaussina Ky > 1 Entao qualquer geodésica simples e fechada tem comprimento menor
ou igual que 2mw. Além disso, se existe uma com comprimento igual a 27, entao M ¢é

isométrica a esfera canénica S?.

Também vamos precisar dos seguintes resultados classicos.



Capitulo 2. Estimativas de drea e rigidez em variedades Riemannianas com bordo 21

Lema 2.2 (Frankel [30]). Seja (M",g) uma variedade fechada com Ricyy positivo. Entdo,
quaisquer duas hipersuperficies minimas fechadas e mergulhadas 1 e Yo se intersectam.

Em particular, qualquer hipersuperficie minima fechada e mergulhada em M ¢é conexa.

Lema 2.3 (Lawson [40]). Seja (M™,g) uma variedade fechada com Ricys positivo e seja
Y wma hipersuperficie minima, fechada e mergulhada em M. Se ambas ¥ e M sdo

orientdveis, entao M \ ¥ consiste de duas componentes coneras €2y e (s.

O nosso primeiro resultado de rigidez global é para o caso de superficies fechadas.
Usando uma estimativa para o primeiro autovalor \{ e a drea da superficie em termos
da sua curvatura média obtemos na rigidez um dominio convexo em média em S®. Mais

precisamente:

Teorema 2.6. Sejam (M3, g) uma variedade Riemanniana fechada com curvatura escalar
S > 6 e X? C M3 uma superficie mergulhada, fechada e orientdvel com curvatura média

constante. Se /\‘1] > — <H72 + 2), entdo X tem género 0 e

167
H2+ 4

13| <

Além disso, se vale a igualdade na drea e Ricyy > 2, entdo a regido convexa em média

Q C M, cuja fronteira é 3, é isométrica a uma bola geodésica em S%, cuja fronteira é

s2(/[=l/4r).

Demonstragio. Pelo Teorema considerando b = 0 (cf. [14]) e escrevendo x(M) =

2 — 27, onde v ¢é o género topoldgico de 2, temos que

1/3 27(2 — 27)
)\J<—<H2 ) _—
[ <5 (g +a)+ 5
Usando queSZa:(Se)\‘{z—(%2+2),obtemos
H? 3H? 27(2 —2y)
T _2< M <3
2 SA s -3 1 DI
segue que
H? 27(2 — 27) 47
— <1l ——" <14+ =
4 2] 2]

e a estimativa segue bem como o fato do género topoldgico ser zero. Se a igualdade
for atingida, entdao todas as desigualdades acima sao, na verdade, sao igualdades, e a
igualdade no Teorema [2.1] é atingida. Assim, ¥ é totalmente umbilica com curvatura
Gaussiana constante igual a %. Por conseguinte, ¥ é isométrica a S?(1/|3|/47).

Agora, assumindo Ricy; > 2, podemos aplicar o Lema e concluir que Y divide M
em duas componentes, €21 e 2y, tal que 9€2; = 0§25 = 3. Neste ponto, estamos em posi¢ao
de aplicar o Teorema [2.4] para concluir que se €2; é a regiao determinada pelo lado médio

convexo de X, entdo ela ¢ isométrica a uma bola em S? e isso conclui a prova. O]
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Coroléario 2.3. Sejam (M3, g) uma variedade Riemanniana fechada com S > 6 e 32 C
M?3 uma superficie mergulhada, fechada e orientdvel com curvatura média constante. Se
AN > =2, entdo X tem género 0 e |X| < 4r.

Além disso, se a igualdade ocorrer e Ricyy > 2, entdo ¥ é isométrica a S* e M? é

isométrica a S°.

Demonstracao. Podemos aplicar o Teorema usando a estimativa (2.9)), temos que

1 27 (2 — 27)
J 2

Pela hipdtese sobre a curvatura de Ricci, segue que a > 6, das hipéteses temos

Ar(1—7)

—2< )\ < -3+ 5

Donde concluimos que o género é igual a zero e |X| < 4.

Se a igualdade for atingida, entao a igualdade no Teorema[2.2também é vélida. Assim,
Y é totalmente geodésica e tem curvatura Gaussiana constante igual a 1, sendo, portanto,
isométrica a S?. Como a curvatura de Ricci de M é estritamente positiva, podemos
aplicar o Lema [2.3| e concluir que ¥ divide M em duas componentes 2; e )y tais que
0 = X = 0Qy. Como X é totalmente geodésica temos que a sua segunda forma
fundamental em 0€); ¢ = 1,2, é identicamente nula. Portanto, pelo Teorema de Hang-
Wang (Teorema [2.3)), segue que Q1 = S} e Qy = S?, e assim concluimos a prova do

teorema. O

Com o objetivo de provar um teorema de rigidez para variedades com bordo, precisa-

mos do seguinte lema.

Lema 2.4. Seja (X2, g) uma superficie Riemanniana compacta, orientdvel, com género
0, curvatura Gaussiana constante igual a 1 e curvatura geodésica do bordo constante igual

ac>0. Entdo X é isométrica a um disco de raio cot™(c) em SZ.

Demonstracao. Usando a férmula de Gauss-Bonnet, temos

ZWx(E):/EKda+/82/<ad€>0.

Como x(X) > 0, entdo X é simplesmente conexa, em particular 93 tem apenas uma
componente. Assim, usando o Teorema da Aplicagdo de Riemann [56], segue que (32, g)
é conformemente equivalente ao disco unitdrio B = {z € C;|z| < 1} com a métrica
candnica |dz|?. Portanto, sem perda de generalidade, podemos considerar (X2, g) como
(B, g = e**|dz|?). Como (B, g = €**|dz|?) tem curvatura 1 e o bordo ¢ um circulo convexo,
ele pode ser isometricamente imerso como um dominio da esfera S* (veja [36, Theorem 4]).
Como o bordo tem curvatura geodésica ¢ > 0, temos que (B, g = €2“|dz|?) é isométrico

um disco de raio cot™*(c) em S%. O
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Agora temos o seguinte teorema de rigidez.

Teorema 2.7. Seja (M?,g) uma variedade Riemanniana com curvatura escalar S > 6
e bordo convexo em média, no sentido de que H?™ > 0. Seja ¥? C M?® uma superficie
mergulhada, orientdvel, com curvatura média constante e bordo livre em OM. Se \{ > —2,
entao 3 é topologicamente um disco e |3] < 2.

Se a igualdade for atingida e a curvatura de Ricci satisfazer Ricy, > 2, entao X é
isométrica a S%.. Além disso, se a curvatura Gaussiana do bordo satisfaz KoM > 1, temos

que M? ¢ isométrica a 3.

Demonstracao. Por hipdtese, podemos aplicar o Teorema coma>6eb>0. Es-

crevendo x(X) = 2 — 2y — r, onde r é o nimero de componentes conexas do bordo,

temos:
1 2 (2—2y—7)
M < —=(H*+6
e, portanto,
2r (2 =2y —1) 2
' P P

0 que prova a nossa estimativa de area.

Se vale a igualdade, entdo pelo Teorema [2.2] > é totalmente geodésica, tem curvatura
Gaussiana constante igual a 1 e a curvatura geodésica de 9% em dM ¢é nula. Pelo Lema
, 3 é isométrica a S1 e 9% tem comprimento 2. Além disso, se a curvatura Gaussiana
de OM é K%M > 1, segue do Corolario que OM = S?. Agora aplicamos o Teorema

para obter o resultado. O

Agora vamos tratar o caso de ambientes com curvatura escalar nao-negativa. Deixe-
nos relembrar seguinte resultado que usa uma versao generalizada do Teorema da massa

positiva no caso compacto (ver [50} 61] e [35, Teorema 1))

Lema 2.5. Seja (M™, g) uma variedade Riemanniana compacta com bordo, com curvatura
escalar S > 0 e cujo bordo OM € isométrico a esfera redonda S"~' com curvatura média
contante HOM = n — 1. Entdo (M™,g) ¢ isométrica a bola do R™. (Se n > T, nds

assumimos que M € spin).
Usando este lema nds obtemos o seguinte resultado para superficies fechadas:

Teorema 2.8. Seja (M3, g) uma variedade Riemanniana com curvatura escalar S > 0.
Seja X2 C M? uma superficie fechada, mergulhada e orientdvel com curvatura média

constante H, tal que \{ > —%2. Entao, X% tem género 0 e

167

B < 25
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Além disso, se X é o bordo de uma regiao limitada 2, com H > 0 em relagio ao
normal que aponta para o exterior de 2, e a igualdade € satisfeita, entdo 3 € isométrica

a uma esfera redonda e €1 € isométrica a uma bola Euclidiana..

Demonstragio. Pelo Teorema temos que

1/3 2m(2 — 27)
N < —— <H2 ) —_——
=515 +al|+ Bl

Usando que S >a=0¢e )\‘1] > —%2, obtemos

H? 3H?  Am(1— )
<)\ <=
g SMETT T 3]
e a estimativa segue.
Se a igualdade ocorrer, entao H? = %r e Y é uma superficie mergulhada, totalmente
H2

umbilica, com curvatura Gaussiana constante K = e género 0. Portanto, X ¢é isomé-

4
trica a S*(2/H). Segue do Lema [2.5] que a regido delimitada por ¥ é isométrica a bola

Euclidiana de raio 2/H. O

Corolario 2.4. Seja (M3, g) uma variedade Riemanniana com curvatura escalar S > 0.
Seja X2 C M? uma superficie fechada, mergulhada e orientdvel com curvatura média
constante H > 2 tal que \{ > —2. Entdo ¥ tem género 0 e |X| < 4.

Além disso, se > € o bordo de uma regido limitada €2 com relacao a normal que aponta
para o exterior de Q e vale a igualdade, entio ¥ é isométrica 4 S? e Q0 € isométrica a bola

Fuclidiana unitdaria.

Para o caso de curvatura negativa, vamos precisar dos seguinte resultados devido Shi

e Tam em [62, Teorema 3.8

Lema 2.6 (Shi-Tam). Seja (M, g) uma 3-variedade compacta e orientdvel com curvatura
escalar S > —6 e OM isométrico d esfera redonda S* com curvatura média H = 2+/2.

Entao (M, g) € isométrica a bola unitdria do espago hiperbdlico H3.
De maneira mais geral temos:

Lema 2.7 (Shi-Tam). Seja (M, g) uma 3-variedade compacta e orientdvel com curvatura
escalar S > —6 e AM isométrico a uma esfera redonda com curvatura média positiva H.

Entio (M, g) é uma bola do espago hiperbélico H?.
Usando os lemas precedentes nos obtemos:

Teorema 2.9. Seja (M3, g) uma variedade Riemanniana com curvatura escalar S > —6.
Seja X2 C M3 uma superficie mergulhada, fechada e orientdvel com curvatura média
constante H tal que \{ > 2 — H72 Entao,

167(1 — )

Y| <
||— H2_47
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em que vy € o género de Y. Além disso, se 3 € o bordo de uma regidgo limitada €2, com
H > 0 em relagio ao normal que aponta para o exterior de 2, v = 0 e a igualdade é
satisfeita, entao X € isométrica a uma esfera redonda e €2 € isométrica a uma bola do

espaco hiperbolico H?3.

Demonstrag¢ao. Como no teorema anterior, temos

2m(2 — 27)

1/3
N o< —= <H2+a> ,
1= 2\2 - 13|
e assim, como S >a=—6¢e \{ >2— H;, segue que a estimativa da area

H? 3H?  Am(l—~)
2 - < )M<s3— .
g =M= B!

Se ocorre a igualdade e ¥ tem género zero, entao ¥ é totalmente umbilica e tem
curvatura Gaussiana constante. Portanto, ¢ isométrica a S*. Segue do Lema que a

regiao delimitada por ¥ é isométrica a uma bola hiperbélica de HS3. O

Corolério 2.5. Seja (M3, g) uma variedade Riemanniana com S > —6. Seja X2 C M3
uma superficie merqulhada, fechada e orientdvel com curvatura média constante H > 2v/2
tal que \{ > —2. Entio ¥ tem género 0 e 2| < 4.

Além disso, se > € o bordo de uma regido limitada €2 com relacao a normal que aponta
para o exterior de Q) e vale a igualdade, entio ¥ é isométrica a S? e Q) € isométrica a bola

unitdria do espago hiperbélico H3.

Demonstracao. Como no teorema anterior, temos
1/3 27(2 — 2)
A< -2 <H2 ) —
1= 7515 +a)+ Bl
e assim, como S > a = —6, H>2V2e /\‘1] > —2, segue que

4
<M <34 = (2.11)
2]
Se ocorre a igualdade entdo H = 2v/2, ¥ é totalmente umbilica, tem curvatura Gaus-
siana constante K = 1 e género 0. Portanto, é isométrica a S?. Segue do Lema que a

regiao delimitada por X é isométrica a uma bola hiperbdlica. O

2.3 O primeiro autovalor de Jacobi de dois exemplos

Nesta se¢ao, calcularemos o primeiro autovalor do operador de estabilidade para o disco

na bola e para a metade do toro de Clifford no hemisfério.
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Exemplo 2.4. Considere a bola Euclidiana

M=B={zeR®:|z| <1}

munida com a métrica canonica. Nés calcularemos o primeiro autovalor de estabilidade

do disco ¥ = D C B3 totalmente geodésico que intersecta M ortogonalmente. Como

Ricp (N, N) = 0, segue que a primeira autofungao p satisfaz

Asp=—Ap, em X,

0

opr _ P, sobre 0.

v
Usando a parametrizacao em coordenadas polares para 3,

x(r,0) = (rcosf,rsenf), 0 <r <1,0<6 <2,
as solugoes sao dadas por

Unk1(1,0) = Jp (ngr) cos(nd),
Ung2(1,0) = Jp (ngr) sen(nd),

w1 (1, 0) = Jo (amir),

onde J, sao as fungoes de Bessel. Os autovalores sao dados \,x = a2, onde a?, sdo as

raizes positivas da funcao

2J (2) — Ju(2) = 0.

(2.12)

Note que as autofunc¢oes sao numeradas pela tripla n, k, 7, sendon = 0,1, 2, ... a ordem
da fungao de Bessel, k = 0,1,2..., a k-ésima raiz positiva da equagao (2.12) e i = 1,2.

Essas fungoes produzem autovalores positivos. Para autovalores nulos, as autofuncoes

sao as fungoes coordenadas © = rcos(f) e y = rsen(d). Finalmente para autovalores

negativos temos

p = Io(nr),

(2.13)

em que [ é a funcdo de Bessel modificada de primeiro tipo, \; = —n? e n é raiz da

equagao.
2I(z) — In(z) = 0.

Para mais detalhes veja o apéndice [A.]]

O préximo exemplo trata do hemisfério de uma esfera de dimensao 3.

Exemplo 2.5. Considere ¥ C S% a metade do toro de Clifford, parametrizada por

V2 V2

ry = - cos 6, T3 = 3 cos ¢,
V2 V2
Ty = > senf, x4= > sen ,
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com 6 € [0,27] e ¢ € [0, 7.
2 2 2 2 2 2
Note que 0% = (é— cos 6, \g_ sen @, \g—, 0) U (\g— cos 6, \g— sen @, —i, 0)
por dois cicurlos em S* = M. Como H = 0, |[A]*> = 2 e o bordo de S% é totalmente

geodésico, temos que a primeira autofuncao satisfaz o problema

Ap+ (4+A)p=0, em X,

é formado

@ =0, sobre 0.
ov
2 2
Além disso, como Ay = 680 + 288 aay = \/58(1, segue que
2 2
2@+2Q+(4+V) =0, em X,
8p :
=0, sobre 0.
dp

Usando o método de separagao de variaveis, vemos que as solugdes do problema ([2.14))

sdo dadas por p = ce”?

forma A\ = 20% + 2n% — 4 e, portanto, \/ = —

cosny, em que ¢ € R e b,n € Z. Segue que os autovalores sao da

2.4 Curvatura total e rigidez para hipersuperficies fechadas

Nesta secio, apresentaremos algumas estimativas para A{ no caso de hipersuperficies ¥"
imersas em M"! com n > 3. Similarmente ao caso bidimensional, podemos tomar o
trago na equagao de Gauss e obter a equagao (12.5)).

No caso de hipersuperficies fechadas, obtemos dois resultados de rigidez para a cur-
vatura escalar total em termos do primeiro autovalor do operador de Jacobi. Para os

préximos teoremas vamos usar a seguinte definicio de média de uma fungio f € C°(X):

ffda_rzr/fda

Teorema 2.10. Sejam (M™, g) uma variedade Riemanniana fechada com curvatura
escalar S > n(n+1) e X" C M™ wma hipersuperficie fechada, mergulhada de dois lados

com curvatura média H constante. Se )\‘1] > —n, entao

nn—1) < ][ Syda.
2

Além disso, se Ky > 1, ¥ € simplesmente conexa e vale a igualdade, entdo M™ ¢é

isométrica a S*tt com a métrica canodnica.

Demonstragdo. Tomando ¢ = 1 na caracterizacio variacional de \{ e usando a equacdo
de Gauss na forma , nos obtemos

J5 (Ricay (N, N) + |A]?) da
- 2|

_ _L . 2 2
- 2|E|/2<S Sy + H? +|A]?) da

J
)\1 S
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Usando a condigao sobre o primeiro autovalor e a hipotese sobre a curvatura escalar
de M, S > n(n+ 1), nés temos

1) 1S, (2.15)

n<n < —
T=AS 2 2 I3

o que prova a desigualdade.

Se vale a igualdade, X é totalmente geodésica e a curvatura seccional de M ao longo
de X é constante igual a K|y = 1, pois a curvatura escalar de M satisfaz a igualdade
S = n(n —1). Assim, pela equacao de Gauss, temos que a curvatura seccional de ¥
também é constante igual a 1 e, portanto, Y é isométrica a esfera redonda S™.,

Aplicando o Lema temos que M \ ¥ consiste de duas componentes conexas )y
e {25. Agora, usando o Teorema de Hang-Wang para cada uma dessas componentes,

’ _ _ Qn+l
concluimos que 2, = 2y =87 O

No caso em que a variedade ambiente é completa e tem curvatura seccional nao nega-
tiva, nés podemos obter a rigidez usando o Lema e o seguinte resultado devido a Li
[42, Teorema 1.1]

Lema 2.8 (Li). Seja M™ uma variedade Riemanniana completa, (n > 2), com curvatura
de Ricci nao-negativa e bordo convexo em média OM. Assuma que a curvatura média H
de OM com respeito ao norma unitdrio exterior satisfaz H > (n — 1)k > 0 para alguma

constante k > 0. Seja d a funcgdo distancia em M™. Entao

sup d(z,0M) <
zeM

. (2.16)

=

Além disso, se assumirmos que OM € compacto, entao M também é compacta e ocorre a
iqualdade em se, e somente se, M™ ¢é isométrica a n-dimensional bola Euclidiana
1

de raio e

Teorema 2.11. Seja (M"™*! g) uma variedade Riemanniana completa com curvatura
escalar S > 0. Sen > 6, assuma também que M é spin. Seja X" C M™ ! uma hiper-
superficie fechada, mergulhada, de dois lados com curvatura média H constante tal que
H>n. Se )\‘1] > —n, entao

nin—1) < ][ Syda.
>

Além disso, se a igualdade for atingida, 3 € simplesmente conexa, bordo de uma regido
e se a curvatura seccional de M™ for ndo-negativa, entdo a regiao delimitada por ¥ em

M"Y € isométrica a uma bola do espaco Fuclidiano R™!.
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Demonstracao. Inicialmente, lembramos que a desigualdade de Cauchy-Schwarz implica

que |A|*> > H?/n e vale a igualdade se, e somente se, ¥ ¢ umbilica. Assim, temos

1
—n< N < _2!2|/ (S = Sg+ H? +|A]%) da

2
][Sgda—][H n+1

n+1)
L f o nin D)

IA

IN

e a desigualdade segue.

Se a igualdade for atingida, entao todas as igualdades acima também se tornam igual-
dades. Em particular, ¥ é totalmente umbilica e, pela hipdtese de que K, > 0, obtemos
que a curvatura seccional de M sobre X é zero. Mostraremos que X tem curvatura secci-

onal constante igual a 1. De fato, pela equacao de Gauss, temos
Ks(X,Y) = Ky(X,Y) + (AX, X)(AY,Y) — (AX, YY) =0+1+0

onde X e Y sao vetores ortonormais de 7). Desde que X" é completa, simplesmente
conexa e tem curvatura seccional constante igual a 1, por conseguinte é isométrica a S™.
Segue do Lema que X" delimita uma regiao compacta e, pelo Lema [2.5, que a regiao

delimitada por X" é isométrica a bola Euclidiana unitaria. O

2.5 O caso de variedades com densidade

O estudo de variedades Riemannianas com densidade tem tido grande relevancia na tl-
tima década. Entre algumas contribuicoes estao a solugao da conjectura de Poincaré, o
relaxamento das condigoes para resolver o problema de Monge para transporte de massa,
o comportamento de singularidades do fluxo de Ricci, do fluxo de curvatura média entre
outros ver [14] |16, 58, 45].

Nesta secao faremos uma estimativa para o primeiro autovalor do operador de Jacobi
para variedades com densidade e bordo livre. Além disso, provamos um teorema do tipo
splitting para variedades com densidade, bordo convexo e curvatura escalar de Perelman
limitada inferiormente. Nossos métodos sao baseados nos trabalhos de Ambrozio [4] e
Castro-Rosales [16].

2.5.1 Preliminares

Seja (M™ g) uma variedade Riemanniana conexa, orientével e com bordo dM. Por
densidade em M™*!, estamos nos referindo a uma funcio suave nao-negativa f : M —
R usada para atribuir um peso a medida de volume associada a distancia Riemanniana
da seguinte forma: dv; = e~/dv, onde dv denota a medida Riemanniana e dv; a medida

ponderada.
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A tripla (M™*! g, f) é chamada de variedade Riemanniana ponderada, na qual a
medida de M™*! é substituida por dvs. Note que, se f = 0, a medida ponderada coincide
com a medida Riemanniana. Uma generaliza¢do natural do tensor de Ricci é o 2-tensor

Ricy, que foi primeiramente introduzido por Lichnerowicz [43, 44] como segue:
Ricy = Ricys +Hess f,

onde Ricy, denota o tensor de Ricci de (M™, g). O tensor Ricy é conhecido como o tensor
de Ricci de Bakry-Emery apés o trabalho de Bakry e Emery [7] sobre geradores de difusao.
Este tensor aparece naturalmente no estudo de self-shrinkers, solitons de Ricci, fluxo de
calor harmoénico e muitos outros. Finalmente, temos uma generalizagao natural para a

curvatura escalar introduzida por Perelman em [55], dada por
Seo = S+ 20uf = [V fT,

onde S, é conhecido como a curvatura escalar de Perelman. Note que ela nao é o trago
do tensor de Ricci de Bakry-Emery. De fato, temos a identidade de Bianchi S, = V* Ric f
[16] onde V* é o operador adjunto de V com respeito a norma L? para a medida de volume
dvy = e fdv.

Seja ¥ uma hipersuperficie conexa de dois lados imersa em M+, Denotaremos por
N o campo normal unitario ao longo de ¥ e por v o campo conormal unitario ao longo

do bordo de 3. Entdo, a f-curvatura média introduzida por M. Gromov [34] é dada por
Hy=H+ (N,Vf).

Em uma variedade Riemanniana ponderada (M, g, f) podemos definir o operador f-
Laplaciano por Ay ju = Au — (V f,Vu), que é uma generalizagdo natural do operador
de Laplace-Beltrami A. Analogamente, o f-Laplaciano de ¥ ¢ dado por Ay ju = Au —
(Vs f, Vxu). Ao longo desse capitulo, usaremos Ay para denotar Ay, ;.

Como no caso Riemanniano, temos que, para uma hipersuperficie 3" com f-curvatura
média constante H; com bordo livre, isto é, 0¥ intersecta M ortogonalmente, a segunda
variacao da drea é dada pela forma quadratica (ver, por exemplo, [16])

0
Zi(d.p) = —/E¢prdaf+/82¢{ap—HaM(N,N)p} dey, (2.17)

v

em que Jr = Ap+Rics (N, N)+|AJ* é o operador de Jacobi ponderado em ¥". Dizemos que
p € C*(X) é uma autofungao associada ao operador de Jacobi ponderado e ao autovalor
M\’f se p ndo é identicamente nula e resolve o problema

Jip+ Nip=0, em Y’

2.18
g[) = II°"(N,N)p, sobre 9. (2.18)
v

. . J . , .
O primereiro autovalor A\;’ do operador de Jacobi ponderado é caracterizado por

)\ilf _ inf If(¢7 ¢)

meSsAREY 2.19
ocC=(E\0} [ ¢*da (2.19)
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2.5.2 Rigidez de superficies ponderadas e area minimizantes em varie-

dades convexas

A maior parte das demonstragoes desta subsecao foi omitida devido a sua similaridade
com os teoremas precedentes deste capitulo. No entanto, para o leitor mais interessado,
tais demonstragoes podem ser encontradas no Apéndice [A.2.1]

Teorema 2.12. Seja (M3, g, f) uma variedade ponderada com a < S, e b < H?M. Seja
¥2 C M? uma superficie compacta de dois lados com bordo livre e com curvatura média

ponderada Hy constante. Entao

2rx(¥) b
2| 2|

J 1
A< -2 (H} +a) + 053] (2.20)
Além disso, a igualdade vale, se e somente se,

1. X2 € totalmente geodésica e 0% consiste de geodésicas de OM. A curvatura geodésica

de O3 em Y? € constante e igual a b;
2. f é constante em ¥, Sy|s = a, HJ‘?M|32 =b e K € constante;
3. Ricy(N,N) = —\" e N estd no nicleo do 1M ao longo de O%.

Proposigao 2.1. Seja (M3,g, f) uma variedade ponderada com a < Sy e b < HJ‘?M.
Seja X2 C M3 uma superficie compacta de dois lados com bordo livre, curvatura média

ponderada Hy constante e fortemente f-estavel. Entao,
S[(a+ HF) < 4mx(X) — 2b|0%].
Com a igualdade se e somente se:

1. % é totalmente geodésica e 0% consiste de geodésicas de OM. A curvatura geodésica

de 0¥ em X € constante e igual a b;

2. f € constante em ¥, Sy|y = a, H]‘?M|ag = b e a curvatura Gaussiana de ¥ ¢

constante;

3. Ricy(N,N) = —\" =0 e N estd no nicleo do I1°M ao longo de O%.

Corolério 2.6. Seja (M3, g, f) uma variedade ponderada com a < Sy e 0 < HJ‘?M.
Seja X2 C M3 uma superficie compacta, de dois lados, com bordo livre, curvatura média

ponderada Hy constante e fortemente f-estdavel, com a + H? > 0. Entao:
i Se 0¥ = &, entdo X € uma esfera ou um toro;

it Se 03 # @, entao X € um disco ou um cilindro.
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A caracteristica de Fuler € nula se, e somente se, ¥ € plana e totalmente geodésica, f €
constante ao longo de X e Ricy(N, N) = a—I—HJ% =\ =0 em X2, Além disso, se 0¥ # @,

entdo O consiste de duas geodésicas fechadas em M3.

Demonstragio. Segue diretamente da Proposicao anterior que
2] (a+ H}) < 4mx(8) = 4m(2 — 2y — 7).

Entao seguem os itens (7) e (i7). A caracteristica de Euler é nula se, e somente se, vale a
igualdade na Proposigao anterior, ou seja, se, e somente se, valem os itens (1), (2) e (3)

da Proposigao [2.1 O]
O resultado a seguir é andlogo a |4, Proposigao 6] para o caso ponderado.

Proposigdo 2.2. Seja (M?, g, f) uma variedade ponderada com a < Sye? eb < H?Mel.
Seja X2 C M3 uma superficie compacta, de dois lados, com bordo livre, curvatura média

Hy constante e f-estdvel. Entao,
alSl; < 4rx(%) — 2005
Com a igualdade se, e somente se,

1. X é totalmente geodésica e 0% consiste de geodésicas de OM. A curvatura geodésica

de 0¥ em X € constante e igual a b;

2. f € constante em X, Syefly = a, H?M€f|az = b e a curvatura geodésica de Y é

constante;
3. Ricy(N,N) ==X =0 e N estd no nicleo do II?™ ao longo de O3.
A proposigao a seguir pode ser encontrada em [16, Proprosigao 4.3].

Proposigao 2.3 (Castro-Rosales). Seja M?® uma variedade Riemanniana orientada e
suave dotada de uma funcdo densidade f = e¥. Considere uma hipersuperficie X2 suave,
compacta, orientada e f-estaciondria imersa em M3, com int(X) C int(M) e bordo ndo-
vazio X C OM. Se X € totalmente geodésica, Ricy(N,N) =0 em ¥ e [I?M(N,N) =0
ao longo de 0%, entio eriste uma variagio ¢ : (—¢,€) x X2 — M3 de ¥? com wvetor
velocidade X = N tal que qualquer hipersuperficie 5 := ps(X) € f-estaciondria. Além
disso, se X? é um mergulho, entio Q := ¢ ((—¢,€) x $?) é uma vizinhanca aberta de :?

em M3 e o : (—€,€) x X2 — Q é um difeomorfismo.

O resultado a seguir é o andlogo a [4, Proposi¢ao 11] para o caso ponderado.
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Proposigdo 2.4. Seja (M3, g, f) uma variedade ponderada com a < Syef e 0 < b =
H;?Mef. Seja 2?2 C M3 uma superficie compacta, de dois lados, com bordo livre, curvatura

média ponderada Hy constante e fortemente f-estdvel, satisfazendo
a|X|p = 4nx(X) — 2b|0%|. (2.21)
Suponha que uma das sequintes hipoteses acontece:
1. Cada componente de 0% € localmente comprimento ponderado minimizante OM ; ou
2. b=inf HYM = 0.

E seja {Xs}ie(_ como na Proposigao . Entao, |X|; > |Xs|f para todo s € (—¢,€)

(posswelmente para um € menor).

Demonstracio. Pela equacao , é suficiente mostrar que Hp(0) > 0 em (—¢,e).
Usando a notagio da Proposicdo 2.3, defina (Xj), := (9¢/0s) (s,p) e us = (X, N).
Como wuy = 1, podemos assumir que u; > 0 em Y, para qualquer s € (—e¢,€). Por outro
lado, como Y, sdo f-estacionarias, temos que Ous/dv, = II?M(N,, N,). Observe que

Hi(s) = (Jf), (us), o que implica que

H}(s) idaS = /E(Jf)SWs) = /E (Ag&f ° + Rics(Ns, N;) + |As |2> dag

> Us Us Us

_ / (Azsus — <Vf7 VU5> + SOO) das _/stas —/Azsfdas
. Us 2 > z

1 2 1 2 1 2>
+ —|V +-H:+-|A .

Usando que

Ve f  Vsau| Vs fP n IVs,ul> (Vs f, Vs,u) >0
V2 V2u 2 2u? u -
segue que
Li(ug) _ As,us  |Vs,ul? 1
w2 e e T (et HA AR K- dnf 22

Usando o Teorema da Divergéncia junto com du,/0v, = IT1?M(N,, N,), temos

2
/ Aviteg, [ Wawly o [ LOu,,
)

Usg s u? oy Us OV

_ /W& sl H"Waws—/ 11PM(T,, T,)de.
. ox O

us
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Utilizando ([2.22) e a equacao acima temos que

/Jf(us)das > /(WZ 5| + Seo + H(s)” + Ay !2>da5 /Kdas
D) Ug 2 » u

s

+ [ HMdl, - / Ksdls
ox Os
1
> = / Seodas + [ HIMdl, — 2mx(%)
2 % [2)>

1

> /ae_f+/ be_fdﬁs—g|2|f—b|82|f
2 Jx B, 2
a

2 5 (1Bl = [Zl;) +b(10Z]; — |0Z])

Por hipétese, b = inf H?M e/ > 0. Se cada componente do bordo é localmente compri-
mento ponderado minimizante, o segundo termo do lado direito é maior ou igual a zero;
no caso em que b = 0, esse termo é zero. Portanto,

1 a [°d
Hi(s) | — >3 (|Z ;= 1Zl) = 2/ o Zelpdt.
» U 0

Como cada X, é f-estaciondria, a primeira variacao da area (A.1)) resulta em

d
%|Zs\f = —/ust(s)dafﬁs = —Hf(s)/usdafjs.
5 5

Portanto,

1 S
Hi(s) | —da>—-2 / H(t) / wday, | dt (2.23)
x Us 2 /o by 7

Afirmacgao: Existe € > 0 tal que Hy(s) > 0 para todo s € [0,¢). Temos trés casos
possiveis

a)Se a = 0, segue imediatamente que H}(s) > 0 para todo s € [0, €) e, como Hy(0) = 0,
a afirmacgao é véalida para a = 0.

b) Se a > 0, denote por ¢(s) = [ - -das e &(s) = [usday s, entdo

a 1 s
(o) 2 ~5 = [ Hyogo
/ 2¢(s) Jo g

Devido a continuidade, podemos assumir a existéncia de uma constante C' > 0 tal que
¢(S fo t)dt < 2C para todo s € [0,¢€]. Escolhendo € > 0 de modo que aCe < 1, podemos
provar que H(s) > 0 para todos os valores de s em [0, €).

Suponha, para fins de contradigao, que exista um s; € [0,€) onde Hy(sy) < 0. A
continuidade garante a existéncia de um s_ € [0, s;] tal que H(s) < H(s_) para todos
os s € [0,s4]. Note que Hs(s_) > Hs(0) = 0. Utilizando o teorema do valor médio,

encontramos um ponto s; € (s, sy ) onde Hy(sy)— Hy(s_) = Hy(s1)(sy —s_). Portanto,
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Al “Hie) _ g 3¢<L> /j o
= 5 £(s / £(t)
Z —aHf( )

Implica que Hy(sy) > Hy(s-)(1 —aC(sy —s_)) > Hy(s-)(1 —aCe) > 0 o que é uma
contradicao.

c) Se a <0.

Escolha € > 0 tal que —aC'e < 1, onde C' > 0 é a mesma constante mencionada em
(b). Isso garante que Hy(s) > 0 para todo s € [0,€). Para ver isso, suponha que existe
um sg € [0,¢€) tal que H¢(sg) < 0. Defina

R={s € [0, s0]; Hy(s) < Hy(s0)}

Considere s* € [0, €] como o infimo de R. Note que pela defini¢do de s*, temos H(s) >
H(so) = Hy(s*) para todo s € [0, s*).

Caso s* > 0, o teorema do valor médio implica que existe s; € (0, s*) tal que H(s*) =
H'(s1)s*, dado que Hf(0) =0 e a < 0. Assim, temos:

S*

Hy(s) — Hi(s) > _;gb(lsl)/& (Hy(t)) £(t)dt

> o) e

> _aHf( )

Segue que, por conseguinte, Hy(s*)(1 + aCs*) > H(s*)(1 + aCe) > 0, o que resulta
em uma contradi¢do, ja que Hy(s*) = H(sp) < 0. Logo, concluimos que s* = 0, o que
também é uma contradigdo, pois 0 = H(0) < Hy(so) < 0.

Portanto, chegamos a conclusdo de que |X|; > |X,|; para todo s € [0,€). De modo

analogo podemos demonstrar o caso |X|; > |X,|; para todo s € (—¢,0].
[

Finalmente podemos enunciar o teorema de rigidez para superficies drea ponderada
minimizante. Concluiremos que a funcao densidade é constante em um vizinhanca de 32

e tal vizinhanca é isométrica ao produto de X2 por um intervalo com a métrica produto.

Teorema 2.13. Seja (M3, g, f) uma variedade ponderada com a < Syef e 0 < b =
inf H?Mel . Seja $* C M? uma superficie compacta, de dois lados com bordo livre, f-

minima e fortemente f-estavel satisfazendo
a|X|y = 4nx(X) — 2b|0%]|y, (2.24)

e suponhamos que uma das sequintes hipoteses acontece
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1. cada componente de 0% ¢ localmente comprimento ponderado minimizante ; ou
2. inf HPM = 0.

Entao existe uma vizinhanga de X em M tal que é isométrica a ((—¢,€) x 3, ds?* + gx)

com densidade constante, onde (X, gs) tem curvatura Gaussinana constante igual a § e
0Y. tem curvatura geodésica constante igual a b em . Finalmente se M € completa e
Y. € drea ponderada minimizante na classe de isotopia, entao f € constante em M e a

variedade produto R X X € isométrica a um recobrimento de M.

Demonstragio. Desde que X é localmente drea ponderada minimizante e satisfaz [2.24]
podemos, pela Proposigéo obter uma folheacao {25}86(7676) em torno de ¥y = X, com
3], < [¥]f para todo s € (—¢,¢). Como X é localmente drea ponderada minimizante,
cada ¥, também o ¢, com |3y, = |E|;. Quando b = 0 ou as componentes de 9% sio

localmente comprimento ponderado minimizante, temos:

a a
2mx(3) = 5|y + IO%; < STl + 20T < 27X(%).

Portanto, podemos aplicar a Proposicao [2.4]a Y, e uma vez que para cada s a fungao
us satisfaz o problema de Neumann homogéneo, concluimos que u; ¢ uma funcao constante
em X . Considerando e o fato de que X, é totalmente geodésica, inferimos que N,
é um campo paralelo definido em € := ¢ ((—¢,€) x X). Assim, as curvas integrais de
N, sdo geodésicas, e podemos encontrar €5 > 0 de modo que, numa vizinhanca aberta
Uy C Q de ¥ em M, o fluxo normal por geodésicas F : (—eg, &) X X — Uy dado por
F(s,p) := exp,(sN,) é um difeomorfismo. Além disso, F' é uma isometria, pois ¢ um
campo de Killing.

Se M ¢é completo e X minimiza a area ponderada na classe de isotopia, o fluxo por
geodésicas normais F' estd bem definido em R x . Seja s, 0 supremo do conjunto B
de nimeros s > 0 tais que F' : [—s,s] x ¥ — M é uma isometria sobre sua imagem.
Suponha que s,, < 400 e denote X1 = F ({S+oo} X X). Como na primeira parte da
demonstracao, podemos assumir que [’ nao aumenta a area ponderada. Assim, temos
que |X|; = |Yix|s pela propriedade minimizante de ¥. Portanto, as hipersuperficies
Ytoo deveriam ser localmente area ponderada minimizante, e podemos usar a primeira
conclusao do teorema para encontrar 8 > 0 tal que s, + 0 € B, o que é uma contradicao.
Portanto, s,, = +00, e como consequéncia F' : R x ¥ — M é uma isometria local e, em

particular, uma aplicagao de recobrimento. O
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3 ESTIMATIVAS DE COMPRI-
MENTO DO BORDO E RIGIDEZ
DO PRIMEIRO AUTOVALOR DE
STEKLOV

Neste capitulo, vamos introduzir um problema do tipo Steklov envolvendo o operador de
Jacobi de hipersuperficies com curvatura média constante e bordo livre. Apresentare-
mos estimativas superiores para o primeiro autovalor deste problema, bem como alguns

resultados de rigidez.

3.1 O problema de Steklov

O problema de autovalores de Steklov é um problema classico em Teoria Espectral e
em Fisica Matematica, e pode ser definido da seguinte maneira: dada uma variedade
compacta Y com bordo suave, e dado um ntimero real ¢, encontrar uma solucao para o
problema:
Ap=0, em X,
{ % = op, sobre 9%,

onde A denota o operador de Laplace-Beltrami de ¥. Também é possivel introduzir o
problema de Steklov como o problema espectral associado ao mapa Dirichlet-to-Neumann.

E bem conhecido que o conjunto dos autovalores de Steklov forma uma sequéncia
divergente:

O=09p<o01<09<03< ... /oo,

Em particular, o primeiro autovalor nao nulo do problema de Steklov, denotado por o1,
tem implicagoes geométricas muito interessantes. Citamos, por exemplo, os importantes
trabalhos de Escobar |27} 28, [29], onde ele obteve estimativas 6timas para o; em termos
de invariantes geométricos. Citamos também o recente livro de Levitin, Mangoubi e

Polterovich [41] para uma apresentagio atualizada sobre este tema.

3.2 O problema de Jacobi-Steklov

Vamos estudar um problema de Steklov associado ao operador de Jacobi de uma hipersu-
perficie " com bordo livre em M""!. Mais precisamente: dizemos que p € C*(X) é uma,

autofuncao de Steklov associada ao operador de Jacobi com autovalor o se ela resolve o
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problema de fronteira

Jp=20 by
{ p Y em Y (3'1)

Bp = op, sobre 0%,
onde J = A + Ricy (N, N) + |A]? é o operador de Jacobi e B = 9, — [T°"(N,N) ¢

operador de bordo presente na férmula da segunda variacao da drea (cf. secao [2.1]).

Note que isto é equivalente a dizer que

Z(p,¢) = o{p, D) r2(0%), (3.2)

para todo ¢ € C®(X%).
Similarmente ao caso do problema de autovalores para o operador de Jacobi, os auto-

valores de Steklov do problema (3.1)) formam uma sequéncia divergente

o] <o <ol <... S0

e o primeiro autovalor pode ser caracterizado variacionalmente como

. Z(¢, ¢)
J = f 3.3
7 ¢aﬁgéxﬂnjgz¢2d£’ (3:3)

quando o infimo do quociente de Rayleigh é finito. Também temos a caracterizacao das
primeiras autofungoes, analoga ao caso do primeiro autovalor do operador de Jacobi. A
prova segue exatamente o mesmo esquema do Lema [2.1] mas incluiremos a prova aqui

para maior clareza.

Lema 3.1. Suponha que existe p € C*°(X) \ {0} tal que Z(p,p) = of [, p*dl. Entdo, p

¢ uma autofungdo do problema associada ao autovalor oy .

Demonstragio. Dada v € C*°(3), considere a fungao
ft) =Z(p+tv,p+tv) — 01‘]/ (p+tv)*dl, teR.
0%

Segue da caracterizacio variacional de i que f(t) > 0 para todo ¢ € R. Por hipétese,

f(0) =0 e, portanto, t = 0 é um ponto de minimo global de f. Logo,

0=7(0)=2Z(p,v) — 20{/ pv dl.
0%

Ou seja, para todo v € C*°(X), temos

IWMZﬁ/pM&
o))

que é precisamente a equacao (3.2)), e isto termina a prova. L]
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3.3 Primeiro autovalor do operador de Jacobi-Steklov e re-

sultados de rigidez para hipersuperficies

Nesta se¢do, obtivemos resultados andlogos aos do Teorema [2.1] e do Corolario para o

primeiro autovalor do operador de Jacobi-Steklov e para a area do bordo, respectivamente.

Teorema 3.1. Seja (M3, g) uma variedade Riemanniana com bordo e tal que a = inf S
e b = inf H'M sdo finitos. Seja ©* C M?> uma superficie compacta de dois lados com
bordo livre, curvatura média H constante tal que oi satisfaz a caracterizacao variacional

via quociente de Rayleigh. Entdo

L/ 3 NS 2my(E)
J< 2 H2) —b. 4
1=y (‘H o) s T s ! (34)

Além disso, a igualdade vale se, e somente se,

1. ¥ € totalmente umbilica e tem curvatura Gaussiana constante;
2. S|g = a, H6M|ag = b,‘
1
3. Ricy (N, N) = —§H2 ao longo de 2 e II? (N, N) = —c{ ao longo de 0.

Demonstragio. Tomando a fungdo ¢ = 1 na caracterizagio variacional de o7 e usando a

equagao de Gauss, temos

o108 < —/Z(RicM(N,N)+|A|2) da—/aZHaM(N,N)dK
1

- _2/ (S—2K2+H2+|A]2)da—/ (HOM — k) de
P

o)

1 3
< —§(a + 5H?)|z:| + 27X (2) — b|0Y|.

Se vale a igualdade, entao todas as desigualdades acima sao igualdades. Em particular,
Y é totalmente umbilica e, pelo Lema (3.1} a fungdo ¢ = 1 é uma autofuncao e, portanto,
satisfaz o problema (3.1). Dai, temos que Ricy (N, N)+ H?/2 =0e o/ = —II? (N, N).
Reciprocamente, se valem as condicoes 1, 2 e 3 acima, entdo |A|? = %2 e o operador de
Jacobi é o operador Laplaciano, isto é, J = A. Portanto, Z(1,1) = — faz TIPM(N, N)dl =
o!|0%] e p = 1 é uma autofuncio pelo Lema . O resultado segue aplicando o truque

de Schoen-Yau e as condigoes 1, 2 e & acima. De fato,

1
o7105| = T(1,1) — —2/E (S—2KZ+H2+|A|2>da—/aE (2 = ) e
1

3
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Usaremos um resultado bastante util devido a Changyu Xia [6§].

Teorema 3.2 (Xia). Seja M™ uma (n+1)-variedade Riemanniana compacta com bordo
OM ndo vazio. Suponha Ricy; > 0 e II9M > ¢, onde Ric € o tensor de Ricci de M e
II19M ¢ q sequnda forma fundamental de OM em M. Entdo, o primeiro autovalor ndo

nulo do Laplaciano de OM (com respeito a métrica induzida) satisfaz
M (OM) > nc®.

Além disso, a igualdade ocorre se, e somente se, M ¢é isométrica d bola de raio 1/c do

espaco Buclidiano R™1.

Como consequéncia de nossas estimativa e inspirado no Teorema de Mendes (veja [48],

Teorema 1.4]), obtemos o seguinte teorema de rigidez para o comprimento do bordo 9X.

Teorema 3.3. Seja (M3, g) uma variedade Riemanniana com bordo ndo vazio tal que
Ricyy > 0 e I19M > 1. Seja ¥* C M? uma superficie mergulhada e orientdvel com
curvatura média constante e bordo livre tal que of satisfaz a caracterizagio variacional
via quociente de Rayleigh com of > —1. Entio, ¥ é topologicamente um disco cujo o

bordo satisfaz
|0%| < 27.

Além disso, se vale a igualdade, ¥ é isométrica ao disco D e M? € isométrica a bola

B’ c R.

Demonstragio. Como 11 > 1, segue que b = inf H?M > 2. Portanto, usando a desi-
gualdade (3.4)) e escrevendo x () =2 — 2y —r, onde 7 é o género topoldgico de X e r é o

nimero de componentes conexas de 0%, nds temos

2r(2 =2y —1)

-l < B

—2, (3.5)

0 que prova a primeira parte.

Se |0X| = 27, entao ¥ é totalmente geodésica e Ky, = 0. Além disso, k = (Vyv,T) =
II?M(T T) = 1, e, portanto, ¥ é isométrica ao disco fechado D e 9% é uma geodésica
simples de M, pois (V7 N, T) = A(T,T) = 0 com ¥ mergulhada em M. Aplicando o

Teorema de Mazet-Mendes [47, Teorema 5.1] concluimos o resultado. ]

No préximo teorema, H%>* denota a curvatura média de ¥ como uma hipersuperficie

de Y, que é a generalizacao natural para a curvatura geodésica quando n > 2.

Teorema 3.4. Seja (M", g) uma variedade Riemanniana compacta com curvatura secci-
onal Ky > 0 e sequnda forma fundamental do bordo 11 > 1. Seja "' € M"™ uma
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hipersuperficie mergulhada com curvatura média constante e bordo livre tal que o satisfaz

a caracterizagio variacional via quociente de Rayleigh com of > —1. Entdo
1
(n —2)|03| < = / Sy + | HO* (3.6)
2Js )

e, se vale a igualdade, Y é isométrica a bola fechada B". Além disso, se a curvatura
de Ricci do bordo de M™ satisfaz Ricgyr > (n — 1)g, temos que M™ € isométrica d bola
Euclidiana fechada B" .

Demonstracdo. Como I1°M > 1, segue que b = inf H'M > n — 1. Portanto,

—(n—1), (3.7)

donde segue . Se vale a igualde, entdo K|y = 0, ¥ é totalmente geodésica, Ky = 0
e segue que O é totalmente geodésica em OM. Além disso, [I?M|ys = 1 ¢ HO®® =
n — 2. Portanto, podemos usar o mapa exponencial para construir uma isometria entre
um dominio estrelado no espaco tangente e . Em particular, 3 e 0¥ sao simplesmente

conexas. Pela equacao de Gauss, temos que para pontos de 9%
Ko (X,Y) = Ky (X, Y) + (ITP" (X, X), I1°M(Y,Y)) — [ITPM(X,Y)]? =0+ 1 +0.

onde X,Y sd@o vetores ortonormais de € T,3. Portanto, segue que Kpy, = 1, desde 0% é
totalmente geodésica em M. Como 0% é completa e simplesmente conexa segue que 0%
é isométrica a S"~2 e concluimos que X é isométrica a B! pelo Teorema de Xia.

Dado que a curvatura de Ricci de OM é estritamente positiva, podemos aplicar o Lema
[2.3]e concluir que 9% divide 9M em duas componentes Q; e Qs tais que 9 = 93 = 9Q;.
Como 0% é totalmente geodésica, temos que a sua segunda forma fundamental em €; e
Q) é zero. Entao, pelo Teorema 0, =87 ey =S". Portanto, pelo Teorema de Xia,

7. ’ . N
M™ é isométrica a B . OJ
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4 ESTIMATIVAS DE AREA E RIGI-
DEZ PARA O AUTOVALOR PRIN-
CIPAL DE MOTS

Neste capitulo, obteremos versoes de alguns teoremas provados no Capitulo [2f para o caso
de MOTSs em um conjunto de dados iniciais. Isto inclui uma estimativa superior para o
autovalor principal do operador de estabilidade e uma estimativa para a area da MOTS.
Também obtemos a rigidez do conjunto de dados iniciais sob condi¢oes no autovalor

principal.

4.1 Preliminares

Seja (M4,§) um espagco-tempo, i.e., uma variedade Lorentziana munida de um campo de
vetores do tipo-tempo V, e considere uma hipersuperficie do tipo-espaco M? imersa em
/e Entdo, a métrica induzida sobre M? é Riemanniana. Além disso, M3 é orientével e
existe um tinico campo unitdrio v normal a M3, de tipo-tempo [51, p. 189]. Neste capitulo,
seguindo a notacao tradicional, denotaremos por K a segunda forma fundamental de M3
em M.

Considere X2 uma superficie fechada de dois lados, mergulhada em M? com vetor
unitario normal N. Podemos definir dois vetores do tipo-luz dados por ¢, = u+ N e
¢_ =wu— N. Entdo, definimos as curvaturas médias de 32 em M com respeito a £, e {_,
respectivamente, por 6, e 6_. Elas sdo chamadas curvaturas médias luminosas.

Fixaremos ao longo deste capitulo N apontando para fora de ¥? em M3. Assim,
dizemos que X% é uma superficie aprisionada para o exterior se f, < 0, uma superficie
nao aprisionada se 6, > 0, e finalmente uma superficie marginalmente aprisionada para
o exterior, ou simplesmente MOTS (para usar o termo em inglés), se 6, = 0.

Superficies aprisionadas desempenham um papel fundamental na teoria de buracos
negros. O famoso teorema da singularidade de R. Penrose afirma que, sob certas con-
digoes fisicas, a existéncia de uma superficie aprisionada implica a existéncia de uma
singularidade [38, 53]. A definigdo de buraco negro é um pouco técnica, mas, de forma
geral, refere-se a uma regidao do espaco-tempo da qual os raios de luz nao podem "esca-
par'. Uma superficie aprisionada oferece uma maneira quase local de identificar buracos
negros. A fronteira do buraco negro é denominada horizonte de eventos. Intuitivamente,
uma superficie aprisionada vem do fato que os raios de luz que estao indo "para fora"ainda
estao convergindo para "dentro'da superficie, impossibilitando a fuga da luz [39]. Uma

MOTS ¢é o caso limite em que esses raios de luz nao estao convergindo para o interior da
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regiao inacessivel nem estao saindo. Por esse motivo, MOTS geralmente estao associadas

a fronteira de um buraco negro [3§].

Definicao 4.1. As segundas formas fundamentais luminosas de X2 em M* sio definidas
por
X:I:(Xa Y) = g(ng:tv Y)7

onde X,Y € T,>.

Note que
Xi(X> Y) = K’E + A,

onde A é a segunda forma fundamental de 2 em M? em relacio a N.

Quando M?3 é totalmente geodésica, isto é, K = 0, temos que 0, = H e, assim, uma
MOTS é apenas uma superficie minima. Por causa disso, uma MOTS pode ser pensada
como uma generalizagdo de uma superficie minima. Portanto, muitos fatos gerais sobre
MOTS descobertos em fisica podem ser aplicados em superficies minimas. Reciproca-
mente, muitos fatos desenvolvidos na teoria de superficies minimas podem ser levados
para a teoria de MOTS, por exemplo, [32]. Além disso, MOTS tiveram um papel impor-
tante na prova do Teorema da Massa Positiva para espagos-tempo de dimensao menor
que oito (ver [25]).

Apresentaremos a nocao de estabilidade para MOTS, devida a Andersson, Mars e
Simon [6, 5]. Seja G = Ricyy —§§ o tensor de Einstein de 77" Segue que a densidade de
energia local 1 e a densidade de corrente local J, que sao dadas por:

,u:G(u,u):;(S—|K\2+7'2>, e J=Glu,) = div(K —g), (4.1)

onde 7 = tr K e fizemos uso da equagao de Gauss.
Além disso, considere X € I'(T'Y), o campo de vetores sobre 3 definido em cada ponto

p € ¥ como sendo o dual a K(N,-)|r,s e a seguinte variagao:
X (=€) > M, p(X,s):=psX) =%, C M,

tal que X2 = %y em (M, g, K) e X3 = ¢(p, s) é um mergulho para cada s fixo. O campo

variacional é dado por V, = % e o vetor velocidade é o campo dado por Vy = g—f .
Nos definimos o seguinte funcional:
F[24] :/0+<V5,Ns>das. (4.2)
by

Note que se K = 0, entdao 8, = H e o funcional acima coincide com a primeira
variacdo da area. Em analogia com o caso de superficies minimas, Andersson, Mars e

Simon calcularam a variacdo do funcional F' dado acima no artigo [5].
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Proposigao 4.1 (Andersson-Mars-Simon). Sejam (M3, g, K) um conjunto de dados ini-
ciais contido em um espago-tempo (M4,§) e X2 uma MOTS. Entdo, a primeira variagio

do funcional ¢ dada por
F(0) = /Z Vol + (X, V6) + (Q = X+ div X - ;) 6 da
onde Q = 355 — (u+ J(N)) — 5lx+> e ¢ = (N, Vo).
Motivados por esta proposicao, temos a seguinte definicao.
Definicao 4.2. O operador de estabilidade para MOTS L : C*(X) — C*(X) é dado por
Lo = —A¢ +2(X, V) + (Q — |X[* + div X ) ¢.

Note que esse operador nao é simétrico, entdo é possivel que existam autovalores
complexos. Contudo, existe um autovalor real, chamado de autovalor principal, que sera
muito importante em nosso estudo, pois tem um papel analogo ao primeiro autovalor do
operador de Jacobi para superficies minimas ou de curvatura média constante. Sobre ele

temos as seguintes propriedades provadas em [6, Lema 4.1].

Lema 4.1. O operador de estabilidade L para MOTS possui um autovalor real L,
chamado de autovalor principal, tal que para qualquer outro autovalor p, temos que
Rep > M. A correspondente autofuncio p, tal que Lp = Np, é tinica a menos de

uma constante multiplicativa e podemos escolher p > 0 em .

Associado ao operador de estabilidade, temos o operador simetrizado Ly : C*(X) —
C*> (%) dado por

Lop = —Ap+ Q.

Por ser simétrico temos que o seu primeiro autovalor pode ser obtido como o infimo

dos quocientes de Rayleigh

fg |V¢|2 + Q¢2 da.

Ao = n
b seor(m\0) J5 ¢ da

(4.3)

O lema a seguir, devido a Galloway e Schoen [33] faz uma comparacao entre estes dois

autovalores para MOTSs.

Lema 4.2 (Galloway e Schoen). A\[° > A\,

4.2 Estimativas de area e rigidez para o operador de esta-
bilidade de MOTS

Nesta se¢ao, vamos provar uma estimativa para o autovalor principal de uma MOTS,

inspirados nos resultados que obtivemos no Capitulo 2] Para isso, vamos supor que a
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fungao pu — |J| é limitada inferiormente por uma constante (que pode ser negativa). Essa
condicdo desempenha o papel da limitacao da curvatura escalar, no caso K = 0.

A hipétese p— |J| > ¢ é comum quando se usa a condigao de energia dominante num
espago-tempo com cosmoldgica ou na presenca de matéria. De fato, podemos escrever a
equagao de campo de Einstein na forma G, + Ag = 7,,, onde 7, é o tensor momento-
energia.

Para um observador que se move tangente a um vetor temporal u = ey tal que
€o, €1, €2, 3 formam um referencial de Lorentz, temos que a densidade de energia-momento
observada ¢ representada pelo vetor X7g,e,. A condigao para que este vetor seja do tipo-

tempo e aponte para o futuro para todo observadorﬂ ¢ a condicao de energia dominante:

Segue de (4.1]) que a condic¢do de energia dominante é dada por
w>1J+A em M. (4.4)

A condicao de energia dominante é uma condicdo fundamental em relatividade geral,
impondo restri¢coes nas densidades de energia e no fluxo de energia de maneira que sejam
consistentes com a fisica classica. Mais precisamente, essa condi¢ao assegura que a densi-
dade de energia medida por qualquer observador seja nao negativa e que o fluxo de energia
nunca exceda a velocidade da luz. E uma condicdo crucial para garantir a validade das
solugoes das equagoes de Einstein em contextos fisicos realistas, como o comportamento
de buracos negros e outras singularidades gravitacionais.

Usando essa condi¢ao, provamos o seguinte teorema.

Teorema 4.1. Seja ¥2 uma MOTS em um conjunto de dados iniciais (M?, g, K). Supo-
nha que ezista uma constante c tal que p — |J| > ¢ sobre ¥.. Entao, o autovalor principal

do operador de estabilidade de Y. satisfaz

27(2 — 27)

A< —
I < —c+ |2|

Além disso, se vale a igualdade, a sequnda forma fundamental luminosa x € identi-

camente nula, \f' = \° e a curvatura escalar de ¥ é constante dada por Sy = 2¢ + 2\F.

L Isto é, o fluxo de massa-energia nunca pode ser mais répido que a velocidade da luz.



Capitulo 4. FEstimativas de drea e rigidez para o autovalor principal de MOTS 46

Demonstragio. Usaremos que A < Ao e a funcdo ¢ = 1 na equacio ()
Moo < L / Qda
b IEI
= / 1+ J(N)) — P
IEI 2
Sz
< / (- |J|>) da
]

2—27)
2]

S_

em que na ultima linha usamos o Teorema de Gauss-Bonnet. Se vale a igualdade, entao
M=o X =y, =0,u+J(N)=pu—|J|=ce X°|¥| = J5 Qda. Em particular, dados
a € R ep € C*(X) arbitrarios, temos que

Af/z(wozfda < /Z(\V(a+w)!2+cz(a+w>2) da
= /E<|V¢|2+Q¢2) da+2a/EQ1/)da+/\f/OéQda-

%

Ou seja,
0< [ (V0P +(@- ) da+2a [ (@ )wda

Como « € R é qualquer, temos que [(Q — A[)ida = 0 para toda ¢ € C®(%) e,
portanto, ) = %SZ —c= M\ n

Usando essa estimativa para o autovalor principal de ¥ nds obtemos a seguinte esti-

mativa de area.

Teorema 4.2. Sejam (M3, g, K) um conjunto tridimensional de dados iniciais e ¥* uma
MOTS fechada em M3. Suponha que i — |J| > 3 e o primeiro autovalor do operador de
estabilidade de Y satisfaca AV > —2. Seque que

|X| < 4.

Além disso, se X2 € o bordo de uma regiao limitada 2, com massa de Hawking my(X) =
0, a curvatura escalar de M satisfaz Sy > 0 e a igualdade € atingida, entao X € isométrica

a uma esfera redonda e ) € isométrica da bola Euclidiana unitdria.

Demonstragiao. Do Teorema [4.1] temos que

27(2 — 27)

—2< ) <3
< N < -3+ 5

Além disso, se X é o bordo de uma regiao limitada {2 com curvatura escalar S > —0, é
CMC com massa de Hawking my(3) = 0 e a igualdade ¢ satisfeita, entao ¥ ¢ isométrica

a uma esfera redonda e 2 é isométrica a bola Euclidiana unitéria. OJ
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Teorema 4.3. Sejam (M3, g, K) um conjunto tridimensional de dados iniciais e 3* uma
MOTS fechada em M?3. Suponha que u— |J| > 3 e o primeiro autovalor do operador de
MOTS satisfaga \I' > —2. Segue que

|X| < 4.

Além disso, se X3 € o bordo de uma regiao limitada 2, com massa de Hawking my(X) = 0,
a curvatura escalar de M satisfaz Sy, > —6 e a igualdade é atingida, entdo X € isométrica

a uma esfera redonda e Q0 é isométrica a bola do espaco hiperbélico H?.

Demonstragio. Do Teorema [4.1] temos que
o1 (2 — 27)
X

—2< A <3+

Se ocorre a igualdade, entdo Sy = 2, ¥ tem género zero e é isométrica & S?. Como
mu(X) = 0, temos que H = 2v/2, pela equagio (1.1) com v = —6. Segue do Lema

que a regiao delimitada por ¥ é isométrica a bola hiperbdlica unitaria. O

Proposigao 4.2. Sejam (M3, g, K) um conjunto tridimensional de dados iniciais fechado
e X2 uma MOTS fechada em M?. Suponha que p — |J| > 3 e o primeiro autovalor do
operador de MOTS satisfaca Al > —2. Entdo

|X| < 4.

Se ocorre a igualdade na drea, Ricyy > 2 e ¥ € totalmente geodésica, entao M3 ¢

isométrica a S3.

Demonstragio. Do Teorema [£.1] temos que
21 (2 — 27)
X

—2< M <3+

Se ocorre a igualdade, entao Sy, = 2, ¥ tem género zero e é isométrica a S%.. Dado que a
curvatura de Ricci é estritamente positiva, podemos aplicar o Lema [2.3| e concluir que X
divide M em duas componentes §2; e €y tais que 92, = ¥ = 9€),. Como ¥ é totalmente

geodésica, sua segunda forma fundamental em €2; e {5 é zero. Portanto, pelo Teorema
791281692283. ]
Concluimos esse capitulo mencionando alguns exemplos.

Exemplo 4.1. Uma solucao de vacuo da equacao de campo de Einstein com constante
cosmolégica A = 3, que satisfaz o Teorema é o produto torcido M = —R x;R3, onde
f(t) = et Nesse caso, temos M = {0} x,0 R}, K = —ge ¥ =S%

Exemplo 4.2. Uma solucao de vacuo da equacao de campo de Einstein com constante
cosmologica A = 3, que satisfaz o Teorema é o produto torcido M = —R x ;H?, onde
f(t) = senht. Nesse caso, temos M = {to} Xgenns, H?, com ty = coth ™' /2, K = —/2g ¢
¥ =82



Capitulo 4. FEstimativas de drea e rigidez para o autovalor principal de MOTS 48

Exemplo 4.3. Uma solucao de vacuo da equacao de campo de Einstein com constante
cosmologica A = 3, que satisfaz a Proposicao , é o produto torcido M = —R x S3.
Nesse caso, temos M = {0} x S?, com K =0e ¥ = S2
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5 CRITERIOS DE ESTABILIDADE
PARA HIPERSUPERFICIES DO
TIPO-ESPACO COM BORDO

Neste capitulo, calcularemos a primeira e a segunda variagoes da area para hipersuper-
ficies do tipo-espaco com bordo livre imersas em uma variedade Lorentziana. Seguindo
o trabalho de Barros, Brasil e Caminha em [12], onde eles estabeleceram condigbes para
que uma imersao do tipo-espago com curvatura média constante no espago generalizado
de Robertson-Walker (GRW) seja maximal ou uma slice do tipo-espago, apresentaremos

um resultado analogo para hipersuperficies do tipo-espago com bordo livre.

5.1 Formulas da primeira e segunda variagoes

Hipersuperficies do tipo-espago com curvatura média constante tém despertado grande
interesse tanto do ponto de vista da fisica quanto da matemética. Em [12], Barros,
Brasil e Caminha classificaram hipersuperficies do tipo-espago fortemente estaveis com
CMC imersas em um tipo de espaco-tempo conhecido como espago-tempo generalizado de
Robertson-Walker, denotado por —1 x4 M". Ao impor uma certa condicao de convexidade
sobre a funcao warped ¢, eles mostraram que uma hipersuperficie fechada, fortemente
estavel, imersa com curvatura média constante deve ser maximal ou um slice £ty x M™.

A estabilidade de hipersuperficies CMC em espagos de forma Riemanniana comegou
com Barbosa e do Carmo [9], e Barbosa, do Carmo e Eschenburg [8]. No primeiro artigo,
eles definiram estabilidade e demonstraram que as esferas sao os tnicos pontos criticos
estaveis para o funcional da area ao considerar variagoes que preservam o volume. No
contexto de hipersuperficies fechadas em variedades Lorentzianas, Barbosa e Oliker [10]
provaram que hipersuperficies do tipo-espaco com curvatura média constante sao pontos
criticos para o funcional para variagoes que preservam volume. Além disso, eles calcularam
a segunda variacao do funcional drea para hipersuperficies fechadas. Ao analisar a segunda
formula de variagao, eles demonstraram estabilidade para imersoes do tipo-espago no
espaco-tempo de de Sitter.

No contexto de hipersuperficies CMC com bordo livre imersas numa variedade Ri-
emanniana, podemos encontrar a primeira e a segunda variagdo do funcional area no
trabalho de Ros e Vergasta [57]. Vemos que, no contexto com bordo, a estabilidade ainda
desempenha um papel chave e foi possivel estabelecer restri¢oes topologicas e geométricas

para as imersoes. Em [3, [52], os autores introduziram problemas de primeira variagao da
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area em e no espago de Minkowski e em espagos de forma Lorentziana. No contexto de
estabilidade para uma hipersuperficie do tipo-espaco com bordo livre, ndo encontramos
na literatura uma férmula para a segunda variacao. Por isso, estabelecemos essa férmula
nesta secao.

Nesse capitulo, M™*! denota uma variedade LorentzianaEl orientavel, munida de um
campo de vetores de tipo-tempo V. Denotaremos por X" uma hipersuperficie do tipo-
espaco imersa em M"™ ou seja, de modo que a métrica induzida da métrica semi-
Riemanniana de M"™! seja Riemanniana. Além disso, por [51, p. 189], X" é orientével e
h& um tinico campo unitario N normal a ", de tipo-tempo e globalmente definido em X",
alinhado com a orientacao de V', ou seja, (V, N) < 0. Fixado este campo, nés denotamos

por A a segunda forma fundamental associada a N e dada por
AX =—-VxN, paratodo X € TY,

onde V denota a conexao de Levi-Civita de . Neste capitulo, vamos considerar a curva-

tura média ndo normalizada, ou seja, a funcao dada por

H=—trA=— Z<AEZ,EZ>,

)

onde {E1, ..., E,} é um referencial ortonormal de ¥ em p e (N, N) = —1.
A fim de calcular a primeira variagdo da area, precisaremos da seguinte nogdo. Uma
variagdo de X" é uma aplicacdo suave ¢ : (—¢,€) x L™ — M™"! que satisfaz as seguintes

condigoes:

i) Para qualquer s € (—¢,¢€), a aplicagao ¢, : £ — M"*! definida por ,(p) := (s, p)
¢ uma imersao com @,(int(X)) C int(M) e ¢4(0%) C OM,

ii) ¢(0,p) = po(p) para qualquer p € X,
iii) Existe um conjunto compacto C' C ¥ tal que ¢s(p) = ¢o(p) para qualquer p € ¥—C.

O vetor velocidade é o campo de vetores X, := (J¢/0s) (0, p) para qualquer p € ¥. Note
que X, tem suporte compacto e é tangente a OM nos pontos de 9% pela condicao (i)

acima. O funcional de drea A(s) : (—¢,€) — R associado & varia¢ao ¢ ¢ dado por

A(s) = / da, = /E |Jacy,| da, (5.1)

onde da é o elemento de volume de ¥ e A(0) = || é a drea de 3. Definimos o volume da

regiao entre X e X pelo funcional V' : (—¢,¢) — R dado por

V(s) = /[ e

onde dv denota o elemento de volume de M.

L Algumas vezes ao longo deste capitulo, denotaremos apenas por M.
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Proposic¢dao 5.1 (Primeira variacao da drea). Sejam M™' uma variedade Lorentziana
ep:(—€€) x X" — M™M uma variagio de X", uma hipersuperficie do tipo-espago em
M™ com int(X) C int(M) e 02 C OM. Dada uma variagio com vetor velocidade X,

o (0 = /E Huda + /a (Xt V() /E wda, (5.2)

em que H € a curvatura média de ", u é a componente normal de X, isto é, u = —(X, N),

e v € o vetor conormal apontando para o exterior de 0¥ em X".

Demonstragio. Por diferenciagdo sob o sinal da integral (ver, por exemplo, [45] Lema
2.1]) , temos

d
A'(0) = /stwac%‘

= /Huda+/ (X,v)del.
> o%

Para o volume ver [§, Lema 2.1], temos que

da = / divy X da
s=0 3

5 (d0) 5, 9) = 5,(N.(p). 5 s, )} ds A o, 5.

em que Ny é o normal unitario ao longo da imersao ¥, compativel com a orientagao de X
em M e 0; = (Ns, Ng). Pelo Teorema de Fubini, temos

V’(O):—/E<X,N>da=/2uda.

O

Nos dizemos que uma hipersuperficie do tipo-espaco X é fortemente estacionériaEl se
Y. é ponto critico do funcional area, isto é, A’(0) = 0. Diremos que X é estaciondria
se A/(0) = 0 para qualquer variagdo que preserva o volume. Uma caracterizagdo para

hipersuperficies do tipo-espaco fortemente estacionarias ou estacionarias é dada abaixo.

Corolario 5.1. Seja M uma variedade Lorentziana tempo-orientada suave. Entdo, para
uma hipersuperficie do tipo-espago ¥ em M com int(X) C int(M) e 0¥ C OM, as sequin-

tes afirmagoes sao equivalentes:
1. X € estaciondria (resp. fortemente estaciondria).

2. A curvatura média de ¥ é constante Hy (resp. nula) e ¥ encontra OM ortogonal-

mente nos pontos de 0.

3. Eziste uma constante Hy tal que (A — HoV)' (0) = 0 para qualquer variagio de X
(resp. A'(0) = 0 para qualquer variagio de X3).

2 Em alguns contextos, é chamada hipersuperficie maximal, visto que tem curvatura média nula.
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Demonstracio. Da Proposicao podemos ver que (2) implica (3) usando o fato de que
nossas variagoes levam o bordo no bordo e, portanto, X é normal a > nos pontos de
0¥. Novamente, da Proposicao temos que (3) implica (1). Para (1) implicar (2),
podemos tomar u € C§°(X) com supp(u) C int(X) e [puda = 0. Por [8, Lema 2.2],
podemos encontrar uma variacao de ¥ que preserva volume cujo vetor velocidade satisfaz
u=—(X,N) em X. Como ¥ é estaciondria, [, Huda = 0 para qualquer u de média zero,
entdao H é uma funcio constante.

Agora, mostraremos que ela tem bordo livre. De fato, suponha que (v, N) # 0 para
algum p € 0X. Entao, podemos definir um campo Y diferencidvel com suporte compacto
em ¥ tal que [(Y,N)da = 0 e (Y,v) é uma fungao de corte ao longo de 9¥. Usando
novamente [8 Lema 2.2], podemos construir uma variagao que preserva volume com vetor
velocidade X tal que (X, N) = (Y, N) no interior de ¥ e (X,v) = (Y,v) em 0%. Assim,
0= faz<X7 v)dl # 0, o que é uma contradigdo com a hipétese de que (v, N) # 0.

O

Proposigao 5.2. Sejam M™ uma variedade Lorentziana e ¢ : (—¢,€) X ¥ — M uma
variagio de X", uma hipersuperficie do tipo-espaco em M™Y. Seja N, o vetor normal a
Y, € ds = (Ns, Ng). Entao,

vX]\/vs = VXTNS_’_VESU’S’
em que Uy = 55(%“;, Ny).

Demonstra¢io. Em coordenadas locais, o gradiente de us; em ¥4 é dado por Vg us, =
(9" 0;us) 0;, entao

g™ (No, Vo, (uN))0; = (9™ 0kus) 0 = €V u,. (5.4)

Portanto,
Vx N, = —g"* (N, Vo, (XT +uN,)) 0 = Vr N, — eV, (5.5)
O

Vimos que uma hipersuperficie do tipo-espaco com curvatura média constante H e
bordo livre é um ponto critico do funcional A — HV. A pergunta mais natural a se fazer
¢é se tal imersdo maximiza o funcional. Para responder a essa pergunta, precisaremos

calcular a segunda variagao desse funcional.

Teorema 5.1 (Segunda variacdo da 4rea). Sejam M™™' uma variedade Lorentziana e
0 :(—€,6) XX — M uma variagio de uma hipersuperficie do tipo-espago X" em M"1,
onde int(X) C int(M) e 0¥ C OM. Se X" € estaciondria com curvatura média constante
H, entao

(A—HV)"(0) = Z(u,u),
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onde uw = (X, N) é a componente normal do vetor velocidade e T é a forma bilinear em
C*(X) definida por

Z(v,w) ::—/Z{<ng,vgw>+(RicM(N, N)+ [A]?) vw}da—/ TT°M (N, N)vwdl,

[)))

Aqui, Ricy € o tensor de Ricci de M™ ' e II?M ¢ a sequnda forma fundamental de OM

em Mn"H1,

Demonstracao. Comegamos derivando a expressao para a primeira variacdo da area

(A— HV)/ (s) = Hougday — H ug dag + / (X, vg) dls,
s %

s

onde H, é a curvatura média de 3, (X;), 1= (09/0s) (s,p); us := (X, Ns) e vs & o vetor

conormal a 0%,. Derivando a equagao anterior e usando que Y tem bordo livre temos

(A—HV)"(0) = / H’(O)uda+/ (X, ) de.
by %
Pela Proposicao [5.2] e notando que
<N57 Vs> =0= <VX0NS7 Vs> = _<VX0VS7 Ns>
temos

<Xsa Vs>l(0) = <VXX37 Vs>‘s:0 + <usta vXVS>|s:O = UO<VXN07 VO> - <vXusta VO>

0
= up(VxNy — VxtN; — Vy,up, 1) = —ug {87;0 + IfaM(N, N)uo} )
0

Por outro lado, a derivada H'(0) foi calculada em [12, Prop. 2.2]

H'(0) = J(u) := Agu — (Ricy (N, N) + |A]?) u,

onde J é o operador de Jacobi para uma hipersuperficie tipo-espaco e Ay, é o Laplaciano
de Y. Portanto,

(A— HV)" (0) = Q(u,u)
onde definimos

Qv,w) := /Zvj(w)da — /8Z v {gﬁ’ + ITPM (N, N)w} dr,

para quaisquer u,v € C§°(X). Finalmente, integrando por partes, temos Q(u,u) =
Z(u,u).
O
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5.2 Estabilidade de hipersuperficies com bordo livre em va-

riedades Lorenztianas

Usando a notagao da secao anterior, dizemos que uma hipersuperficie do tipo-espaco X"
¢ fortemente estavel se (A — HV)"”(0) < 0 para qualquer variagdo de ¥". De maneira
andloga, dizemos que X" é estavel se A”(0) < 0 para qualquer variagdo que preserve
o volume. Procedendo de maneira andloga a demonstragdo do Corolario 5.1 podemos

provar a seguinte proposicao.

Proposicao 5.3. Sejam M™ uma variedade Lorentziana e X" uma hipersuperficie do
tipo-espago estaciondria imersa em M™™ com int(X) C int(M) e int(0X) C int(OM).

Seja I a forma do indice, entao:
i) X" é fortemente estdvel se e somente se Z(u,u) < 0 para qualquer u € C®(X%).
i) X" € estdvel se e somente se Z(u,u) < 0 para qualquer u € C*(X) com [guda = 0.

Demonstragio. O item (i) segue diretamente do Teorema Para o item (ii), se X é
estével e u € C®(X) é tal que [;uda = 0, entdo, por [8, Lema 2.2], existe uma variagao
que preserva o volume tal que a componente normal do vetor velocidade é u. Isso implica
que Z(u,u) = A”(0) < 0. Reciprocamente, se temos uma varia¢ao que preserva o volume,
definimos u = —(X, N). Assim, u € C®(%) e, por [8, Lema 2.2], [, uda = 0. Portanto,
A"(0) = Z(u,u) <0. O

Analogamente ao caso Riemanniano, dizemos que p € C*(X) é uma autofungao do
operador de Jacobi de ¥ associada ao autovalor A7, se p ndo é identicamente nula e é

solugao do problema de fronteira do tipo Robin dado por

Jip—Np=0, em 2, (5.6)
% — —JI?M(N,N)p, sobre 9. .

Isso equivale a Z(p,¢) = A/ {p, ®)r2(x) para todo ¢ € C*°(X). Pela teoria eliptica
classica, sabemos que os autovalores do problema ([5.6)) formam uma sequéncia decrescente

que tende a menos infinito, ou seja,
J J J
AIZAQZA?,Z“'\_OO'

A estabilidade pode ser detectada analisando o sinal do primeiro autovalor. Para uma
caracterizagdo variacional mais proxima a que se encontra na literatura [22], convencio-

namos \{ = —A{ e segue que

1= In Y
peC=(D\0} [, ¢*da

Nés vemos que X" é fortemente estavel se e somente se A\{ > 0.
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Proposicao 5.4. Seja M™ um espaco-tempo tal que Ricy(Z,Z) > 0 para todo vetor
Z € TM do tipo-tempo e a sequnda forma do bordo IT? (W, W) > 0 para todo vetor

W € TOM do tipo-tempo. Se X" ¢é estaciondria, entdo é fortemente estdvel.

Demonstracao. Como N, que é o vetor normal a ¥, é do tipo-tempo, temos

./|V¢F+(REMUWAU+LM3¢%Mﬁ1/ IIPM(N, N)¢p*dt > 0, (5.7)
M oM
para toda ¢ € C°(X). Portanto, ¥ é fortemente estével, visto que Z(¢, ¢) < 0. m

A seguir damos uma caracterizacao de estabilidade forte para hipersuperficies do tipo-

espago.

Proposicao 5.5. Sejam M™™! uma variedade Lorentziana e X" uma hipersuperficie es-
taciondria tipo-espago. Se existe uma func¢ao positiva u € C*®(X) tal que Ju < 0 e
Bu = % + ITM (N, N)u > 0, entdo X" ¢ fortemente estdvel.

Demonstra¢io. Queremos mostrar que Z(p, ¢) > 0 para toda fungao ¢ € C§°(X). Entao,
assumindo que existe u satisfazendo a Proposigao, podemos escolher n € C§°(X) tal que

@ = nu. Assim temos que
ImWZ/@MM—/wmﬂ-
2 ox.
Primeiro vamos analisar a integral no interior de >", com efeito
/ oJoda = / nuJ (nu)da
) 2
= / [T]2UJU + nutAn + 2nu(Vu, Vn)] da
2
< / [nu2An + 2nu(Vu, Vnﬂ da
2
1
= / [nu2An + i(Vu2, Vn2>} da.
2

Em que a desigualdade vem da hipétese que Ju < 0. Por outro lado, usando as proprie-

dades da divergéncia de um campo, podemos verificar que
divy, (uQVUQ) = (Vu?, Vn?) +u?An? = (Vu?, Vn?) + 2nu? An + 2u?| V]2
Portanto,

da

1
/go]goda < / [ div (uQan — u*|Vn)|?
s L2
_ Lo (oo, 2 21,2
= /E[2d1V<an)—u|Vn|}da
= /uQ\Vana—/ u2n@d€
b % v

< / uQn@dﬁ
% aV
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Segue que

IWW)SK/U%%M—/#BWE
% v %

= /uQUandﬁ—/ un{aun—l—flaM(N,N)nu}dﬁ
o ov o ov

= —/ nzuBudﬁg 0.
oy

5.2.1 Produtos Torcidos

Uma classe particular de variedades LorentzianasEl com bordo sao os produtos torcidos
dados por N = —T x4 M™, em que —I denota um intervalo de R com métrica —dt*, M™
¢ uma variedade Riemanniana com bordo, e ¢ : I — R é uma funcao positiva diferenciavel.

A métrica Lorentziana em N™! é dada por

()= —dt® + ¢*( ).

Note que 9, é um campo do tipo-tempo globalmente definido. Entao, se ¥" é uma
hipersuperficie tipo-espago, existe um tinico campo N unitario e normal a " globalmente
definido, tal que © = (N, 9;) < —1.

O préximo teorema é uma extensao do trabalho de [12] para o caso de hipersuperficies

com bordo livre.

Teorema 5.2. Seja X" wuma hipersuperficie tipo-espago estaciondria com bordo livre
imersa em N™™ = —I x4 M™, de modo que nos pontos do bordo de X" o vetor nor-

mal N coincida com 0;. Entao

(a) Se HY' +ng"© > 0, entao ¥ é fortemente estdvel.

(b) Se ¥ € compacta e HY' +ng"© <0, entdo 3 € fortemente estdvel se, e somente se,

H¢' +n¢"® = 0.
(c) Se 3 é compacta e HY' +ng"O < 0, entao ¥ nao pode ser fortemente estdvel.

Demonstragio. Considere a fungao positiva g = —(¢d;, N). Segue de |12} Corolario 4.1]

que
Ag = (Ricx (N, N) +|A*) g = (H +n¢"©).
E concluimos que o operador de Jacobi aplicado em g é expresso por

Jg=—Hd¢ —ne'O. (5.8)

3O caso sem bordo é conhecido como uma generalizacdo do espaco-tempo de Robertson-Walker.
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Note que, para v conormal ao bordo, temos

v(g) = (V. N, ¢d), (5.9)

onde, usando [51], Proposigao 7.35], isto é, V,¢d; = ¢'v, mas notando que N = J; nos
pontos de 9%, temos que (V,N,d;,) = 0 e, por conseguinte, v(g) = 0. Além disso, pela

férmula de Koszul, temos
(Vav, N) = ([N, v],N).

Escreveremos o colchete de Lie em um sistema de coordenadas. Considerey : U — M™
uma parametrizacdo de uma vizinhanga do bordo de M" e defina uma parametrizacao

x: I xU — N™! tal que x = (t,y). Segue que N = 37", 0;0; — O0;, v = 2010505, e

n

N = 3 (b)), - il@at(bjwj =3 U(a)ds + v(0)d,

i=1
onde a;, bj, e © sao funcoes que dependem das coordenadas, J; e J; sao os campos

coordenados da parametrizacdo x nas direcoes tangentes a M e a I, respectivamente.

Portanto, como N = 0t sobre o bordo
IT?V(N,N) = ([N, v],d,) = (1(©)d,,d,) = 0.

Na tltima igualdade, usamos que V, 0, = %I/ e que N = 0; nos pontos de 9% para concluir

que v(©) = 0. Portanto, tomando B := 0/dv + II?N N, N), segue que
Bg=—(V,N,¢0;) + (Vyv,N)g =0, (5.10)

em que usamos que g = ¢ nos pontos de 3. Entao, sob as hipoteses do item (a), temos
que Jg <0, Bg > 0, e pela Proposicao [5.5] segue que ¥ é fortemente estavel.
Agora vamos ao item (b). Neste caso, se H¢' +n¢”"0 < 0 e X" é fortemente estével,

entdo tomando a fungdo g = —(¢d;, N) como teste, temos

Oz/ngda—/ ngdéz/¢<N,6t>(H¢’+n¢"@) da > 0,
> oy >

concluimos que H¢' + n¢”© = 0. A reciproca segue do item (a).

Finalmente, para o item (c), segue que

/ S(N,3)) (HY +nd"©) da > 0. (5.11)
b

Portanto, ¥ nao pode ser fortemente estavel. O
Corolério 5.2. Seja N = —I x4 M™ um espago-tempo cuja os slices sao compactos.

Seja X € uma hipersuperficie do tipo-espaco compacta e fortemente estavel de modo
que nos pontos do bordo o vetor normal coincida com 0;. Se a fungio ¢ satisfaz ¢" >
max{H¢',0} e o conjunto em que ¢/ =0 tem interior vazio em X" entao X" é mazximal

ou um slice {to} x M
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Demonstracao. Da demonstracao do Teorema temos

0> /Z 6(N,8)) (H&' + no'"©) da.
Notando que, por hipdtese, H¢' + ng”"0 < ¢" + ¢"O, temos

¢O(H¢ +ned"0©) > ¢¢"O(1 + 0).
Portanto,

0> /Zgb@(ngﬁ’ +ng¢"O)da > /z¢¢//@(@ + 1)da > 0.
Entao, as desigualdades acima sao igualdades e
"=Hd¢' e d"(©®+1)=0.

Como H é constante, temos que X" é maximal ou H # 0. Se o ultimo caso acontecer,

temos que © = —1 em um conjunto denso, visto que o conjunto em que ¢ = 0 tem
interior vazio. Mas, como © é continua, temos que © = —1 e, portanto, N = 0; e X" é
um slice. O
Corolario 5.3. Seja N = —R Xcoent St uma variedade Lorentziancﬁ e X" uma hi-

persuperficie do tipo-espago compacta e fortemente estdvel, de modo que, nos pontos do
bordo, o vetor slice {0} Xcosno S} tenham interior vazio. Entdo, se |H| <1, 3 é maximal

ou um slice umbilico.

4 N é conhecido como o espaco de De Sitter.
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6 A MASSA DE HAWKING PARA
SUPERFICIES ESTAVEIS

Neste capitulo, apresentamos dois resultados de rigidez para superficies estaveis de curva-
tura média constante imersas em 3-variedades com curvatura escalar positiva, assumindo
que a massa de Hawking é zero. No primeiro resultado, assumimos que a superficie é
aproximadamente redonda, enquanto no segundo resultado, consideramos as superficies

invariantes sob uma simetria par.

6.1 Introducao

No contexto da relatividade geral, o conceito de massa surge da necessidade de estabele-
cer uma conexao entre a relatividade geral e a gravidade classica de Newton. Uma das
primeiras tentativas nesse sentido é a massa ADM (Arnowitt et al., 1960), para variedades
assintoticamente planas. No caso de simetria temporal, ela relaciona a densidade local de
matéria (equivalente & energia) em uma variedade Riemanniana (M, g) a curvatura esca-
lar, denotada por S;. Uma das aplicag¢oes mais significativas da massa ADM ¢ o Teorema
da Massa Positiva (TMP), provado por Schoen e Yau [59] e Witten [67]. Este teorema
afirma que a massa ADM de uma variedade tridimensional completa assintoticamente
plana com curvatura escalar nao negativa é sempre nao negativa e é igual a zero apenas
se M for isométrica ao espaco Euclidiano plano.

Outro resultado importante no contexto da relatividade geral é a desigualdade de Pen-
rose, que afirma que se (M, g) é uma variedade tridimensional completa assintoticamente
plana com curvatura escalar ndo negativa e fronteira ¥ = OM # 0, entao a massa ADM
M é maior ou igual & massa de Hawking de ¥, ou seja, 1/|X|/167, onde ¥ é uma superficie
minima externa, com igualdade se, e somente se, M for isométrica a metade da métrica
de Schwarzschild R? \ {0}.

E natural considerar ,/|2|/16m como a massa quasi-local de um buraco negro (su-
perficie minima) 3. Em um sentido mais geral, em correspondéncia com a gravidade
Newtoniana, espera-se que qualquer regiao limitada (2, g) possua uma massa quasi-local
que leve em conta tanto a densidade de matéria (medida neste caso pela curvatura esca-
lar S; > 0) quanto alguma influéncia do campo gravitacional. A positividade da massa
total estabelecida pelo TMP motiva certas propriedades que seriam esperadas de uma
definicao de massa. Entre os candidatos propostos para massas quasi-locais, um dos mais
significativos é a massa de Hawking [37].

Em |13], Bartnik propos o problema de investigar a rigidez da massa de Hawking.

Ou seja, o que pode ser inferido sobre a variedade ambiente quando a massa de Hawking
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se anula para uma certa superficie e qual é o papel das 2-esferas (buracos negros) neste

contexto? Em geral, a massa de Hawking de uma superficie imersa ¥ C M? é definida

mu(X) = <‘E|>m<1 1; Hgda— \2\) (6.1)

167

onde v = inf; S,, |X| denota a area de X, e H denota a fun(;éo da curvatura média de X

CcOo1mo

(veja [46]). Em particular, assumindo inf,; S, = 6, obtemos

mn(S) = m (167r _ /E (H? + 4)da> | (6.2)

Em [65], Sun resolveu o problema de rigidez para superficies quase redondas. Ao
estudar os autovalores do operador de Jacobi para superficies estaveis CMC com massa
de Hawking zero, ele transferiu o problema de rigidez para uma solucao trivial da equacao
do campo médio. De fato, Sun provou que se a solugao estiver suficientemente proxima
da solugao trivial, que é zero, entao essa solucao € tnica, e a superficie deve ser isométrica
a S? C R3. Ele foi capaz de invocar alguns teoremas de rigidez geométrica para concluir
que essas regioes sao bolas em R* e H?, sob suposigoes de curvatura S, > 0 e S, > —6.
Isso levanta a questdo de se para S, > 6, terfamos um resultado semelhante para S®.

Posteriormente, em [63], Shi et al. estudaram as solugoes da equagao do campo médio
e estabeleceram um novo resultado de rigidez para esferas CMC estaveis com simetria
par, ainda assumindo S, > 0 ou S, > —6.

Neste capitulo, abordamos o problema de rigidez relativo a esferas estaveis de cur-
vatura média constante (CMC) dentro do contexto de curvatura positiva. Para estabe-
lecer a rigidez da variedade ambiente, é necessario assumir curvatura de Ricci positiva,
permitindo-nos aplicar o teorema de Hang-Wang, conforme delineado em [36]. Lembramos
que uma superficie Riemanniana ¥ é aprorimadamente uma esfera redonda se a curvatura
Gaussiana Ky, estiver em C° e

1%,

< €
4 0

CO

Ky — 1

para alguma constante universal ¢y < 1, onde |X| denota a area de X.
Usando essa notacio, e denotando por S?(r) a esfera redonda de raio r em R3, temos

a seguinte extensao do teorema de Sun

Teorema 6.1. Seja (M3, g) uma variedade Riemanniana completa com S, > 6 ¢ ¥ uma
esfera com curvatura média constante estdvel em M3. Se my(X) = 0 e X for aproxi-
madamente uma esfera redonda, entio X é isométrica a S*(\/|X]/4n). Além disso, se
assumirmos Ricyy > 2, entdo a regiao convexa em média 2 C M cuja fronteira € 3 €

isométrica a uma bola geodésica em S cuja fronteira é S*(1/|%]/4m).

Pelo contraexemplo da conjectura de Min-Oo devido a Brendle, Marques e Neves [15],

nao ha resultado de rigidez se apenas se assumir S, > 6. Em nosso préximo resultado,
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estendemos as ideias apresentadas em [63, Teorema 2| para o caso de curvatura positiva.
Lembramos que ¥ tem simetria par se existe uma isometria p : ¥ — ¥ satisfazendo as

condigoes p? = id e p(x) # x para z € X.

Teorema 6.2. Sejam (M?,g) uma variedade Riemanniana completa com S, > 6, e ¥
seja uma esfera estdvel com curvatura média constante em M?. Se mu(X) =0 e X tem
simetria par, entdo X é isométrica a S*(\/|3|/4m). Além disso, se assumirmos Ricy > 2,

entao a regidgo convexa em média 2 C M cuja fronteira é Y € isométrica a uma bola
geodésica em S?. cuja fronteira é S*(,/|%|/4m).

No caso em que M é compacto e ¥ é minima, resultados de rigidez mais fortes sao
obtidos.

Corolario 6.1. Seja (M?, g) uma variedade Riemanniana compacta com S, > 6 e ¥ uma
esfera minima estdvel em M? para variagoes que preservam o volume, tal que my(X) = 0.
Se X for aprorimadamente uma esfera redonda ou se X tiver simetria par, entdo X €

isométrica a S*. Além disso, se assumirmos Ricy; > 2, entdo M? € isométrica a S®.

Na verdade, nesse cenério, M \ ¥ possui exatamente duas componentes conexas de M
(veja [40]), e podemos concluir de Hang-Wang [36] que cada componente é isométrica a

um hemisfério.

6.2 Resultados Preliminares

Lembre-se de que uma superficie CMC é estavel se a segunda variacao do funcional de
area for ndo negativa para variagoes que preservam o volume. Como mencionado na se¢ao
2.1] a segunda variagao da funcional de drea é dada por uma forma quadrética associada
ao operador de Jacobi J = Ay +|A|?+ Ric(N, N), mas agora agindo em fungoes de média
zZero.

Lembramos que o indice de X é o nimero de autovalores negativos de .J, contados com
multiplicidade, e indica o nimero de variagoes linearmente independentes que preservam
o volume e diminuem a area. Como ¢ usual, nés dizemos que X é estavel quando o indice
é zero. Ou seja, quando o primeiro autovalor de J para fungoes de média zero é nao

negativo:

Al(J):fecg(lg)\{o}{—/zflf(f)da:/Efda:O,/Edea:1}20.

Esta definicao difere da usual usando o principio do min-max:

)xl(J):fECOiI(lg)\{O}{—/EfJ(f)da:/Efuoda:O,/Edeazl},

onde ug é a zeroésima autofungao de J. No entanto, (veja [11]) temos:
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Lema 6.1.
Ai() < M(J).

Demonstracao. Se ug é constante, nao ha nada para provar. No caso geral, sejam ug e
u; € C®(X) autofungoes tais que Juy = —Aoug, Ju; = —Ajuq, fz uiug = 0, fz u? =
J5 u§ = 1. Note que A\g < A1. Seja ¢ € R tal que tan ¢ = % e defina

g = aug + buq,

onde a =sen¢ e b = cos ¢. Entao, temos [, g =0e [ g*> = 1. Assim,

A1<J) S —/gJ(g) == CLQ)\() +b2>\1 S /\1(J)
b
[l

Observe entao que se ¥ ¢ CMC estéavel entdao A\y(J) > 0. Christodoulou e Yau [21]
mostraram que a massa de Hawking para v = 0 é nao negativa para esferas estaveis
em variedades Riemannianas com curvatura escalar S; > 0. Um resultado similar para
variedades com curvatura escalar S, > —6 foi provado por Chodosh [20]. Similar aos

resultados em [21}, 20], usamos um truque do tipo Hersch para provar a nao negatividade
da massa de Hawking ([6.2) quando v = 6.

Lema 6.2. Seja (M3,g) uma variedade Riemanniana completa com curvatura escalar
Sy > 6. Se ¥ é uma esfera CMC estdvel, entao mu(X) > 0.

Demonstracao. Como ¥ é estavel, temos
/ (V12 = (JAP + Ricar (N, N)) f2)da > 0, (6.3)
M

para todo f € C*°(X) com [; fda = 0. Por [18, Lemma 5.1], existe um mapeamento

conforme ¢ : ¥ — S? tal que deg(p) < [9%3] e [gpida = 0, onde ¢ = (¢1,92,¢3) a0

considerar a inclusdo candnica S* C R3. Usando ; como funcoes de teste em (6.3)), temos

/ IVi|*da > /(|A|2 + Ricy (N, N))p2da.
¥ P

Usando o fato de que ¢ é conformal e ¥ tem género zero, temos

g+3

Z/ Vil *da =/ [Vpl*da = 2|S?|deg(p) < 87r[ } = 8,
i P P

e usando que |¢|?> = 3 ¢? = 1, obtemos

/(|A|2 + Ricy (N, N))da < 8.
>
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Pela equacao de Gauss
1 1
|A]> + Ricp (N, N) = 5% — K + 5(H2 +|A]%)
1 o 3
= §(Sg +AP) + ZHQ — Ky,

onde |A|? = |A]> + 1H?, Assim obtemos

1 o 3
/(5g+ 1A[2)da + /H2da— / Ksda < 8.
2 Js 4 Js by
Usando nossa suposigao sobre a curvatura escalar, temos
2 2 e
16r — | (H*+4)da > - [ |A|*da >0,
) 3 /s
o que implica my(X) > 0, como queriamos. O

Agora precisamos do seguinte lema devido a El Soufi e Ilias [26], que fornece uma
estimativa 6tima do segundo autovalor do operador de Schrodinger. O lema também

estabelece a rigidez para o segundo autovalor, que pode entao ser aplicado ao operador

de Jacobi das esferas CMC.

Lema 6.3. [26/ Para qualquer fungao continua q em uma superficie 33, temos

M(Ag —q)|X] <24.(8) + / qda.
>

A dgualdade ocorre se, e somente se, ¥ admite um aplicacdo conforme para S* cujas
componentes sdo as primeiras autofuncgoes. Se X tem género zero, a igqualdade implica
que ¥ € conforme a S? em R3 e ¢ € dado pela densidade de energia da transformacdo de
Moébius. Aqui, Ay € o primeiro autovalor de Ay, — q e A.(X) € o volume conforme, que é

41 para uma esfera.

Usando o lema acima, obtemos uma caracterizacdo para esferas CMC estaveis com

massa de Hawking zero, generalizando |65].

Proposigao 6.1. Seja (M3, g) uma variedade riemanniana completa com curvatura esca-
lar S, > 6. Se ¥ € uma esfera CMC estdvel com my(X) = 0, entdao o primeiro autovalor
A (J) = 0 tem pelo menos trés autofungoes 1, pa, p3, onde fz vi,da=0eX ¢?=1. Em

|2 127

particular, 3 é totalmente umbilica, conforme a S* em R3 e ¥ |V, 5] — Ky, que é

independente das autofuncoes.

Demonstragio. Se my(X) = 0, entdo todas as desigualdades no Lema se tornam
igualdades. Especificamente, @; representa as eigenfuncgoes associadas ao autovalor zero,
e temos [ (H?*+4)da = 167, S|z, = 6, e |A|? = 0 em ¥. Consequentemente, H? = 1|g‘r ,
e o operador de Jacobi toma a forma
167
2]

127

ST (6.4)

J=Ax+3+ 3( 4>—K2:A2 Ky + —
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Usando o Lema [6.3] temos
127
0< MO < n)Sl s+ [ (Kg - m) o,
s

portanto, todas as desigualdades sdo iguais, e em particular temos

127
M(Ay — Ky) = Ea

com trés autofungées @1, s, @3 satisfazendo [ pida =0e X F = 1.
Portanto, como ¢; sdo autofungoes do operador de Jacobi associadas ao autovalor

zero, segue da equacao (6.4]) que

127

Asp — Ksp + Wsﬁ =0, (6.5)

onde Axp = (Axpr, Asps, Asps). De |¢]?> =3 ;2 = 1, temos
0= Ag|p|* = 2> 0ilAsp +2) Vil

Usando essa identidade em (6.5]), obtemos

12
Y IVl = |27|T — K. (6.6)

[]

A seguir, vamos assumir que ¥ é uma superficie CMC estével em M? com massa de
Hawking zero e seja ¢ : ¥ — S?* C R® 0 mapeamento conforme dado na Proposigio
Denotamos a métrica em X por g = ¢* (e“gp), onde gy ¢ a métrica candnica em S?. De

acordo com a definicao de um mapa conforme,

| 1
e =S|Vl =S > IVl
2 2
e assim usando a identidade ([6.5)) obtemos

67 1
- _ "= ) )

A féormula de Gauss para a mudanga conforme de métrica nos da
—u 1
Ky =e (1 — 2Agou> : (6.8)

Portanto, substituindo em , obtemos

24w
Aju=6——-¢e" 6.9
gou ’Z’ € ( )
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Agora, consideramos uma mudanga de varidvel, definindo v = v + w onde v é a

constante satisfazendo e’ = %. Assim, Agu = Agjw e e’ = %ew. Isso nos leva a
Agw =6 — 6e", (6.10)
e em particular obtemos
ET‘KE —l=e (36“ - 25‘) —1=2(1—e). (6.11)

Se pudermos mostrar que (6.10)) admite apenas a solugao trivial, podemos concluir
que ¥ é isométrica a S?(y/|X|/4m). Segue que g = ¢*(egy) = go*(%go).

6.3 Provas dos teoremas

6.3.1 Prova do Teorema [6.1]

De acordo com a Proposicao , se my(X) = 0, entdo H? = %r — 4, ¥ é totalmente
[im

umbilica, A = %Id = V5 1Id, o que coincide com a segunda forma fundamental de

S?(,/|X]/47) imersa em S*, onde Id denota o operador de identidade e o operador de

Jacobi se torna

127
J=Ay — Ky + —.
P
Da equagao 1) se 2 é aproximadamente uma esfera, entao %K s estd C° préximo

de um, implicando que w estd C° préximo de zero. Por |65, Lemma 10], concluimos que

w = 0, entdo X é isométrica a S*(1/|X|/4n), a esfera de curvatura Gaussiana constante

Ar
1=]

Agora, assumindo Ricy; > 2, podemos aplicar [40] (na verdade, precisamos apenas

igual a

de curvatura de Ricci positiva) e concluir que 3 divide M em duas componentes, {2 e
sy, tal que 0€2; = 0y = X. Neste ponto, estamos em posicao de aplicar o Teorema [2.4
para concluir que se €2; ¢é a regiao determinada pelo lado médio convexo de ¥, entao ela

é isométrica a uma bola em S e isso conclui a prova. O

Corolario 6.2. Seja (M?, g) uma variedade riemanniana completa com S, > 6, e seja ¥
uma esfera minima estdvel em M? para variagoes que preservam o volume. Se my(X) = 0
e X € aprozimadamente uma esfera redonda, entdo X € isométrica a S*. Além disso, se

assumirmos Ricy > 2, entdo M? é isométrica a S3.

Demonstracdo. Segue da prova do teorema acima que se . € minima, entao X é totalmente
geodésica e isométrica a S?. Agora, assumindo Ricy; > 2, podemos aplicar [40] e concluir
que X divide M em duas componentes €21 e 5 tal que 0€2; = 02, = . Neste ponto,
estamos em posicao de aplicar o Teorema [2.3| para concluir que tanto €2; quanto 25 sao

isométricas a S%, e, portanto, M? ¢ isométrica a S*. O
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6.3.2 Prova do Teorema [6.2

Seja ¢ : ¥ — S? C R3 0 mapa conforme introduzido na Proposicao sob a condicao de
que fz pida = 0.

Com base em nossa hipdtese inicial, existe uma isometria p : ¥ — 3, satisfazendo
p* =id e p(x) # z para x € 3. Consequentemente, podemos definir p = popo ™! :
S? — S?, que é um mapa conforme.

Isso leva as seguintes igualdades:

©*(e"q) = g=p"g=p"¢"(e"9) = (pop)(eg)
= (pow)(e"g0) = ¢"p (" o).

Portanto, temos e"gq = p*(€“go), 0 que implica que p é uma isometria com respeito a
métrica e*gp.

Agora, considere z € C°°(S?) tal que p*gy = egp. Entdo, obtemos a relacio u =
wo p+ 2. Porque (S% p*gy) tem curvatura Gaussiana constante igual a 1, e porque
p:(S% 5% g0) — (S?%, go) é uma isometria, segue que z satisfaz Az = 2(1 — €?).

Entao, podemos proceder da seguinte forma

6<1—247T€“) = Au=A(uo )+ Az = ((Au) o p)e + Az

X

24T - 241

= 6(e" — = ")+ Az =6(e* — =€) + 2(1 — €°)
%] %
247

= 6(1 — —=€")—4(1—¢°).
%]

Assim, e* = 1, p*go = go, € p é uma isometria de S? com respeito & métrica go.

Consequentemente, existe uma matriz ortogonal A € O(3) tal que pr = Ax. Porque
p? = id, temos p? = id e A% = I3. Os autovalores de A sdao £1. De fato, se Ax = Az,
x # 0, temos x = A%r = \2x. Porque p(r) # x para r € X, temos j(x) # z para x € S?,
e 1 nao pode ser um autovalor de A. Portanto, o autovalor de A deve ser —1, e assim A
¢ similar a uma matriz diagonal —I3 = Q 1AQ, onde @ é uma matriz invertivel, o que

implica que A = —1I3 e p(x) = —z. Portanto, u(x) = uo p(z) + z = u(—=x).
_ 1=l
T 4mo

w satisfaz (6.10) e w(z) = w(—=). Usando [63, Theorem 1|, podemos concluir que w = 0.

Portanto, . é isométrica a S?(y/2).

Assumindo que Ricy; > 2, podemos proceder analogamente a prova do Teorema [6.1

Fazendo novamente a mudanca de variavel u = w + v, onde e” encontramos que

para concluir que M? contém uma regido isométrica a um conjunto compacto Q C S% tal

que X é isométrica a 0f). O]

Observagao 6.1. Usando (6.11)) e o resultado em [63, Lemma 10], obtemos Kol <9,

™

Consequentemente, a suposicao de simetria par pode ser substituida por uma estimativa

da curvatura Gaussiana. Isso leva a um limite explicito no Teorema [6.1]
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Corolario 6.3. Seja (M3, g) uma variedade riemanniana completa com S, > 6, e seja
uma esfera minima estdvel em M? para variagoes que preservam o volume. Se mg(X) =0
e X possui simetria par, entio . € isométrica a S*. Além disso, se assumirmos Ricys > 2,

entdo M?> € isométrica a S3.
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A APENDICE

A.1 Exemplo

A equacao de Bessel de segunda ordem é dada por

2.1

22y + xy + ((ax)?

—n’)y =0
emquea>0en=0,1,2,3,---. Sua solugao é dada por
y = aJ,(ax) + BY,(ax),

onde a,b € Re J,,Y, sao as func¢oes de Bessel de primeiro e segundo tipo respectivamente.
A funcao Y,, ndo esta definida na origem.

A equacao de Bessel modificada é dada por
22" + 2y’ = ((ax)® +n?)y =0,
emquea>0en=20,1,2,3,---. Sua solugao é dada por
y = al,(ax) + BK,(ax),

onde a,b € R e [,, K, sao as fun¢des de Bessel modificadas de primeiro e segundo tipo,

respectivamente. A funcao K, nao esta definida na origem Considere o problema

AZP - _>\p7 em ﬁ7

O _ p, sobre OD.
ov

Usando a parametrizacao em coordenadas polares para

x(r,0) = (rcosf,rsend), 0 <r<1,0<6<2m,

escreva p = R(r)©(0). Entao

r’Agp =OR" +rRO +r*RO" = —M?RO
_ R'+rR+r\R O
2R N CH

Fazendo ©”/0© = —n?, temos que © = acos(nf) + bsen(nb) e
R'+ Rr+ (M —n*)R=0.
Para a condicao de fronteira temos que

R(1)© = R(1)6.
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Portanto, se A > 0, podemos usar a funcao de Bessel J,, e qualquer valor de n a condic¢ao
de bordo implica que a.J] (a)) — J,,(ar) = 0. Nao usaremos a equagao de Bessel de segundo
tipo ja que precisamos de solugoes diferenciaveis e ela nao é na origem. Segue que as

solugoes sao

Unk1(1,0) = Jp (ngr) cos(nb),
Unka(1,0) = J, (i) sen(nf),
w1 (1, 0) = Jo (anir),
em que os autovalores \,; = a2, com n = 0,1,2,... é a ordem da fungdo de Bessel,

k=0,1,2... representa a k-ésima raiz positiva da equacgao [2.12/e 2 =1, 2.
Se A = 0, temos que a solugao é p = (a + bx + cy + dxy). Porém, zy e as constantes

nao satisfazem as condig¢oes de bordo, de modo que as solugoes sao

uy(r,0) = rcos(f),
ug(r,0) = rsen(6).

Se A < 0, podemos tomar A = —a? e devemos ter que n = 0 para usarmos a equacao de
Bessel modificada. A condigao de bordo implica que alf(a) — Ip(car) = 0 e essa equagao
admite apenas um raiz positiva. De fato, em [31, Teorema 1] Fraser, mostrou que o indice

do disco com bordo livre na bola do R3 é 1.

A.2 Variedades com densidade

Proposicao A.1 ([16]). Seja M uma variedade Riemanniana orientada (resp. variedade
Lorentziana) dotada de uma funcgio densidade e™/. E ¢ : (—¢€,€) x ¥ — M uma variagio
de ¥ uma hipersuperficie orientada (resp. hipersuperficie do tipo-espago) em M com

int(X) Cint(M) e 0¥ C OM. Dada uma varia¢io com campo variacional X temos

A}(O):—G/Hfudaf—k/ (X, vydly, W(O):/udaf, (A.1)
> 0% >

em Hy € a f-curvatura de ¥, € = (N,N), u é a componente normal de X, isto €,

u=¢€(X,N) ev é o vetor conormal apontando para o exterior de 3.

Proposigao A.2 ([16]). Seja M uma variedade Riemanniana orientada dotada de uma
funcdo densidade e=f.. Considere uma orientdvel f-estaciondria hipersuperficie ¥ imersa
em M com int(X) C int(M) e int(0X) C int(OM). Seja I a forma do indice entao

i ¥ € fortemente f-estdvel se e somente se, Zg(u,u) > 0 para qualquer u € C§°(3).

i Y € f—estdvel se e somente se, Tr(u,u) > 0 para qualquer u € C§°(X) com
J5 uday = 0.
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Proposicao A.3.

V@.Ns = gleilﬁk (A2)
VxNS = VXTNS_VESUS (Av?))

Faremos uma andlogo da equagao de Gauss para variedades ponderadas. Seja {ej,es,
., en}, um referencial adaptado de 3 para M com e, = N e utilizando a equagao de

Gauss temos que
S = S5 + |A]* — H? 4+ 2Ricy (N, N)

onde Sy, é a curvatura escalar de X e segue que

2
|A]> 4+ Ricy(N,N) = §—&+ﬂ+—+Hessf(en,en)
2 2 2 2
= 1S - A f+1\Vf|2——+|A|2+f+Hessf( )
- 2 00 M 9 9 2 2 €n, Cn
1
= 35w = (Anf — Hfu+Hess f(ea,en)) + 5 (|ny2 +£3)
———i—w—i———i—Hessf(e €n)
2 2 2 ny -n
= Lo ls o anr+ Svpp e ime o bap (A1)
T R R 9 Tl ‘

Pela observacio e levando em conta que HM = HOM — 81 — JJoM 4 [[9M (T, T) - 9L

em que v aponta para o exterior, assim

Zy(efeh) _ Sy (AIVIP - Ries (N.N) 4 AR) da t o LI7(N, Nt
Jyefday 2|
1

- Ty . E 2 Ly 1 2) / oM
B (/(Sm 355 = Auf + 3V + S H + AP da+ | 1IN Nt

|
2
B AU e
- |Z\< /(S"O_SHHJ%*'AP)CZ“/ (H?M—HaM(T,T))dy).
o

Finalmente utilizando Gauss-Bonnet temos

A<

J I (1 P
A< 5 (2/E<SOO+H]%+|A|2) da+/aEHfMd€—27rx(E)> (A.5)

A.2.1 Demonstracao dos Teoremas

Teorema [2.12

Demonstragio. A desigualdade decorre diretamente de (A.5), junto com as hipdteses.

Além disso se ocorre a igualdade f deve ser constantes sobre ¥, 3 é totalmente geodésica,
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Selx = a, H]‘?M\ag = b, por temos que Ricg(N, N) = —\; e por 1} K é constante
igual a a/2 + H37/2 + Xllf. Novamente por temos que T (N, N) = 0 e portanto
I1°M(T,T) = H?™ |5 = b. Desde que X é totalmente geodésica V7T e Vv sao tangentes
a X, portanto, a curvatura geodésica de 0¥ em OM é (—Vy N, N) = (N,V¢T) é nula. A

reciproca é imediata. O
Proposicao |2.1

Demonstracao. Lembrando pela Proposicao temos que )\ff > 0 entao aplicamos esta

desigualdade no Teorema [2.12] e segue o desejado. O

Proposigao
Demonstragio. Da equagao (A.5)), das hipoteses e do fato de que A; > 0, temos que

1
0 < —/aefda—/ e dl + 2wy (%)
2 /s ox

1
= —§a]2|f — b|82‘f + 271’)((2).
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