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Resumo

Este trabalho tem o intuito de apresentar aplicacoes da Algebra Linear na resolucdo de
problemas mateméticos. Nesse sentido, ¢ abordada, inicialmente, a teoria basica de Algebra
Linear, enfatizando os seus principais resultados. Em seguida ¢é feita as aplicacoes de alguns
resultados na resolugao de problemas em diferentes contextos da Matemética.

Palavras-chave: Algebra Linear; aplicaces; problemas.



Abstract

This work aims to present applications of Linear Algebra in solving mathematical problems.
In this sense, the basic theory of Algebra is initially addressed Linear, emphasizing your
main results. Afterwards, some applications are made results in problem solving in different
Mathematics contexts.

Keywords: Linear algebra; applications; problems.
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Introducao

Algebra Linear é um ramo da Matematica que lida com o estudo dos espacos vetoriais
e das transformacoes lineares entre eles. Os diversos conceitos que estao envolvidos nesse
ramo possuem ferramentas bastante tteis nas vastas areas da matematica, como também em
outros campos de estudo. Sao numerosas e bastante variadas as situagoes em que os seus
objetivos ocorrem, onde existem situacoes recorrentes no cotidiano em que a Algebra Linear
¢ utilizada.

O Capitulo 1 introduz a teoria basica e inicial de Algebra Linear, é apresentada as defini-
¢oes de espacos vetoriais, base e dimensao e finalizando com alguns breves conceitos de soma
direta. Os espacos vetorias sao considerados apenas sobre os corpos R ou C, o que se torna
coerente com o objetivo do texto.

O Capitulo 2 aborda as transformacoes lineares, onde é trazido um dos principais resul-
tados da Algebra Linear, que é o Teorema do Nucleo e da Imagem. Além disso, é dado o
conceito de isomorfismo, que possibilita estudar as transformacoes lineares bijetoras e ver que
nessas condigoes os espagos vetorias dessa transformacao podem ser identificados de alguma
maneira, ou seja, todo espago vetorial X de dimensao finita é isomorfo a K" com dimX = n.
Por fim, é também apresentado outro importante resultado deste trabalho, o Teorema do
Posto de uma Matriz, o qual é fortemente utilizado nas aplicagoes.

O Capitulo 3 trata dos espacgos com produto interno. Iniciando com as defini¢oes de
produto interno e norma para entao introduzir ortogonalidade. Em que nessa parte é trazido
o resultado do processo de ortogonalizacao de Gram-Schmidt em casos bidimensionais e tri-
dimensionais. O capitulo finaliza com uma breve conceituagao de isometria.

O Capitulo 4 tem o intuito de apresentar a teoria de determinantes e suas propriedades.
Dessa forma, ¢é iniciado a conceituagao a partir de deteminantes de matrizes 2 x 2 e suas
principais propriedades, que servem também para ajudar a definir a funcao determinante.
Em seguida, é mostrada a existéncia da funcao determinante e que ela é tnica.

Finalmente, o Capitulo 5 traz as aplicacoes, que é o maior objetivo deste trabalho. Nele

é trazido problemas de diferentes contextos da Matematica que sao resolvidos de maneira



bastante criativa, utilizando os conceitos de Algebra Linear. Os problemas escolhidos foram
do livro "Thirty-three Miniatures - Mathematical and Algorithmic Applications of Linear
Algebra" de Matousek. Em que, tais problemas foram estudados e resolvidos com grande
preocupacao nos detalhes. Em muitos destes problemas a aparicdo de ferramentas da Alge-
bra Linear em um primeiro momento parecia inesperada, porém se mostrou bem eficiente na

resolucao destes.



Capitulo 1

Base e Dimensao

Este capitulo tem como objetivo abordar as defini¢coes de espagos vetoriais, base e dimen-

sao e soma direta..

1.1 Espacos Vetoriais

Denotaremos por K quando nos referirmos aos corpos R ou C.

Definicao 1.1. Um espaco vetorial X sobre um corpo K € um conjunto cujos seus elementos,

chamados vetores, munidos das operagoes soma e produto por escalares, satisfazem:
(i) Fechamento: x +ye€ X,V z,y € X;
(11)) Comutatividade: t+y=y+z,Vz,y € X;
(11i) Associatividade: (v +y)+z=x+ (y+2),Vx,y,z€X;
(iv) Elemento neutro: 30 € X tal que v + 0 = x;
(v) Inverso aditivo: ¥V x € X, 3 (—x) € X tal que x + (—z) = 0;
(vi) Fechamento: A\t € X,Vz € X eV A€ K;
(vii) Associatividade: p(Ax) = (uN)x, Ve X eV A\ pueK;
(viii) Distributividade: N\(v +y) = Xz + Ay, Vz,y e X eV A e K;
(iz) Distributividade: (A + p)r = e+ px, Ve e X eV A\ ue€K;

(x) Regra da unidade: lx =z, V z € X (aqui 1 é o elemento neutro multiplicativo em



Vejamos que algumas propriedades sao consequéncias da definicao de espago vetorial:

1. O vetor nulo, indicado por 0, € tnico. De fato, suponha que exista um outro, 0’. Entao,
por defini¢ao teremos:
0=04+0=0+0=0".

2. Dado x € X tem-se Ox = 0. Note no lado esquerdo da igualade, 0 representa um escalar

em K e no lado da igualdade se trata de um vetor nulo em X. Vemos que:
0z = (0 +0)z = 0z + Oz.
Somamos (—0z) a ambos os membros da igualdade acima e obtemos:

0 = Ozx.

3. Dado A € K, vale que A0 = 0. De fato,
A0 =X (04 0) = A0+ AO.
Adicionamos — (A0) a ambos os membros da desigualdade acima e obtemos

A0 = 0.

4. Seja (—1) o simétrico de 1 em K. Entao, (—1)x = —z. De fato,

—x =0+ (—x)
=0z + (—2)
= (=D + Dz + (-x)
=(-Dz+ 1z + (—2)

Mais geralmente, (—\z) = (=\)x = —(\x).
5. X =0 <= A =0 ou x = 0. De fato,
AN£0=r=1r=A"Nr=X"0z)=1"0=0.
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A reciproca segue de 1 e 2.
Observacao 1.1. A partir daqui denotaremos x + (—y) simplesmente por x — y.

Observagao 1.2. Frizamos que as operagoes de soma e multiplica¢ao por escalar podem ser
imcomuns. Desse modo, os elementos 0 e —x dependem do conjunto X e das operagoes soma

e multiplicacao por escalar assim definidas no conjunto.
Vejamos alguns exemplos de espagos vetorias sobre um corpo K:

Exemplo 1.1. O espago euclidiano n-dimensional K" = {(z1,xs,...,2,);x; € K} com as

operacoes usuais de soma e multiplicacao por escalar:

(1,29, ..y xy) + (Y1, Y2, - Yn) = (T1 + Y1, T2 + Y2, -+ o, Ty + Yn);
Mz, oy ooy ) = (Axy, Ao, ..o, ATy).
Exemplo 1.2. O conjunto das matrizes M,,»,,(K) com as operagoes:
B = (b;j), A+ B = (ai;) + (b;j) = (aij + b;j), 1 <i<m el <j<n, VA= (a;);
A= (a;), M =(Na;;), 1 <i<mel<j<n, Viek.
Exemplo 1.3. O conjunto das fungoes F(K) com as operagoes:
f+9: K=K, (f+9)(x) = fz)+g(x);
A K=K, (Af)(x) =Af(x).

Definicao 1.2. Um subconjunto Y de um espacgo vetorial X € um subespaco vetorial de X,

se as sequintes condigoes forem satisfeitas:
(i) 0€Y;
(ii)) Ve,y e Y,z +y€Y;

(i) VAeK eV eY, \x €Y.

Exemplo 1.4. O subconjunto de um espago vetorial X formado apenas pelo elemento nulo
€ um subespaco vetorial de X. O proprio X como subconjunto de X também € um subespaco

vetorial. Esses dois subespacos sao chamados de triviais.

Exemplo 1.5. Considere C como espago vetorial sobre Q. Entao Q C R C C € uma cadeta
de subespacos de C. Perceba que se considerarmos C como espacgo vetorial sobre R, entao
Q nao € subespaco vetorial de C, pois a multiplicagio de um nimero real por um nimero

ractonal nem sempre € um niumero racional.
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1.2 Bases

Definicao 1.3. Seja S C X um subconjunto qualquer do espago vetorial X. Uma combina¢ao

linear de elementos de S € uma soma (finita)
)\11‘1 + /\21’2 + -+ /\KZL‘k

com A, o, ... . \p €K exy,xo,...,2,€S.

O conjunto S € linearmente independente, se

AT+ Aoy + - -+ Agxp = 0,

para ry,xa, ..., T €S e escalares Ay, Ag, ..., A\ € K, implicar Ay = g = --- =X\, = 0. Caso
contrario, o conjunto S € dito linearmente dependente.

O conjunto S gera o espago X se para todo x € X, existirem elementos x1,s,...,2; € S
e escalares A\, Mg, ..., \; € K tais que x = \x1+Xgza+- - -+ \jz;. Denotaremos por span(S)

o conjunto de todas as combinacoes lineares de S. Este conjunto é um subespago vetorial de

X e o chamamos de subespaco vetorial de X gerado por S.

Definicao 1.4. Uma base de X é um subconjunto ordenado B que € linearmente independente

e gera X, isto €, B € base de X se
1. B € linearmente independente;
2. span(B) = X.

E dizemos que X tem dimensao finita, se possuir uma base com um numero finito de ele-

mentos ou se X = {0}. Caso contrdrio, ele tem dimensao infinita.

Lema 1.1. Suponhamos que S = {1, 2, ...,,} gere o espago vetorial X e que {y1,ya2,...,y;}

seja linearmente independente em X . Entao

7 <n.

Demonstragao. Suponha que j > n. Como span(S) = X, existe algum y; com j =1,...,n

que ¢ escrito como combinagao linear dos elementos de S, sem perda de generalidade, suponha
Y1 = 21+ Ao + -+ ATy,
Com algum escalar diferente de zero. Vamos supor \; # 0. Logo,

span({xe, x3, ..., Tp,y1}) = X.

11



Agora, note que, se x € X entao existem «; € K com i =1,...,n tais que

T =X + oo + -+ + Ty, (1.1)
Como
Y1 = 21+ Ao + -+ ATy,
entao
vy = Y1 — Ao ;1- o= )\na:n' (12)
Substituindo (1.2) em (1.1) temos
T = Ozl(yl — Aotz ;1. - )\nx") + @y + -+ Q.
Analogamente, como y» € X, temos
Yo = Pazo + B3x3 + -+ + Bpay + i1,
Com ao menos um dos escalares diferente de zero. Supondo que (5 # 0, vemos que
span({xs, Ta, ..., Tn,Y1,y2}) = X.
Repetindo esse processo sucessivamente chegamos que span({yi,ys,...,yn}) = X. Em par-
ticular, se y,+1 € X, temos
Yn1 = NY1 +Y2Y2 + -+ Ynln,
= (=) + (=)yz + - + (= m)yn + 1y = 0.
Mas, entao
(=y)yr + (=2)y2 + -+ (=7)¥n + Wns1 + Yoo + -+ + Oy; = 0.
Um absurdo, pois o conjunto {yi,ys,...,y;} ¢ linearmente independente. O

A seguir iremos mostrar que um espaco vetorial de dimensao finita possui uma base.

Lema 1.2. Todo espago vetorial X # {0} gerado por um subconjunto S = {x1,x9,...,Tn}

possui uma base.

Demonstracao. Se S for linearmente independente, entao S é uma base para X. Caso con-
trario, algum elemento de S pode ser escrito como combinagao linear dos outros elementos.

Sem perda de generalidade, suponha que
Ty = Z?:z Qi Ty,

12



seja S; = {x9,23,...,2,}, se Sy for linearmente independente, entdo S; é uma base. Caso

contrario, sem perda de generalidade, suponha

n
Ty = Zizg Bixs,
seja Sy = {x3, %4, ..., Ty}, se Sy for linearmente independente, entdao Sy é uma base. Repe-

timos esse processo até obtermos um conjunto linearmente independente que seja uma base
para X. O

Note que o espago vetorial X = {0} nao possui base. O teorema a seguir mostra que o

conceito de dimensao em um espaco vetorial estd bem definido.

Teorema 1.3. Todas as bases de um espaco vetorial X de dimensao finita possuem o mesmo

numero de elementos.

Demonstragao. Tome By = {x1,xa,..., 2} € Bo = {y1,v2,...,y;} duas bases de X.
Afirmagao: j = n.

De fato, como B; é base entdao span(B;) = X. Como B, é base entdo By é linearmente
independente. Logo, pelo Lema 1, temos j < n.

Por outro lado, como B; é base entao B; é linearmente independente. Como B; é base entao

span(By) = X. Logo, pelo Lema 1, temos n < j. Portanto j =n O

Mostraremos agora a existéncia de base em qualquer espaco vetorial, mas para isso pre-

cisaremos dar algumas nogoes preliminares.

Definigao 1.5. (Cojunto Parcialmente Ordenado) Um conjunto I € dito parcialmente
ordenado quando se define uma ordenacgao parcial, ou seja, uma relagao bindria que € deno-

b

tada por” X7 e satisfaz:
(i) Reflexiva a < a, Ya € M.
(1)) Antissimétrica Se a < b eb < a entdo a =b.

(1ii) Transitiva Se a < b e b < ¢ entio a < c.

Observacao 1.3. O termo "parcial” remete ao caso em que pode haver elementos que nao

sao compardveis de acordo com a ordenagao dada.

Pode haver elementos que nao sao comparaveis de acordo com a ordenagao dada. Dois
elementos a, b € M que satisfazem a < b ou b < a sdo ditos comparaveis. Se nao ocorre, eles
sao ditos imcomparaveis. Caso contrario, eles sao imcomparaveis.

Se quaisquer dois elementos de 901 sao comparaveis, entao 91 é chamado de cadeia ou

13



totalmente ordenado.
Um limite superior ou uma cota superior de um subconjunto M de um conjunto parcial-

mente ordenado 99T é um elemento u € 9 tal que
r < u, Ve e M.
Um elemento méximo ou elemento maximal de 99T é um m € 91 tal que

m<xxT = m=<x.

Exemplo 1.6. (Numeros Reais) M = R e a relagio é 7 < 7 de maneira usual. E

totalmente ordenado, mas nao possui elemento mdxrimo.

Exemplo 1.7. (Conjunto das Partes) Seja P(X) o conjunto das partes de X. E seja
A = B para indicar A C B, ou seja, A é um subconjunto de B. Entdo P(X) € parcialmente

ordenado.
1. ACA.
2. Se ACBeBCA, entaio A=B
3. ACBeBCc(U= ACC.

O 1nico elemento mdzimo de P(X) € X.

Axioma 1. (Lema de Zorn) Seja MM um conjunto nao vazio parcialmente ordenado. Supo-
nha que toda cadeia € C I tem um limite superior. Entao DN tem pelo menos um elemento

mdazimo.
A seguir usaremos o Axioma [I| para provar a existéncia de base.
Teorema 1.4. Todo espago vetorial X # {0} tem uma base.

Demonstracao. Seja 2 o conjunto de todos os subconjuntos linearmente independente de X.
Ou seja, M ={Y C X : Y é L.I.}. Queremos mostrar que 9t possui um elemento méximo.

Defina em 971 a seguinte relagao:
Y <xAcomoY C A.

Pelo Exemplo M é parcialmente ordenado. Vamos mostrar que todo subconjunto

totalmente ordenado € de 91 tem cota superior. De fato, defina

y=r

Ye¢

14



Perceba que Y DY, VY € € Seja axry + axs + -+ ax, = 0 com x1,29,...,2, € ).
Como € é totalmente ordenado, podemos encontrar Y em € tal que {z1,xs,...,2,} € Y.
Como Y é Linearmente independente temos a; = ap = -+ = a,, = 0. Entao, Y € 91 é uma
cota superior de €. Pelo Axioma [ 9 tem um elemento B maximal.

Afirmacgao. B ¢ base de X.
De fato. Suponha span(B) # X. Entao, existe z € X tal que z ¢ span(B). Logo

B U {z} é linearmente independente.

E note que,

BcCBU{z}.
Ou seja,

B=xBU{z}.
Absurdo, pois B é um elemento maximo para 9. Logo, span(B) = X. Portanto B é base de
X. O
Defini¢ao 1.6. Se B = {1, xs,...,2,} for uma base do espaco vetorial X, dizemos que X

tem dimensao n e escrevemos
dimX =n
Se X = {0}, dizemos que X tem dimensao finita igual a zero.

Teorema 1.5. Todo conjunto linearmente independente S = {y1,ya,...,y;} de um espago

vetortal X de dimensao n > 1 pode ser completado para formar uma base de X .

Demonstracao. Se span(S) = X, ndo ha o que provar. Do contrario, existe um vetor x; € X
que nao é combinagdo linear dos elementos de S. Logo, o conjunto {y1,va,...,y;, 21} €
linearmente independente. Repetimos esse procedimento um ntmero finito de vezes até que

tenhamos uma base para X. O

Com o Teoremall.5| vemos que é possivel obtermos diferentes bases para um espaco vetorial
X # {0} de dimensao finita. Dessa maneira, podemos perceber que um espago vetorial possui

muitas bases.

Definigao 1.7. Sejam X um espago vetorial e B = {x1,xa,...,2,} uma base de X. Se

x € X, entao existem unicos escalares \; € K comi=1,...,n tais que
T = MT1+ ATy + -+ Ay,

15



ou seja, x pode ser escrito de maneira unica como combinacao linear dos vetores da base
B. O vetor (A, Ay, ..., \,) € K" € chamado a representa¢io de x na base B e \; € K com

t=1,...,n as coordenadas de x na base B.

Definicao 1.8. Seja e; € K o vetor cuja i-ésima coordenada € igual a 1 e as outras nulas.

O conjunto € = {ey, ea,...,e,} € a base candnica do espago K".

Observacao 1.4. Uma base de um espaco vetorial é um conjunto ordenado. Desse modo, se
B ={x1,x9,...,x,} for uma base de X, entdo By = {xs,x3,..., 2y, 21} € outra base de X. O
mesmo ocorre se a base tiver um numero infinito de elementos. A ordenacdo dos elementos
da base permite dar sentido a representacao em uma base. Uma vez que a escolha de uma

base de X de dimensdao n gera um isomorfismo entre X e K.

1.3 Somas Diretas

Definicao 1.9. Sejam A e B dois subconjuntos de um espaco vetorial X. Denotamos por

A+ B o conjunto de todos os vetores x +y tal que x € A ey € B.
Proposigao 1.1. Sejam U,V subespagos de X. Entao U +V € subespaco de X .

Demonstracao.

Afirmagao 1. 0 € U 4+ V.
De fato, pois0 =040, onde 0 €U e0 € V.

Afirmacao 2. z1 + 2, € U+ V.
De fato, sejam zy = x1 + Y1 € 20 = o+ Yo. Entdo 21 + 20 = (v1 +x2) + (y1 +12) € U+ V,
pois vy +xo €U ey +1y2 € V.

Afirmacao 3. \z € U + V.
De fato, sejam A€ Kez=x4+y e U+ V. Entio Az = x+ Ay c U+V, pois \v € U e
AyeV.

]

Definigao 1.10. Sejam U,V subespacos de X . O subespaco W = U +V € a soma direta dos

subespacos U eV se cada elemento w € W puder ser escrito de maneira inica como
w=z+Yy.

Denotamos W por W =U @ V.
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Proposicao 1.2. O subespaco W = U + V' € a soma direta dos subespacos U,V de X se, e
somente se, UNV = {0}.

Demonstragao. (=) Suponhamos W = U @& V. Entéo para todo w € W temos
w=2x+vy, (1.3)

paracertosx € Uey € V.

Tome z e UNV,ouseja, xt+2€ U ey—2z€V. Logo, w pode ser escrito como
w=(x+2z)+ (y— 2). (1.4)

De (1.3) e (1.4) temos que
rty=(r+2)+y—2).

Logo, teremos devido & unicidade da escrita de w, visto que W é a soma direta de U e V,
quer=x+zey=y—z Assim, z=0.

(<) Suponha que U NV = {0} queremos provar que para todo w € W tal que w = x; + 1
e W = Ty + Yo tem-se em x7 = Ty € Y1 = Yo.

Temos que,

T+ Y =2+ Yo = T — Ty =Y — Y-

Note que, x1 — 9 € U implica em y, — y; € U. Por outro lado, y» — y; € V implica em
r1—x9 € V. Logo, 1 +y1 = a2 +y2 € UNV = {0}, ouseja, 1y —x2 =0ey —2—1y; =0.

Portanto, x1 = x5 e yo = y1, garantindo a unicidade da decomposi¢ao de w. O
Teorema 1.6. Seja X um espaco vetorial de dimensao finita. Entao vale:
(i) Todo subespago Y de X possui dimensao finita;

(11) Todo subespago Y possui um complemento Z C X, isto é, existe um subespago Z de X
tal que X =Y & Z.

Demonstracao. Se Y = {0}, entao dimY = 0. Caso contrario, se Y # {0} tome y; #0 € Y.
Dai, se Y = {Ay; : A € K} o resultado ja é valido. Do contréario, existe y, € Y tal que {y1,y2}
é¢ L.I.SeY = {\y1 + Xy : A; € K} o resultado ja é vélido. Do contrario, existe y3 € Y
tal que {y1,y2,y3} é L.I. Procedendo assim, obtemos sucessivamente conjuntos linearmente
independentes, cada um contendo o anterior. De acordo com o Lema [I.T], esse processo s6
deve continuar enquanto esses conjuntos tiverem menos elementos do que a dimensao de X.

Dessa forma, obtemos assim uma base By = {y1,vs,...,y,} para Y.
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Suponha a dimX = n, entao de acordo com o Teorema By pode ser completada para
formar uma base de X. Dai, B = By UBy, onde By = {z1, 22, ...,2,_;}. Tome Z = span(B;)
implica que By é base de Z. Claramente Z é um subespago de X e ZNY = {0}. Logo pela

proposicao 2, temos X =Y & Z.
O
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Capitulo 2
Transformacoes Lineares

Este capitulo tem como objetivo abordar as transformacoes lineares e alguns principais

resultados: Teorema do Nicleo e da Imagem e o Teorema do Posto de uma Matriz.

2.1 Transformacoes Lineares e Matrizes

Definicao 2.1. Sejam X e Y espacos vetoriais sobre o mesmo corpo K. Uma transformacao

linear é uma aplicacao T : X — Y tal que
T+ y) =T(x)+  NT'(y) Vz,y € X e A e K.
Sao validas as seguintes propriedades para T':
1. T(x+y) =T(x)+ T(y). Basta tomar A\ = 1 na definigao.
2. T(\y) = AT (y). Basta tomar z = 0 na definigao.

3. T(0) = 0. De fato, como 0 ¢é o elemento neutro da adigdo em Y temos

Como T é linear e 0 é o vetor nulo de X temos:
T(0)=T(0+0)=T(0)+T(0).

Obtemos que
T0)+0=T(0)+T(0o) = 0="T(0).
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4. T(—zx) = =T (x). De fato, pela propriedade 1 temos que
0=T(0)=T(z+ (—x))
Como 7' ¢ linear teremos
0=T0)=T@x+(—x)=T(x)+T(—z) = T(—z) = —T(z).
5. T'(x1 — x2) = T'(z1) — T'(z2). De fato,
Ty + (—w2)) = T(21) + T(—2)
Pela propriedade 2 temos que

6. Se W é um subespaco de X, entao a imagem de W por T é um subespago de Y.

7. Sendo T : X — Y linear entao
i=1 i=1

Exemplo 2.1. Seja A = (a;j) € Myyxn. A fungao Ty : K" — K™ definida por

aix a2 - Aip T
n n n
Q21 A22 - Q2p X2
TA(ZL’l,l'Q,...,ZEn) = . . . . = E aljxj, E Clgjﬂfj,..., E Clmj.flfj
Am1 Am2 ° Qmp T,

€ uma transformacao linear.

De fato, para x = (x1,22,...,2,), Yy = (Y1,Y2,- -, yn) € K" e A € K, temos

Ta(x 4+ Ay) =Talzr + Ay1y -, Tp + Ayn) = (Z a;j(x; + Ay;), ,Z Am; (2 + Ay;) )

j=1 j=1

- (Z axj, ..., Zamjxj> + A (Z a1Y;, - - Z&m]y]> = Ts(z) + ANTa(y).
j=1 j=1 j=1
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Teorema 2.1. Toda aplicagao linear T : K™ — K™ ¢é da forma do Exemplo 2.1.

Demonstragao. Consideremos a base canoénica {ej,es,...,e,} do K". Temos, entao, que

T =161 + To€y - + Tpey = 27;:1 zjej. Como T ¢ linear,

y=T(x)=T (Z xje]) = Z%‘T(@j)-

Denotemos a i-ésima coordenada do vetor T'(e;) por a;j, isto é, T'(e;) = (a;;); Assim, a i-ésima

coordenada de y é
n
Yi = E ZjQij,
Jj=1

como queriamos provar. 0

Observagao 2.1. Note que, para provarmos o Teorema[2.1] fizemos o uso explicito da base

canonica do R™. Ao denotar T'(ej) = (a;;):, estamos fazendo uso implicito da base canodnica

do R™,.

2.2 Niucleo e Imagem

Nesta se¢ao iremos enunciar e provar um dos resultados importantes da Algebra Linear,

que é o Teorema do Nicleo e da Imagem.

Definicao 2.2. Sejam X e Y espacgos vetoriais sobre um corpo K e T : X — Y uma trans-
formagao linear. Indica-se por Ker(T) e denomina-se nicleo de T o sequinte subconjunto de
X:

Ker(T) ={z € X;T(x) =0}.

Proposigao 2.1. Seja T : X — Y uma transformagao linear. Entao:
(1) Ker(T) € um subespago vetorial de X ;

(i7) A transformacao linear T' é injetora se, e somente se, Ker(T) = {0}.

Demonstracao. De fato.

(1) Como T'(0) = 0, entdo 0 € Ker(T). Sejam z1,z9 € Ker(T), entao T(x;) = T(x9) = 0.
Dai, T'(z1 + x2) = T(x1) + T(x2) = 0+ 0 = 0. Logo, z1 + zo € Ker(T). Finalmente, se
z € Ker(T) e A € K e tendo que T'(z) = 0. Dai T(\x) = AXT'(x) = A0 = 0. Portanto,
Az € Ker(T).
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(74) Suponhamos T injetora. Seja x € Ker(T'). Entao T(x) = 0. Mas T'(0) = 0, conforme a
propriedade 1. Dai, T'(z) = T'(0) que implica z = 0.

Reciprocamente suponhamos que Ker(7T) = {0}. Dados z1,x2 € X entao
T(ZL’l) = T(l’g) — T(C(]l) — T(ZL’Q) =0= T(ZL‘l — ZEQ) =0

— 11— 29 € Ker(T) = 11 — 29 = 0 = 17 = 2.

]

Teorema 2.2. (do Nicleo e da Imagem) sejam X e Y espagos vetoriais de dimensao

finita sobre um corpo K. Dada uma transformacao linear T : X — Y, entdo
dimX = dimKer(T) + dimIm(T).

Demonstragao. Seja By = {1, x2,...,x,} uma base para Ker(T). Pelo Teoremall.5|podemos
completar essa base com vetores linearmente independentes até formar uma base para X.
Seja By = {x1,%2, ..., Tr, Y1, Y2, ---,Ys} €ssa base de X.

Mostremos que B = {T'(y1), T(y2),...,T(ys)} é uma base para Im(T). De fato, tome
y € Im(T), logo existe x € X tal que T'(z) = y. Temos que z é escrito como combinagao

linear dos vetores da base By, ou seja,

T =012, + Qo + -+ + . + B1y1 + Poye + - - - + Bsys.

Dai,
y = T(onry + aoxo + - + ey + Srys + Paya + -+ - + Bys)
= y=arT(z1) + T (22) + -+ o T(z,) + ST (1) + BT (y2) + -+ BT (ys).
Como z1, g, ...,x, € Ker(T) entao suas imagens por T sao nulas. Logo,

y = 5T () + BT (y2) + -+ + BT (ys),

ou seja, Im(T) = Span(B).

Agora, suponhamos que 517(y1) + BT (y2) + -+ + BsT(ys) = 0 com B; € K. Logo,
T(Bry1 + Boya + - - + Bsys) = 0, 0 que implica que B1y; + Boyz + - - - + Bsys € Ker(T). Logo,
existem «; € K tais que:

Biyr + Bayo + -+ - + Beys = a1y + g + -+ - + .y
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Donde,
Q11 + aZo + - + oz + (—F1)yr + (—P2)y2 + - + (—Bs)ys = 0.

Como B; é uma base, em particular linearmente independente, entdao todos os escalares
sao nulos. O que prova que B é linearmente independente.

Finalmente, basta observar que, como dimKer(T) =r, dimIm(T) = s e a dimU =1r+s
segue que dimU = dimKer(T) + dimIm(T). O

Corolario 2.3. Sejam X e Y espacos vetoriais ambos com dimensao iqual a n e suponhamos
T : X =Y uma transformacao linear. Entdao sao equivalentes as sequintes afirmagoes:
(1) T € sobrejetora;

(13) T € bijetora;
(1ii) T € injetoray
(iv) T transforma uma base de X em uma base de'Y (insto é, se B € uma base de X, entdo

T(B) € base de Y ).

Demonstragao. (i) = (ii) Por hipotese Im(T) =Y. Levando em conta que dimX = dimY
e pelo Teorema do Niucleo e da Imagem vemos que a dimKer(T) = 0. Logo, Ker(T) = {0}
e pelo item b da proprosicao 3 temos que T' é injetora. Portanto, T" é bijetora.

(17) = (i4i) Como T & bijetora segue que T' também ¢ injetora.

(171) = (iv) Seja B = {x1,x9,...,x,} uma base de X mostremos que
T(B) ={T(x1),T(x2),...,T(x,)}

¢ uma base de Y. Note que, pelo fato de T ser injetora T'(B) tem a mesma quantidade
de vetores de B. Com isso,basta mostrar que T'(B) é linearmente independente. De fato,
suponhamos que M7 (1) + AT (xg) + - -+ + AT () = 0 com Ay, Ay, ..., N\, € K. Como T é
linear temos

T(Mx1 + Ao + -+ -+ Apzy,) = 0.

Usando a hipotese de T' ser injetora temos

)\1513'1 —|—)\2£C2 + - —|—)\nl'n =0.

Como B é linearmente independente, resulta em \{ = Ay =--- = )\, = 0.

(1v) = (i) Seja B = {x1,x2,...,x,} uma base de X e por hipotese

T(B) ={T(x1),T(x3),...,T(x,)}
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¢ uma base de Y. Tomando y € Y vemos que y é combinagao linear de T'(B):
y = MT(z1) + AT (22) + -+ N ().
Como T' é linear podemos garantir que
y=T(MNx1 4+ Aoxa + -+ + ApyZy).

Como A\jx1+ Ao+ - - -+ Az, € um elemento de X entao isso mostra que todo elemento

de Y é imagem por T' de um elemento de X, ou seja, 1" é sobrejetora. O]

2.3 Isomorfismos

Nesta secao estudaremos as transformacoes lineares bijetoras e veremos que nessas con-

digoes os espagos vetorias dessas transformacoes podem ser identificados de alguma maneira.

Definicao 2.3. Se T : X — Y for uma transformacao linear bijetora, dizemos que T €
um isomorfismo e que os espagcos X e Y sao isomorfos. Em particular, um isomorfismo

T:X — X em X € dito um automorfismo.

Proposigao 2.2. Se T : X — Y ¢ um isomorfismo, entio T~ : X — Y também é um

isomorfismo.

Demonstragao. T~ é injetora. De fato, suponha que y1,y2 € Y e T i) = T (o) = .

1

Entao T(x) = y1 e T(x) = yo. Logo, y1 = y. T~ & sobrejetora. De fato, tome x € X tal

que y = T'(x) teremos que

Agora sejam ¥,y € Y e fagamos T~ (y; +y2) = . Como T ¢é sobrejetora, entdo existem
x1,79 € X de maneira que T(z1) = 11 & T 1) = 21 e T(x2) = yo & T ya) = vo.

Substituindo esses resultados na igualdade inicial, temos

=T YT () + T(x2))
=T YT (x1 + x9))
=T+ X9

=T () + T (v2).

Ou seja,
Ty +12) =T ) + T ).
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Por fim, mostremos que T '(\y) = AT *(y), YA € K e Vy € Y. Suponha que T~!'(\y) = .
Como T é sobrejetora existe Z € X tal que T(Z) =y < T '(y) = Z. Entao,

v =T \T(%))

=T 1 T(\i))
= AT (y).
Ou seja,
T (\y) = AT (y).
Portanto, 77! : X — Y também é um isomorfismo. O
Seja B = {x1,xs,...,x,} uma base de X. A vantagem de usar uma base B de X é que

garantimos que cada vetor é escrito de modo tinico como combinacao linear dos elementos
dessa base escolhida. Ou seja, Vo € X, existem tnicos escalares Ai, Ao, ..., A\, € K de modo
que

T=MNT1+ XXy + -+ N\, T

Deste modo, fixada a ordem da base B = {x1, s, ..., r,} temos a seguinte relacao:
K X —- K"

T— TB(:E) = (Ala)\Qa e a)\n)

onde z = A\jxy + Aaxo + - -+ + \,x,. Note que, a unicidade da escrita do vetor x na base
B garante que a relagao acima é uma fungao. O vetor (A, A2, ..., A,) é chamado de vetor

co-ordenadas de x na base com a ordem fixada B = {x1,x2,...,2,}.
Proposigao 2.3. A funcao T : X — K" € uma transformagao linear.

Demonstragao. De fato, sejam x,7 € X, logo existem tnicos escalares (A1, Ag, ..., \,) €

(617 627 s 7Bn> c K" tais que

$:)\1$1+)\2$2+"'+)\n$n

= ﬁlxl +ﬁ23§'2—|— +ann

Entao, x + 7 = (M + f1)z1 + (Ao + B2)xa + - -+ + (An + Bn)x, que aplicando a fungao Ty
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teremos

Ta(x+x) = (M 4P, Ao+ B, A+ 8n) = (A, Aoy oo, M)+ (B, B, - -+, Bn) = T() +T5(T).

Agora, seja a € K, tem-se ax = (al;)z1 + (@dy)zs + -+ - + (a\,)x, e assim,
Tr(az) = (A, adg, ..., aN,) = a(A, A, ..., Ay) = aT5(x).

O

A proposigao a seguir garante que quando fixamos a ordem de uma base B = {1, xs, ..., T, },

tem-se que X pode ser pensado como o espaco vetorial K.
Proposigao 2.4. A transformacao linear Tg € um isomorfismo.

Demonstracao. Mostremos que T é bijetiva. Como dimX = dimK"™ = n, basta mostrar que
Ty é injetiva, ou seja, Kerlg = {0}. Isso decorre do fato de que Tx(z) = (0,0,...,0) que
significa, pela definicao de Ty, que x = 0z1 + Oxg + - - - + 0z, = 0. n

Segue como consequéncia que, todo espago vetorial X de dimensao finita é isomorfo a K"

com dimX = n.

Observagao 2.2. O indice B em Ty € para enfatizar que a transformacao linear Tr depende
da base B escolhida para X. Com isso, tem-se que X e K" sao iguais sob a pespectiva de

espacos vetorias.

Fixemos duas bases ordenadas B = {x1,22,...,2,} de X e By = {y1,y2,...,Ym} de Y.
Para todo T' € L(X,Y) e z € X, escrevemos de modo tnico z = \jx1 + Aoxs + -+ + A2y €

assim escrevemos

Observagao 2.3. A equagao (2.1) diz que para saber a imagem de qualquer vetor por uma

transformacao linear € suficiente saber as imagens dos vetores numa base.
Para cada T'(z;) € Y, existem tnicos ayj, asj, ..., ay; em K de modo que
T(I‘j) = aijvl + CLQjUQ + -+ CLijm.

Devido a unicidade das escolhas dos coeficientes a;;’s para 1 <7 <mne 1 < j < m, podemos
definir a funcgao [ - |gs, : L(X,Y) = M, (K) por
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aip @iz - Qin
Qg1 G2 -+ Q2n
Tl = . . |

Am1 Am2 - Qmp
chamada de matriz de transformacao linear de T' com relagao as bases B e B;.
Proposigao 2.5. [ |gp, : L(X,Y) = M,,xn(K) € uma transformgao linear.
Demonstragao. Dadas as transformagoes lineares T, F' € £(X,Y) e um escalar a € K, con-
sidere as matrizes [T|g g, = (ai;), [Flas, = (bij) e [T+ aFlgp, = (¢ij) em M, (K) cujas,
por definicao, j-ésimas colunas sao as coordenadas dos vetores T'(z;), F(x;) e (T + oF)(z;)

na base By, respectivamente. Logo,

m

Z CijYi = (T + OéF) (l’j) = Z Q;5Y; + o Z b”yz = Z(aij + Oébij)yi,
=1 =1 =1

i=1
que pela unicidade de escrita numa base implica que ¢;; = a;; + ab;; para todo 1 < i < n.
Com isso, conclui-se que [T'+ aFgg, = [T, + a[F|ss,- O

Proposigao 2.6. |- |z, : L(X,Y) — M«n(K) € bijetiva. Em particular, |- |pp, € um

1somorfismo.

Demonstragao. Mostremos primeiro a injetividade. Entao, suponha [Tz 5, = 0 matriz nula.
Em particular, para cada j = 1,...,n tem-se a j-ésima coluna de [T|z g, nula e, consequen-
temente,

T(z;) =0y + -+ 0y, = 0.

Por conseguinte, para todo € X com z = )" | a;z; tem-se
T(x)=T(anzy + -+ + apxy,) = ZoziT(xi) = 0.
i=1

Portanto, T'(x) = 0, Vo € X que implica que o niicleo de |- g5, € trivial.
Agora, mostremos a sobrejetividade. Seja C' = (¢;;) € (M)mxn(K). Queremos encontrar
T e L(X,Y) tal que [T]gp, = C. Entdo, defina para © = a1y + - - - + 0, &,

T(z) =T (x1) + -+ 0o, T(zy),

onde T'(x;) = c1;91 + -+ + CmjYm, Para 1 < j < n. Obviamente, T é linear e [T]gp, = C.

Isto completa a prova. O
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2.4 Espaco Linha e Espaco Coluna

Em uma matriz A = (a;;) € M,,«,(K) podemos vizualiza-la por meio de suas linhas e

suas colunas:

aip -0 Qip l
A= L ; =<C1 C'n,):
m1 - Gmp lm
Os vetores colunas ¢y, ..., ¢, sdo vetores do K. Se C = {cy,...,c,} € K™, chamamos de

espago coluna o espago gerado por C| isto é, (C) C K™. Por outro lado, podemos interpretar
as linhas de A como elementos do proprio espago K". Se escrevermos £ = {ly,...,l,} C K",

chamamos de espago linha o espago gerado por L, isto é, (£) C K".

Teorema 2.4. (do Posto de uma Matriz) Dada uma matriz A = (a;;) € My,«,(K), seu

espaco linha tem a mesma dimensao de seu espaco coluna.

Demonstra¢ao. Suponhamos que os vetores by = (by1,b12,...,01,), by = (ba1,baa, ..., bay),
oy by = (b1, bp2, . .., byyp) formem uma base do espago linha da matriz A. Entao cada linha

[; de A é combinacao linear desses elementos:

ll - /\11b1 + ...+ Alrbr
ly = Ao1by + ...+ Agyby

L = A1 + ..+ Aprbye.

Como sabemos que

Ly = (a117 @12, ... 7a1n>
ly = (Cl217 a22, . .. 7a2n>
lm = (amly Am2, - - - 7amn)-

Entao podemos igualar a componente ¢ de cada uma dessas equagoes e obtermos

a1; = Aibi + ..o Apby
a9; — )\21[)12‘ 4+ ...+ )\27-b7-7;

Ami = /\mlbli +...+ Am'rbri-
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Assim, obtemos

(0513 )\11 )\17“
(2; A21 Aoy
= by; . + o+ by
Qmyi )\ml )\mr

Logo, as colunas de A sdo combinagoes lineares dos r vetores

)\11 >\1r
/\21 >\2r
)\ml )\mr

Isso quer dizer que o espaco coluna tem dimensao, no méaximo, igual a r, que é a dimensao
do espago linha, ou seja,
dim(C) < dim(L).

Procedendo da mesma maneira com relacao a uma base do espaco coluna, mostramos que

dim(£) < dim(C).

Donde concluimos que a dimensao do espago linha ¢é igual & dimensao do espaco coluna. [

Definigao 2.4. Definimos o posto da matriz A, como sendo dim(L) = dim(C). E denotamos

o posto da matriz A por Rank(A).
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Capitulo 3
Espacos com Produto Interno

Este capitulo tem como objetivo abordar as propriedades de espagos vetoriais com produto

interno, projecoes ortogonais e isometrias.

3.1 Produto Interno

Definicao 3.1. Seja E um espaco vetorial sobre o corpo K. Um produto interno em E €

uma aplicacao (-,-) : E x B — K satisfazendo as sequintes propriedades:

(1) (x,y) = (z,y),V =,y € E;
(11) (x 4+ Ny, z) = (x,2) + Ny, 2),Vz,y € E;
(1i1) (x,x) >0 e (x,z) =0 se, e somente se, x = 0.
Um espaco E com produto interno € euclidiano se tiver dimensao finita.

Exemplo 3.1. Para o espago vetorial E = K", definimos
<(3§'1, T, ... >xn)> (yla Y2, ... 7yn)> = 1’1@1 +oee xnyn = szyw
i=1

tal produto interno é chamado de produto candnico (ou produto escalar).

Exemplo 3.2. Considere o espago vetorial V- = C([a,b],K) das fun¢des continuas de [a,b]

em K. As regras de integra¢ao garantem que

() = [ s
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€ um produto interno.
De fato, temos que f = Re(f) + tIm(f). Para mostrar que define um produto interno

verificamos se vale as propriedades de produto interno:

(1) (f( = J; f®) = J; f®) = [, f(®) tZIfWQ(t)dtz<g(t),f(t)>;

(i) (F(£) +Ag(0), h(t)) = [ (f(£) + Ag(t) = J; FORD)dt + X [} h()g(t)dt
= (f(1), h(1)) + Mg(t), h(1));

(iii) (f, f) = [} f(t) = [Y1f(t))dt > 0.

Tal produto interno é chamado de produto interno canénico em C(la, b], K).

Definicao 3.2. Sejam x,y wvetores do espaco com produto interno E. FEsses vetores sdo

ortogonais se (x,y) = 0. Denotamos por x L y.

3.2 Norma

Definicao 3.3. Seja E um espaco vetorial sobre o corpo K. Uma norma em E € uma

aplicagao || - || : E — [0, 00) satisfazendo as sequintes propriedades:
(i) ||z|| > 0 se x # 0;
(ir) [[Azl| = [A] [[z]| para A € K;
(iai) |z +yll| < [l]] + [lyl].
Considerado com uma norma || - ||, dizemos que E é um espago normado.

O ntimero ||z|| pode ser interpretado, geometricamente, como o comprimento do vetor z.
Se ||z|| = 1, dizemos que o vetor x & unitario.

Seja E um espago com produto interno. Consideremos ||z|| := (x,2)2 (abuso de notacao).

Exemplo 3.3. Considere o espaco vetorial R® com o produto interno candnico (ver exemplo

. Para vy, vy € R® dados por vy = (x1,y1,21) € va = (Ta, Yo, 22) em R3, a norma

o=

o1 — vo|| = (21 — 22)* + (1 — ¥2)* + (21 — 22))

indica a distancia entre os pontos vy e vo do R3. Em particular, se vy = 0, ||vy|| representa

a distdncia de vy a origem.
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Teorema 3.1. Seja E um espago com produto interno e ||z|| = (z,2)2. Entio se x L v,
temos

e+ ylI* = [l=l* + [y

Demonstragdo. Basta desenvolver ||z + yl|? :
lz+yllP = (@ +y,2+y) = (w,2) + (x,9) + (g, 2) + (W, 9) = [J2|* + |ly]]*,
pois, © L y. ]

Proposicao 3.1. Seja E um espago com produto interno, entio para todos x,y € E wvale:

[z 9)| < ]| {yl]

Demonstragao. No caso de x = 0, entao (z,y) = 0 e ||z]| ||y|| = 0 e logo teremos uma
igualdade. Suponhamos que z # 0. Para todo A € K vale que [|[A\x + y||* > 0. Entéo

teremos,
0 < [Az+yl]” = (x +y, Ao +y) = Az, Ax) + Oz, y) + (y, M) + (y, )

= Nl=[]* + 2A[(z, y) + [lyll*

Essa tltima igualdade se trata de um trinémio do segundo grau em ||, pois ||z||* # 0

que ¢é sempre positivo. Desse modo, seu discriminate deve ser negativo ou nulo:
Az, y)* — Al [yl|* < 0
Dividindo ambos os lados da desigualdade por 4 teremos

(@,9)” = lz|llyl]* < 0= [(z,9)] < [lz[] [ly]l-

3.3 Ortogonalidade

Definicao 3.4. Seja 2 um espago com produto interno. Um subconjunto X C E € ortogonal,
se x L y para quaisquer x,y € X, com x # y. Se, além disso, todos os seus vetores forem

unitdrios, isto €, ||xz|| = 1, entdo X € ortonormal.

Observagao 3.1. A notagdo de produto interno (z;,x;) poderd ser substitiida por 0;; (sim-

bolo de Kronecker). Cujo significado € 0;; =1 sei=j ed;; =0 sei#j, comi,j=1,....,n.

32



Proposicao 3.2. Em um espago com produto interno E, todo conjunto ortogonal X =

{1, 29,..., 2} com vetores nao nulos € linearmente independente.

Demonstrag¢ao. Suponhamos que
a1 + oo + - - + apxy, =0,

para escalares aq, ..., «a,, € K. Entao,

0=1(0,2;) = (1m1 + oy + -+ + T, ;) = a1 (T1, ;) + -+ 4+ (T, ;) = (T4, ;).

Como {(x;, z;) = ||x;||*> # 0, temos a; = 0. O
Proposicao 3.3. Seja S = {y1,vy2, ..., Ym} um subconjunto ortonormal do espago euclidiano
E. Entao, para todo x € E, o vetor z = x — (x,y1)y1 — -+ — (T, Ym)Ym € ortogonal a todo

vetor do supespacgo gerado pelos vetores de S.

Demonstracao. Note que se z for ortogonal aos vetores de S, entao sera ortogonal a toda
combinacao linear de S. De fato, seja w = A\y; + - -+ + Ay uma dessas combinacoes line-

ares. Entao,

<Z7w> - <Za )‘lyl + -+ Amym> = /\1<27y1> +-+ )‘m<zaym> = 0.

Provemos que cada z é ortogonal a cada y;:

<z,y1> = <l’ - <l’,y1>y1 - <xaym>ym7yl>
= (z,91) — (2,901, 91) = = (2, Ym) (Y, Ym)
= <I,y1> - <ZL’,y1> = 0.

Pois, (y1,11) = 1 e (y;,y1) = 0 para i # 1. Analogamente, temos (z,ys) = -+ = (2, Ymm) =
0. O

Teorema 3.2. (Processo de Ortogonalizacao de Gram-Schmidt) Dado um espago
euclidiano E e qualquer uma de suas bases B = {x1,za,...,x,}, a partir dessa base € possivel

obter uma base ortogonal de E.

Demonstra¢ao. Suponhamos que os vetores xq, Ts, . .., T, nao sao ortogonais. Considere,

wi = 1 € wy como sendo a componente de x5 em wy, ou seja, wy = Ty — QW .
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Figura 3.1 - O vetor ws como componente de zo ortogonal a x;

)

w2

Proj., T T

Fonte: Autoria propria

E determinamos o valor de a;, de modo que o vetor w, seja ortogonal ao vetor wy:

0= <w2,w1> = <$2 - aw17w1> = <$27w1> - a(wl,w1>

Assim definimos,
_ <.T2,’I.U1>
w1 |[?
e obtemos
o <ZC27 U)1>
Wy = Ty — D) wi.
|||

Assim, os vetores w; e wy sao ortogonais.
Analogamente, obtemos w3 como sendo a componente de z3 ao plano gerado por z; e s,
ou seja, ws = T3 — Wy — crywy. Logo, determinamos os valores de sy e ap de maneira que

o vetor ws seja ortogonal aos vetores w; e ws:

(3 — Wy — 1, W) =0
<373 — W9 — 1, 'lU2> =0.
U
(w3, w1) — ag{we,wr) — oq(wy,wy) =0
(T3, W) — ap{wa, wa) — oy (wy, wa) = 0.
Como w; L wy, vem que
<LIZ‘3, U)1> — a1<w1,w1> =0
(23, w2) — az(wa, wa) = 0.
Dali,
<$37w1> o <LU3,'LU2>
2= 2
||ws]

o =
I
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Logo,

Assim, os vetores wi, wy € w3 sao ortogonais.
Repetindo-se esse processo até obtermos (n — 1) vetores wy, wo, . .., w,_1 que S0 ortogo-

nais e considerando

Wy, = Ty — Bpo1Wp—1 — -+ — Powy — Prwy.
Sendo B4, B, . . ., Bn_1 tais que o referido vetor w,, seja ortogonal aos vetores wq, wo, . .., Wy,_1.
Ou seja,
<xn — Brn1Wp1 — -+ — Bows — Brwy, w1> =0
(Tn — Bp1Wn—1 — -+ — Powy — Prwy, wa) =0
(Tn = BnaWpq — -+ = Powy — Prwy, w, 1) =0
\
(T, w1) = Bno1(Wn—1,w1) — -+ — Bafwa, wr) — Br{wy,wr) =0
(T, wa) — Bp1(Wp—1,w2) — -+ — Pa(wz, wa) — Bi{wi, wa) =0
<xn7 wn—l) - Bn—1<wn—la wn—1> -t 62<w27 wn—l) - ﬁl <’LU1, wn—l) =0
Como wy,ws, ..., w,_1 sa0 ortogonais, teremos:
Ty W Ty W Ty Wy
ﬁ1:<n’ ;>7ﬁ2_<”’ §>7 ‘76nflz<n, n;>
||| ||wal| [lwnl]
Assim,
o <£Un, wn—1> <xn7 U)1>
Wy = Ty — —an,l — - — —2'LU1.
[[wn—1l] [ ]
~1
- X <xn7 w2>
W = n = ) S
— ||wil|
Desse modo, a partir de B = {x1, 23, ..., x, } construimos uma base ortogonal {wy, ws, . .., w,},
que, de fato, é base, pois pela Proposicao [3.2] é linearmente independente. O

Corolario 3.3. Todo espaco vetorial euclidiano, nao nulo, de dimensdao finita, admite uma

base ortonormal.

Demonstragao. Seja E um espago vetorial euclidiano de dimensaon > 1 eseja B = {x1, 22, ..., 2.}
uma base para E. Entao, via Teorema existe um conjunto ortogonal {wy,ws, ..., w,}

que gera F e como todo conjunto ortogonal também ¢é linearmente independente, entao
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{wy,ws, ..., w,} &€ uma base ortogonal para E. Por fim, basta dividir cada vetor por sua

norma e obtemos, imediatamente, uma base ortonormal para FE. O

Exemplo 3.4. Obtenha uma base ortonormal a partir da base {(0,1,2),(0,1,1),(1,0,0)} do
R3, considerando o produto interno usual neste espaco.

Solugao: FEscolha w; = (0,1,2), e usando o processo de ortogonalizagdo de Gram-Schimdt,

teremos:
((0, 1, 1), (O, 1, 2)>

2 1
—(0,1,1) — 1,2) = (0,%, -2
w2 (07 9 ) ||<07172>||2 (07 72) <07 57 5)

_ _<(17070>7(07172)> _<(17070)7(07§7_%)> 2 1 _
oa=1,0,0) - Sk Gy - b L (02, -2) ~ a.00)

0.2 _
"5 5
Onde wy L we, wy L w3 ews L ws. Deste modo obtivemos a base {(O, 1,2), (0, %, —%), (1,0, 0)}

que € ortogonal. Agora basta dividir cada vetor dessa base por sua norma. Dai,

{0 77) (075 -7) 0.00)
) \/57 \/3 Y Y \/37 \/5 Y ) ) )
onde obtivemos uma base ortonormal do R, pois cada vetor desse é unitdrio.

Definicao 3.5. Seja E um espago vetorial euclidiano e seja’ Y um subespac¢o vetorial de E.

Chamamos de ortogonal a Y ao conjunto Y+ = {z € E|{(x,y) =0,Vy € Y}.

Observagao 3.2. Seja Y um subconjunto de um espago vetorial euclididano E.

(a) O subconjunto Y+ ¢é um subespago vetorial de E. De fato,
e 0 Yt pois (0,2) =0, Vy €Y.
o Sexy, 19 €Y entdo (x1,y) = (x2,y) =0, Vy € Y. Portanto, temos
(w1 + 29, y) = (x1,y) + (02,y) =0+ 0=0, Vy € Y entdo x; +z2 € Y.
e Sexe€K ey €Yt entio \y € Y*. De fato, (x,y) = 0, Yy € Y. Entdo,
(Ar,y) = Max,y) =0 =0, VA e K.

(b) Se Y = {0}, entio Y+ = E.

Proposicao 3.4. Seja Y um subespaco vetorial do espaco euclidiano E de dimensao finita.
Entio E=Y ¢ Y+.

Demonstracio. Seja w € Y NY+. Como w € Y+ entdo w é ortogonal a todo vetor de Y.

Em particular, (w,w) = 0, logo w = 0. Segue que € Y N Y+ = {0}.
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Agora, seja {y1,y2,-..,Yn} uma base ortonormal de Y e z € E. Defina 2 = =z — y
ey €Y como sendo (z,y1)y1 + -+ + (T, Ym)ym € Y. Devido a Proposicao o vetor
z=x— (T, y1)y1 — * — (T, Ym)Ym € ortogonal a todo elemento de Y, ou seja, z € Y+. Logo,
r=y+z2e€YOYL

O

3.4 Isometrias

Nesta secao sera introduzido um certo tipo de operador linear cuja definicao esta ligada

ao conceito de distancia.

Definicao 3.6. Seja E um espaco euclidiano de dimensao finita. Um operador linear T :
E — E com a propriedade:
T (2)[| = [|]], Vz € E,

denomina-se isometria sobre E ou operador ortogonal sobre E.
Proposicao 3.5. Toda isometria T : E — E € um isomorfismo.

Demonstracao. Basta provar que T é injetora. De fato, dado x € F,
T(x) =0 <= ||T(2)|| = 0 <= |lz]| = 0 <=z = 0.

Logo, Ker(T) = {0}. O

Proposicao 3.6. Seja T um operador linear sobre um espago euclidiano E. Entao sao
equivalentes as sequintes afirmagoes:

(I) T ¢ isometria;

(II) T transforma as bases ortonormais de E em bases ortonormais de E;

(1) {T'(x), T(y)) = (,y).

Demonstragao. (I) = (II) Seja B = {wy,...,w,} uma base ortonormal de E. Mostremos
que T'(B) = {T'(w1),...,T(w,)} também é uma base ortonormal de E. Como T ¢ injetora,
via Proposigao 11, T'(B) e B tém o mesmo numero de vetores. Entao, basta mostrar que

T(B) é um conjunto ortonormal. Considere as identidades

[lw; + wyl[* = [lwil|* + [Jw;|* + 2%Re(w;, w;)

17 (wi) + T (wp)|* = 1T (wi)[|* + 1T (w;)|[* + 20e(T (w;), T(wy)),
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como T’ é isometria, os primeiros membros dessas igualdades sao iguais entre si. Dali,
[lwil [ + [wyl|* + 29Re(wi, wy) = [|T(w:)|]* + [T (wy) || + 2Re(T (ws), T(w;)),
além disso, ||T(wy)|| = ||wg||, com k= 1,... n. Logo,
(T(ws), T(w;)) = (wi, w;) = ;.

Donde, segue T'(B) ser um conjunto ortonormal.
(IT) = (III) Seja B = {wy, ..., w,} uma base ortonormal de E. Entdo dados x = 3" | aw;

ey = 2?21 Bjw; em E, tem-se

(T'(x), T(y)) = <Z QW Z 5jwj>

n n

=3 @B (T w). T(w,)

i=1 j=1

-3,

i=1 j=1

=2 _aibs
i=1
Analogamente, obtemos que
<£L’, y) = Z alE
i=1

Logo, (T'(z), T(y)) = (x,y) para todo x,y € E.
(IIl)= (I) Seja (T'(x),T(y)) = (x,y) para todo z,y € E. Fazendo x = y, temos

(T'(x), T(x)) = (z,2)
como ||z|| = (z,z)2, obtemos
17 (@)|* = [|=]]* = [|T(@)]| = |]=ll-

O que define uma isometria. O

Proposicao 3.7. Seja T um operador linear de um espaco euclidiano de dimensdo finita.

Entao T € uma isometria se, e somente se, a matriz de’T' em relacao a uma base ortonormal
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¢ uma matriz ortogonal (sua inversa € igual a sua transposta,).

Demonstra¢ao. (=) Seja B = {w;,ws,...,w,} uma base ortonormal de E e indiquemos

por A a matriz de T em relacdo a essa base, ou seja, A = (T')g = (a;;). Entao,

T(w;) =>0" ajjw; e T(wg) =>"_ appw, com k,j=1,...,n.
Dai,

n

(T(w;), T (wy)) = <Z ijwi, Y arkwr> =Y ) aga(w,w) =Y ay.
i=1 r=1 =1

i=1 r=1

Pois, (w;,w,) = 0;;. Mas também T'(B) é uma base ortonormal, logo (T'(w;), T (wy)) = d;;.

Entao,
n
E OéijOé_ik = 51]
i=1

O que conclui que A*A = I,,.
(<=) Suponha que A'A = I,,, ou seja, > .| ;G = 0;;. Como,

(T(wy), T(wy)) = <Z QWi Z arkwr> = Z Z QO (W5, Wy) = Z Qi Ol -
i=1 r=1 i=1 r=1 i=1
Segue que (T'(w;), T'(wy)) = d;5. Portanto, (T'(w;), T'(wy)) = (w;, w,). O
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Capitulo 4
Determinantes

Este capitulo tem como objetivo apresentar a teoria de determinantes e suas propriedades.

Nosso estudo sera baseado principalmente em [4].

4.1 Determinantes de Matrizes 2 x 2

1= (10) = o)

com entradas no corpo K e colunas c1, cs. Denota-se por detA o determinante da matriz A,
definido por detA = ad — bc.

A seguir sao apresentadas algumas propriedades:

Consideremos a matriz

(i) Se duas colunas forem iguais, entao o determinate da matriz A é igual a zero:

det (a a) = 0;
c c

(ii) O determinante ¢ uma aplicagao linear em cada uma de suas colunas. Mais precisa-

a+ad b a b a b
det ( + ac ) = det = det + adet
atTaa @ (c + ad d) <c d) (c’ d)

= det <01 02> + adet (c’l 02)

mente,
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b+ abt b v
det <cl Co + ac’2> = det (Z Q4 zd’> = det (Z d) + adet (Z d’)
= det <C1 02> + adet (cl c’2> ;

(iii) O determinante da matriz indentidade (2 x 2) é igual a 1;

(iv) Se trocarmos as colunas de A, o determinante muda de sinal

det <02 Cl> = det (Z Z) = —det (Z cbl> = det (cl 02> ;

(v) Se somarmos a uma coluna um multiplo da outra, entdo o determinante de A nao se
o (@ +Xb b gt @ b
c+XMd d c d
det a b+ pa — det a b ;
c d+ puc c d

(vi) Se ¢; = acy, entao detA = 0:

altera:

(vil) detA=detA":

4.2 Funcao Determinante

Sera definida uma funcao determinante a partir das propriedades satisfeitas pelo deter-

minante de uma matriz 2 x 2.

Definigao 4.1. Sejam cy,co,... ¢, € K*. Uma fungao determinante D(cy,...,c,) € uma

fungao

D:K'x---xK"—=K

(Cry..oycn) = D(cy, ..., cn)
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satisfazendo as sequintes propriedades:

(dy) D € uma fungdo alternada, isto €, se ¢; = ¢; para @ # j, i,j € {1,...,n}, entdo
D(Cl, c. ,Cn) = O,'
(ds) D(c1,...,¢cn) € uma fungao n-linear, isto é, D € uma aplica¢io linear em cada coorde-

nada, as outras sendo mantidas fixas; mais precisamente, se todos os c; com j # i estiverem

fixos,

D(cyy .., e+ ¢ ooyen) =AD(c1, oo iy ooy Cn) +Dler, .o cy i en);

(d3) D(ey,...,en) =1, em que {e1,...,e,} € a base candénica do K.

Lema 4.1. Seja D uma funcao satisfazendo a propriedade (d2). Entao, sio equivalentes as
afirmagoes:
(dv) D é uma fungao alternada;

(dy) Se os vetores consecutivos ¢; e ciyq1 forem iguais, entao D(cy, ..., ¢, Civ1y.. . Cn) = 0.

Demonstragao. (d}) = (d;) Faremos indugao sobre as posigdes com colunas iguais. Ou
seja, para j = i + k, faremos indugao sobre ¥ € N = {1,2,...}. Se k& = 1 temos

a propria afirmativa (d}). Suponhamos o resultado valido para k, ou seja, sempre que

¢ = Ciyp entdo D(cy, ..., ¢y Civky---,Cn) = 0. Para simplificar a notagao escrevere-
mos D(¢;, ..., Citk, Civgr1) a0 invés de D(cy, ..., Ciy e vy Citky Citkids -« -5 Cn)-
Queremos mostrar que D(c¢;, ..., Cit, Cirrs1) = 0. Suponhamos ¢; = ¢;r41. Note que,

por (dy) vale a igualdade

D(ci, ..., Civrs Cirr1) = D(Ciy - . -, Cighs Cik + Cigry1)
= D(¢i, .-, Civks Cirhy1) + D(Ciy -, Civr, Civi),
onde que por hipotese temos que D(c;, . .., Civk, Civx) = 0. Dai, teremos que
D(ci, ..., Civrs Cirr1) = D(Ciy - . ., Cighs Cigke + Cipry1)

= D(Ci,. .-, Civks Cik + Cighr1) + D(Cis -, Cigrgts s Cigle + Cihg1)
= D(ci, ..., Citk + Citht1, Citk + Citir1)
=0.

(dy) = (d}) E imediata. O

42



Nao é 6bvia a existéncia de uma funcao satisfazendo as propriedades (d;) e (ds). Entre-

tanto, outras propriedades de uma tal fungao seguem-se imediatamente da definigao:

Lema 4.2. Uma fun¢ao que satisfaz as propriedades (dy) e (dy) também satisfaz as proprie-
dades

(d4) D € uma fungdo anti-simétrica, isto €, se trocarmos c¢; por cj, entdo o valor de D €

multiplicado por —1. Sendo mais preciso,
D(ery . osCiyevosCiyonyCn) =—D(c1,.. . ¢y CiyennsCn).

(ds) Se somarmos a um vetor ¢; um mailtiplo do vetor c;j, o valor de D nao se altera;

(dg) Se ci,...,c, forem linearmente dependentes, entao D(cy, ..., c,) = 0.

Demonstragao. Paramostrar (dy) denotaremos D(cq, ..., ¢, ..., ¢, ..., C,) apenas por D(¢;, ¢;),

ja que trocaremos apenas as colunas c; e ¢; e outros vetores permanecerao fixos. Temos que,

0= D(c;i+cj,ci+c¢j) =D(ci,c; + ¢;) + D(cj, ¢ + ¢)
= D(ci, ¢;) + D(ci, ¢j) + D(cj, ¢i) + D(cj, ;)
=0+ D(c;,¢j) + D(cj ) +0
= D(c;, ¢j) + D(cj, ci).

Logo, D(ci,¢;) = —D(cj, ¢;).

Para provar (ds) note que as propriedades (d;) e (dy) implicam

D(CZ’ + )\Cj, Cj) = D(Ci, Cj) + )\D(Cj, Cj)

= D(c;,¢;) +0
= D(Ci, Cj).
Para provar (dg) suponhamos que ¢y, ..., ¢, sejam linearmente dependentes. Entdo um

desses elementos pode ser escrito como combinacao linear dos restantes. Suponha, sem perda

de generalidade, que ¢; = Aaco + ... + A\, A propriedade (dy) garante que

D(ciy...,cn) = D(Aaca+ ...+ Ay, Cay o ooy Cp)
= XoD(ca,¢a, .0 0) + oo+ A D(ep, o,y 0).
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Por (d,), todos os termos na ultima linha sao nulos.

4.3 Existéncia de uma Funcao Determinante
Mostraremos que existe alguma fungao satisfazendo as propriedades da fungao determi-
nante.

Definigao 4.2. Seja A uma matrizn xn. Parai,j € {1,...,n}, A;; denota a matriz obtida

ao se eliminar a i-ésima linha e a j-ésima coluna de A.

Exemplo 4.1. Seja

2 3 5
A=17 11 13
17 19 23

Entao

11 13 7 13 7 11
Ay = , Ap= , Az =
! (19 23) " (17 23) v (17 19)
e assim por diante.

Teorema 4.3. Ezxiste uma fungao determinante.

Demonstracao. Se A for uma matriz n x n, faremos inducao em n. Se n = 2, entao todas
propriedades da funcao ja foram verificadas anteriormente. Suponhamos a existéncia de
uma funcdo determinante D para matrizes (n — 1) X (n — 1) e consideramos uma matriz
A = (ai;) € Mj,«p,. Definimos

Dy(A) = (=1)"auD(An) + -+ + (=1)"MayD(Ay) + - + (1) aD(Ar). - (4.1)

Mostremos que D;(A) satisfaz as propriedades (d}) a (d3). Como a propriedade (dy) é
equivalente a propriedade (d;), Di(A) é uma fungao determinante. De fato,
(dy) Suponhamos que duas colunas ¢; e ¢;41 de A sejam iguais. Em particular, duas

colunas de Ay, sado iguais, se k ¢ {i,7+ 1}. Assim, apenas os termos
(_l)l—HaliD(Alz‘) € (_1)1+(i+1)a1(i+1)D(Al(i+1))

podem ser nao nulos em (4.1). Contudo, como as colunas ¢; e ¢;1 sdo iguais, também sao

iguais as matrizes Ay; e Aj41). Do mesmo modo para ay; e ay(i41). Disso decorre que (4.1)
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é igual a zero.

(d2) Suponhamos que a j-ésima coluna de A seja c; + A}, isto é, que para j fixo, a
sua entrada ij seja a;; + Aaj; para todo i = 1,...,n. Se k # j, o termo ay;, nao depende
de j, enquanto Ay, depende linearmente da coluna j de A. Assim, (—1)*ay, A depende
linearmente da j-ésima coluna de A para todo k # j. Por outro lado, se k = j, entao
ayj + Aaj; depende linearmente da coluna j, enquanto A;; nao depende da coluna j-ésima
coluna de A. Assim, todos os termos de (4.1) dependem linearmente da coluna j da matriz
A.

(d3) Se A for a matriz identidade I, entdo apenas a parcela (—1)tay; D(I;;) nao é nula
em (4.1). Mas, nesse caso, [1; é a matriz identidade (n — 1) x (n — 1) e portanto, D(I;;) = 1.

Isso mostra que Dq(I) = 1. O
Definicao 4.3. Seja A uma matriz n x n. Sendo D uma funcao determinante definida para
matrizes (n — 1) x (n — 1), definimos indutivamente

Esta igualdade € a expansao do determinante de A sequndo os cofatores da i-ésima linha de
A.

Corolario 4.4. A funcao D;, definida anteriormente, € uma funcao determinante.

Demonstracao. Basta verificar que pode ser repetido todo o procedimento utilizado na de-

monstra¢ao de que D;(A) é uma fun¢ao determinante. O

Mostramos que existem diversas func¢oes determinantes. Basta mostrar que todas elas

sao iguais, isto é, existe uma tnica func¢ao determinante.

4.4 Unicidade da Funcao Determinante

Definigao 4.4. Seja T = {1,2,...,n} ou, mais geralmente, um conjunto {xy,...,x,} com

n elementos distintos. Uma permutagcao é uma aplicacao sobrejetora p : Z — 1.

Existem vérias notagoes para uma permutacao p : Z — Z. Escreveremos p; e representa-

1 2 .. n
p:
b1 P2 - Dn

ou por uma matriz A = (a;;), com a;; = 0sei # p; e a;; = 1, se i = p;, chamada representacao

remos uma permutagao p por

matricial da permutagao p ou matriz da permutacao p.
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Exemplo 4.2. Considere a permutacao

(1234
P=\9 4 3 1)

A permutacao p € representada pela matriz

o O = O
_ o O O
o = O O
o o o =

Note que cada coluna da matriz A corresponde a um vetor distinto da base canédnica do K™.

E claro que uma permutacao é necessariamente injetora. Permutagoes podem ser com-

postas e tém inversa. Denotamos por pg a composta das permutagoes p e q.

Proposicao 4.1. A composta de duas permutagoes do conjunto {1,...,n} equivale & multi-

plicagao das matrizes de suas permutacoes.

Demonstracao. Consideremos o espaco K" e sua base canénica. Podemos identificar o con-
junto {1,...,n} com {ey,...,e,}. Uma permutagdo do conjunto ¢ = {ey,...,e,} induz
uma aplicagao linear 7' : K® — K" definida por T'(e;) = e,, e a matriz que representa p &
justamente a matriz T.. Essa aplicacao linear é um isomorfismo, pois leva base em base. A
composi¢ao de permutacoes equivale a composta dessas aplicagoes lineares. Mas, ja vimos que
a composta de aplicagoes lineares equivale a multiplicacao das matrizes que as representam.

Isso conclui a demonstragao. O]

Definicao 4.5. Uma transposicao ¢ uma permutacao 7 : L — I tal que existem dois elemen-
tosi,5 € L com

i=j, Tj=ien,=k k€I comk¢{ij}.

O préximo resultado garante a unicidade da funcao determinante quando restrita as

matrizes de permutacao:

Lema 4.5. Se Dy e Dy forem fungées que satisfazem as propriedades (dy) e (dg) e Dy(I) =
Ds(I), entido Di(A) = Dy(A) para toda matriz de permutagio A.

Demonstra¢ao. Seja A uma matriz de permutacao n x n. Uma transposi¢ao corresponde a
troca de duas colunas da matriz A e altera o sinal de seu determinante. Claramente um

namero finito (no méximo igual a n — 1) de transposi¢oes transforma a matriz A na matriz
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identidade: basta fazer com que o vetor e; seja transposto para a primeira coluna, obtendo
assim a matriz A;; depois transpor e, para a segunda coluna, obtendo a matriz A, e assim

sucessivamente. Se k tais transposicoes forem utilizadas nesse processo, temos
Dy(A) = —Dy(A)) = Di(Ag) = --- = (=1)*Dy(I). (4.2)

Essa igualdade mostra que a fun¢ao determinante de qualquer matriz de permutacao é ca-
racterizada pelos valores que ela assume na matriz identidade.

O mesmo calculo vale para Dy(A), ou seja, se k transposigoes forem feitas, temos
Dy(A) = —Dy(Ay) = Dy(Ay) = -+ = (—=1)¥Dy(I). (4.3)

Isso mostra que essas func¢oes coincidem, se A for uma matriz de permutacao. O
O proximo resultado esclarece o significado de (ds) na definigao da fungao determinante.

Teorema 4.6. Sejam Dy e Dy funcoes satisfazendo as propriedades (dy) e (dy). Se Dy(I) =
DQ(I), entao D1 = DQ.

Demonstragao. Sejam cq, ..., c, € K" vetores arbitrarios. Escrevendo cada um desses vetores

em termos da base candnica do K", obtemos

C1 = aney + -+ Gpi€n,

Co = G12€1 + * + + + Gp2én,

Cp = Q1p€1 + *** + Qpptn.
Assim,
Dl(Cl, RN ,Cn) = Dl(anel 4+ -+ Ap1€n,y .- -, Cn)

=anDi(er, e, ... ¢n) + -+ anDi(en, cay ... cp).

Se substituirmos agora co por ajse; +- - - +apy2€,, obteremos uma expressao semelhante. Feitas
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todas as substituigoes de co, ..., c,, chegaremos a

Dl(Cl,...,Cn):' Z

i1 1552 - -« ainnDl(Q‘l, PN ,ein)
01 ,eesin=

n
e a mesma igualdade vale para Ds.
Nesse somatorio, tanto para DD; como para D, sao nulas todas as parcelas em que ha
repeticao de algum indice ¢,...,7,. De fato, nesse caso, temos que i, = i; para k # j
e entdo e;, = e;;,. Para m = 1,2, a propriedade (d;) do determinante garante entao que
Dy(€iys -5 €i55 -5 €4y, 5€5,) = 0. Quer dizer, basta considerar o caso em que todos os
indices i1, ...,%, sao diferentes entre si. Mas, entao, esta estabelecida uma permutacao dos
inteiros {1,...,n} e o resultado segue-se do Lema [4.5]
m

Corolario 4.7. Ezxiste uma unica fungao determinante.

Esté assim mostrada a existéncia e unicidade da funcao determinante, definida para qual-

quer matriz quadrada.

48



Capitulo 5
Aplicacoes

Este capitulo tem como objetivo resolver problemas de matemética utilizando as fer-
ramentas da Algebra Linear. Os problemas escolhidos, a principio, tém contexto com os

contetudos vistos em Algebra linear, o que ratifica a importancia de tais ferramentas.

5.1 Obtendo os niimeros de Fibonacci através de matrizes

A sequéncia de Fibonacci Fy, Fy, Fy, ... é definida pelas relagoes
Fo=0F1=1e Foo=F,, 1+ F,, para n=0,1,2,...

Inicialmente, montamos a matriz 2 x 2

M:(i ;)_

Entao,
Fn+2 - M Fn+1
Fn+1 Fn
dai
Fo2) (11 Fri
F,..)] \10)\FE,
logo,
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Note que podemos escrever

Frnta — M2 En — M3 Fns — .= Mt 1 ,
Fo F, F,_s 0

De maneira geral teremos

e obtemos

Para n = 2*, podemos calcular M™ por quadrados repetidos, com k& multiplicacdes de

matrizes 2 x 2. Para n arbitrario escrevemos n como
n=2oM_4ok 4 4ok
com ki < ky < ... < k; para depois calcularmos

M= M2 MR

5.2 A férmula dos niimeros de Fibonacci

Encontraremos uma férmula para o n-ésimo termo F,, de Fibonacci (definida como Fy = 0
Fr=1,...,F2= F,1 + F,,). Vamos considerar o espago vetorial de todas as sequéncias
infinitas X = (zg, x1, X2, . . .) de nimeros reais. Neste espago vetorial definamos um subespago
W de todas as sequéncias de X satisfazendo a equacao z,,o = x,11 + x,, para todo n =
0,1,2,...

Afirmagao: W é um subespaco de X.

De fato. Sejam (zg,x1, 22, ...) € (Yo, Y1,Y2,-..) € W, temos que

Tp+2 = Tp+i +x, e Yn+2 = Yn+1 + Yn

Entao,

(o + Yo, 21 + Y1, 22+ Y2,...) EW <= Tpio + Ynt2 = (Tnt1 + 2n) + (Ynt1 + Yn)-
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Além disso,

a(xg, T1,Tg,...) €W <= atpio = a(Tpi1 + Tp).

Note que, a escolha dos dois primeiros termos zy e x; determina, exclusivamente, uma
sequéncia de W, e portanto, dim(W) = 2. Considere as duas sequéncias (0,1,1,2,3,...) e
(1,0,1,1,2,...) elas constituem uma base de .

Agora vamos encontrar outra base de W, que serao duas sequéncias cujos termos sao
definidos por uma férmula simples. Devemos, entao, procurar sequéncias u € W da forma
u, = 7" para um namero real 7. Encontrar os valores corretos de 7 leva a equacao quadrética

72 = 741 (como na definicao 72 = 71 4+ 79), que possui duas raizes distintas:

14++5

T =
2
e
1-5
To = .
2
Afirmagao: As sequéncias u := (70,7, 72,...) e v := (79,74, 72, ...) que pertencem a W

formam uma base de W.

De fato. O conjunto {u,v} é linearmente independente, pois considerando os dois primeiros

termos de ambas as sequéncias temos:

a(l, 7))+ B(1,73)
(a,ar) + (8, B7y)
(a+ B, a1 + B13)

Y

0
0,
0

Daf, a+=0=a=—feentdoar —ary =0=a(rf —74) =0=a=0e =0.
Além disso, note que Span({u,v}) = W.

Expressamos as sequéncias F' := (Fy, F1,...) na base F' = au+ fv. Os coeficientes a e

sao calculados considerando os dois primeiros termos das sequéncias:

at) + BT = Fy
ati + fry = Fi.
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Ou seja,

a+p3=0
ati + Bry = 1.

1
arf —any =1=oa(rf - 1) =1=—=a=—F.
Tl_

Donde

Considerando que 7} e 75 sdo as raizes da equagao quadratica 72 = 71 + 7% temos que

7l — 73 = /5 vem que a = \/ig e = —\/Lg. Desta forma, a féormula resultante é

1 1
F, =aou, + pv, = F, = —

— Tn__,]_n’
VBV

- () - (59

5.3 Os clubes de uma cidade

e que portanto,

Existem n cidadaos que vivem em uma cidade. Estes cidadaos formaram varios clubes,
que em algum momento comecaram a ameacar a propria sobrevivéncia da cidade. Para

limitar o nimero de clubes, o conselho da cidade decretou as seguintes regras:
e Cada clube tem que ter um ntimero impar de membros;
e Cada dois clubes devem ter um nimero par de membros em comum.

Teorema 5.1. Sob essas regras € impossivel formar mais clubes do que n, o nimero de

cidadaos.

Demonstracao. Chamemos os cidadaos de 1,2, ...,n eos clubesde Cy, (s, ..., C,,. Definimos

a matriz A,,x, em que
lsej €
;5 —
! 0 por outro lado

(Assim, as linhas correspondem aos clubes e as colunas aos cidadaos).
Consideremos a matriz A sobre o corpo de dois elementos Zy (anel de inteiros modulo 2).

Afirmagao. Claramente, o posto de A é no maximo n.
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Em seguida, examinamos o produto AA!, ou seja, a matriz A multiplicada pela sua

transposta A* = (bji) , onde a matriz produto ¢ uma matriz de ordem m x m

aix Q2 - Qi bin bz -+ bim
AAT = :
Qm1 Am2 - Qmp bnl bn2 e bnm
Ci1 C2 - Cim
- 9
Cm1 Cm2 " Cmm
cuja a entrada na posigao (i, k) é igual a Z;L=1 a;ibj, = Z?Zl aijagj, pois ay; = bjp. Mais

precisamente, uma vez que agora trabalhamos com Z, teremos que a entrada é 1 se |C; N C|
for impar e a entrada ¢ 0 se a |C; N Cy| for par.
Com as regras impostas pelo conselho da cidade chegamos entao que a matriz produto é

a matriz identidade de ordem m x m

0 --- 0
AAL = /
00 - 1

Chegamos que AA! = I,,,, entao o posto de uma é igual ao posto da outra. Temos que
Rank(I,,) = m que siginifica que ela possui m colunas e linhas linearmente independentes.

E agora usando que
Rank(AA") < Rank(A)

m < Rank(A) <n
m<n.

Como m representa o nameros de clubes e n o niimeros de cidadaos, chegamos que, de
fato, nao podem existir mais clubes do que n a quantidade de cidadaos. O teorema esta

provado. O

5.4 Intersecoes do mesmo tamanho

Este resultado e a prova sao semelhantes ao problema da secao 5.3.
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Teorema 5.2. (Desigualdade generalizada de Fisher) Se C1,Cs,...,C,, sio subcon-
Juntos distintos e nao vazios de um conjunto com n elementos, tais que todas as intersegoes

C;NCj com i # j tem o mesmo tamanho, entao n > m.

Demonstragao. Seja t o tamanho comum de todas as intersecoes, ou seja, card(C; N C;) =t,
para i # j. Precisamos lidar separadamente com a situagao em que um dos C; digamos C',

tem tamanho ¢. Dai, vem que C) esta contido em todos os outros C;. Entao,
card(C; N C)) = card(Ch), parai,j > 2,1 # j.

Afirmacao. (C;\Cy) N (CL\Cy) = 2.

Assuma o contrario, entao existe ao menos um elemento em C;\C; N Cx\C;. Absurdo, pois
card(C; N Cj) = card(Ch).

Afirmagao. O nimero de conjuntos m nao pode exceder n.

De fato. Como os conjuntos Cy, Co\Cy, . .., Cy,\C sado disjuntos vale que
n = card(Cy) + card(C2\Cy) + . .. + card(C,,\Ch)

n —t = card(Co\Ch) + ... + card(C,,\Ch)
n—t>m-—1
n+(1—t)>m

Como t > 1 segue que

n>m.

Essa foi a prova para o caso mais simples, na qual assumimos que t é o tamanho comum

de todas as interse¢oes. Agora, assumamos que

d; == card(C;) > t,

em que d; expressa o tamanho dos conjuntos C;. Do problema 3, montamos a matriz A,,x,

{1sej e (;
aij:

em que

0 por outro lado.
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Considerando A como uma matriz com entradas reais e fazendo B := AA!

aip Gz - Qin aip Qg1 - Gml
B = AA" =
Am1 Am2 - Qmnp A1p Q2n - Omn
Note que,
bu = afy +ajy + - +ai, = d
Em que 1 esta fixado e j = 1,...,n estd variando. Nesse caso, estamos lidando com a

cardinalidade do conjunto C}, que ¢é d;. Note ainda que,
bia = a11a21 + a12a22 + -+ + A1Q2, =1

em que 1 e 2 estao fixados e j = 1,...,n esta variando. Nesse caso, estamos lidando com
a cardinalidade dos conjuntos C; e C5 ao mesmo tempo, que é igual a t, como definido no

inicio da prova. Dessa forma, construimos a matriz B

dy t t -t
B Adt— t ody t -t
t ot ot don

S6 nos resta verificar que B é nao singular, ou seja, B nao ser singular significa dizer que

B tem seu determinante diferente de zero. E entao mostraremos que

m = Rank(B) < Rank(A) < n.

Para mostrar que B é nao singular, verificamos primeiro que B é simétrica e, por con-
seguinte, analisamos que B é uma matriz positiva definida, ou seja, devemos mostrar que
xBx! > 0.

Afirmagao. A matriz B é simétrica.

De fato. Temos que B é igual a sua transposta, o que nos garante que ela é simétrica.
Afirmagao. A matriz B é positiva definida.

De fato. Como B ¢é simétrica podemos verificar se ela ¢ positiva definida, ou seja, para qual-

quer lista (x1,...,r,;,) de m nameros reais nao todos nulos, teremos xBz' > 0. Inicialmente,
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iremos compor B do seguinte modo

di t ot -t di—t 0 0 -+ 0 1
t ody t -t 0 do—t 0 -+ 0 1
=, . . | = : L : +i].
t ot ot o dn 0 0 0 -+ dy—t 1

Ou seja, B =D + tJ,, onde

Do 0 dQ.—t O
0 0 0 dp —t
e
1 11 1
1 11 1
Jn = )
1 11 1
Agora, veremos que zDz' > 0
dy —t 0 0o - 0
. 0 dy—t 0 --- 0
zDx" = (:1:1 To I3 ZUm) . . . .
0 0 0 -+ dp—t

=1

note que d; nao pode ser zero, pois d; > t. Agora veremos que z.J,z! > 0

X

111 1 !

111 - 1™

l’JnZL't:(l’l To Ty - Im> L. . x3
111 1

Tm

o6

T
T2
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Dessa forma, provamos que

rBa' = 2" (D + tJ,)x = ta' J,x + 2' Dz > 0.

Ou seja, a matriz B é positiva definida. Como B é positiva definida, resta verificar se ela
é nao singular.

Afirmagao. A matriz B é nao singular.

Para verificar que ela é nao singular vamos provar que o seu ntcleo é igual zero. Se
Bx = 0, entao z'Bx = 0. Como vimos que B é positiva definida, entdao x = 0, ou seja, o
nucleo de B ¢ igual a zero. Com isso temos que a matriz B é invertivel e se ela é invertivel
o seu derteminante é diferente de zero. Com isso provamos que B é nao singular.

Para finalizar, vimos que B é nao singular e que, portanto, seu determinante é diferente
de zero, isso nos permite dizer que a matriz B possui linhas e colunas, que sao vetores
linearmente independente. Com isso, podemos utilizar o Teorema (do Posto de uma

Matriz) para concluir que

m = Rank(B) < Rank(A) < n.

Como queriamos provar.

5.5 Distancias Impares

Teorema 5.3. Nao hd quatro pontos no plano de modo que a distdncia entre cada par destes

pontos seja um inteiro impar.

Demonstracao. Suponhamos, por contradi¢ao, que existam quatro pontos, de modo que todas
as distancias entre cada par destes pontos sejam impares. Podemos supor que um desses
pontos ¢ O(0,0) e chamamos os trés restantes de A(ay,aq), B(b1,b2) e C(c1,c2). Entdo, o
comprimento euclidiano entre um ponto a outro seria ||Al], ||B||, ||C|, ||A — Bl|, ||B — C||
e ||C — Al| sao inteiros impares.

Afirmagao 1. Se m é um inteiro impar entdao m? = 1 (mod 8).

Faremos por indugao. Vejamos que vale para m = 1, pois 1 é impar e o quadradado de 1 é
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congruente a 1 moédulo 8. Agora, seja m um inteiro impar, tal que m? =1 (mod 8). Entao,
(m+2)* =m* + 4m + 4.

J& temos que m? = 1 (mod 8) dai (m+2)* = 1+4(m+1) (mod 8) e como m é um inteiro
impar, entao m + 1 é um inteiro par. Logo, existe um k inteiro positivo tal que m + 1 = 2k,
donde (m +2)? =1+ 4.2k (mod 8) e como 8k sempre deixa resto 0 na divisdo por 8, temos
que (m +2)? =1 (mod 8). Portanto, os quadrados de todas as distancias sdo congruentes a
1 moédulo 8.

Segue que, a partir dessa afirmagcao, o quadado das distancias entre os pontos O, A, B e
C sao congruentes a 1 modulo 8.

Afirmagao 2. Todos os vetores x,y € R" satisfazem ||z — y||* = ||z||* + ||y||* — 2(x,y). De
fato,

|z =yl = (z —y,z —y)

=(z,z —y) — (y,7 —y)

= (z,z) — (v,y) — (¥, 2) + (¥, )
= |

2l + Iyl = 2{z, y)

E agora apllicando com z = A e y = B teremos ||A — B||* = ||A||* + || B||*> — 2(A, B).
Isolando o produto interno obteremos que 2(A, B) = ||A||*+ ||B||* — ||A — BJ||* = 1 (mod ).
Da mesma forma vale para 2(A, C) e 2(B, C).

Seja B a matriz
(A,A) (A, B) (A C
B=1(B,A) (B,B) (B,C
(C,A) (C,B)y (C,C

~ ~—

—~
~

Afirmagao 3. A matriz 2B é congruente a matriz

=

I
— =D
— N
O~

modulo 8.
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De fato, 2B = 1 (mod 8), onde

S
!
=
=
—~ E —
%
=
a

R =

— = N
—_ N

1
1
2

Pois analisando cada entrada correspondentes das matrizes, como por exemplo, o primeiro
termo da matriz 2B ¢é congruente a 1 modulo 8, via afirmacao 2, logo o primeiro termo da
matriz equivale a 2 que por sua vez é congruente com o primeiro termo da matriz R modulo
8. Analisando termo a termo temos que a afirmacao é valida.

Em seguida, calculamos det(R) = 4, e obtemos que det(2B) = 4(mod 8). Como o

det(2B) = 4 (mod 8) entao det(2B) # 0 (pois 0 deixa resto 0 na divisao por 8). Logo,
det(B) # 0. Tendo que det(B) # 0, vemos que os vetores do espago linha de B sao linearmente
independentes. Logo, Rank(B) = 3. Por outro lado, se B = A'A, onde

A — aq bl C1 ’
Q9 bg Cy

Como A é uma matriz com 2 linhas apenas, entao o maximo de linhas linearmente inde-
pendentes é no maximo 2, ou seja, Rank(A) < 2. E usando que o rank do produto de duas

matrizes nao supera o menor rank de um dos fatores temos que

3 = Rank(B) = Rank(A'A) < Rank(A) < 2.

E esta contradigao conclui a prova.
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