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Resumo

A presente monografia tem como objetivo central apresentar as principais propriedades das fun-
¢oes harmonicas, tornando a temética mais acessivel para leitores em um primeiro contato. Deste
modo, buscou-se construir um texto autossuficiente. Assim, este trabalho idealiza a discussao da te-
matica de forma gradativa. Para ser mais preciso, primeiro sera apresentada a relacao entre fungoes
harmonicas definidas em uma bola aberta e a média de uma funcao definida em uma bola aberta.
Com isso, sera possivel demonstrar o principio do maximo para fungoes harmonicas e que toda fun-
¢ao harmonica é de classe C*. Em seguida, estimaremos o gradiente de uma funcao harmonica.
Com essas estimativas, conseguiremos demonstrar que as tnicas fun¢oes harmonicas que podem ser
limitadas (superiormente ou inferiormente) sdo as constantes. Demonstraremos também a famosa
desigualdade de Harnack. Outro resultado bem conhecido que sera mostrado é que, se uma funcao
continua é harmonica no sentido fraco, entao ela é harmonica no sentido forte. Por fim, apresenta-
remos as funcoes subharmonicas e faremos um “principio do maximo para fungoes subharmonicas”.
Terminaremos o texto utilizando a teoria de fungoes subharmonicas para apresentar algumas esti-
mativas para funcoes harmonicas, as quais serao uteis para estudar a continuidade Holder de uma
funcao harmonica. Vale destacar que todos os resultados sobre funcoes harmonicas que discutiremos
neste texto podem ser encontrados em [5]. Ademais, com o intuito de tornar a leitura mais simples,
o texto serd iniciado com uma breve revisao sobre temas que geralmente sao vistos em cursos de
Bacharelado em Matemaética.

Palavras-chaves: Funcoes, Harmonicas, Laplaceano e Principio do Méaximo.



Abstract

The aim of this monograph is to present the main properties of harmonic functions, making it
easier for readers who are studying this subject for the first time. To achieve this, we have created
a self-contained text that discusses the subject gradually. Initially, we will explore the relationship
between harmonic functions defined in an open ball and the mean value property of these functions.
Using this foundation, we will prove the maximum principle for harmonic functions and demonstrate
that each harmonic function is infinitely differentiable (C®). Subsequently, we will present gradient
estimates for harmonic functions, which will lead to the conclusion that the only harmonic functions
that can be bounded (from above or below) are constants. We will also prove the famous Harnack’s
inequality. Another significant result we will prove is that if a continuous function is harmonic in
the weak sense, then it is harmonic in the strong sense. Finally, we will introduce subharmonic
functions and present a maximum principle for them. We will conclude the monograph by using
the theory of subharmonic functions to derive some estimates for harmonic functions, which will be
useful for studying the Holder continuity of harmonic functions. It is worth mentioning that all the
results discussed in this monograph can be found in [5]. Furthermore, to facilitate understanding, the
monograph will begin with a brief review of basic analysis topics typically covered in undergraduate
mathematics courses.

Keywords: Functions, Harmonics, Laplacean and Maximum Principles.
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Introducao

O estudo das fungoes harmonicas ocupa um papel central na teoria das equacgoes diferenciais
parciais elipticas, devido a sua presenca em diversas areas da matemadtica e suas aplicagoes em fisica,
engenharia e outras ciéncias. Precisamente uma funcao harmonica é uma funcao que ao aplica-la ao
operador de Laplace (A = 2?11 ﬁij) obtém-se a funcao nula.

As pesquisas e estudos voltas as fungoes harmonicas provavelmente surgiu nos trabalhos de Leo-
nhard Euler em meados do século XVIII, que explorou problemas relacionados a hidrometria em 1752
. E importante mencionar que Euler nao usou explicitamente a nomenclatura "fung¢oes harmonicas”.
No entanto, o termo ‘funcao harmonica’ e o operador de Laplace receberam seus nomes em home-
nagem ao matematico Pierre-Simon Laplace, que os estudou detalhadamente ao investigar a atracao
gravitacional entre corpos celestes. As funcoes harmonicas sao igualmente importantes no campo
da eletrostatica, onde desempenham um papel fundamental na solucao de problemas de potencial
elétrico. Para um estudo aprofundado de aplicagoes fisicas das funcoes harmonicas, recomenda-se a
leitura do livro [8]. Além disso, deve-se mencionar que em Matemadtica as fungoes harménicas surgem
de forma natural sejam em cursos de Calculo ou de Funcoes de varidveis complexas.

O principal objetivo desta monografia é apresentar propriedades das funcées harmonicas. Por
exemplo, o problema de estudar médias é um problema comum em matematica e surpreendentemente
hé uma relacao entre média e fungoes harmonicas. Para ser mais preciso podemos calcular de modo
simples a média de uma funcao harmonica definida em uma boa aberta. Ademais, veremos que as
funcoes harmonicas sao as unicas fungoes com tais propriedades.

Outro problema comum em matematica é o estudo de maximo de funcoes. No caso de funcoes
harmonicas veremos nesta monografia o principio do maximo, uma ferramenta 1util que garante que
0 maximo s6 é admitido na fronteira do seu dominio de definicao.

O livro [5], escrito por Han e Lin foi usado como nossa principal referéncia. Para ser mais
preciso nos iniciamos o texto com uma breve revisao de resultados que geralmente sao vistos em

cursos de graduacao e depois nds apresentaremos alguns resultados do primeiro capitulo do livro



[5]. Pretendemos que o nosso texto torne o assunto mais acessivel para aqueles que queriam fazer
uma primeira leitura sobre o tema, uma vez que apresentamos mais detalhes do que o livro [5] e
trabalhamos para que o texto fique auto contido. Para tal, nosso objetivo é fornecer uma base solida
para a compreensao desse tipo de funcao. Comecgaremos com defini¢oes e exemplos basicos seguido
por propriedades cruciais e técnicas fundamentais que serao utilizadas ao longo desta monografia.

O primeiro capitulo desse trabalho, trata-se de uma exposicao dos principais pré-requisitos para
compreender o estudo que serao desenvolvido, nesse sentido, foi feita um levantamento de alguns
resultados e defini¢coes titeis para uma melhor entendimento de todo o trabalho.

O segundo capitulo tem como foco apresentar as fungdes harmonica, sendo elas a base de todo
os estudos que desenvolveremos. Nele, serao discutidas os primeiros resultados voltados a fungoes
harmonicas. Finalizaremos esse capitulo mostrando um resultado notorio, o qual, demonstra que
fungoes continuas é harmonica no sentido fraca também sao harmonicas no sentido forte.

O terceiro capitulo, sendo esse o capitulo que apresenta os principais resultados da presente
monografia, tem como foco discutir resultados a fungoes que sao subharmonicas, isto é, funcoes tais
que ao aplicarmos o operador Laplace obtém-se uma funcao nao nula. A partir disso, fazendo uso do
principio do maximo, mostraremos resultados importante voltada a Holder continuidade e fungoes
harmonicas.

A partir disso, espera-se que o leitor busque compreender as tematicas e discussoes desenvolvidas
no presente texto. Enfatiza-se que, sempre que necessario, volte aos pré-requisitos para auxiliar em

uma melhor compreensao.



Capitulo

1

Pré-requisitos

Com o intuito de tonar o presente texto auto contido este capitulo tem com foco apresentar os

principais resultados e defini¢oes preliminares para auxiliar a compreensao desta monografia.

1.1 Espacos Euclidianos

O objetivo dessa secao é apresentar uma revisao sobre os espagos euclidianos. Para um leitura
mais completa sobre essa temadtica recomentamos os livros [9], [10] e [13].

Para cada n pertencente ao conjunto dos nimeros naturais, seja R™ o conjunto de todas as n-
uplas ordenadas x = (21, x9, ..., x,), em que, x; € R, Vi = 1,2, ...n. Deste modo, o espago euclidiano
n-dimensional R™ é o produto cartesiano de n fatores iguais a R, isto é, R =R x R x ... x R.

Dados x,y € R, com x = (21,22, ..., 7,) € y = (Y1, Y2, ---, Yn), dizemos que x = y se, e somente
se, x; = y;, Vi = 1,2,...,n. Além disso, para z,y € R” e a € R, definiremos a soma x + y e o produto
a - x do seguinte modo

r+y= (T1+ Y1, Tn + Yn),
a-r= (axy,..,ar,).
Tais operacgoes fazem de R™ um espaco vetorial com dimensao n sobre o corpo dos reais, em que,
o elemento neutro aditivo é 0 = (0,0,...,0) e o simétrico, de cada elemento z € R", é —zx =
(—x1, =X, ..., —Zy).

Além disso, ao trabalharmos com o R"™, pode-se definir o produto interno de dois vetores, em que,
dados z,y € R", temos que {z,y) = T -y = T1y1 + ToYo + ... + TnlYn = Xy Tili, onde © = (21, ..., Tp)
ey = (Y1,.sYn)-

A partir disso, a seguir relembraremos a definicao de trés normas comumente utilizadas no R”.

10
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Assim, seja x € R", podemos definir a norma de z como

L |zlp =z, 2) = /a7 + ..+ 22 = (X1, a:?)% (Norma Euclidiana);

2. |zl = |z1] + |zo| + ... + 20| = 2, |25] (Norma da Soma);

3. |z|y = max{|zq], |22, ..., |z0]} = 112185({|x1|} (Norma do Méaximo).
[N

E importante destacar que essas normas sao equivalentes. Em que, dado x € R"™ temos que

|z|p < |x|p < |x|s < nlx|y. Esse fato é abordado em maiores detalhes em [10].

1.2 Propriedades Topologicas dos Espacos Euclidianos

Nessa secao lembraremos algumas defini¢oes e propriedades topolégicos do espago euclidiano.
DEFINICAO 1.2.1. Seja n um nimero natural, definiremos

1. Uma bola aberta de centro x € R™ € o conjunto B.(x) = B(x,r) ={y e R"; |y —z| <r}. Em

que, 7 € R € denominado raio de B, (x).

2. x € R" é dito ponto de acumulagao de um conjunto E < R", se para cada € > 0, existe

ye E tal que 0 < |y — x| <e.

3. Se x € E nao pe ponto de acumulacao entdo x € dito ponto isolado de F.

4. F ¢ dito fechado se para todo ponto de acumulagao x de E, tem-se que x € E.

5. Um ponto x € E € ponto de interior de E se existe r > 0 tal que B(z,r) < E.

6. Um conjunto E é dito aberto se todo ponto de E é ponto de interior.

A seguir lembraremos uma 1til caracterizacao de pontos de acumulacao, as quais, sao equivalentes.
TEOREMA 1.2.2. Dado E < R" e a € R", as sequintes afirmacoes siao equivalentes

1. a € ponto de acumulac¢ao de E;

2. FExiste uma sequéncia de pontos {xz}zoil de E, tal que @lgga ri=aex; #a;VieN;

3. Toda bola aberta de centro a contém uma infinidade de pontos de E.
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A seguir lembraremos a definicao de conjuntos compactos e conexos.

DEFINICAO 1.2.3. Sejam E < R™ e J < R, chamamos de cobertura aberta de E uma colegio

{Ba},c; de conjuntos abertos de R™ tal que E < | Ba.

aeJ

DEFINICAO 1.2.4. Dizemos que K < R™ é um conjunto compacto do R™ se toda cobertura aberta de
K admite uma subcobertura finita. Isto é, se {Ba},c; € uma cobertura de K, 3{a;}; | < J tal que
K c CJ B,,. Ou ainda, temos que para K < R", K € dito compacto se, e somente se, K € limitado
e feclszzio.

DEFINICAO 1.2.5. Dizemos que E < R"™ € um conjunto conexo se ndo existe em R™ dois subconjuntos

A, B abertos e disjuntos tais que: EnA# J, EnB# @ eEcAuB.

1.3 Funcoes Teste

Esta secao tem o objetivo de apresentar um resumo sobre fungao teste e convolucao de fungoes.
H& diversos textos em que pode-se ser encontrada uma abordagem dessa tematica de forma mais

completa, dentre elas indicamos [3] e [0].

DEFINIGAO 1.3.1. Seja ¢ uma funcao definida em Q < R", dizemos que o suporte da funcao ¢ é
o fecho do conjunto S = {x € Q; ¢p(x) # 0}, o qual denotaremos por S(¢p). Quando S(¢) < Q é

compacto, dizemos que ¢ tem um suporte compacto em €.

Denotaremos por
Co(2) = {9p e C(Q) : S(¢) é compacto} e C () = {pe CT(Q) : S(p) é compacto}.

Uma vez definidos tais conjuntos, uma pergunta natural pode surgir: Existem fungoes nesse
espaco? A resposta é sim, a funcao identificamento nula é uma fungdo suave com suporte compacto
(a saber o supor é o conjunto ). A seguir, apresentaremos um exemplo de fungao nao nula que

possui suporte compacto. Antes disso é necessario apresentar uma breve discussao sobre a funcao e.

0 ™
n=0 nl’

Observagao 1.3.2. Lembre-se que €* = ), Vr € R. Assim, %L < e’,Vn € Nex € R, logo

— | == 19m . . -z _ -z 19N
e’ < 5,Vn e Nex # 0. Deste modo e2 < ”j multiplicando por €= , temos e < e "ﬁ ,

n

multiplicando ambos os lados por x™, obtemos x"e ® < 2"nle2 . Por outro lado, ao fazer x = }1,
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1
. T . . . _ . P’ .
temos que lim % = lim ze®. Assim temos 0 < lim ze™® < lim 2e2 = lim 2 = 0. Logo
t—0— t—0— Tr—+00 T—>—+00 z—+00 €2
1
lim & = 0.
t—0—

Exemplo 1.3.3. Dado Q2 = R", seja ¢ : Q0 = R, definida do sequinte modo

(P17 g lz] <1
¢(x) =

0 se |r| =1

Podemos mostrar que a funcao ¢ € suave e possui suporte compacto em ).

Defina duas funcoes f e g, tais que

g(x) =2 —1,re R",

em que, ¢ = fog(x). Note que, g € C*(R™) e f € C*(R), pois € suave em R\{0}. Ademais, f é
continua em t = 0, pois

lim f(t) = lim et = 0.

t—0— t—0—
1
Pela observacao acima e por 1.3.2 temos que lim %{)(0) = lim % =0= lirqr %g(o)‘ Portanto,
t—0— t—0— t—0
f € deriwvdvel. Continuando a ideia , usando a observa¢ao acima e inducao finita concluiremos que

f e C®(R).

Como f,g € C*(R) podemos concluir que ¢ € C*(R). Ademais, ¢ # 0, Yr € B1(0) € R", wisto
que, o(laP=1)" # 0, Yo € B1(0). Deste modo, temos que, S(¢) < B(0,1), conseguintemente ¢(x) €
CP(R™), ou seja, possui um suporte compacto em R” (poz's S(¢) € sempre fechado e S(¢) m)

Note que por ¢ ter suporte compacto existe M tal que ¢(x) < M,¥Yx € R"™. Logo, S(b = SS(¢) ¢ <

M|S()|. E, como ¢(z) = 0,Yz € R temos { ¢ = SB(O 1o 2 G0 ol { B(0, $)} > 0. Logo, eiste
12
L >0 tal que § ¢ = L~ 1. Portanto, definindo & = L¢ temos

Jq;(t)dt =1 para ¢ =0

Portanto, temos que a fungao ¢ do exemplo anterior mostra a existéncia de funcoes que sao suave,

tem suporte compacto e S(b = 1. Isto justifica a hipdtese do teorema a seguir.
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TEOREMA 1.3.4. Seja ¢ € CP(R™) tal que §¢(x)dx = 1 e f uma fungdo continua no R™. Defina,

para cada € > 0,

@) = £+ 0a) = | fla = oty = ¢ [ £@)o () dy

€ ¢
Entao f.e C*(R™).

A demonstragao desse teorema pode ser vista no livro [6]. No mesmo, o autor utiliza-o para

enunciar o proximo corolario.

COROLARIO 1.3.5. Seja K um subespago compacto de um aberto no R™. Entdo existe a func¢ao 1) € C§F

tal que 0 <Y < 1 e =1 em uma vizinhanca de K. Esse tipo de funcao é denominada fungdo corte.

1.4 Propriedades de Derivacao e Integrais no R"

Nessa secao apresentaremos de forma resumida os principais resultados e propriedades de deriva-
das e integrais que utilizaremos durante a monografia. Para aqueles que desejem compreender melhor

tais tpicos recomendamos a leitura de [9], [4] e [13].

TEOREMA 1.4.1 (Primeiro Teorema Fundamental do Célculo). Seja f uma fungdo continua no intervalo

la,b]. Entao

F(x) = Jx ft)dt + F(a).

¢ derivdvel e F'(x) = f(x),Yx € |a,b].

TEOREMA 1.4.2 (Segundo Teorema Fundamental do Célculo). Se f é uma fungdo integrdvel em [a,b] e

seja F' € sua primitiva (cF' = f), entdo

jﬂmm=F@—Fw

TEOREMA 1.4.3 (Teorema de Fubini). Seja f € C(R) integrdvel no retingulo R < R", em que

R={(z1,....,2p) E R 0y < a1 < By, oy < 1 < B} temos que

B! 52 Je 52 Bl ek
J flz)dz = J J flxy, .. xp)dey,.. dxs | dey = J J fz1, .oy xp)day,...dry | dog
R [e %1 g Qan Qg aq [e79)
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A seguir, serd apresentado um teorema util para lidar com situacoes que serao encontradas ao

decorrer dessa monografia.

LEMA 1.4.4 (Teorema da Divergéncia). Seja F' um campo vetorial sobre uma regiao U < R"™, temos

LU F(y)iidS, = J divF (y)dy.

U

Vale lembrar também a defini¢des de derivada direcional, gradiente e laplaciano de uma funcao,

as quais, sao muito presentes ao estudarmos funcoes harmonicas.

DEFINICAO 1.4.5. Definiremos por vetor gradiente de uma fungao u € C(R) como V,u = Vu(z) =
{01, ..., Op,u}. Ademais, também denotaremo por Oyu(z) = Vu(z) - e; = 24(z),Vi = 1,...,n. Em
que {e1, ...,e,} denota a base ortonormal usual do R™.

2
n 07U

DEFINICAO 1.4.6. Lembre-se que o laplaciano de uma funcdo v do R"™ é denotado por Au = ijl el
J

ou ainda, Au = div(Vu(y)).

DEFINICAO 1.4.7 (Derivada Direcional). A derivada de f na dire¢io de um vetor u € R™{0} € definida

do sequinte modo.
of

Ew (p) =V f(p)-

Outras propriedades voltadas as derivadas em R", que podemos destacar é a desigualdade do

valor médio e uma condicao da existéncia de valores de maximo locais.

Lema 148. Sejam f € C*(Q) e & = (T1,...,7n) € Q. Uma condigcdo para que T seja um ponto de

mdximo local de f € que T seja um ponto critico de f e além disso que é’if(i) <0,Vi=1,..,n.

LEMA 1.4.9 (Desigualdade do valor médio). Dado U < R™ aberto, seja f : U — R™ diferencidvel em cada
ponto do segmento de reta a,a + v e tal que sua restri¢ao ao segmento fechado [a,a +v] < U sejam

continua. Se |f'(x)| < M para todo x € (a,a + v) entao |f(a+ v) — f(a)| < M -|v|.

Ademais, definiremos um tipo de funcao especial, a qual, sera muito util para demonstracoes em

capitulos posteriores.

DEFINIGAO 1.4.10 (Funcdes Radiais). Sejam 2 € R™ um dominio e u e C(). A fungdo u € dita radial,
se a cada c € Q) fizo, e r = |x — ¢|, tenha-se que u(x) = u(r), Yo € 0B,.(c). Isto é, u é dita radial,

quando para cada B,(c), u(x) € contante igual a u(r) para todo ponto na fronteira de B,(c).
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Além disso, um dos pontos principais que iremos trabalhar ao decorrer de nossos estudos esta
voltado a utilizarmos formas de expressar desigualdades que relacionem integrais, dentre elas a de-
sigualdade Holder é uma das que mais recorrente, principalmente nos tultimos capitulos do nosso
trabalho. Para um estudos mais aprofundado recomendamos a leitura de [3], porém, deve-se atentar

que nesse livro é feita uma construcao mais geral.

DEFINICAO 1.4.11. Seja p € [1, 400), dizemos que uma fungdo f : D — R™ é p-integrdvel e pertence

ao espaco P se existe C' > 0 finito tal que

o) = ( | |f<x>|pdx)" <c

LEMA 1.4.12 (Desigualdade de Holder). Suponha que 1 < p <o ep™t +¢ 1 =1 (em que q = L). Sejam

p—1
f:XcR" > Reg: X cR" >R fungoes, se fe LP e ge LI, entao

[irsnar < ([iera) ([uera)

Vale mencionar que, o resultado acima também pode ser expresso em termos de somatorio, sendo

essa uma forma t1til de relacionar o produto de termos de um somatorio.

1.4.13 Mudanga de Variaveis em Integrais

Nessa secao iremos realizar uma breve sintese voltada a mudanca de varidvel em integrais, tento
como foco central a mudanca de variavel para coordenadas polares. Para uma melhor compreensao

recomendamos a leitura de [3].

TEOREMA 1.4.14. Sejam Q < R" e G : Q — R" com G € C*(Q)). Entdo para f uma funcio continua

de G(Q), tal que f oG € integravel em Q, temos

f(z)dx = f f o G|det V,Gldz.
Q) %

Tal teorema apresenta a forma geral de como podemos realizar uma mudanca de variavel em
integrais. Um das principais mudancas de variaveis sdo as coordenadas polares (x = rcosf,y = cos )

em R? e as coordenadas esféricas (z = rsen ¢ cos 6,y = rsen ¢sen ), z = rcos @) em R3. Perceba que,
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ao falarmos de uma mudanca de variavel um ponto importe refere-se ao jacobiano, em que, no caso
das coordenas polares é r e nas coordenadas esféricas é 72 sin? 6.
Note que, no caso de dimensoes arbitraria, teremos que realizar um generalizagao um pouco maior.

Para isso, defina a esfera unitdria como S"~! = {z € R"; |z| = 1}, dai dado z € R™\ {0}, denote r = |z|

I _ &
||

exr € S~ Perceba que, a fungao @ : R™\ {0} — (0,00) x S"~! é uma bijecao suave e sua

inversa ®~1(r, ') = ra’ também é suave, deste modo podemos fazer realizar uma representacio para

uma reparametrizacao por coordenadas polares no R”.

TEOREMA 1.4.15. Seja a funcdo f continua em R™, teremos que
] ¢ ; q

. f(z)dx = JOOO Ln_l flra)r"tdo(2")dr

em que r" ' = |det V (& 1| edo = d(0y,...,0,).

Note que o caso particular da bola limitada, pode ser expresso como

JB(O,R) e = LR Lnl f(m:’)r"*lda(x/)dr.



Funcoes Harmonicas

Capitulo

2

Ao decorrer desse capitulo, serao apresentadas algumas das principais propriedades e defini¢oes

de funcgoes harmonicas. Iniciaremos expondo sobre a propriedade do valor médio e, a partir disso,

desenvolveremos os demais resultados. Salientamos que a principal referéncia utilizada ao decorrer

dessa monografia foi o livro de Han e Lin (2011) [5].

2.1 Propriedade do Valor Médio

Seja €2 um subconjunto conexo do R™. Definiremos a Propriedade do Valor Médio do seguinte

modo

DEFINICAO 2.1.1. Para u € C(Q) dizemos que

(i) u satisfaz a primeira propriedade de valor médio se

para qualquer B,.(x) < Q.

(i) u satisfaz a sequnda propriedade de valor médio se

para qualquer B,(x) < Q.

Em que w, representa a area de superficie da esfera unitaria de R".

18

(2.1)

(2.2)
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Observagao 2.1.2. As definicoes (i) e (ii) da defini¢io acima sdo equivalentes. De fato, de (2.1)

fazendo uma mudanga de varidvel por coordenadas polares com y = rz obtemos

u(zr) = L f u(y)dsS, = ! —~ J u(rz)r" dS, = =S u(rz)dsS,, Vr > 0.
0B, (x) Sn—1 w

wn,rn—l Sn—1

T —1 _ n ~ .
Sabendo que So t"dt = *— temos da equagao acima que

7ﬂ—u(x) :f t"u(z)dt = —f J u(rz)t""1dS.dt,
n 0 Sn—1

assim, por coordenadas polares obtemos que %u(m SB(O " (y)dS,, isso implica que u(x) =

oo Sy w(y)dy.
De forma andloga, podemos obter (2.1) a partir de (2.2). De fato, por (2.2) e por coordenas

polares tem-se que

u(z)r" = a f J o)t 1S, dt.
Sn—1

Wn JB.(x )

Derivando a equagdo acima com relagao a r e pelo Teorema Fundamental do Cdlculo 1.4.1 obtemos

w(x)nr" ™ = — u(ra’)r"1dS,.,
Sn—1

assim, u(x) = i §gnr u(ra')dSy . Fazendo uma mudanga de varidvel com y = ra’ obtemos u(x) =

u(y)dsS,.

ST
wprt—1 JGB(0,r)

Observagao 2.1.3. (i) Podemos reescrever a primeira propriedade do valor médio do sequinte modo

para qualquer B,(x) < Q.
De fato, seja u e C(R) e satisfazendo a primeira propriedade do valor médio, assim, qualquer que

seja r > 0 temos
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Fazendo uma mudanga de varidvel para w = =% (equivalentemente y = x + wr), temos

1 f‘
u(x) = u(y)dS.
(@) wpt™ 1 JoB, () )5,
1 [ oy
= —|dS,
R u(x + wr) ﬁw‘
1 i n—1
= — u(x 4+ wr)r""dS,
WpT Jw|=1
1
= — u(x 4+ wr)dS,
Wn Jjw|=1

para qualquer B,(x) < Q.
De fato, de forma andloga, seja u € C(Q) e satisfazendo a sequnda propriedade do valor médio,

assim, qualquer que seja x > 0 temos

n

u(z) = mem.

wp ™

, ., Y
Assim, fazendo uma mudanca de varidvel para z = teremos

r

n n
= d - — dSZ
wr)= s | ey = | e

TEOREMA 2.1.4. Seja u € C(Q) satisfazendo a propriedade do valor médio em Q e assumindo

extremos em 2. Temos que ou u € constante ou u assume mdxrimo e minimo em 0OS).

DEMONSTRACAO.
Estudaremos o méximo. Suponha que u possui maximo, isto é, existe M = maxu(x) < +o0.
Defina ¥ = {x € Q; u(x) = M}. "
Note que, se concluirmos que ou X = 2 ou X = ¢, o teorema estd demonstrado. Pois, se existe
r e Q, tal que, u(z) = ngc u(z), entdo no caso ¥ = &, como Q = Q U 09, terfamos que z € Q. E
e

no caso X = €, terfamos que, , u(z) = M, para cada z € {2, portanto a fun¢ao u é constante em .

Ademais, também é constante em OS2, pois se ¥ € J) entdo existe {z;}72, = Q tal que z; — 7. E
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da continuidade de u em  temos M = ETwu(x]) = u(Z). Portanto, pela arbitrariedade de € 052
temos que a fungao u é constante em ﬁ.j

Deste modo, provaremos que, ou > = {2 ou X = ¢J, para isso utilizaremos as propriedade de
conjuntos conexo. Note que, ¥ é relativamente fechado. Pois dado {z; };’;1 < ¥ tal que z; — o,
da continuidade de u em € segue que u(wy) = ILI& u(x;), como u; € X, isso implica que, u(xg) =
hj& M = M. Portanto xy € 3. Logo, X é fechadi).
’ Além disso, ¥ é aberto. De fato, seja o € 3, como  é aberto, existe r > 0 tal que B,(xg) < Q.

Como u satisfaz a propriedade do valor médio, temos

n
M = u(xo) = JB( )U(y)dy,
r{(Z0

WpT™

em que, podemos concluir

JB( (M —u(y))y =0

Como o integrando acima é nao negativo e é continuo no dominio, segue-se que u = M em B, ().
Portanto, B,(zg) < X, isso implica que X é aberto.

Deste modo, temos que % é um subconjunto aberto e fechado de €2, porém, como €2 é conexo
temos que X = Q ou X = .

A prova do minimo é anéloga. [ ]

Como consequéncia direta do Teorema Weierstrass e do Teorema 2.1.4 nds obtemos o seguinte

corolario.

COROLARIO 2.1.5. Seja u € C(Q) satisfazendo a propriedade da média em ). Se Q € limitado, entdo

u assume seu mazrimo e minimo em 0OS).

A partir do exposto, pode-se compreender as primeiras propriedades de uma funcao que satisfaz

a propriedade do valor médio. A seguir, definiremos o que sao fun¢ées harmonicas.
DEFINIGAO 2.1.6. Seja u € C*(Q), u é dita harménica se Au =0 em ).

Iniciamos nossos resultados sobre func¢oes harmonicas com a demonstracao de que toda funcao

harmonica satisfaz a propriedade do valor médio.

TEOREMA 2.1.7. Se u € C%*(Q) € uma fun¢iao harmoénica em Q, entdo u satisfaz a propriedade do

valor médio em ().
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DeMoNsTRAGAO. Dado que 2 é aberto, para x € Q, existe r > 0 tal que B,.(z) < €. Deste modo, tome
p € (0,7), podemos aplicar o teorema da divergéncia 1.4.4 em B,(0), e usando que u é harmonica

teremos

0 Lp@ Au(y)dy = ij(x) i (Tulphdy = [ Tulyit)is,

0By(z)

Fazendo a mudanga de varidvel para y = x + pw, com |w| = 1, teremos
0= pnlj | Vu(z + pw)it(z + pw)dS,.
w|=1
Como o vetor normado 7i(x + pw) é w, temos
0= pn_lj | Vu(z + pw)wdS,,.
w|=1

Pela regra da cadeia temos

0
0= "1J —u(x + pw)dw.
P I (z + pw)

Como u € C%*(Q) e estamos integrando sobre um compacto |w| = 1, temos

0 0
Ozf —ul(x + wdwz—f w(z + pw)dw.
wiot 57 (z + pw) & )i (z + pw)

Assim, integrando no intervalo [0, r] com relagao a varidvel p temos que

LT a% Ulw|=1 ule pw)dw} =0,

Pelo teorema fundamental do calculo teremos que

J|w|=1 u(x + pw)dw [p=r _ J|w|=1 w(x + rw)dw — f u(@)dw = 0.

p=0 |w|=1

Como u(x) nao depende do fator de integragdo w poderemos retird-la da integral e lembrando que

w, representa a integral sobre a bola unitaria, teremos

0= J-w_l u(x 4+ rw)dw — u(z) J|w|_1 dw = Jw_l u(z + rw)dw — u(z)wy,.
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Assim, i S|w|=1 u(z + rw)dw = u(x). Portanto, pela equivaléncia apresentada anteriormente, temos
que u satisfaz a propriedade do valor médio. [ ]
Note que, para uma funcao satisfazer a propriedade do valor médio é suficiente que ela seja

continua. Todavia, a seguir veremos que ela deve ser suave.

TEOREMA 2.1.8. Se u € C(Q) satisfaz a propriedade do valor médio, entio u € suave e harménica

em ().

DEMONSTRAGAO. Para a demonstragio, tomemos uma fungao-teste ¢ € C5°(B:(0)) com §, 0@ =1, de
modo que, ¢ seja uma fungao radial, isto é, ¢(z) = ¥(|z|) (um exemplo para tal fungao ¢ é 1.3.3).

Por consequeéncia disto, temos

1= fBl(O) ¢ = fol J|w|=1 d(wr)r™ 1dS,dr = Ll f'w|=1 Y(Jwr|)r™ tdSdr

1

= f; Jw=1 Y(r)r" 1 dSdr = Jol D(r)yr™ ! Lu=1 dS,,dr = wnf Y(r)r™ dr,

0

portanto

wnfo Y(r)yr™ tdr = 1. (2.3)

Agora, para cada ¢ > 0, defina ¢, = Einqb(f) Deste modo, Yz € Q, considere € < dist(z, 02).

Considere convolucao
ws o) = | wl@oi—a)di = | uta+ oy
Dado que, ¢ tem suporte compacto em Bi(0) temos
yl
U P = e_”j u(y + x)o (—) dy.
|yl <e €

Fazendo uma mudanga de variavel (y' = ey), temos

weg(z) = e j u(ye + )6 () dy.

lyl<1
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Por coordenadas polares, segue-se que

1
U G(x) = J Pt J u(erw + z)p(rw)dwdr,
0 531(0)

como ¢(x) = (|x]), tem-se

1 1
= ¢e(x) = J Pt f u(erw + x)Y(|rw|)dS,dr = j Pt f u(erw + x)(r)dS,dr
0 dB1(0) 0 9B1(0)

1
= J P(r)r =t f u(erw + x)dS,dr
0 2B1(0)

como u satisfaz 2.1.1 e por (2.3), temos

u* P () = Ll P(r)r =t LBl(O) u(erw + x)dS,dr = u(x)w, fol Y(r)yr"tdr = u(x).

Logo, u * ¢.(x) = u(x). Portanto, pelo Teorema 1.3.4 u = ¢, é de classe C*(R™), portanto u é
suave, em uma vizinhanca de x. Portanto, pela arbitrariedade de = temos u € C*((Q).
Falta mostrar que u é harmonica. Temos pela propriedade do valor médio 2.1.3, como na de-

monstragao do Teorema 2.1.7, que

J Au(y)dy = J Vu(y)ii(y)dS, =" J Vu(x + rw)wdS,
B(w’r) 53(1’,7‘) \w\:l
0 0
— pn—1 _ _ n—1 7
=7 Jw—l 6ru($ + rw)dS, =1 . J|w|—1 w(x + rw)dS,.

Como u satisfaz 2.1.3, temos que

J Au(y)dy = r”_lg(u(z)wn) = 0. (2.4)
B(z,r)

Isso implica que Au = 0. De fato, suponhamos por absurdo que nao. Sendo assim, sem perda
de generalidade, pode-se supor que existe x tal que Au(x) > 0. Deste modo, pela continuidade
de Au existe 0 > 0 tal que Au(y) > 0, para qualquer v € B(x,d) com Bs(x) < €. Assim, seja

m = inf Au(y) temos
yeB(z,0)

J Au > J m > 0.
B(z,0) B(z,0)

Porém por (2.4) temos que uma contradi¢ao. Portanto Au = 0 em (2, assim, pela Definigao 2.1.6, u
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¢ harmonica em (). m

Sendo assim, podemos concluir do Teorema 2.1.7 que fungoes harmonicas sao suaves e satisfazem
a propriedade do valor médio. Deste modo, pelo Teorema 2.1.4, as fun¢oes harmonicas satisfazem
o principio do maximo. Por consequéncia disto, temos a unicidade das solucoes para o seguinte

problema de Dirichlet.

Au = [ em
u = ¢ sobre of).

para f e C(2) e p € C(09).

Note que, para dominios € limitados, temos que a solugao de (2.5) é tnica. De fato, pois sendo
u,v € C®(Q) solugdes de (2.5). A fungdo u — v é harmoénica em 2 (pois o operador Laplace é um
operador linear), assim pelo principio do maximo temos que a fun¢do u — v assume seu maximo e
minimo em 02, em que, por (2.5), (u—v)(x) = 0, para qualquer z € 9€2. Isso implica, pelo principio
do méaximo, que u = v.

Podemos compreender essa afirmagao a partir dos exemplos a seguir.

Exemplo 2.1.9. Seja Q = {z € R? : ||z| > 1}. Note que u(z) = log||z|, = € Q € solugdo de Au = 0.

De fato, note que u(xy,x5) = 3log (23 + 23). Além disso,

—u(r1,T9) = =————= € —u(r1,r2) = ———.
owy VT T 202 4 2 dwy VT T 202 4 2
Deste modo,
2 2 2 2 2 2 2 2
3+ x5 — 127 Ty 4+ x5 — 1027 T —x T —x
Ay = 2 22 212 LM 22 222 2 _ g ; + ; ; =0, Y(x1,22) € Q.
(751 + Iz) (xl + x2) (xl + x2) (xl + xz)

Mais ainda, u(x) =log (1) = 0 para qualquer x € 0S2. Portanto a func¢ao u € solugdo de

Au = 0 em €
0 sobre o052

u

Porém, outra solugcao para esse problema € a fun¢ao nula. Note que nao contradiz o que fizemos,
visto que, para os resultados anteriores € requerido a limitagao do dominio e §2 nao € limitado (apesar

de ser aberto e conexo).
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Exemplo 2.1.10. Podemos obter algo semelhante ao exemplo 2.1.9 para R™, com n > 2. Sejam

Q={zeR": |z| > 1} eu(z) = |z|*™ — 1. Note que

n n (%Tn) n n (2;71)71
= Z Oxj < 0x; (Z xi) = Z 0x; 2-n (Z xi) (2z;)
j=1 k=1 j=1 2 k=1
Derwando novamente obtemos
n 2 _n 2 _n n (Q_Tn)_Q n (Q_Tn)_l
Au = Z ( ) (( ) — 1) (Z :ci) (22;)% + (Z :ci) 2
j=1 2 2 k=1 k=1
Mais ainda,
n 2;n_2 _Tn
S (5 e 20 (29
j=1 k=1 j=1 k=1
- (350 (2 (Zxk> Y TSy (34) <2xk> -
k=1 j=1 j=1 k=1

deste modo

2

2

Au = (2 —n)(—n) <z"] xi) + (2 —n)(n) <z”: xi) =0

Ademais, u(z) = 0, para qualquer x € ). Portanto, novamente temos pelo menos duas solugoes

para o problema

Au = 0 em
u = 0 sobre 02

Perceba que os exemplos anteriores mostram que se o dominio €2 for ilimitado nao teremos uma
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unicidade da solucao para o problema de Dirichlet proposto.

Observagao 2.1.11. Perceba que as equacoes propostas nos exemplos 2.1.9 e 2.1.10 nao sao dadas
ao acaso. Podemos encontrd-las ao estudarmos uma fungdo harmoénoca w que seja radial (como
na Defini¢ao 1.4.10) em R™. Ou seja, uma fung¢io u que dependa apenas de r = |xr — a|, para
algum a € R™ fizo. Deste modo, suponha que existe u uma funcdo harmonica e radial. Assim, seja

v(r) = u(x). Dai,

n —

1
V() + V'(t) =0, Vt > 0. (2.6)
De fato, como r(x) = |v — a|, podemos reescrever a func¢io v como v(r) = v(r(x)). Assim, pela
regrada da cadeira obtermos a equagio (2.6).
1

Armrmacio: Note que, 0p,r(x) = 2(x; —a;) e 2r(x) = [r! + (=r?)(2; — a;)]. De fato, como

o

r*(z) = |z —al* = )7, (x; — a;)*. Portanto, derivando com relagao a x; teremos

oulr?(@)] = 2, [Zm - >]

i—1
2r0,,r(x) = 2(z; — a;)
Oy, () = 1(352 — i),

r

derivando novamente com relacao a x;, obteremos

Desde modo, de v(r) = wu(z), obteremos, pela regra da cadeira, que Oyu(x) = Oy v(r(z)) =

V'(r)0y,r(x) e assim

& ulx) = @ 0(r(x) = 0, [1(1)a,] = ! (1), r(2) + 0/ ()2, 1(2) = 0'(1) (D r(2))? + 0 ()20 (),
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pela Afirmagao acima obteremos que
02 u(z) = v"(r)r (@) (z; — a;)” + V' (r) [+ (zi — @) (=r7?)]. (2.7)

Fazendo a soma das n derivadas parciais, a partir da equagdo (2.7), como u é harmonica e r*(x) =

S (@ — a;)? temos que

n

0= Au(z) = Z 63231-“(95) =" (r)r* () Z(% —a;)” +'(r) Z [7”_1 + (2 — ai)2(—7“_3)]

i=1 i=1 i=1

Agora, seja t € (0, +00), tal que,

o=

t=r(t+ayas,..,a,) = [(t +a; —a))* + (ag —ag)* + ... + (a, — an)] ,

assim
" n—1 /
v(t) + V'(t) =0, Vt>0.
Desde modo, sem perda de generalidade, pode-se compreender que se v(r) = wu(z) entdo, da
equagao (2.6), temos
" n—1 /
v+ v'=0, comr =|r—a| para a € R", fizo. (2.8)
r

em que, a fungao
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1+ cologr, sen =2

v(r) = (2.9)
c3+er? ™™ sen =3

serd solugdo da equagao (2.8).

De fato, pois para n = 2 teremos que v'(r) = cor =t e v"(r) = —cor—2. Portanto, multiplicando
v'(r) por ”T_l e somando ambos, obtemos

n—1
(—car™?) + cor !,
r
como n = 2, temos que
2—1
(—cor™) +eor™t - T = —cor™ 2 2 = 0.
r

Portanto, seque-se que, para n = 2, que v" + ”T_lv’ =0
Analogamente, para n = 3 teremos v'(r) = c4(2 — n)r'=™ e v"(r) = c4(2 — n)(1 —n)r=". Assim,

multiplicando v'(r) por "771 e somando ambos obtemos

-1
cs(2—n)(1—n)r ™ +cy(2—n)rt . n

= ca2—n)1—=n)r " +cy(2—n)r "(n—1)

como (n—1) = —(1 —n), temos que

ca2—n)1—n)r " —cy(2—=n)r "(1—n) =0.

Desde modo satisfazendo a equagao (2.8) para n = 3.

Vale mencionar que a fungao v (2.9) que encontramos na observac¢ao acima é conhecida como
solugao fundamental, em que, por meio dela foi realizado o estudo a unicidade do problema de

Dirichlet (2.5).

2.2  Estimativas do Gradiente

Ao decorrer dessa secao vamos expor sobre estimativas do gradiente de uma fungao harmonica e

algumas aplicagoes.
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PROPOSIGAO 2.2.1. Se u € C(Bg) € harmoénica em Br = Br(xo) entdo

n
[Vu(zo)| < 7 max [u(y)]
yEBR(CEQ)
DEMONSTRACAO. Suponha u € C'(Bg), dado que u é harmonica em Bpg, pelos Teoremas 2.1.7 e 2.1.8
temos que u é suave em Bpg. Assim, temos que A(J,,u) = 0 em Bpg, de fato, pelo Teorema de
Clairaut-Schawarz e por u ser suave em Bp, temos

" 0% [ ou "0 [(Pu 0 . Pu 0 0
A(0yu) = Z a_sz (a%) - Z oz, (5—:0?) = 5_%]-:157? = é‘xiA“ = (%io = 0.

j=1

Ja que A(d,,u) = 0, pela Definigao 2.1.6, temos que J,,u é harmoénica em Bpg, portanto, temos
que 0,,u satisfaz a propriedade do valor médio.

Pelo Teorema da divergéncia, denotando F = u(y)e; = (0,...,u(y;), ...,0), e observe que divF =

0z, u(y), em que a diregdo normal & dB(xg, R) de um ponto y de 0Bpg é ﬁ Dai, temos

n = n - Y — Zo
O u(x0) = f divF (y)dy = —J F(y) - ——dS, (2.10)
wy, R? Br(zo) wy, R 8BR(x0) ly — o] !
& f (y)e; - TdS, = — f (y)vidS
= u(y)e; - vdS, = ——— u(y)vidSy,
W, Rn 5BR(£E0) Y Wn Rn aBR(:EO) !
em que U = (U1, ..., 0,) = Hg:igll'

Deste modo, como |v;| < ||7]| = 1, temos

n

u(y)v;dS
wy, R" LBR(mO) ( ) !

n

u(y)|dS,.
- LBRW| (v)\dS,

Ja que, u é harmonica, segue do Teorema 2.1.4 que u atinge seu méximo em dBg(zg). Portanto,

|0, u(0)| =

<

n
Op. ()| < f max |u(y)|dS,
Punto < g [ e utolas,
<= max |u(y)|wn-Rn_1=E max |u(y)|.
Wn, R yed0BRr(zo) R y€0BR(zo0)
Como dBg(x) < Br(zo), temos |d,,u(z0)| < —  max  |u(y)|- -
y€ Br(xo)

E interessante notar que, tal proposi¢ao nos mostra que uma funcao harmonica pode ser estimada

com uma constante que depende apenas do dominio e do raio da bola. A seguir, apresentaremos uma
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relagao entre Vu(zg) e u(zy).

PROPOSIGAO 2.2.2. Suponha u € C(B,) uma fun¢do harmoénica nio negativa em B,

|Vu(xg)| < %U(ZE()).

DemonsTrRACA0. Usando a equagao (2.10) da Proposigao 2.2.1, segue-se

n

zUI(a’;O) Wn R LBT((JC()) U(y)v Y

Assim, como u(y) = 0 para qualquer y € B,, temos

n n

|0z u(0)| <

Usando a propriedade do valor médio 2.1.7, temos

n
Oz, u(T0)| < J u(y)dS, =
Puten) < ST | wlwpas,

u(y)|dS, = J u(y)dSy.
wy, R™ LBR<IO>| WSy Wi R JoB (o) )05y

|3
&
3
oy
3
PN
[wy]
oy}
A
e
=
QL
n
I
oS

= B,.(x0), entao

A seguir, como consequéncia da Proposicao 2.2.2, veremos que as tunicas fungoes harmonicas

limitadas (superiormente ou inferiormente) definidas em R" sao as constantes.

COROLARIO 2.2.3 (Teorema de Liouville). Se uma funcao € harmonica em R™ e também € limitada

superiormente (ou inferiormente) entao ela é constante.

DEMONSTRAGAO. Seja u uma fungao harmonica em R™. Suponha, sem perda de generalidade, que u = 0.

Como u é harmonica no R", temos que, qualquer que seja xo € R", u € C(B,(rg)) e harmonica em

B,(xy), para todo r > 0.

Deste modo, como u é nao negativa, pela Proposigao 2.2.1, temos que |Vu(zg)| < Zu(zo). Fazendo

T — 00, temos

lim |Vu(zg)| < lim Eu(a:o) = 0.
r—C0 r— T

Deste modo, temos que Vu(zg) = 0, para cada zo € R”. Portanto, u é constante em R™. [
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A seguir iremos estimar as derivadas de ordem superior de uma funcao harmonica. Antes de

apresenté-la estabeleceremos a notacgao de multi-indice.

DEFINICAO 2.2.4. Seja u uma fungdo definida em Q. Dado o = (o, ..., o) € Z definimos
U= ———— em que |o| = ag + ... + a.

PROPOSICAO 2.2.5. Suponha u € C(Bg), harménica em Br = Bgr(z). Dado o € Zy (com |a| =m)

temos

m,m—1,,]|
T max [u(y)] (2.11)

®u(zg)| <
|0%u(o)| R lnax

DEMONSTRAGAO. Tomemos « € Z,, com a = (o, s, ...,0p) € |a] = m. A partir disso, provemos a
equagao (2.11) por indugao em m.
Para m =1, existe 1 € N tal que a; = 1 e a; = 0, Vj + 4. Sendo assim, terfamos pela Proposicao

2.2.1 que

n nle!=11!
- max Ju(y)| = ——— max [u(y)].

®u| = |0, u| <
%] = [0 < max i ma

Portanto, a equacao (2.11) é valida para m = 1. Assumiremos que existe m € N de modo que (2.11)

é valida para cada k < m. Seja a = {aq, ..., a,,} tal que |a| = m + 1 vamos mostrar que

n™te™(m + 1)!
( ) max [u(y)|.

o <
| U($0)| x Rm+1 e By

Denotaremos 3 = a—e; (em que i € {1,...,n} é tal que o; > 0). Temos |3| = m e 0,,(V7u) = Vu.
Dado, 0 < 0 < 1, a ser escolhidos depois, defina r = (1 —@)R € (0, R). Aplicando a Proposigao 2.2.1

em V7 para B, obtemos

10°u(z0)| = | Du, DPu(z0)| < = max |0%ul. (2.12)
T zeB,(z0)

Seja 79 € B,, deste modo, temos que Bg ,(29) © Bg ,(70) © Bgr(wo). A partir disso, e pela
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hipotese de indugao, temos

5 nmem—1m| mem—l |
OPu(xy)| € —=———— max |u| < ——— max|u
| (0)| (R—?")m BR—T| | (R—?”)m B7R| |
Sendo assim, como B, (zg) < Bgr(zo), temos
m, m—1,,|
max |07 u| < u@xw.
Br (R—7)™ B
Deste modo, pela equagao (2.12) temos
nn™e™ m!
o < —
[0%u(o)| < — BT rI%W

Em que, como r = (1 — 0) R, temos
r(R—r)"=(1-0)R(R—(1-0)R)™ = (R— RO)(R—R+0R)™ = R™0™(1 - 0).

Assim,

nm-‘rlem—lm!
max |u.

o <
|0%u(o)] R™19m(1 —0) B,

Agora iremos escolher . Seja 6 = em que m é tal que (1 + %)m < e. Deste modo,

m+17

ra - |) (-a0)] =[G Gl

_ (m+1>m(m+1) (1—E>m( —1) < e(m+1).

m
Assim,
n™te™(m + 1)
|0%u(z)| < Tt rr%x |ul
Sendo assim, por indugdo a equacao (2.11) é valida. [ |

E importante destacar que a Proposicao 2.2.5 nos informa que toda funcao harmonica é real
analitica. Heuristicamente, possuem uma “grande regularidade”, pertencendo a uma classe de fungoes

“mais” regulares do que as funcoes C'.
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A seguir apresentaremos a famosa desigualdade de Harnack.

TEOREMA 2.2.6 (Desigualdade de Harnack). Seja u uma funcao harmonica em Q. Para cada subcon-

gunto compacto K < Q eziste uma constante positiva C' = (2, K) tal que se u >0 em § entdo
1
Eu(y) < u(z) < Cu(y) Vo,ye K.

DEMONSTRACAO. Sejam zg € K e R > 0 tal que Bygr(x,) < Q2. Mostraremos que existe ¢ = ¢(n) > 0 tal
que

Eu(y) < u(z) < culy) Yo,y € Br(xg). (2.13)

Sejam z,y € Br(xg). Assuma, sem perda de generalidade, que u(y) < u(x). Note que,

y € Bagr(x) © Byg(xo) e x € Bag(y) < Byr(xo).

Como u é harmonica, pela propriedade do valor médio, temos que

n 3" n

u(r) = —- f u(t)dt < ——- J u(t)dt = 3"u(y).
R J ) 3" Rwn Jpyp(y)

Acima usamos o fato que Br(x) < Bsg(y). Isso ocorre, pois dado z; € Bg(z) temos: ||z; — y|| <

l|z1 — z|| + ||Jxr — y|| < R+ 2R = 3R. Além disso, Bsr(y) < Bygr(zo), pois, se zo € Bsg(y) entao
|22, zo|| < [|z = yl[ + [ly — zol| < 3R+ R = 4R.

Deste modo, temos 3 "u(y) < u(y) < u(z) < 3"u(y) o que prova a equagao (2.13).

A partir disso, como o K é compacto, existe x1,...,xy € K, satisfazendo %u(y) < u(z) <
cu(y) Va,y € Br(x;), para qualquer ¢ = 1,...N, isto é, satisfazendo (2.13), pois xy é arbitrario.
Além disso, {Bg(z;)}Y é uma cobertura de K e com 4R < d(K, Q). Deste modo, temos que, ao
escolher C' = ¢V satisfard o teorema. |

Terminaremos essa secao mostrando que se uma funcao é continua e harmonica no sentido de

derivada fraca entao ela é harmonica no sentido de derivada forte.

TEOREMA 2.2.7. Se ue C(Q) satisfaz

J whé = 0 Vo e C2(Q) (2.14)
Q

entao u € harmonica em §).
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DEMONSTRACAO. Suponha que para toda bola aberta B,(z) < Q seja valido que

rf u(y)dS, = nf u(y)dy. (2.15)
0B (x) B, (x)

Sendo assim, temos

d 1 d 1 n d [ 1
s, ) = w,'— - du ) = now-! f a)

Pela regra do produto,

d 1 —n 1d
- dsS, | = nw * dy + — — d
dr (wnrnl LB(W) u(y) y> nw, [r”“ JB(M) u(y)dy + o {JB(O,T) u(z + ) z}] ,

usando coordenadas polares,

d 1 -n
dsS, | = nw,* s"1dS..d .
dT’ ( WnT LB(;B,T) U(y) y) o |:Tn+1 JB(LE,T‘) U( Tn d’l“ {J J:S‘” 1 SZ i :E S}:|

Aplicando o Teorema fundamental do calculo

d 1 _n 1
dr dsy | = nw,” dy + = 'z ldS, |
dr (wnrnl LB(M) wy) y) Mn |:Tn+1 JB($7T) u(y)dy + ) s u(sz' + x)r ]

Considerando a mudanca de variaveis 3y’ = sz’ + x, temos

d 1 J o 1 ,
ude>=nwn[ J u(y)dy + — ude/].
dT ( WnT 0B(z,r) ( ) Y et B(z,r) ( ) " 0B(z,r) ( ) Y

Como u satisfaz (2.15) temos

d 1 J
u(y dS) =0
dT( WnT 0B(z,r) ( ) Y

Isso implica que existe ¢ € R tal que # Sa B (x) u(y)dS, = ¢. Veremos que essa constante sera

u(z) quando fizermos r — 0. Note que da Observagao 2.1.3, temos

1
— u(z + rw)dS,, = ¢,

Wn Jjw|=1
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pela arbitrariedade de » > 0 temos

1
— lim u(z + rw)dS,, = limé.
wn r—0 ‘UJ‘=1 r—0

Como u é continua e o dominio de integracao é compacto podemos considerar o limite do integrando,
obtemos
1 ~
— u(z)dS, = ¢.

Wn Jjw|=1

Portanto ¢ = i S|w|:1 u(x + rw)dS, = u(zx).

Ademais, assumindo a validade da (2.15) temos

1
u(x) = J u(y)dS, quando B,(x) < Q.
0Br(x)

wpr™—1

Deste modo, pelo Teorema 2.1.8 v é harmonica.

Agora provaremos a validade da equagao (2.15). Provemos inicialmente para n > 3, para simpli-

ficar tomemos z = 0. Defina

(yl> =" 5 l<r
oy,r) = (2.16)
0 >yl >
e di(y,r) = (JyI> =r®)"*Q2n—k+ 1)) y* + n(ly[? —r)""*Y para |y < r ek =2,3,...,n. Note
que como @(-,7) < CZ() temos

2ndo(y,r) 5 |yl <7
0 oyl >

Ay¢(y7 T) =
De fato, note que

2n2(y, 1) = 2n [(Jy* — )" 2(2(n — 2+ 1)y + n(ly]* —r*)" Y] (2.17)

=2n [(lyl* = )" 7220 = 1)y + n(|y[* —r*)" ]
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Ademais, para |y| < r temos que £= a = n(|y|* — r*)""'2y,. Mais ainda,

¢ _ 2 n—1 D(lwl? — 12172442 — 2 2 _ 2yl | 9,2 Di(lyl2 — p2)n=2
e 2n(ly* — )"+ n(n = 1)(Jyl = r*)" M4yl = 20 [(ly[ — )" + 27 (0 — D(ly* — )" 7]
Assim,

Ayoly,r Z 3 2¢ yr) = 2n [n(yl> — )"~ + 2(n = Dy (jy* —r*)" 7] (2.18)
=2n[n(|yl* = )"+ 2(n = DIy (ly* —r*)" 7]

Logo usando (2.17) e (2.18), para |y| < r, temos que Ay¢ = 2n¢s(y,r). Ademais, por (2.14)

temos

[ wwontvrias = [ uwa,oinay =o
Br(0) r

em que ¢, é definida por (2.16).
A seguir mostraremos que SB(O ") u(y)ordy = 0 para qualquer k. J& mostramos valido para k = 2.

Assim, suponhamos k € Z tal que vale

L o u(y)or(y, r)dy = 0 (2.19)

mostremos que vale

JB o w(y) 1 (y, r)dy = 0. (2.20)

Diferenciando a equagao (2.19) com relagao a r teremos

o=%qgﬁ@mmmﬁ=%(ﬂ@mw%@mmmw@.

Defina F(s,1) = {5 o) "~ u(y)du(y,r)dS,. Sendo G(u,v) = = F
§o F(s,7). Além disso, 22 (u,v) = F(u,v) e 22 {1 2E (s v)ds. Assim,

» ou v 30 v
d
dr

o F(s,v)ds, note que, G(r,r) =

JTF(s,r)ds) _ %{G(r, M= VG - (1L1) = Frr) + | 2L (s, r)ds.

0
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Portanto, 2 (s,v) = (. 1 s"u(y) Z:(y, v)dS,, temos

d 0
0= ( Lm) u(y)de(y, T)d?/> = LBT@) u(y)dr(y, r)dS, + f o u(y)=-0k(y, r)dS,.

Note que, pela hipotese de inducao

0 9
. LBT(O) uy)onlyr)dSy + fBr(o) u(y)g(bk(y’ r)dSy =0+ J o u(y)gd)k(y, r)dS,.

Deste modo, temos que SBT(O)u(y)a—iqSk(y,r)dSy = 0. A seguir mostraremos que a—igbk(y,r) =

(—2r)(2 — k + 1)¢p41(y, 7). De fato,

017 =2 [(l? =) ¥~k D)ol +nlyl? — 2y ) (221)
—(2(n — k+ D)y~ K)(=2)(lyf* — 73"
o= (k= D)(=2r)(yf? - r2yr=t-0-1

=(=20)(m = (k= D) [20 = Dol = =40+ n(lyf? = r2)y~]

o =(lyl” = )" ED (0 — (k + 1) + D)yl® + n(Jy — r*)n @70 (2.22)

=yl =)™ VR0 = By + n(y* — )"
Logo, por (2.21) e (2.22) temos que 2¢y(y,7) = (—2r)(n — k + 1)¢p41(y, 7). Assim, temos

f(meK—%Xn—k+1wmm%ﬂwy=0

e conseguintemente temos a equagao (2.20). Portanto temos que a equacao (2.14) é valida para todo

k e N . Sendo assim, fazendo k =n — 1 em (2.20) temos

0= | woun )y = )+ Dl — )y
B (0) B(0)

A seguir mostraremos que diferenciando a equacao acima com relagao a r obteremos (2.15). Note
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que, da equacao acima temos

0= |[L o2 ey

<n+2>§iUBO u(w)l dy] g || r@u(y)r?dy]

(n+2)— [J f u(sy')|sy'|*dS, ds] [ J J u(sy')dS, ds]
d'r 631(0 d?“ Sn—1

Pelo teorema fundamental do calculo e a regra do produto, temos

O=(n+2)f

2B, (0)

" u(y)r?dS, + (—n) [2rf
B, (0)
=(n+ 2)r2f u(y)dsS, + (—n)rQJ u(y)dsS, + (—n)2rf u(y)dy
0B,(0) 0B,(0) B,(0)

= 27"2J u(y)dS, + (—n)QTJ u(y)dy.
0B:(0) »(0)

Logo, 0 =1, o u(y)dSy + (

u(y)dy + r? f

0B1 (0)

r"lu(y)dSy]

SB o) U u(y)dy. Dai, concluindo que

nf uw(y)dy = J u(y)dS,
+(0) 2B,(0)



Capitulo

3

Funcoes Subharmonicas

Nesse capitulo trabelharemos com uma novo tipo de fungoes, as quais, sao denominadas fungoes
subharmonicas e mostraremos que a partir do principio do maximo poderemos resgatar resultados im-
portantes voltados as fungoes harmonicas para essa nova tipo de fungoes. A partir disso, estudaremos

a Houlder continuidade de uma funcao a partir de um problema de Dirichet.

3.1 Principio do Maximo para Fung¢oes Subharmonicas

DEFINIGAO 3.1.1. Seja u € C*(Q), dizemos que u é uma funcao subharmonica se Au =0 em ).

Iniciaremos nossos estudos de fungoes subharmonicas com um resultado que pode ser interpretado

como sendo o Principio do Maximo para fun¢oes subharmonicas.

TEOREMA 3.1.2. Seja que u e C*(By) n C(By) uma funcio subharmonica em By = B1(0). Temos

sup v < sup u
B1(0) 531(0)

DEMONSTRACAO. Inicialmente, defina u.(x) = u(z) + €|z|*, com € > 0 e z € B1(0). Note que, Au, > 0,

pois,

n

Au, = Alu(z)) + eA(|z]?) = Au(z) + GZ 5; [Z(%)Q

i=1

= A(u(z)) + EZ 2 = Au(z)) + 2ne.

Como u é uma fun¢ao subharmonica, temos que, Au, = A(u(z)) + 2ne = 2ne > 0. Note que,

ue nao possui um maximo interior em Bi(0). De fato pelo Lema 1.4.8, existisse Z € B1(0) tal que &

40
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fosse méaximo local de w., entdo, 02 u (&) < 0 isso implicaria que Au(Z) < 0, contradizendo o fato

de que Au, > 0. Portanto, u. nao pode assumir um maximo no interior, em particular, é valido que

Sup Ue < SUp Ue.
By 4B

Portanto, temos

sup u(z) < sup ue < supu, = sup (u(z) + €z|*) = sup u(z) +e.
reB1 xeB1 0B1 re0B1 re0B1

Deste modo, temos sup u(z) < sup u(z) + €, € > 0. Fazendo ¢ — 0, teremos que sup u(x) <
reB1 Te0B1 xeB1

sup u(x). n
IE@Bl

Observagao 3.1.3. O resultado acima verificado para By(0) pode ser estendido para qualquer dominio
Q c R"™ limitado.
De fato, para Q0 < R™ aberto limitado, pode-se realizar um processo andlogo a demonstracao

Teorema 5.1.2. Para isso, dado € > 0, defina

u(z) + e|z|? se 0e€Q

uele) = w(z) + e [min{dist(z, 00)}]* se 0¢Q

Podemos mostrar de forma andloga ao teorema anterior que a fun¢do u satisfaz sup u(x) < sup u(z).
e €N}

3.2 Aplicacoes

Nessa secao apresentaremos uma série de propriedades e aplicacoes relacionadas ao principio do
maximo para fungoes subharmonicas. Dentre elas poderemos realizar a estimativa do gradiente destas

funcoes e uma forma representar a inequacao de Harnack.

PROPOSICAO 3.2.1. Suponha que u € harmonica em By(0). Entdo temos que

sup |Vu| < ¢ sup |u(z)| (3.1)
Bl r€0B1
em que ¢ = ¢(n) € uma constante positiva dependendo apenas de n. Em particular, para qualquer

a € [0,1] temos |u(z) — u(y)| < clx —y|* sup u(x), para quaisquer ,y € Bi.
.’EE@Bl
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Antes de apresentar a demonstracao do teorema acima, se faz necessario enunciar alguns lemas

0s quais servirao como ferramentas para a demonstragao.

Lema 3.2.2. Sejam f, g € C*(R™), entdo o laplaciano de fg é dado por
A(fg)=Afg+2) 0./ (9) + f Ag.
i1

Prova. Dado f, g € C*(R") temos

-

~
Il
—

= Zﬁi(fg) =

|
M=

(903, f + 02,900, f + 00, fOr,9 + [7.9)

.
Il
—

n

(6£z.f)+21 (0, f02,9) Z

|
M:

.
Il
—

g+2Za 9) + fA(g).

[ |

O lema acima traz a representacao do laplaciano do produto de duas fungoes. Agora poderemos
demonstrar a Proposi¢ao 3.2.1.

Prova (da Proposigao 3.2.1). Se u é uma func¢ao harmonica em B; = B;(0), entdao A (|Vul|?) =

23701 (Vayu ) > 0. De fato, como Vu = (0, u, Op,u, ..., Oy, u), |Vul? = 3" (0y,u)?. Dal

A(|Vul?) 252 |Vul? = 262 [i O, 1) ]
=1

Utilizando as regras operacionais de diferenciacao, obtemos que
A(Vul) = > a2 [2 Op,1) ] Z ” lzz(axiu)azjamiu]
= =1 : =l

7j=1

zn] [22 00, 1) 030 u—i—QZ O, O, )0, Ou u]

Jj=1
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Pelo teorema de Schawarz e pelo fato da funcao u ser harmonica em Bj, temos

n

A(IVul) = > [2 zn] (O;1) 0, 07 1 + 22 0, 0nu)? | = 22 O ) O, A + QZZ 0:,0.,u)° (3.2)

7j=1 i=1 =1 i=17=1

= anzn: @cﬁ%u >

Deste modo, |Vu[?* ¢ uma funcao subharmonica em Bj. Note que dada ¢ € Ci°(B;) temos, pelo

Lema 3.2.2 e por (3.2), temos

A (9Vul) = A@)|Vul +2 ) 0,,00.,(|Vul’) + 6A(Vul?)

i=1

— A(¢)|Vul* + 22 O, $0u, <i(amju)2> +¢ (2 Z (amiamjuf)

i=1 j=1

NG )IVu|2+4Za (0, U0, 00+ 20 Z 2uu)”

i,7=1

A seguir considere ¢ = n? para algum n € C(B;), com n = 1 em B%(O). Note que, A(n?) =
2nAn + 23" (0,,m)?, de fato

= > (0*) =2 00, (ndun) =2 020 + (02,)*] = 2080 + 2 (0nm)”. (3.3)
1 i=1 i=1 =1
Ademais, pelo 3.2.2 temos

Al [Vul|] = A@*)[Vul* + 2§n] 0w, (1°)00, (IVUl*) + (") A(|Vul?)

=1

A(n )|Vu|2+8n25zmé‘xju6$ﬁ w4 (P)A(|Vul?).

=1
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Pelas equagoes (3.2) e (3.3) temos

20An +2 ) (0:)?

i=1

= 2nAn|Vul* + 2|Vu]? i(aﬁ.n)? + 8772“1 Zn: O 10 U0z, O ;1 + 21 Zn: an é}lé‘%u

i=1 iljl

Al Vul’|] =

|Vu|2+8niiﬁxin5mjuéziﬁrju+n [ i &Eﬁ%u ]

i=1j=1

— 2An|Vul? + 2|Vu|? |vn|2+8nZZa 0, uly, Oyt + 207 >N (0, Opu)”

i=175=1 i=1j5=1

Uma vez apresentado o valor do laplaciano acima, buscaremos uma forma de limita-lo inferior-

mente por uma constante dependendo apenas de 1 e de |Vu[?. Para isso, note que

A [7?|Dul*] =2nAn|Vul® + 2|Vul*|Vn|* + 87]2 O N0, U0y, O, u + 21 Z Z (&‘xiﬁxju)Q
i=1 i=1j=1
=2nAn|Vul* + 8|Vul?|Vn* — 6|Vul?|Vn* + 8772 O 10z, U0;, O U
i=1
+ 21 Z Z ((9zi(?zju)2

i=1j=1

=2nAn|Vul? — 6|Vul*|Vn|? + <8|VUJ|2|V77|2 + 8772 Z O 10x U0y, O U+

i=1j=1
ii 8%5%11 )
i=1j=1

Utilizando a definicao dos médulos e a propriedade do somatério da soma, segue-se que

A [n?|Vul?] =2nAn|Vul® — 6/Vul*|Vn|* + <8|V1L|2|V77|2 + 82 Z 102,10z, U0y, O U+

i=1j=1

+ 2n? z": Zn] (&riﬁwjuf)

i=1j=1

=2nAn|Vul® — 6|Vu|*|Vn|* + 2 <Z Z 4|0y, ul? |02, |? + 4000000, U0y, O ju
i—1j-1

UQ(axiaxju)z)

=20 An|Vul* — 6|Vul?|Vnl? +2 > > [2000,ul0s,n] + 00s,00,u]”

i=1j=1



45

Como ;71 377|210, ul|0xn] + n&xiﬁxju]Q > 0, temos que
A [772|Vu|2] > 2An|Vul* — 6|Vul*|Vy|* = (277A77 — 6|V77|2) |Vul?.

Como 2nAn — 6|Dn|? é continua e possui suporte compacto, existe C' > 0 dependendo apenas de 7

tal que
A [P|Vul’] = (2nAn — 6|Vn?) [Vul* = —=C|Vul?.

Observe que, A(u?) = 2|Vu|* + 2uAu = 2|Vu|? = 0, pois u é uma fungao harmoénica. Como

Aln?|Dul?| = —C|Dul|?, exite o > 0 (basta considerar 2a > £) tal que
A(m?|Du* + av®) = A(n*|Dul*) + A(au?) = —C|Dul* + 2a|Dul* = 0.

Portanto A(n?|Dul* + au?) = 0. Deste modo, (n?|Du|? 4+ au?) é subharmonica em B;. Pelo Teorema
3.1.2, temos sup(n?|Dul* + au?) < sup(n?|Dul?* + au?). Como 7 tem suporte compacto em Bj e
1 B

n=1em B%, temos

sup {|Dul*} < sup {|Vul* + au?} = sup(n’|Vu|> + au®) < sup(n®|Vul® + au?)
B, B, B, B
2 2 2
< sup(0|Vul? + au?) = sup au’.
0B1 aBl
Dai sup |[Vul? < asup(u?) Assim sup |[Vu| < a2 sup(u). Lembre-se que a depende apenas de C,
B, 0B, By 0B,

o qual, depende apenas da funcao n esta somente depende apenas de B;. Assim, C = oz%, ¢ uma

constante dimensional satisfazendo sup(|Du|) < C'sup(u), o que demonstra a primeira parte do
B

1
2
teorema.

Para a segunda, como a fungao f(x) = a® ¢é decrescente no intervalo [0, 1] quando (a € (0, 1))
temos que (a = |z —y|) f(1) < f(a). Para a = |z — y| temos |z — y| < |z — y|*. Note que no
caso |r — y| = 0 a desigualdade que queremos provar torna-se trivial. Pela desigualdade do valor
médio 1.4.9, z,y € B temos [u(z) — u(y)| < [z —y||Vu(tz + y(1 — 1))|, para algum ¢ € [0,1].
Deste modo, teremos que |u(z) — u(y)| < |z — y|*|Vu(te + y(1 — t))|, para algum ¢ € [0,1]. Como



46

z,y € Bi e u ¢ harmonica, temos lu(z) — u(y)] < |z — y|*sup|Dul, assim de (3.2) temos que
1
2

u(z) = u(y)] < |z —y|*C sup [u(z)].
ZGaBl

Podemos mostrar o resultado acima para bolas de raio e centro arbitrarios.

COROLARIO 3.2.3. Sejam xg € R™, r > 0 e u uma fun¢ao harmonica na bola B(wg,r). FEuxiste

c¢=c(n) >0, tal que

c
sup |Vu| < - sup |u
B(zo,3) T 8B(z0,r)

em particular [u(r) —u(y)| < S|lv —y|* sup |u|, para quaisquer x,y € B(xo, 5) e a € [0,1].
0B(x0,r)

DEMONSTRACAO. Defina v(z) = u(xy + rx), note que v é uma funcao harménica em B(0, 1), pois

x € B(0,1) é equivalente zo + rz € B(xo, 7). Note que, 0y v(z) = rd,u(zo + ra) e d; v(r) =

rzﬁiju(:ro + rz), logo Av(z) = r*Au(zy + rx) = 0.

Agora, reescreva u(y) = v(="2). Dai d;u(y) = 6;v(="2)r', e conseguintemente

sup |Vu(y)| = sup 7”’1Vv(u),
y€B(xo0,5) y€B(z0,5) r

r

Observando que, y € B(xz,3) é equivalente a existir z € B(O,%) tal que y = zo + 2r, segue da

Proposicao 3.2.1, que

sup |Vu(y)l =r" sup [Vo(@)|<er ' sup [u(z)]

yeB(z0,7) 2€B(0,1) x€dB(0,1)

=cr™' sup |u(wo+rz)=ct sup  |u(y)|
2€0B(0,1) yedB(xo,r)

Concluindo a demonstragao da primeira parte do coroldrio. Ademais, dados z,y € B(xo, §) temos

T—xg
r

que , =20 e B(0, %) Assim, pela Proposicao 3.2.1

) e ()=
(% — U =C
T r T

=™z —yl* sup  |u(w)].
wedB(xo,r)

«

ju(z) = u(y)|

sup |u(xg + rz)|
ZG@Bl
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A seguir iremos estimar o gradiente da composicao da funcao logaritmica com uma funcao harmo-
nica. Essa estimativa sera importante para mostrar a surpreendente propriedade: “existe uma cons-
tante C' (que apenas da dimensao) de modo que da dada uma fungao harménica em B (0) temos que

u(z1) < Cu(zs), para cada x1, x5 € B, (0).

LEMA 3.24. Se u € uma fun¢ao harmonica nao negativa em By, entao existe ¢ = c¢(n) > 0 tal que

sup |Vlogu| < ¢
By

DEMONSTRACAO. Assumiremos que a fungao u > 0 em B;(0). Iniciaremos a demonstragao, apresentando

algumas afirmacoes que sao essenciais para a demonstracao do lema. Assim, defina v = logu.

AFIRMACAO 3.2.5. Av = —|Vu|%
De fato,

Au:Z&ﬁ [log v] :Z 2 U O] :an [0pu " Opu + 0102 u

= Z |—u™?(0pu)” + w02 u| = —u™?|Dul® + v Au.

Como a funcdo u € harmonica,

Av = —u"?|Dul’ = — [u™*|Dul? [Zn: ?(0n,u) ] = - [Zn:(u_laxiu)zl
- [i(amvﬁ] = — |Vl

i=1
Sendo assim, estudaremos o gradiente da fungao v, para isso, defina w = |Dv|?.

AFIRMACAO 3.2.6. Note que Aw + 230 | 0, v0,,w =237, 37, (8xiazjv)2.
De fato,
Aw =)0 [Z 0,,) ] =), [ Z 0y,0) 8128%21]
i=1 j=1 i=1 =1
(0

= Qi [Z I7v 52 Op, U+

7j=1

HM:

53610}71}] )
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Pelo teorema de Schawarz, temos que

= Qii (Or;v)0x, (Av) + anznl (ﬁxﬁzjv)Q. (3.4)
=1 =1 i=1j=1

Por outro lado, lembrando que w = |Vv|* e Av = —|Vv|* (Afirmagao 5.2.5) temos

DuP?). (3.5)

2 i O, V0, w0 = 2 i O, V0, (

i—1 i=1
Deste modo, por (3.4) e (3.5) temos
Aw + 226 V03, W = 222 (0, 00,0)°
i=1j5=1

4

Além disso, teremos que Y., Z?Zl(ﬁxi@vjvy > Wb

n

AFIRMAGAO 3.2.7. Seque de 3.2.5 que

3 V000 2 Y0 2e0)? = Say = VL (3.6)
i—1j-1

=1 n

De fato, denotando k € {1,...,n} o nimero natural tal que gnax }6326,1) = 0,,v. Note que,
ie{l,...,n ¢

(Av)? = [Z 63262,1)] < n(d; v) < nZ(@iiv)Q.

i=1

Logo,
Z::EZ] O, O, 0)? z:] 0,0, 0)? %(AU)Q > w'

Em que na ultima igualdade usamos a Afirmagao 3.2.5. ..

Agora estamos prontos para estimar a propriedade enunciada no lema. Para isso, como na
demonstracao do Lema 3.2.4 precisaremos de uma funcao corte adequada. Assim, tome a fungao

nao negativa ¢ € CF(By) tal que ¢ = n?, para algum n e CP(B;),em que 0 < n<len=1em B%.
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AFIRMACAO 3.2.8. Temos que,

A(n*w) + 22 DywD;(n*w) = 2n* Z Z:(Dijfu)2 + 120°w| Dn|? + 4wn®An+
i=1 i=1j=1

+ 160 > > DinDjuDijv + 8wn® Zn] DDy

i=1j=1 i=1

De fato, pelo Lema 3.2.2, temos
A(n*w) = Yw + 22 Oz, () 0z, w + 1t Aw (3.7)

Dai, pela definicao do laplaciano seque que

n

Aln'y = Y102 (n") = 4Zn] 0, (n*0u) = 4Zn] [30*(0eim)® + 1°02,m] = (3.8)

=1

Z 0n)” + 40 A(n) = 120%|Vn* + 40° A(n).

Por outro lado, lembrando que w = |[Vv|* temos

n

228%.(774)6%10 = 22 (4n°3,,m) 0., Z(&xjv)2 = 227112”] 41 0,,1)20,,00,, 05,0 (3.9)
2 i=1 i=17j=1

= 16n° i i 0,10 V0, O ; V.

i=1j=1

225 00, (n*w) = 2n* 26 V0, w—|—2w25 00, (n*) = 2n* 25 v&xlw—i—SwnSZé‘ 00z, M.

=1 = =1

(3.10)

Deste modo, da equacdo (3.7) usando as equagoes (3.8), (3.9) e (3.10) e colocando n* em evidéncia
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temos

A(n*w) + 22 0,00y, (n*w) = n* (Aw + 22 ﬁxivaxiw> + 120°w| V2 + dwn®A(n)

i=1 =1

+ 16773 an Zn: 010z V0p, 0z, ¥ + 8w773 an Og; V0z,1. "

i=1j=1 =1

A partir da Afirmacao acima 3.2.8, pela Afirmacgao 3.2.6 temos que

A(n*w) +226 00, (n*w) = 2n* ZZ (02,00, v)* + 120°w| V| + dwn® An+ (3.11)

=1 i=1j=1

+ 167° i i O M0z V0p,; 0z ;¥ + Swn® i O, V0z, M.
=1j=1

i=1

Agora, novamente como antes, iremos limitar inferiormente a equacao acima, com a finalidade
de demonstrarmos a desigualdade do lema. Para realizar essa limitacao realizaremos trés passo, nos

quais, limitaremos as parcelas dessa equagao (3.11).

AFIRMACAO 3.2.9. Note que as parcelas, da equagao (3.11), n* D", Z?Zl(ﬁmiﬁmjv)z + 12n%w|Vn|* +
160 > 1 D1 000000, 00,0 = —52n2| V2| Vn)?.

De fato, como w = |Vv|?, realizando um completamento de quadrados temos

4

INgE

n

n Z (02,00,0)* + 121 w|V7)|2+16773226 10003, 03,0 =
1=1j5=1 1=175=1

— Z Z (02, 02,0)? + 1600y, 10s, 00y, 00,0 + 120 (0,,0)*(00,m)* | + 52077 |V [V — 520%|Vo|*|V|?
i=1j=1

=ZZ 0*0r, 00,0 + 81102,00:,m)” — 520%| Dv[?| Dpf* = —520*| Dul?| Dyf2. (3.12)

AFIRMACAO 3.2.10. Temos que 8wn® Y7 | 0y,v0,,m = —8|Vu[*|Vn|n’.
De fato, pela desigualdade de Holder 1.4.12, temos que —n® 7 | 0y, v0:,m < [Vv||Vn|n. Como,

n € ndo negativa, podemos multiplicar a inequagdo acima por —8|Vv|?, assim obtemos

8IVol*n® > 0,,00,,m = —8| Du[*| Dyl

i=1
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. Ademais, como w = |Vv|?, temos 8wn? Y | 0,,v0,,m = —8|Dv|*|Dn|n?. ..

Observagao 3.2.11. Pela desigualdade (3.6), teremos 3., >0 1(0r,05,v) = n ' [Vu[* = n~lw?

Além disso, como 1 € ndo negativa, temos 4n*An = —4n®|An| ..
Deste modo, pelas Afirmagoes 3.2.9, 3.2.10 e Observagao 3.2.11 da equagao (3.11) obtemos
A(n*w) +2 ) 04,00, (n*w) = n'n*|Vol* = 89°|Vn||Vol® — 40’ (n| An| + C|Vn|*)| Vo],
i=1

Como a fungao 1 tem suporte compacto em By, exite uma constante positiva C tal que

A(n*w) + 22 02,00, (n*w) = n~ | Vo|* — Cn?|Vo]* — Cn?|Vo? (3.13)

i=1

em que, C' = C(n,n) > 0.
Agora, melhoraremos a estimativa acima (3.13). Para isso considere os nimeros positivos arbi-

trarios a e 3. Note que

A(n*w) + 22 02,00z, (N*w) = n~ Y| Vo' — C?| Vo> — Cn?|Vu]?

i=1

—on2| Vo2 4 2
= | Volt + C —2 Vot Lovol + L vt + L2 v | +
o 2 o? 4
4 2,2
— L vl — L v - oVl
o] 4

(07

Perceba que C [w - 5n|Vu| + Z—z|VU|4 + 0‘72172|Vv|2] > 0, visto que

2 212
A o

«

—2%|Vu]? «a o a, @ g o @
0[—5"%“@'%' + Vel = | 3alvel
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Dai, temos
A(n*w —1—226%”08% n*w) = nnt| Vot — 077 5|V |- C—— 77 |Vo)? — Cn?|Vol?
i=1

1 C o)

_Aoa (2 Y 1T 202 a”

vl (5 - 5) + IVvln)<C4 +c)
1 2

= n*|Vu|! L +(cE 4o —2B|Vol*n* = + *n*|Vol*+
n a? 4 5

L g L
+452 B | V| 7|

Note que, (C’O‘T2 ) [ 28|Vo|*n? 1 + B2t Vot + -4 ] > 0, pois

152

2
(C%Z —i—C’) [ 26|Vv|2 +ﬁ2 n* V|t + 4;2] = (0%2 —i—C’) lﬁn |Vol? — 2151 = 0.

Assim, temos

C a? 1
A(ntw) + 22&‘%1)(?% n*w) = n*|Vol* ( = @) + (CZ + C’) l—527]4|Vv|4 = 4—52]

=1
2.2 2
- (l_%_w_ﬁc)nﬂvvﬁ_i(CO‘_JF()).

n o« 4 432 4
Agora, escolheremos as constantes o e 3 apropriadas. Portanto, tome a e 3, tais que + — & —
n (6%
B2a2C 2 _ 2 C xC .
1+ — B°C > 0. Denotando a? = x e 2 =y, queremos que E — = — %= —yC > 0, isso corre se, e

% —yzC' > 0, isso implica que, —x2§ +a (£ +Cy) — C > 0. Sendo assim,

somente se, £ — C' —

x2§ —x (% + cy) +c < 0, daf 2%yC — 4z (% + cy) + 4c < 0. Perceba que, a ultima desigualdade
ocorrer se, e somente se, no polinomio p(z) = x?yC —4x (% + C’y) +4C, tenha-se que discri, > 0 (em
que discri, representa o descriminante do polinomio com relac¢do a variavel x). Portanto, temos que
discri, =16 (£ + Cy) —16yC? > 0, daf temos que discri, = 16(n=2+2Cyn~' + C%*y?) — 16yC? > 0,
isto implica que discri, = n=2 +2Cyn~! + C?y? — yC? > 0, sendo assim, discri, = C?y? + (2Cn~! —
C*Hy+n2>0.

Agora, devemos encontrar os valores de y que satisfagam tal propriedade. Para isso, seja g(y) =
C?*y* + (2Cn~' - C?)y+n~2, note que g(0) = n~2 > 0, para todo n € N e como g é continua, segue-se
da conservagao de sinal que existe h > 0 tal que g(y) > 0, Yy € (0, h). Portanto, fixando y > 0, de

modo que, g(y) > 0 escolheremos x > 0 tal que Cyx® —4x(n'Cy) +4C < 0, porém essa inequacao é
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4(n—t—Cy)—+/discriz 4(n~1—Cy)++/discrig
2cy ? 2cy

satisfeita quando x € ( ), além disso, queremos que n~' — Cy > 0,

isto é, y < (nC)~L.

(n~1—Cy)++/discrig
2cy

. . 1 4 . ~ (1 C
Portanto, considere 0 < y < min {E’ h} el<z< , assim defina C' = (E -5

—% — BQC’) > (0. Deste modo, teremos a partir da Equagao (3.13) que

¢ ~ 1 o?
4 4N s Crd T4
A(n*w) + 2@215%1}5%(77 w) = Cn* |V 17 (C’ T C’) .

Por fim, defina é’ = # (CO‘T2 + C’), sendo assim,

A(ntw) + 22 02,000 (n*w) = Cn*|Vol* — C (3.14)
i=1
em que, tanto C' como C' sdo constantes positivas que depende apenas da dimensdo.

Deste modo, suponha que n'w atinja seu maximo em um ponto x¢ € B;. Pelo Lema 1.4.8, temos

que D(n*w)(xo) = 0 e A(n*w)(zo) < 0. Da da desigualdade (3.14), teremos que

0= A(n*w)(zo) + 2 > 0,000y (n*w) (o) = Cn*|Vol* = C,

i=1

QIQu

isso implica que Cn*|Vo|*—C < 0, dai Cn*|Vo|* < C. Deste modo, temos 7| Vo|* < &. Deste modo,

Q

lembrando que w = [Vo|* e denotando ¢ = ¢(n) = & > 0, teremos n*w?*(xo) < c(n). Se, w(wg) = 1,
entao n'w?(zg) < c(n). Caso contririo, como 0 < 1 < 1, teremos que ntw(zy) < w(xg) < n*(zg). Em
ambos os casos, teremos que n*w < c(n) em B;. Daf, temos que max n*w < c(n). Pela definicao da
fungao w (w = |Vv|?), isso é equivalente a dizer que, max n*|Dv|? < ¢(n). Como ambas as fungoes

sao positivas, temos que maxn*|Dv|? < maxn?|Dv*> < ¢(n). Dai, por n = 1 em B, segue-se que
By By 2
2
. 1 . ~
max |Dv|? < ¢(n), equivalentemente, temos max |Dv| < ¢2(n), o que finaliza a demonstragao. n
B, By

2 2
COROLARIO 3.2.12. Se u € harmonica em B1(0), entdo existe ¢ = c(n) > 0 tal que u(z1) < c(n) u(zs)

para cada xq,%s € Bi.
2

DeMonsTRAGAO. Considere 0 < u(xy) < u(xg), visto que u(x;) = u(xq) é trivial. Deste modo pela
defini¢ao do gradiente de uma funcao, temos que, Vf(a) = >\, %(a) -y, para a = (v, ..., ) € Z.

Logo, temos que, V(log u(tzs + (1 —t)z1)) = >, Ou,{log z}(a)dz;(x1 —x2). Agora assumiremos que
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u > 0em By. Dal, para z1, x5 € B%, segue do Teorema Fundamental do Célculo que

1

u(ry)

u(r2)

log LY _ 1og (1) — log u(as) — J %{log [tz1 + (1 — )]} d.

0

A partir da regra da cadeia

u(7y) _
u(ry)

log L V{log [ty + (1 — t)xs]} - (x1 — 2)dt

< LV{log[twl—i-(l—t)fm]}'($1—=T2)dt

1
< |wy — a9 J |V{log [tx1 + (1 — t)z2]}| dt.
0
Como B; ¢ convexo, temos que, (tzy + (1 —t)xq) € B, para cada t € [0,1] e z1, 20 € B, . Portanto,

u(r)
u(r2)

1
log <oy — x2|f max |V (log u)|dt = |1 — xa| max |V (log w)|.
0 73 3

Portanto, segue do Lema 3.2.4 que, existe C' = C'(n) > 0 tal que

u(r)

lo
& ul(wa)

< oy — 29| max |V(logu)| < |z1 — 22|C(n).

2

Aplicando a exponencial em ambos os lados dessa desigualdade, obteremos

u(f]jl) < 6|z1—x2\0(n).

(2)

I~

Portanto, denotando ¢ = |1 — 23|C'(n), temos u(z1) < e“u(xs), para cada 1,5 € By.
[ |
A seguir nds apresentaremos uma estimativa por baixo da derivada normal de uma fun¢ao harmo-

nica.

PROPOSIGAO 3.2.13. Suponha que u € C(By) é uma funcio harménica em B, = B1(0). Se existe

o € 0By tal que u(z) < u(wo), para todo x € By. Entdo, 9%(z0) = c(u(zo) — u(0)).

DeEMONSTRACAO. Sem perda de generalidade, podemos assumir que u(z) < u(xg), para todo x € By,

pois, caso contrario, pelo Teorema 2.1.4, u é constante. Nesse caso a expressao S—Z(xo) > c(u(zg) —

u(0)) ¢é sempre valida.
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Uma vez compreendido isso, poderemos seguir com a demonstragao. Deste modo, dado a > 0

defina v(z) = e~ — e~ Note que v(z) = 0, V2 € B;. Mais ainda,

n

Av = Z 5;- (e—am? — €_a> = Zn: Oz, [6_6“'”5'2 (—20@1»)} =
i—1

i=1

M-

[6_04”‘2 (—2a) + e_a|x|24a2x?]

=1

= ¢oll’ (—2na + 4a°[z]?) .

A partir disso, Av(zx) > e*a‘x|2(—2na + a?), quando |z| > % E, —2na + a? > 0 se, e somente se,

o > 2n. Assim, escolhendo o = 2n + 1 temos Av(z) > 0, quando |z| > 1. Portanto v é subharménica
em A = By\B:.
2

Agora, para cada € > 0 defina h.(x) = u(z) — u(zo) + ev(x). Note que, h, também é uma fungao

subharmonica em A, pois Ah, = Au(z) 4+ eAv(x) e Ah, = eAv(xz) > 0 em A (pela observacao acima

e lembrando que Au = 0). Além disso, h(x¢) = u(zo) — u(zo) + ev(zo) = 0 (pois xy € 0B;) e ainda
he(z) = u(z) —u(xg) + ev(z) = u(x) — u(xo) + €0 = u(x) — u(xy), Ya € 0B;.

Como por hipétese u(z) < u(xzg), Yr € 0By, temos h(z) < 0, para todo x € 0B;.

Ademais, ja que u(z) < u(zg) quando |x| < %, podemos escolher ¢ suficientemente pequeno tal que

he(z) < 0. [De fato, seja z; € B tal que u(z) < u(z), Vo e Bi. Assim, u(z) —u(xo) < u(xy)—u(xg),

por hipdtese, teremos que —H := u(x;) — u(xg) < 0. Portanto, para = € Bi, tem-se he(z) <
—a —a -1
—H+ev(r)<—H+e [eT = e_o‘]. Assim he(z) <0, quando |z] <3 e0<e<H (eT = e‘a> ]-
Segue do Teorema 3.1.2 que h, assume seu maximo no ponto xg em A. Isso implica que, %}}; (x0) =

0, ou ainda, 3%(z9) = —e5% () = 2aee . De fato, pela Defini¢ao 1.4.7, teremos

Oh. . he(xg +txg) — he(x

—(x0) = lim (o 0) () >0,
on t—0~ t

a inequagao segue pelo fato de h, assume seu maximo em x, e conseguintemente h,(xo+tzo)—h(rg) <

Oet<O.

Ohe
on

Além disso, temos que 5% (xg) = dzu(xg) + €dzv(x) = 0, isso implica que dzu(zg) = —edzv(xo).
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Note que

[67a|zo+tx0\2 _ efa:| [efa\xo\2\1+t|2 _ efa]

v(xg + txg) — v(xp)

Orv(xo) = lim = lim = lim
t—0~ t t—0~ t t—0~ t
|:€—oc\1+t|2 _ e—a]
= lim
t—0~ t
Aplicar L’Hopital,
Orv(mo) = lim —a2(1 — t)e®*1* = —20e.
t—0~

Portanto, —edzv(zo) = 2ece™ > 0. Logo 3%(xg) = —e2%(x0) = 2cee™®.

Deste modo, iremos estimar a € de forma adequada para concluir a demonstragao. Para isso,
defina w(x) = u(zg) — u(z), note que w(z) > 0 em By, pois por hipétese u(z) < u(xg) em By. Além
disso, w é uma funcao harmonica nao negativa em B;. Portanto, segue do Corolario 3.2.12, obteremos

iéllfw > ¢(n)w(0), e usando que w(z) = u(zg) —u(x), temos max u < u(zg)—c(n)(u(xo)—u(0)). Sendo

2 2

assim, como temos 3%(z) = 2aee®, basta escolher 0 < v < 2ae e definir € = yc(n)(u(zo) — u(0)).

L0
Assim $%(z0) < c(n)(u(wo) — u(0)).
|

Finalizaremos esta secao mostrando que a partir dos resultados estudados até agora, nés pode-

mos mostrar propriedades interessantes continuidade Holder de fungoes harmonicas. Antes disso,

apresentaremos a definicao continuidade Holder.

DEFINICAO 3.2.14. Sejam a € (0,1) € Q < R™. Dizemos que uma fungdio ¢ € de classe C*(), se existe
|p(x)— ()]

|z—y[*

C >0, tal que |p(x)—d(y)| < c|lz—y|*, para cada z,y € Q. Defina também , ||p|lo = sup
z,yeQa£y
para cada ¢ € C*(Q).
Dada uma funcao continua no fecho de uma bola aberta e harmonica na bola aberta, apresentare-
mos uma relacao entre a norma Holder da funcao na bola aberta e na fronteira da bola. Iniciaremos

com uma estimativa particular em que escolhemos um ponto fixo da fronteira o qual suporemos

assumir o valor nulo.

LEMA 3.2.15. Denote e; = (1,0,...,0). Dado a € (0,1), se u € C(B(ey,1)) é harménica em B(ey,1) e
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¢ € C*(0B(e1,1)) sdo tais que u(0) = ¢(0) =0 e u = ¢ em dB(ey, 1), entdo

WO e o]
zeB(e1,1) |-CE|2 z€0B(e1,1) |x|a
DEMONSTRACAO. Defina K = sup % Note que, ¢(z) < K|z|*, para todo = € dB(ey,1). Por
z€0B(e1,1)

outro lado, se x = (21, ...,x,) € dB(e1, 1) temos
1= ||z —el||* = 2% — 2zes + ||ed]|* = ||2])* — 221 + 1.
Assim, ||z]| = (221)2. Logo,
o(z) < klz|* = 25 Ka?, Yo € 0B(er, 1). (3.15)
Por outro lado, definindo v(x) = Z%k‘x? temos que
Av(z) = Z Oa, {Q%kx?} = Oy, {Q%kx?} = 2%/{% (% — 1) xlg_l <0, Vz e B(ey, 1),

pois & — 1 <

> —1 = —3 (quando « € (0, 1]). Assim, —v é subharmoénica. Como u é harmonica

1
2

temos que u — v é subharmonica. Consequentemente, usando 3.15, temos
(u—v)(y) < v(z) = 25ka? < 23k|z|?,Va € Bler, 1).

Analogamente, —u(z) < 22k|z|2,Vz € B(ey,1). Portanto, |u(z)| < 22k|z|2,Vx € B(e;,1). Assim,

concluindo que sup @l < 95k = 2% sup % ]
zeB(e1,1) =] 2 z€dB(e1,1)
A seguir vamos permitir que o valor do ponto fixo da fronteira nao seja nulo

LEMA 3.2.16. Denote e; = (1,0,...,0). Dado o € (0,1), se u € C(B(e1,1)) é harmonica em B(ey, 1) e
¢ € C*(B(ey, 1)) sao tais que u = ¢ em dB(ey, 1) entdo

—u(0 — (0
1D =0 e fole) — o)
z€B(e1,1) |37| 2 z€dB(e1,1) |x|a

[NI]e)

DEMONSTRAGAO. Dados u e ¢ como no enunciado, defina a(z) = u(x) —u(0) e ¢(x) = () — ¢(0).
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Note que u e ¢ satisfazem as hipéteses do Lema 3.2.15. Assim,

- 0 U [ 5
R () O 105 B 163
x€B(e1,1) |$| 2 xz€B(e1,1) |£C| 2 z€dB(e1,1) 2

~—

]
A seguir vamos apresentar uma versao do lema acima para bola centrada na origem, com raio um

(a qual é a bola que queremos estudar).

LEMA 3.217. Denote ey = (1,0,...,0). Dado a € (0,1), se u € C(B(e1,1)) € harmonica em B(ey, 1) e
¢ € C*(B(ey, 1)) sao tais que u = ¢ em 0B(ey, 1) entao
u(x) — u{—e1)] <93 |0(z) — ¢(—€1)|‘

sup = sup
z€B(0,1) 2|2 2€dB(0,1) ||

DeMONsTRACAO. Dados u e ¢ como no enunciado defina @(z) = u(—e; + ), Yo € Bley, 1) e ¢(x) =
¢(—ey + x), Yo € dB(ey,1). Note que @& € C(B(e1,1)), Ai = 0 em Bey, 1), ¢ € C*(0B(e1, 1)) e
i = ¢ em dB(eq,1). Pelo Lema 3.2.16 temos

u(x) — u(0 o — (0
[ ZTOL e [0) =60 51
z€B(e1,1) |$| 2 z€dB(e1,1) |x|a
Pelas definicdes de @ e ¢ e pela Equacio (3.16), temos
—u(— —e1) —u(— 0 u(x) — u(0
p B =)l fue) —ue +0)] ) (0
yeB(0,1) |y - 61| 2 z€B(e1,1) |[E| 2 z€B(e1,1) |(L’| 2
Cot oy WO e 6@ = d(e)
z€0B(e1,1) |x|a z€6B(e1,1) |ZL’ + €1|a

em que na primeira igualdade fizemos uma mudanca de variavel fazendo x = y + e;. [ ]

O lema acima fui demonstrado para um ponto fixo na fronteira da bola. A seguir permitiremos

que o ponto da fronteira seja arbitrario.

LEMA 3.2.18. Denote e; = (1,0,...,0). Dado a € (0,1), se u € C(B(0,1)) é harmonica em B(0,1) e
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¢ € C*(B(0,1)) sao tais que u = ¢ em 0B(0,1) entdo

sup MgQ% sup [o(x) = plao)|

= , para cada xo € 0B1.
-5 «
x€B(0,1) |z — 20]2 €dB(0,1) |z — 20

DEMONSTRACAO. Sabemos que existe uma matriz ortogonal A = (a; ;) (consequentemente (a1, ..., @;jy,)-
(g1, .oy pn) = ik, Vi, k€ {1,...,n}) tal que zg = —Ae;.

Denote A(xq,...,x,) = (Z?:1 1T, e Z?Zl anj:vj).

Defina u(x) = u(Ax) e ¢(x) = ¢(Azx). Note que, @ € C(B(0,1)), ¢ € C*(0B(0,1)) e & = ¢ em
0B,. Ademais

Oz, U() = Oy, {u (Z a;x;, ..., Z anjx]) } = (Vu)(Az) - (a1iy ..., Gpi) Z aji(0x; (Ax).
j=1 j=1

:iiamaqlaau )(Az), Yz € By.
oy

Assim, usando que A é ortogonal temos

At(r) = Z Z Z ApiGgi(0p0gu) (Ax) = Z Z(ﬁpﬁqu)(Ax) Z UpiQgi

i=1

=3 D0,0u)( g = (Au)(Az) = 0, Yz € By.

Assim, u satisfaz as condigoes do Lema 3.2.17. Deste modo, aplicando 3.2.17 em @ e ¢ concluimos o
lema. [
A partir dos lemas anteriores poderemos demonstrar o préximo teorema, o qual nos apresentara

uma relacgao entre a norma Hélder na bola e na fronteira da bola.

TEOREMA 3.2.19. Sejam u e C(B;) harmonica em By e ¢ € C*(0B,), com a e (0,1). Seu = ¢ em
0B, entio u € C2(By) (isto €, se u é harménica em By e u € C*(0B;) entdo u € C2(B;)). Além
disso, existe C' = C(n,a) > 0 tal que, ||u||0%(3—1) < C|9l|ce(oBy)-

DEMONSTRACAO.

Antes de iniciar a demonstracao vamos estabelecer algumas notagoes. Dado x € B; denotaremos

d, = d(z,0B;). Ademais, existe xy € 0By tal que |x — x| = d, (a existéncia deste ponto vem do fato
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que t — |x — t| ser continua no compacto 0B;). Dado y € By defina d, e yy como acima. A seguir,
consideremos x,y € B; arbitrarios e sem perda de generalidade assumiremos que d, < d,. Sendo
assim, dividiremos a demonstracao em dois caso.

Antes disso, pelo Lema 3.2.18 temos que para zo € dB; temos

o D) =0 s 10(0) — o) -
z€B1 |IK — $0| 2 x€0B1 |-1' - $0|a

d

Caso 1: Se |z —y| < %.

da

5) © B(z,d,) = By. Pelo Coroldrio 3.2.3 (aplicando para a

Neste caso, temos que y € E(:L‘,

funcao = — u(x) — u(zo)), existe ¢ = ¢(n) > 0 tal que

[u(@) —u(y)] < olz —yl*  sup Julz) —u(zo)]. (3.18)
T z€0B(z,dz)
para cada z,y € B(z, %) e a € [0,1].

Assim, dado z € 0B(x,d,), para z # g, temos

u(2) = u(zo)| = |2 - xoﬁ%

Pela equacao (3.17)

o |o(x) — ¢(950)|‘

sup

ulz) —ulxg)| < (lz—zx|+ |z —=x %2
u(z) ()| < (|2 =] + o — xol)? 2% sup =

Como z € 0B(z,d,) e |v — zo| = dz, temos

[9(x) = ¢(o)]|

a _a xTr) — xz a 2 o -
u(z) — ueo)| < (2d)8 23 sup AD O _pgjtos o 20— 200 olomy

r€0B, |.'L‘ - x0|a r€0B, |'T — Xy
Note que a conclusdo acima também vale para z = xy. Da inequagao acima, pela equagao (3.18),

temos

C o C ana 1%
ule) ~ul)| < e —yl* s [u(z) ~ulzo)| < | — y*2°E 0]l cmiom
T zeB(z,dx) T

como |z — y| < &, segue-se que
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u(r) —uly ¢ §2042
u(z) — u(y)| — |z —y|22%d2 ||¢||ce o)

o —ylz ds
¢ (dy\? o
< (%) zdilidlc-on

Portanto

[u(@) = u(y)] < ez =yl |gllcas),

em que ¢ = ¢(n)22 > 0.
Caso 2: Se %’E < |z -yl
Note que, pela equagao (3.17)

u(z) = u(y)] < fu(@) = ulzo)| + |ulzo) —ulyo)] + [ulyo) — u(y)]
< |z — 0] 225 [l lcaomy) + [u(@o) — ulyo)| + |y — yoll|llco-

Como d, = |x — x¢|, o,y € 0By, e u = ¢ em 0By, temos
(3.19)

[u(@) = uy)| < d22%[|¢llcany) + [6(x0) — d(yo)| + 2% |y — yol% ||9]lcaom)-

Dai, usando que ¢ € C*(0By), existe ¢ > 0 tal que

lu(x) — u(y)| < d222||8||ca@n) + Yo — To|%c||9]|caany) + 22|y — vol 2||9]|caomy)

Como |y — w02 < 2% e d, < d, temos existe ¢ > 0 tal que

u(z) — u(y)| < &||¢||ce@pn(dd + |zo — yo|2 +di ).

Lembre-se que neste caso, d, < 2|z — y|. Ademais, usando que d, < d, temos |z — yo| < |zo — 2| +
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|z —y| + |y —wo| < ds + |z —y|+dy <2d, + |z —y| < 5|z —y|. Portanto, existe ¢; > 0 tal que

[u(z) = u(y)| < &l|¢llcaon,) (2 25w — y|* + 53|z — y|?)

= arl|@llcaenylz — yl*.

Juntando os dois casos, temos |u(z) —u(y)| < clr —y|2||¢||ce(om1), Y2,y € By. Consequentemente
ue C3(B;). Além disso, caso x,y € By, temos que w5, {52, € Brtal que z; — x e y; — y.

Dai, pelo passo feito acima

Ju(e) — uly)| = lim [u(z;) — ()| < e lim bz, = g5l 2 116 ow(om,

< clz — y|2|¢||ca(omy)-

pela defini¢ao ||.||ce(p,) temos ||u||c%(E) < c||9||caop,), © que demonstra o lema. Portanto u €
C3(B,). ]
A partir desse Teorema, podemos ver que, fun¢ées harmonicas para além das propriedades que

ja mostramos apresentam um comportamento controlado quando falamos de Holder continuidade.
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