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Resumo

O objetivo deste trabalho é estudar o clássico teorema tubular de Bochner com uma perspectiva

mais moderna.

O clássico teorema tubular de Bochner é apresentado na teoria clássica de funções holomorfas e

nos dá uma condição suficiente para a extensão de funções holomorfas definidas em conjuntos do tipo

tubular em Cm,m ą 1, i.e., em conjuntos da forma UˆRm, onde U é um subconjunto aberto, conexo e

não vazio de Rm. Apresentamos neste texto as ideias do artigo [21] de J. Hounie, as quais nos sugerem

uma demonstração alternativa para o teorema tubular de Bochner. Para um completo entendimento

desta demonstração precisaremos estabelecer algumas noções e resultados sobre convexidade, discos

anaĺıticos e Fórmula de aproximação de Baouendi-Treves. Precisaremos apenas do caso particular da

Fórmula de Baouendi-Treves, para a estrutura gerada pelos operadores de Cauchy-Riemann, todavia

para tornar o texto mais completo primeiro apresentaremos para estruturas arbitrárias e em seguida

para a estrutura desejada (destacando que pode-se obter a convergência em outras topologias, mas

neste texto apresentaremos apenas a convergência uniforme).

Apresentaremos também uma versão microlocal para o teorema tubular de Bochner. Nesta versão

usaremos uma classe de transformadas FBI (introduzida em [6]), a noção de conjunto frente de onda

anaĺıtico e a relação entre esses conceitos. As ideias presentes na segunda parte deste trabalho estão

no artigo [5] de S. Berhanu. Vale destacar que usando essa segunda versão poderemos estender

funções holomorfas definidas em conjuntos mais gerais do que conjuntos do tipo tubular em Cm.

Palavras chave: Análise Complexa, Análise Microlocal, Transformada FBI.
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Abstract

The aim of this work is to study the classical Bochner Tubular Theorem from a more modern

perspective.

The classic Bochner Tubular Theorem is presented in the classical theory of holomorphic functions

and provides a sufficient condition for the extension of holomorphic functions defined on tubular sets

in Cm, i.e., sets of the form U ˆ Rm, where U is an open, connected, non-empty subset of Rm. We

present the ideas from the paper [21], which suggest an alternative proof for the Bochner Tubular

Theorem. For a complete understanding of this proof, we need to establish some notions and results

about convexity, analytic discs, and the Baouendi-Treves Approximation Formula. We only need the

particular case of the Baouendi-Treves Formula for the structure generated by the Cauchy-Riemann

operators. However, to make the text more comprehensive, we will first present it for arbitrary

structures and then for the desired structure (emphasizing that the convergence of the approximate

formula can be obtained in other topologies, but in this text it is sufficient to consider only the

uniform convergence).

We will also present a microlocal version of the Bochner Tubular Theorem. In this version, we will

use a class of FBI transforms (introduced in [6]), the notion of analytic wavefront set, and a relation

between these concepts. The ideas in the second part of this work are in the paper [5] written by

S. Berhanu. It is important to observe that using this second version, we can extend holomorphic

functions defined on sets more general than tubular sets in Cm.

Keywords: Complex Analysis, Microlocal Analysis, FBI transform.
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Introdução

Em 1938, S. Bochner estabeleceu uma condição para a continuação anaĺıtica de funções de várias

variáveis e em 1948 apresentou com W. Martin uma demonstração totalmente inserida no contexto

das funções complexas de várias variáveis (veja [9] e [10], respectivamente). Naturalmente, este

resultado clássico foi estendido em vários sentidos por diversos autores.

O teorema tubular de Bochner afirma que se U Ă Rm, m ą 1, é aberto, conexo e não-vazio e f é

uma função holomorfa definida no tubo U` iRm Ă Cm, então f pode ser estendida holomorficamente

para o envelope convexo chpU ` iRmq (veja a definição precisa em Definição 1.1.8).

Uma consequência bem estabelecida do teorema tubular de Bochner é que qualquer função ho-

lomorfa definida em um tubo pode ser aproximada por funções inteiras. Neste trabalho, seguindo

as ideias presentes no trabalho de J. Hounie de 2009 (veja [21]), iremos no caminho contrário, i.e.,

primeiro iremos aproximar uma função holomorfa definida em um tubo por funções inteiras e, em

seguida, usaremos esse fato para obter uma extensão holomorfa desta função no envelope convexo

do tubo. A aproximação mencionada acima é uma versão apropriada da Fórmula de aproximação de

Baouendi-Treves (veja [8], Caṕıtulo 2, para a demonstração da Fórmula de aproximação de Baouendi-

Treves em diferentes espaços de funções e veja [2] para a primeira apresentação deste resultado).

Versões CR do teorema tubular de Bochner foram apresentadas por M. Kazlow em 1979 (veja

[22]) e por A. Boivin e R. Dwilewicz em 1998 (veja [11]). Nestes artigos, o tubo acima é substitúıdo

por X ` iRm, onde X é uma subvariedade conexa de Rm de classe C2 ou superior. Em 2011, G.

Hoepfner, J. Hounie e L. Santos (veja [15]) demonstraram que se o tubo é da forma X ` iRm Ă Cm,

onde X Ă Rm é a imagem de alguma variedade conexa por algum mapa C1, então pode-se estender

a noção de funções CR de forma que elas podem ser estendidas à envoltória convexa do tubo como

funções CR em L8pchpXq, hppRmqq. No ano seguinte, este resultado foi generalizado pelos mesmos

autores diminuindo as hipóteses sobre X (veja [16]).

No artigo [7] de 2011, J. Hounie e S. Berhanu estudaram a validade deste tipo de resultado

de extensão quando X é um conjunto mais geral, sem assumir quaisquer restrições de crescimento,

8
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ou seja, X não precisa ser uma variedade. Nesta dissertação, no entanto, nos concentraremos nos

resultados apresentados individualmente por J. Hounie [21] e S. Berhanu [5] nos anos de 2009 e 2021,

respectivamente.

Em 1982 (veja [3]), M. Baouendi e F. Treves provaram uma versão microlocal do teorema tubular

de Bochner. Neste trabalho, eles também mostraram uma condição necessária e suficiente para a

analiticidade de uma solução de um sistema de campos vetoriais especial. Esta condição também é

necessária para a suavidade das soluções, mas não é suficiente (veja [23] para um contraexemplo em

C2). Em 2021, S. Berhanu (veja [5]) estabeleceu uma condição suficiente para a extensão de funções

holomorfas que é mais geral do que a apresentada em [3]. Além disso, o resultado apresentado em

[5] não segue dos resultados clássicos apresentados em [1] e [4].

Esta dissertação está dividida em 3 caṕıtulos e possui um apêndice. O conteúdo presente em cada

caṕıtulo segue a seguinte organização:

O Caṕıtulo 1 é dedicado ao estabelecimento dos pré-requisitos necessários para o desenvolvimento

das versões do teorema tubular de Bochner que precisamos estudar, quase todos os resultados neces-

sários para o entendimento desta dissertação estão nestas seções iniciais e procuramos desenvolver a

demonstração detalhada do máximo de resultados. Na Seção 1.1, discutimos noções elementares de

convexidade à luz dos resultados apresentados em [19] e estabelecemos o Teorema de Carathéodory,

uma ferramenta necessária para caracterizar a estrutura das envoltórias convexas de uma classe de

subconjuntos de um espaço vetorial. Na Seção 1.2, estabelecemos um importante resultado sobre

discos anaĺıticos que nos tornará capazes de contornar problemas de regularidade na extensão dada

pelo teorema tubular de Bochner (Teorema 2.4.1). Na Seção 1.3, estabelecemos resultados e defini-

ções necessários para a discussão apropriada sobre a Fórmula de aproximação de Baouendi-Treves

(que será nosso objeto de estudo nas Seções 2.2 e 2.3). Na Seção 1.4, discutiremos sobre as formas

diferenciais e suas aplicações no nosso contexto. Como material adicional de referência, indicamos

também a leitura do texto de L. Hörmander [17] para resultados sobre análise complexa em várias

variáveis.

No caṕıtulo 2, nosso objetivo principal é fornecer a demonstração dada por J. Hounie para o

teorema tubular de Bochner, publicada no artigo [21] de 2009. Esta demonstração pode ser encon-

trada na Seção 2.4, mas antes precisamos estabelecer uma mudança de coordenadas apropriada para

nosso tratamento. Faremos isso na Seção 2.1. Na seção 2.2 apresentamos uma versão da Fórmula de

aproximação de Baouendi-Treves para o caso uniforme e na Seção 2.3 consideramos o caso da fórmula
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de aproximação quando a estrutura é gerada pelos operadores de Cauchy-Riemann. Evidentemente,

usaremos o caso em que a estrutura é gerada pelos operadores de Cauchy-Riemann, no entanto,

julgamos interessante manter a demonstração do caso mais geral da Fórmula de aproximação de

Baouendi-Treves.

No caṕıtulo 3, nosso objetivo é estudar um caso microlocal do teorema tubular de Bochner. Para

isso, na Seção 3.1 estabelecemos as definições e caracterizações necessárias para o estudo da análise

microlocal no ńıvel apropriado para o presente texto. Na Seção 3.2, apresentamos condições para que

uma solução Lipschitz de uma estrutura do tipo tubo seja micro-regular em uma certa direção. Na

Seção 3.2, nós também apresentamos uma aplicação para os resultados mencionados anteriormente,

apresentando a extensão holomorfa de uma função em que não podeŕıamos utilizar os resultados

clássicos (veja Exemplo 3.2.2).

Ao fim do texto, apresentamos um apêndice com alguns resultados sobre a caracterização da

analiticidade microlocal que não decorrem diretamente dos resultados apresentados na Seção 3.2. Os

resultados deste apêndice também foram primeiramente apresentados por S. Berhanu em [5].



Caṕıtulo

1

Pré-requisitos

Neste caṕıtulo, estabelecemos os resultados básicos necessários para o desenvolvimento dos resul-

tados presentes nos Caṕıtulos 2 e 3. Há um esforço para que todos os resultados presentes possuam

suas demonstrações detalhadas e, para os casos excepcionais, deixamos indicado referências biblio-

gráficas que podem ser conferidas ao fim do presente trabalho.

1.1 Convexidade

Os Espaços convexos são objetos poderosos no contexto da análise matemática e desempenham

um papel importante em uma variedade de contextos teóricos e aplicados. O objetivo desta seção é

apresentar o Teorema de Carathéodory (veja o Teorema 1.1.3 ) que fornece uma caracterização da

envoltória convexa de um subconjunto de um espaço vetorial. Para não perdermos a objetividade

do trabalho, nos concentramos nos resultados necessários para o desenvolvimento desta dissertação

e, para mais resultados sobre convexidade, recomendamos a leitura de [19].

De volta ao nosso trabalho, naturalmente, começamos com a definição de espaço convexo.

Definição 1.1.1. Seja V um espaço vetorial sobre R. Um subconjunto X de V é chamado de convexo

se para quaisquer x1 e x2, vale

λ1x1 ` λ2x2 P X, quando λ1, λ2 ě 0, e λ1 ` λ2 “ 1. (1.1)

Deste modo, a noção de convexidade coincide com a ideia geométrica de que um conjunto é

convexo se, e somente se, dados dois pontos quaisquer deste conjunto, o segmento de reta que liga

estes pontos está contido no conjunto.

11
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Figura 1.1: Exemplo de um conjunto convexo (à esquerda) e de um conjunto não convexo (à direita).

Além da noção de convexidade para subconjuntos, podemos estabelecer a noção de funções con-

vexas.

Definição 1.1.2. Seja X um subconjunto convexo de um espaço vetorial real V . Uma função f : X Ñ

p´8,`8q é chamada de convexa se

fpλ1x1 ` λ2x2q ď λ1fpx1q ` λ2fpx2q, (1.2)

sempre que x1, x2 P X e λ1, λ2 ě 0 são tais que λ1 ` λ2 “ 1.

Note que a definição de função convexa só faz sentido quando o domı́nio é convexo. Ademais, a

condição (1.2) significa que o conjunto

Cf “ tpx, tq P V ‘ R; x P X, t ě fpxqu

é convexo.

Figura 1.2: Cf é a região cinza na figura acima.

Com efeito, suponhamos f convexa, se px1, t1q, px2, t2q P tpx, tq P V ‘ R; x P X, t ě fpxqu e
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λ1, λ2 ě 0 são tais que λ1 ` λ2 “ 1, então

fpx1λ1 ` x2λ2q ď λ1fpx1q ` λ2fpx2q ď λ1t1 ` λ2t2.

Assim, λ1px1, t1q ` λ2px2, t2q “ pλ1x1 ` λ2x2, λ1t1 ` λ2t2q P tpx, tq P V ‘ R; x P X, t ě fpxqu.

Por outro lado, se Cf é convexo, então λ1px1, t1q ` λ2px2, t2q P Cf sempre que px1, t1q, px2, t2q P Cf
e λ1, λ2 ě 0 com λ1 ` λ2 “ 1. Deste modo, conclúımos que fpλ1x1 ` λ2x2q ď λ1fpx1q ` λ2fpx2q.

Doravante, podemos estudar as propriedades de conjuntos convexos e obter resultados sobre

funções convexas como corolários.

Observação 1.1.1. Por indução em N , a condição (1.1) implica uma condição mais forte:

N
ÿ

j“1

λjxj P X, sempre que λ1, . . . , λN ě 0,
N
ÿ

j“1

λj “ 1, xj P X. (1.3)

PROVA. De fato, a condição (1.3) é válida para N “ 2. Suponha que (1.3) é válida para até um certo

número natural N ´ 1.

Deste modo, observe que dados λ1, . . . , λN ě 0, tais que
N
ÿ

j“1

λj “ 1 e x1, . . . , xN P X, por hipótese

de indução, temos
N´1
ÿ

j“1

λj
1 ´ λN

xj P X. E, pela condição (1.1), temos

N
ÿ

j“1

λjxj “ p1 ´ λNq

N´1
ÿ

j“1

λj
1 ´ λN

xj ` λNxN P X.

Replicaremos alguns resultados bem conhecidos sobre subespaços vetoriais para subespaços afins

(definidos em 1.1.3), os quais desempenharão um papel importante na categorização que estamos

interessados a médio prazo.

Definição 1.1.3. Dizemos que W é subespaço afim de um espaço vetorial V se existe x0 P V tal que

Wx0 “ tx ´ x0; x P W u

é subespaço vetorial de V .
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Figura 1.3: Uma reta que não passa pela origem é um subespaço afim de R2.

Observação 1.1.2. Dado um subconjunto W de um espaço vetorial V, temos que se Wx0 (para algum

x0 P V ) é subespaço vetorial então x0 P W . De fato, se Wx0 é um subespaço vetorial então 0 P Wx0

e consequentemente existe x P W tal que 0 “ x ´ x0. Logo, x0 “ x P W.

Ademais, se x1 P W então Wx1 “ Wx0. De fato, dado x P W temos que x ´ x0, x1 ´ x0 P Wx0.

Assim, como Wx0 é espaço vetorial, podemos concluir que x´ x1 “ px´ x1q ´ px1 ´ x0q P Wx0 . Deste

modo, Wx1 Ă Wx0 . Por outro lado, dado x P W (já que x1 P W ) temos x´ x0, x1 ´ x0 P Wx0 . Já que

Wx0 é espaço vetorial temos que x´x0 `x1 ´x0 P Wx0 . Logo, existe w P W tal que x´x0 `x1 ´x0 “

w ´ x0. Deste modo, x ´ x0 ` x1 “ w P W. Portanto, x ´ x0 “ x ´ x0 ` x1 ´ x1 “ w ´ x1 P Wx1 .

Portanto, Wx0 Ă Wx1 .

Assim, a definição de espaço afim independe da escolha de x0.

Observação 1.1.3. W é afim se, e somente se, vale

λ1x1 ` λ2x2 P W, sempre que λ1 ` λ2 “ 1, x1, x2 P W. (1.4)

PROVA. Suponha que W é subespaço afim e sejam x1, x2 P W e λ1, λ2 P R tais que λ1 ` λ2 “ 1.

Pela definição de espaço afim, existe x0 P V tal queWx0 é um subespaço vetorial. E, pela definição

de Wx0 temos que x1 ´ x0, x2 ´ x0 P Wx0 . Como Wx0 é subespaço vetorial,

λ1px1 ´ x0q ` λ2px2 ´ x0q P Wx0 .

Deste modo,

λ1px1 ´ x0q ` λ2px2 ´ x0q ` x0 P W.
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Lembrando que 0 “ 1 ´ λ1 ´ λ2 temos que

λ1x1 ` λ2x2 “ p1 ´ λ1 ´ λ2qx0 ` λ1x1 ` λ2x2 “ λ1px1 ´ x0q ` λ2px2 ´ x0q ` x0 P W.

Reciprocamente, mostraremos que se vale a propriedade (1.4) entãoWx0 é um subespaço vetorial.

Para isso considere x1, x2 P W e λ P R. Para mostrar que px1 ´ x0q ` λpx2 ´ x0q P Wx0 nós

consideraremos dois casos de λ. Primeiro, quando λ ‰ ´1. Neste caso, usando (1.4), temos que

px1 ´ x0q ` λpx2 ´ x0q ` x0 “ pλ ` 1q

„

1

λ ` 1
x1 `

λ

1 ` λ
x2

ȷ

` p´λqx0 P W

pois pλ ` 1q ` p´λq “ 1, 1
λ`1

` λ
1`λ

“ 1 e 1
λ`1

x1 ` λ
1`λ

x2 P W . Logo, px1 ´ x0q ` λpx2 ´ x0q P Wx0 .

Agora, quando λ “ ´1 temos que

px1 ´ x0q ` λpx2 ´ x0q ` x0 “ x1 ´ x2 ` x0 “ ´x2 ` 2

ˆ

1

2
x1 `

1

2
x0

˙

P W,

pois 1
2

` 1
2

“ 1, 1
2
x1 ` 1

2
x0 P W e ´1 ` 2 “ 1.

Observação 1.1.4. Mais ainda, por indução finita, temos que W é afim se, e somente se, vale

N
ÿ

j“1

λjxj P W, quando
N
ÿ

j“1

λj “ 1, e x1, ..., xN P W. (1.5)

PROVA. De fato, note que quando (1.5) é válido então usando a observação acima (para o caso N “ 2)

temos que W é afim. A seguir, supondo W afim mostraremos que (1.5) vale para cada N P N.

Note que o caso N “ 2 segue direto de (1.5). Agora vamos supor (1.5) valido para uma quantidade

N e mostraremos que (1.5) também vale para uma quantidade N ` 1. Dados x1, . . . xN`1 P W e

λ1, . . . , λN`1 P R tais que λ1 ` ¨ ¨ ¨ ` λN`1 “ 1 dividiremos em dois casos. No caso em que λN`1 “ 1

temos que λ1 “ ¨ ¨ ¨ “ λN “ 0 e consequentemente λ1x1 ` ¨ ¨ ¨ ` λN`1xN`1 “ xN`1 P W. No caso em

que λN`1 ‰ 1 temos que

λ1x1 ` ¨ ¨ ¨ ` λN`1xN`1 “ p1 ´ λN`1q

„

λ1
1 ´ λN`1

x1 ` ¨ ¨ ¨ `
λN

1 ´ λN`1

xN

ȷ

` λN`1xN`1 P W,

pois,

1.
λ1

1 ´ λN`1

` ¨ ¨ ¨ `
λN

1 ´ λN`1

“
λ1 ` ¨ ¨ ¨ ` λN
1 ´ λN`1

“ 1;
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2.
λ1

1 ´ λN`1

x1 ` ¨ ¨ ¨ `
λN

1 ´ λN`1

xN P W ;

3. p1 ´ λN`1q ` λN`1 “ 1.

e isto encerra nossa demonstração.

No caso particular em que N “ 3, dados λ1, λ2, λ3 P R tais que λ1 ` λ2 ` λ3 “ 1 e x1, x2, x3 P W

λ1x1 ` λ2x2 ` p1 ´ λ1 ´ λ2qx3 “ λ1px1 ´ x3q ` λ2px2 ´ x3q ` x3 P W

o que mostra que a validade de (1.5) e (1.1) são suficientes para que W seja um subespaço afim.

Assim como no caso de espaços vetoriais, também é posśıvel munir os espaços afins com uma

noção de independência entre elementos do espaço.

Definição 1.1.4. Dizemos que tx1, ..., xnu P W é um subconjunto afim-independente de um espaço afim

W quando o conjunto tx1 ´ x0, ..., xn ´ x0u é linearmente independente em V , para algum x0 P W .

Definição 1.1.5. Seja V um espaço vetorial. A dimensão de um subespaço afim W de V é igual à

dimensão de Wx0 (para algum x0 P W ) como subespaço vetorial de V .

Teorema 1.1.1. Se x1, ..., xn P W são afim-independentes e n “ dimW , então todo elemento x P W

pode ser escrito de maneira única por

x “

n
ÿ

j“0

λjxj, para λ1, . . . , λn P R satisfazendo
n
ÿ

j“0

λj “ 1, (1.6)

PROVA. De fato, se x P W , então x ´ x0 P Wx0 . E, por outro lado, uma vez que dimW “ n e

tx1 ´ x0, ..., xn ´ x0u é L.I., existem únicas constantes λ1, ..., λn tais que x ´ x0 “
řn

j“1 λjpxj ´ x0q

Assim, x “ x0 `
řn

j“1 λjpxj ´ x0q que podemos reescrever do seguinte modo,

x “ x0 ´

n
ÿ

j“1

λjx0 `

n
ÿ

j“1

λjxj “

˜

1 ´

n
ÿ

j“1

λj

¸

x0 `

n
ÿ

j“1

λjxj “

n
ÿ

j“0

λjxj,

onde λ0 “ 1 ´
řn

j“1 λj e isto nos permite concluir que a equação (1.6) é válida, pois

n
ÿ

j“0

λj “ λ0 `

n
ÿ

j“1

λj “ 1 ´

n
ÿ

j“1

λj `

n
ÿ

j“1

λj “ 1.
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Para mostrar a unicidade, suponha que x “
řn

j“0 λjxj “
řn

j“0 κjxj. Deste modo, devemos

ter 0 “
řn

j“0pλj ´ κjqxj “
řn

j“1pλj ´ κjqxj ` pλ0 ´ κ0qx0, como
řn

j“0pλj ´ κjq “ 0, temos que

pλ0 ´κ0q “ ´
řn

j“1pλj ´κjq, ou seja,
řn

j“1pλj ´κjqxj ´
řn

j“1pλj ´κjqx0 “
řn

j“1pλj ´κjqpxj ´x0q “ 0

e como tpx1 ´ x0q, ..., pxn ´ x0qu é L.I., conclúımos que λj “ κj, para cada j P t0, ..., nu.

Assim como no caso de conjuntos convexos, também podemos estabelecer uma noção do que é

ser afim para aplicações entre espaços afins.

Definição 1.1.6. Se V1 e V2 são espaços afins, então o mapa f : V1 Ñ V2 é chamado afim se o seu

gráfico é um subespaço afim de V1 ‘ V2.

Observação 1.1.5. Note que a definição de mapa afim equivale a dizer que f : V1 Ñ V2 satisfaz a

seguinte condição: se x1, ..., xn P V1 e λ1, . . . , λn P R satisfaz
řn

j“1 λj “ 1, então

f

˜

n
ÿ

j“1

λjxj

¸

“

n
ÿ

j“1

λjfpxjq. (1.7)

De fato, suponha que a equação (1.7) é válida para n “ 2.

Então, dados px1, fpx1qq , px2, fpx2qq P grpfq e λ1, λ2 P R com λ1 ` λ2 “ 1, temos

λ1x1 ` λ2x2 P V1,

pois V1 é afim. Dáı, por (1.7)

λ1fpx1q ` λ2fpx2q “ fpλ1x1 ` λ2x2q P V2.

Portanto,

pλ1x1 ` λ2x2, λ1fpx1q ` λ2fpx2qq P grpfq.

Logo, grpfq é afim.

Por outro lado, suponha que grpfq é afim e sejam λ1, ..., λn P R com
řn

j“1 λj “ 1 e x1, ..., xn P V1.

Uma vez que px1, fpx1qq, ..., pxn, fpxnqq P grpfq e grpfq é afim, temos

˜

n
ÿ

j“1

λjxj,
n
ÿ

j“1

λjfpxjq

¸

P grpfq.
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Portanto, da definição de grpfq decorre que

f

˜

n
ÿ

j“1

λjxj

¸

“

n
ÿ

j“1

λjfpxjq.

Observação 1.1.6. Decorre da equação (1.4) que a interseção de qualquer famı́lia de subespaços afins

ainda é um subespaço afim.

De fato, se tWαuαPA é uma famı́lia de subespaços afins, então dados λ1, λ2 P R com λ1 ` λ2 “ 1

e x1, x2 P
Ş

αPAWα, temos que x1, x2 P Wα, @α P A e, por (1.4), temos λ1x1 ` λ2x2 P Wα, @α P A,

de onde decorre que λ1x1 ` λ2x2 P
Ş

αPAWα. Portanto,
Ş

αPAWα é afim.

A observação 1.1.6 nos permite pensar no menor espaço afim que contem um dado subconjunto

do espaço trabalhado. Este espaço é definido logo abaixo.

Definição 1.1.7. Dado E Ă V , a envoltória afim de E, ahpEq é a interseção de todos os subespaços

afins de V que contêm E.

Observação 1.1.7. A envoltória afim de E satisfaz:

ahpEq “

#

N
ÿ

j“1

λjxj;
N
ÿ

j“1

λj “ 1, xj P E, N P N ´ t0u

+

(1.8)

PROVA. De fato, seja x “
N
ř

j“1

λjxj, com
N
ř

j“1

λj “ 1 e xj P E (@j P t1, . . . , Nu). Como E Ă ahpEq e

ahpEq é afim, temos que x P ahpEq.

Deste modo,
#

N
ÿ

j“1

λjxj;
N
ÿ

j“1

λj “ 1, xj P E, N P N ´ t0u

+

Ă ahpEq.

Por outro lado, decorre da definição de ahpEq que é suficiente mostrar que

E Ă

#

N
ÿ

j“1

λjxj;
N
ÿ

j“1

λj “ 1, xj P E, N P N ´ t0u

+

e que

#

N
ř

j“1

λjxj;
N
ř

j“1

λj “ 1, xj P E, N P N ´ t0u

+

é afim para concluir que

ahpEq Ă

#

N
ÿ

j“1

λjxj;
N
ÿ

j“1

λj “ 1, xj P E, N P N ´ t0u

+

.
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Note que E Ă

!

řN
j“1 λjxj;

řN
j“1 λj “ 1, xj P E, N P N ´ t0u

)

, basta escolher N “ 1.

Ademais, dados y1, y2 P

!

řN
j“1 λjxj;

řN
j“1 λj “ 1, xj P E, N P N ´ t0u

)

, existem K,M P Z`,

λ1, ..., λK P R e ρ1, ..., ρM P R com
řK

j“1 λj “ 1 e
řM

j“1 ρj “ 1 tais que

y1 “

K
ÿ

j“1

λjx
p1q

j , y2 “

M
ÿ

j“1

ρjx
p2q

j ,

em que x
p1q

j e x
p2q

k são elementos de E, para cada j P t1, ..., Ku e k P t1, ...,Mu.

Sejam α, β P R tais que α ` β “ 1.

Uma vez que
K
ÿ

j“1

αλj `

M
ÿ

j“1

βρj “ α ` β “ 1,

temos

αy1 ` βy2 “

K
ÿ

j“1

αλjx
p1q

j `

M
ÿ

j“1

βρjx
p2q

j P

#

N
ÿ

j“1

λjxj;
N
ÿ

j“1

λj “ 1, xj P E, N P N ´ t0u

+

.

Assim,
!

řN
j“1 λjxj;

řN
j“1 λj “ 1, xj P E, N P N ´ t0u

)

é afim.

Equivalentemente, se x0 P E, então ahpEq é a soma de x0 com a envoltória linear de tx´ x0; x P

Eu.

Se a envoltória afim de E tem dimensão finita n, então é suficiente tomar N “ n ` 1 em (1.8) e

fixar n ` 1 elementos x1, ..., xn`1 P E que são afim-independentes.

Teorema 1.1.2. Se T : V1 Ñ V2 é um mapa afim entre espaços vetoriais e Xj são subconjuntos

convexos de Vj, j P t1, 2u, então TX1 “ tTx; x P X1u e T´1X2 “ tx P V1; Tx P X2u são subconjuntos

convexos de V2 e de V1, respectivamente.

PROVA. De fato, se y1, y2 P TX1 e λ1, λ2 ě 0 com λ1 ` λ2 “ 1, então existem x1, x2 P X1 tais que

Tx1 “ y1, Tx2 “ y2 e

λ1y1 ` λ2y2 “ λ1Tx1 ` λ2Tx2 “ T pλ1x1 ` λ2x2q P TX1,

pois T é afim e X1 é convexo.

Deixamos para o leitor mostrar que T´1X2 é convexo, pois são usados argumentos parecidos.
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Antes de prosseguirmos, provaremos uma afirmação análoga à observação 1.1.6, mas agora para

espaços convexos.

Observação 1.1.8. A interseção de qualquer famı́lia Xα, α P A de subconjuntos convexos de V é um

subconjunto convexo.

PROVA. Seja tXαuαPA uma famı́lia de subconjuntos convexos de V .

Sejam x1, x2 P
Ş

αPA

Xα. Fixado α P A, como Xα é convexo, vale

λ1x1 ` λ2x2 P Xα, @λ1, λ2 ě 0 satisfazendo λ1 ` λ2 “ 1.

Portanto, λ1x1 ` λ2x2 P
Ş

αPA

Xα, quando λ1, λ2 ě 0 satisfaz λ1 ` λ2 “ 1.

Assim, por definição,
Ş

αPA

Xα é um conjunto convexo.

Definição 1.1.8. Dado E Ă V , a interseção de todos os subconjuntos convexos de V que contêm E

é o conjunto convexo chamado envoltória convexa (ou envelope convexo) de E e será denotado por

chpEq.

Assim como fizemos na Observação 1.1.7, podemos mostrar que

chpEq “

#

N
ÿ

j“1

λjxj; λj ě 0,
N
ÿ

j“1

λj “ 1, xj P E, N P N ´ t0u

+

. (1.9)

Definição 1.1.9. A envoltória convexa de k ` 1 pontos afim-independentes x0, ..., xk P V é chamada

de k´simplexo.

Além disso, dizemos que dois k´simplexos, S1 e S2, são afim-equivalentes quando existe um mapa

afim bijetor φ : ahpS1q Ñ ahpS2q.

Observação 1.1.9. Todos os k´simplexos são afim-equivalentes.

De fato, sejam S1 e S2 dois k-simplexos definidos pelos seguintes conjuntos de vértices tv0, v1, . . . , vku

e tw0, w1, . . . , wku, respectivamente. Podemos definir uma transformação afim que leva S1 em S2 ao

escolher uma transformação que leva os vértices de S1 nos vértices de S2. E isto pode ser realizado

da seguinte forma:

φpvj ´ v0q “ wj ´ w0, @j P t1, ..., ku,

como tv1´v0, ..., vk´v0u e tw1´w0, ..., wk´w0u são conjuntos L.I., podemos definir φ para spantv1´

v0, ..., vk ´ v0u. Com isso, conclúımos que S1 e S2 são afim-equivalentes.
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Observação 1.1.10. Seja x0 “ 0 e xj “ p0, ..., 1, 0, ...0q P Rk com 1 na j´ésima entrada e 0 nas

demais. Note que tx0, . . . , xku é um conjunto afim independente e a envoltória convexa deste con-

junto é um k´simplexo. Ademais, pλ1, ..., λkq pertence ao k´simplexo se, e somente se, λj ě 0 e
řk

j“1 λj ď 1. No caso k “ 2 temos o k´simplexo é a região delimitado pelo triângulo de vértices

p0, 0q; p1, 0q; p0, 1q.

Um exemplo de k´simplexo mais adequado para nosso tratamento pode ser obtido por tx1, . . . , xk`1u

em que xj “ pλ0, ..., λkq P Rk`1 com λj “ 1 e λl “ 0, quando j ‰ l. Neste caso, o k´simplexo é o

conjunto dos pα1, . . . , αk`1q P Rk`1 tais que α1, . . . , αk`1 ě 0 e α1 ` ¨ ¨ ¨ ` αk`1 “ 1. No caso k “ 2

temos a região delimitado pelo triângulo de vértices p1, 0, 0q; p0, 1, 0q; p0, 0, 1q.

Figura 1.4: 2´simplexo em R2.

Observação 1.1.11. Seja V um espaço vetorial (real ou complexo). Todo k´simplexo, S Ă V , é

compacto.

De fato, sejam x0, ..., xk os vértices de S e defina a seguinte função cont́ınua:

φ : Rk`1
Ñ V

φpt0, ..., tkq ÞÑ

k
ÿ

j“0

tjxj.

Seja

S̃
.
“ tpt0, ..., tkq;

k
ÿ

j“0

tj “ 1, tj ě 0u.
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Uma vez que S̃ é compacto e φ é cont́ınua na topologia induzida pela norma do espaço vetorial

de dimensão finita que estamos trabalhando. Dáı, segue imediatamente que S “ φpS̃q é compacto.

A seguir apresentamos um lema que desempenhará um papel fundamental no principal resultado

desta seção.

Lema 1.1.1. Se T é um mapa afim definido em um k´simplexo S com vértices tσ0, ..., σku e contra

domı́nio W , onde W é um subespaço afim de dimensão menor que k, então TS “
Ťk

j“1 TSj, onde

Sj é o pk ´ 1q-simplexo obtido de S ao se omitir o vértice σj.

PROVA. Por um lado, note que Sj Ă S e consequentemente, TSj Ă TS, @j P t1, ..., ku. Logo,
Ťk

j“1 TSj Ă TS.

Por outro lado, seja x P S. Com o objetivo de mostrar que Tx P
Ťk

j“1 TSj defina L “ T´1pTxq e

note que L é subespaço afim, pois se z, y P L e λ1, λ2 P R, então

T pλ1z ` λ2yq “ λ1T pzq ` λ2T pyq “ λ1T pxq ` λ2T pxq “ T pxq

concluindo que λ1z ` λ2y P L.

Afirmação 1: BS “
Ťk

j“0 Sj.

Prova da afirmação 1: Se z P Sj, então existem λ0, ..., λk, λj “ 0, λq ě 0 (q P t0, . . . , lu) e
řk

q“0 λk “ 1 tais que z “
řk

q“0 λqσq.

Se z ‰ 0, então existe p P t0, ..., kuztju tal que λp ‰ 0.

Dado ϵ ‰ 0, defina

zϵ
.
“ z ` ϵpσp ´ σjq “

l
ÿ

q“0

λqσq ` ϵσp ´ ϵσj “
ÿ

qRtp,ju

λqσq ` pλp ` ϵqσp ´ ϵσj.

Note que se ϵ ą 0, então zϵ R S. De fato, se tivéssemos zϵ P S então existiriam α0, . . . , αk ě 0 tais

que α0 ` ¨ ¨ ¨ `αk “ 1 e z “ α0σ0 ` ¨ ¨ ¨ `αkσk. Ademais, uma vez que tσ0, . . . σku é afim independente

teŕıamos 0 ď αj “ ´ϵ. Mas isso seria um absurdo.

E, uma vez que, z P Sj Ă S, zϵ R S e z ´ zϵ “ ϵσj (@ϵ ą 0), temos z P BS.

Portanto, pela arbitrariedade de z e de Sj, conclúımos que
Ťk

j“0 Sj Ă BS.

Por outro lado, seja z P BS. Como S é compacto (observação 1.1.11) e em particular fechado,

segue que z P S.
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Deste modo, existem escalares λ0, ..., λk ě 0 com
řk

j“0 λj “ 1 tais que z “
řk

j“0 λjσj.

Dado y “
řk

j“0 γjσj com
řk

j“1 γj “ 1 e dpy; zq :“
řk

j“0 |λj ´γj| ă R, vale, para cada j P t0, ..., ku,

|γj ´ λj| ď dpy, zq ă R ď
λj
2
.

Assim, 0 ă λj ´
λj

2
ă γj.

Deste modo, teŕıamos γj ą 0 para todo j P t0, ..., ku. Concluindo que Bpz,Rq Ă S. Logo, z P intS

Porém, por hipótese, z P BS. Assim, nossa suposição de que λj ą 0 para todo j P t0, ..., ku é

falsa.

Em outras palavras, existe p P t0, ..., ku tal que λp “ 0.

Portanto, z “
ř

j‰p

λjxj P Sp. E, pela arbitrariedade de z, temos BS Ă
Ťk

j“0 Sj

Isto conclui a demonstração de que BS “
Ťk

j“0 Sj.

˛

Afirmação 2: Se y P L “ T´1pTxq é tal que y ‰ x, então I “ tt P R; p1 ´ tqx ` ty P Su é um

intervalo compacto.

Prova da afirmação 2: Decorre da observação 1.1.11 que existe uma constante positiva C tal que

|z| ă C, para todo z P S. Deste modo, pela desigualdade triangular, se t P I, então

C ą |p1 ´ tqx ` ty| “ |x ` tpy ´ xq| ě ´|x| ` |t||y ´ x|

Logo, (lembrando que x P S e y ‰ x) |t| ă
C`|x|

|y´x|
ă 8. Portanto, I é limitado.

Para concluir que I é fechado basta observar que S é fechado e I é a imagem inversa de S pela

função φptq “ p1 ´ tqx ` ty. Assim, já mostramos que I é limitado e fechado.

Mais ainda, mostraremos que I é conexo. Com efeito, dados t1, t2 P I e t P p0, 1q, pela convexidade

de S e pela definição de I, segue que p1 ´ tqrp1 ´ t1qx ` t1ys ` trp1 ´ t2qx ` t2ys P S e

p1 ´ tqrp1 ´ t1qx ` t1ys ` trp1 ´ t2qx ` t2ys “ p1 ´ t1qx ` t1y ´ tp1 ´ t1qx ´ tt1y ` tp1 ´ t2qx ` tt2y.

Logo,
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p1 ´ tqrp1 ´ t1qx ` t1ys ` trp1 ´ t2qx ` t2ys “ x ´ t1x ` t1y ´ tx ` tt1x ´ tt1y ` tx ´ tt2x ` tt2y

“ x ´ t1x ´ t2tx ` tt1x ` t1y ` t2ty ´ t1ty

“ r1 ´ t1 ´ pt2 ´ t1qtsx ` rt1 ` pt2 ´ t1qtsy

“ p1 ´ t0qx ` t0y.

onde t0 “ p1 ´ tqt1 ` tt2.

Assim, por definição de I, t0 P I e, pela arbitrariedade de t P p0, 1q, conclúımos que I é conexo.

Portanto, I é um intervalo compacto (já que acima mostramos que I é limitado, fechado e conexo).

˛

Afirmação 3: Se t P BI, então zt
.
“ p1 ´ tqx ` ty P BS X L.

Prova da afirmação 3: Suponha, sem perda de generalidade, que t “ sup I. Assim, dado ϵ ą 0,

defina ϵ0 “
ϵ

2dpx; yq
e observe que, pela definição de supremo,

zt`ϵ0

.
“ p1 ´ t ´ ϵ0qx ` pt ` ϵ0qy R S

e

dpzt; zt`ϵ0q “ ϵ0dpx, yq ă ϵ.

Portanto, Bpz t, ϵq X SC ‰ H. Uma vez que zt P Bpzt, ϵq X S, temos zt P BS.

Mais ainda, por T ser afim,

T pztq “ p1 ´ tqTx ` tTy “ p1 ´ tqTx ` tTx “ Tx.

Logo, zt P L. E conclúımos que zt P BS X L.

˛

Assim, Tx “ Tz t P T pBSq. E, lembrando que BS “
Ťk

j“0 Sj, temos j˚ P t0, . . . , ku tal que

Tx P TSj˚

Se j˚ ‰ 0, a demonstração está encerrada.

Se j˚ “ 0, então Tx P TS0 “ T pchtσ1, ..., σkuq e, pelo que foi feito acima,
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Tx P

k
ď

j“1

T pchptσ1, ..., σku ´ tσjuqq Ă

k
ď

j“1

TSj.

Deste modo, conclúımos que TS Ă
Ťk

j“1 TSj.

Teorema 1.1.3. (de Carathéodory): Se E é um subconjunto de um espaço vetorial V e W “ ahpEq

tem dimensão finita n P N, então

chpEq “

!

n
ÿ

j“0

λjxj;
n
ÿ

j“1

λj “ 1, λj ě 0, xj P E, j “ 0, ..., n
)

.

PROVA. Pelas observações sobre chpEq feitas acima nós já sabemos que
!

řn
j“0 λjxj;

řm
j“1 λj “ 1, λj ě

0, xj P E, j “ 0, ..., n
)

Ă chpEq. A seguir, suponha por absurdo que exista x P chpEq tal que

x “
M
ř

j“0

λjxj, M ą n e considere um M´simplexo arbitrário de vértices σ0, ..., σM .

Seja φ : ahpchtσ0, ..., σMuq Ñ W o mapa afim que satisfaz T pσjq “ xj.

Pelo Lema 1.1.1, se S “ chtσ0, ..., σMu, então

φpSq “

M
ď

j“1

φpchtσku
M
k“0 ´ tσjuq.

Assim,

x “

M
ÿ

j“0

λjxj “ T

˜

M
ÿ

j“0

λjσj

¸

P T pSq Ă

M
ď

j“1

T pSjq,

onde Sj “ chtσkuMk“0 ´ tσju.

Portanto, existe l P t1, ...,Mu tal que x P T pSlq.

Dáı, existem tαju
M
jě0 tais que

ÿ

j‰l

αj “ 1 e T

˜

ÿ

j‰l

αjσj

¸

“ x.

Assim, usando a definição de T e o fato dela ser afim temos que, x “
ÿ

j‰l

αjxj. E podemos reaplicar

o lema 1.1.1 enquanto houverem mais parcelas na representação de x como combinação convexa do

que o valor da dimensão de ahpEq.

Exemplo 1.1.1. Seja S Ă R2 o simplexo de vértices p0, 0q, p1, 0q, p0, 1q e p1, 1q, ou seja, S é o quadrado

r0, 1s ˆ r0, 1s. O Teorema de Carathéodory estabelece que, dado um ponto P P S, existe um 2 ´

simplexo obtido a partir da omissão de um dos vértices (diferente da origem) de S. Por exemplo,

se P “ p1{3, 1{3q, então P pertence ao 2 ´ simplexo definido pelos pontos p0, 0q, p1, 0q e p0, 1q (o
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triângulo definido por estes vértices).

Figura 1.5: Ponto no interior do 2´simplexo.

O resultado a seguir precede o uso do Teorema de Carathéodory na demonstração do Teorema

2.4.1 do próximo caṕıtulo.

Lema 1.1.2. Seja U Ă Rm um conjunto aberto e conexo. Se

U1
.
“ ttx1 ` p1 ´ tqx2; x1, x2 P U, t P r0, 1su

e

Un`1
.
“ ttx1 ` p1 ´ tqx2; x1, x2 P Un, t P r0, 1su,

para n ą 0, então

chpUq “

m
ď

j“1

Uj.

PROVA. Por um lado, decorre diretamente do Teorema de Carathéodory que
Ťm

j“1 Uj Ă chpUq.

Por outro lado, suponha que x P chpUq. Pelo Teorema da Carathéodory, existem x1, ..., xm P U e

λ1, ..., λm ě 0 tais que
řm

j“1 λj “ 1 e x “
řm

j“1 λjxj.

Observe que se existe j0 P t1, ...,mu tal que λj0 “ 1, então x “ xj0 P U1 Ă
Ťm

j“1 Uj.

Assim, suponha que λj ă 1, para todo j P t1, ...,mu. Podemos reescrever

x “

m´1
ÿ

j“1

λjxj ` λmxm “ p1 ´ λmq

m´1
ÿ

j“1

λj
1 ´ λm

xj ` λmxm.
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Deste modo, x estará em Um desde que
m´1
ÿ

j“1

λj
1 ´ λm

xj esteja em Um´1.

Observe que
m´1
ÿ

j“1

λj
1 ´ λm

=1 e que λm´1 ‰ 1. Deste modo, se ρj “
λj

1 ´ λm
, então

m´1
ÿ

j“1

λj
1 ´ λm

xj “ p1 ´ ρm´1q

m´2
ÿ

j“1

ρj
1 ´ ρm´1

xj ` ρm´1xm´1

é uma 2´soma convexa entre
řm´2

j“1

ρj
1 ´ ρm´1

xj e xm´1. Portanto, agora nossa responsabilidade é

mostrar que
řm´2

j“1

ρj
1 ´ ρm´1

xj P Um´2.

A essa altura, você já deve ter notado a natureza indutiva desta parte da demonstração. Assim,

vamos mostrar apenas a base indutiva e concluiremos este argumento.

No caso em que m “ 2, temos (pelo Teorema de Carathéodory) que se x P chpUq, então existem

λ1, λ2 ě 0 e x1, x2 P U tais que x “ λ1x1 ` λ2x2 P U1 Ă
Ť2

j“1.

Logo, chpUq Ă
Ťm

j“1 Uj.

Por fim, defina o seguinte conjunto que será útil posteriormente:

Definição 1.1.10. Dado U Ă Rm, definimos o tubo T pUq sobre U como se segue:

T pUq “ U ` iRm
“ tz “ x ` iy; x P U, y P Rm

u.

Figura 1.6: Tubo de um intervalo aberto U Ă R.

Lema 1.1.3. Seja U Ă Rm. Então vale chpT pUqq “ T pchpUqq.

PROVA. De fato, seja x P chpT pUqq. Então, existem x1, ..., xm P T pUq e λ1, ..., λm P r0, 1s tais que
m
ř

j“1

λj “ 1 e
m
ř

j“1

λjxj “ x.
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Como xj P T pUq para cada j P t1, ...mu, podemos escrever xj “ uj ` yj, com uj P U e yj P Rm.

Logo,

x “

˜

m
ÿ

j“1

λjuj

¸

` iy, com y “

m
ÿ

j“1

λjyj P Rm.

Como
m
ř

j“1

λjuj P chpUq, temos x P T pchpUqq.

Por outro lado, se x P T pchpUqq, então x “ u ` y, com u P chpUq e y P Rm.

Uma vez que u P chpUq, existem u1, ..., um P U e λ1, ..., λm P r0, 1s tais que
řm

j“1 λj “ 1 e
řm

j“1 λjuj “ u.

Uma vez que
řm

j“1 λj “ 1, se fizermos yj “ y para cada j P t1, ...,mu, então
řm

j“1 λjyj “ y.

Portanto, x “
řm

j“1 λjxj, onde xj “ uj ` yj P T pUq.

Deste modo, x P chpT pUqq.

1.2 Discos Anaĺıticos

O principal objetivo desta seção é construir uma famı́lia de funções anaĺıticas (veja Lema 1.2.2)

que será muito importante na demonstração que apresentaremos para o teorema tubular de Bochner.

NOTAÇÃO: Denotaremos o disco complexo unitário centrado na origem por

∆ “ tz P C : |z| ă 1u.

Definição 1.2.1. Dizemos que uma função cont́ınua A : ∆ Ñ Cm é um disco anaĺıtico em Cm se é

holomorfa em ∆. Neste caso, dizemos que o ponto Ap0q é o centro do disco anaĺıtico e que ApB∆q é

a fronteira do disco anaĺıtico.

Lema 1.2.1. Seja U Ă Rm um conjunto aberto e conexo. Dados p, q P U , existe uma curva suave

γ : r0, 1s Ñ U tal que γp0q “ p, γp1q “ q e γpnqp0q “ γpnqp1q “ 0, para todo n P N ´ t0u.

PROVA. Uma vez que U é conexo, U também é conexo por caminhos. Logo, existe uma curva cont́ınua

α : r0, 1s Ñ U tal que αp0q “ p e αp1q “ q.

Como αpr0, 1sq Ă U e U é aberto, para cada t P r0, 1s, existe rt ą 0 tal que Bpαptq, 2rtq Ă U .

Pela continuidade de α, existe δt ą 0 de forma que se s P pt´δt, t`δtqXr0, 1s, então αpsq pertence

a Bpαptq, rtq.
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Deste modo, tpt´ δt, t` δtqutPr0,1s é uma cobertura de r0, 1s e, pela compacidade de r0, 1s, existem

t1, ..., tk P r0, 1s com tj ă tj`1, para todo j P t1, ..., k ´ 1u, tais que

r0, 1s Ă

k
ď

j“1

ptj ´ δtj , tj ` δtjq.

Se necessário, 2troque os pontos tj do intervalo2 e diminua δtj de forma que tj ă tj`1 ´ δj`1 ă

tj ` δj ă tj`1.

Defina s0 “ 0, s2l´1 “ tl e escolha s2l P ptl`1 ´ δl`1, tl ` δlq.Note que por construção temos que

s2l´1 ă s2l ă s2l`1.

Defina ϕ2t´1 P C8
c pps2l´1, s2l`1qq tal que 0 ď ϕ2l´1 ď 1 e ϕ2l´1 ” 1 em

“

s2l ´
s2l´s2l´1

2
, s2l `

s2l`1´s2l
2

‰

.

Note que ϕ2l´1 ” 0 em uma vizinhança de s2l´1 “ tl e ϕ2l´1 ” 1 em uma vizinhança de s2l.

Dado t P rs2l´1, s2ls, defina

γptq “ αps2l´1q ` rαps2lq ´ αps2l´1qsϕ2l´1ptq.

Mais ainda, por construção, γ ” αps2l´1q em uma vizinhança de s2l´1 e γ ” αps2lq em uma

vizinhança de s2l. Ou seja, as derivadas de γ se anulam nos extremos do intervalo rs2l´1, s2ls.

Além disso, dado t P rs2l´1, s2ls ( lembrando que αppt´ δt, t` δtq X r0, 1sq Ă Bpαptq, 2rtq Ă U (@t),

s2l´1 “ tl e s2l P ptl ´ δl, tl ` δlq), temos

||γptq ´ αptlq|| “ ||γptq ´ αps2tl´1q|| “ ||rαps2lq ´ αps2l´1qsϕ2l´1ptq|| ď ||rαps2lq ´ αps2l´1qs|| ă rtl .

Logo, γptq P Bpαptlq, rlq Ă U .

Lema 1.2.2. Sejam U Ă Rm um conjunto aberto, x0, x1 P U e η P Rm. Se t P p0, 1q, então existe um

disco anaĺıtico

At : ∆ Ñ Cm

tal que

1. AtpB∆q Ă T pUq “ tx ` iyu; x P U, y P Rmu;

2. Atp0q “ tx0 ` p1 ´ tqx1 ` iη
.
“ xt ` iη.
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PROVA. Suponha, sem perda de generalidade que x0 “ 0, x1 “ p1, 0, ..., 0q e que η “ 0. Podemos

supor estas condições, pois basta aplicarmos uma mudança suave de coordenadas.

Uma vez que U é conexo, existe uma curva γ : r0, 1s Ñ U de forma que γp0q “ 0 e γp1q “ x1.

O Lema 1.2.1 nos permite assumir que γ é suave e que todas as suas derivadas γpkqpsq se anulam

quando s “ 0 e quando s “ 1.

Dado t P p0, 1q, escolha ϵ P p0,mintt, 2πp1 ´ tquq e defina u : B∆ Ñ Rm por

upeiθq “

$

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

%

0, 0 ď θ ď 2πt ´ ϵ,

γ

ˆ

θ ´ 2πt ` ϵ

ϵ

˙

, 2πt ´ ϵ ď θ ď 2πt,

x1, 2πt ď θ ď 2π ´ ϵ,

γ

ˆ

2π ´ θ

ϵ

˙

, 2π ´ ϵ ď θ ď 2π.

Defina

Ktpwq “
1

2π

ż 2π

0

eiθ ` w

eiθ ´ w
upeiθqdθ, para |w| ă 1.

Iremos provar que Kt pode ser estendida continuamente para a fronteira B∆. Para isso, vamos

utilizar, entre outras ferramentas, a transformada de Hilbert de u definida por

Hpuq
.
“ lim

pr,σqÑp1,σ1q
Hrpσq “

ż 2π

0

w1
pθq log t1 ´ cospθ ´ σ1qu dθ.

Denotando w “ reiσ, observe que

eiθ ` w

eiθ ´ w
¨
e´iθ ´ re´iσ

e´iθ ´ re´iσ
“

1 ´ reipθ´σq ` re´ipθ´σq ´ r2

1 ´ reipθ´σq ´ re´ipθ´σq ` r2
“

1 ´ r2 ´ 2ir sinpθ ´ σq

1 ` r2 ´ 2r cospθ ´ σq
.

Assim,

Ktpwq “
1

2π

ż 2π

0

1 ´ r2

1 ` r2 ´ 2r cospθ ´ σq
upeiθqdθ ` i

1

2π

ż 2π

0

2r sinpθ ´ σq

1 ` r2 ´ 2r cospθ ´ σq
upeiθqdθ.

A seguir, mostraremos que, para σ1 P r0, 2πs fixo, temos

Ktpwq “ Ktpre
iσ

q Ñ upeiσ1q ` i lim
σÑσ1, rÑ1

Hpreiσq, quando σ Ñ σ1 e r Ñ 1.
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Mas antes, como o núcleo de Poisson é uma aproximação da identidade, mostraremos que

I
.
“

1

2π

ż 2π

0

1 ´ r2

1 ` r2 ´ 2r cosx
dx “ 1.

Para isso faremos uma mudança de variáveis onde será importante estudar as funções

r0, 1s Ñ r0, 1s, r0, 1s Ñ r0, 1s r0, 1s Ñ r´1, 0s, e r0, 1s Ñ r´1, 0s

t ÞÑ
1 ´ pt ´ 1q2

1 ` pt ´ 1q2
t ÞÑ

1 ´ t2

1 ` t2
t ÞÑ

´1 ` p1 ´ tq2

1 ` p1 ´ tq2
t ÞÑ

´1 ` t2

1 ` t2
.

Note que estas funções são bijetoras, pois

1. Para primeira função,
”

1´pt´1q2

1`pt´1q2

ı

t“0
“ 0,

”

1´pt´1q2

1`pt´1q2

ı

t“1
“ 1 e

d

dt

„

1 ´ pt ´ 1q2

1 ` pt ´ 1q2

ȷ

“
´2pt ´ 1qr1 ` pt ´ 1q2s ´ r1 ´ pt ´ 1q2s2pt ´ 1q

r1 ` pt ´ 1q2s2
“

´4pt ´ 1q

r1 ` pt ´ 1q2s2
ă 0,

quando 0 ă t ă 1.

2. Para segunda função,
”

1´t2

1`t2

ı

t“0
“ 1,

”

1´t2

1`t2

ı

t“1
“ 0 e

d

dt

„

1 ´ t2

1 ` t2

ȷ

“
´2tr1 ` t2s ´ r1 ´ t2s2t

r1 ` t2s2
“

´4t

r1 ` t2s2
ă 0,

quando 0 ă t ă 1.

3. Para terceira função,
”

´1`pt´1q2

1`pt´1q2

ı

t“0
“ 0,

”

´1`pt´1q2

1`pt´1q2

ı

t“1
“ ´1 e

d

dt

„

´1 ` pt ´ 1q2

1 ` pt ´ 1q2

ȷ

“
2pt ´ 1qr1 ` pt ´ 1q2s ´ r´1 ` pt ´ 1q2s2pt ´ 1q

r1 ` pt ´ 1q2s2
“

4pt ´ 1q

r1 ` pt ´ 1q2s2
ą 0,

quando 0 ă t ă 1.

4. Para quarta função,
”

´1`t2

1`t2

ı

t“0
“ ´1,

”

´1`t2

1`t2

ı

t“1
“ 0 e

d

dt

„

´1 ` t2

1 ` t2

ȷ

“
2tr1 ` t2s ´ r´1 ` t2s2t

r1 ` t2s2
“

4t

r1 ` t2s2
ą 0,

quando 0 ă t ă 1.
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Mais ainda,

1. se x P

”

0,
π

2

ı

, podemos fazer cosx “ 1´t2

1`t2
e consequentemente teremos x “ arccos

´

1´t2

1`t2

¯

e

dx
dt

“ 1
c

1´

´

1´t2

1`t2

¯2
¨ 4t

p1`t2q2
“ 2

1`t2
, quando t P r0, 1s.

2. se x P

”π

2
, π
ı

, podemos fazer cosx “
´1`pt´1q2

1`pt´1q2
e consequentemente teremos x “ arccos

´

´1`pt´1q2

1`pt´1q2

¯

e dx
dt

“ ´ 1
c

1´

´

´1`pt´1q2

1`pt´1q2

¯2
¨

4pt´1q

r1`pt´1q2s2
“ ´ 2

1`pt´1q2
, quando t P r0, 1s.

3. se x P

„

π,
3π

2

ȷ

, podemos fazer cosx “ ´1`t2

1`t2
e consequentemente teremos x “ arccos

´

´1`t2

1`t2

¯

e dx
dt

“ ´ 1
c

1´

´

´1`t2

1`t2

¯2
¨ 4t

p1`t2q2
“ ´ 2

1`t2
, quando t P r0, 1s.

4. se x P

„

3π

2
, 2π

ȷ

, podemos fazer cosx “
1´pt´1q2

1`pt´1q2
e consequentemente teremos x “ arccos

´

1´pt´1q2

1`pt´1q2

¯

e dx
dt

“ 1
c

1´

´

1´pt´1q2

1`pt´1q2

¯2
¨

4pt´1q

r1`pt´1q2s2
“ 2

1`pt´1q2
, quando t P r0, 1s.

Lembrando que I
.
“

1

2π

ż 2π

0

1 ´ r2

1 ` r2 ´ 2r cosx
dx note que

2π

1 ´ r2
I “ 2

«

ż π{2

0

1

1 ` r2 ´ 2r cosx
dx `

ż π

π{2

1

1 ` r2 ´ 2r cosx
dx

ff

“ 2

«

ż 1

0

1

1 ` r2 ´ 2r
`

1´t2

1`t2

˘ ¨
2

1 ` t2
dt `

ż 1

0

1

1 ` r2 ´ 2r
`

´1`t2

1`t2

˘ ¨
2

1 ` t2
dt

ff

“ 4

«

ż 1

0

1

p1 ` r2qp1 ` t2q ´ 2rp1 ´ t2q
dt `

ż 1

0

1

p1 ` r2qp1 ` t2q ´ 2rp´1 ` t2q
dt

ff

“ 4

«

ż 1

0

1

p1 ´ r2q2 ` p1 ` r2q2t2
dt `

ż 1

0

´1

p1 ` r2q2 ` p1 ´ r2q2t2
dt

ff

“ 4

«

1

p1 ´ rq2

ż 1

0

1

1 `
p1`r2q2t2

p1´r2q2

dt ´
1

p1 ` rq2

ż 1

0

1

1 `
p1´r2q2t2

p1`rq2

dt

ff
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Considerando uma mudança de variável t̃ “ t ´ 1 e a paridade do integrando temos

2π

1 ´ r2
I “4

ż 1

0

1

p1 ` r2qp1 ` t2q ´ 2rp1 ´ t2q
dt ´ 4

ż 1

0

1

p1 ` r2qp1 ` t2q ´ 2rp´1 ` t2q
dt

“4

ż 1

0

1

p1 ´ rq2 ` p1 ` rq2t2
dt ´ 4

ż 1

0

1

p1 ` rq2 ` p1 ´ rq2t2
dt

“
4

p1 ´ rq2

ż 1

0

1

1 `
p1`rq2

p1´rq2
t2
dt ´

4

p1 ` rq2

ż 1

0

1

1 `
p1´rq2

p1`rq2
t2
dt

Considerando as mudanças de variáveis u “
1 ` r

1 ´ r
t e v “

1 ´ r

1 ` r
t temos

2π

1 ´ r2
I “ 4

«

1

1 ´ r2

ż 1`r
1´r

0

1

1 ` u2
du ´

1

1 ´ r2

ż 1´r
1`r

0

1

1 ` v2
dv

ff

“
4

1 ´ r2

„

arctg u|
1`r
1´r

0 ´ arctg v|
1´r
1`r

0

ȷ

“
4

1 ´ r2

„

arctg

ˆ

1 ` r

1 ´ r

˙

´ arctg

ˆ

1 ´ r

1 ` r

˙ȷ

.

Note que, se θ “ arctg
`

1`r
1´r

˘

então

1 ` r

1 ´ r
“ tg θ “

sen θ

cos θ
“

cos
`

θ ´ π
2

˘

sen
`

θ ´ π
2

˘ “
1

tg
`

θ ´ π
2

˘ .

Consequentemente arctg
`

1´r
1`r

˘

“ θ ´ π
2
. Concluindo que

I “
1 ´ r2

2π
¨

4

1 ´ r2
¨
π

2
“ 1.

Lembrando que

Ktpre
iσ

q “
1

2π

ż 2π

0

1 ´ r2

1 ` r2 ´ 2r cospθ ´ σq
upeiθqdθ ` i

1

2π

ż 2π

0

2r sinpθ ´ σq

1 ` r2 ´ 2r cospθ ´ σq
upeiθqdθ

“
1

2π

ż 2π

0

1 ´ r2

1 ` r2 ´ 2r cospθq
upeipθ`σq

qdθ ` i
1

2π

ż 2π

0

2r sinpθ ´ σq

1 ` r2 ´ 2r cospθ ´ σq
upeiθqdθ,

para σ P r0, 2πs e 0 ď r ă 1. E que I
.
“

1

2π

ż 2π

0

1 ´ r2

1 ` r2 ´ 2r cosx
dx “ 1 temos
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Ktpre
iσ

q “upeiσq `
1

2π

ż 2π

0

1 ´ r2

1 ` r2 ´ 2r cospθq
rupeipθ`σq

q ´ upeiσqsdθ` (1.10)

` i
1

2π

ż 2π

0

2r sinpθ ´ σq

1 ` r2 ´ 2r cospθ ´ σq
upeiθqdθ. (1.11)

A seguir denotaremos

F prq “

ż 2π

0

1 ´ r2

1 ` r2 ´ 2r cospθq
rupeipθ`σq

q ´ upeiσqsdθ, 0 ă r ă 1

e mostraremos que limrÑ1´ F prq “ 0. Como θ ÞÑ upeiθq é suave temos que existe C ą 0 tal que

|F prq| ď C

ż 2π

0

p1 ´ r2qθ

1 ` r2 ´ 2r cos θ
dθ.

Ademais usando as mesmas mudanças de variáveis que usamos para mostrar que I “ 1 temos

|F prq|

Cp1 ´ r2q
ď

ż π{2

0

x

1 ` r2 ´ 2r cosx
dx `

ż π

π{2

x

1 ` r2 ´ 2r cosx
dx

`

ż 3π
2

π

x

1 ` r2 ´ 2r cosx
dx `

ż 2π

3π
2

x

1 ` r2 ´ 2r cosx
dx

“

ż 1

0

arccos
`

1´t2

1`t2

˘

1 ` r2 ´ 2r
`

1´t2

1`t2

˘ ¨
2

1 ` t2
dt ´

ż 1

0

arccos
`

´1`pt´1q2

1`pt´1q2

˘

1 ` r2 ´ 2r
`

´1`pt´1q2

1`pt´1q2

˘
¨

2

1 ` pt ´ 1q2
dt

´

ż 1

0

arccos
`

´1`t2

1`t2

˘

1 ` r2 ´ 2r
`

´1`t2

1`t2

˘

2

1 ` t2
dt `

ż 1

0

arccos
`

1´pt´1q2

1`pt´1q2

˘

1 ` r2 ´ 2r
`

1´pt´1q2

1`pt´1q2

˘

2

1 ` pt ´ 1q2
dt

“2

ż 1

0

arccos
`

1´t2

1`t2

˘

p1 ` r2qp1 ` t2q ´ 2rp1 ´ t2q
dt ´ 2

ż 1

0

arccos
`

´1`pt´1q2

1`pt´1q2

˘

p1 ` r2qr1 ` pt ´ 1q2s ´ 2rr´1 ` pt ´ 1q2s
dt

´ 2

ż 1

0

arccos
`

´1`t2

1`t2

˘

p1 ` r2qp1 ` t2q ´ 2rp´1 ` t2q
dt ` 2

ż 1

0

arccos
`

1´pt´1q2

1`pt´1q2

˘

p1 ` r2qr1 ` pt ´ 1q2s ´ 2rr1 ´ pt ´ 1q2s
dt

Considerando uma mudança de variável t̃ “ t ´ 1 e a paridade do integrando temos

|F prq|

Cp1 ´ r2q
ď4

ż 1

0

arccos
`

1´t2

1`t2

˘

p1 ` r2qp1 ` t2q ´ 2rp1 ´ t2q
dt ´ 4

ż 1

0

arccos
`

´1`t2

1`t2

˘

p1 ` r2qr1 ` t2s ´ 2rr´1 ` t2s
dt.

Portanto,
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|F prq|

Cp1 ´ r2q
ď4

ż 1

0

arccos
`

1´t2

1`t2

˘

p1 ´ rq2 ` p1 ` rq2t2
dt ´ 4

ż 1

0

arccos
`

´1`t2

1`t2

˘

p1 ` rq2 ` p1 ´ rq2t2
dt

“
4

p1 ´ rq2

ż 1

0

arccos
`

1´t2

1`t2

˘

1 `
p1`rq2

p1´rq2
t2
dt ´

4

p1 ` rq2

ż 1

0

arccos
`

´1`t2

1`t2

˘

1 `
p1´rq2

p1`rq2
t2

dt.

Fazendo u “ 1`r
1´r

t temos

|F prq|

C
ď4

ż `8

0

arccos
␣

p1`rq2´p1´rq2u2

p1`rq2`p1´rq2u2

(

1 ` u2
du.

Como
ş`8

0
1

1`u2du “ π
2
e limrÑ1´ arccos

␣

p1`rq2´p1´rq2u2

p1`rq2`p1´rq2u2

(

“ arccos1 “ 0 temos que limrÑ1´ F prq “ 0.

Voltando em (1.10) e usando a periodicidade de θ ÞÑ upeiθq temos que

lim
rÑ1´

Ktpre
iσ

q “upeiσq ` i lim
rÑ1´

1

2π

ż 2π

0

2r sinpθ ´ σq

1 ` r2 ´ 2r cospθ ´ σq
upeiθqdθ.

Ademais, sendo Hrpσq “
ş2π

0
2r sinpθ´σq

1`r2´2r cospθ´σq
upeiθqdx mostraremos que existe limrÑ0Hrpσq. Note que

denotando wpθq “ upeiθq e integrando por partes temos

Hrpσq “
2r

1 ` r2

ż 2π

0

sinpθ ´ σq

1 ´ 2r
1`r2

cospθ ´ σq
wpθqdθ “

ż 2π

0

w1
pθq log

"

1 ´
2r

1 ` r2
cospθ ´ σq

*

dθ.

Ademais, como

1. w1 é limitada (pela definição de u);

2. 2r
1`r2

ď 1, quando 0 ď r ď 1;

3.
ş2π

0
| log t1 ´ cospθqu |dθ “ ´

ş2π

0
log t1 ´ cospθqu dθ ă `8

segue do teorema da convergência dominada que

lim
pr,σqÑp1,σ1q

Hrpσq “

ż 2π

0

w1
pθq log t1 ´ cospθ ´ σ1qu dθ, @σ1 P r0, 2πs.

E, a integral acima existe, pelas observações acima. Deste modo, além de termos Kt anaĺıtica em ∆

temos que ela pode se estendida para uma função cont́ınua em cont́ınua em ∆.
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Note ainda que centro de Kt é

Ktp0q “
1

2π

ż 2π

0

u
`

eiθ
˘

dθ “
1

2π

ż 2πt

2πt´ϵ

u
`

eiθ
˘

dθ `
1

2π

ż 2π´ϵ

2πt

x1dθ `
1

2π

ż 2π

2π´ϵ

u
`

eiθ
˘

dθ

“
p2π ´ ϵ ´ 2πtqx1

2π
`

1

2π

ż 2πt

2πt´ϵ

u
`

eiθ
˘

dθ `
1

2π

ż 2π

2π´ϵ

u
`

eiθ
˘

dθ

“ p1 ´ tqx1 ´
ϵx1
2π

`
1

2π

ż 2πt

2πt´ϵ

u
`

eiθ
˘

dθ `
1

2π

ż 2π

2π´ϵ

u
`

eiθ
˘

dθ

Denotando Rpϵq “ ´ ϵx1

2π
` 1

2π

ş2πt

2πt´ϵ
u
`

eiθ
˘

dθ ` 1
2π

ş2π

2π´ϵ
u
`

eiθ
˘

dθ temos que existe C ą 0 tal que

Rpϵq ď Cϵ.

Tome ϵ ą 0 suficientemente pequeno para que o erro Rpϵq seja menor que a distância, δ de γpr0, ssq

até BΩ.

Portanto, podemos encontrar ζ P Cn, com |ζ| ă δ, de modo que a translação AtpUq “ ζ `KtpUq

possui as propriedades desejadas, a saber, AtpB∆q Ă Ω e Atp0q “ xt

1.3 Espaço Tangente de uma Variedade Diferenciável

A presente seção foi obtida a partir do Caṕıtulo 1 de [8]. O nosso objetivo é estabelecer a noção

de subfibrado tangente (veja 1.3.11) que será necessária nos resultados do caṕıtulo 2.

Definição 1.3.1. Seja Ω um espaço topológico de Hausdorff com base enumerável e

F “ tpU, xq; U Ă Ω é aberto e x : U Ñ RN é homeomorfismo sobre xpUqu

tais que:

1.
ď

pU,xqPF

U “ Ω;

2. A aplicação x1 ˝ x´1 : xpU X U 1q Ñ x1pU X U 1q é C8 para cada par pU, xq, pU 1, x1q P F ;

3. Em relação aos itens p1q e p2q, a famı́lia F é maximal, isto é, se V é um subconjunto aberto e

não-vazio de Ω e y : V Ñ ypV q é um homeomorfismo sobre o aberto ypV q Ă RN tal que, para

qualquer pU, xq P F com U X V ‰ H, a composição y ˝ x´1 : xpU X V q Ñ ypU X V q é C8,

então pV, yq P F .
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O par pΩ,Fq é dito uma variedade diferenciável de dimensão N . É comum chamar cada par

pU, xq de carta local ou sistema local de coordenadas.

Figura 1.7: Variedade diferenciável.

Observação 1.3.1. O terceiro axioma de variedade diferenciável garante que dados um par pU, xq P F

e V Ă U aberto, o par pV, x|V q também pertence a F . Além disso, dado p P Ω, existe uma carta local

x : U Ñ RN com p P U tal que xppq “ 0.

Com efeito, se xppq “ v, então defina ypqq “ xpqq ´ v, para cada q P U e observe que

y ˝ x´1
ptq “ y

`

x´1
ptq

˘

“ x
`

x´1
ptq

˘

´ v “ t ´ v, @t P xpUq.

Logo, y ˝ x´1 é C8. Deste modo, por p3q temos que pU, yq P F . Ademais, yppq “ xppq ´ v “ 0.

Observação 1.3.2. Seja

F˚
“ tpU, xq; U Ă Ω é aberto e x : U Ñ xpUq Ă RN é homeomorfismou.

Suponha que F˚ satisfaz os dois primeiros axiomas de variedade diferenciável. Então, existe uma

única famı́lia F com F˚ Ă F e pΩ,Fq variedade diferenciável.

A demonstração da existência de F pode ser apresentada usando o Lema de Zorn. A seguir

mostraremos a unicidade: Se F1, F2 são famı́lias tais que F˚ Ă F1 X F2 e pΩ,F1q, pΩ,F2q são
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variedades diferenciáveis, então dados pU, xq P F1 e pV, yq P F2 tais que U X V ‰ H, temos y ˝ x´1 e

x ˝ y´1 de classe C8 e, deste modo, pelo axioma 3, pU, xq P F2 e pV, yq P F1.

Pela arbitrariedade dos pares tomados, temos F1 “ F2.

Mesmo tendo estabelecido uma estrutura diferenciável como um par pΩ,Fq, faremos menção à

famı́lia F somente quando houver risco de confusão. Portanto, doravante, Ω denotará, a menos de

menção contrária, uma variedade diferenciável de dimensão N .

Observação 1.3.3. Se W Ă Ω é um aberto, então podemos definir a famı́lia

FW
.
“ tpW X U, x|WXUq; pU, xq P F , W X U ‰ Hu

para tornar W uma estrutura diferenciável de mesma dimensão que Ω.

Definição 1.3.2. Uma aplicação f : Ω Ñ C é dita suave se, para todo par pU, xq P F , tem-se que a

composição f ˝ x´1 : xpUq Ñ C é de classe C8. Denotaremos o conjunto das aplicações C8 em Ω

por C8pΩq.

É natural induzir, em C8pΩq, as operações elementares (adição, multiplicação, etc.) através das

operações homônimas em C.

Exemplo 1.3.1. A projeção da i-ésima coordenada local

πi ˝ x : U Ñ R

é uma aplicação C8pUq.

Observação 1.3.4. Se Ω Ă RN é aberto, então Ω torna-se uma estrutura diferenciável de dimensão

N ao tomar F˚ “ tpΩ, aplicação identidadequ. Além disso,

C8
pΩq “ tf : RN

Ñ C; f é C8
u.

Em outras palavras, o conceito de suavidade para aplicações diferenciáveis definidas em uma

estrutura diferenciável estende o conceito usual de suavidade.

Exemplo 1.3.2. Fixada uma carta pU, xq e dada uma aplicação f P C8pUq, sabemos que a aplicação

f̃
.
“ f ˝x´1 é C8 em xpUq Ă Rn e, consequente, a i-ésima derivada parcial Bif̃ : xpUq Ñ C está bem
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definida e é C8. Deste modo, a composição Bif̃ ˝ x : U Ñ C é uma aplicação suave e será denotada

por Bif .

Definição 1.3.3. Um campo vetorial complexo sobre Ω é uma aplicação C-linear L : C8pΩq Ñ C8pΩq

que satisfaz a regra de Leibniz:

Lpfgq “ Lpfqg ` Lpgqf.

Denotaremos o conjunto dos campos vetoriais complexos sobre Ω por XpΩq.

Teorema 1.3.1. Valem as seguintes afirmações a respeito de um campo vetorial complexo L em Ω :

1. Se f P C8pΩq e f é constante, então Lf “ 0;

2. suppLf Ă supp f ;

3. Se pU, xq é uma carta local, então, para cada f P C8pUq, temos

Lpfq “

N
ÿ

j“1

pLxjqBjf.

PROVA. 1. Observe que se f ” 1, então Lp1q “ Lp12q “ 1 ¨ Lp1q ` 1 ¨ Lp1q “ 2Lp1q. Logo, Lp1q “ 0.

Portanto, usando a linearidade de L nós completamos a demonstração do item 1.

2. Suponha que p R supp f. Assim, f se anula em um conjunto aberto V Ă Ω. Seja pU, xq uma

carta local com p P U Ă V e tome ϕ P C8
c pxpUqq tal que ϕ ptq “ 1, para cada t P W (em que

W ĂĂ xpUq é uma vizinhança aberta de xppq).

Defina g : Ω Ñ R por

gpqq “

$

’

&

’

%

ϕ pxpqqq , q P U

0, q R U.

Assim, por construção, g P C8 e se anula em Ω ´ V .

Em particular,

f “ f ´ gf ` gf “ p1 ´ gqf,

pois gf ” 0 e, pela Regra de Leibniz,

Lpfqpqq “ p1 ´ gqpqqLpfqpqq ` fpqqLp1 ´ gqpqq “ 0, q P x´1
pW q
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pois g ” 1 em x´1pW q, f ” 0 em U e x´1pW q Ă U . Como x´1pW q é vizinhança aberta de p

conclúımos que p R suppLf.

3. Fixe p P U e escreva

xpqq “ px1pqq, ..., xNpqqq , q P U.

Agora tome V Ă U aberto tal que xpV q é uma bola aberta centrada em xppq “ a “ pa1, ..., aNq.

Assim, dada f P C8pUq defina f˚ .
“ f ˝ x´1.

Se px1, ..., xNq P xpV q, então o teorema fundamental do cálculo aplicado a

σptq “ f˚
pa1 ` tpx1 ´ a1q, ..., aN ` tpxN ´ aNqq

nos dá

f˚
px1, ..., xNq ´ f˚

pa1, ..., aNq “ σp1q ´ σp0q “

ż 1

0

σ1
ptqdt

“

N
ÿ

j“1

ż 1

0

Bf˚

Bxj
pa1 ` tpx1 ´ a1q, ..., aN ` tpxN ´ aNqq dtpxj ´ ajq,

denotando hjpxq “
ş1

0
Bf˚

Bxj
pa1 ` tpx1 ´ a1q, ..., aN ` tpxN ´ aNqq dt temos que hj P C8pxpV qq e

f˚
px1, ..., xNq ´ f˚

pa1, ..., aNq “

N
ÿ

j“1

hjpx1, ..., xNqpxj ´ ajq.

Assim, se gj “ hj ˝ x, temos

fpqq “ fppq `

N
ÿ

j“1

gjpqq pxjpqq ´ xjppqq , @q P V.

Logo, pela regra de Leibniz

Lpfqpqq “

N
ÿ

j“1

Lpgj ¨ xjqpqq ´ Lpgjqpqq ¨ xjppq

“

N
ÿ

j“1

rLpgjqpqq ¨ xjpqq ` Lpxjqpqq ¨ gjpqq ´ Lpgjqpqq ¨ xjppqs .
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Assim, fazendo q “ p

Lpfqppq “

N
ÿ

j“1

Lpxjqppqgjppq

“

N
ÿ

j“1

Lpxjqppqhj ˝ xppq

Por fim, lembrando que xppq “ a, note que

hjpxppqq “

ż 1

0

Bf˚

Bxj
pa1, ..., aNq dt “

Bf˚

Bxj
pxppqq “ Bjfppq.

Deste modo, Lpfqppq “
řN

j“1 Lpxjqppq Bjfppq.

Uma vez que p foi tomado de forma arbitrária em U , temos uma representação de L em coorde-

nadas locais dada por

L “

N
ÿ

j“1

pLxjqBj.

Definição 1.3.4. O operador C-linear de C8pUq em C8 definido por

f ÞÑ Bjf “
Bf˚

Bxj
˝ x

na demonstração do teorema 1.3.1 define um elemento de XpUq e também será denotado por
B

Bxj
.

Pensando no fato de que nem todo par de operadores comuta, definimos uma ferramenta que, em

certo sentido, mede “quão próximo um par de operadores está da comutatividade”.

Definição 1.3.5. O operador definido por rL,M spfq “ L pMpfqq ´M pLpfqq, para cada f P C8pΩq é

chamado de colchete de Lie (ou comutador) de L e M .

Observação 1.3.5. Este operador torna XpΩq uma álgebra de Lie sobre C.

Observação 1.3.6. A representação obtida no item 3 do teorema 1.3.1 mostra que o C8pUq-módulo

XpUq é livre com base

"

B

Bx1
, ...,

B

BxN

*

e multiplicação externa pgLqpfq “ gLpfq.
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Observação 1.3.7. Uma representação de rL,M s em coordenadas locais é

rL,M s “

N
ÿ

j“1

rLpMxjq ´ MpLxjqs
B

Bxj
.

Denote por Bp o conjunto de todos os pares pV, fq onde V é uma vizinhança aberta de p e

f P C8pV q. E, em Bp, defina a seguinte relação de equivalência:

pV1, f1q „ pV2, f2q se existe uma vizinhança aberta V Ă V1 X V2 de p tal que f1|V “ f2|V .

Definição 1.3.6. Um germe de uma função C8 em p é um elemento do espaço quociente Bp{ „. O

conjunto dos germes será denotado por C8ppq.

Observação 1.3.8. C8ppq é uma C-álgebra e a aplicação rf s ÞÑ fppq está bem definida e é um

homeomorfismo.

Definição 1.3.7. Um vetor tangente à Ω em p é uma aplicação C-linear ν : C8ppq Ñ C satisfazendo

νprfgsq “ fppqνprgsq ` gppqνprf sq, f, g P C8.

O conjunto dos vetores tangentes, denotado por CTpΩ possui uma estrutura natural de espaço

vetorial sobre C, onde pu` vqprf sq “ uprf sq ` vprf sq e pλ ¨ vqprf sq “ λ ¨ vprf sq, para cada u, v P CTpΩ,

rf s P C8ppq e λ P C.

Se ν P CTpΩ, então denotaremos seu conjugado rf s ÞÑ νprf sq por ν .

Além disso, definimos

TpΩ
.
“ tν P CTpΩ; ν “ νu.

Exemplo 1.3.3. Se L P XpΩq, então um exemplo natural de vetor tangente à Ω é dado por

Lpprf sq “ Lpfqppq,

para toda rf s P C8ppq.

Quando não houver risco de confusão, denotaremos Lp por L|p.

Teorema 1.3.2. Dado ν P CTpΩ, existe um campo L P XpΩq tal que Lp “ ν.
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PROVA. Seja pU, xq uma carta local com p P U e seja tB1, ..., BNu uma base para XpUq (veja Teorema

1.3.1).

Defina L P XpUq por

L “

N
ÿ

j“1

νprxjsqBj,

em que xj’s são as coordenadas da carta local x “ px1, . . . , xNq. Pelo Teorema 1.3.1 temos

Lpfq “

N
ÿ

j“1

pLxjqBjf, @f P C8
pUq.

Assim,

Lpprf sq “ Lpfqppq “

N
ÿ

j“1

pLxjqppqBjfppq “

N
ÿ

j“1

νprxjsqBjfppq, @f P C8
pUq,

em que na última igualdade foi usada a definição de L.

Por outro lado, lembrando da demonstração do Teorema 1.3.1 vimos que dada f P C8pUq segue

que

fpqq “ fppq `

N
ÿ

j“1

gjpqq pxjpqq ´ xjppqq , @q P V.

em uma vizinhança aberta V de p (menor do que U, caso necessário), em que g P C8pV q e gjppq “

hjpxjppqq “ Bjfppq. Assim,

νprf sq “

N
ÿ

j“1

ν ¨trgj pxj ´ xjppqqsu “

N
ÿ

j“1

νprxjsq Bjfppq`

N
ÿ

j“1

νprgsq ¨pxjppq´xjppqq “

N
ÿ

j“1

νprxjsq Bjfppq.

Portanto Lp “ ν.

Observação 1.3.9. Uma consequência do resultado acima é que CTpU é gerado pelos campos

#

ˆ

B

Bxj

˙

p

; j “ 1, ..., N

+

.
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Definição 1.3.8. O fibrado tangente complexificado de Ω é definido como

CTΩ “
ď

pPΩ

CTpΩ.

Analogamente, o fibrado tangente de Ω é definido como

TΩ “
ď

pPΩ

TpΩ.

Definição 1.3.9. Considere, para cada p P Ω, um subespaço vetorial Vp Ă CTpΩ satisfazendo

1. dimVp “ n, @p P Ω;

2. Dado po P Ω, existem abertos U0 contendo p0 e campos vetoriais L1, ..., Ln em XpU0q tais que

tL1|p, ..., Ln|pu geram Vp para todo p P U0.

Sob estas condições, diremos que

V “
ď

pPΩ

Vp

é um subfibrado do tangente complexificado ou, simplesmente, subfibrado tangente.

Diremos ainda que n é a dimensão de V e escreveremos dimV “ n. Cada Vp será chamado de

uma fibra de V em p.

Exemplo 1.3.4. Considere Ω “ R2 e, para cada p, a seguinte escolha de fibras unidimensionais

px, yq ÞÑ

$

’

’

&

’

’

%

B

Bx
, y ě 0;

B

By
, caso contrário.

Não existe vizinhança da origem satisfazendo a condição 2. Consequentemente esse não é um

exemplo de subfibrado

Definição 1.3.10. Dado um subfibrado tangente V de CTΩ, uma seção local é um elemento L de

XpW q, com W Ă Ω aberto, tal que Lp P Vp, @p P W .

Definição 1.3.11. Um subfibrado tangente é uma estrutura formalmente integrável sobre Ω quando

dadas duas seções locais L,M P XpW q, tem-se que rL,M s também é uma seção local em W .
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1.4 Formas Diferenciais

Definição 1.4.1. Denotamos por RpΩq o dual do C8pΩq-módulo XpΩq e diremos que um elemento de

RpΩq é uma forma diferencial de grau 1 ou uma 1-forma ou, simplesmente, uma forma diferencial.

Ou seja, uma forma diferencial em Ω é uma aplicação C8pΩq´linear ω : XpΩq Ñ C8pΩq.

Observação 1.4.1. Note que se ω P RpΩq, L P X e L se anula em um subconjunto aberto U Ă Ω,

então ωpLq também se anula em U .

De fato, seja p P U e defina g P C8pΩ,Rq tal que g ” 1 em uma vizinhança de p e g ” 0 em

Ω´U . Deste modo, L “ p1´gqL, pois L se anula em U e g se anula em Ω´U . Sendo assim, temos

ωpLq “ p1 ´ gqωpLq que se anula em uma vizinhança de p, pois g ” 1 em uma vizinhança de p.

Como consequência, dados ω P RpΩq e um aberto W Ă Ω, existe ω|W P R que faz com que o

diagrama abaixo comute

XpW q

XpΩq

C8pW q

C8pΩq

onde as aplicações verticais denotam os homeomorfismos que restringem as aplicações.

Podemos refinar a observação 1.4.1 do seguinte modo:

Teorema 1.4.1. Sejam ω P RpΩq e L P XpΩq. Se Lp “ 0, então ωpLqppq “ 0.

PROVA. Seja pU, xq uma carta local com p P U e denote x “ px1, ..., xNq. Como ωpLqppq “ ωUpLUqppq,

temos

ωpLqppq “

N
ÿ

j“1

pLxjqppqωU

ˆ

B

Bxj

˙

ppq “ 0.

Definição 1.4.2. O dual de CTpΩ será denotado por CT ˚
p Ω.
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Para cada ω P RpΩq associamos um elemento ωp P CT ˚
p Ω por

ωppV q “ ωpLqppq,

onde L P XpΩq é tal que Lp “ ν.

Teorema 1.4.2. CT ˚
p Ω “ tωp; ω P RpΩqu.

PROVA. Defina pU, xq uma carta local com p P U e defina dxj, j P t1, ..., Nu.

Assim,

dxj

ˆ

B

Bxk

˙

“ δj,k, j, k P t1, ..., Nu.

Para concluir a demonstração basta usar o Teorema 1.3.2.

Definição 1.4.3. Dada f P C8pΩq, defina df P RpΩq por

dfpLq “ Lpfq.

Uma vez que tdx1, . . . , dxNu é a base local em relação à t B

Bx1
, . . . , B

BxN
u temos

df “

N
ÿ

j“1

df

ˆ

B

Bxj

˙

dxj “

N
ÿ

j“1

Bf

Bxj
dxj.

Seja I “ ti1 ă ... ă iru Ă t1, ..., N “ dimΩu. Se L1, ..., Lr são campos definidos em U , então,

pela representação local:

Lj “

N
ÿ

l“1

alj
B

Bxl
.

Denote por A a matriz N ˆ r dada pelas funções paljq e defina

dxI : XpUq
r

Ñ C8
pUq

pL1, ..., Lrq ÞÑ detAI ,

onde AI é a matriz r ˆ r obtida de A ao se selecionar as linhas cujos ı́ndices pertencem ao conjunto

I.

Definição 1.4.4. Uma forma diferencial ω de grau degω
.
“ r é uma combinação C8pUq´linear das

aplicações dxI com I nas condições acima.
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É comum denotar dxI por dxi1 ^...^dxir e escreveremos Ar para denotar o conjunto das r´formas

diferenciais de grau r. Além disso, convencionamos que as funções definidas em U são formas de grau

0.

Observação 1.4.2. A álgebra de C8pUq induz uma estrutura de espaço vetorial em Ar, cuja dimensão

é

ˆ

r

N

˙

.

Defina ˜̂ : RpUqr Ñ Ar dada na base por

˜̂ “

$

’

&

’

%

0, se ip “ iq, quando p ‰ q

σpi1, ..., irqdxIpi1,...,irq, caso contrário,

onde σpi1, ..., irq é o sinal da permutação que leva

1 ÞÑ i1, ... , r ÞÑ ir

e Ipi1, ..., irq é uma lista ordenada pi1, ..., irq.

Deste modo, ˜̂ é uma extensão da ação ^ e é chamada de produto exterior.

Assim, convencionamos que

˜̂ pdxi1 , ..., dxirq “ dxi1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ dxir .

Definição 1.4.5. Definimos o produto exterior de uma 2´forma por uma 1´forma por

pdxi1 ^ dxi2q ^ dxi3 “ dxi1 ^ pdxi2 ^ dxi3q “ dxi1 ^ dxi2 ^ dxi3 .

Definição 1.4.6. Dados ξ1, ..., ξr P CT ˚
p U , defina

ξ1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ ξr : pCTpUq
r

Ñ C

pν1, ..., νrq ÞÑ pω1, ..., ωrqpL1, ..., Lrqppq,

onde ωj P RpUq e Lj P XpUq são tais que ωj|p “ ξj e Lj|p “ νj.

Definição 1.4.7. Seja ω “
ř

aIdxI uma forma diferenciável de grau r em pU, xq. A diferencial exte-
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rior, dω, é a r ` 1´forma

dω “
ÿ

I,j

BaI
Bxj

dxj ^ dxI .

Exemplo 1.4.1. Se ω “ xydx ` yzdy ` pxzqdz, então

dω “dpxyq ^ dx ` dpyzq ^ dy ` dpxzq ^ dz

“pydx ` xdyq ^ dx ` pzdy ` ydzq ^ dy ` pzdx ` xdzq ^ dz

“ ´ xdx ^ dy ` zdx ^ dz ´ ydy ^ dz.

Definição 1.4.8. Uma aplicação f : J Ă R Ñ Ω é também dita suave quando, para todo par pU, xq P F ,

têm-se que composição x ˝ f é C8 em f´1pUq.

Denotaremos o conjunto destas aplicações por C8pJ,Ωq.

No caso de aplicações definidas em RN , estendemos o conceito aplicando a definição coordenada

a coordenada.

Sejam pU, xq uma carta local de Ω, V Ă R um aberto, f P CpV, Uq e I “ ti1 ă ¨ ¨ ¨ ă iru Ă

t1, ...,Ωu.

Assim,

xik ˝ f : V Ñ R

é uma aplicação C8.

Portanto, dpxik ˝ fq é uma 1-forma.

Denotaremos a r-forma dpxi1 ˝ fq ^ ¨ ¨ ¨ ^ dpxir ˝ fq por dpxI ˝ fq.

Definiremos agora uma ferramenta equivalente à substituição de variáveis do contexto clássico.

Definição 1.4.9. Sejam V Ă RN aberto, pU, xq um sistema local de coordenadas e f P C8pV, Uq. Se

ω “
ř

I

aIdxI é uma forma diferenciável, defina seu pullback pela f , denotado por f˚ω, pela fórmula,

f˚ω “
ÿ

I

paI ˝ fqdpxI ˝ fq.

Teorema 1.4.3. Sejam V Ă RN aberto, pU, xq uma carta local, f P C8pV, Uq e ω1, ω2 formas em U .

Nestas condições, valem

1. f˚pω1 ` ω2q “ f˚pω1q ` f˚pω2q;
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2. dpω1 ` ω2q “ dpω1q ` dpω2q;

3. f˚pcω1q “ cf˚pω1q;

4. dpcω1q “ cdpω1q;

5. f˚pω1 ^ ω2q “ f˚pω1q ^ f˚pω2q;

6. dpω1 ^ ω2q “ dpω1q ^ ω2 ` p´1qdegω1ω1 ^ dω2.

PROVA. As provas são elementares e podem ser consultadas em [12], páginas 8, 10 e 11.

Definição 1.4.10. O fibrado cotangente complexificado de Ω é definido como

CT ˚Ω “
ď

pPΩ

CT ˚
p Ω.

Analogamente, o fibrado cotangente de Ω é

T ˚Ω “
ď

pPΩ

T ˚
p Ω.

Definição 1.4.11. Par cada p P Ω, considere um subespaço vetorial Wp P CT ˚
p Ω que satisfaz

1. dimWp “ m, @p P Ω;

2. Dado p0 P Ω, existe W0 aberto com p P W0 e existem formas diferenciais ω1, ..., ωm P RpU0q

tais que tω1|p, ..., ωn|pu geram Wp para todo p.

Nestas condições, dizemos que

W “
ď

pPΩ

Wp

é um subfibrado cotangente complexificado.

m é dito a dimensão de W e escrevemos dimW “ m.

Wp é dito uma fibra de W .

Teorema 1.4.4. Seja V “
Ť

pPΩ Vp um subfibrado tangente de CTpΩ e construa, para cada p P Ω, o

conjunto

V K
p “ tλ P CT ˚

p Ω; λ “ 0 em Vpu.
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Então,

V K .
“

ď

pPΩ

V K
p

é um subfibrado cotangente e ainda

dimV ` dimV K
“ dimΩ.

A construção realizada no teorema pode ser feita no sentido inverso, de modo que dado um

subfibrado cotangente W , é posśıvel encontrar um subfibrado tangente V tal que V K “ W.

Definição 1.4.12. Um subfibrado tangente V de CTΩ é uma estrutura localmente integrável se, para

todo p0 P Ω, existe uma vizinhança U0 de p0 e funções Z1, ..., Zm P C8pU0q, onde dimV ` m “ N ,

tais que V K
p é gerado pelos diferenciais dZ1|p, ..., dZm|p, @p P U0. O conjunto tZju é chamado de

conjunto completo de integrais primeiras.

A seguir apresentamos uma definição equivalente que nos será importante:

Definição 1.4.13. Um subfibrado tangente V é uma estrutura localmente integrável se, para todo po P Ω

e campos L1, ..., Ln que geram V em uma vizinhança U0 de p0, existem uma vizinhança V0 Ă U0 de

p0 e funções suaves Z1, .., Zm P C8pV0q tais que

1. dZ1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ dZm ‰ 0 em V0;

2. LjZk “ 0, j “ 1, .., n e k “ 1, ...,m.

Em outras palavras, um subfibrado é uma estrutura localmente integrável quando é posśıvel

encontrar um conjunto maximal de soluções não-triviais e independentes que satisfaçam o sistema

de equações homogêneas determinadas pelas seções de V .

Definição 1.4.14. Seja V Ă CTΩ uma estrutura formalmente integrável sobre Ω. O conjunto carac-

teŕıstico de V é o subconjunto de T ˚Ω definido por

V 0 .
“ V K

X T ˚Ω.

Também escreveremos V 0
p “ V K

p X T ˚
p Ω.



Caṕıtulo

2

A Fórmula de aproximação de Baouendi-Treves

2.1 Uma mudança de coordenadas

Nesta seção, estabelecemos uma mudança de coordenadas que é crucial para a demonstração da

Fórmula de aproximação de Baouendi-Treves. Começamos pelo lema a seguir.

Lema 2.1.1. Sejam V um subespaço complexo de CN de dimensão m, V0
.
“ V X RN e V1 Ă CN

um subespaço complexo tal que pV0 ‘ iV0q ‘ V1 “ V . Denote d
.
“ dimR V0 e ν

.
“ m ´ d. Considere

tζ1, ..., ζνu uma base para V1 e tξν`1, ..., ξmu uma base real para V0. Se escrevermos ζj “ ξj ` iηj,

j P t1, ..., νu, então

1. tζ1, ..., ζν , ξν`1, ..., ξmu é base de V ;

2. tξ1, ..., ξm, η1, ..., ηνu é L.I. sobre R;

3. ν ` m ď N .

PROVA. Observe que se z P V0 ‘ iV0, então z “ x ` iy, com x, y P V0. Portanto, uma vez que

tξν`1, ..., ξmu é base real de V0, existem contantes reais αj, βj, j P tν ` 1, ...,mu, tais que x “

řm
j“ν`1 αjξj e y “

řm
j“ν`1 βjξj. Portanto, z “

řm
j“ν`1pαj ` iβqξj, o que mostra que todo elemento de

V0‘iV0 pode ser escrito como combinação linear (com escalares complexos) do conjunto tξν`1, ..., ξmu.

Agora, suponha que
řm

j“ν`1pαj ` iβqξj “ 0, neste caso, a parte real e a parte imaginária devem

ser nulas, ou seja,
řm

j“ν`1 αjξj “ 0 e
řm

j“ν`1 βξj “ 0. Deste modo, como tξν`1, ..., ξmu é base real de

V0, devemos ter αj “ βj “ 0, para cada j P tν ` 1, ...,mu.

Assim, provamos que tξν`1, ..., ξmu também é base complexa de V0‘iV0. Como pV0‘iV0q‘V1 “ V ,

uma consequência imediata de tζ1, . . . , ζνu ser base para V1 e tξν`1, . . . , ξmu ser base de V0 ` iV0 é

que o conjunto tζ1, ..., ζν , ξν`1, ..., ξmu é base de V , assim como queŕıamos demonstrar em 1.

51
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Para mostrar 2, primeiro vamos mostrar que V X V 1 “ t0u.

Seja z P V X V1. Em particular, lembrando que V1 “ tv : v P V1u, temos z P V1 Ă V. Assim,

z ` z P V XRN “ V0 e ipz ´ zq P V XRN “ V0. Concluindo que z “
z ` z

2
´ i

p´iqpz ´ zq

2
P V0 ` iV0.

Isto é z P pV0 ` iV0q X V1 “ t0u.

Agora estamos prontos para mostrar que tζ1, . . . , ζν , . . . ζ1, . . . , ζν , ξν`1, . . . , ξmu é R´L.I. Note

que se

α1, . . . αν , β1, . . . , βν , γν`1, . . . , γm P R

são tais que
ν
ÿ

j“1

αjζj `

ν
ÿ

j“1

βjζj `

m
ÿ

j“ν`1

γjξj “ 0

então
ν
ÿ

j“1

αjζj `

m
ÿ

j“ν`1

γjξj “

ν
ÿ

j“1

p´βjqζj P V X V1 “ t0u.

Logo,
řν

j“1 αjζj `
řm

j“ν`1 γjξ “ 0 “
řν

j“1p´βjqζj. Como tζ1, . . . , ζν , ξν`1, . . . , ξmu é L.I. segue que

αj “ βj “ γ “ 0, @j P t1, . . . , νu.

Agora conseguiremos mostrar que que tξ1, . . . , ξν , η1 . . . ην , ξν`1 . . . , ξmu é R´li. De fato, se

α1, . . . , αν , β1, . . . , βν , γν`1, . . . , γm P R

são tais que
ν
ÿ

j“1

αjξj `

ν
ÿ

j“1

βjηj `

m
ÿ

j“ν`1

γjξj “ 0

então, observando que ξj “
ζ ` ζj

2
e ηj “

ipζ ´ ζq

2
, para todo j P t1, ..., νu, temos

ν
ÿ

j“1

αj ´ iβj
2

ζj `

ν
ÿ

j“1

αj ` iβj
2

ζj `

m
ÿ

j“ν`1

γjξj “ 0.

Como tζ1, . . . , ζν , . . . ζ1, . . . , ζν , ξν`1, . . . , ξmu é R´li conclúımos que αj “ βj “ γk “ 0, @j P t1, . . . νu

e @k P tν ` 1, . . . ,mu

O terceiro item é consequência direta de tξ1, ..., ξm, η1, ..., ηνu Ă RN ser L.I. sobre R.

Estamos interessados em uma versão mais simples do teorema a seguir, mas consideramos que a

demonstração deste caso mais geral é interessante e, por esse motivo, optamos por não omiti-la.
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Teorema 2.1.1. Seja L uma estrutura localmente integrável definida sobre Ω. Sejam p P Ω e d a

dimensão real de LK X T ˚
p Ω. Existe um sistema de coordenadas locais

tx1, ..., xv, y1, ..., yv, s1, ..., sd, t1, ..., tn1u

que se anula em p e aplicações suaves ϕ1, ..., ϕd definidas em uma vizinhança da origem que satisfazem

ϕkp0q “ 0, dϕkp0q “ 0, k “ 1, ..., d,

tais que os diferenciais das aplicações

Zjpx, tq
.
“ xj ` iyj, j “ 1, ..., v

e

Wkpx, y, s, tq “ sk ` iϕkpz, s, tq, k “ 1, ..., d

geram LK em uma vizinhança da origem. Em particular, v ` d “ m, v ` n1 “ n e

LK
p X T ˚

PΩ “ spantds1|0, ..., dsd|0u.

PROVA. Sejam p P Ω e G1, ..., Gm funções suaves definidas em uma vizinhança de p tal que dG1, ..., dGm

gerem LK.

Faça V “ LK
p no Lema 2.1.1 e assuma V0 “ LK

p X T ˚
p Ω. Assim, se tζ1, ..., ζv, ξv`1, ..., ξmu é a base

fornecida pelo lema, então existem pcj,kq, j P t1, ..., v ` mu, k P t1, ...,mu tais que

m
ÿ

k“1

cj,kdGlppq “

$

’

&

’

%

ζj, se j “ 1, ..., v

ξj, se j “ v ` 1, ...,m.

Defina

Zj
.
“

m
ÿ

k“1

cj,krGk ´ Gkppqs, j “ 1, ..., v

e

Wj
.
“

m
ÿ

k“1

cv`l,krGk ´ Gppqs, l “ 1, ..., d.
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Portanto, dZ1, ..., dZv, dW1, ..., dWd também geram LK em uma vizinhança de p.

Se xj “ RepZjq, yj “ ImpZjq e sl “ RepWlq, então a segunda conclusão do Lema 2.1.1 nos

garante que dx1, ..., dxv, dy1, ..., dyv, ds1, ..., dsdu são L.I. em p.

Como dWkppq “ ξv`k é real, dϕk “ 0 na origem, como queŕıamos demonstrar.

Como consequência, temos o seguinte corolário.

COROLÁRIO 2.1.1. Seja L uma estrutura localmente integrável definida em um aberto Ω Ă RN . Existe

um sistema local de coordenadas anulando-se em p,

tx1, ..., xm, t1, .., tnu

e aplicações reais, suaves ϕ1, ..., ϕm definidas em uma vizinhança da origem e satisfazendo ϕkp0, 0q “ 0

e dxϕkp0, 0q “ 0, k P t1, ...,mu, tais que os diferenciais das funções

Zkpx, tq “ xk ` iϕkpx, tq, k P t1, ...,mu

geram LK em uma vizinhança da origem.

2.2 Caso uniforme

Neste seção, estabelecemos uma versão da Fórmula de aproximação de Baouendi-Treves para

soluções homogêneas de uma estrutura localmente integrável, conforme definição a seguir.

Definição 2.2.1. Dada uma distribuição u em Ω (veja o apêndice B para a definição de distribuições

definidas em variedades), dizemos que u é uma solução homogênea de L (e escrevemos Lu “ 0)

quando Lu “ 0 em U , para toda seção local L de L definida em um subconjunto aberto U Ă Ω.

O seguinte lema será utilizado nas demonstrações do caso uniforme e do caso holomorfo:

Lema 2.2.1. Seja B é uma matriz mˆm com coeficientes reais e norma menor que 1. Se A “ I`iB,

então

detA

ż

Rm

e´rAxs2dx “ π
m
2 .

PROVA. De fato, reescreva

rAxs
2

“ xAx,Axy “ xAtAx, xy.
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Deste modo, se denotarmos C “ AtA, então teremos e´rAxs2 “ e´xCx,xy. Além disso,

RepCq “ RepAtAq “ RepI ` iBt
qpI ` iBq “ I ´ BtB.

Portanto, tomando o ramo positivo da raiz (veja [20], página 85), temos

ż

Rm

e´xCx,xydx “ π
m
2 pdetCq

´ 1
2 “ π

m
2 pdetAq

´1.

O teorema a seguir é uma versão simplificada do Teorema II.1.1 presente em [8], mas que ainda é

suficiente para nosso propósito que é apresentar uma demonstração do teorema tubular de Bochner

(veja [2.4.1]).

Teorema 2.2.1. (Formula de aproximação de Baouendi-Treves) Seja L uma estrutura lo-

calmente integrável sobre Ω e assuma que dZ1, ..., dZm geram LK em todos os pontos de Ω. Então,

para qualquer ponto p P Ω, existem abertos U e W tais que p P U Ă U Ă W Ă Ω e para toda

solução homogênea u P C8pW q de L, existe uma sequência de funções suaves punqn em C8pUq tal

que un Ñ u uniformemente em U .

PROVA. A demonstração da fórmula é extensa e será realizada por partes. Primeiro, dado p P Ω,

aplicaremos a mudança de coordenadas estabelecida pelo Corolário 2.1.1, ou seja, existem um sistema

local de coordenadas

tx1, ..., xm, t1, ..., tnu

que se anula em p e aplicações reais, suaves ϕ1, ..., ϕm definidas em uma vizinhança da origem e

satisfazendo ϕkp0, 0q “ 0 e dxϕkp0, 0q “ 0, k P t1, ...,mu, tais que os diferenciais das funções

Zkpx, tq “ xk ` iϕkpx, tq, k P t1, ...,mu

geram LK em uma vizinhança da origem. Para que o conjunto tRepdZ1q, ..., RepdZmqu seja L.I.,

observe que podemos trocar Zj por iZj, para certos ı́ndices j P t1, ...,mu, se necessário.

Agora, seja R ą 0 tal que a conclusão do Corolário 2.1.1 é válida para V , onde

V “ tq; |xpqq| ă R, |tpqq| ă Ru.
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Além disso, pela suavidade das aplicações
Bϕj

Bxk
, podemos assumir que

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˆ

Bϕj

Bxk

˙
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ă
1

2
, @px, tq P V , (2.1)

onde || ¨ || é a norma da matriz ϕxpx, tq “

ˆ

Bϕj

Bxk
px, tq

˙

vista como operador linear em Rm.

Multiplicando as funções ϕj por funções corte convenientes, é posśıvel estender nossa hipótese

para funções definidas em RN . A partir desta modificação das aplicações ϕj, podemos assumir que

as aplicações Zj estão definidas em RN . Assim, tdZjuj definem um novo fibrado cotangente em RN

e, por fim, um novo subfibrado tangente global.

Seja Zx a matriz

ˆ

BZj

Bxk

˙

j,k

. Deste modo, Zxp0, 0q é exatamente a matriz identidade mˆm. Pela

continuidade do determinante, conclui-se que Zx é invert́ıvel em uma vizinhança da origem. Deste

modo, denote as entradas da matriz inversa de Zx por µk,l e defina os seguintes campos

Mk
.
“

m
ÿ

j“1

µk,lpx, tq
B

Bxl
, k “ 1, ...,m.

Assim, por construção:

MkZj “ δk,j, k, j P t1, ...,mu

Ademais,

Lj “
B

Btj
´ i

m
ÿ

k“1

Bϕk

Btj
px, tqMk, j P t1, ..., nu

são L.I. e satisfazem LjZk “ 0 (veremos no próximo caṕıtulo que essa é uma estrutura recorrente no

nosso estudo). Desta forma, os campos L1, ..., Ln geram L em todo ponto enquanto os N vetores

L1, ..., Ln,M1, ...,Mm

comutam dois a dois e geram CTpRN , p P Rn.

Uma vez que dZ1, ..., dZn, dt1, ..., dtm geram o subfibrado cotangente CT ˚RN , dada uma função

ωpx, tq, C1, temos

dω “

n
ÿ

j“1

Ljωdtj `

m
ÿ

k“1

MkωdZk,

isto decorre do fato que LjZk “ 0 e Mktj “ 0 para 1 ď j ď n e 1 ď k ď m, enquanto Ljtk “ δjk para



57

1 ď j, k ď n e MkZj “ δjk para 1 ď j, k ď m.

Para continuar a demonstração, algumas considerações devem ser realizadas:

1. Para ζ “ pζ1, ..., ζmq P Cm, defina rζs2
.
“ ζ21 ` ... ` ζ2m.

2. Se A “ paiq e B “ pbiq são elementos de Rm, então rA ` iBs2 “ |A|2 ` 2ixA,By ´ |B|2. Logo,

para τ ą 0, temos
ˇ

ˇ

ˇ
e´τ rA`iBs2

ˇ

ˇ

ˇ
“

ˇ

ˇ

ˇ
e´τp|A|2`2ixA,By´|B|2q

ˇ

ˇ

ˇ
“ eτp|B|2´|A|2q.

3. Defina uma função teste hR tal que

hRpxq “

$

’

’

’

&

’

’

’

%

0, |x| ě R,

1, em uma vizinhança de |x| ď R
2
,

0 ď hRpxq ď 1, em todo domı́nio.

Deste modo, se u está definida em V , uhR está definida em todo Rm. Além disso, uhR possui

a mesma regularidade que u e possui suporte compacto. Por simplicidade, vamos escrever

somente h no lugar de hR.

4. Defina a seguinte famı́lia de funções tEτuuτPp0,8q da seguinte forma:

Eτupx, tq
.
“

´τ

π

¯
m
2

ż

Rm

e´τ rZpx,tq´Zpx1,0qs2upx1, 0qhpx1
qdetZxpx1, 0qdx1.

5. Como a exponencial no integrando de Eτupx, tq é uma função inteira de pZ1, ..., Zmq, pela regra

da cadeia, para cada j,

Lj

´

e´τ rZpx,tq´Zpx1,0qs2
¯

“
B

Btj

´

e´τ rZpx,tq´Zpx1,0qs2
¯

´ i
m
ÿ

k“1

Bφk

Btj
px, tqMk

´

e´τ rZpx,tq´Zpx1,0qs2
¯

“ 0.

Deste modo, pela derivação sob o sinal de integração, Eτupx, tq também satisfaz

LjEτupx, tq “ 0, j P t1, ..., nu.

Assim, o próximo passo da demonstração consiste em mostrar que Eτ Ñ u uniformemente quando

τ Ñ 8.
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Para isso, considere a seguinte modificação do operador Eτ :

Gτupx, tq
.
“

´τ

π

¯
m
2

ż

Rm

e´τ rZpx,tq´Zpx1,tqs2upx1, tqhpx1
qdetZxpx1, tqdx1.

Note que no caso em que as funções φk são identicamente nulas, temos Zxpx, tq “ x e detZx “ 1.

Neste caso, Gτupx, tq “

´τ

π

¯
m
2

ż

Rm

e´τ rx´x1s2upx1, tqhpx1
qdx1 que é uma convolução da gaussiana com

upx, tqhpxq, i.e, Gτ é uma aproximação da identidade, assim Gτ Ñ u uniformemente quando τ Ñ `8.

No caso geral, as funções φk podem não se anular, mas, por continuidade, serão relativamente

pequenas em torno da origem. Assim, podemos mostrar que Gτ ainda é uma aproximação da iden-

tidade. Vamos mostrar isso.

Defina νpx, tq
.
“ hpxqupx, tqdetZxpx, tq. Para px, tq fixo, a matriz Zxpx, tq satisfaz a estimativa

(2.1). Portanto, pelo Lema 2.2.1, podemos escrever

hpxqupx, tq “ π´m
2 hpxqupx, tqdetZxpx, tq

ż

Rm

e´rZxpx,tq¨x1s2dx1

“ π´m
2

ż

Rm

e´rZxpx,tq¨x1s2hpxqupx, tqdetZxpx, tqdx1

“ π´m
2

ż

Rm

e´rZxpx,tq¨x1s2νpx, tqdx1.

e, ao aplicar a mudança de variáveis x1 ÞÑ x ` τ´ 1
2x1 na definição de Gτupx, tq, obtemos

Gτupx, tq “ π´m
2

ż

Rm

e´τ rZpx,tq´Zpx`τ´1{2x1,tqs2νpx ` τ´1{2x1, tqdx1.

Deste modo,

rGτu ´ hpxquspx, tq “ π´m
2

ż

Rm

e´τ rZpx,tq´Zpx`τ´1{2x1,tqs2νpx ` τ´1{2x1, tq ´ e´rZxpx,tq¨x1s2νpx, tqdx1

e, ao somar e subtrair e´rZxpx,tq¨x1s2νpx ` τ´1{2x1, tq no integrando, a integral no lado direito se torna

rGτu ´ hpxquspx, tq “π´m
2

ż

Rm

e´τ rZpx,tq´Zpx`τ´1{2x1,tqs2νpx ` τ´1{2x1, tq`

´ e´rZxpx,tq¨x1s2νpx ` τ´1{2x1, tq ` e´rZxpx,tq¨x1s2νpx ` τ´1{2x1, tq`

´ e´rZxpx,tq¨x1s2νpx, tqdx1,



59

Para simplificar, defina

Iτ “ π´m
2

ż

Rm

e´rZxpx,tq¨x1s2
rνpx ` τ´1{2x1, tq ´ νpx, tqsdx1

e

Jτ “ π´m
2

ż

Rm

re´τ rZpx,tq´Zpx`τ´1{2x1,tqs2
´ e´rZxpx,tq¨x1s2

sνpx ` τ´1{2x1, tqdx1.

E observe que, Gτupx, tq ´ hpxqupx, tq “ Iτ ` Jτ .

Para completar a demonstração de que Gτ Ñ u, quando τ Ñ 8, nós mostraremos que Iτ Ñ 0 e

Jτ Ñ 0, uniformemente, quando τ Ñ 0.

Para mostrar que Iτ Ñ 0, observe que, pela estimativa (2.1),

|e´rZxpx,tq¨x1s2
| “ |e´rpI`iφxpx,tqq¨x1s2

| “ e´|x1|2`|φxpx,tq¨x1|2

ď e´|x1|2` 1
4

|x1|2
“ e´ 3

4
|x1|2 .

E como |∇xνpx, tq| é limitada em Rm ˆ t|t| ď Ru (uma vez que h tem suporte compacto, ν se

anula para |x| suficientemente grande), o teorema do valor médio nos dá

|Iτ px, tq| ď Cτ´ 1
2

ż

Rm

e´3|x1|{4
|x1

|dx1
ď C 1τ´ 1

2 .

Portanto, Iτ Ñ 0 quando τ Ñ 8.

Agora vamos estimar Jτ . Note que

Zpx, tq ´Zpx` τ´1{2x1, tq “ x` iφpxq ´x´ τ´ 1
2x1

´ iφpx` τ´ 1
2 q “ ´τ´ 1

2x1
` i

´

φpxq ´ φpx ` τ´ 1
2 q

¯

.

Se fizermos A “ | ´ τ rZpx, tq ´ Zpx ` τ´ 1
2x1, tqs2 ` rZxpx, tqx1s2|, então

A “ τ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

´rZpx, tq ´ Zpx ` τ´ 1
2x1, tqs

2
`

„

Zxpx, tqx1

τ
1
2

ȷ2
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dáı,

A “ τ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Zpx, tq ´ Zpx ` τ´ 1
2x1, tq `

Zxpx, tqx1

τ
1
2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

¨

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Zpx, tq ´ Zpx ` τ´ 1
2x1, tq ´

Zxpx, tqx1

τ
1
2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

.
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Assim,

A ď τ
1
2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Zpx, tq ´ Zpx ` τ´ 1
2x1, tq

τ´ 1
2

´ Zxpx, tqx1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

¨

ˇ

ˇ

ˇ
Zpx, tq ´ Zpx ` τ´ 1

2x1, tq ´ Zxpx, tqpτ
1
2x1

q

ˇ

ˇ

ˇ
.

Além disso,

lim
τÑ8

´
Zpx ` τ´ 1

2x1, tq ´ Zpx, tq

τ´ 1
2

“ lim
ρÑ0`

´
Zpx ` ρx1, tq ´ Zpx, tq

ρ
“ ´Zxpx, tqx1.

Portanto, usando a formula de Taylor, existem contantes δ ą 0 e Cpx,x1q ą 0 tais que

A ă τ
1
2 δCpx,x1q||τ

´ 1
2x1

||
2

“ τ
1
2

´1δCpx,x1q||x
1
||
2

“ τ´ 1
2 C̃pKq,

onde Cpx,x1q é uma contante que depende de x e de x1 e K é um compacto fixo de diâmetro suficien-

temente grande.

Deste modo, conclúımos que Jτ Ñ 0 uniformemente quando τ Ñ 8. Isto encerra a demonstração

de que Gτu Ñ u uniformemente quando τ Ñ 8.

O próximo passo da demonstração é mostrar que o operado resto, Rτ , definido por

Rτupx, yq “ Gτupx, yq ´ Eτupx, yq, (2.2)

converge a 0 uniformemente quando τ Ñ 8. Neste ponto, a hipótese de que u é solução homogênea

de L é essencial para podermos utilizar o Teorema de Stokes e conseguirmos uma expressão mais

simples do operador resto.

Pelo Teorema de Stokes, temos

Rτupx, tq “ lim
RÑ8

„
ż

r´R,Rsm

ωpx1, 0q ´

ż

r´R,Rsm

ωpx1, tq

ȷ

“

ż

Br´R,Rsmˆr0,ts

ωpx1, t1q “

ż

Rmˆr0,ts

dωpx1, t1q,

com

dω “

n
ÿ

j“1

Ljωdtj `

m
ÿ

k“1

MkωdZk “

n
ÿ

j“1

´π

τ

¯
m
2
e´τ rZpx,tq´Zpx1,t1qs2upx1, t1qLjhdtj ^ dZpx1, t1q.
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Portanto,

|Rτupx, tq| ď

n
ÿ

j“1

ż

´π

τ

¯
m
2
ˇ

ˇ

ˇ
e´τ rZpx,tq´Zpx1,t1qs2

ˇ

ˇ

ˇ
|Ljh||dtj ^ dZpx1, t1q|.

Observe que

Ret´τ rZpx, tq´Zpx1, t1qs
2
u “ Ret´τ rx`iφpx, tq´x1

´iφpx1, t1qs
2
u “ ´τtpx´x1

q
2
´rφpx, tq´φpx1, t1qs

2
u.

Como,

|φpx, tq ´ φpx1, t1q| ď |φpx, tq ´ φpx1, tq| ` |φpx1, tq ´ φpx1, t1q| ď
1

2
|x ´ x1

| ` C|t ´ t1|.

Suponha que |t| ă T . Temos |t ´ t1| ă T e

|φpx, tq ´ φpx1, t1q|
2

ď
1

2
|x ´ x1

|
2

` CT |x ´ x1
| ` C2

ď
1

2
|x ´ x1

|
2

` 2C2T 2.

Portanto,

|e´τ rZpx,tq´Zpx1,t1qs2
| “ e´τp|x´x1|2q´ 1

2
|x´x1|2´2pCT q2q

“ eτp2pCT q2´ 1
2

|x´x1|2q.

Como h P C8
c pBp0, Rqq e h ” 1 quando |x1| ď

R

2
, é suficiente estudar

R

2
ď |x1| ď R.

Esta condição nos fornece |x ´ x1| ě |x| ´ |x1| ě
R

2
´
R

4
“
R

4
. Assim,

eτp2pCT q2q´ 1
2

|x´x1|2q
ď e

τ
´

2pCT q2´R2

32

¯

.

Escolha T de forma que 2pCT q2 ă
R2

32
, ou seja, T ă

R

8C
. Portanto, existe a ą 0 tal que

|Rτupx, tq| ď τ´m
2 ¨ Ce´aτ

“ C

˜

e´ 2
m
aτ

τ

¸
m
2

.

Assim, Rτ Ñ 0 quando τ Ñ 8. Assim como queŕıamos demonstrar.
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2.3 Caso holomorfo

Nesta seção apresentaremos a formula de aproximação de Baouendi-Treves global no caso especial

em que o subfibrado tangente é formado pelos operadores de Cauchy-Riemann e o aberto é do tipo

tubo.

Teorema 2.3.1. Sejam U Ă Rm um conjunto aberto e conexo e f uma função holomorfa definida no

tubo Ω “ T pUq “ U ` iRm. Então existe uma sequência de funções inteiras (holomorfas em Cm) fj,

j P N, que converge para f uniformemente sobre subconjuntos compactos de Ω.

PROVA. Assuma, sem perda de generalidade, que 0 P U e que fpzq “ fpx`iyq é uma função holomorfa

definida em Ω.

Para r ą 0 que escolheremos mais adiante de acordo com o subconjunto compacto que tomaremos

em Ω, defina hr P C8
c pRmq tal que hrpyq “ 0, se |y| ě 2r e hrpyq “ 1 quando |y| ď r.

Assim, dados r, τ ą 0, considere o seguinte operador de aproximação

Er,τfpzq “

´τ

π

¯
m
2

ż

Rm

eτ rz´iηs2fp0 ` iηqhrpηqdη, z P Cm. (2.3)

Decorre da suavidade dos integrandos e do suporte compacto de hr que os operadores definidos

pela equação (2.3) definem funções inteiras para cada r e τ fixados.

Deste modo, uma candidata natural para a sequência que procuramos pode ser obtida tomando

sequências prjqj e pτjqj tais que rj, τj Ñ 8 e definindo fj “ Eτj ,rj .

Para estudar a convergência uniforme, defina a seguinte modificação do operador de aproximação

Gr,τfpx ` iyq “

´τ

π

¯
m
2

ż

Rm

e´τ |y´η|2fpx ` iηqhrpηqdη, px, yq P U ˆ Rm. (2.4)

Vamos mostrar que Gr,τfpx, yq Ñ fpx, yq uniformemente em BR, onde BR Ă U é uma bola aberta

centrada na origem de raio R a ser escolhido posteriormente.

Defina νpx ` iyq
.
“ fpx ` iyqhrpyq. Pelo lema 2.2.1, temos

νpx ` iyq “ π´m
2

ż

Rm

e´rx1s2νpx ` iyqdx1.

Por outro lado, se fizermos a mudança de variáveis η ÞÑ y` τ´ 1
2η e aplicarmos em (2.4), obtemos



63

a seguinte representação de Gr,τ :

Gr,τfpx ` iyq “ π´m
2

ż

Rm

e
´τ

ˇ

ˇ

ˇ
y´

´

y`τ´ 1
2 η

¯ˇ

ˇ

ˇ

2

f
´

x ` i
´

y ` τ´ 1
2η
¯¯

hr

´

y ` τ´ 1
2η
¯

dη

“ π´ 1
2

ż

Rm

e´|η|2νpx, y ` τ´ 1
2ηqdη

Assim, pelo Teorema do Valor Médio aplicado em ν,

|pGr,τ ´ νqpx ` iyq| ď π´m
2

ż

Rm

e´|η|2
ˇ

ˇ

ˇ
νpx ` iyq ´ ν

´

x ` i
´

y ` τ´ 1
2η
¯¯

ˇ

ˇ

ˇ

ď π´m
2

ż

Rm

e´|η|2C|τ´ 1
2η|dη ă C 1τ´ 1

2 .

Deste modo, Gr,τ Ñ ν uniformemente em U ˆ Rm quando τ Ñ 8.

Defina o operador de resto por

Rr,τfpx ` iyq
.
“ Gr,τfpx ` iyq ´ Er,τfpx ` iyq, px, yq P U ˆ Rm. (2.5)

Para conseguirmos uma fórmula alternativa para o operador de resto, defina a seguinte forma

diferencial:

ωpξ, ηq “

´τ

π

¯
m
2
eτ rpx`iyq´pξ`iηqs2fpξ ` iηqhrpηqdp´iξ ` ηq

e observe que como

Er,τfpzq “

´τ

π

¯
m
2

ż

Rm

eτ rz´iηs2fp0 ` iηqhrpηqdη

e

Gr,τfpx ` iyq “

´τ

π

¯
m
2

ż

Rm

e´τ |y´η|2fpx ` iηqhrpηqdη,

temos

Er,τfpx ` iyq “

ż

t0uˆRm

ω e Gr,τfpx ` iyq “

ż

txuˆRm

ω

Assim, pelo Teorema de Stokes, temos

Rr,τfpx ` iyq
.
“ Gr,τfpx ` iyq ´ Er,τfpx ` iyq “

ż

r0,xsˆRm

dω,

onde r0, xs é o segmento que liga x à origem.
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Para calcular dω, considere a estrutura dada por:

Lj “
1

2
pBξj ` iBηjq; Zk “ ξk ` iηk

Mj “
1

2
pBξj ´ iBηjq; Wk “ ξk ´ iηk.

A nossa estrutura está bem colocada, pois

LjZk “
1

2
pδjk ´ δjkq “ 0; MjZk “

1

2
pδjk ` δjkq “ δjk

LjWk “
1

2
pδjk ` δjkq “ δjk; MjWk “

1

2
pδjk ´ δjkq “ 0.

Dáı, tZ1|p, ..., Zm|p,W1|p, ...,Wm|pu é base de CT ˚
p Cm.

Se

vpξ, ηq “

´τ

π

¯
m
2
eτ rpx`iyq´pξ`iηqs2fpξ ` iηqhrpηq,

então

dω “ dv ^ dp´iξ ` ηq.

Além disso,

dv “

m
ÿ

j“1

αjdZj `

m
ÿ

j“1

βjdWj,

onde

Lkpvq “ dvpLkq “

m
ÿ

j“1

αjdZjpLkq `

m
ÿ

j“1

βjdWjpLkq “

m
ÿ

j“1

αjLkZj `

m
ÿ

j“1

βjLkWj “ βk

e

Mkpvq “ dvpMkq “

m
ÿ

j“1

αjdZjpMkq `

m
ÿ

j“1

βjdWjpMkq “

m
ÿ

j“1

αjMkZj `

m
ÿ

j“1

βjMkWj “ αk.

Portanto,

dv “

m
ÿ

j“1

MjpvqdZj `

m
ÿ

j“1

LjpvqdWj.
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Como dZk “ dpξk ` iηkq “
1

´i
dp´iξk ` ηkq e f é holomorfa em Ω, temos

dω “

m
ÿ

j“1

LjpvqdWj ^ dp´iξ ` ηq

“

m
ÿ

j“1

´τ

π

¯
m
2
eτ rpx`iyq´pξ`iηqs2fpξ ` iηq

i

2
BηjhrpηqdWj ^ dp´iξ ` ηq

“

m
ÿ

j“1

´τ

π

¯
m
2
eτ rpx`iyq´pξ`iηqs2fpξ ` iηq

i

2
Bηjhrpηqp´iqmdWj ^ dζ,

onde dζ “ dpξ ` iηq “ dpξ1 ` iη1q ^ dpξ2 ` iη2q ^ ¨ ¨ ¨ ^ dpξm ` iηmq.

Logo,

Rr,τfpx ` iyq “

ż

r0,xs

m
ÿ

j“1

rjpx, y, ξ, τ, rqdξj,

onde rjpx, y, ξ, τ, rq “

´τ

π

¯
m
2 ş

Rm e
τ rpx`iyq´pξ`iηqs2fpξ ` iηqLjhrpηqp´iqmdζ.

Mais geralmente, para garantir que a integral esteja definida em Ω se x P U , então considere um

caminho poligonal γx Ă U que liga x à origem (lembrando que U é aberto e conexo) e escreva

Rr,τfpx ` iyq “

ż

γx

m
ÿ

j“1

rjpx, y, ξ, τ, rqdξj.

Seja U1 Ă U aberto, convexo e relativamente compacto e, dado R ą 0, denote por BR Ă Rm a

bola de raio R e centro na origem.

Se γ Ă U1, então temos

|Rr,τfpx ` iyq| ď C|γx| max
1ďjďn

sup
ξPω1

|rjpx, y, ξ, τ, rq|, px, yq P U1 ˆ BR.

Assim, decorre do fato que Ljhrpηq ” 0 para |η| ď r que ao escolhermos r ą 2R, obtemos

|eτ rpx´ξq`ipy´ηqs2
| ď e´cτ , c ą 0.

Portanto, Rr,τfpx, yq Ñ 0 uniformemente em U1 ˆ BR para r ą 2R.

Assim, dado qualquer subconjunto compacto K ĂĂ Ω e ϵ ą 0, podemos encontrar R ą 0 e
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U1 ĂĂ U como acima de modo que K Ă U1 ˆ BR e então escolhemos r ą 2R e τ ą 0 tais que

|Rr,τfpx, yq| ă ϵ em K.

Portanto, uma vez que Gr,τfpx, yq Ñ fpx, yq uniformemente em BR quando τ Ñ 8, temos que

|Er,τfpzq ´ fpzq| ă 2ϵ, z P K, r ą 2R, τ suficientemente grande.

Sendo assim, se rj Ñ 8 e τj Ñ 8, temos

fj
.
“ Erj ,τjfpzq Ñ fpzq, quando j Ñ 8

uniformemente em conjuntos compactos de Ω.

É importante frisar que os resultados de aproximação obtidos nas duas últimas seções podem ser

demonstrados em diversos espaços de convergência, para um tratamento mais amplo, sugerimos a

leitura de [8] e, como exemplo de aplicação mais recente, sugerimos a leitura de [14].

2.4 Aplicação - uma demonstração do teorema tubular de Bochner

Finalmente, estamos aptos a enunciar e demonstrar o teorema tubular de Bochner. A demons-

tração presente nesta dissertação segue o artigo de 2009 de J. Hounie (veja [21]).

Teorema 2.4.1. (teorema tubular de Bochner). Seja U Ă Rm um conjunto aberto e conexo.

Toda função holomorfa fpzq definida no tubo Ω “ T pUq
.
“ U ` iRm pode ser estendida à uma função

holomorfa definida em chpΩq “ T pchpUqq (vide Lema 1.1.3).

PROVA. Defina o conjunto das 2-combinações convexas de U por:

U1
.
“ ttx1 ` p1 ´ tqx2; x1, x2 P U, 0 ď t ď 1u.

Assim, por construção, temos U1 Ă chpUq.

Além disso, se z P U1, então existem x1, x2 P U e t0 P r0, 1s tais que z “ t0x1 ` p1 ´ t0qx2. Como

U é aberto, existem ε1, ε2 ą 0 tais que Bpx1, ε1q Y Bpx2, ε2q Ă U .
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Dáı,

z P t0Bpx1, ε1q ` p1 ´ t0qBpx2, ε2q
.
“ tt0y1 ` p1 ´ t0qy2; y1 P Bpx1, ε1q, y2 P Bpx2, ε2qu Ă U1.

Lembre-se que a multiplicação de um número positivo por um aberto (se a P R` e X Ă Rm, então

aX “ tax; x P Xu) é aberto. Lembrando também que a soma px, yq ÞÑ x` y é uma aplicação linear

sobrejetora, segue do teorema da aplicação aberta que ela é aberta e consequentemente t0Bpx1, ε1q `

p1 ´ t0qBpx2, ε2q é um conjunto aberto. Portanto, U1 é aberto.

Deste modo, somos capazes de definir, indutivamente, uma sequência de abertos encaixados,

tUjujPN, onde Uj`1
.
“ ttx1 ` p1 ´ tqx2;x1, x2 P Uj, 0 ď t ď 1u, para todo j natural.

Pelo Teorema de Carathéodory, Teorema 1.1.3, esta sequência se estabiliza após, no máximo, m

passos. Isto é,
Ťm

j“1 Uj “ chpUq.

Agora, considere uma sequência de funções tfjujPN como no Teorema 2.3.1.

Mostraremos que todo ponto de T pU1q possui uma vizinhança onde fj Ñ f uniformemente.

Pelo Lema 1.2.2, dado um ponto genérico zt “ xt ` iη P T pU1q, onde xt “ tx0 ` p1 ´ tqx1 com

x0, x1 P U , t P r0, 1s e η P Rm, podemos obter um disco anaĺıtico, At : ∆ Ñ Cm, centrado em zt e

cuja fronteira está contida em um subconjunto compacto de Ω.

Uma vez que fj converge uniformemente no compacto AtpB∆q, dado ϵ ą 0, existe N P N tal que

|pfj ˝ Atqpwq ´ pfk ˝ Atqpwq| ă ϵ quando j, k ą N , para todo w P B∆. Além disso, pelo prinćıpio do

máximo, a sequência tfj ˝ Atu é de Cauchy na origem, pois existe w0 P B∆ tal que

|pfj ˝ Atqp0q ´ pfk ˝ Atqp0q| ď max
wPB∆

|pfj ˝ Atqpwq ´ pfk ˝ Atqpwq|

“ |pfj ˝ Atqpw0q ´ pfk ˝ Atqpw0q| ă ϵ.

Deste modo, ao tomar pequenas translações de At, obtemos uma famı́lia de discos anaĺıticos cujas

fronteiras estão contidas em um subconjunto compacto fixado de Ω.

Logo, fjpzq converge uniformemente em uma vizinhança de zt. E, ao aplicar este processo reite-

radamente, conclúımos a demonstração do nosso teorema.



Caṕıtulo

3

O conjunto frente de onda do traço de uma

solução para uma estrutura tubular

Neste caṕıtulo nós desenvolveremos alguns resultados de regularidade microlocal. Lembraremos

das definições básicas e apresentaremos resultados sobre analiticidade microlocal para soluções de uma

estrutura tubo. Como consequência apresentaremos um resultado de extensão em um tubo U ˆ Rn

em que U não é um aberto, estendendo o Teorema de Bochner. Ademais, é importante destacar que

as técnicas usadas neste caso são muito diferentes daquelas que desenvolvemos nos caṕıtulos acima.

Por esse motivo, para o texto não ficar muito grande, algumas demonstrações preliminares serão

omitidas (mas deixaremos referencias com as respectivas demonstrações).

3.1 Revisão de análise microlocal e transformada FBI

Em 1982, M. S. Baouendi e F. Treves forneceram uma condição suficiente para a analiticidade

microlocal de uma solução de um sistema de campos vetoriais complexos (veja [3]). Outros resultados

de extensão, para funções CR podem ser encontrados em [4].

A principal ferramente utilizada na demonstração foi a transformada de Fourier-Bros-Iagonitzer,

doravante chamada de transformada FBI, de uma função u P C8
c pRmq. A saber, a transformada FBI

de u é definida do seguinte modo,

Fkupx, ξq
.
“

ż

Rm

eipx´yq¨ξ´k|ξ||x´y|2upyqdy “ xuy, e
ipx´yq¨ξ´k|ξ||x´y|2

y,

onde k é uma constante positiva que pode ser (e será) escolhida conforme a necessidade.
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Observação 3.1.1. Observe que a transformada FBI generaliza a transformada de Fourier, no sentido

que a transformada de Fourier é obtida como caso particular ao escolhermos x “ 0 e K “ 0 na

definição da transformada FBI.

Para uso posterior, iremos estabelecer as seguintes definições:

Definição 3.1.1. Dizemos que um conjunto Γ Ă Rn ´ t0u é um cone com centro na origem (quando

não houver risco de confusão diremos apenas cone) quando t P Γ se, e somente se, pt P Γ, para

todo p real positivo. Um conjunto Γδ é dito um cone truncado quando existe um cone Γ tal que

ΓT “ Γ X tt P Rn; |t| ă δu.

Definição 3.1.2. Dizemos que uma função holomorfa f P OpV ` iΓδq possui crescimento temperado

na direção de V quando existem um inteiro positivo k e uma constante c tais que

|fpx ` iyq| ď
c

|y|k
, |y| Ñ 0

Para f P OpV ` iΓδq, φ P C8
c pV q e v P Γ, defina

xfv, φy “

ż

fpx ` ivqφpxqdx.

Definição 3.1.3. Se f P OpV ` iΓδq possui crescimento temperado e k é o inteiro da Definição 3.1.2,

então definimos o valor de fronteira de f , bf , por

bf
.
“ lim

vÑ0, vPΓ1
fv.

Veja [8, Theorem V.2.6] para uma demonstração de que o limite acima existe e define uma

distribuição em D1pV q.

Definição 3.1.4. Sejam x0 P Rm e ξ0 P Rm´t0u. Dizemos que uma distribuição u P D1pRmq é anaĺıtica

microlocal em px0, ξ
0q quando existem uma vizinhança V de x0, cones Γ

1, ...,ΓN em Rm´t0u e funções

holomorfas fj P OpV ` iΓj
δq (para algum δ ą 0) de crescimento temperado tais que

u “

N
ÿ

j“1

bfj

próximo de x0 e ξ0 ¨ Γj ă 0, para todo j P t1, ..., Nu.
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Definição 3.1.5. Seja u P D1pRmq, x0 P Rm, ξ0 P Rm ´ t0u. Então, px0, ξ
0q R WFapuq se, e somente

se, existem uma vizinhança V de x0 em Rm, um cone aberto Γ Ă Rm ´ t0u com ξ0 P Γ e constantes

c1, c2 ą 0 tais que

|Fkupx, ξq| ď c1e
´c2|ξ|, @px, ξq P V ˆ Γ. (3.1)

O conjunto WFapuq é chamado conjunto frente de onda anaĺıtico de u.

Observação 3.1.2. Em [8, Theorem V.2.14.] podemos encontrar uma demonstração para relação entre

conjunto frente de onda anaĺıtico e analiticidade microlocal. A saber,

WFau
.
“ tpx, ξq; u não é anaĺıtico microlocal em px, ξqu.

Como consequência, em [8, Corollary V.2.15] vemos que uma distribuição u P D1pUq é real anaĺıtica

em uma vizinhança de x0 P U se e somente se px0, ξq R WFapuq, para cada ξ ‰ 0.

Em [6] S. Berhanu e J. Hounie apresentaram uma caracterização de conjunto frente de onda

anaĺıtico usando uma transformada que, em certo sentido, generaliza a transformada FBI. A saber,

FK,kupx, ξq
.
“

ż

Rm

eipx´yq¨ξ´K|ξ||x´y|2kupyqdy “ xuy, e
ipx´yq¨ξ´k|ξ||x´y|2k

y,

S. Berhanu e J. Hounie mostraram que dada uma distribuição de suporte compacto e constantes K, k

fixas temos que dado ξ0 ‰ 0 segue que px0, ξ
0q R WFau se, e somente se, existem uma vizinhança

cônica Γ de ξ0 e vizinhança V de x0 tais que

|FK,kupx, ξq| ď c1e
´c2|ξ|, @px, ξq P V ˆ Γ. (3.2)

Nas próximas seções apresentaremos resultados de regularidade microlocal de soluções de estru-

turas tubos, com o objetivo de apresentar um resultado de extensão que as técnicas de [3] e [4] não

se aplicam. Para isso nós seguiremos o artigo [5].

3.2 Uma versão microlocal para o teorema tubular de Bochner

Sejam m e n inteiros positivos. Denotaremos as variáveis em Rm e Rn por x “ px1, ..., xmq e

t “ pt1, ..., tnq, respectivamente.
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Seja V Ă Rn um subconjunto não vazio, conexo e aberto. E seja φ : V Ñ Rm uma função

Lipschitz cont́ınua com φptq “ pφ1ptq, ..., φmptqq.

Defina Zkpx, tq
.
“ xk ` iφkptq, para j P t1, ...,mu e considere os campos vetoriais complexos em

Rm ˆ V definidos por

Lj “
B

Btj
´ i

m
ÿ

k“1

Bφk

Btj
ptq

B

Bxk
, j P t1, ..., nu.

O subfibrado vetorial definido pelos campos acima é uma estrutura com dimensão n, chamada

estrutura tipo tubo.

Note que temos um sistema de campos vetoriais complexos linearmente independentes que satisfaz

LjZk “ i
Bφk

Btj
ptq ´ i

m
ÿ

ℓ“1

Bφℓ

Btj
ptq

Bxk
Bxℓ

“ i
Bφk

Btj
ptq ´ i

Bφk

Btj
ptq “ 0, j P t1, ..., nu, k P t1, ...,mu.

Seja U Ă Rm não vazio, aberto e conexo e defina Ω “ U ˆ V .

Fixados t0 P V e ξ0 ‰ 0 daremos uma condição suficiente para que, dada uma função h Lipschitz

cont́ınua em Ω que satisfaz

Ljh “ 0, em Ω, @j P t1, . . . , nu; (3.3)

tenhamos p0, ξ0q R WFaht0 , em que ht0
.
“ hpx, t0q.

Teorema 3.2.1. Sejam ξ0 P R ´ t0u e N um número natural. Assuma que existe uma sequência

t˚j P V ´ t0u tal que t˚j Ñ 0 e

|φpt˚j q|
2N

ă ´φpt˚j q ¨ ξ0. (3.4)

Sob estas condições, se h é qualquer solução Lipschitz cont́ınua do sistema (3.3) em Ω, então

p0, ξ0q R WFah0.

PROVA. Para esta demonstração, assuma que |ξ0| “ 1 e que, para r ą 0, g denota uma função em

C8
c pBp0, rqq tal que gpxq ” 1 quando |x| ă

r

2
, além disso, usaremos as seguintes notações:

rzs
2k

“

˜

m
ÿ

j“1

z2j

¸k

e

Lfpy, tqdt “

m
ÿ

j“1

Ljfpy, tqdtj.
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Sejam h uma solução Lipschitz cont́ınua de (3.3) em Ω e px, ξq P R2m. Considere a seguinte integral

Ijpx, ξq “

ż

Rm

ż

γj

eipx´y´iφptqq¨ξ´K|ξ|rx´y´iφptqs2kLpgpyqhpy, tqqdtdy, (3.5)

onde γj Ă V é uma curva suave que une 0 a t˚j .

Observe que Lfpy, tqdt é uma 1´forma em V com parâmetro y. Assim, uma vez que

Ijpx, ξq “

ż

Rm

ż

γj

L
!

eipx´y´iφptqq¨ξ´K|ξ|rx´y´iφptqs2kgpyqhpy, tq
)

dtdy,

(e L está agindo apenas nas variáveis y e t) segue, pelo Teorema de Stokes para 1´formas,

Ijpx, ξq “ Ij˚px, ξq ´ I0px, ξq, (3.6)

onde

Ij˚px, ξq “

ż

R
eipx´y´iφpt˚

j qq¨ξ´K|ξ|rx´y´iφpt˚
j qs2kgpyqhpy, t˚j qdy

e

I0px, ξq “

ż

R
eipx´yq¨ξ´K|ξ|rx´ys2kgpyqh0pyqdy “ FK,kpgh0qpx, ξq. (3.7)

Queremos mostrar que, existem certas constantes c1, c2 ą 0 tais que

|I0px, ξq| ď c1e
´c2|ξ|,

para px, ξq em alguma vizinhança cônica de p0, ξq. Para isso nós estimaremos Ijpx, ξq e Ij˚px, ξq.

Observe que, para qualquer px, y, t, ξq temos,

|eipx´y´iφptqq¨ξ´K|ξ|rx´y´iφptqs2k
| “ e´Epx,y,t,ξq,
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em que

Epx, y, t, ξq “ ´Re
␣

ipx ´ y ´ iφptqq ¨ ξ ´ K|ξ|rx ´ y ´ iφptqs
2k
(

“ ´φptq ¨ ξ ` K|ξ|Rer|x ´ y|
2

´ |φptq|
2

´ 2ipx ´ yq ¨ φptqs
k

“ ´φptq ¨ ξ ` K|ξ|Re

#

k
ÿ

ℓ“0

p|x ´ y|
2

´ |φptq|
2
q
k´ℓ

r´2ipx ´ yq ¨ φptqs
ℓ

+

“ ´φptq ¨ ξ ` K|ξ|
ÿ

0ď2sďk

ˆ

k

2s

˙

p|x ´ y|
2

´ |φptq|
2
q
k´2s

p´4q
s
rpx ´ yq ¨ φptqs

2s.

Para cada t fixado, defina

P2kpx ´ y, tq “
ÿ

0ď2sďk

ˆ

k

2s

˙

p|x ´ y|
2

´ |φptq|
2
q
k´2s

p´4q
s
ppx ´ yq ¨ φptqq

2s (3.8)

e reescreva

P2kpx, tq “ |x|
2k

`
ÿ

|α|ď2k

cαptqxα. (3.9)

Algumas considerações são necessárias para dar continuidade à demonstração:

1. Dado um polinômio não constante f P Rrxs de grau 2d, decomponha-o em suas partes homo-

gêneas

f “ f0 ` f1 ` ... ` f2d,

em que fj é um polinômio homogêneo de grau j, para cada j P t0, ..., 2du.

2. Denotaremos o conjunto dos polinômios p ě 0 em Rm de grau 2d por P2d,m.

3. Escreva fpxq “
ÿ

|α|ď2

fαx
α e defina

Spfq “ tα P Nm; fα ‰ 0u ´ t0, 2dε1, ..., 2dεmu,

com εj “ pδj1, ..., δjmq, em que δjk denota o delta de Kronecker.

Portanto, podemos escrever

fpxq “ f0 `
ÿ

αPSpfq

fαx
α

`

m
ÿ

j“1

f2dεjx
2d
j .
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4. Seja

∆pfq “ tα P Spfq; fαx
α não é um quadrado em Rrxsu

“ tα P Spfq; ou fα ă 0 ou αj é ı́mpar para algum j P t1, ...,muu.

5. Lembre que se aj ě 0, j P t1, ..., l ´ 1u, e existe j0 P t1, ..., l ´ 1u tal que aj0 ‰ 0, então o

polinômio de uma variável

qpsq “ sl ´

l´1
ÿ

j“0

ajs
j,

possui uma única raiz positiva, que doravante será denotada por Cpqq.

6. Também invocamos o seguinte resultado presente em [13]:

Afirmação 3.2.1. Se f2d P intP2d,m (interior no espaço dos polinômios de grau 2d) e ε ą 0 são

tais que

f2d ´ ε
m
ÿ

j“1

x2dj P P2d,m,

então f0 ´ λ2d é uma cota inferior de f , onde λ “ C

˜

s2d ´

2d´1
ÿ

j“0

bjs
j

¸

e

bj “
1

2d
p2d ´ jq

2d´j
2d ε´

j
2d

ÿ

αP∆pfq, |α|“j

|fα|pαα
q

1
2d , 1 ď j ď 2d ´ 1.

De volta à demonstração do teorema, uma vez que |x|2k P intP2k,m e |x|2k ´

m
ÿ

j“1

x2kj P P2k,m, a

Afirmação 3.2.1 garante que, se tomarmos ε “ 1,

P2kpx, tq ě p´1q
k
|φptq|

2k
´ λ2k,

onde λ “ C

˜

s2k ´

2k´1
ÿ

j“0

bjs
j

¸

e bj “
1

2k
p2k ´ jq

2k´j
2k

ÿ

αP∆pP2kq, |α|“j

|cαptq|pαα
q

1
2k .

Desta forma, passamos a responsabilidade de estimar P2k para λ.

Para estimar λ, considere j0 P t1, ..., 2ku tal que

b
1
j0
2k´j0

“ max
!

b2k´1, b
1
2
2k´2, ..., b

1
2K
0

)

. (3.10)
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Como s2k ´

2k´1
ÿ

j“0

bjs
j

“ 0 se, e somente se, s2k “

2k´1
ÿ

j“0

bjs
j. Lembrando que λ é raiz do polinômio

s2k ´

2k´1
ÿ

j“0

bjs
j, pela escolha de j0, temos

λ2k “ b0 ` b1λ ` b2λ
2

` ¨ ¨ ¨ ` b2k´1λ
2k´1

ď b
2k
j0
2k´j0

` b
2k´1
j0

2k´j0
λ ` b

2k´2
j0

2k´j0
λ2 ` ¨ ¨ ¨ ` b

1
j0
2k´j0

λ2k´1.

Escolha κ ą 0 tal que λ “ κb
1
j0
2k´j0

. Deste modo temos

κ2kb
2k
j0
2k´j0

“ λ2k ď b
2k
j0
2k´j0

`

1 ` κ ` ¨ ¨ ¨ ` κ2k´1
˘

“ b
2k
j0
2k´j0

κ2k ´ 1

κ ´ 1
.

Assim,

κ2k ď
κ2k ´ 1

κ ´ 1
. (3.11)

Agora observe que (3.11) acarreta em 0 ă κ ď 2. De fato, se tivéssemos κ ą 2 (consequentemente

κ ´ 1 ą 1 e κ2k ´ 1 ą 0), teŕıamos

κ2k ď
κ2k ´ 1

κ ´ 1
ď κ2k ´ 1.

Isto é, 0 ď ´1 que é um absurdo.

Sendo assim, uma vez que 0 ă κ ď 2, temos λ “ κb
1
j0
2k´j0

ď 2b
1
j0
2k´j. Usando (3.10) temos

λ ď 2maxtb2k´1, b
1
2
2k´2, ..., b

1
2k
0 u. (3.12)

Por outro lado, lembrando que λ2k “ b0`b1λ`b2λ
2`¨ ¨ ¨`b2k´1λ

2k´1 e que bj ě 0 (0 ď j ď 2k´1),

temos

λ2k ě bjλ
j, 0 ď j ď 2k ´ 1,

assim, λ ě b
1

2k´j

j .

Portanto, temos

maxtb2k´1, b
1
2
2k´2, ..., b

1
2k
0 u ď λ ď 2maxtb2k´1, b

1
2
2k´2, ..., b

1
2k
0 u.
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Assim, resta estimar bj.

Defina funções cαptq tais que possamos escrever

P2kpx, tq “
ÿ

0ď2sďk

ˆ

k

2s

˙

`

|x|
2

´ |φptq|
2
˘k´2s

p´4q
s
px ¨ φptqq

2s

“
ÿ

0ď2sďk

k´2s
ÿ

l“0

ˆ

k

2s

˙ˆ

k ´ 2s

l

˙

|x|
2l

p´|φptq|
2
q
k´2s´l

p´4q
s
px ¨ φptqq

2s
“ |x|

2k
ÿ

|α|ď2k

cαptqxα.

Deste modo, existe uma constante ck, que só depende de k, tal que

|cαptq| ď ck|φptq|
2k´|α|.

Assim, lembrando que bj “
1

2k
p2k ´ jq

2k´j
2k

ÿ

αP∆pP2kq, |α|“j

|cαptq|pαα
q

1
2k

bj ď
1

2k
p2k ´ jq

2k´j
2k

ÿ

αP∆, |α|“j

ck|φptq|
2k´|α|

pαα
q

1
2k

“
ck
2k

p2k ´ jq
2k´j
2k

ÿ

αP∆, |α|“j

|φptq|
2k´|α|

pαα1
1 ¨ ... ¨ ααn

n q
1
2k

“
ck
2k

p2k ´ jq
2k´j
2k |φptq|

2k´j
ÿ

αP∆, |α|“j

pαα1
1 ¨ ... ¨ ααn

n q
1
2k

“ c̃k|φptq|
2k´j.

Deste modo, b
1

2k´j

j ď c̃k|φptq|. Logo, por (3.12), existe uma constante positiva (que denotaremos

simplesmente por ck) tal que

λ ď ck|φptq|.

Pela Afirmação 3.2.1,

P2kpx, tq ě ´ck|φptq|
2k.

Lembrando que

Epx, y, t, ξq “ ´φptq ¨ ξ ` K|ξ|
ÿ

0ď2sďk

ˆ

k

2s

˙

p|x ´ y|
2

´ |φptq|
2
q
k´2s

p´4q
s
rpx ´ yq ¨ φptqs

2s

“ ´φptq ¨ ξ ` K|ξ|P2kpx ´ y, tq.
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e que |ξ0| “ 1 temos

Epx, y, t˚j , ξ
0
q ě ´φpt˚j q ¨ ξ0 ´ ckK|φpt˚j q|

2N
ě |φpt˚j q|

2N
p1 ´ ckKq ą 0, (3.13)

onde a penúltima desigualdade decorre da hipótese |φpt˚j q|2N ă ´φpt˚j q ¨ ξ0. A última desigualdade

segue do fato de φpt˚j q ‰ 0. E isso ocorre pois caso contrário teŕıamos 0 “ |φpt˚j q|2N ă ´φpt˚j q ¨ ξ0 “ 0

e isso é absurdo.

A seguir, escolha

0 ă K ă
1

2ck
(3.14)

para que

´Epx, y, t˚j , ξ
0
q ă ´

1

2
|φpt˚j q|

2N .

Logo, decorre da homogeneidade de Epx, y, t˚j , ξ
0q, em ξ, que existe uma vizinhança cônica, Γj de

ξ0 tal que

´Epx, y, t˚j , ξq ă ´
1

2
|φpt˚j q|

2N
|ξ|, @ξ P Γj.

Assim, lembrando que

Ij˚px, ξq “

ż

R
eipx´y´iφpt˚

j qq¨ξ´K|ξ|rx´y´iφpt˚
j qs2kgpyqhpy, t˚j qdy,

existem c1, c2 ą 0 tais que

|Ij˚px, ξq| ď c1e
´c2|ξ|, @ξ P Γj. (3.15)

Agora, considere a integral

Ijpx, ξq “

ż

Rm

ż

γj

eipx´y´iφptqq¨ξ´K|ξ|rx´y´iφptqs2kLpgpyqhpy, tqqdtdy.

Uma vez que h é solução de L, gpyq ” 1, para |y| ď
r

2
, e g P C8

c pBp0, rqq, temos

|Ij0px, ξq| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Ap0, r2 ,rq

ż

γj0

eipx´y´iφptqq¨ξ´K|ξ|rx´y´iφptqs2khpy, tqLpgpyqqdtdy

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

, (3.16)

em que A
`

0, r
2
, r
˘

“ Bp0, rqzBp0, r
2
q. Por outro lado, lembrando que φp0q “ 0 e ´Epx, y, t, ξq “
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Retipx ´ y ´ iφptqq ¨ ξ ´ K|ξ|rx ´ y ´ iφptqs2ku, temos

´Epx, y, 0, ξq “ Retipx´yq¨ξ´K|ξ|rx´ys
2k

u “ ´K|ξ|rx´ys
2k

ď ´K|ξ|r|y|´|x|s
2k

ď ´K|ξ|

”r

2
´
r

4

ı2k

,

(3.17)

quando r
2

ď |y| ď r e |x| ď r
4
. Assim, como

t ÞÑ max
!

´Epx, y, t, ξq :
r

2
ď |y| ď r, |x| ď

r

4
e |ξ| “ 1

)

é uma função cont́ınua e t˚j Ñ 0 existe j e a ą 0 tais que

´Epx, y, t˚j , ξq ď ´a

quando r
2

ď |y| ď r, |x| ď r
4
e |ξ| “ 1. Pela homogeneidade em ξ temos

´Epx, y, t˚j , ξq ď ´a

quando r
2

ď |y| ď r, |x| ď r
4
e ξ P Rn. Portanto, voltando em (3.16) temos C ą 0 tal que

|Ij0px, ξq| ď Ce´a|ξ|. (3.18)

Portanto, por (3.6), (3.7) (3.15) e (3.18) e pela definição 3.1.5, temos que p0, ξ0q R WFah0.

A seguir, apresentamos o exemplo que justifica o t́ıtulo desta seção.

Exemplo 3.2.2. (Uma hipersuperf́ıcie Lipschitiz onde funções CR podem ser estendidas

holomorficamente à uma vizinhança cheia da origem): Seja ψ : U Ñ C uma função

holomorfa em uma vizinhança da origem U Ă Cn tal que ψp0q “ 0 e dψp0q “ 0. Suponha também

que f : W Ñ C é uma função Lipschitz em uma vizinhança da origem W Ă Rn tal que

1. fp0q “ 0;

2. existem C ą 0 e k P N tais que |fpyq| ď C|y|2;

3. existe pp˚
j q e pq˚

j q sequencias em Rn convergindo para zero tais que

fpp˚
j q ě |p˚

j |
2k e ´ fpq˚

j q ě |q˚
j |

2k (3.19)
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Dado s P R defina

Σs “ tpz1, . . . , zn, s ` ipReψpzq ` fpyqqq : z “ x ` iy P U, y P W u

Note que Σ é uma hipersuperf́ıcie Liptschitz de Cn.

Seja Φ : Cn`1 Ñ Cn`1 um biholomorfismo1 definido do seguinte modo,

Φpz1, . . . , zz`1q “ pw1, . . . , wn`1q

em que wj “ zj (para j P t1, . . . , nu) e wn`1 “ zn`1 ´ iψpz1, . . . , znq.

Note que

Σ1
“ ΦpΣq “ tpz1, . . . , zn, s ` ipReψpzq ` fpyqq ´ iψpz1, . . . , znqq : z “ x ` iy P U, y P W u

“ tpz1, . . . , zn, s ` ifpyq ` Iψpz1, . . . , znqq : z “ x ` iy P U, y P W u

A seguir definiremos novas coordenadas para Σ1. A saber, x1
j “ xj (j P t1, . . . , nu), x1

n`1 “

s ` Iψpz1, . . . , znq e t1j “ yj (j P t1, . . . nu). Para facilitar a leitura tiraremos as linhas nas novas

coordenadas e consideraremos apenas x1, . . . , xn`1, t1, . . . , tn. Note que a estrutura definida para o

fibrado tangente desta hipersuperf́ıcie terá as seguintes integrais primeiras

Zjpx, tq “ xj ` itj, 1 ď j ď n, Zn`1px, tq “ xn`1 ` ifptq

em uma vizinhança de p0, 0q P Rn`1 ˆ Rn.

Definindo ϕpt1, . . . , tnq “ pt1, . . . , tn, fpt1, . . . , tnqq segue de (3.19) que se fixarmos ξ0 P Rn`1zt0u

então existirá t˚j Ñ 0 em Rn tal que |ϕpt˚j q|2N ă ´πpt˚j q ¨ ξ0. Pelo Teorema 3.2.1, dada qualquer

solução h Lipschitz para o fibrado tangente de Σ1 (definida em Σ1) temos que o traço h0 (lembrando

que h0pxq “ hp0, xq) é real anaĺıtica na origem (consequentemente pode ser estendida para uma função

holomorfa, em uma vizinhança da origem). Deste modo existe uma função holomorfa H definida em

uma vizinhança da origem de Cn`1 tal que hpx, tq “ HpZ1px, tq; . . . ;Zn`1px, tqq em uma vizinhança

da origem.

Por fim, destacamos que a função f pode ser definida de modo que os resultados clássicos (por

1Um mapa bijetor holomorfo cuja inversa também é um mapa holomorfo.
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exemplo os resultados contidos em [4]) não se aplicam. Para uma exposição mais aprofundada,

sugerimos a leitura de [5].

COROLÁRIO 3.2.3. Seja ξ0 P Rm ´ t0u e assuma que existe t˚ P V tal que ´φpt˚q ¨ ξ0 ą 0. Se h é uma

solução Lipschitz cont́ınua de L em Rm ˆ V , então p0, ξ0q R WFah0.

PROVA. Da mesma forma que fizemos em (3.13) e (3.14), podemos escolher K ą 0 de modo que exista

a ą 0 tal que

´Epx, y, t˚, ξ0q ď ´|φpt˚q|
2N .

Deste modo,

I˚px, ξq “

ż

Rm

e´ipx´y´iφpt˚qq¨ξ´K|ξ|rx´y´iφpt˚qs2kgpyqhpy, t˚qdy

possui um decaimento exponencial para ξ em uma vizinhança cônica de ξ0.

Seja γ uma curva suave que liga t˚ à origem. Então, para r suficientemente grande

Ipx, ξq “

ż

Rm

ż

γ

e´ipx´y´iφptqq¨ξ´K|ξ|rx´y´iφptqs2kLpgpyqhpy, tqqdtdy

decai exponencialmente para |x| ď
1

4
. Deste modo, usando (3.6) novamente, conclúımos a demons-

tração.
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APÊNDICE A: Outros resultados de análise

microlocal para o traço de uma solução para

uma estrutura tubular

Apesar da similaridade com o Teorema 3.2.1, os resultados deste apêndice não seguem como seus

corolários.

O resultado a seguir foi demonstrado em [5] e aqui seguimos suas ideias.

Teorema 3.2.2. Seja ξ0 P Rm ´ t0u. Suponha que existam t˚ P U ´ t0u e uma curva lipschtiziana γ

em V que liga t˚ à origem tais que:

1. ´φpt˚q ¨ ξ0 ą 0,

2. 2 sup
tPγ

|φptq| ă r,

3. 8|φpt˚q|4 sup
tPγ

φptq ¨ ξ0 ă

„

r2 ´ 4 sup
tPγ

|φptq|
2

ȷ2
“

´φpt˚q ¨ ξ0
‰

,

então, dada uma solução Lipschitz cont́ınua de L em Ω, p0, ξ0q R WFah0.

PROVA. Nas mesmas notações da demonstração do teorema 3.2.1, observe que a transformada FBI

generalizada F2upx, ξq nos fornece o polinômio P4px, tq e dáı vem

Epx, y, t, ξq “ ´ ξ ¨ φptq ` K|ξ|Re
␣

px ´ y ´ iφptqq
4
(

“ ´ ξ ¨ φptq ` K|ξ|Re
␣

rpx ´ y ´ iφptqq ¨ px ´ y ´ iφptqqs
2
(

“ ´ ξ ¨ φptq ` K|ξ|Re
␣

rpx ´ y ´ iφptqq ¨ px ´ yq ´ ipx ´ y ´ iφptqq ¨ φptqs
2
(

“ ´ ξ ¨ φptq ` K|ξ|Re
␣

r|x ´ y|
2

´ 2ixx ´ y, φptqy ´ |φptq|
2
s
2
(

83
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Sendo assim,

Epx, y, t, ξq “ ´ ξ ¨ φptq ` K|ξ|Ret|x ´ y|
4

´ 2|x ´ y|
2
p2ixx ´ y, φptqy ´ |φptq|

2
q

` r2ixx ´ y, φptqy ´ |φptq|
2
s
2
u

“ ´ ξ ¨ φptq ` K|ξ|Ret|x ´ y|
4

´ 4i|x ´ y|
2
xx ´ y, φptqy ´ 2|x ´ y|

2
|φptq|

2

´ 4xx ´ y, φptqy
2

´ 4ixx ´ y, φptqy|φptq|
2

` |φptq|
4
u

“ ´ ξ ¨ φptq ` K|ξ|
“

|x ´ y|
4

´ 2|φptq|
2
|x ´ y|

2
´ 4xx ´ y, φptqy

2
` |φptq|

4
‰

.

e, deste modo,

P4px, tq “ |x|
4

´ 2|φptq|
2
|x|

2
´ 4xx, φptqy

2
` |φptq|

4.

Observe que se o mı́nimo de P4px, tq é atingido em um ponto da forma x “ cφptq, então podemos

determinar c ao minimizar o polinômio ppcq “ pc4 ´ 2c2 ´ 4c2 ` 1q|φptq|4 “ pc4 ´ 6c2 ` 1q|φptq|4.

Observe que p1pxq “ p4c2´12qc “ 0 se, e somente se, c “ 0 ou c “
?
3. Ademais, p2pcq “ 12c2´12

nos dá p2p0q ă 0 e p2p
?
3q ą 0. Assim, para qualquer t fixo, o ponto de mı́nimo de P4px, tq é atingido

em p
?
3φptq, φptqq e o valor mı́nimo é ´8|φptq|4.

Sendo assim, escolha

0 ă K ă
ξ0 ¨ φpt˚q

8|φpt˚q|4

e observe que obtemos

Epx, y, t˚, ξ0q ě ´ξ0 ¨ φpt˚q ´ 8K|φpt˚q|
4

ą ´ξ0 ¨ φpt˚q ` 8
ξ0 ¨ φpt˚q

8|φpt˚q|4
|φpt˚q|

4
“ 0.

Então, temos

|I˚px, ξq| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Rm

e´ipx´y´iφpt˚qq¨ξ´K|ξ|rx´y´iφpt˚qs4gpyqhpy, t˚qdy

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď c1e
´c2|ξ|,

para certas constantes c1, c2 ą 0 e ξ em uma vizinhança cônica de ξ0.

Agora, queremos estimar

Ipx, ξq “

ż

Rm

ż

γ

e´ipx´y´iφptqq¨ξ´K|ξ|rx´y´iφptqs4Lpgpyqhpy, tqqdtdy.

Escolha g P C8
c pBp0, rqq tal que gpyq ” 1 quando |y| ď p1 ´ ϵqr, onde ϵ ą 0 será determinado a
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posteriori.

Para |y| ě p1 ´ ϵqr, temos

Ep0, y, t˚, ξ0q “ ´ξ0 ¨ φptq ` K
“

|y|
4

´ 2|φptq|
2
|y|

2
´ 4xy, φptqy

2
` |φptq|

4
‰

ě ´ξ0 ¨ φptq ` K
“

|y|
4

´ 6|φptq|
2
|y|

2
` |φptq|

4
‰

“ ´ξ0 ¨ φptq ` K
“

p|y|
2

´ 3|φptq|
2
q
2

´ 8|φptq|
4
‰

ě ´ξ0 ¨ φptq ` K
“

pr2 ´ 4|φptq|
2
q
2
‰

,

onda a primeira desigualdade decorre da desigualdade de Cauchy-Schwartz e a segunda é consequência

da hipótese 2 com ϵ suficientemente pequeno.

A hipótese 3 nos permite ainda escolher K de forma que

suptPγ ξ
0 ¨ φptq

pr2 ´ 4|φptq|2q2
ă K ă ´

ξ0 ¨ φpt˚q

8|φpt˚q|4
.

Portanto, para x próximo da origem e ξ em uma vizinhança cônica de ξ0, existem constantes

c1, c2 ą 0 tais que

|Ipx, ξq| ď c1e
´c2|ξ|.

Logo, p0, ξ0q R WFah0.

O segundo resultado a ser apresentado neste apêndice também está presente em [5].

Teorema 3.2.3. Seja ξ0 P Rm ´ t0u. Suponha que existam t˚ P U ´ t0u e uma curva lipschtiziana γ

em V que liga t˚ à origem tais que:

1. ´φpt˚q ¨ ξ0 ą 0,

2. 6 sup
tPγ

|φptq| ă r,

3. 2α|φpt˚q|6 sup
tPγ

φptq ¨ ξ0 ă

„

r2 ´ sup
tPγ

|φptq|
2

ȷ3
“

´φpt˚q ¨ ξ0
‰

,

onde, α “ p4 ` 2
?
5q
`

p4 ` 2
?
5q2 ´ 12p5 ` 2

?
5q
˘

. Então, dada uma solução Lipschitz cont́ınua de

L em Ω, p0, ξ0q R WFah0.

PROVA. Assim como na demonstração anterior, iremos estudar com mais detalhes o polinômio obtido

da FBI generalizada. Aqui, ao utilizarmos a FBI F3upx, ξq, ficamos com a responsabilidade de estimar

P6px, tq.
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Observe que,

Epx, y, t, ξq “ ´ξ ¨ φptq ` K|ξ|Retrx ´ y ´ iφptqs
6
u

“ ´ξ ¨ φptq ` K|ξ|rp|x ´ y|
2

´ |φptq|
2
q
3

´ 12p|x ´ y|
2

´ |φptq|
2
qppx ´ yq ¨ φptqq

2
s,

dáı

P6px, tq “ |x|
6

´ 3|φptq|
2
|x|

4
` 3|φptq|

4
|x|

2
´ |φptq|

6
´ 12p|x|

2
´ |φptq|

2
qpx ¨ φptqq

2

“ |x|
6

´ 3|φptq|
2
|x|

4
`
“

3|φptq|
4

´ 12px ¨ φptqq
2
‰

|x|
2

` 12 rx ¨ φptqs
2

|φptq|
2

´ |φptq|
6.

Para t fixo, o valor mı́nimo de P6px, tq é atingido quando ∇xP6px, tq “ 0.

Assim, se x0 é mı́nimo de P6, então

6p|x0|
2

´ |φptq|
2
q
2

´ 24px0 ¨ φptqq
2x0 ´ 24p|x0|

2
´ |φptq|

2
qpx0 ¨ φptqqφptq “ 0

e, por consequência,

rp|x0|
2

´ |φptq|
2
q
2

´ 4px0 ¨ φptqq
2
sx “ 4p|x0|

2
´ |φptq|

2
qpx0 ¨ φptqqφptq. (3.20)

Queremos mostrar que p|x0|
2 ´ |φptq|2q2 ´ 4px0 ¨ φptqq2 ‰ 0.

Suponha que p|x0|2 ´ |φptq|2q2 ´ 4px0 ¨ φptqq2 “ 0. Então, por (3.20) temos

p|x0|
2

´ |φptq|
2
qpx0 ¨ φptqqφptq “ 0. (3.21)

Pela condição 1. das nossas hipóteses, podemos assumir que φptq ‰ 0. Deste modo, nos resta que

p|x0|
2

´ |φptq|
2
qpx0 ¨ φptqq “ 0. (3.22)

Sendo assim, pelas equações (3.22) e (3.20), temos

|x0| “ |φptq| e x0 ¨ φptq “ 0.
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Logo, conclúımos que

P6px0, tq “ p|x0|
2

´ |φptq|
2
q
3

´ 12p|x0|
2

´ |φptq|
2
qpx0 ¨ φptqq

2
“ 0.

Mas, uma vez que assumimos φptq ‰ 0, deveŕıamos ter P6p0, tq “ ´|φptq|6 ă P6px0, tq “ 0, que é

uma contradição. Portanto, devemos ter p|x0|2 ´ |φptq|2q2 ´ 4px0 ¨ φptqq2 ‰ 0.

Deste modo, o mı́nimo de P6 deve ocorrer em um ponto da forma cφptq para algum c P R. Se

x0 “ cφptq, então

P6pcφptq, φptqq “ c6|φptq|
6

´ 3|φptq|
2
|cφptq|

4
` 3|φptq|

4
|cφptq|

2
´ 12xcφptq, φptqy

2
|cφptq|

2
`

` 12xcφptq, φptqy
2
|φptq|

2
´ |φptq|

6.

Deste modo,

P6pcφptq, φptqq “ c6|φptq|
6

´ 3c4|φptq|
6

` 3c4|φptq|
6

´ 12c4|φptq|
6

` 12c2|φptq|
6

´ |φptq|
6.

Assim,

P6pcφptq, φptqq “ |φptq|
6
pc6 ´ 3c4 ` 3c2 ´ 1 ´ 12c4 ` 12c2q “ |φptq|

6
rpc2 ´ 1q

3
´ 12c2pc2 ´ 1qs.

Logo, estamos buscando o valor de c que minimiza o polinômio q1pcq “ pc2 ´ 1q3 ´ 12pc2 ´ 1qc2.

Faça s “ c2, neste caso, procuramos minimizar q2psq “ ps ´ 1q3 ´ 12ps ´ 1qs com s P r0,8s. Uma

vez que: q1
2psq “ 3ps2 ´ 10s ` 5q “ 0 se, e somente se, s “

10 ˘ 4
?
5

2
“ 5 ˘ 2

?
5; q2

2psq “ 6s ´ 10

que é positivo quando s “ s “ 5 ` 2
?
5 e negativo quando s “ 5 ´ 2

?
5, temos que o mı́nimo de q2 é

atingido em s “ 5 ` 2
?
5.

Portanto, o valor mı́nimo de P6px, tq é

α|φptq|
6

“ |φptq|
6
rp5`2

?
5´1q

3
´12p5`2

?
5´1qp5`2

?
5qs “ |φptq|

6
p4`2

?
5qrp4`2

?
5q

2
´12p5`2

?
5qs

Deste modo, escolha uma constante K de forma que 0 ă K ă ´
ξ0 ¨ φpt˚q

α|φpt˚q|6
. Assim, existem
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contantes positivas c1 e c2 de forma que a integral

I˚px, ξq “

ż

Rm

eipx´y´iφpt˚qq¨ξ´K|ξ|rx´y´iφpt˚qs4gpyqhpy, t˚qdy

satisfaz

|I˚px, ξq| ď c1e
´c2|ξ|, para ξ em uma vizinhança cônica de ξ0.

Para estimar a integral

Ipx, ξq “

ż

Rm

eipx´y´iφptqq¨ξ´K|ξ|rx´y´iφptqs4Lpgpyqhpy, tqqdtdy,

escolha gpyq ” 1 para |y| ď p1´εqr e considere a função Ep0, y, t˚, ξ0q para |y| ď p1´εqr, onde ε ą 0

será escolhido suficientemente pequeno de forma que (essa escolha é posśıvel graças a hipótese 2.)

|y ¨ φptq| ă
1

5
p|y|

2
´ |φptq|

2
q.

Portanto,

Ep0, y, t˚, ξ0q “ ´ξ0 ¨ φptq ` Krp|y|
2

´ |φptq2|q3 ´ 12p|y|
2

´ |φptq|
2
qpy ¨ φptqq

2
s

ě ´ξ0 ¨ φptq ` Krp|y|
2

´ |φptq2|q3 ´
12

25
p|y|

2
´ |φptq|

2
q
3
s

ě ´ξ0 ¨ φptq `
K

2
p|y|

2
´ |φptq|

2
q
3.

Assim, pela hipótese 3., podemos escolher K de forma que

2
supγ ξ

0 ¨ φptq

pr2 ´ supγ |φptq|2q3
ă K ă ´

ξ0 ¨ φpt˚q

α|φpt˚q|6
.

Deste modo, existem constantes positivas c3 e c4 tais que para x próximo da origem e ξ em uma

vizinhança cônica de ξ0, temos

|Ipx, ξq| ď c3e
´c4|ξ|.

Deste modo, por definição, p0, ξ0q R WFah0.



APÊNDICE B: Distribuições definidas em

variedades diferenciáveis

Se Ω Ă Rn, então podemos definir uma distribuição em Ω por uma das seguintes formas equiva-

lentes (para a prova destas equivalências, veja [18], páginas 4-6):

Definição 3.2.1. Uma distribuição u em Ω é uma forma linear em C8
c pΩq tal que para todo subconjunto

compacto K de Ω, existem contantes positivas c e k tais que

|upϕq| ď C
ÿ

|α|ďk

sup |Dαϕ|, ϕ P C8
c pKq.

A segunda definição é a equivalência estabelecida no Teorema 1.3.1 de [18]:

Teorema 3.2.4. Uma forma linear u em C8
c pΩq é uma distribuição se, e somente se, upϕjq Ñ 0

quando j Ñ 8, para toda sequência pϕjqj de funções em C8
c pΩq tal que

1. para todo multi-́ındice α, Dαϕj uniformemente quando j Ñ 8;

2. Existe um conjunto compacto fixo K Ă Ω tal que supppϕjq Ă K, para todo n P N.

Antes de darmos continuidade, relembre a definição de variedade diferenciável apresentada na

Seção 1.3:

Definição 3.2.2. Seja Ω um espaço topológico de Hausdorff com base enumerável e

F “ tpU, xq; U Ă Ω é aberto e x : U Ñ RN é homeomorfismo sobre xpUqu

tais que:

1.
ď

pU,xqPF

U “ Ω;

89
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2. A aplicação x1 ˝ x´1 : xpU X U 1q Ñ x1pU X U 1q é C8 para cada par pU, xq, pU 1, x1q P F ;

3. Em relação aos itens p1q e p2q, a famı́lia F é maximal, isto é, se V é um subconjunto aberto e

não-vazio de Ω e y : V Ñ ypV q é um homeomorfismo sobre o aberto ypV q Ă RN tal que, para

qualquer pU, xq P F com U X V ‰ H, a composição y ˝ x´1 : xpU X V q Ñ ypU X V q é C8,

então pV, yq P F .

O par pΩ,Fq é dito uma variedade diferenciável de dimensão N . É comum chamar cada par

pU, xq de carta local ou sistema local de coordenadas.

Definição 3.2.3. Uma aplicação f : Ω Ñ C é dita de classe Ck em Ω se, para todo par pU, xq P F ,

tem-se que a composição f ˝ x´1 : xpUq Ñ C é de classe Ck. Denotaremos o conjunto das aplicações

Ck em Ω por CkpΩq.

Definição 3.2.4. Uma aplicação f : Ω Ñ C é de classe Lloc
p em Ω se, para todo par pU, xq P F , tem-se

que a composição f ˝ x´1 : xpUq Ñ C é de classe Lloc
p em U . Denotaremos o conjunto das aplicações

Lloc
p em Ω por Lloc

p pΩq.

Daqui em diante, apresentamos parte da discussão presente no texto Linear Partial Differential

Operators de Lars Hormander (veja [18]). Nos concentramos apenas no essencial para definirmos

distribuições em variedades diferenciáveis e recomendamos a leitura do texto original para um trata-

mento mais aprofundado.

Observação 3.2.4. Sejam, Ω uma variedade diferenciável e pU, xq uma carta local de Ω. Se ν : U Ñ Ω

possui suporte compacto e

u
.
“ ν ˝ x, em Ω, u “ 0, em Ωc,

então u P CkpΩq se, e somente se, ν P CkpΩq. Este resultado também é válido se trocarmos CkpΩq

por Lloc
p pΩq. Deste modo, com certo abuso de notação, podemos denotar u por ν ˝ x.

Agora, iremos dar uma abordagem diferente para o conjunto CkpΩq.

Sejam pU, xq uma carta local de Ω e u P CkpΩq. Defina ux
.
“ u ˝ x´1. Deste modo, ux P CkpUq e,

pela condição 2 da definição de variedade diferenciável, se pU 1, x1q P F , U X U 1 ‰ H e ux1
.
“ u ˝ x1´1,

então

ux1 “ ux ˝ pxx1´1
q, em x1

pU X U 1
q. (3.23)
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Por outro lado, se para cada carta local pU, xq P F definirmos ux de modo que a equação (3.23)

seja válida para quaisquer duas cartas locais de Ω, então existe uma única aplicação u P CkpΩq tal

que ux “ u ˝ x´1, para todo sistema local de coordenadas x. Ademais, u P CkpΩq se, e somente se,

ux P CkpUq, @pU, xq P F .

Assim, pavimentamos o ińıcio do caminho para definirmos distribuições em variedades como a

composição de uma distribuição com um mapa infinitamente diferenciável.

Sejam U1 e U2 abertos de Rn e φ : U1 Ñ U2 um difeomorfismo. Para u P C0pUq defina

pu ˝ φqpxq “ upφpxqq, x P U. (3.24)

Seja J o jacobiano de φ´1. Então, podemos reinterpretar a equação (3.24) na forma de solução

fraca:
ż

ψpu ˝ φqdx “

ż

ψpφ´1
pyqqupyq|Jpyq|dy, ψ P C8

c pU1q. (3.25)

Assim, se u P D1pU2q podemos definir u ˝ φ através da seguinte igualdade

pu ˝ φqpψq
.
“ uppψ ˝ φ´1

q|J |q, ψ P C8
c pU1q. (3.26)

Deste modo, definimos uma nova distribuição u ˝ φ P D1pU1q através da equação (3.26). Além

disso, esta definição está de acordo com a identidade apresentada em (3.24).

Pelo Teorema 1.6.31 de [18], a regra da cadeira pode ser estendida:

Djpu ˝ φq “

n
ÿ

k“1

pDjφkqpuk ˝ φq, u P D1
pU2q, uk “

Bu

Bxk
.

De maneira similar se ψ P C8pU2q e u P D1pU2q, então pψuq ˝ φ “ pψ ˝ φqpu ˝ φq. Mais ainda, se

φ1 : U1 Ñ U2 e φ2 : U2 Ñ U3 são difeomorfismos, então pu ˝ φ2q ˝ φ1 “ u ˝ pφ2 ˝ φ1q, u P D1pU3q.

Definição 3.2.5. Seja Ω uma variedade diferenciável. Se, para cada carta local pU, xq de Ω, existe

uma distribuição ux P D1pUq tal que para toda carta local px1, U 1q com U X U 1 ‰ H, temos

ux1 “ ux ˝ pxx1´1
q, em x1

pU X U 1
q,

então diremos que o sistema ux é uma distribuição u em Ω. Denotaremos o conjunto de todas as

distribuições em Ω por D1pΩq.
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