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Resumo

O objetivo deste trabalho é estudar o classico teorema tubular de Bochner com uma perspectiva
mais moderna.

O cléssico teorema tubular de Bochner é apresentado na teoria classica de funcoes holomorfas e
nos da uma condicao suficiente para a extensao de fungoes holomorfas definidas em conjuntos do tipo
tubular em C™, m > 1, i.e., em conjuntos da forma U xR, onde U é um subconjunto aberto, conexo e
nao vazio de R™. Apresentamos neste texto as ideias do artigo [21] de J. Hounie, as quais nos sugerem
uma demonstracao alternativa para o teorema tubular de Bochner. Para um completo entendimento
desta demonstracao precisaremos estabelecer algumas nocoes e resultados sobre convexidade, discos
analiticos e Férmula de aproximagcao de Baouendi-Treves. Precisaremos apenas do caso particular da
Formula de Baouendi-Treves, para a estrutura gerada pelos operadores de Cauchy-Riemann, todavia
para tornar o texto mais completo primeiro apresentaremos para estruturas arbitrarias e em seguida
para a estrutura desejada (destacando que pode-se obter a convergéncia em outras topologias, mas
neste texto apresentaremos apenas a convergéncia uniforme).

Apresentaremos também uma versao microlocal para o teorema tubular de Bochner. Nesta versao
usaremos uma classe de transformadas FBI (introduzida em [0]), a nogao de conjunto frente de onda
analitico e a relagao entre esses conceitos. As ideias presentes na segunda parte deste trabalho estao
no artigo [5] de S. Berhanu. Vale destacar que usando essa segunda versdo poderemos estender
funcoes holomorfas definidas em conjuntos mais gerais do que conjuntos do tipo tubular em C™.

Palavras chave: Andlise Complexa, Anéalise Microlocal, Transformada FBI.



Abstract

The aim of this work is to study the classical Bochner Tubular Theorem from a more modern
perspective.

The classic Bochner Tubular Theorem is presented in the classical theory of holomorphic functions
and provides a sufficient condition for the extension of holomorphic functions defined on tubular sets
in C™, i.e., sets of the form U x R™, where U is an open, connected, non-empty subset of R™. We
present the ideas from the paper [21], which suggest an alternative proof for the Bochner Tubular
Theorem. For a complete understanding of this proof, we need to establish some notions and results
about convexity, analytic discs, and the Baouendi-Treves Approximation Formula. We only need the
particular case of the Baouendi-Treves Formula for the structure generated by the Cauchy-Riemann
operators. However, to make the text more comprehensive, we will first present it for arbitrary
structures and then for the desired structure (emphasizing that the convergence of the approximate
formula can be obtained in other topologies, but in this text it is sufficient to consider only the
uniform convergence).

We will also present a microlocal version of the Bochner Tubular Theorem. In this version, we will
use a class of FBI transforms (introduced in [6]), the notion of analytic wavefront set, and a relation
between these concepts. The ideas in the second part of this work are in the paper [5] written by
S. Berhanu. It is important to observe that using this second version, we can extend holomorphic
functions defined on sets more general than tubular sets in C™.

Keywords: Complex Analysis, Microlocal Analysis, FBI transform.
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Introducao

Em 1938, S. Bochner estabeleceu uma condicao para a continuacao analitica de fungoes de varias
variaveis e em 1948 apresentou com W. Martin uma demonstragao totalmente inserida no contexto
das fungoes complexas de vérias varidveis (veja [9] e [10], respectivamente). Naturalmente, este
resultado classico foi estendido em varios sentidos por diversos autores.

O teorema tubular de Bochner afirma que se U < R™, m > 1, é aberto, conexo e nao-vazio e f é
uma funcao holomorfa definida no tubo U +iR™ < C™, entao f pode ser estendida holomorficamente
para o envelope convexo ch(U + i{R™) (veja a definigdo precisa em Defini¢ao 1.1.8).

Uma consequéncia bem estabelecida do teorema tubular de Bochner é que qualquer fungao ho-
lomorfa definida em um tubo pode ser aproximada por fungoes inteiras. Neste trabalho, seguindo
as ideias presentes no trabalho de J. Hounie de 2009 (veja [21]), iremos no caminho contrério, i.e.,
primeiro iremos aproximar uma func¢ao holomorfa definida em um tubo por funcoes inteiras e, em
seguida, usaremos esse fato para obter uma extensao holomorfa desta fungao no envelope convexo
do tubo. A aproximacao mencionada acima é uma versao apropriada da Férmula de aproximacao de
Baouendi-Treves (veja [3], Capitulo 2, para a demonstragao da Férmula de aproximagao de Baouendi-
Treves em diferentes espagos de fungoes e veja [2] para a primeira apresentagao deste resultado).

Versoes CR do teorema tubular de Bochner foram apresentadas por M. Kazlow em 1979 (veja
[22]) e por A. Boivin e R. Dwilewicz em 1998 (veja [11]). Nestes artigos, o tubo acima é substituido
por X + iR™ onde X é uma subvariedade conexa de R™ de classe C? ou superior. Em 2011, G.
Hoepfner, J. Hounie e L. Santos (veja [15]) demonstraram que se o tubo é da forma X + iR™ < C™,
onde X c R™ ¢ a imagem de alguma variedade conexa por algum mapa C!, entao pode-se estender
a nocao de fungoes CR de forma que elas podem ser estendidas a envoltéria convexa do tubo como
fungoes CR em L*(ch(X), h?(R™)). No ano seguinte, este resultado foi generalizado pelos mesmos
autores diminuindo as hipéteses sobre X (veja [10]).

No artigo [7] de 2011, J. Hounie e S. Berhanu estudaram a validade deste tipo de resultado

de extensao quando X é um conjunto mais geral, sem assumir quaisquer restri¢oes de crescimento,



ou seja, X nao precisa ser uma variedade. Nesta dissertacao, no entanto, nos concentraremos nos
resultados apresentados individualmente por J. Hounie [21] e S. Berhanu [5] nos anos de 2009 e 2021,
respectivamente.

Em 1982 (veja [3]), M. Baouendi e F. Treves provaram uma versao microlocal do teorema tubular
de Bochner. Neste trabalho, eles também mostraram uma condicao necessaria e suficiente para a
analiticidade de uma solucao de um sistema de campos vetoriais especial. Esta condicao também é
necessaria para a suavidade das solugoes, mas nao é suficiente (veja [23] para um contraexemplo em
C?). Em 2021, S. Berhanu (veja [7]) estabeleceu uma condigao suficiente para a extensao de fungoes
holomorfas que é mais geral do que a apresentada em [3]. Além disso, o resultado apresentado em
[5] nao segue dos resultados classicos apresentados em [1] e [1].

Esta dissertacao estd dividida em 3 capitulos e possui um apéndice. O contetdo presente em cada
capitulo segue a seguinte organizacao:

O Capitulo 1 é dedicado ao estabelecimento dos pré-requisitos necessarios para o desenvolvimento
das versoes do teorema tubular de Bochner que precisamos estudar, quase todos os resultados neces-
sarios para o entendimento desta dissertagao estao nestas secoes iniciais e procuramos desenvolver a
demonstracao detalhada do maximo de resultados. Na Secao 1.1, discutimos nocoes elementares de
convexidade a luz dos resultados apresentados em [19] e estabelecemos o Teorema de Carathéodory,
uma ferramenta necessaria para caracterizar a estrutura das envoltérias convexas de uma classe de
subconjuntos de um espaco vetorial. Na Secao 1.2, estabelecemos um importante resultado sobre
discos analiticos que nos tornara capazes de contornar problemas de regularidade na extensao dada
pelo teorema tubular de Bochner (Teorema 2.4.1). Na Sec¢ao 1.3, estabelecemos resultados e defini-
¢oOes necessarios para a discussao apropriada sobre a Férmula de aproximacao de Baouendi-Treves
(que serd nosso objeto de estudo nas Segoes 2.2 e 2.3). Na Segao 1.4, discutiremos sobre as formas
diferenciais e suas aplicagoes no nosso contexto. Como material adicional de referéncia, indicamos
também a leitura do texto de L. Hormander [17] para resultados sobre anélise complexa em vérias
variaveis.

No capitulo 2, nosso objetivo principal é fornecer a demonstracao dada por J. Hounie para o
teorema tubular de Bochner, publicada no artigo [21] de 2009. Esta demonstragdo pode ser encon-
trada na Secao 2.4, mas antes precisamos estabelecer uma mudanca de coordenadas apropriada para
nosso tratamento. Faremos isso na Secao 2.1. Na se¢ao 2.2 apresentamos uma versao da Férmula de

aproximagcao de Baouendi-Treves para o caso uniforme e na Se¢ao 2.3 consideramos o caso da férmula
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de aproximacao quando a estrutura é gerada pelos operadores de Cauchy-Riemann. Evidentemente,
usaremos o caso em que a estrutura é gerada pelos operadores de Cauchy-Riemann, no entanto,
julgamos interessante manter a demonstracao do caso mais geral da Formula de aproximacao de
Baouendi-Treves.

No capitulo 3, nosso objetivo é estudar um caso microlocal do teorema tubular de Bochner. Para
isso, na Secao 3.1 estabelecemos as defini¢oes e caracterizacoes necessarias para o estudo da analise
microlocal no nivel apropriado para o presente texto. Na Secao 3.2, apresentamos condig¢oes para que
uma solucao Lipschitz de uma estrutura do tipo tubo seja micro-regular em uma certa direcao. Na
Secao 3.2, nés também apresentamos uma aplicacao para os resultados mencionados anteriormente,
apresentando a extensao holomorfa de uma funcao em que nao poderiamos utilizar os resultados
classicos (veja Exemplo 3.2.2).

Ao fim do texto, apresentamos um apéndice com alguns resultados sobre a caracterizacao da
analiticidade microlocal que nao decorrem diretamente dos resultados apresentados na Secao 3.2. Os

resultados deste apéndice também foram primeiramente apresentados por S. Berhanu em [5].



Capitulo

1

Pré-requisitos

Neste capitulo, estabelecemos os resultados basicos necessarios para o desenvolvimento dos resul-
tados presentes nos Capitulos 2 e 3. H4 um esforgo para que todos os resultados presentes possuam
suas demonstracoes detalhadas e, para os casos excepcionais, deixamos indicado referéncias biblio-

graficas que podem ser conferidas ao fim do presente trabalho.

1.1 Convexidade

Os Espacos convexos sao objetos poderosos no contexto da andalise matematica e desempenham
um papel importante em uma variedade de contextos tedricos e aplicados. O objetivo desta secao é
apresentar o Teorema de Carathéodory (veja o Teorema 1.1.3 ) que fornece uma caracterizacao da
envoltoria convexa de um subconjunto de um espago vetorial. Para nao perdermos a objetividade
do trabalho, nos concentramos nos resultados necessarios para o desenvolvimento desta dissertacao
e, para mais resultados sobre convexidade, recomendamos a leitura de [19].

De volta ao nosso trabalho, naturalmente, comecamos com a defini¢ao de espago convexo.

Definicao 1.1.1. Seja V' um espaco vetorial sobre R. Um subconjunto X de V' é chamado de convexo

se para quaisquer xi € To, vale

/\1£E1 + )\21‘2 € X7 quando )\1, )\2 = 0, e /\1 + /\2 = 1. (11)

Deste modo, a nocao de convexidade coincide com a ideia geométrica de que um conjunto é
convexo se, e somente se, dados dois pontos quaisquer deste conjunto, o segmento de reta que liga

estes pontos esta contido no conjunto.

11
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Figura 1.1: Exemplo de um conjunto convexo (& esquerda) e de um conjunto nao convexo (a direita).

Além da nocao de convexidade para subconjuntos, podemos estabelecer a nocao de fungoes con-

vexas.

Definigao 1.1.2. Seja X um subconjunto convexo de um espaco vetorial real V. Uma funcao f: X —

(—0, +00) € chamada de conveza se

f()\lml + )\29’)2) < Alf(l'l) + )\Qf(IQ), (12)

sempre que x1,Ts € X € A, Ao = 0 sdo tais que Ay + Ay = 1.

Note que a definicao de funcao convexa sé faz sentido quando o dominio é convexo. Ademais, a

condicao (1.2) significa que o conjunto

Cr={(z.t)eVOR; z€ X, t > f(x)}

é convexo.

Figura 1.2: Cy é a regiao cinza na figura acima.

Com efeito, suponhamos f convexa, se (z1,t1), (z2,12) € {(z,t) e VAR, x € X, t = f(z)} e
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A1, A2 = 0 sao tais que A\; + Ay = 1, entao
f(l‘l)\l + .’172)\2) < )\1f(.271) + )\2f<$2) < )\1751 + )\th.

Assim, A\ (z1,11) + Aa(xo,t2) = (M1 + Agwa, Mty + Aote) € {(2, ) e VAR, z € X, t = f(x)}.

Por outro lado, se Cy é convexo, entao A (x1,t1) + Aa(x2, t2) € Cy sempre que (1,t1), (22, t2) € Cy
e A, A2 = 0 com \; + Ay = 1. Deste modo, concluimos que f(Az1 + Aoxa) < Arf(x1) + Ao f(x2).

Doravante, podemos estudar as propriedades de conjuntos convexos e obter resultados sobre

funcoes convexas como coroldrios.

Observagao 1.1.1. Por indug¢do em N, a condi¢io (1.1) implica uma condi¢ao mais forte:
N N
Z)\jxjeX, sempre que Aq,...,An =0, Z)\jzl, zje X. (1.3)
j=1 J=1

Prova. De fato, a condigao (1.3) é valida para N = 2. Suponha que (1.3) é vélida para até um certo
nimero natural N — 1.

N
Deste modo, observe que dados \q,..., Ay = 0, tais que Z Aj=1lex,...,xzy € X, por hipitese

j=1
No1y
de inducao, temos Z !z, € X. E, pela condigao (1.1), temos
et 1— Ay
N N-1 '
Z)\jfL‘jz(l—AN)Z J (L’j'f‘)\NLL'NEX.
ot et 1— Ay

[ |
Replicaremos alguns resultados bem conhecidos sobre subespacos vetoriais para subespacgos afins
(definidos em 1.1.3), os quais desempenharao um papel importante na categorizacdo que estamos

interessados a médio prazo.

Definicao 1.1.3. Dizemos que W € subespaco afim de um espaco vetorial V se existe xo € V tal que

W, = {x — x0; x € W}

¢ subespaco vetorial de V.
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Figura 1.3: Uma reta que nao passa pela origem ¢ um subespaco afim de R2.

Observagao 1.1.2. Dado um subconjunto W de um espago vetorial V, temos que se Wy, (para algum
xg € V') € subespago vetorial entio xo € W. De fato, se Wy, é um subespago vetorial entdo 0 € W,
e consequentemente existe x € W tal que O = x — xg. Logo, xo = x € W.

Ademais, se x1 € W entao W,, = W,,. De fato, dado x € W temos que v — xg, 1 — x9 € Wp,.
Assim, como W, € espago vetorial, podemos concluir que x —xy; = (v — 1) — (1 — %) € Wa,. Deste
modo, W,, < Wy,. Por outro lado, dado x € W (jd que x1 € W) temos x — xy,x1 — xg € Wy,. Jd que
W, € espaco vetorial temos que x —xo+x1 — 29 € W,,. Logo, existe w € W tal que x —xg+ 1 — 20 =
w — 9. Deste modo, x — xy + x1 = w € W. Portanto, v —x9g = — 29+ 21 — 21 = w —x1 € W,,.
Portanto, W, < W,,.

Assim, a definicao de espago afim independe da escolha de xy.

Observagao 1.1.3. W € afim se, e somente se, vale

Az + Xoxo e W, sempre que A\ + Ao =1, 21,29 € W. (1.4)

Prova. Suponha que W é subespaco afim e sejam 1,25 € W e A\, Ay € R tais que \; + Ay = 1.
Pela definigao de espaco afim, existe xy € V' tal que W,,, é um subespaco vetorial. E, pela definicao

de W,, temos que x; — xg, x93 — 29 € W,,. Como W, é subespaco vetorial,

A1<JZ1 — IL‘()) + )\2(1’2 — [Eo) € on-

Deste modo,

M(z1 — o) + Ao(x9 — 20) + 20 € W.
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Lembrando que 0 = 1 — A\; — Ay temos que
)\1.171 + )\2232 = (1 — )\1 — )\2)1'0 + )\15131 + )\2.%’2 = )\1(.171 — iL‘o) + )\2(.932 — Z’o) + Zg € Ww.

Reciprocamente, mostraremos que se vale a propriedade (1.4) entao W, é um subespaco vetorial.
Para isso considere x1,29 € W e A € R. Para mostrar que (z; — x9) + A(z2 — x9) € Wy, nos

consideraremos dois casos de A. Primeiro, quando A # —1. Neste caso, usando (1.4), temos que

1 . A
X i
A+l 7t TN

(xl—x0)+)\(x2—x0)+x0=(z\—l—l)l ]—F(—/\)xoeW

pois A+ 1)+ (=A) =1, s + 5 = L e yqa1 + 2572 € W. Logo, (21 — o) + A(wz — 20) € W,

Agora, quando A = —1 temos que

1 1
(a:l—xo)+)\(x2—x0)+xg=x1—x2+x0=—x2+2<§x1+§x0) e W,

pois%+%=1,%x1+%xoeWe—1+2=1. [ |

Observacao 1.1.4. Mais ainda, por inducao finita, temos que W € afim se, e somente se, vale

N N
Z Njx;e W, quando Z Aj=1ex,...,cxyeW. (1.5)
j=1 j=1

Prova. De fato, note que quando (1.5) é valido entao usando a observacao acima (para o caso N = 2)

temos que W é afim. A seguir, supondo W afim mostraremos que (1.5) vale para cada N € N.

Note que o caso N = 2 segue direto de (1.5). Agora vamos supor (1.5) valido para uma quantidade

N e mostraremos que (1.5) também vale para uma quantidade N + 1. Dados x1,...xy.1 € W e

ALy -5 Ans1 € R tais que Ay + - + Ay = 1 dividiremos em dois casos. No caso em que Ay, =1

temos que \; = --- = Ay = 0 e consequentemente \x; + -+ Ayy1Zy41 = Tnp1 € W. No caso em

que Ay41 # 1 temos que

A A
AMxy+ -+ Avpaene = (1= Anga) [—1951 et —N$N] + Ans1Tn1 €W,
1_)\N+1 1_/\N+1
pois,
A A A e A
1_—1+...+ N = Lt +N:1;

1 —Ant1 1 — Ans1 I —Ant1
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)\1 )\N
2 e b W
[ DY

3. (1 - )\N+1) + AN+1 == 1

e isto encerra nossa demonstracao. [

No caso particular em que N = 3, dados A, A2, A3 € R tais que A\ + Ao+ A3 =1 e xy, 29,23 W
/\1I1 + )\21’2 + (1 — )\1 — )\2>I3 = )\1(1’1 — 1’3) + >\2<I2 — .133) + a3 € W

o que mostra que a validade de (1.5) e (1.1) sdo suficientes para que W seja um subespago afim.
Assim como no caso de espagos vetoriais, também é possivel munir os espacos afins com uma

noc¢ao de independéncia entre elementos do espaco.

Definigao 1.1.4. Dizemos que {x1,...,x,} € W é um subconjunto afim-independente de um espago afim

W quando o conjunto {x1 — o, ..., x, — xo} € linearmente independente em V', para algum xoe W.

Definigao 1.1.5. Seja V' um espago vetorial. A dimensao de um subespaco afim W de V' € igual a

dimensao de W, (para algum xo € W) como subespaco vetorial de V.

Teorema 1.1.1. Se x4, ...,x, € W sao afim-independentes e n = dim W, entao todo elemento x € W

pode ser escrito de maneira unica por

n n
xr = Z \jxj,  para Ay, ..., N\, € R satisfazendo 2 Aj=1, (1.6)
j=0 j=0
Prova. De fato, se x € W, entao v — zy € W,,. E, por outro lado, uma vez que dimW = n e
{x1 — x0, ..., 2z, — xo} é L.I., existem tnicas constantes \i, ..., A, tais que z — o = Z?zl Aj(z; — o)

Assim, x = xg + Z?:l Aj(x; — x9) que podemos reescrever do seguinte modo,

ZL’=$0—2/\]’QSO—|—Z)\]‘ZL‘]‘ = (1—2)\3') $0+2/\jx]’ = Z)‘jxﬁ
j=1 j=1 j=1 j=1 j=0

onde \g =1 — 2?21 A, e isto nos permite concluir que a equagao (1.6) é valida, pois

J

; )\jZ)\()—FZn:)\j:l—i/\j-i-i)\j:l.
-0 j=1 j=1 j=1
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Para mostrar a unicidade, suponha que x = Z?:o AT = Z;’L:O kjxj. Deste modo, devemos
ter 0 = 37 (N — my)zy = 20 (Nj — Kj)x; + (Ao — Ko)zo, como 37 (A; — ;) = 0, temos que
(Ao—ro) = = 2051 (Aj — K;), ouseja, D7 (A —kj)w; — 200 (A — kj)z0 = 20, (A — k) (25— 20) = 0
e como {(z1 — xg), ..., (x, — zo)} é L.I., concluimos que \; = k;, para cada j € {0, ..., n}. u

Assim como no caso de conjuntos convexos, também podemos estabelecer uma nocao do que é

ser afim para aplicagoes entre espagos afins.

Definicao 1.1.6. Se V| e V, sdo espacos afins, entao o mapa f : Vi — Vy € chamado afim se o seu

grafico € um subespacgo afim de Vi @ V.

Observacgao 1.1.5. Note que a definicao de mapa afim equivale a dizer que f : Vi — V5 satisfaz a

sequinte condi¢ao: se xi,...,xr, € Vi e \1,..., A\, € R satisfaz 2?21 Aj =1, entao

f (2 Am) = 3 fla). 17)

De fato, suponha que a equagao (1.7) € vdlida para n = 2.

Entao, dados (z1, f(x1)), (z2, f(z2)) € gr(f) e A, Ay € R com Ay + X\g = 1, temos
AMx1 + Aoz € V4,
pois Vi € afim. Dai, por (1.7)
Mf(zr) + Aaf(x) = f(Mxy 4+ Aoxs) € Vi

Portanto,

(A1 + Aamg, AL f (1) + Ao f(22)) € gr(f).

Logo, gr(f) é afim.
Por outro lado, suponha que gr(f) é afim e sejam Ay, ..., A, € R com Z?:l ANj=lexy,...,z, € V).

Uma vez que (x1, f(21)), ..., (n, f(zn)) € gr(f) e gr(f) é afim, temos

(Z A, Z AM(%)) e gr(f).
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Portanto, da definicao de gr(f) decorre que

f( Aj%‘) = Y Nif ().
j=1 j=1

Observagao 1.1.6. Decorre da equagdo (1.4) que a intersegio de qualquer familia de subespacos afins
ainda € um subespaco afim.

De fato, se {Wyo}aea € uma familia de subespagos afins, entao dados A\j, Aa € R com Ay + Xy =1
e 1, % € (Voo Wa, temos que x1,x29 € Wy, Ya € A e, por (1.4), temos \jzy + Aox2 € Wy, Ya € A,
de onde decorre que \x1 + Xoxg € () ,cq Wa- Portanto, () ,cx Wa € afim.

acA

A observacgao 1.1.6 nos permite pensar no menor espaco afim que contem um dado subconjunto

do espaco trabalhado. Este espago é definido logo abaixo.

Defini¢ao 1.1.7. Dado E < V, a envoltdria afim de E, ah(E) é a interse¢io de todos os subespagos
afins de V' que contéem E.

Observacgao 1.1.7. A envoltoria afim de E satisfaz:

N N
ah(E) ={ Nrji DN =1,z;€ E, NeN—{O}} (1.8)
j=1 j=1

N N

Prova. De fato, seja x = >, \jzj, com X, \j =1lex; e E (Vje{l,...,N}). Como E < ah(E) e
j=1 j=1

ah(E) é afim, temos que x € ah(E).

Deste modo,

N N
{ Nrji DN =1,z;€ E, NeN—{O}} c ah(E).
j=1 j=1

Por outro lado, decorre da definigdo de ah(E) que é suficiente mostrar que

N N
Ec {ijxj;ZAsz xjeE,NeN—{O}}

Jj=1 Jj=1

N N
e que {Z A Z ANj=1z;e E, NeN-— {O}} é afim para concluir que
j

7j=1 =1

N

N
(lh(E)C{ )\jl’j;Z/\jzl,ZEjEE,NEN—{O}}.
j=1 j=1
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7=1

Note que FE < {Z;V:I AT ZN ANj=1z;e E, NeN-— {0}}, basta escolher N = 1.
Ademais, dados y;,ys € {Zjvzl AT Zjvzl Nj=1,z;€e E,NeN-— {0}}, existem K, M € Z,,

A, Ak ER e p1, ..., par € R com Zfil Aj=1le Zﬁl p; = 1 tais que

K M
1 2
y1=2>\jx§-), y2=ij:c§),
j=1 j=1

em que x§1) e :c,(f) sao elementos de E, para cada j € {1,..., K} e ke {1,..., M}.
Sejam «, § € R tais que a + g = 1.

Uma vez que

K M
ZO&)\j—FZﬁp]’:Oé—Fﬂ:l,
j=1 j=1

temos
K M N N
ayy + ﬁyz = Z Oé)\jxg-l) + Z 5/)]1‘52) S { )\jxj; 2 )‘j =1, T;€ E, NeN-— {0}} .
j=1 j=1 j=1 j=1
Assim, {Zjvzl AT Z;\Ll Aj=1z,e E, NeN-— {O}} ¢ afim. u

Equivalentemente, se 2 € E, entdao ah(F) é a soma de x5 com a envoltéria linear de {x — z¢; = €
Se a envoltéria afim de F tem dimensao finita n, entao é suficiente tomar N =n + 1 em (1.8) e

fixar n + 1 elementos 1, ..., z,4+1 € E que sao afim-independentes.

Teorema 1.1.2. Se T' : V; — V5 € um mapa afim entre espagos vetoriais e X; sao subconjuntos
convezos de V;, j € {1,2}, entao TX, = {Tx; x € Xy} e T ' Xy = {x € Vi; Tz € Xo} sao subconjuntos

convezos de Vo e de Vi, respectivamente.

Prova. De fato, se y1,y2 € T X7 e A1, Ay = 0 com Ay + Ay = 1, entao existem w1, x5 € X; tais que

Toy =y, T =y2 €
)\1y1 + )\2y2 = MTx1 + XTxy = T()\ll‘l + /\21’2) € TXl,

pois T' é afim e X é convexo.

Deixamos para o leitor mostrar que T-'X, é convexo, pois sao usados argumentos parecidos. m
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Antes de prosseguirmos, provaremos uma afirmacgao analoga a observacao 1.1.6, mas agora para

€spacos convexos.

Observacgao 1.1.8. A intersecio de qualquer familia X,, o € A de subconjuntos convexos de V é um

subconjunto convezo.

Prova. Seja {X,}aea uma familia de subconjuntos convexos de V.

Sejam 1,29 € (| X,. Fixado a € A, como X, é convexo, vale
acA

Mz 4+ Aoxs € Xy, VA, Ao =0 satisfazendo A\ + Ay = 1.

Portanto, A\jx; + Ao € [ X4, quando A, Ay = 0 satisfaz A; + Ay = 1.
a€cA

Assim, por defini¢ao, [ X, é um conjunto convexo. [ ]
acA

Definigao 1.1.8. Dado E < V', a intersecao de todos os subconjuntos convexos de V' que contém E

€ o congunto convero chamado envoltdria convera (ou envelope convero) de E e serd denotado por

ch(E).

Assim como fizemos na Observacao 1.1.7, podemos mostrar que

N N
Ch(E) = {Z )\jl’j; )‘j = 0, Z)\J =1, T € E, NeN-— {0}} . (19)
j=1 J=1

Definicao 1.1.9. A enwvoltoria convexa de k + 1 pontos afim-independentes xq, ...,x, € V € chamada

de k—simplexo.

Além disso, dizemos que dois k—simplexos, S1 e Sy, sdo afim-equivalentes quando existe um mapa

afim bijetor ¢ : ah(Sy) — ah(Ss).

Observagao 1.1.9. Todos os k—simplexos sao afim-equivalentes.

De fato, sejam Sy e Sy dois k-simplexos definidos pelos sequintes conjuntos de vértices {vy, vy, ..., vy}
e {wo, wq, ..., wy}, respectivamente. Podemos definir uma transformagao afim que leva S; em Sy ao
escolher uma transformacdao que leva os vértices de S1 nos vértices de Sy. FE isto pode ser realizado
da sequinte forma:

QO('U] — 'UO) = w] — W, vj € {17 "‘7k}7

como {vy —vg, ..., v —Vp} € {w —wp, ..., wx—wo} sao conguntos L.I., podemos definir ¢ para span{v, —

Vo, -, Ug — Vo }. Com isso, concluimos que Sy e Sy sao afim-equivalentes.
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Observagao 1.1.10. Seja 9 = 0 e z; = (0,...,1,0,...0) € R¥ com 1 na j—ésima entrada e 0 nas
demais. Note que {xo,...,x} € um conjunto afim independente e a envoltéria convera deste con-
Junto € um k—simplexo. Ademais, (A1, ..., \;) pertence ao k—simplezo se, e somente se, \; = 0 e
Z?Zl Aj < 1. No caso k = 2 temos o k—simplexo é a regiao delimitado pelo triangulo de vértices
(0,0); (1,0); (0, 1).

Um exemplo de k—simplexo mais adequado para nosso tratamento pode ser obtido por {1, ..., Tyy1}
em que ; = (Ao, ..., \g) € R¥"L com N\; =1 e N\, = 0, quando j # I. Neste caso, o k—simplezo é o
conjunto dos (au, ..., ape1) € REFL tais que aq,... 001 =0 ey + -+ ap = 1. No caso k =2

temos a regiao delimitado pelo triangulo de vértices (1,0,0);(0,1,0);(0,0,1).

T

T2

Zo

Figura 1.4: 2—simplexo em R2.

Observagao 1.1.11. Seja V' um espago vetorial (real ou complexo). Todo k—simplexo, S < V, €

compacto.

De fato, sejam xy, ..., x) 0s vértices de S e defina a sequinte funcdao continua:

©: Rk+1 SV
k
gO(to, ,tk) — Z thL‘j.
Jj=0

Seja
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Uma vez que S é compacto e p € continua na topologia induzida pela norma do espago vetorial

de dimensao finita que estamos trabalhando. Dai, seque imediatamente que S = p(S) € compacto.

A seguir apresentamos um lema que desempenhara um papel fundamental no principal resultado

desta secao.

Lema 1.1.1. Se T é um mapa afim definido em um k—simplezo S com vértices {0y, ...,01} e contra
dominio W, onde W € um subespaco afim de dimensao menor que k, entao T'S = U?:l TS;, onde

S; € o (k— 1)-simplexo obtido de S ao se omitir o vértice o;.

Prova. Por um lado, note que S; < S e consequentemente, T'S; < T'S,Vj € {1,....,k}. Logo,
Ui, TS, = T5.
Por outro lado, seja x € S. Com o objetivo de mostrar que Tz € Ule TS; defina L =T '(Tz) e

note que L é subespaco afim, pois se z,y € L e A1, Ay € R, entao

concluindo que A1z + Ay € L.

Afirmacgao 1: 05 = U?:o Sj.

Prova da afirmacao 1: Se z € S;, entdo existem Ag,...,A\p, A; = 0, A, = 0 (¢ € {0,...,1}) e
Z];:o A = 1 tais que z = Zl;:o AOyq

Se z # 0, entao existe p € {0, ..., k}\{j} tal que A, # 0.
Dado € # 0, defina

l
ze =z +€(op —0j) = Z NOq + €0, — €0, = Z NgTq + (Ap + €)op, — €03
q=0 a#{p.j}

Note que se € > 0, entao z. ¢ S. De fato, se tivéssemos z. € S entao existiriam «yp, ..., a; = 0 tais
que g+ -+ =1 ez =apog+ -+ apog. Ademais, uma vez que {0y, ...ox} é afim independente
terfamos 0 < a; = —e. Mas isso seria um absurdo.

E, uma vez que, z€ S; € S, 2. ¢ S e z — z. = eg; (Ve > 0), temos z € 0S5.

Portanto, pela arbitrariedade de z e de S5}, concluimos que U?:o S; < d8S.

Por outro lado, seja z € dS. Como S é compacto (observagao 1.1.11) e em particular fechado,

segue que z € S.
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Deste modo, existem escalares A, ..., Ay = 0 com Z?:o Aj =1 tais que z = Z?:o \joj.
Dado y = Z?:o ;05 com 25:1 v =1led(y;z) = Z@:o |A;—7;| < R, vale, para cada j € {0, ..., k},
|7 — Ajl <d(y,2) <R < %
Assim, 0 < \; — % < ;.
Deste modo, terfamos y; > 0 para todo j € {0, ..., k}. Concluindo que B(z, R) < S. Logo, z € intS
Porém, por hipétese, z € 0S. Assim, nossa suposi¢do de que \; > 0 para todo j € {0,...,k} é
falsa.
Em outras palavras, existe p € {0, ..., k} tal que A\, = 0.
Portanto, z = >, Aja; € 5. E, pela arbitrariedade de z, temos 05 < U?:o S
Isto conclui a Zijrgnonstragéo de que 0S5 = U?:o Sj.
o
Afirmagao 2: Seye L = T (Tx) étal que y # x, entao [ = {t e R; (1 —t)x + ty € S} é um
intervalo compacto.

Prova da afirmacgao 2: Decorre da observacao 1.1.11 que existe uma constante positiva C' tal que

|z| < C, para todo z € S. Deste modo, pela desigualdade triangular, se ¢t € I, entao

C> 1=z +ty| = |z +ty —2)| = =z + [t]]ly — 2]

Logo, (lembrando que z € S e y # ) |t| < ‘C?;+|J:|

—] <. Portanto, I ¢é limitado.

Para concluir que I é fechado basta observar que S é fechado e I é a imagem inversa de S pela
funcao ¢(t) = (1 — t)x + ty. Assim, j& mostramos que I é limitado e fechado.

Mais ainda, mostraremos que I é conexo. Com efeito, dados ¢, to € I et € (0,1), pela convexidade

de S e pela defini¢ao de I, segue que (1 —¢)[(1 — t1)x + t1y] + t[(1 — t2)z + tay] € S e

Logo,
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(1=t)[(1 =tz + ty] +t[(1 —to)x + toy] = x — tix + tiy — tx + thix — thy + to — thhx + ttay
=T — tll' — tgtﬂ? + tt1I + tly + tgty — tlt’y
= [1 — tl — (tg — tl)t]x + [tl + (tQ — tl)t]y

= (1 - to)x + toy

onde to = (1 — t)t; + tts.
Assim, por definigao de I, ¢y € I e, pela arbitrariedade de t € (0, 1), concluimos que I é conexo.
Portanto, I é um intervalo compacto (ja que acima mostramos que [ é limitado, fechado e conexo).
o
Afirmacao 3: Se t € 01, entdo z, = (1 —t)x +ty € dS N L.

Prova da afirmacao 3: Suponha, sem perda de generalidade, que ¢t = sup I. Assim, dado € > 0,

defina €y = e observe que, pela definicao de supremo,

2d(x;y)

Ziteo = (1—Z—eo)x+(f+eo)y¢5

d(Z{; Zf-i—eo) = Eod(.’l?, y) <€

Portanto, B(zz,€) NS¢ # . Uma vez que z; € B(z;,€) N S, temos 2; € 0S.

Mais ainda, por T ser afim,
T(z)=(1—-O)Tx+tTy=(1-1)Tx +tTx =Tx.

Logo, z; € L. E concluimos que z; € 05 n L.
o
Assim, Tz = Tz; € T(0S). E, lembrando que 0S5 = U?:o S;, temos j* € {0,...,k} tal que
Tx e TS
Se 7* # 0, a demonstragao esta encerrada.

Se j* =0, entao Tx € TSy = T(ch{oy, ...,01}) e, pelo que foi feito acima,
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Tx € U T(ch({oy,...,01} —{0o;})) U TS;.

7j=1

Deste modo, concluimos que 7'S < U?:l TS;. ]

Teorema 1.1.3. (de Carathéodory): Se E é um subconjunto de um espago vetorial Ve W = ah(FE)

tem dimensao finita n € N, entao

n

ch(E) = {2 Nz YA =1L\ > 0,2, € B, j =0, n}
j=1

7=0
Prova. Pelas observagoes sobre ch(F) feitas acima nds ja sabemos que { Z?:o AT Z;nzl Aj=1N =
0,7z, € E,j = O,...,n} c ch(E). A seguir, suponha por absurdo que exista x € ch(F) tal que

M

xr = Ajzj, M > n e considere um M —simplexo arbitrario de vértices oy, ..., 0.
§=0

Seja ¢ : ah(ch{oy,...,on}) — W o mapa afim que satisfaz T'(o;) = z;.

Pelo Lema 1.1.1, se S = ch{oq, ..., o0}, entao

p(S) = U p(ch{otilo — {o;})-

J

Assim,

T = Aﬁ Ny =T (f >\j0'j> eT(S) = GT(S]'),

j=1
onde S; = Ch{Uk};]fV[:o - {Uj}~

Portanto, existe [ € {1, ..., M} tal que x € T(S)).
Dai, existem {a;}}%, tais que Zozj =leT Zajaj> =z
j#l j#l
Assim, usando a definicao de T' e o fato dela ser afim temos que, x = Z a;xj. E podemos reaplicar
j#l
o lema 1.1.1 enquanto houverem mais parcelas na representacao de x como combinacao convexa do

que o valor da dimensao de ah(FE). n

Exemplo 1.1.1. Seja S = R? o simplezo de vértices (0,0), (1,0),(0,1) e(1,1), ou seja, S € o quadrado
[0,1] x [0,1]. O Teorema de Carathéodory estabelece que, dado um ponto P € S, existe um 2 —
simplexo obtido a partir da omissao de um dos vértices (diferente da origem) de S. Por exemplo,

se P = (1/3,1/3), entao P pertence ao 2 — simplexo definido pelos pontos (0,0), (1,0) e (0,1) (o
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triangulo definido por estes vértices).

P =(1/3, 1/3)

Figura 1.5: Ponto no interior do 2—simplexo.

O resultado a seguir precede o uso do Teorema de Carathéodory na demonstracao do Teorema

2.4.1 do préximo capitulo.

Lema 1.1.2. Seja U < R™ um conjunto aberto e conexo. Se

U1 = {t$1 + (1 — t)ZL'Q, X1,T9 € U,t € [O, 1]}

Un+1 = {txl + (1 - t)$27 T1,T2 € Unyt € [07 1]}7

para n > 0, entao

Ch(U) = CJ Uj.

Prova. Por um lado, decorre diretamente do Teorema de Carathéodory que | Ji°, U; = ch(U).

Por outro lado, suponha que x € ch(U). Pelo Teorema da Carathéodory, existem z1, ..., x,, € U e
ALy A 2 0 tais que 370 Ay =Tex = 37" Ny

Observe que se existe jo € {1,...,m} tal que \;, = 1, entéo x = z;, € Uy < U;”:l U;.

Assim, suponha que \; < 1, para todo j € {1, ..., m}. Podemos reescrever

m—1 m—1
s
T = ]ZI AT 4+ AmZm = (1 — ) ; 1 _])\mxj + AT
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m—
Deste modo, x estard em U, desde que Z xj esteja em U, ;.

m—1
A
I =1 e que \,—1 # 1. Deste modo, se p; = , entao

m—1 A m—

2 . (1 = pm_1 Z T + Pm—1Tm—1

j=1 - : pm 1
é uma 2—soma convexa entre Y- i1 %xj e r,,_1. Portanto, agora nossa responsabilidade é

- pm 1
mostrar que >, ij € Up—o.
1 Pm—1

A essa altura, voce ja deve ter notado a natureza indutiva desta parte da demonstracao. Assim,
vamos mostrar apenas a base indutiva e concluiremos este argumento.

No caso em que m = 2, temos (pelo Teorema de Carathéodory) que se x € ch(U), entao existem
A, A2 =0exq, 19 € U tais que £ = A\ + \oxg € Uy C U]2':1

Logo, ch(U) = -, Uj. u

Por fim, defina o seguinte conjunto que sera 1util posteriormente:

Defini¢ao 1.1.10. Dado U < R™, definimos o tubo T'(U) sobre U como se segue:

TWU)=U+iR" ={z=a+1iy; x € Uy R™}.

)

U

Figura 1.6: Tubo de um intervalo aberto U < R.

Lema 1.1.3. Seja U < R™. Entao vale ch(T(U)) = T'(ch(U)).

Prova. De fato, seja = € ch(T'(U)). Entao, existem z1,...,x,, € T(U) e Ai,...; Ay, € [0,1] tais que
Z)\jzle Z)\jl'j:l'.
j=1

j=1
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Como z; € T'(U) para cada j € {1,...m}, podemos escrever z; = u; + y;, com u; € U e y; € R™.

Logo,

xr = (Z )\ju]) +iy, comy = Z Ajy; € R™.

j=1 Jj=1

Como i Ajuj € ch(U), temos z € T'(ch(U)).

Por ou{c;(l) lado, se x € T'(ch(U)), entdo x = u + y, com u € ch(U) e y € R™.

Uma vez que u € ch(U), existem uy,...,uy, € U e A, ..., A\, € [0,1] tais que Z;nzl Aj=1le
D1 AUy = u.

Uma vez que D777 | Aj = 1, se fizermos y; = y para cada j € {1,...,m}, entdao >, \;y; = y.

Portanto, x = 377" | \jx;, onde x; = u; +y; € T(U).

Deste modo, z € ch(T'(U)). n

1.2  Discos Analiticos

O principal objetivo desta se¢ao é construir uma familia de funges analiticas (veja Lema 1.2.2)
que serda muito importante na demonstracao que apresentaremos para o teorema tubular de Bochner.

Notagio: Denotaremos o disco complexo unitario centrado na origem por

A={zeC:|z| <1}

Definigao 1.2.1. Dizemos que uma fung¢do continua A : A — C™ € um disco analitico em C™ se é
holomorfa em A. Neste caso, dizemos que o ponto A(0) € o centro do disco analitico e que A(OA) é

a fronteira do disco analitico.

Lema 1.2.1. Seja U < R™ wum conjunto aberto e conero. Dados p,q € U, existe uma curva suave

v :[0,1] = U tal que v(0) = p, v(1) = ¢ e ¥ (0) = 4" (1) = 0, para todo n € N — {0}.

Prova. Uma vez que U é conexo, U também é conexo por caminhos. Logo, existe uma curva continua
a:[0,1] = U tal que a(0) =pe a(l) =q.
Como «([0,1]) € U e U é aberto, para cada t € [0, 1], existe r, > 0 tal que B(«a(t),2r;) < U.
Pela continuidade de «, existe §; > 0 de forma que se s € (t—d;, t+3J;) N[0, 1], entdo «(s) pertence

a B(a(t),r).
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Deste modo, {(t —&;,t + d¢)}e[o,1] € uma cobertura de [0, 1] e, pela compacidade de [0, 1], existem

t1,...,tx €]0,1] com t; < t;41, para todo j € {1, ...,k — 1}, tais que
k
0,11 < [t = 8,15 + 61).
j=1

Se necessdrio, “troque os pontos t; do intervalo” e diminua ¢;; de forma que t; < t;;1 — ;11 <
tj + 6j < tj+1'

Defina sy = 0, s9_1 = t; e escolha sy € (t;41 — 041, + 0;).Note que por construgdo temos que
So1—1 < Sg1 < S2/41-

Deﬁna ¢2t71 € CED((SQlfl, 821+1)) tal que 0 < ¢Ql,1 < le ¢2[—1 =lem [521 — 521_;21_1 , S91 + 82l+12_821].

Note que ¢9;_1 = 0 em uma vizinhanca de sg_1 =1, € ¢9;_1 = 1 em uma vizinhanga de sy;.

Dado t € [s9;_1, S|, defina
V(1) = a(sa-1) + [a(sa) — alsu—1)]dxu-1(t).

Mais ainda, por construcao, v = «(sg_1) em uma vizinhanca de sy_1 € v = a(sy) em uma
vizinhanga de sy. Ou seja, as derivadas de 7 se anulam nos extremos do intervalo [sg_1, o]
Além disso, dado t € [s91, so] ( lembrando que a((t — oz, t +0¢) N [0,1]) = B(a(t),2r:) < U (Vt),

Soi_1 =17 € 891 € (tl — 51, t; + 51)), temos
[17(#) = @@l = [Iv(#) = alsan 1) = l[lealsz) — alsa-1)]pur (B < [[lalsa) — alsu-)]l] <7

Logo, v(t) € B(a(t;),r) < U. n

Lema 1.2.2. Sejam U < R™ wum conjunto aberto, xo,z1 € U ene R™. Sete (0,1), entao existe um

disco analitico

At : Z i Cm
tal que
1. A;(CA) c T(U) ={z + iy}; x e U,y e R™};

2. A(0) = txg + (1 —t)zy +in = x, + in.
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Prova. Suponha, sem perda de generalidade que xy = 0, x; = (1,0,...,0) e que n = 0. Podemos
supor estas condigoes, pois basta aplicarmos uma mudanca suave de coordenadas.
Uma vez que U ¢ conexo, existe uma curva v : [0,1] — U de forma que v(0) = 0 e (1) = ;.

O Lema 1.2.1 nos permite assumir que vy é suave e que todas as suas derivadas v*)(s) se anulam

quando s = 0 e quando s = 1.

Dado t € (0,1), escolha € € (0, min{t,27(1 —¢)}) e defina u : A — R™ por

-

0, 0<0<2nt—ce,
0 — 27t +
‘ 7(#>, 2t — e < 0 < 27t
u(e”) = < ¢
x1, 2mt < 0 < 21 — €,
27 — 0
fy(w >, 2r —e <0 <27
€
\

Defina

1 27 ei@ T w :
Ki(w) = %L T wu(e "df, para |w| < 1.

Iremos provar que K; pode ser estendida continuamente para a fronteira 0A. Para isso, vamos

utilizar, entre outras ferramentas, a transformada de Hilbert de u definida por

H(u)= lim H (o) = f Ww’(@) log {1 — cos(0 — oy)} db.

(T‘,O) ’(1101) 0
Denotando w = ’IGi ObSGI‘ ve que
)

e +w e —peic 1 rei0=0) 4 pe=il0=0) _ 42 1 r? — 2irsin(f — o)

el —w e —re—ic 1 —reil@=0) —pe—il0=0) 142 | 42— 2 cos(6 — o)’

I 1—r? : I 2rsin(6 — o) :
Ky(w) = — O e “)de.
(w) 27 L 1+ 72 —2rcos(f — U)u(e )do + "o o 1+4+1r2—2rcos(f — o)u(e )

A seguir, mostraremos que, para o; € [0, 27| fixo, temos

Ki(w) = Ky(re”) — u(e”*) +i lim H(re”), quandoo — o, er — 1.

o—o1,r—1



Mas antes, como o ntcleo de Poisson é uma aproximacao da identidade, mostraremos que

1 (% 1—7r?

= — r =1
2n )y 1472 —2rcosx

Para isso faremos uma mudanca de varidveis onde sera importante estudar as funcoes

[0,1] — [0, 1], [0,1] — [0, 1] [0,1] — [-1,0], e [0,1] — [-1,0]
. 1—(t—1) 1—¢? , —14 (1 —1)? . —1+¢
1+ (t—1)2 1+1¢2 1+ (1—1)? L+t

Note que estas funcoes sao bijetoras, pois

1. Para primeira funcao, [%]H =0, [%]tﬂ =1le

d [1 —(t— 1)2] ot - D[+ (-1 [l (t—1)220-1)  —4¢t—1)

dt |1+ (t—1)2 [1+ (t—1)2]2 [+ (t—1)2)2 =

quando 0 <t < 1.

2 2
2. Para segunda fungao [1’—2] =1 [1*—'52] —0e
> 7l 142 t=0 ol 1+t =1

d[1-] =2[1+#]-[1-t*2t  —4t ~0
2 K N T L T D
quando 0 <t < 1.
3. Para terceira funcao, [%Lzo =0, [%]tﬂ =—1le
d[-1+0—-1] 20—+t —-1)?*]—[-1+(¢—-1]2(t—-1)  4(t—1)
dt| 1+ (t-12 | [1+ (t—1)2]2 -1
quando 0 <t < 1.
4. Para quarta fungao, |:_11+—:g21|t:0 =—1, [‘fﬁf]t:l =0e
d[-1+t] 21+ —[-1+¢*2t 4t =0
dt 1+ t? - [1 + t2]2 - [1 + t2]2 )

quando 0 <t < 1.
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Mais ainda,
1l.sexz e [0 il odemos fazer cosz = 1=t e consequentemente teremos ¥ = arccos (=L ) e
: ’ 2 » P 1+t2 q 1412
do _ 1 4t 2
%= — =[PP T e quando t € [0, 1].
1_<1+t2)
™ —14+(t—1)2 —14+(t—1)?
2. sex € > 7 |, podemos fazer cos x = T © consequentemente teremos r = arccos a7
de _ 1 4(t—1) _ 2
o \/1 (L2’ A 1PP = ~Teeone duando t € [0,1].
T U112
3T —1+12 —1+¢2
3.sexr€e|m 5 | podemos fazer cosz = =75 e consequentemente teremos x = arccos | 7.5
dz _ 1 a 2
e =— —= mer = e quando t € [0, 1].
1_( 1462 )
4 € 3—7T 2 demos fazer B i U n ntemente terem = 1—(-1)°
. sex 5 1 2m , Podemos fazer cos x = {77=3j2 € consequentemente teremos x = arccos 1=z

de _ 1 4(t—=1) _ 2
o \/1_(17&71)2)2 P © o Quando te [0, 1],

1+(t—1)2

Lembrando que 1 = = [ — L=7
embrando que [ = —
d 2r Jo 1+712—2rcosx

dx note que

2 [ (72 1 g 1
T 1-2 dx+f du
1—r2 JO 1+7r2—2rcosx o 1412 —2rcosx

™

rl 1
=2 = dt+f ! 2 dt
h e () TRl e () T

rl 1 1 1
=4, (1+r2)(1+t2)—2T(1—t2)dt+f0 (1+r2)(1+t2)—2T(—1+t2)dt]

rl 1 1 _1
=4 dt dt
JO (1 =722+ (14 172)%2 - L (1+72)2 + (1 —7r2)%2

1 1 1 1 1 1
- (1—7)? fo 14 G - (1+7)2 L 14 202 dt]

B (1—r2)2 (1+r)?
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Considerando uma mudanca de varidvel £ = t — 1 e a paridade do integrando temos

27 ! 1 ! 1
I =4 dt — 4 dt
1—r? JO (1+72)(1+12) —2r(1 —t?) JO (1+r2)(1+t2)—2r(—1+t2)

1 1
1
=4 —4 dt
L (1—=r)2+1+r) 2752 L L+7) —r)2t?
4 ! 1 4 L 1
R e e f R
01+ (lfr)Qt o1+ )2 512

1+

1—r
Considerando as mudancas de variaveis u = tev= 1—25 temos

147 1—7r
27 1 = 1 1 R |
I=4 du — ——d
1—r? [1—7"2J0 T+ 1—1"2J0 1+ 02 U]

4 e e=t
= — |arctguly™" — arctg vl
—r

4 1+7r 1—r
:1—7“2 arctg T—, — arctg T, .

Note que, se § = arctg (1£) entdo

147 senf  cos (9—§) 1
=tgl = = == = —.
1—r cosf  sen ((9—5) tg (9—5)
Consequentemente arctg ( ) = # — Z. Concluindo que
I:1—7“2' 4 T

s 1—72 2

Lembrando que

1 (* 1—72 1 27 sin(f — o) ,

K oy _ 16 do s 6 do
((re?) QWL 1+ 72— 2rcos(f — o) u(e”) +Z27T 0 1+r2—2rcos(8—a)u(e )

L[ 1—r? : I 2rsin(6 — o) :
_ i(0+0) do + i— i0 dé
27 L 1+7r2—2r cos(@)u(e ) Z27r o 14+1r2—2rcos(d — O)u(e )d9,

I 1—7?
parac € [0,2r] e 0<r <1. Equel = — dr = 1 temos

21 Jo 1+72—2rcosx



34

, . 1 (% 1—1r2 . ,
Ko(re®) —u(e®) + — W0+a)y _ (et 1.1
((re'?) =u(e"”) + o Jo 577~ 27 cos(d) [u(e ) — u(e)]do+ (1.10)

1T 2rsin(f — o)

— 9)do. 1.11
o 0 1—%7’2—27“(305(0—0)u(e ) (1.11)

A seguir denotaremos

27 1 . T’2 . |
F = 7’(94"17) — 10 de 1
) Jo 1+ 72— 2rcos(f) [ule ) —u(e)]do, 0<r<

e mostraremos que lim,_,;- F(r) = 0. Como 0 — u(e?) é suave temos que existe C' > 0 tal que

21 2
(1—1r2)0
FOl<0 | s

deo.
2r cos 0

Ademais usando as mesmas mudancas de varidveis que usamos para mostrar que I = 1 temos

F /2 T
| (7”)| \J X dx_|_J :L‘ dx
C(1—12) o 1+712—2rcosx /21+r2—2rcosx

™

s 2m
2 x x
+ dzr + dz
L 1+7r2—2rcosx f‘w 1+7r2—2rcosx

2

[ e, p G,
o 1+7r2—2r(5) 1+¢ 0 1+7’2—2T(%) L4 (t—1)2
_(+_—_1)2
Jl arccos (’11;232) 2 - fl arccos (Lg_igz) 9 dt
0 1+7"2—2r(_11+t§2)1+t2 0 1+r2—2r(%)1+(t_1>2

f el anceos (L)

= (1+r2)(1+t2)—2r(1—t2)dt_2f0 T+ [+ (=1 —2r[—1+ (t—17]

o oo (2%

. (1+r2)(1+t2)—2r(—1+t2)dt+2J0 A+l +(t—12—2r[L— (t— 1)

dt

dt

Considerando uma mudanca de varidgvel £ = t — 1 e a paridade do integrando temos

FO J ' arccos ({7:) b f ' arccos () "
Ca—r) ), G+ +2) —2(1— 1) o L+l +e]—2r[—1+2] "

Portanto,
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+2 1442
LGN wceolt5E) [ el
0

C(1—r? 1—7)2 4 (1+r)%? o (L+7)2+(1—r)%2
_ 4 f arceos (177:) 1 J arccos(Tr)
T (1 — )2 A+r)% 0 (1 4+ r)2 (1-r)2,9
( )2 Jo 1—1—( )t ( )2 Jo l—i-(HT)zt

Fazendo u = %—J_”;t temos

(147)2—(1—7)%u?
F@)l _, r‘” arceos{ @ rirrtimma)
c ) 1+ u? '

_ (147r)*—(1—r)u?
du =% elim,_,;- arccos{ T (=%

Como SJ } = arccosl = 0 temos que lim, ;- F'(r) = 0.

l-i-u2

Voltando em (1.10) e usando a periodicidade de 6 — u(e?) temos que

, , 1 (™ 2rsin(f — o) ;
li K o\ _ io 1 0 .
o i(re”) =ule”) + Lt on L 1+ r2 —2rcos(6 — a)u(e )do

Ademais, sendo H,.(0) = S %u(e“’)dw mostraremos que existe lim,_,o H,(c). Note que

denotando w(f) = u(ew) e integrando por partes temos

Ho(o) = —2" fﬂ sl —0) pvap = fﬂw'w) log{l— 1irr2

L+72 ), 1—13_7;2(308(9—0) 0

cos(6 — 0)} do.

Ademais, como
1. w' é limitada (pela defini¢ao de u);

2. 1, quando 0 < r < 1;

1+ T S
3. Sgﬂ |log {1 — cos(6)} |df = — Sgﬂ log {1 — cos(A)} df < +oo

segue do teorema da convergéncia dominada que

27
i Hi(o) :J W/(8) log {1 — cos(6 — 1)} b, Vo € [0, 27,

(r,0)=(L01 0

E, a integral acima existe, pelas observacoes acima. Deste modo, além de termos K; analitica em A

temos que ela pode se estendida para uma funcao continua em continua em A.
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Note ainda que centro de K, é

1 2 ” 1 27t ” 1 2m—e€ 1 2m 0
K,(0) J u(el)dez—J u(el)dQ—i——f x1d6+—f u (e”) df

27 0 27 2mt—e 27 21t 27

2m—e
(2 —e—2mt)p; 1 [*™ ” 1 [ 0
= — ) do + — ) db
27 " 27 27rt—eu (e ) " 27 27r—5u (e )
(1t — Dy L . () do + L (e do
=(1-t)z — — +— u (e — u (e
! 27 27 2mt—e 27 2m—e
Denotando R(e) = —$ + - ;::_Eu (e") db + £ ;:_eu (¢') df temos que existe C' > 0 tal que

R(e) < Ce.

Tome e > 0 suficientemente pequeno para que o erro R(¢€) seja menor que a distancia, § de ([0, s])
até of).

Portanto, podemos encontrar ¢ € C*, com || < ¢, de modo que a translacdo A;(U) = ¢ + K;(U)

possui as propriedades desejadas, a saber, A;(0A) € Q e A;(0) = [ ]

1.3  Espago Tangente de uma Variedade Diferenciavel

A presente secao foi obtida a partir do Capitulo 1 de [3]. O nosso objetivo é estabelecer a nogao

de subfibrado tangente (veja 1.3.11) que serd necessaria nos resultados do capitulo 2.

Definigao 1.3.1. Seja 2 um espaco topologico de Hausdorff com base enumerdvel e

F={Ux); UcQ éaberto e x: U — RN ¢ homeomorfismo sobre x(U)}

tais que:
1 U U =Q;
(U,x)eF

2. A aplicagao ' ox™' 1 x(U nU") — 2/(U nU") é C® para cada par (U,z), (U',2') € F;

3. Em relacao aos itens (1) e (2), a familia F € mazximal, isto €, se V é um subconjunto aberto e
nao-vazio de Q ey : V — y(V) é um homeomorfismo sobre o aberto y(V) = RY tal que, para
qualquer (U,z) € F com U NV # &, a composicio yox ' : x(UnV) - y(U V) éC®,
entao (V,y) € F.
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O par (Q,F) é dito uma variedade diferencidvel de dimensio N. E comum chamar cada par

(U, z) de carta local ou sistema local de coordenadas.

Figura 1.7: Variedade diferenciavel.

Observagao 1.3.1. O terceiro axioma de variedade diferencidvel garante que dados um par (U,x) € F
e V < U aberto, o par (V,z|y) também pertence a F. Além disso, dado p € Q, existe uma carta local
x:U—RY compeU tal que z(p) = 0.

Com efeito, se x(p) = v, entao defina y(q) = x(q) — v, para cada q € U e observe que

yor '(t)=y(z7'(t)) =z (27'(t)) —v=t—v, Vtez(U).

1

Logo, yox~' é C*. Deste modo, por (3) temos que (U,y) € F. Ademais, y(p) = z(p) —v = 0.

Observagao 1.3.2. Seja
F*={(U,x); UcQ éaberto e v : U — x(U) = RN ¢ homeomorfismo}.

Suponha que F* satisfaz os dois primeiros axiomas de variedade diferencidvel. Entdo, existe uma

unica familia F com F* < F e (2, F) variedade diferencidvel.

A demonstracao da existéncia de F pode ser apresentada usando o Lema de Zorn. A seguir

mostraremos a unicidade: Se Fj, F; sao familias tais que F* < F; n Fy e (Q,F), (2,F2) sdo
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variedades diferencidveis, entao dados (U, z) € Fy e (V,y) € F, tais que U NV # ¢, temos yox ! e

z oy ! de classe C* e, deste modo, pelo axioma 3, (U,x) € Fy e (V,y) € Fi.

Pela arbitrariedade dos pares tomados, temos F; = F».

Mesmo tendo estabelecido uma estrutura diferencidvel como um par (2, F), faremos mengao a
familia F somente quando houver risco de confusao. Portanto, doravante, {2 denotara, a menos de

mencao contraria, uma variedade diferenciavel de dimensao N.

Observagao 1.3.3. Se W < Q € um aberto, entdo podemos definir a familia

FW = {(WmUaxh/Vr\U); (U,(CC)E‘F’ WﬁU?ﬁ@}

para tornar W uma estrutura diferencidvel de mesma dimensdo que €.

Definigao 1.3.2. Uma aplicagdao f : Q — C ¢ dita suave se, para todo par (U,x) € F, tem-se que a

composicdo f ozt

por C(§2).

: 2(U) — C é de classe C*. Denotaremos o conjunto das aplicagoes C* em €

E natural induzir, em C*(Q), as operagoes elementares (adigao, multiplicagao, etc.) através das

operacoes homonimas em C.

Exemplo 1.3.1. A projecao da i-ésima coordenada local
mox U —->R

¢ uma aplicagao C*(U).
Observacao 1.3.4. Se Q c RY ¢ aberto, entdo 2 torna-se uma estrutura diferencidvel de dimensao
N ao tomar F* = {(Q, aplicagcao identidade)}. Além disso,
C*(Q)={f:RYN - C; f éC}.
Em outras palavras, o conceito de suavidade para aplicacoes diferencidveis definidas em uma
estrutura diferencidvel estende o conceito usual de suavidade.

Exemplo 1.3.2. Fizada uma carta (U,x) e dada uma aplicagcio f € C*(U), sabemos que a aplicagcdo

f=fox ' €C® em x(U) c R" e, consequente, a i-ésima derwvada parcial 8;f : o(U) — C estd bem
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definida e € C*. Deste modo, a composicio 0;f ox : U — C € uma aplicacao suave e serd denotada
por O; f.

Definic¢ao 1.3.3. Um campo vetorial complexo sobre Q € uma aplicagdo C-linear L : C*(2) — C*(Q)

que satisfaz a regra de Leibniz:

L(fg) = L(f)g + L(g)[.

Denotaremos o conjunto dos campos vetoriais complexos sobre Q por X(£2).
Teorema 1.3.1. Valem as sequintes afirmacoes a respeito de um campo vetorial complexo L em € :
1. Se fe C*®(Q) e f € constante, entao Lf = 0;

2. supp Lf < supp f;

3. Se (U,z) é uma carta local, entao, para cada f € C*(U), temos
N
L(f) = ) (La;)0;f.
j=1

Prova. 1. Observe que se f =1, entdao L(1) = L(1?) = 1- L(1) + 1 - L(1) = 2L(1). Logo, L(1) = 0.
Portanto, usando a linearidade de L nés completamos a demonstracao do item 1.

2. Suponha que p ¢ supp f. Assim, f se anula em um conjunto aberto V- < Q. Seja (U, x) uma
carta local com p € U < V e tome ¢ € CP (z(U)) tal que ¢ () = 1, para cada t € W (em que
W cc z(U) é uma vizinhanga aberta de z(p)).

Defina g : 2 — R por

6(2(a)), qeU

0, q¢U.

9(q) =

Assim, por construcao, g € C* e se anula em €2 — V.

Em particular,

f=f-gf+g9f=0-9)f,

pois gf = 0 e, pela Regra de Leibniz,

L(f)(g) = (1 = 9)(@L(f)(q) + ()L —g)(q) =0, gqea (W)
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pois g = lem 7' (W), f =0em U e z7'(W) ¢ U. Como z7'(W) é vizinhanga aberta de p
concluimos que p ¢ supp Lf.

3. Fixe p e U e escreva

$(Q) = (xl(Q)v“'?xN(Q))’ qeU.

Agora tome V < U aberto tal que z(V') é uma bola aberta centrada em z(p) = a = (ay, ...,ay).
Assim, dada f € C®(U) defina f* = fox™L.

Se (x1,...,xn) € x(V), entao o teorema fundamental do calculo aplicado a

o(t) = f*(a1 +t(x1 —ar),...,an + t{xy —ay))

N 1 (3f*
= Z Oz (a1 + t(x1 —ar),...,an + t(zy — an)) dt(z; — a;),
0 J

*

denotando h;(z) = Sl Y~ (ay + t(x1 — a1), ..., ay + t(ry — ay)) dt temos que h; € C*(x(V)) e

0 Ox;
N
[z, .yzn) — fH(ar,...;ay) = Z hi(z1,....xn)(z; — aj).
j=1
Assim, se g; = h; o x, temos
N
F@) = f(p) + ) 9i(q) (x;(q) — z;(p)), YgeV.
j=1

Logo, pela regra de Leibniz

N

L(f)(q) = Y L(g;

2

j=1

<
[y

)(q) — L(g;)(q) - z;(p)
(

(g5 - 75)(
[L(9;)(q) - x(q) + L(z;)(q) - g;(q) — L(g;)(q) - z;(p)]-

<



41

Assim, fazendo ¢ = p

L(f)(p) = >, L(x;)(p)g;(p)

<.
Il
—

[
M=

L(z;)(p)hj o z(p)

j=1
Por fim, lembrando que z(p) = a, note que
Lofx of*

Deste modo, L(f)(p) = 3, L(x;)(p) 0:f ().
Uma vez que p foi tomado de forma arbitraria em U, temos uma representacao de L em coorde-

nadas locais dada por
N
L= (Lx;)d;.

Jj=1

Definigao 1.3.4. O operador C-linear de C*(U) em C* definido por

6f*o

fH&Jf: 6:13]-

T

na demonstra¢ao do teorema 1.3.1 define um elemento de X(U) e também serd denotado por —.
Lj

Pensando no fato de que nem todo par de operadores comuta, definimos uma ferramenta que, em

certo sentido, mede “quao proximo um par de operadores estda da comutatividade”.

Definigao 1.3.5. O operador definido por [L, M|(f) = L(M(f)) — M (L(f)), para cada f € C*(Q) é
chamado de colchete de Lie (ou comutador) de L e M.

Observagao 1.3.5. Este operador torna X(S) uma dlgebra de Lie sobre C.

Observagao 1.3.6. A representagao obtida no item 8 do teorema 1.5.1 mostra que o C*(U)-mddulo

X(U) € livre com base {i d } e multiplicag¢ao externa (gL)(f) = gL(f).

:131’ ey anN
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Observagao 1.3.7. Uma representacao de [L, M| em coordenadas locais é

= SILM) = ML)l ‘

or;’

Denote por B, o conjunto de todos os pares (V, f) onde V é uma vizinhanga aberta de p e

feC®(V). E, em B,, defina a seguinte relacao de equivaléncia:
(Vi, f1) ~ (Va, fo) se existe uma vizinhanca aberta V < Vi n V5 de p tal que fi]y = folv.

Defini¢ao 1.3.6. Um germe de uma fungao C* em p € um elemento do espaco quociente B,/ ~. O

conjunto dos germes serd denotado por C*(p).

Observagao 1.3.8. C*(p) ¢ uma C-dlgebra e a aplicacio [f] — f(p) esta bem definida e é um

homeomorfismo.

Definigao 1.3.7. Um vetor tangente a  em p € uma aplicagao C-linear v : C*(p) — C satisfazendo

v([fgl) = f)v(lgl) + 9(p)v([f]), [f.geC™.

O conjunto dos vetores tangentes, denotado por CT,{) possui uma estrutura natural de espago
vetorial sobre C, onde (u+v)([f]) = u([f]) +v([f]) e (A-v)([f]) = A-v([f]), para cada u,v € CT,Q,
[f]e C*(p) e Ae C.

Se v € CT,, entao denotaremos seu conjugado [f] — v([f]) por 7 .

Além disso, definimos

Q={veCIl,Qv=uv}

Exemplo 1.3.3. Se L € X(Q2), entdo um exemplo natural de vetor tangente a €2 € dado por

para toda [f] € C°(p).
Quando nao houver risco de confusao, denotaremos L, por L|,.

Teorema 1.3.2. Dado v € CT,2, existe um campo L € X(Q2) tal que L, = v.
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Prova. Seja (U, z) uma carta local com p € U e seja {0, ..., Oy} uma base para X(U) (veja Teorema
1.3.1).
Defina L € X(U) por

L= Z v([z;])0;,

em que x;’s sao as coordenadas da carta local © = (z1,...,2y). Pelo Teorema 1.3.1 temos

N
Zijaf VfeCP(WU).

Assim,

N N
Ly([f]) = Z (Lz;)(p = Y u([z))d;f(p), VfeC®(U),
j=1 j=1

em que na ultima igualdade foi usada a definicao de L.
Por outro lado, lembrando da demonstragdo do Teorema 1.3.1 vimos que dada f € C*(U) segue

que

P+ 2300 (x5(0) —25(p) . Vg eV,

em uma vizinhanga aberta V' de p (menor do que U, caso necessario), em que g € C*(V) e g;(p) =

hj(x;(p)) = d;f(p). Assim,

= Z v-{lg; (@5 — z; )]} = Y v([23]) 05 (p) + Y, v(lg))-(as(p) — a5 (p) = D w([23]) &£ (1)

j=1 j=1 j=1
Portanto L, = v. ]

Observacao 1.3.9. Uma consequéncia do resultado acima é que CI,U € gerado pelos campos

(&)}
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Definicao 1.3.8. O fibrado tangente complezificado de ) € definido como

cra = | Jcro.

pe)

Analogamente, o fibrado tangente de €2 é definido como

Q= | 7,0

pe)
Definigao 1.3.9. Considere, para cada p € €, um subespaco vetorial V,, = CT,) satisfazendo
1. dimV, =n, Vpe (),

2. Dado p, € 2, existem abertos Uy contendo py e campos vetoriais Ly, ..., L, em X(Uy) tais que

{L1lp, ..., Lnlp} geram V,, para todo p € U.

Sob estas condigoes, diremos que

V=

peQ

¢ um subfibrado do tangente complexificado ou, simplesmente, subfibrado tangente.

Diremos ainda que n é a dimensao de V' e escreveremos dim V' = n. Cada V), serd chamado de

uma fibra de V em p.

Exemplo 1.3.4. Considere Q = R? e, para cada p, a sequinte escolha de fibras unidimensionais

0
ox
(z,y) —
—, caso contrdrio.
0y

Nao existe vizinhanca da origem satisfazendo a condigao 2. Consequentemente esse nao € um

exemplo de subfibrado

Defini¢ao 1.3.10. Dado um subfibrado tangente V de CTS), uma se¢ao local é um elemento L de
X(W), com W < Q aberto, tal que L, € V,, Ype W.

Definigao 1.3.11. Um subfibrado tangente é uma estrutura formalmente integravel sobre € quando

dadas duas segoes locais L, M € X(W), tem-se que [L, M| também é uma se¢ao local em W .
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1.4 Formas Diferenciais

Definigao 1.4.1. Denotamos por R(Q) o dual do C*(2)-mddulo X(2) e diremos que um elemento de
R(Q) € uma forma diferencial de grau 1 ou uma 1-forma ou, simplesmente, uma forma diferencial.

Ou seja, uma forma diferencial em 2 € uma aplicagio C*(2)—linear w : X(2) — C*(Q).

Observagao 1.4.1. Note que se w € R(Q2), L € X e L se anula em um subconjunto aberto U < Q,
entio w(L) também se anula em U.

De fato, seja p € U e defina g € C*(,R) tal que g = 1 em uma vizinhanga de p e g = 0 em
Q—U. Deste modo, L = (1—g)L, pois L se anula em U e g se anula em Q—U. Sendo assim, temos
w(L) = (1—-g)w(L) que se anula em uma vizinhanga de p, pois g = 1 em uma vizinhanga de p.

Como consequéncia, dados w € R(Q) e um aberto W < Q, existe wly € R que faz com que o

diagrama abaizo comute

onde as aplicacoes verticais denotam os homeomorfismos que restringem as aplicacoes.

Podemos refinar a observagao 1.4.1 do seguinte modo:
Teorema 1.4.1. Sejam w e R(QQ) e L € X(2). Se L, =0, entdo w(L)(p) = 0.

ProvA. Seja (U, z) uma carta local com p € U e denote z = (z1, ...,xx). Como w(L)(p) = wy(Ly)(p),

temos

D) = B (L)oo () ) =0

7=1

Defini¢ao 1.4.2. O dual de CT))Q) serd denotado por CT ().
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Para cada w € R(£2) associamos um elemento w, € CT§2 por

(J.Jp(V) = w(L) (p>7

onde L € X(Q2) é tal que L, = v.
Teorema 1.4.2. CTQ = {w,; w e R(Q)}.

Prova. Defina (U, z) uma carta local com p € U e defina dz;, j € {1,...,N}.

Assim,
0 .
dlL'j ((a_:L‘k) :6j,k7 j,k’e {1,,N}
Para concluir a demonstragao basta usar o Teorema 1.3.2. [ ]

Definigao 1.4.3. Dada f € C*(Q)), defina df € R(2) por

Uma vez que {dz1,...,dry} é a base local em relagao a {%, e %} temos
N N
0 of
j=1 7j=1

Seja [ = {i; < ... < i} < {l,....N = dimQ}. Se Ly, ..., L, sdo campos definidos em U, entao,

pela representacao local:
Y0
L;=» a;—.

Denote por A a matriz N x r dada pelas fungoes (a;;) e defina

dx; : X(U)" — C*(U)
(Lly-“;Lr) —> detA],

onde A; é a matriz r x r obtida de A ao se selecionar as linhas cujos indices pertencem ao conjunto

1.

Defini¢ao 1.4.4. Uma forma diferencial w de grau degw = r é uma combinacao C*(U)—linear das

aplicagoes dxy com I nas condicoes acima.
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E comum denotar dx; por dx;, A ... Adx;, e escreveremos A, para denotar o conjunto das r—formas
diferenciais de grau r. Além disso, convencionamos que as fungoes definidas em U sao formas de grau

0.

Observagao 1.4.2. A dlgebra de C*(U) induz uma estrutura de espago vetorial em A,., cuja dimensao

()

Defina A : R(U)" — A, dada na base por

0, se iy = ig, quando p # ¢

o (i1, ey bp)d iy, 4y, CAsO contrério,

onde o (i1, ...,1,) é o sinal da permutagao que leva
1l—idy, ..., r—1,

e I(iy,...,1,) é uma lista ordenada (i1, ...,1,).
Deste modo, A é uma extensao da acao A e é chamada de produto exterior.

Assim, convencionamos que
Adxyy, oy dr;) = dxg, A A day,.
Definigao 1.4.5. Definimos o produto exterior de uma 2—forma por uma 1—forma por
(dxiy A dxyy) A dag, = dx, A (dxg, A degy) = deg, A deg, A dag,.
Defini¢ao 1.4.6. Dados &, ..., & € CT7U, defina

G A nE (CTL,U) - C

(V1 ooy V) = (W1 ooy ) (L, ooy L) (p),

onde w; € R(U) e Lj € X(U) sao tais que wj|, = & e Lj|, = v;.

Definigao 1.4.7. Seja w = > aydx; uma forma diferencidvel de grau r em (U,z). A diferencial exte-
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rior, dw, € a r + 1—forma

dw = Z @dxj Adxg.
Ij

J al’j

Exemplo 1.4.1. Se w = xydx + yzdy + (zz)dz, entdo

dw =d(zy) A dx + d(yz) A dy + d(zz) A dz
=(ydz + zdy) A dx + (zdy + ydz) A dy + (zdx + xdz) A dz

=—xdx ANdy + zdr A dz —ydy A dz.

Defini¢ao 1.4.8. Uma aplicacao f : J < R — Q é também dita suave quando, para todo par (U, z) € F,

tém-se que composicio v o f é C* em f~Y(U).

Denotaremos o conjunto destas aplicagoes por C*(J, 2).

No caso de aplicacoes definidas em R, estendemos o conceito aplicando a definicao coordenada
a coordenada.

Sejam (U, z) uma carta local de , V < R um aberto, f € CV,U) e I = {i; < --- < i,} <
{1,...,Q}.

Assim,
of:V-oR

Ty,

¢ uma aplicagao C'”.
Portanto, d(x;, o f) é uma 1-forma.
Denotaremos a r-forma d(z;, o f) A -+ A d(x;, o f) por d(zyo f).

Definiremos agora uma ferramenta equivalente a substituicao de variaveis do contexto classico.

Definigao 1.4.9. Sejam V < RY aberto, (U, x) um sistema local de coordenadas e f € C*(V,U). Se

w = Y. ardx; é uma forma diferencidvel, defina seu pullback pela f, denotado por f*w, pela formula,
T

frw=>aro f)d(z;o f).

1

Teorema 1.4.3. Sejam V < RY aberto, (U,z) uma carta local, f € C*(V,U) e wy, wo formas em U.

Nestas condicoes, valem

1 f*(wr +ws) = f*(wr) + [*(w2);
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2 d(wr +wp) = d(wn) + d(wp);
3. f*(ewr) = cf*(w1);
4. d(cwn) = cd(wr);
0. [H(wr Awa) = f*(wi) A f*(w2);
6. d(wy A wy) = d(wy) A wy + (—1)%8¥10; A dw,.
Prova. As provas sdo elementares e podem ser consultadas em [12], paginas 8, 10 e 11. [ ]

Definigao 1.4.10. O fibrado cotangente complexificado de §2 € definido como

CT*Q = | JCT0.

pe)
Analogamente, o fibrado cotangente de € é
0 = | | Ty
pe)

Definigao 1.4.11. Par cada p € ), considere um subespago vetorial W), € CT7C) que satisfaz
1. dim W, = m, Vp e Q;

2. Dado py € Q, existe Wy aberto com p € Wy e existem formas diferenciais wy, ..., w,, € R(Up)

tais que {wip, ..., wnlp} geram W, para todo p.

Nestas condicoes, dizemos que

w=Jw,

pe)
¢ um subfibrado cotangente complexificado.

m ¢ dito a dimensao de W e escrevemos dimW = m.

W, € dito uma fibra de W.

Teorema 1.4.4. Seja V = UpeQV;, um subfibrado tangente de CT,() e construa, para cada p € €2, o
conjunto

V5E={AeCTI A=0 em V,}.
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Entao,

VLiu%L

peQ)

¢ um subfibrado cotangente e ainda
dim V + dim V* = dim Q.
A construcao realizada no teorema pode ser feita no sentido inverso, de modo que dado um

subfibrado cotangente W, é possivel encontrar um subfibrado tangente V tal que V+ = W.

Definicao 1.4.12. Um subfibrado tangente V' de CT() € uma estrutura localmente integravel se, para
todo po € (), existe uma vizinhanga Uy de py e fungoes Zy, ..., Zy € C*(Uy), onde dimV +m = N,
tais que V]f ¢ gerado pelos diferenciais dZ |y, ...,dZy|p, Vp € Uy. O conjunto {Z;} é chamado de

conjunto completo de integrais primeiras.
A seguir apresentamos uma definicao equivalente que nos serd importante:

Definigao 1.4.13. Um subfibrado tangente V' é uma estrutura localmente integrdvel se, para todo p, € €2
e campos Ly, ..., L, que geram V' em uma vizinhanca Uy de pg, existem uma vizinhanca Vo < Uy de

po € fungoes suaves Zy, .., Zy, € C*(Vy) tais que
1. dZi A -~ ~NdZ, #0 em Vy,;
2. LiZy=0,7=1,..,nek=1,...,m.

Em outras palavras, um subfibrado é uma estrutura localmente integravel quando é possivel
encontrar um conjunto maximal de solugdes nao-triviais e independentes que satisfagam o sistema

de equacgoes homogéneas determinadas pelas secoes de V.

Defini¢ao 1.4.14. Seja V < CTQ2 uma estrutura formalmente integrdvel sobre Q). O conjunto carac-

teristico de V' é o subconjunto de T*S) definido por
VO VAT

Também escreveremos V;JO = V;f N T;Q.



Capitulo

2

A Formula de aproximacao de Baouendi-Treves

2.1  Uma mudanca de coordenadas

Nesta secao, estabelecemos uma mudanca de coordenadas que é crucial para a demonstracao da

Férmula de aproximacao de Baouendi-Treves. Comecamos pelo lema a seguir.

Lema 2.1.1. Sejam V um subespaco complezo de CN de dimensio m, Vo = VA RN eV, < CV
um subespago complezo tal que (Vo @ iVy) ® V) = V. Denote d = dimg Vy e v = m — d. Considere
{C1, ..., ¢} uma base para Vi € {&,41, ... &m} uma base real para V. Se escrevermos (; = & + in;,

je{l,...,v}, entao
1. {Clw"angV—‘rl?'“vfm} ¢ base de V,'
2. &, s &y, oMy} € LI sobre R;

3. v+m<N.

Prova. Observe que se z € Vj @ iVf, entao z = = + iy, com z,y € Vy. Portanto, uma vez que
{&41,..,&n} é base real de Vj, existem contantes reais aj,[3;, j € {v + 1,...,m}, tais que z =
D i§jey =200, B€;. Portanto, 2 = 370 (o +16)E;, 0 que mostra que todo elemento de
Vo@®iVy pode ser escrito como combinagao linear (com escalares complexos) do conjunto {&, 41, ..., &m }-

Agora, suponha que Z;n:VH(Ozj +if)€; = 0, neste caso, a parte real e a parte imagindria devem
ser nulas, ou seja, > ;° ., a;§; =0e 3 ) B = 0. Deste modo, como {§,11,...,&n} € base real de
Vo, devemos ter o; = 3; = 0, para cada j € {v + 1,...,m}.

Assim, provamos que {{, 41, ..., &, } também é base complexa de Vo@®iVy. Como (Vo@ily)dV, =V,

uma consequéncia imediata de {¢,...,(,} ser base para Vj e {{,41,...,&n} ser base de Vg + iVj é

que o conjunto {1, ..., Cy,&vs1s - Em} € base de V| assim como querfamos demonstrar em 1.

51
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Para mostrar 2, primeiro vamos mostrar que V n V; = {0}.

Seja z € V n V1. Em particular, lembrando que Vi = {v : v € V;}, temos Z € V; < V. Assim,
Z;Z—ﬁ_”g_@ev&m%.

24+z2eVARY =Vyei(z—2) e VARY =V, Concluindo que z =
Isto é Z e (Vo +iVp) n Vp = {0}.
Agora estamos prontos para mostrar que {(i,...,(,, .. NIV ST ,&m} é R—L.I. Note

que se

ala---awﬂla--'761/771/-‘,-1’"'>P)/mER

sao tais que

ZO‘JCJ"‘ZBJC + Z 7€ =0

Jj=v+1

entao

DG+ D & =D (=BG eV nTh = {0}
j=1

j=v+l =1
Logo, >0, ;G + 200, 1 %€ = 0 = 27 (=55)¢. Como {C1, .., (&, &} € L1 segue que
aj=p=7=0,Vje{l,..., v}

Agora conseguiremos mostrar que que {&1,...,&, 01Ny, it -+, En} € R=1i. De fato, se

ala"‘7051/7617"‘7ﬂl/7’yl/+17"'77mER

sao tais que

Z%&wLZﬁngr Z ;& =0

j=v+1

¢+ (=)
2

entao, observando que &; = , para todo j € {1, ..., v}, temos

Za] zﬂjcj ZQJ+Z5JCJ Z%fj—o

7j=1 7j=1 Jj=v+1
Como {C1,.--,Cuy---Cryee s Cus &ty - -+, Em} € R=1i concluimos que a; = B = v, = 0, Vj e {1,...v}
eVke{r+1,...,m}
O terceiro item é consequeéncia direta de {&;, ..., &m, M1, ..., } = RY ser L.1. sobre R. ]
Estamos interessados em uma versao mais simples do teorema a seguir, mas consideramos que a

demonstracao deste caso mais geral é interessante e, por esse motivo, optamos por nao omiti-la.
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Teorema 2.1.1. Seja L uma estrutura localmente integravel definida sobre 2. Sejam p € € e d a

dimensdo real de L N T2 Existe um sistema de coordenadas locais
{T1, oy Ty Y1y ooy Yy STy weny Sdly L1y ooey Lyt }

que se anula em p e aplicacoes suaves ¢y, ..., g definidas em uma vizinhanga da origem que satisfazem
o(0) =0, dor(0) =0, k=1,..,d,

tais que os diferenciais das aplicagcoes

Zj(l‘,t) i:l:j—i—iyj, jZ 1,...,1}

Wi(z,y,s,t) = sp +idp(z,8,t), k=1,..d

geram L+ em uma vizinhanca da origem. Em particular, v +d=m, v+n' =n e
L, 0 THQ = span{ds|o, ..., dsq|o}-

Prova. Sejam p € Q e Gy, ..., G, funcoes suaves definidas em uma vizinhanga de p tal que dGh, ..., dG,,
gerem L.
Faca V = E; no Lema 2.1.1 e assuma Vj = E; N Ty Assim, se {1, .., Goy oy, - Em} € @ base

fornecida pelo lema, entao existem (c;x), j € {1,...,v + m}, k € {1,...,m} tais que

m G, seg=1,..,v

Z kdGi(p

§, sej=v+1, .., m.

Defina
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Portanto, dZ., ..., dZ,, dW, ..., dW,; também geram £+ em uma vizinhanca de p.

Se z; = Re(Z;), yj = Im(Z;) e s; = Re(W,), entao a segunda conclusdo do Lema 2.1.1 nos
garante que dxyq, ..., dx,, dyi, ..., dy,, dsy, ..., dsq} sdo L.I. em p.

Como dWy(p) = &yi € real, dop = 0 na origem, como queriamos demonstrar. [ ]

Como consequéncia, temos o seguinte corolario.
COROLARIO 2.1.1. Seja £ uma estrutura localmente integrdvel definida em um aberto Q < RN . Existe

um sistema local de coordenadas anulando-se em p,

{331, ...7,’]7m7t17 7tn}

e aplicagoes reais, suaves @1, ..., On, definidas em uma vizinhanga da origem e satisfazendo ¢5(0,0) = 0

e dy0r(0,0) =0, k€ {1,...,m}, tais que os diferenciais das fungoes

Zi(z,t) = xp +igp(x,t), ke{l,...m}

geram LY em uma vizinhanca da origem.

2.2 (Caso uniforme

Neste secao, estabelecemos uma versao da Férmula de aproximacao de Baouendi-Treves para

solucoes homogéneas de uma estrutura localmente integravel, conforme definicao a seguir.

Definigao 2.2.1. Dada uma distribui¢ao u em Q (veja o apéndice B para a definigao de distribui¢oes
definidas em wvariedades), dizemos que u € uma solu¢ao homogénea de L (e escrevemos Lu = 0)

quando Lu =0 em U, para toda se¢ao local L de L definida em um subconjunto aberto U < ).
O seguinte lema sera utilizado nas demonstragoes do caso uniforme e do caso holomorfo:

Lema 2.2.1. Seja B € uma matriz m x m com coeficientes reais e norma menor que 1. Se A = [ +iB,

entao

wl3

detAJ e AP gy —

Prova. De fato, reescreva

[Az])? = (Az, Ax) = (A'Axz, ).
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Deste modo, se denotarmos C' = A'A, entdo teremos e [4%° = ¢=(C=z2  Alg¢m disso,
Re(C) = Re(A'A) = Re(I +iB")(I +iB) = I — B'B.
Portanto, tomando o ramo positivo da raiz (veja [20], pagina 85), temos

f e=Co) gy — 1% (detC)F = 75 (detA) .

[ |
O teorema a seguir é uma versao simplificada do Teorema II.1.1 presente em [%], mas que ainda é
suficiente para nosso proposito que é apresentar uma demonstracao do teorema tubular de Bochner

(veja [2.4.1]).

Teorema 2.2.1. (Formula de aproximacdo de Baouendi-Treves) Seja L uma estrutura lo-
calmente integrdvel sobre Q e assuma que dZ, ...,dZ,, geram L em todos os pontos de ). Entdo,
para qualquer ponto p € ), existem abertos U e W tais que p e U ¢ U < W < Q e para toda
solu¢d@o homogénea uw € C*(W) de L, existe uma sequéncia de fungoes suaves (uy), em C*(U) tal

que u, — u uniformemente em U.

Prova. A demonstracdo da formula é extensa e serd realizada por partes. Primeiro, dado p € €,
aplicaremos a mudanca de coordenadas estabelecida pelo Corolario 2.1.1, ou seja, existem um sistema
local de coordenadas

{a:l, ...,Im,tl, ,tn}

que se anula em p e aplicagOes reais, suaves ¢q, ..., ¢,, definidas em uma vizinhanca da origem e

satisfazendo ¢x(0,0) = 0 e d,¢,(0,0) = 0, k € {1, ..., m}, tais que os diferenciais das fungdes
Zk(x7t> :Ik+l¢k(x7t)v 1{36{1,7771}

geram £ em uma vizinhanca da origem. Para que o conjunto {Re(dZ;), ..., Re(dZ,,)} seja L.L,
observe que podemos trocar Z; por iZ;, para certos indices j € {1, ..., m}, se necessario.

Agora, seja R > 0 tal que a conclusdo do Corolario 2.1.1 é vélida para V, onde

V=A{g |lz(9)] < R, [t(q)| < R}.
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Além disso, pela suavidade das aplicagoes ;5 podemos assumir que
T
00; T
— t)eV 2.1
|l <2 veaer &
onde || - || é a norma da matriz ¢,(x,t) = <6’¢] (x, t)) vista como operador linear em R™.
T,

Multiplicando as fungoes ¢; por fungoes corte convenientes, é possivel estender nossa hipdtese
para fungoes definidas em RY. A partir desta modificagao das aplicagoes ¢;, podemos assumir que
as aplicagoes Z; estao definidas em RY. Assim, {dZ;}; definem um novo fibrado cotangente em RY
e, por fim, um novo subfibrado tangente global.

Seja Z, a matriz <Z—2)] ) Deste modo, Z,(0,0) é exatamente a matriz identidade m x m. Pela

continuidade do determinante, conclui-se que Z, ¢é invertivel em uma vizinhanga da origem. Deste

modo, denote as entradas da matriz inversa de Z, por p; e defina os seguintes campos

0

Mk—ZMklxt)al

Jj=1
Assim, por construcao:

Mij = 5k,j7 k),j € {1, ,m}

Ademais,

0 — .
j:a—— Zaixth, jef{l,..,n}

sao L.I. e satisfazem L,Z;, = 0 (veremos no proéximo capitulo que essa é uma estrutura recorrente no

nosso estudo). Desta forma, os campos Ly, ..., L,, geram £ em todo ponto enquanto os N vetores
Ly, ...;Ly, My, ..., M,,

comutam dois a dois e geram CT,RY, p € R™.
Uma vez que dZi, ...,dZ,,dt;, ...,dt,, geram o subfibrado cotangente CT*R”", dada uma funcao
w(x,t), C', temos

dw = Z Ljwdt; + Z MywdZy,
j=1 k=1

isto decorre do fato que L;Z; = 0 e Mt; = Oparal < j <nel <k <m, enquanto L;t; = J;; para
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1<jk<neMZ =0 paral <j, k<

Para continuar a demonstracao, algumas consideragoes devem ser realizadas:
1. Para ¢ = ((y, ..., () € C™, defina [(]* = G+ ... + (2.

2. Se A = (a;) e B = (b;) sao elementos de R™, entao [A + iB]? = |A]> + 2i(A, B) — | B|?. Logo,

para 7 > 0, temos
—1[A+iB]?

_ 249, _IRI2 21412
’e _ ‘6 (AP +2A.B)~IBP)| _ r(BRP-IAP),

3. Defina uma funcao teste hg tal que

, || = R,

Y

0
hr(z) =< 1, em uma vizinhanca de |z| < &
0

< hgr(x) <1, em todo dominio.

Deste modo, se u esta definida em V', uhg estd definida em todo R™. Além disso, uhg possui
a mesma regularidade que u e possui suporte compacto. Por simplicidade, vamos escrever

somente h no lugar de hg.
4. Defina a seguinte familia de fungoes { £ u} c(0,0) da seguinte forma:

Eru(x,t) = <Z>2f ¢TI =Z@ Oy (3! 0Vh(2')det Zy (2, 0)da’

™

5. Como a exponencial no integrando de E,u(z,t) é uma fungao inteira de (71, ..., Z,,), pela regra

da cadeia, para cada 7,
(rlz@n-2@ 02 — _C (rlz@n-2 N i —r[Z(xt)=2@"0)]* _
e B R I )

Deste modo, pela derivagao sob o sinal de integragao, E u(z,t) também satisfaz

LiEu(x,t) =0, je{l,...n}.

Assim, o proximo passo da demonstragao consiste em mostrar que E; — u uniformemente quando

T — 0.
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Para isso, considere a seguinte modificacao do operador E;:

Gru(z,t) = (Z>QJ e TIZ@D=Z@ Oy (o 1\ h(2!)det Z, (2!, t)da.

™

Note que no caso em que as fungdes ¢, sao identicamente nulas, temos Z,(x,t) = x e detZ, = 1.

™% ’
Neste caso, Gru(x,t) = (—) ’ J e~ Py’ )h(2')da' que é uma convolugdo da gaussiana com
Rm

u(z,t)h(x), i.e, G, é uma ;Tproximagéo da identidade, assim GG, — u uniformemente quando 7 — +00.
No caso geral, as funcoes ¢, podem nao se anular, mas, por continuidade, serao relativamente
pequenas em torno da origem. Assim, podemos mostrar que GG, ainda é uma aproximacao da iden-
tidade. Vamos mostrar isso.
Defina v(z,t) = h(x)u(z,t)detZ,(x,t). Para (x,t) fixo, a matriz Z,(x,t) satisfaz a estimativa

(2.1). Portanto, pelo Lema 2.2.1, podemos escrever

M\S

h(x)u(z,t) = 7~ 2 h(z)u(z, t)det Z,(z, )Jme_[z”ﬁ(x’t)'xlpdx’

M\S

Il
>]

AL @O ()u(x, t)det Z,(x, t)da!

]Rm

f e ey (2 1) da!

M\S

T

e, ao aplicar a mudanca de varidveis ' — x + 7732 na defini¢ao de G u(z,t), obtemos
Gru(z,t) = % J e—r[Z(z,t)—Z(err*l/?x’,t)]?V(x ERpS Vo t)dx.
R™
Deste modo,
[Gru— h(z)u](z,t) =72 J e TA@D=ZtT PP (g 7120 gy e 120 Py (0 ) d!
R™
e, ao somar e subtrair e_[ZI(w’t)'z']Ql/(x + 712y t) no integrando, a integral no lado direito se torna

[GTU — h(I)U](LE,t) =7T72RJ efT[Z(myt)*Z(a:Jrq——l/z z' t)]? (I‘ + 7 1/2 / t)

_ef[Zz(x,t)-x’]zy(x_‘_T 1/2 / t) [Zz(x,t)-x/]zy(x+7 1/2 / t)

— e_[Z’”(z’t)'xl]Ql/(x, t)da'
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Para simplificar, defina

JT _ ﬂ_f% J [67‘1'[Z(:/U,t)fZ(a:JrT—l/?:p/,t)]2 o ef[Zz(ac,t)-z’P]V(x + Til/z‘%/,t)dx/.

E observe que, Gru(x,t) — h(z)u(z,t) = I, + J;.
Para completar a demonstragao de que G, — u, quando 7 — o0, nés mostraremos que I, — 0 e
J; — 0, uniformemente, quando 7 — 0.

Para mostrar que I, — 0, observe que, pela estimativa (2.1),

e %@ | _ o [T riea@) e _ ol o)l

g €_|x1|2+i|$/|2 _ 6_%|m/‘2‘

E como |V, v(x,t)| é limitada em R™ x {|t| < R} (uma vez que h tem suporte compacto, v se

anula para |z| suficientemente grande), o teorema do valor médio nos da

i <t [ i <o

m

Portanto, I, — 0 quando 7 — 0.

Agora vamos estimar J,. Note que

N

Z(w, )= Z(z+ 7720 1) = v +ip(x) —w — 7722 —ip(z+772) = —r 72 +i (Sp(a:) —plz+ T’%)) :

Se fizermos A = | — 7[Z(x,t) — Z(x + 722/, 1) ]2 + [Zu (2, t)2']?], entdo

712
Ao Zy(z,t)x ]

—[Z(x,t) — Z(x + T_%:El,t)]Q + l—l

T2

dai,

Zy(x,t)x

Z(:c,t)—Z(:c—i—T’%x’,t)+ I

A=

: ‘Z(x, t)— Z(x+ 722/ t) —
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Assim,
A< T3 Z(x,1) - ZT(ZE;— i) — Zy(z, t)d| - ‘Z(m,t) — Zlx+ 722 t) — Zy(x, ) (r20)] .
Além disso,

lim Z(x+ T_%m’,lt) — Z(x,t) _ lim Z(x +pa't) — Z(x,1) R

70 T2 p—0F P

Portanto, usando a formula de Taylor, existem contantes 6 > 0 e C, . > 0 tais que
A < 738C 0 |lT722||2 = 7271 6C 4 ||2] 2 = 77 ),

onde C, .y ¢ uma contante que depende de x e de 2’ e K é um compacto fixo de didmetro suficien-
temente grande.

Deste modo, concluimos que J, — 0 uniformemente quando 7 — 0. Isto encerra a demonstracao
de que G,u — wu uniformemente quando 7 — 0.

O préximo passo da demonstracao é mostrar que o operado resto, R,, definido por

Rou(z,y) = Gru(z,y) — Eru(x,y), (2.2)

converge a 0 uniformemente quando 7 — c0. Neste ponto, a hipdtese de que u é solugao homogénea
de L é essencial para podermos utilizar o Teorema de Stokes e conseguirmos uma expressao mais
simples do operador resto.

Pelo Teorema de Stokes, temos

R u(x,t) = lim [J w(2’,0) —J w(w’,t)] = f w(a', t") = J dw(z', 1),
R=© | JI-R,R™ [~R,R]™ o[~ R,R]™ x[0,1] R x[0,¢]

com

n m
2

dw = E Lwdt; + E MywdZy, = E <Z> e T2y (0! ¢ Lohdt; A dZ (2, E).
T
oy 1 =1
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Portanto,

2 e_T[Z(x,t)—Z(I/»tl)]Z ’L]thtj N dZ(:E/a t/)‘

|Ryu(z,t)| < Z J (g)

J=1

Observe que
Re{~7[Z(2,t)-Z(z',U')]*} = Re{—r[z+ip(x,t)—a'—ip(z', 1)} = —r{(z—2')*~[o(z,t)—p(«',1')]*}.
Como,
1
|90(x7t) - QO(I,,t/N < |Q0(l‘,t) - w(xlvt” + |§0(x/7t) - @(I,,t/ﬂ < §|£L‘ - lj| + C|t - t,|'
Suponha que [t| < T. Temos [t —t'| < T e
IATAN P/ 1 12 / 2 1 /12 22
lo(x,t) — (', )7 < §|$—x| + CT|x — 2’|+ C* < §|x—x| + 2C°T".

Portanto,
‘eff[Z(x,t)fZ(x’,t’)P’ _ ef‘r(\xfx’|2)f%|zfx’|272(CT)2) _ eT(?(CT)27%|I71‘l|2).
R R
Como h e CP(B(0,R)) e h =1 quando |2/| < BY é suficiente estudar by < |2'| < R.
R R R

Esta condi¢ao nos fornece |z — 2'| = |z| — |2/ = 2 11 Assim,

erRCT)—Ya—a') L T (2tcT-45)

R? R
Escolha T' de forma que 2(CT)? < 39 ou seja, T' < ok Portanto, existe a > 0 tal que

T

|Ryu(z,t)| <77% -Ce™™ =C <€_m > .

Assim, R, — 0 quando 7 — c0. Assim como queriamos demonstrar.
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2.3  (Caso holomorfo

Nesta secao apresentaremos a formula de aproximacao de Baouendi-Treves global no caso especial
em que o subfibrado tangente é formado pelos operadores de Cauchy-Riemann e o aberto é do tipo

tubo.

Teorema 2.3.1. Sejam U < R™ um conjunto aberto e conexo e f uma funcao holomorfa definida no
tubo Q = T(U) = U +iR™. Entao existe uma sequéncia de fungoes inteiras (holomorfas em C™) f;,

j € N, que converge para f uniformemente sobre subconjuntos compactos de §2.

Prova. Assuma, sem perda de generalidade, que 0 € U e que f(z) = f(z+iy) é uma fungao holomorfa
definida em €2.

Para r > 0 que escolheremos mais adiante de acordo com o subconjunto compacto que tomaremos
em (2, defina h, € CX(R™) tal que h,(y) =0, se |y| = 2r e h,.(y) = 1 quando |y| < 7.

Assim, dados r,7 > 0, considere o seguinte operador de aproximacao

m

T

Bef(2)= (7)) f IR0 + in)hy (n)dy, 2 e C (2.3)

T
Decorre da suavidade dos integrandos e do suporte compacto de h, que os operadores definidos
pela equagao (2.3) definem fungoes inteiras para cada r e 7 fixados.
Deste modo, uma candidata natural para a sequéncia que procuramos pode ser obtida tomando
sequencias (r;); e (7;); tais que 7, 7; — o e definindo f; = E,, ..

Para estudar a convergencia uniforme, defina a seguinte modificagao do operador de aproximagcao

Gy f(x +iy) = <%) H f . @—T\y—m?f(x + in)h.(n)dn, (x,y) e U x R™. (2.4)

Vamos mostrar que G, - f(z,y) — f(x,y) uniformemente em Bg, onde Br < U é uma bola aberta
centrada na origem de raio R a ser escolhido posteriormente.

Defina v(z + iy) = f(x +iy)h.(y). Pelo lema 2.2.1, temos

viz+iy) =77 J e Pz + iy)da.

m

o 1 .
Por outro lado, se fizermos a mudanga de variaveis n — y + 7~ 27 e aplicarmos em (2.4), obtemos
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a seguinte representacao de G, ;:

e_T)y_(y’LTi%”))Qf (3: + i (y + 7'_%77>> h, (y + 7_%17> dn

— 3 f 67‘77'21/(.73, Y+ T*%n)dn

m

G?",Tf(x + Zy) = W_% J

Assim, pelo Teorema do Valor Médio aplicado em v,

(Gor=)a+in) <7t | oo rin) = (o+i(y+ 7))

m

<72 f e " Clran|dy < C'r 2.

Deste modo, G, ; — v uniformemente em U x R™ quando 7 — 0.

Defina o operador de resto por
R f(x+iy) = G f(x+iy) — B, f(r +iy), (v,y)eUxR™ (2.5)

Para conseguirmos uma férmula alternativa para o operador de resto, defina a seguinte forma

diferencial:

m
2

) 67[(x+iy)—(£+in)]2f(§ + i) h,(n)d(—i& +n)

wigm) = (2

™

e observe que como

Bunf(2)= ()7 | g0 4 i ()
(§]
Grr flz + iy) = (%) : fm e~ f (@ + in)h () d,
temos

Errf(z +iy) = f

{0} xR™

w e Gr,Tf(:E—Fiy):f w

{z}xR™

Assim, pelo Teorema de Stokes, temos

R flx+iy) =G flx+iy) — E..f(x +iy) = f dw,

[0,x] xR™

onde [0, ] é o segmento que liga = a origem.
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Para calcular dw, considere a estrutura dada por:

1 . ~
L= 5(8@ +idy,); 2k =& +iny,

1 , .
Mj = 5(&5]. - z&nj); Wk = gk — M-
A nossa estrutura esta bem colocada, pois

1
L;Z, = —(8j6 — djx) = 0; M;Zy = 5(53‘1@ + 0jk) = dji

N | —

1

1
B Ojk + 0jk) = Oji; M;Wy, = 5(53'1@ — 0j%) = 0.

—~

Daf, {Z1p, -, Zup, Wilps .., Winlp} € base de CTFC™,

Se
v(&n = (Z)

vl3

)€ £ (¢ 4 i) he(n),

entao

dw = dv A d(—i€ + 7).

Além disso,
dv = Z a;dZ; + Z B;dW;,
7j=1

onde

Li(v) = dv(Ly) = Zade (L) +Zﬁjdw (Ly,) = Z%Lkz +Z@Lkw Br

j=1 j=1

Mi(v) = dv(M}) = Z a;dZ;(My) + Z BidW;(My,) = Z a;MpZ; + Z BiMW; = a.

Jj=1 J=1 J=1 J=1

Portanto,
m

dv =" M;(v)dZ; + i Lj(v)dW.

Jj=1 Jj=1
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1
Como dZy, = d(& + ing) = —d(—i& + nx) e f é holomorfa em (2, temos
—3

j=1
(T E )~ (E-+i i .

= Z <;> ? ol tiy)—(6+ n)]“’f(g + ”7)5877]' e (n)dW; A d(—i& + )
j=1
S T\ 7z T[(z+iy)— in)]? . S\

= Z (;) el =Erml ey zn)ﬁﬁmhr(n)(—z) dW; A dC,
j=1

onde d¢ = d(& +in) = d(& + i) A d(& +imz) A - A d(En + i)
Logo,

Ry f(x +iy) :f 273, 9,6 7 ),

[09x] 7j=1

m
2

T

onde rj(x,y,&,7,7) = (—) SRm eT[(z”y)—(ﬁ*i’?)Ff(g + in)L;h, (n)(—1)™dC.
™
Mais geralmente, para garantir que a integral esteja definida em €2 se x € U, entao considere um

caminho poligonal v, < U que liga x a origem (lembrando que U é aberto e conexo) e escreva
RT,Tf(x + Zy) = f 2 Tj(a:a Y, 57 T, T)déj'

Seja Uy < U aberto, convexo e relativamente compacto e, dado R > 0, denote por B < R™ a
bola de raio R e centro na origem.

Se v < Uy, entao temos

[Ryrf (& + iy)| < Cls| max sup |ry(e,y,€,7,7)|,  (x,5) € Uy x By,
1

SIS gew

Assim, decorre do fato que L;h,(n) = 0 para || < r que ao escolhermos r > 2R, obtemos

|67—[(:L’—§)+i(y—”7)]2| < G_CT’ c> 0.

Portanto, R, f(z,y) — 0 uniformemente em U; x Bp para r > 2R.

Assim, dado qualquer subconjunto compacto K cc () e € > 0, podemos encontrar R > 0 e
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U, cc U como acima de modo que K < U; x By e entao escolhemos r > 2R e 7 > 0 tais que
R, -f(z,y)] <e em K.
Portanto, uma vez que G, f(z,y) — f(x,y) uniformemente em Bp quando 7 — 00, temos que
|E, - f(2) — f(2)| <2 zeK,r>2R, 7 suficientemente grande.

Sendo assim, se r; — 0 e 7; — 00, temos

fi=E. - f(z) = f(z), quando j — o

uniformemente em conjuntos compactos de (2. |
E importante frisar que os resultados de aproximacao obtidos nas duas tltimas se¢oes podem ser
demonstrados em diversos espacos de convergéncia, para um tratamento mais amplo, sugerimos a

leitura de [38] e, como exemplo de aplica¢do mais recente, sugerimos a leitura de [11].

2.4 Aplicacao - uma demonstracao do teorema tubular de Bochner

Finalmente, estamos aptos a enunciar e demonstrar o teorema tubular de Bochner. A demons-

tragao presente nesta dissertacao segue o artigo de 2009 de J. Hounie (veja [21]).

Teorema 2.4.1. (teorema tubular de Bochner). Seja U < R™ um conjunto aberto e conezo.
Toda fun¢ao holomorfa f(z) definida no tubo 2 = T(U) = U +iR™ pode ser estendida a uma fung¢ao
holomorfa definida em ch(Q) = T(ch(U)) (vide Lema 1.1.3).

Prova. Defina o conjunto das 2-combinagoes convexas de U por:
Uy = {txy + (1 —t)zo; 21,29 € U,0 <t < 1},

Assim, por construgao, temos U; < ch(U).
Além disso, se z € Uy, entdo existem x1, x5 € U e tg € [0, 1] tais que z = tox; + (1 — tp)z2. Como

U é aberto, existem e1,e9 > 0 tais que B(x1,¢1) U B(z2,89) € U.
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Dai,
z e tyB(xy1,e1) + (1 —to)B(x2,e2) = {toy1 + (1 — to)ya: y1 € B(z1,€1),Y2 € B(x2,62)} < Un.

Lembre-se que a multiplicagdo de um niimero positivo por um aberto (se a € R* e X < R™, entao
aX = {ax; xr € X}) é aberto. Lembrando também que a soma (z,y) — = + y é uma aplicagao linear
sobrejetora, segue do teorema da aplicagdo aberta que ela é aberta e consequentemente toB(x1, 1) +
(1 —tg)B(x2,e2) é um conjunto aberto. Portanto, U; é aberto.

Deste modo, somos capazes de definir, indutivamente, uma sequéncia de abertos encaixados,
{Uj}jen, onde Ujq = {tz1 + (1 — t)x9; 21,29 € U;,0 < t < 1}, para todo j natural.

Pelo Teorema de Carathéodory, Teorema 1.1.3, esta sequéncia se estabiliza apds, no maximo, m
passos. Isto é, | Ji_, U; = ch(U).

Agora, considere uma sequéncia de funcoes {f;}jen como no Teorema 2.3.1.

Mostraremos que todo ponto de T'(U;) possui uma vizinhanca onde f; — f uniformemente.

Pelo Lema 1.2.2, dado um ponto genérico z; = x; + in € T'(U;), onde z; = tzg + (1 — t)x; com
xo,71 € U, t € [0,1] e n € R™, podemos obter um disco analitico, 4; : A — C™, centrado em 2, e
cuja fronteira estd contida em um subconjunto compacto de §2.

Uma vez que f; converge uniformemente no compacto A;(0A), dado € > 0, existe N € N tal que
|(fj 0 Ar)(w) — (fx 0 Ar)(w)| < € quando j,k > N, para todo w € 0A. Além disso, pelo principio do

maximo, a sequéncia {f; o A;} é de Cauchy na origem, pois existe wy € 0A tal que

|(f5 0 A)(0) = (fr © A)(0)] < max[(f; 0 Ag)(w) = (fr 0 Ar)(w)]

wEOA

= [(fj 0 At)(wo) — (fi © Ar)(wo)| < e

Deste modo, ao tomar pequenas translacoes de A;, obtemos uma familia de discos analiticos cujas
fronteiras estao contidas em um subconjunto compacto fixado de 2.
Logo, f;(#) converge uniformemente em uma vizinhanga de z;.. E, ao aplicar este processo reite-

radamente, concluimos a demonstragao do nosso teorema.



Capitulo

3

O conjunto frente de onda do traco de uma

solucao para uma estrutura tubular

Neste capitulo nés desenvolveremos alguns resultados de regularidade microlocal. Lembraremos
das defini¢oes bésicas e apresentaremos resultados sobre analiticidade microlocal para solucoes de uma
estrutura tubo. Como consequéncia apresentaremos um resultado de extensao em um tubo U x R"
em que U nao é um aberto, estendendo o Teorema de Bochner. Ademais, é importante destacar que
as técnicas usadas neste caso sao muito diferentes daquelas que desenvolvemos nos capitulos acima.
Por esse motivo, para o texto nao ficar muito grande, algumas demonstracoes preliminares serao

omitidas (mas deixaremos referencias com as respectivas demonstragoes).

3.1 Revisao de analise microlocal e transformada FBI

Em 1982, M. S. Baouendi e F. Treves forneceram uma condicao suficiente para a analiticidade
microlocal de uma solugao de um sistema de campos vetoriais complexos (veja [3]). Outros resultados
de extensao, para fungoes CR podem ser encontrados em [1].

A principal ferramente utilizada na demonstracao foi a transformada de Fourier-Bros-lagonitzer,
doravante chamada de transformada FBI, de uma funcao u € CP(R™). A saber, a transformada FBI

de u é definida do seguinte modo,

m

Fru(z,§) = f ei(m*y)-éfklé\lzfyIQu(y)dy = (uy, ei(mfy)-57k|§\|z—y|2>’

onde k é uma constante positiva que pode ser (e serd) escolhida conforme a necessidade.

68
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Observacgao 3.1.1. Observe que a transformada FBI generaliza a transformada de Fourier, no sentido
que a transformada de Fourier € obtida como caso particular ao escolhermos x = 0 e K = 0 na

definicao da transformada FBI.
Para uso posterior, iremos estabelecer as seguintes definigoes:

Definigao 3.1.1. Dizemos que um conjunto I' = R™ — {0} € um cone com centro na origem (quando
ndo houver risco de confusao diremos apenas cone) quando t € I' se, e somente se, pt € ', para

todo p real positivo. Um conjunto I's € dito um cone truncado quando existe um cone I' tal que

Ir=Tn{teR™ |t| <}
Definigao 3.1.2. Dizemos que uma fun¢ao holomorfa f € O(V + il's) possui crescimento temperado

na diregao de V' quando existem um inteiro positivo k e uma constante c tais que

. C
|f(z +iy)| < W ly| — 0

Para f € O(V +ils), o€ CP(V) evel, defina

(for ) = ff(x + iv)p(x)dz.

Definigao 3.1.3. Se f € O(V +il's) possui crescimento temperado e k € o inteiro da Defini¢io 3.1.2,

entdo definimos o valor de fronteira de f, bf, por

bf = i -
f vaé,rilel'" f
Veja [8, Theorem V.2.6] para uma demonstragdo de que o limite acima existe e define uma

distribuigao em D' (V).

Definigao 3.1.4. Sejam xg € R™ e £ € R™—{0}. Dizemos que uma distribui¢io u € D'(R™) € analitica
microlocal em (x¢,£°) quando existem uma vizinhanga V de g, cones L, ..., TN em R™—{0} e funcoes

holomorfas f; € O(V + iFg) (para algum § > 0) de crescimento temperado tais que

N
u=) b
j=1

prézimo de xg e £ -T9 < 0, para todo j € {1,..., N}.
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Definigao 3.1.5. Seja u € D'(R™), xp € R™, % € R™ — {0}. Entao, (x0,£°) ¢ WE,(u) se, e somente
se, existem uma vizinhanga V de xo em R™, um cone aberto T' = R™ — {0} com £° € T' e constantes
c1, co > 0 tais que

|]:kU(l’,€)| < C16_62|£|7 V(l',f) eV xTI. (31)
O conjunto W F,(u) é chamado conjunto frente de onda analitico de w.

Observagao 3.1.2. Em [8, Theorem V.2.14.] podemos encontrar uma demonstragao para relag¢ao entre

conjunto frente de onda analitico e analiticidade microlocal. A saber,
W Fu = {(z,£); u nao € analitico microlocal em (x,§)}.
Como consequéncia, em [S, Corollary V.2.15] vemos que uma distribui¢ao u € D'(U) € real analitica

em uma vizinhanga de xg € U se e somente se (xg,&) ¢ WE,(u), para cada £ # 0.

Em [6] S. Berhanu e J. Hounie apresentaram uma caracterizagdo de conjunto frente de onda

analitico usando uma transformada que, em certo sentido, generaliza a transformada FBI. A saber,

Frpu(x, &) = J ei(x*y)f*Klﬂ\xfy\%u(wdy _ <uy’ei(xfy)ffldgﬂxfy\zk%

m

S. Berhanu e J. Hounie mostraram que dada uma distribuicao de suporte compacto e constantes K, k
fixas temos que dado & # 0 segue que (x¢,£%) ¢ WF,u se, e somente se, existem uma vizinhanga

conica I' de & e vizinhanca V' de z( tais que
| Frcru(z, &) < cre 2l v(z,6)e V xT. (3.2)

Nas proximas segoes apresentaremos resultados de regularidade microlocal de solugoes de estru-
turas tubos, com o objetivo de apresentar um resultado de extensdo que as técnicas de [3] e [1] nao

se aplicam. Para isso nés seguiremos o artigo [5].

3.2 Uma versao microlocal para o teorema tubular de Bochner

Sejam m e n inteiros positivos. Denotaremos as varidaveis em R™ e R™ por z = (z1,...,2,,) €

t = (ty,...,t,), respectivamente.
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Seja V' < R™ um subconjunto nao vazio, conexo e aberto. E seja ¢ : V — R™ uma fungao
Lipschitz continua com ¢(t) = (p1(t), ..., pm(t)).
Defina Zy(x,t) = x + ipx(t), para j € {1,...,m} e considere os campos vetoriais complexos em

R™ x V definidos por
Z}i —, Jjef{l,..,n}.

(73:k

O subfibrado vetorial definido pelos campos acima é uma estrutura com dimensao n, chamada
estrutura tipo tubo.

Note que temos um sistema de campos vetoriais complexos linearmente independentes que satisfaz

0Pk 0 O Ony O O ,
Ly = 1570 = = = 1. 1,..,m}.
Lk =1 8tj (t) ? 1 8tj (t) P 7 atj (t) 8t (t) 0, je€ { , ,n}’ ke { 7 ’m}

Seja U < R™ nao vazio, aberto e conexo e defina 2 = U x V.
Fixados tg e V e £ # 0 daremos uma condicao suficiente para que, dada uma funciao h Lipschitz

continua em 2 que satisfaz
Lih=0, em Q, Vie{l,... ,n}; (3.3)

tenhamos (0,£%) ¢ WE,hy,, em que hy, = h(z, ).

Teorema 3.2.1. Sejam & € R — {0} e N um nidmero natural. Assuma que existe uma sequéncia
tr eV —{0} tal quet; -0 e
et < =) - €. (3.4)

Sob estas condigoes, se h é qualquer solugao Lipschitz continua do sistema (3.3) em ), entao

(0,£%) ¢ WE,hy.

Prova. Para esta demonstragao, assuma que |[£°| = 1 e que, para r > 0, g denota uma fungio em

C*(B(0,r)) tal que g(x) =1 quando |z| < g, além disso, usaremos as seguintes notagoes:

-(89)

Lf(y,t)dt = Y L f(y, t)dt
j=1
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Sejam h uma solugao Lipschitz continua de (3.3) em Q e (z,£) € R*™. Considere a seguinte integral

I (x,¢€) =J J ilrymie) EKIEllemv=ie I (g (y)h(y, t))dtdy, (3.5)
m Jyj

onde v; < V' € uma curva suave que une 0 a t7.

Observe que Lf(y,t)dt é uma 1—forma em V' com parametro y. Assim, uma vez que

Pla,€) — J J L{ei(wfyfiw(t))-ﬁleﬁl[w*y*iw(t)]%g(y)h(y’t)}dtd%

(e L estéd agindo apenas nas variaveis y e t) segue, pelo Teorema de Stokes para 1—formas,

[]<ZII,£) :Ii(xaf)_10<x7£)v (36)
onde
L(x,€) = f eyt e KIElle w1 g ) h(y, 1) dy
R
e
Io(x,€) = f el EKUlle=1™ (Vo (y)dy = Fiep(gho) (z, ). (3.7)
R

Queremos mostrar que, existem certas constantes ¢, co > 0 tais que
—C
[To(x, &)| < cre™=),

para (z,€) em alguma vizinhanca conica de (0, &). Para isso nés estimaremos I7(x, €) e Ii(x, €).

Observe que, para qualquer (z,y,t, ) temos,

— eiE(z7y»t7£)

|/ (my—in(O) € KElle—y—ip(O]*")

Y
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em que

E(z,y,t,8) = —Re {i(z —y —ip(t) - £ — K|¢|[x —y — ip(t)]**}
= —p(t) - & + K[¢|Re[lz — y* = p(®)]* = 2i(x — y) - p(t)]"
= —(t)- £+ K[¢|Re {Z =y = ()]} [<2i(z —y) - 90(0]4}
=0
=o€ 16l 3 ()=o)
Para cada t fixado, defina
Palo=5.t)= % (5 )0e =l O F0 @) wOF 38)
0<2s<k

€ reescreva

Po(x,t) = 2 + ) calt)z”. (3.9)

|| <2k

Algumas consideragoes sao necessarias para dar continuidade a demonstracdo:

1. Dado um polinémio nao constante f € R[zx] de grau 2d, decomponha-o em suas partes homo-
géneas

J=Jo+ fi+..+ fa,
em que f; € um polinémio homogéneo de grau j, para cada j € {0, ..., 2d}.

2. Denotaremos o conjunto dos polinomios p = 0 em R™ de grau 2d por Psg .

3. Escreva f(x Z fax® e defina

|a|<2

S(f) ={aeN" f, #0} —{0,2dey, ..., 2de,,},

com €; = (61, ...,05m), em que 0;, denota o delta de Kronecker.

Portanto, podemos escrever

2 fax +Zf2dsj Ty .

aeS(f
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4. Seja

A(f) = {ae S(f); fax® nao é um quadrado em R[x]}

= {a e S(f); ou fo <0 ouay € impar para algum j € {1,...,m}}.

5. Lembre que se a; = 0, j € {1,...,1 — 1}, e existe jo € {1,...,l — 1} tal que a;, # 0, entdo o

polinomio de uma variavel

possui uma unica raiz positiva, que doravante serd denotada por C(q).
6. Também invocamos o seguinte resultado presente em [13]:

Afirmagao 3.2.1. Se fo € int Pag,, (interior no espaco dos polindmios de grau 2d) e € > 0 sdo
tais que

m
2d
fad — é‘z T € PQd,m;

J=1

2d—1
entdo fy — N*¢ ¢ uma cota inferior de f, onde A = C (st — Z bjsj> e
=0

A\ 2d—j

1 j
b= 5q2d =) e 3 fl(a®3 1, 1<j<2d-1
a€A(f),|al=j

m
De volta & demonstragao do teorema, uma vez que |z|** € int Py, e |z|** — Z x?k € Py, a
j=1
Afirmagao 3.2.1 garante que, se tomarmos € = 1,

Por(w,t) = (1) (t)]*" = A,

2k—1
) 1 _
onde A\ = C' (s% — Z bjsj) eb; = ﬁ@k‘ — §)% Z lca(£)](a®) 2.
j=0 a€A(Pay), lal=j
Desta forma, passamos a responsabilidade de estimar P, para .

Para estimar A, considere jj € {1, ..., 2k} tal que

L 1 1
b j0 = max {bok 1,0 _g, o B3 | (3.10)
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2k—1

2%k—1
Como s — Z b;js’ = 0 se, e somente se, s?* = Z b;s’. Lembrando que A ¢ raiz do polinémio
j=0 7=0
2%—1
52k — Z b;s’, pela escolha de jo, temos
j=0

A2 =Dy + DN 4 DA + - by N

2k 2k—1 2k—2 1 i
Jo Jo Jo 2 Jjo 2k—1

1
Escolha k > 0 tal que A\ = sby), io- Deste modo temos

2k 2k 2k
5= K

2k 2k 1
2k J0 Jo
K ka—jo

2k Jjo 2k—1
=\ <b2]2_j0(1+/<:+---+/£ ):b%_jO —

Assim,
2k 1
(3.11)

Agora observe que (3.11) acarreta em 0 < £ < 2. De fato, se tivéssemos xk > 2 (consequentemente

k—1>1er?® —1>0), terfamos

Isto é, 0 < —1 que é um absurdo.

Sendo assim, uma vez que 0 < kK < 2, temos A = ”fb;%fjo < 2b§%7j. Usando (3.10) temos

A < 2max{bog_1,b3 o, ..., b} (3.12)

Por outro lado, lembrando que A** = by+b; A+ b A2+ +bo 1 AL equeb; =0 (0 < j <2k—1),

temos
MF =N 0< <2k -1,

1
assim, A\ > b7,

Portanto, temos

1 1 1 1
maX{ka_l, b22k—27 ciey bgk} <A<2 maX{ka_l, b22k—27 ey bgk }
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Assim, resta estimar b;.

Defina fungoes ¢, (t) tais que possamos escrever

Pulet) = 5 (o) (o = o) (-0 ot

0<2s<k
k—2s
kN (k—2s . . \ .
3 (2)( z )‘x’”“'@(tﬂ%“ ey (o) = o S ealt)n
0<2s<k [=0 § o <2k

Deste modo, existe uma constante cg, que s6 depende de k, tal que

[ea ()] < cl(t)[*1.

1 —j a1
Assim, lembrando que b; = %(Zk - j)%W Z |ca(t)](a®) 2k

a€A(Pyg), laf=j

1

1 . —J —|a «
b <52k =) Y ele(®) @)

a€eA, |a|=j
Ck .\ 2k—] —lal( an\ 5
= @ =) 3 P gt el
a€eA, |a|=j
Ck, N 2k—j — o an 2
- Tk E T Y (e
a€eA, |a|=j
= Gl ().

1
Deste modo, ;" < &lp(t)]. Logo, por (3.12), existe uma constante positiva (que denotaremos

simplesmente por ¢j) tal que

A< ale(t)]-

Pela Afirmacao 3.2.1,

Poy(,t) = —cilp(t)|*.

Lembrando que

Blent, ) = o) €+ Kl () lo = o = ol (471G ) 0

0<2s<k

= —o(t) - £+ K[¢| Par(x =y, 1)
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e que |€°| = 1 temos
E(z,y,t5,8%) = —¢(t]) - & = aKp(t)) " = [o(&))*Y (1 — e K) > 0, (3.13)

onde a penultima desigualdade decorre da hipdétese ]go(t;f)]w < —p(t3) - €9, A dltima desigualdade
segue do fato de p(t%) # 0. E isso ocorre pois caso contrario terfamos 0 = |@(t%)[*N < —p(t*)-£° =0
e isso é absurdo.

A seguir, escolha

1
0<K<-— 3.14
< 20, (3.14)

para que

~B(e,,6,8) < —5lo() Y.

Logo, decorre da homogeneidade de E(x,y, 5 %), em &, que existe uma vizinhanga conica, I'; de
€% tal que
* 1 %\ 2N
_E(x7yatj7§) < _§|30(t3)‘ |£’7 VSEFJ'

Assim, lembrando que
[i(ﬂfyf) _ J ei(w—y—isﬂ(t;‘))f—K\ﬂ[m—y—iw(t;‘)]%g<y)h(y’t;‘)dy’
R

existem ci,co > 0 tais que

(2,8 < cre”®Fl, veeT;, (3.15)

Agora, considere a integral

F(z,¢) = f J ei(w—y—w(t))f—KIE\[w—y—iso(t)]Q’“L(g(y)h(%t))dtdy.

Uma vez que h é solugdo de L, g(y) = 1, para |y| < g, e ge CP(B(0,7)), temos

]Jo (z,€) | _ pile—y—ip(t )E—Klil[x—y—w(t)]%h(y’t)L(g(y))dtdy ’ (3.16)

Yio

em que A (O,g,'r’) = B(0,7)\B(0, 5). Por outro lado, lembrando que »(0) = 0 e —E(x,y,t,§) =
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Refi(x —y — ip(t)) - € — K|gl[x — y — ip(t)]*}, temos

~B(r..0.6) = Reli(e—y)-€~KJel[e—y]*} = ~Klellr—y]* < Klelllyl-lel]* < ~xlel [~ 7]

4
(3.17)
quando § < |y| <7 e |z < §. Assim, como
r r
tomax{—Ee,y.,6): g <yl <r ol < Tele =1}
¢ uma fungao continua e ¢; — 0 existe j e a > 0 tais que
_E(‘Ta y7t;‘<a 5) s —a
quando § < |y| <7, |z[ < e [{] = 1. Pela homogeneidade em & temos
—E(ZE, y7t;‘<a 5) s —a
quando § < |y| <7, |z[ < § e £ € R". Portanto, voltando em (3.16) temos C' > 0 tal que
|10 (2, €)| < Cemél. (3.18)
Portanto, por (3.6), (3.7) (3.15) e (3.18) e pela defini¢ao 3.1.5, temos que (0,£°) ¢ W E,hq.
]

A seguir, apresentamos o exemplo que justifica o titulo desta se¢ao.

Exemplo 3.2.2. (Uma hipersuperficie Lipschitiz onde funcées CR podem ser estendidas
holomorficamente & uma vizinhanca cheia da origem): Seja i : U — C uma fungao
holomorfa em uma vizinhanga da origem U < C" tal que ¥(0) = 0 e di(0) = 0. Suponha também

que f: W — C é uma func¢dao Lipschitz em uma vizinhanca da origem W < R™ tal que

2. existem C >0 e k € N tais que |f(y)| < Cly|?;

8. existe (p}) e (qf) sequencias em R™ convergindo para zero tais que

fo) =i e —f(@) =g (3.19)
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Dado s € R defina

Ys={(z1,.. ., zn, s +i(Re(2) + f(y) : 2 =ax+iye U, ye W}

Note que ¥ € uma hipersuperficie Liptschitz de C".

Seja ® : C"*1 — C**! um biholomorfismo® definido do sequinte modo,
D(z1,. .0 2.41) = (Wi, ..., Wpa1)

em que wj = z; (para j€{l,...,n}) € Wpy1 = 2nt1 — W (21, .., 2n).

Note que

Y =) ={(z1,... 20, s +i(Re(2) + f(y)) —ip(z1,...,20)) sz =+ iye U, ye W}

={(z1,. s 2n, s +if(y) + Z(z1,...,2,)) 2=z +iye U, ye W}

. . / ! - / _
A seguir definiremos novas coordenadas para ¥'. A saber, x; = x; (j € {1,...,n}), 2, =

, : . : : :
s+ I(z1,...,2,) et) =vy; (j €{l,...n}). Para facilitar a leitura tiraremos as linhas nas novas
coordenadas e consideraremos apenas xi,...,Tpi1,t1,...,t,. Note que a estrutura definida para o

fibrado tangente desta hipersuperficie terd as sequintes integrais primeiras
Zi(x,t) =xj+it;, 1 <j<n, Zy(r,t) =z, +10f(t)

em uma vizinhanga de (0,0) € R™™1 x R",

Definindo ¢(ty, ..., t) = (t1,. . tn, f(t1,..., 1)) seque de (3.19) que se firarmos £° € R™™1\{0}
entdo existird t¥ — 0 em R™ tal que |¢(t5)|*N < —m(t}) - €. Pelo Teorema 3.2.1, dada qualquer
solugdo h Lipschitz para o fibrado tangente de ¥/ (definida em Y') temos que o trago hy (lembrando
que ho(z) = h(0,z)) € real analitica na origem (consequentemente pode ser estendida para uma fungdo
holomorfa, em uma vizinhanga da origem). Deste modo existe uma fun¢ao holomorfa H definida em
uma vizinhanca da origem de C"™' tal que h(z,t) = H(Zy(x,t);...; Zyi1(x,t)) em uma vizinhanga
da origem.

Por fim, destacamos que a fun¢ao [ pode ser definida de modo que os resultados cldssicos (por

1'Um mapa bijetor holomorfo cuja inversa também é um mapa holomorfo.
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exemplo os resultados contidos em []]) ndo se aplicam. Para uma exposicao mais aprofundada,

sugerimos a leitura de [5].

COROLARIO 3.2.3. Seja £° € R™ — {0} e assuma que existe t* € V tal que —p(t*)-£° > 0. Se h é uma
solugdo Lipschitz continua de £ em R™ x V| entdo (0,£°) ¢ W E,hy.

Prova. Da mesma forma que fizemos em (3.13) e (3.14), podemos escolher K > 0 de modo que exista

a > 0 tal que
—E<J},y7t*,§0) < _|S0<t*>|2N

Deste modo,

L(z,€) f e ile—yig(t) €= KIello—y=ioe* (Vb0 1) dy

m

possui um decaimento exponencial para ¢ em uma vizinhanca conica de &£°.

Seja v uma curva suave que liga t* a origem. Entao, para r suficientemente grande

I(x,§) = f J e—i(w—y—w(t))f—Klil[x—y—w(t)]%L(g(y)h(%t))dtdy
mJy

. Deste modo, usando (3.6) novamente, concluimos a demons-

A

decai exponencialmente para |z| <

tracgao. [
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APENDICE A: Outros resultados de andlise

microlocal para o traco de uma solucao para

uma estrutura tubular

Apesar da similaridade com o Teorema 3.2.1, os resultados deste apéndice ndo seguem como seus
corolarios.

O resultado a seguir foi demonstrado em [5] e aqui seguimos suas ideias.

Teorema 3.2.2. Seja 0 € R™ — {0}. Suponha que existam t* € U — {0} e uma curva lipschtiziana

em V' que liga t* a origem tais que:
1. —p(t*) - €% >0,

2. 2sup |p(t)| <,
tey

9. 8lo(t) | sup () - €0 < [ _ 4sup rw)rZ] [o(t*) - €],

tey tey

entao, dada uma solugdo Lipschitz continua de £ em €2, (0,£°) ¢ WE,hy.

Prova. Nas mesmas notacoes da demonstragao do teorema 3.2.1, observe que a transformada FBI

generalizada Fou(z, £) nos fornece o polinémio Py(x,t) e dai vem

E(w,y,t,§) = — & o(t) + K[¢|Re {(z —y —ip(t))"}
= — & () + KIE|Re {[(x —y —ip(1)) - (z —y —ip(t))]*}
==& p(t) + K[g|Re {[(z —y —ip(t) - (v — y) —ilx —y —ip(t) - p(t)]*}
=— & o(t) + K| Re {[|z — yI* — 2z — y, (1)) — |0 (t)*]*}

83
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Sendo assim,

E(z,y,t,6) = = &-o(t) + K|¢|Re{|z — y|* — 2|z — y|*(2ie — y, o(t)) — lo(t) )
+ 20z —y, (1)) — [0 ()P}
=— & p(t) + K[¢|Re{lz — y[* — dilz — y[* (@ —y, (1)) — 2]z — y*|p(t)?
— 4z =y, 0(t))" — 4ile — y, p(t)|p®)* + o(t)]'}

==& o(t) + Klg] [lz — y* = 2o)P|z — yI* — 4z — y, (t))* + ()] -

e, deste modo,

Py(z,t) = |o|* = 2l (t)*[2]* — 4z, 0(1))* + |o()]".

Observe que se o minimo de Py(x,t) é atingido em um ponto da forma x = cp(t), entao podemos
determinar ¢ ao minimizar o polinémio p(c) = (¢* — 2¢® — 4c + 1)|p(t)|* = (c* — 62 + 1)|p(t)|*.

Observe que p'(z) = (4¢2—12)c = 0 se, e somente se, ¢ = 0 ou ¢ = /3. Ademais, p”(c) = 12¢? —12
nos da p”(0) < 0 e p”(v/3) > 0. Assim, para qualquer ¢ fixo, o ponto de minimo de Py(z,t) é atingido
em (v/3p(t), (1)) e o valor minimo é —8|p(t)[*.

Sendo assim, escolha
£ p(t*)

0< K <
8l (t*)|*

e observe que obtemos

€0 - o(t*)

E(z,y,t*,6%) = =€ p(t*) — 8K|p(t*)[* > —£° - o(t*) + SW

[(t)]* = 0.

Entao, temos

L (=, §)| =

f e=ile=y=ig ) E=KIella—y=ie ) 5 (0 (%) dy| < cqeerlé],

para certas constantes ¢y, c; > 0 e £ em uma vizinhanca conica de £°.

Agora, queremos estimar

I(z,§) = f J e~ r—y=ieW) E=KEelle—y=ie " (g (y)h(y, t))dtdy.
m 'Y

Escolha g € CF (B(0,7)) tal que g(y) = 1 quando |y| < (1 — €)r, onde € > 0 serd determinado a
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posteriori.

Para |y| = (1 — ¢)r, temos

E(0,y,t%,6%) = =€ o(t) + K [[y|* — 20 Ply* — 4y, ¢())* + [o()[]
> " p(t) + K [Jyl" = 6lo()]Ply* + |p)]']
= &% (1) + K [(Jy1* = 3le()]*)* = 8le(6)]]
> p(t) + K [(r* = 4lp(t)*)?],

onda a primeira desigualdade decorre da desigualdade de Cauchy-Schwartz e a segunda é consequéncia
da hipétese 2 com e suficientemente pequeno.

A hipétese 3 nos permite ainda escolher K de forma que

sup;e., £ - (1) 0 - o(t*)

(r? — 4fp(t)?)? ()t

Portanto, para x préximo da origem e & em uma vizinhanca conica de £°, existem constantes
c1,co > 0 tais que

(2,)] < cre 2.

Logo, (0,£%) ¢ WE,hy. n

O segundo resultado a ser apresentado neste apéndice também estd presente em [5].

Teorema 3.2.3. Seja £° € R™ — {0}. Suponha que existam t* € U — {0} e uma curva lipschtiziana

em V' que liga t* a origem tais que:
1. —p(t*) - €% >0,

2. 6sup|p(t)| <,

tey

3. 2alp(t*) Fsupp(t) - €0 < [ ~sup Iw(t)lz] (o) €],

tey tey
onde, v = (4 +2v/5) ((4 + 2v/5)? — 12(5 + 2v/5)) . Entdo, dada uma solugdo Lipschitz continua de
L em Q, (0,£°) ¢ WFE,hy.

Prova. Assim como na demonstracao anterior, iremos estudar com mais detalhes o polinomio obtido
da FBI generalizada. Aqui, ao utilizarmos a FBI Fzu(z, £), ficamos com a responsabilidade de estimar

P6<l’, t)
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Observe que,

E(xz,y,t,€) = =& o(t) + K[g|Re{[z —y — ip(1)]*}

= =& p(t) + K[g][(lx — y* = o)) = 12(]x — y* = [o@)]*)((z — ) - 0 (1))*],

dai

Ps(x,t) = |z[° = 3lo(t)Plz[* + 3lo()[2* — [o(®)]* — 12(|z]* — o)) (z - ¢(t))*

= [2[° = 3l (&) P[a]* + [3le()]* = 12(x - p(1))*] |2 + 12 [z - ()" [p (D) — [0 (1) |°.

Para t fixo, o valor minimo de Ps(z,t) é atingido quando V,FPs(x,t) = 0.

Assim, se 7o 6 minimo de Py, entdo
6(Jzol” — | (t)*)* — 24(x0 - ¢(t)) w0 — 24(J2o|* — [2()*)(z0 - @ (1)) 2(t) = O
e, por consequéncia,
[(Jzof* = [(0)[*)* = 4(w0 - (t))*]2 = 4(|zol* — | (t)*) (w0 - (£)) (1) (3.20)

Queremos mostrar que (|zo]? — |¢(¢)]?)* — 4(xo - (¢))* # 0.
Suponha que (|zo]? — |@(t)|*)? — 4(zo - ©(t))* = 0. Entao, por (3.20) temos

(Izo* = o)) (o - 0()p(t) = 0. (3.21)

Pela condigao 1. das nossas hip6teses, podemos assumir que ¢(t) # 0. Deste modo, nos resta que

(lzol* = lo()[*)(z0 - ¢(t)) = 0. (3.22)

Sendo assim, pelas equagoes (3.22) e (3.20), temos

lzo| = [o(t)] e o - p(t) = 0.
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Logo, concluimos que
Py(o,t) = (lwo]” = | (t)]*)° = 12(Jwo]* = | (t)[*) (20 - (1))* = 0.

Mas, uma vez que assumimos ¢(t) # 0, deveriamos ter Ps(0,t) = —|p(t)|® < Ps(zo,t) = 0, que é
uma contradigao. Portanto, devemos ter (|zo|? — |o(t)|*)? — 4(zo - ©(t))* # 0.
Deste modo, o minimo de Ps deve ocorrer em um ponto da forma cyp(t) para algum ¢ € R. Se

xo = cp(t), entao

Ps(ep(t), o(1) = lo(t)]° = 3lo®)Plep(t)* + 3lo(t)|*lep(t)]* — 12{ep(t), ¢ (1)) (t)*+

+12{ep(t), ()0 (O)* — (1)
Deste modo,
Ps(co(t), o(t)) = lo(t)|° = 3o (t)]* + 3cto(t)]” — 12 0(8)[° + 12¢%|i0(1)[° — [ (t)]".
Assim,

Ps(co(t), o(t) = [p(t)]°(c® — 3c* 4+ 3c¢* — 1 — 12¢* + 12¢%) = |p(t)[°[(c* — 1)* — 12¢%(c* — 1)].

Logo, estamos buscando o valor de ¢ que minimiza o polinomio ¢;(c) = (¢ —1)? — 12(c* — 1)

Faga s = ¢?, neste caso, procuramos minimizar gs(s) = (s — 1)* — 12(s — 1)s com s € [0,00]. Uma

10 £ 4/5
— V5 _ 54+ 2v5; ¢4(s) = 6s— 10

que é positivo quando s = s = 5 + 24/5 e negativo quando s = 5 — 24/5, temos que o minimo de ¢ é

atingido em s = 5 + 24/5.

vez que: qy(s) = 3(s* —10s +5) = 0 se, e somente se, s =

Portanto, o valor minimo de Pg(x,t) é

alp®)]® = o) [(5+2v5-1)=12(5+2v5-1)(5+2v5)] = |o(t)|%(4+2v5)[(44+2v5)2—12(5+2V/5)]

€0 p(t*)

. Assim, existem
alp(t*)[6 ’

Deste modo, escolha uma constante K de forma que 0 < K < —
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contantes positivas ¢; e co de forma que a integral

I(x,&) = J ei(x—y—iso(t*))f—K\&I[x—y—iso(t*)]4g(y)h(y’t*)dy

m

satisfaz

L (z,€)] < cre™¥l para ¢ em uma vizinhanca conica de £°.

Para estimar a integral
I(z,€) = J ei(m—y—w(t))f—K\él[fv—y—w(t)]“L(g(y)h(y’ t))dtdy,

escolha g(y) = 1 para |y| < (1 —¢€)r e considere a fungao E(0,y,t*,£°) para |y| < (1—¢)r, onde e > 0

serd escolhido suficientemente pequeno de forma que (essa escolha é possivel gracas a hipétese 2.)

o)l < £~ o))

Portanto,

E0,y,t%,6%) = =& o(t) + K[(Jyl* = lo(t)?])’ = 12(Jy* — o)) (y - ¢(1))?]
—{“¢@%%me”4¢@ﬂf—%QWF—hﬁm%ﬂ

€0 p0) + 5 (ol ~ [l

\%

WV

Assim, pela hipdtese 3., podemos escolher K de forma que

sup, €7 () &0 p(t)

207~ sup, [P (O P Gl

Deste modo, existem constantes positivas c3 e ¢4 tais que para x préoximo da origem e £ em uma
vizinhanca conica de £°, temos

11(, )| < cgelél,

Deste modo, por definigao, (0,&Y) ¢ WE, hy.



APENDICE B: Distribuicoes definidas em

variedades diferenciaveis

Se 2 < R", entao podemos definir uma distribuicao em €2 por uma das seguintes formas equiva-

lentes (para a prova destas equivaléncias, veja [13], paginas 4-6):

Definic¢ao 3.2.1. Uma distribuicao u em S € uma forma linear em CX(Q2) tal que para todo subconjunto

compacto K de €1, existem contantes positivas ¢ e k tais que

[u(¢)] < C ) sup D¢, ¢ e CF(K).

lo|<k
A segunda definigao é a equivaléncia estabelecida no Teorema 1.3.1 de [18]:

Teorema 3.2.4. Uma forma linear u em CF () € uma distribuicao se, e somente se, u(¢;) — 0

quando j — o, para toda sequéncia (¢;); de fungoes em CL(Q) tal que
1. para todo multi-indice o, D*¢; uniformemente quando j — o0,
2. Existe um conjunto compacto fizro K < Q tal que supp(¢;) < K, para todo n € N.

Antes de darmos continuidade, relembre a definicao de variedade diferencidavel apresentada na

Secao 1.3:

Definigao 3.2.2. Seja 2 um espaco topolégico de Hausdorff com base enumerdvel e

F={(Ux); UcQ éaberto e x: U — RN ¢ homeomorfismo sobre x(U)}

tais que:
1. U U=Q;
(Ux)eF

89
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2. A aplicagio ' ox™ : (U nU") — /(U nU") é C® para cada par (U,x), (U, 2') € F;

3. Em relacao aos itens (1) e (2), a familia F é mazimal, isto é, se V' é um subconjunto aberto e
nao-vazio de Q0 ey : V — y(V) é um homeomorfismo sobre o aberto y(V) = RN tal que, para
qualquer (U,z) € F com U NV # &, a composicio yox ™' : x(UnV) - y(U V) éC®,
entao (V,y) € F.

O par (Q,F) € dito uma variedade diferencidvel de dimensio N. E comum chamar cada par

(U,z) de carta local ou sistema local de coordenadas.

Definigao 3.2.3. Uma aplicagio f : Q — C € dita de classe C* em Q se, para todo par (U,x) € F,
tem-se que a composicdo fox~': x(U) — C € de classe C*. Denotaremos o conjunto das aplicagoes

C* em Q por C*(Q).

Definicao 3.2.4. Uma aplicacao f : Q2 — C € de classe Léfc em ) se, para todo par (U, x) € F, tem-se

1

que a composi¢ao fox~!:x(U) — C € de classe Lifc em U. Denotaremos o conjunto das aplicagoes

loc oc
Lie¢ em Q por Li¢(Q).

Daqui em diante, apresentamos parte da discussao presente no texto Linear Partial Differential
Operators de Lars Hormander (veja [18]). Nos concentramos apenas no essencial para definirmos
distribuicoes em variedades diferencidveis e recomendamos a leitura do texto original para um trata-

mento mais aprofundado.

Observagao 3.2.4. Sejam, 2 uma variedade diferencidvel e (U, x) uma carta local de ). Sev : U — Q
possut suporte compacto e

u=vox, em§, u=0,emQ°

entio u € C*(Q) se, e somente se, v e C*(Q). Este resultado também € vdlido se trocarmos C* ()

por LLOC(Q). Deste modo, com certo abuso de notacao, podemos denotar u por v o x.

Agora, iremos dar uma abordagem diferente para o conjunto C*(Q).

Sejam (U, ) uma carta local de Q e u € C*(2). Defina u, = uox~!. Deste modo, u, € C*(U) e,
pela condigao 2 da definigao de variedade diferencidvel, se (U’,2') € F, UnU" # & e uy =uox'!,
entao

Uy = Uy o (x2’™), em 2/ (U nU). (3.23)
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Por outro lado, se para cada carta local (U, x) € F definirmos u, de modo que a equacao (3.23)
seja vélida para quaisquer duas cartas locais de (2, entdo existe uma tinica aplicagao u € C*(Q) tal
que u, = u oz~ !, para todo sistema local de coordenadas x. Ademais, u € C*(Q) se, e somente se,
u, € C*(U), V(U,z) € F.

Assim, pavimentamos o inicio do caminho para definirmos distribui¢oes em variedades como a
composicao de uma distribuicao com um mapa infinitamente diferenciavel.

Sejam U; e U, abertos de R e ¢ : U; — Uy um difeomorfismo. Para u € C°(U) defina

(wo)(x) =u(p(x)), xzeU. (3.24)

Seja J o jacobiano de ¢~!. Entao, podemos reinterpretar a equacao (3.24) na forma de solugao

fraca:

Jw wo o dx—Jw L)) |dy, e CE(UY). (3.25)

Assim, se u € D'(Us) podemos definir u o ¢ através da seguinte igualdade

(wop)(W) =u((Woy ™ )J]), el (Uh). (3.26)

Deste modo, definimos uma nova distribuigdo u o ¢ € D'(U;) através da equagao (3.26). Além
disso, esta definigao estd de acordo com a identidade apresentada em (3.24).

Pelo Teorema 1.6.3' de [13], a regra da cadeira pode ser estendida:

“ ou

j(uo ) Z Djpi)(ur o @), ueD(U), up = o
k

De maneira similar se ¢ € C®(Uy) e u € D'(Uy), entao (Yu) oo = (¢ o p)(u o ¢). Mais ainda, se
: Uy — Uy e o : Uy — Us sao difeomorfismos, entao (v o gs) o1 =uo (pa0 1), wue D (Us).

Definigao 3.2.5. Seja Q2 uma variedade diferencidvel. Se, para cada carta local (U, x) de €2, eziste

uma distribui¢ao u, € D'(U) tal que para toda carta local (x',U") com U n U’ # &, temos
Uy = uy o (xa’™), em ' (UnU),

entdo diremos que o sistema u, € uma distribuicao u em . Denotaremos o conjunto de todas as

distribui¢oes em §2 por D'(£2).
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