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RESUMO

A geometria analitica desempenha um papel fundamental na compreensao das formas e
propriedades das curvas no plano. Um dos tépicos mais fascinantes dessa area ¢é o estudo das
coOnicas, que podem ser obtidas pela intersecao de um plano com um cone. Neste trabalho,
analisaremos as Transformagoes Geométricas aplicadas as conicas, como translacao, rotacao

e homotetia, destacando como afetam as propriedades e a forma das curvas.

Palavras-chave: Conicas. Transformagoes Geométricas.



ABSTRACT

Analytical geometry plays a fundamental role in understanding the shapes and properties
of curves in the plane. One of the most fascinating topics in this area is the study of conics,
which are curves formed by the intersection of a plane with a cone. In this work, we will
analyze the Geometric Transformations applied to conics, such as translation, rotation and

homothety, highlighting how they affect the properties and shape of the curves.

Keywords: Conics. Geometric Transformations.



Sumario

[1 Introducao

[2.1.1 Forma canénica da elipse. . . . . . . ... ... ... L.

2.1.2 Esbocoda Elipsel . . . .. .. ... o

[2.1.3  'Translacao dos eixos coordenados| . . . . . . . .. .. ... ... ...

[2.1.4  Equacao do segundo grau com B=0e AC'>0[ ... ... ... ...

P2

Hipérbole] . . . . .

[2.2.1 Forma canoénica da hipérbole|. . . . . . .. ... 0000000

[2.2.2  Esboco da Hipérbolel . . . . . . .. ... ... o000

[2.2.3  Equacao do segundo grau com 5 =0e AC'<O0.). ... ... ... ..

[2.3.1 Formas canonicas da parabolal . . . . . . ... ... 0000

[2.3.2 A equacao geral do segundo graucom 5=0e AC=0 . .. ... ..

Autovalores e autovetores de uma matrizreal 2 x 2 . . . . . . .. ... ...

Rotacao dos Eixos Coordenados| . . . . . . . . .. ... ... ... ... ...

Equacao Geral do Segundo Grauem R?. . . . . . . . ... ... ... ....

[3 Equacao Geral do Segundo Grau em R
(3.1
[3.2
[3.3  Formas (Quadraticas|
B4
4 Transformacoes Geométricas Planas|

A1

Transformacoes no plano| . . . . . . . . . .. ... o0

2

Transtormacoes lineares| . . . . . . . . . . .o o

3

Operacoes com transformacoes|. . . . . . . . . . . . .. ...

A

Isometrias no plano|

12
13
16
20
23
26
27
33
35
37
43

47
48
20
o4
60

64
64
68
74
79



Capitulo 1

Introducao

A Matematica desempenha um papel fundamental na compreensao e modelagem de feno-
menos naturais e cientificos. Neste trabalho, exploraremos diferentes conceitos matemaéticos,
focalizando especialmente na area das conicas e suas transformagoes geométricas planas.

Inicialmente, abordaremos as conicas, que podem ser obtidas a partir da intersecao de um
plano com um cone. Essas curvas incluem a elipse, a hipérbole e a pardabola. Estudaremos
suas defini¢oes, propriedades geométricas e formas de representacao algébrica, destacando
suas caracteristicas distintivas.

Em seguida, exploraremos a resolucao e a anélise de equagoes gerais do segundo grau no
conjunto dos niimeros reais. Investigaremos autovalores e autovetores de uma matriz real 2x2,
como também rotacao de Eixos Coordenados, formas quadraticas, além da Equagao Geral
do Segundo Grau em R?, ampliando nosso entendimento sobre suas implicacoes e aplicacoes
praticas.

Por fim, abordaremos as Transformagoes Geométricas Planas, investigando operagoes
como transformagoes no plano, transformacoes lineares, operagoes com transformacoes e

isomerias no plano.



Capitulo 2
Conicas

Neste trabalho, como pré-requisito, é necessario conhecer as propriedades das Conicas.
Alguns conceitos foram detalhados a seguir, os quais foram utilizados ao longo do texto, como

as equagoes reduzidas e os focos das figuras.

2.1 Elipse

Defini¢ao 2.1 Dados dois pontos F' e F; e um namero r > d (Fy, F), o conjunto dos pontos

P do plano tais que
d(PvF)_I_d(PvFl):r

é chamado elipse de focos F} e F' e eixo maior r.

Graficamente podemos obter um ponto da elipse fazendo a seguinte construcao: centramos
o compasso em um dos focos e com abertura igual a s(s < r) tragamos um arco C. Depois,
centramos no outro foco e com abertura igual a r — s tragamos o arco C'; A intersegao de C

e (' é um ponto da elipse. Veja a Figura 2.1.

j)

B (a) F
Figura 2.1:

A partir desta construgao, é possivel obter quantos pontos da elipse desejarmos. Ligando

estes pontos, obtemos a representagao grafica da elipse (Figura 2.2).



Figura 2.2:

Os pontos A; e A foram obtidos tomando-se s = (r — d (F, F})) /2 e os pontos B ¢ By,
tomando se s = r/2. Estes pontos sdo chamados vértices da elipse. Observe que a disténcia
entre A; e A é igual ao eixo maior r da elipse e que o segmento BB é perpendicular a A;A.
O ponto O, intersecao de A;A e BBy, é o centro da elipse.

Na pratica, podemos tragar uma elipse usando um lago completo de barbante e dois pregos.
Fixamos os pregos em dois pontos (focos) e fazemos um lapis deslizar sobre o papel de modo

que, apoiado nos pregos e na ponta do lapis, o lago de barbante se mantenha esticado.

Figura 2.3:

A seguir, vamos deduzir uma equacao da elipse na situacao particular em que seu centro
coincide com a origem do sistema e os focos estao sobre os eixos coordenados. Temos dois

casos, conforme ilustra a Figura 2.4.



B0, ) F0,0)

F(-c.0)| F,0) % \ x

y
Al(a‘m!’_/}i(a’m ala o "

A (@, 0)
B,(0, -b) F,(0,—¢)
B, (@, - b)
(a) (b)
Figura 2.4:

Quando os focos estao sobre o eixo x, temos
d(P,Fy)+d(P,F)=d(A;,A),

onde P(x,y) ¢ um ponto qualquer da elipse. Para maior simplicidade nas contas vamos
indicar o eixo maior por 2a e a distancia focal d (Fy, F' ) por 2¢. Com esta notac¢ao, em

termos das coordenadas de Fi, F' e P, temos

VE+e)?+ 2+ (@ —c)+y?=2a

ou

(x+e)2+y2=2a—+/(z—c)?+y?
Elevando ambos os membros desta equagao ao quadrado e simplificando o resultado, obtemos
zc—a® = —a\/(x — )% + y?
Novamente, elevando esta equacao ao quadrado e simplificando o resultado, obtemos
(a* = )2+ a’y* = a* (a® — &) (2.1)
Na Figura 2.4a, por definicao do ponto B, temos

d(B,F)=aedO,F)=c.

Logo, do triangulo OBF, deduzimos que a® — ¢ = b.

10



Figura 2.5:
Introduzindo este valor em (2.1), obtemos
Ba? + a%y? = b’

ou

que ¢é a equacao da elipse.

Observacao 2.1 Na verdade, demonstramos apenas que um ponto P(z,y) que satisfaz a

equagao
V@ +e)2+y2+(xz—c)?+y2=2a (2.2)
também satisfaz a equagao
22y
o + i 1 (2.3)

Seguindo os passos da demonstracao apresentada, no sentido inverso, podemos mostrar
que todo ponto P(z,y) que satisfaz (2.3) também satisfaz (2.2). Assim, as equagoes (2.2) e
(2.3) sdo equivalentes e (2.3) é, de fato, uma equagao da elipse. Quando os focos da elipse

estao sobre o eixo y, como na Figura 2.6, sua equacao é, também,

2 2
>y
R
sendo agora 2b o seu eixo maior. Neste caso, o vértice A é tal que d(F, A) = b e, portanto,

vale b* — ¢* = a* (Figura 2.6).

11



0 a A
Figura 2.6:

Resumindo, temos: em ambos os casos, a equacao da elipse é

A
a2 0

Se a > b, os focos da elipse estao no eixo = e sdo Fi(—c,0) e F(c,0), onde ¢ = va? — b2. Se
a < b, os focos da elipse estao no eixo y e sao F1(0,—c) e F'(0,c), onde ¢ = vb? — a?.

2.1.1 Forma canodnica da elipse

A partir da definicao da elipse, vamos obter sua equacao em relagao a um sistema de eixos

ortogonais OXY para alguns casos especiais.

Elipse £ com centro na origem e reta focal coincidente com o eixo
OX

Neste caso, os vértices (Aj, Az, By e By) e focos (Fy e Fy) de € sao:

31
I

—c,0) Ay =(—a,0) B; =(0,-b)
FQ = (C, 0) A2 = ((l, O) B2 = (O, b),

onde 0 < ¢ < aeb=+a®*— c2 Logo,

12



P=(v,y) €& <= d(P,F)+d(P,F)=2a
V@ + )ty (e -2+ 12=2a
=V(r+e)?+y?=2a—/(x—c)? 41>
(x40 +9* =4a” —day/(z — P+ ¢* + (x — )’ + ¢
22 4 2xe+ A+ y* = 4a® — dav/(z —c)? + 92 +2?

11

—2xc+ ¢ + 3

<= 4drc = 4a® — 4a\/(x — ¢)? + y?

> a®* —cr=a\/(z — )+ y?

= (o' —cx)’) =a’ = ((z — )" +¢7)

= a* —2a’cr + P2? = a*(2® — 2xc + &+ 3P)
— (a® — A)2? + a*y? = a* — d*’? = a*(a® — &)
— b2® + a’y* = a’b’

N

2 2

A equagao — + 2= 1 é a forma canénica da elipse de centro na origem e reta
a

focal coincidente com o eixo OX.

2.1.2 Esboco da Elipse

Para esbocar uma elipse £ no plano, consideremos um sistema de eixos ortogonais OXY
com origem O no centro e eixo OX igual a reta focal de £. Nesse sistema, a elipse tem a

forma canonica obtida acima:

2 2
Y
5.$+b—2—1
2 2 2 _ .2
x a® —x
Assim, Z_Q =1-—= 5— ¢, portanto, y::tgx/aQ—xZ.
a a

Seja a fungao
f:[0,a) =R
b

x|—>f(a:):y:a\/m

cujo grafico é a parte da elipse situada no primeiro quadrante do plano. Para x = 0, temos
= be para x = a, temos y = 0. A funcdo f(x) é decrescente, pois, para z,,z; € [0,al,

temos:
2 2 2 2 2 2

b/ b
<:>E a2—$3>5 CLQ—I%<:>f(I'0)>f(JI1)

13



Outra maneira de verificar que f(x) é decrescente é calculando sua primeira derivada e

verificando que ela é sempre negativa para x € (0,a) :

fla) =~ <0

ava? — x?
Também, para z € (0,a), a derivada segunda ¢ também sempre negativa:

fra) =~ <0

(a2 _ x2)3/2

Portanto, f(x) é concava, e o grafico da fungao é da forma:

VA
By
P
Py
Ay Fy C F A X
By

Figura 2.7: Grafico de f(z) = Va2 — 22,2 € [0, d]

YA
&
c 0] c X=
22 2
Figura 2.8: Esbogo de £: — + = =1
a b2

Como a elipse é simétrica em relagdo ao eixo- OX (reta focal) e ao eixo-OY (reta nao

focal), seu grafico tem a forma da Figura 2.8.

14



Elipse com centro na origem e reta focal coincidente com o eixo OY

Neste caso, temos que:
Fi=(0,—-¢) Fr=(0
Ay =(0,—a) Ay =1(0,a)
By = (=b,0) By=(b

o
~

(e
N

sao os focos (F} e Fy) e os vértices (A1, Ay, By e By) daelipse £, onde 0 < c < aeb = +a? — 2.

Desenvolvendo como no caso anterior, verificamos que a equacao da elipse &€ é:

2 2
x y
£ — + ==1
b2
Forma canénica da elipse centrada na origem cuja reta focal coincide com o
eixo OY.

Y4
a

C

2

N

Figura 2.9: Esboco de £ : 7 + & =1

leﬁ

Exemplo 2.1 Dois vértices de uma elipse £ sao os pontos (0,6) e (0, —6) e seus focos sao
os pontos (0,4) e (0, —4). Determine a equagdo da elipse &.
Solugao 2.1 Temos F} = (0, —4) e Fy = (0,4).
Entao, a reta focal (que contém os focos) é o eixo OY, os vértices sobre a reta focal sdo
A; =(0,-6) e Ay = (0,6),
e o centro da elipse £ é a origem, pois
0,4 0,—4
o (044 (0.4
2
Como a =d(C,A;) =6ec=d(C,F) =4, temos que b*> = a* — ¢* = 36 — 16 = 20.

Portanto, a equacao da elipse é

— (0,0).



2.1.3 Translacao dos eixos coordenados

Sejam OXY um sistema de eixos ortogonais, O = (g, yy) um ponto no plano e OXY
o sistema cujos eixos OX e OY sdo paralelos aos eixos OX e OY e tém o mesmo sentido
destes eixos, respectivamente. Designamos por (Z,y) as coordenadas do ponto P no sistema

de eixos OXY e por (x,%) as coordenadas de P no sistema de eixos OXY .

YA ?A
YoTY +—— P
Y
Yo O x| X'
O] %o To+T ;(

Figura 2.10: P = (Z,¥)oxy = (To +Z, Y0 + ¥)oxy

Se €1 e €3 sdo os vetores unitarios na direcao e sentido, respectivamente, dos eixos OX e

OY (e, portanto, dos eixos OX e OY ) segue que:

|

_— 2,
OP = 22} +ye}, 0P = 7€, + &} e 00 = 1,8 + o6}

Como N
OP = 00 + 0P

temos:
1) +yes = (zoe] + yols) + (TeE] + ye3)
=(@+z)e + T+ e

Logo, as coordenadas do ponto P nos sistemas OXY e OXY sao relacionadas pelas formulas
(Figura 2.10):
T =2+ xg
{ Yy=Y+uyo
O exemplo a seguir mostra como uma simples translacao do sistema de eixos ortogonais pode

facilitar a solugao de um problema geométrico.

16



Exemplo 2.2 Faca um esbogo da curva

1 — 327 —y* +3r+4y—5=0

escrevendo a equacdo nas coordenadas T e § do sistema de eixos OXY obtido quando o
sistema OXY ¢ transladado para a origem O = (1,2).

Solugao 2.2 Fazendo x =z + 1 e y = y + 2 na equagao dada, obtemos:
(Z4+1)°=3@+1)°—@+2)°+3@+1)+4H+2)—5=0
Simplificando esta identidade, temos
Entdo, § = £7%2 e 7 > 0.

Fazer agora o esbogo da curva ¢ bem mais simples (ver Figura 2.11).

YA ?AL
24y 7 P
2l o T X
ol 1 \if b%

Figura 2.11: 23 — 322 — 9% + 3z +4y — 5 = 0.

Elipse com centro no ponto O = (o, Yo)

Por uma translacao dos eixos coordenados vamos obter a equacao de uma elipse £ cuja
reta focal é horizontal ou vertical.

Seja OXY o sistema de eixos ortogonais obtido transladando o sistema OXY para a nova
origem O.

17



Caso 1. Reta focal paralela ao eixo OX
Como O = (x9,70) é o centro, { : y = yo é a reta focal e F| = (z9 —c¢,9) e Fy =
(xo + ¢,y0) sao os focos da elipse (pois d (Fl, O) =d (FQ,O) = ¢ ), temos que um ponto

P = (z,y) = (T + x0,y + yo) pertence a elipse se, e somente se,

d(P,F\) +d(P,F,) = 2a,

ou seja,

= d((T + 0,7+ %), (®0 — ¢, %)) +d (T + 20, Y + Yo) , (0o + ¢, %)) = 2a
s d((3,3), (e 0) + d((7.9). (c,0)) = 2

e (z —xo)2 (y — y0)2
<:>¥+b—2:1<:> 2 -+ 12 = 1.

Portanto, a forma canoénica da equagao da elipse £ com centro no ponto (xg, o) € eixo

focal paralelo ao eixo OX é:

(z — IO)Q (y — ?JO)Z 2 2 2
5 + 72 =1, onde b =a"—c
a

Os elementos dessa elipse sao:

£

- Reta focal: ¢ :y = yq;

- Reta nao focal: ¢ : v = xg;

- Focos: Fy = (zg — ¢, y0) € Fs = (2o + ¢, yo);

- Vértices sobre a reta focal: A1 = (g — a,yy) € Ay = (20 + a, yo);

- Vértices sobre a reta nao focal: By = (29, yo — b) € By = (x0, 90 + b);

O esbocgo da elipse é mostrado na Figura 2.12.

A A
Y Y]
o+b
Y 7
Ay Ay -
Yo Fy 0] Fy X
Yo—b By
oy ¢ T $ 30X
S g g &

Figura 2.12: £ : (z;§°)2 + (y—bgo)Q =1.

18



Caso II. Reta focal paralela ao eixo OY
Procedendo como no caso anterior, verifica-se que a forma candnica da equagao da elipse

£ com centro no ponto (xg,yo) e eixo focal paralelo ao eixo OY é:
- (z — 330)2 (y — yo)2

b2 + a?

Os elementos dessa elipse sao:

=1, onde b*=a%—¢?

- Reta focal: ¢ : x = xg;

- Reta nao focal: ¢ : y = yq

- Focos: F| = (xo,y0 — ¢) e Fy = (20,90 + ©);

- Vértices sobre a reta focal: A; = (zg,y0 — a) e Ay = (20, Yo + a);

- Vértices sobre a reta nao focal: By = (zg — b, yo) € Ba = (xo + b, 40).

O esboco da elipse é mostrado na Figura 2.13.
Ylk ?Ak

Yot+a A2

Yot+c / Fy

B, By R
Yo 0O i
Yo—C FYy
Yo—a 1 R
O ":f Zo i X
8 8

Figura 2.13: £ : @520 4 om)® _

Exemplo 2.3 Os focos de uma elipse € sao (3,8) e (3,2), e o comprimento de seu eixo nao

focal é 8 . Determine a equacao de &, seus vértices e sua excentricidade.

Solucao 2.3 Como F; = (3,2) e F;, = (3,8) sao os focos da elipse, sua reta focal é ¢ : x = 3
(paralela ao eixo OY ) e seu centro é

P+ B
2

C — (3,5).

19



Além disso, 2b = 8, isto é,

b=4,c=d(C,F)=d(C,F) =3

e
a=VP+2=vV42+32=/16+9=5
Portanto,
c 3
=—-=-;4,=(3,0 Ay = (3,10
€ a 5) 1 (7 )e 2 (7 )

sdo os vértices sobre a reta focal; ¢ : y = 5 ¢é a reta nao focal; By = (—1,5)e By = (7,5) s@o
os vértices sobre a reta nao focal e sua equagao é:
(z=3)?° (=5 _

: =1
& 16 + 25

2.1.4 Equagao do segundo grau com B=0e AC > 0

Consideremos a equagao da elipse £ de centro no ponto (zg, o) e reta focal paralela ao
eixo OX :

(95 - $0)2 (?/ - y0)2
£ - + 7 =1

Desenvolvendo essa equagao, obtemos:
b a? + a%y? — 207z — 2a%yoy + 621’3 + agyg —a*? =0
que é da forma

Ar? + Bay + Cy* + Dx + Ey + F =0,

comA =10 B=0,C=da*D=—-2bx, F=—2a%yy e F = b*x3 + a*y2— a*b*.
Entao, B=0¢e A e C tém o mesmo sinal. O mesmo vale para a equacao da elipse com
centro no ponto (g, yo) e reta focal paralela ao eixo OY'.

Reciprocamente, temos:

Proposigao 2.2 Se os coeficientes A e C' da equagio do sequndo grau
A + Cy?* + Dx + Ey+ F =0 (2.4)

tém o mesmo sinal, entao a equagao representa um dos sequintes conjuntos:
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- uma elipse com eixos paralelos aos eixos coordenados;
- um ponto,

- 0 conjunto vazio.

Demonstragao:

Dividindo a equagao (2.4) por AC, obtemos:

LD By
JR— —_— x pr—
¢ atact " acY " ac
ou seja,
x2+%x+y2+%y _F
C A AC
Completando os quadrados, temos:
x2+%x+%+y2+§y+% __F D? N E?
C A AC  4A2C  4AC?*

Isto é,
(r+Z)° L Z)  (?D*4 ACE? —4AFC* M
C A a 4A2C3 T 4A203
onde M = C?D? + ACE? — 4AFC”.

D E
Se M = 0, a equagao representa o ponto (_ﬂ’ —%), pois A e C' tém o mesmo sinal.
Se M # 0, podemos escrever a equagao na forma:
D\’ EN?
_ 2, -
(+31) (Frae) .
i + i =1. (2.5)
4A2C? 4ACC?

Como AC > 0, a equagao (2.5) representa uma elipse de eixos paralelos aos eixos coor-

D E
denad t to | —, —— M > 0.
enados e centro no ponto ( 51 20), se
M
Se M < 0, a equagao (2.5) representa o conjunto vazio, pois, neste caso, 1A2Ce <0e
M
0. [

1ACC? ©

Os casos em que a equacao do segundo grau Az? +Cy*+ Dx+Ey+ F = 0, com AC > 0,

representa um ponto ou o conjunto vazio sao denominados casos degenerados da elipse.
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Exemplo 2.4 Verifique se as equacgoes abaixo representam uma elipse ou uma elipse dege-

nerada. Caso seja uma elipse, determine seus principais elementos.

(a)252% + 9y? — 225 = 0.

(b) 422 + 9y* — 40z + 36y + 100 = 0.
(c) 362% + 9y — 108z + 6y + 82 = 0.
(d) 922 + 4y* + 18z — 9y + 25 = 0.

Solucao 2.4 Observe,

2 2
(a) Como 2522 + 9y* = 225, obtemos, dividindo por 225 , que a equagao % + 3—5 =1

representa uma elipse com:
~a=5b=3ec=+25-9=4;

- centro: C' = (0,0);

- reta focal: ¢ = eixo- OY : z = 0;

- reta nao focal: ¢/ = eixo —0OX : y = 0;

- vértices sobre a reta focal: A; = (0,—5) e Ay = (0,5);

- vértices sobre a reta nao focal: B; = (—3,0) e By = (3,0);
- focos: Fy; = (0,—4) e F5, = (0,4).

(b) Completando os quadrados, obtemos:

4 (2* = 10z) +9 (y* + 4y) = —100
= 4(2® =102 +25) +9 ()" +4y+4) = —1004+4 x 25+ 9 x 4
< 4(x—5)°+9(y+2)* =36

CEL RS

Logo, a equagao representa uma elipse com:
~a=3b=2ec=+9—4=1/5;
- centro: C = (5, —2);
- reta focal: ¢ :y = —2, paralela ao eixo- OX;
- reta nao focal: ¢’ : x = 5, paralela ao eixo- OY’;
- vértices sobre a reta focal: A; = (2,—2) e Ay = (8, —2);
- vértices sobre a reta nao focal: By = (5,—4) e By = (5,0);
- focos: Fy = (5 —+/5,-2) e F, = (5 ++/5, —2).
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(c) Completando os quadrados, obtemos:

2 _ S B
36 (z 333)+9<y +9y)_ 82

4 3 9 4 9

3 2 1 2
— 36<x—§) +9(y+§) =—82+81+1

3\? 1\’
<:>36<x—§) +9(y+§) =0.

. 3 1 . . . . ) -
Assim, apenas o ponto 373 satisfaz & equacao dada, isto é, a equagao representa

9 2 1 9 1
x2—3x+—)+9<y2+—y+—> =-82+36x-+9x -

um ponto.

(d) Completando os quadrados, obtemos:

9 (332 +23c) +4 (y2 — %y) =—-25

47 64
9)2__16 81 175

9 8l
<:>9(x2+21:+1)+4(y2——y+— ol

):—25+9><1—|—4><§

175 . . - .
Como 16 < 0, nenhum ponto do plano satisfaz a equagao, isto é, a equagao representa o

conjunto vazio.

2.2 Hipérbole

Defini¢ao 2.3 Dados dois pontos F; e F' e um namero r < d (Fy, F), o conjunto dos pontos
P do plano tais que
|d(F>P) _d(Flvp)’ =TI

é chamado hipérbole de focos Fi e F' e eixo r.

Graficamente, para se obter um ponto da hipérbole é suficiente centrar o compasso em um
dos focos e com abertura s tragar um arco C'. Depois, centrar no outro foco e com abertura
s + r tragar o arcoC; A intersecao de C' e C; € um ponto da hipérbole. Unindo os pontos

assim obtidos, temos o tracado da hipérbole.
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Figura 2.14:

F \4 A F

Figura 2.15:

Os pontos A; e A, chamados vértices da hipérbole, foram obtidos tomando-se
s=(d(F,F)—r)/2.

Observe que d (A;, A) =reque,ses < (d(Fy, F) —r) /2, 0s arcos C e C nado se interceptam.
Da construcgao, ¢é facil ver que a hipérbole é composta de dois ramos e simétrica em relagao
a reta que contém os focos e em relagao a mediatriz do segmento FiF'.

Com o objetivo de obter uma equacao mais simples para a hipérbole, vamos eleger um
sistema de coordenadas onde um dos eixos contém os focos e a origem seja o ponto médio do

segmento F}F. Como para a elipse, temos, também, dois casos.
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y $ F(0,c)
A(0,b)
— A1(0,—b)
$ Fi(0,—c
(a) (b)

Figura 2.16:
Quando os focos da hipérbole estao sobre o eixo x, sua equagao é
|d (P, F) —d(P, F)| = d (A, Ay),

onde P(x,y) é um ponto qualquer da hipérbole. Como mostra a Figura 2.16a, estamos

chamando a distancia focal d (Fy, F) de 2c¢ e a distancia entre os vértices, de 2a. Logo,

Va7t = V(e = + | = 2

ou

V4?2 +y2—/(z—c)?+y?=+2a. (2.6)

Depois de eliminarmos os radicais de (2.6), podemos escrevé-la assim

(02 — a2) r? — a?y? = d? (02 - az) .

Fazendo
2=
obtemos
p2r? a2y2 — a2
ou ) )
T
a2 2
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que ¢ equivalente a (2.6) e, portanto, é uma equacao da hipérbole. Quando os focos da

hipérbole estao sobre o eixo y, como na Figura 2.16b, sua equagao é

y2 ZE2

o ez
onde 2b é a distancia entre os vértices e a é tal que

A —b =d

Mesmo quando os focos da hipérbole nao estao sobre os eixos, ou nao sao simétricos em
relacao a origem, sua equagao ¢ também do segundo grau. Por exemplo, uma equacao da
hipérbole de focos Fi(—2,1) e F'(1,3) e eixo 2 é

2022 4 48xy — 76x 4+ 24y — 79 = 0,

como o leitor pode verificar.

2.2.1 Forma canénica da hipérbole

Como fizemos para a elipse, vamos obter a equacao da hipérbole em relagao a um sistema

de eixos ortogonais O XY nos casos em que o eixo focal é o eixo OX ou o eixo OY.

Hipérbole com centro na origem e reta focal coincidente com o eixo
OX

Neste caso,

Logo,
P=(z,y) e H = |d(P,F\) = d(P, Fy)| = 2a
d(P,F\) —d(P,F,) =2a (ramo direito de H)

<~ ou
d(P,Fy)—d(P,Fy) = —2a (ramo esquerdo de H)
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Ve+e)2+y?—/(r—c)?+y2=2a (ramo direito de ’H>
— ou
Ve+e)2+y2—+/(r—c)2+y2=—2a (ramo esquerdo de ’H) :

Continuando o desenvolvimento de maneira analoga ao caso da elipse, e lembrando que

b* = ¢ — a?, chegamos a conclusao que

P=(z,y) e H+= (—d*)a*—a’y’ =d’ (¢ —d?)
s 1222 — g%y = b’

2 2
= Y (2.7)

a’?  b?
Esta ultima equacao ¢é a forma canonica da equacao da hipérbole H de centro na origem

e reta focal coincidente com o eixo-OX. Como as assintotas de H sao as retas que passam

b
pela origem (centro) e tém inclinagdo +— em relagao ao eixo- OX (reta focal), suas equagdes
a

b
sao y = £—x, ou seja, bx —ay =0 e bx + ay = 0.
a

2.2.2 Esbocgo da Hipérbole

Sejam H uma hipérbole e OXY um sistema de eixos ortogonais no qual O é o centro e
o eixo OX é a reta focal de H. Nesse sistema, a equagao de H é a equagao (2.7). Dessa
equagao, obtemos

b
y=+—-vx?—a?
a

comzr>aouzx < —a.

Considere a funcao

fila4+o00) —R
fo(x):yzém,

a

cujo grafico é a parte de H situada no primeiro quadrante (Figura 2.17).
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A
Grafico de f(z)

...................................

Figura 2.17: Gréafico da fungao f(x)

Temos que f(a) =0 e f(z) é crescente e concava, pois

Fla)=—2 50 e )= ——2

avx? — a? (22 — a2>3/2 <0,

para todo x € (a,+00).

Pela simetria da hipérbole em relacao ao eixo- OX (reta focal) e ao eixo-OY (reta nao
focal), o grafico de ‘H é como se mostra na Figura 2.18.

Vamos explicar o nome assintota dado as retas que contém as diagonais do retangulo de

base. Para isso, seja ‘H a hipérbole dada pela equagao canonica.

h
/Gré‘ﬁco de H

Figura 2.18: Grafico de H : 2—2 — 3;—2 =1

Se P = (z,y) € H, isto &, b?x® — a*y* = a®b?, e r, : bx — ay = 0 é uma assintota de H,

entao,
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B |bx — ay|

d(RH)—\/ﬁ

B |bx — ay| |bx + ay|

V2 ¥ a2 |bx + ay|

I L T B
V2 +a?  |br + ay|
a’b? 1

V0% + a? b + ay|

Logo, d (P,r,) — 0, quando x — +o00 e y — *o0.

YA T+
B
.............. b2 o
FiYA Aof .
a X
............ g
ro

Figura 2.19: d(P,r,) — 0, quando x — tooc ey — +oo e d (P,r_) — 0, quando = — +o00 e
Y — Foo

De modo analogo, verificamos que d (P,r_) — 0, quando © — foo0e y — Foo, onde
P=(z,y) € Her_:bxr+ay =0 ¢éa outra assintota da hipérbole.

Hipérbole com centro na origem e reta focal coincidente com o eixo
0)%

Neste caso, temos F; = (0,—c), F» = (0,¢),A; = (0,—a), Ay = (0,a), By = (=b,0) e
By = (b,0), onde b* = ¢* — a®. Procedendo como no caso anterior, obtemos que a equagao
da hipérbole H é:

2 2
Y x
Forma candnica da hipérbole de centro na origem e reta focal coincidente com
o eixo —OY.

As assintotas sao as retas © = +—y, ou seja, ar — by =0 e ax + by = 0.
a
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YA
Fy
_______________ - AQ ciico
B, By de/H R
C b: X
_______________ AL N
Fy
Figura 2.20: Grafico de H : z—s — ”g—j =1

Exemplo 2.5 Os vértices de uma hipérbole sao os pontos (0,3) e (0, —3) e um de seus focos

é o ponto (0,5). Obtenha a equagao da hipérbole, o comprimento do seu eixo focal e suas

assintotas.
Solugao 2.5 A hipérbole tem centro C' = (0.3) +2(0’ —3) = (0,0);
reta focal = eixo-OY;
¢ =d((0,0),(0,5)) = 5
a=d((0,0),(0,3)) =3
e b =c?—a? :225 —29 = 16.
Entao, H : % 6= 1 é a equacao da hipérbole, x = i%y sao as suas assintotas e 2a = 6

o comprimento do seu eixo focal.

Hipérbole com centro no ponto O = (z,,y,)

Caso 1. Reta focal paralela ao eixo —OX
Como o centro O = (w,, 1) pertence & reta focal, temos que £ : y = y, ¢ a equacio
cartesiana da reta focal.

Além disso, como

d(F1,0) =d(F,0) =c

onde F| e F, sado os focos da elipse, temos que Iy = (z, — ¢,¥y,) € Fo = (z, + ¢, Yy).

Seja P = (T + ,,7 + yo) um ponto pertencente a hipérbole, onde

T=T+T,eyYy=yY+Yo
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sdo suas coordenadas no sistema OXY, e 7,7 sdo suas coordenadas no sistema OXY,
obtido transladando o sistema OXY para a origem O = (z,,%,).

Entao, P pertence a hipérbole se, e somente se,

|d(P, F1) —d (P, F»)| = 2a
= [d((T+ 20, ¥+ Yo), (To = ¢, o)) = d((T + o, T+ Yo) » (To + ¢, Y0))| = 20
= |d((z,9),(—¢c,0)) = d((z,9), (c,0))| = 2a

_9 2 2
J (=) (Y1)
55:1¢: s — 72 =1

i’Q
a?

Logo, a forma candnica da equagao da hipérbole com centro no ponto (xg, yo) e reta focal

paralela ao eixo- OX é:

=1, onde b =c*—a?

Os elementos de H sao:
- focos: F1 = (xo — ¢, 9,) € Fo = (2o + ¢, Yso);
- reta focal: £ :y = y,;
- vértices: Ay = (x, — a,y0) e Ay = (2 + a,Yo);
- reta nao focal: ¢ : x = x,;
- vértices imaginarios: By = (24, Yo — b) € By = (2,,y, + b);
- assintotas: y—y, = :l:g (x — x,), ouseja, b(x —x,)—a(y —yo) =0eb(x —x,)+a(y —y,) =
0.

@)

Figura 2.21: Grafico de H : (z=10)? (y—bgo)2 _1

a?
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Caso II. Reta focal paralela ao eixo —OY
Procedendo como no caso anterior, verifica-se que a forma canoénica da equagao da hipér-
bole com centro no ponto (z,,yo) e reta focal paralela ao eixo- OY é:
2 2
(Y — o) (x — @) 2 2

2 — = =1, onde W =c—a

Os elementos de H sao:

- focos: F1 = (20, Yo — €) € Fy = (24, Yo + €);

- reta focal: ¢ :x = x,;

- vértices: Ay = (25, Yo — a) e As = (24, Yo + a);

- reta nao focal: ' : y = yo;

- vértices imaginarios: By = (z, — b,y,) € By = (2, + b, y,);

- assintotas: * — x, = £b/a(y —y,), ou seja, a(x —x,) — b(y—y,) = Oe a(x —x,) +
b(y —yo) = 0.

/:

@)
v

Yo
P x _______________
/6 o

Figura 2.22: Gréfico de H : yo)® _ @-z0)® _ 4

a? b2

A

Exemplo 2.6 Determine o angulo agudo de intersecao das assintotas da hipérbole

922 — y* — 362 — 2y + 44 = 0.
Solucgao 2.6 A equacgao da hipérbole se escreve na forma:

9(9(;2 —4:6) — (y2+2y) = —44
IYr -2 —(y+1)>=-44+36—1=—9

(y+1)?*

5 (r—2)*=1
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Logo, C' = (2,—1) é o centro, a reta focal ¢ ¢ : x = 2, paralela ao eixo- OY, a = 3,b =
1,c=+va?+b?> = /10 e as assintotas sao r—2 = j:%(qul), ouseja, y =3r—T7ey = —3r+5.
Assim, tgf =3, tga=-3,0=a— [ e
tga—tgB  —6 3

:1+tgatgﬁ_1—9:4

onde £ e a sao os angulos que as retas y = 3x — 7 e y = —3x + 5 fazem, respectivamente,

com o semieixo OX positivo, e 6 é o angulo agudo entre as assintotas.

2.2.3 Equagao do segundo grau com B=0e AC < 0.

Desenvolvendo a equagao da hipérbole H com centro no ponto (x,, 3o) e reta focal paralela
ao eixo —0X :

obtemos:

(:E - 170)2 (y - yo)2
H - " — 7 =1

b2? — a*y? — 2x,b°x + 2y,a’y + 22b® — a*y2 — a’b? =0

o

que é da forma

Az? + Bxy + Cy?* + Dx+ Ey+ F =0, com

A= B=0,C=—a* D= —-2x,b* E =2y,a* F = 22b* — a*y? — a*b*.

Em particular, B =0 e os coeficientes A e C' tém sinais opostos.

Podemos verificar que o mesmo ocorre quando desenvolvemos a equacao da hipérbole de
reta focal paralela ao eixo —OY.

Reciprocamente, temos a seguinte proposicao:

Proposicao 2.4 Se os coeficientes A e C' da equagao

A +Cy* + D+ Ey+F =0 (2.9)

tém sinais opostos, entao a equagao representa um dos sequintes conjuntos:
- uma hipérbole de eixos paralelos aos eixos coordenados;

- um par de retas concorrentes.

Demonstragao:

Suponhamos que A > 0 e C' < 0. Entao,
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Az? + Dz — (—C'y2 — Ey) = —F,
(¢’ +%0) _ W+gy)  F

—C A AC’
(e+8) W+ _ F D E
—C A AC ~ 4A2C  4AC*
D \2 E\2 2 2
(r+55) (W+a) 4ACF—-CD*— AE
—C A 1A2C?

Logo, a equacao (2.9) representa uma hipérbole com eixos paralelos aos eixos coordenados,

se 4ACF — OD? — AE? # 0, e representa o par de retas concorrentes

se 4ACF — CD? — AE? =0

[
O caso em que a equagao do segundo grau (2.9), com AC' < 0, representa um par de retas

concorrentes é chamado caso degenerado da hipérbole.

Exemplo 2.7 Verifique se a equagao abaixo representam uma hipérbole ou uma hipérbole
degenerada. Caso seja uma hipérbole, determine seus principais elementos.
(a) 922 — 25y* — 225 = 0.

Solucgao 2.7 Como 922 — 25y = 225, obtemos, dividindo por 225 , a equacao que representa

uma hipérbole com:

[\

2
v

&5

9
—a=5"b=3ec=+a2+b02=+/25+9=+/34;
- centro: C' = (0,0);

- reta focal: ¢ = eixo- OX :y = 0;

- reta nao focal: ¢ = eixo- OY : x = 0;

- vértices: A; = (=5,0) e Ay = (5,0);

- vértices imaginarios: By = (0, —3) e By = (0, 3);
- focos: Fy = (—+/34,0) e Fy = (1/34,0);

- assintotas: y = :I:%a;, ou seja 3z £ dHy = 0.
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2.3 Parabola

Definicao 2.5 Def. : Dados um ponto F' e uma reta r, chama-se pardbola de foco F' e

diretriz r ao conjunto de pontos P do plano tais que
d(P,F)=d(P,r).

Construcao. Pelo foco F' tracamos a perpendicular a diretriz r e tomamos sobre esta
perpendicular (chamada eixo da parabola) um ponto C. Por C' tragamos uma paralela a r
e com abertura igual a d(C,r) e centro em F determinamos nesta paralela os pontos P e P’
da parabola. Unindo os pontos assim construidos, obtemos a parabola (2.23). Observe que
se escolhermos o ponto C| sobre o eixo, de modo que d(C,r) < d(C, F'), o arco tragado com
centro em F' e raio d(C, F') ndo intercepta a paralela a diretriz tragada por C'. O ponto da
parabola mais proximo de r ¢ o ponto O (veja a Figura 2.23b) tal que d(O,r) = d(O, F).

Este ponto ¢ chamado vértice da parabola.

|

|

|
e
(a) ()

Figura 2.23:

Em geral, a equagao de uma parabola ¢ do segundo grau, isto é, contém termos em
22, y%, 2y, v e y. Porém, quando o sistema de eixos é escolhido de modo que a origem
coincide com o vértice e um dos eixos do sistema coincide com o eixo da parabola, como
veremos, sua equacao ¢ muito simples.

Existem quatro casos.
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(a) (b)

(c) (d)
Figura 2.24:

Na Figura 2.24a o foco esta sobre o eixo y e a diretriz é paralela ao eixo z. Se d(F,r) = 2a,

entdo o foco ¢ F(0,a) e a equagao da diretriz ¢

Y= —a.

Um ponto P(z,y) pertence a parabola se, e somente se,
d(P,F) = d(P,r)
ou
2+ (y—a)=ly+al
Eliminando o radical desta equagao e simplificando o resultado, obtemos a sua equivalente

1
day = 2 ou y = —2?
4a

que é a equacao da parabola.
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Nos demais casos, efetuando contas semelhantes, obtemos

1 2
?J——E$
1 2
1 2
I__Ey)

que sao, respectivamente, as equacoes das parabolas das Figuras 2.24b, ¢ e d. Em todos os
casos

1
a= §d(F, r)

2.3.1 Formas canoOnicas da parabola

Vamos obter as formas canoénicas da parabola em relagao a um sistema de coordenadas
OXY. Comecamos com os casos em que o vértice da pardbola é a origem e a reta focal é um
dos eixos coordenados. Depois trataremos dos casos em que o vértice é um ponto qualquer e

a reta focal é paralela a um dos eixos coordenados.

Parabola com vértice na origem e reta focal coincidente com o eixo
OX

Caso 1. O foco F esté a direita da diretriz £ (Figura 2.25).

Como o vértice da parabola P ¢ a origem V' = (0,0), temos que o foco é o ponto F' = (p,0)
e a diretriz é a reta £ : x = —p, onde 2p = d(F, L).

Logo,

P=(x,y)eP

<~ d(P,F)=4d(P,L)

= VE-p?+y=lz+pl

= (r-p)’+y*=(r+p)?

= - 2pr+p+yt =2+ 2pr+p°
= —2pr+y* = 2w

— y? =dpx
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(-p,0) Vv F )?

Figura 2.25: Parabola P : 3% = 4px

Caso II. O foco F esta a esquerda da diretriz £ (Figura 2.26). Neste caso, F' = (—p,0) e
L:x=p,onde 2p=d(F,L).

Entao,

P=(z,y eP
d(P,F)=d(P,L)

(+p)?+y* =z —pl
(z+p)?+y* = (z—p)°
2 4 2px 4+ p* + 2

[

= 2% — 2px + p?

2pr +y° = —2px

y2 = —4px

11

(p,0)

Figura 2.26: Parabola P : y? = —4px
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Parabola com vértice na origem e reta focal coincidente com o eixo
004

Caso I. O foco F esta acima da diretriz £ (Figura 2.27).

YA
F(p;0)
p/
% X
] L
(_p7 O)

Figura 2.27: Parabola P : 22 = 4py
Neste caso, F' = (0,p) e L : y = —p, onde 2p = d(F, L). Logo,
P=(z,y) €P <= a2+ (y—p)? = |y +p| <= 2” = dpy

Caso II. O foco F esta abaixo da diretriz £ (Figura 2.28).

YA
(p,0)
L] L
% p X
(-p,0) F

Figura 2.28: Parabola P : 22 = —4py
Neste caso, F' = (0,—p) e L : y = p, onde 2p = d(F,L). Logo, P = (z,y) € P se, e
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somente se,

Va2 + (y+p)? =y —pl < 2* = —dpy

Exemplo 2.8 Determine a equagao da parabola P com vértice V' na origem, cujo foco é o

ponto:
(a) F = (3,0).
(b) F = (0,-2).

Solugao 2.8 Temos,
(a) p=d(V, F) = 3 e reta focal = eixo OX. Como o foco F' esta a direita do vértice, temos

que a diretriz é a reta £ : x = —3 e a equacao da parabola ¢ P : y? = 12z.

(b) p=4d(V, F) = 2 e reta focal = eixo OY. Como o foco F' esté abaixo do vértice, temos

que a diretriz ¢ a reta £ : y = 2 e a equacao da pardbola é P : 22 = —8y.

Parabola com vértice V = (z¢,y,) e reta focal paralela ao eixo OX

Da mesma forma como fizemos para a elipse e a hipérbole nos capitulos anteriores, para
obtermos a forma candnica da parédbola P de vértice no ponto V' = (z,,¥,) e reta focal
paralela ao eixo OX, vamos considerar o sistema de eixos ortogonais OXY, com origem
O =V = (2,,9,) € eixos OX e OY que tém a mesma direcao e mesmo sentido dos eixos OX

e OY, respectivamente.

Caso 1. O foco F esta a direita da diretriz L.
Sabemos que, no sistema de coordenadas OXY, a equacdo da parabola é P : 4% = 4pZ; o
foco ¢ F = (p,0); o vértice ¢ V = (0,0); a diretriz ¢ £ : & = —p; a reta focal é £ : ij = 0.

Como

T=T+x9€y=Y+Y,

a equagao da parabola P é:

Py —yo) =dp(z—x,)

e seus elementos sao:
- foco: F = (2, + D, Y);

- vértice: V = (x4, Yo);
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- diretriz: £:x —x9= —p, ouseja, L :x = x, — p;
- reta focal: ¢ :y —y, =0, ou seja, £ :y = y,.
Yll [: ?ll ,P
Y+Yo 7] P

~

|
<
8l

Yo

Ql
Nh

0

P

8

Q
/E-I—xo
To+p

b

|
Q
=
Figura 2.29: P : (y — 4,)° = 4p (z — x,)
Caso 1II. O foco F estéa a esquerda da diretriz L.
Neste caso, a equacao da parabola no sistema OXY é §? = —4pZ, e seus elementos sdo:

foco F' = (—p,0); vértice V = (0,0); diretriz £ : = pe reta focal £ : § = 0. Passando para

as coordenadas x,y do sistema OXY, a equacao da parabola fica na forma:

Py —yo) =—4p(z — o)

e seus elementos sdo: - foco: F' = (x, — p,y,); - vértice: V = (z,,1,); - diretriz: L :

x—1x,=p,ouseja, L:x=uwx,+p-retafocal: {:y—1y, =0, ouseja, {:y="y,.

YA P ll? £
T+Yo Pl
Y
4 T V F R
Yo 5 L 7
]
+
& >
To
o = s X
S §

Figura 2.30: P : (y — 3,)° = —4p (z — z,)
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Parabola com vértice V = (z,,y,) e reta focal paralela ao eixo OY

Como no caso anterior, considerando o sistema de eixos ortogonais OXY, com origem
O =V = (2,,y,) e eixos OX e OY que tém a mesma direcao e o mesmo sentido dos eixos
OX e OY, respectivamente, podemos obter as equacoes e os elementos das parabolas com
vértice V = (z,, o) e reta focal paralela ao eixo OY'.
Caso I. O foco F esta acima da diretriz £. (Figura 2.31)

Neste caso, o foco é F' = (x,,y, + p); a diretriz é L : y = y, — p; a reta focal é  : x = x
e a equagao da parabola é:

(z — 20)* = 4p (y — o)

YA ?A
14 P
M 7
T+Yo i
vV P R
Yo 0 T y’
Yo-D [] L
O IO E"_«To §

Figura 2.31: P : (z — z,)* = 4p (y — o)

Caso II. O foco F esta abaixo da diretriz £ (Figura 2.32).

Neste caso, o foco é F' = (x,,y, — p); a diretriz é L : y = y, + p; a reta focal é ¢ : x = x
e a equacgao da paréabola é:

(2 —20)> = —4p (y — v0)

YA ?A
14

Yo D | L

Yo V T »
- o %
Y+Yo ]
Ys-p

0 To  atm, X

Figura 2.32: P : (x — o)t = —4p (¥ — ¥o)
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Exemplo 2.9 Determine a equagao da pardbola P de vértice V = (3,4) e foco F' = (3,2).

Encontre também a equacao de sua diretriz.

Solugao 2.9 Como V = (3,4) e F'=(3,2),{: x = 3 é areta focal e F esta abaixo de V, ou
seja, abaixo da diretriz £. Logo, a equacao da parabola é da forma:
P:(z—3)*=—4dp(y —4)

Sendo p = d(V,F) = 2, temos que L : y =6 é a diretrize P: (r —3)* = —8(y—4) ¢ a
equacao da parabola.

vt i
8
N L:y=6
6
4 \4
2 a P
0 3 ¥

Figura 2.33: P : (z — 3)* = —8(y — 4)

2.3.2 A equacgao geral do segundo grau com B=0e AC =0

Consideremos a equagao canonica da parabola de vértice V = (x,, 39) e reta focal paralela

ao eixo OX :

(y - yo)2 = :l:4p (27 - xo) :

Desenvolvendo e agrupando os termos dessa equagao, obtemos:

y2 F 4dpxr — 2y,y + yg + 4px, = 0.

Esta equacao ¢é da forma

Ax* + Bay +Cy* + Dx + Ey+ F =0,

onde A=0,B=0,C=1,D=F4p,E = -2y, e F = y> + 4px,,.
Analogamente, desenvolvendo a equacao da parabola de vértice

V = (x,,9,) e reta focal paralela ao eixo OY
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(z — 20)* = £4p (y — o)

obtemos a equacao

r? — 2x,x T dpy + :ci + 4py, = 0,

que é da forma

Az> + Bry+Cy* +Dx+ Ey+ F =0

onde A=1,B=0,C =0,D =21, E=Fdpe F = 22 + 4py,.
No primeiro caso, A = 0,B =0 e C' # 0 e, no segundo caso, A # 0, B=0e C = 0.
Portanto, em qualquer caso, B=0e AC = 0.

Reciprocamente, temos a seguinte proposicao:

Proposicao 2.6 Seja a equagcao do seqgundo grau com B =0 :

A2? + Cy* + Dz + Ey + F = 0. (2.10)

Se A=0 e C #0, esta equagao representa um dos sequintes conjuntos:

- uma pardbola cuja reta focal é paralela ao eixo OX, se D # 0;

- um par de retas paralelas ao eizo OX, se D =0 e E? —4CF > 0;

- uma reta paralela ao eizo OX, se D =0 e E? —4CF = 0;

- 0 conjunto vazio, se D =0 e E? — 4CF < 0.

O mesmo vale para o caso em que C' =0 e A # 0, trocando "paralelo ao eizo OX "por

"naralelo ao eizo OY .

Demonstragao:

Se A=0,C #0e D # 0, entdo a equagao (2.10) se escreve na forma:

2 Dty
yrevrtetTte T

Completando o quadrado, obtemos:

C C 4c?

Como D # 0, podemos escrever a equagao na forma

LEY _ D(, C(F_E
YToc) T \""D\C 1c2))
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que é a equacao de uma parabola com reta focal paralela ao eixo OX e vértice

v _402F—(JE2 _E
a 4C2D 7 20

Se D =0, a equacao Cy*> + Ey + F = 0 representa:

- duas retas paralelas ao eixo OX,

y— —EVE?—4CF —E —/E?—4CF

e Yy =

2C 2C
se B2 —4CF > 0;
- uma reta paralela ao eixo OX,
E
e
se B2 —4CF = 0;
- 0 conjunto vazio, se B2 — 4CF < 0. n

Os casos em que a equagao do segundo grau Az? + Cy?> + Dz + Ey + F = 0, com
AC = 0, representa duas retas paralelas, uma reta ou o conjunto vazio sao chamados casos

degenerados da parabola.

Exemplo 2.10 Verifique se as equagoes abaixo representam uma parabola ou uma parabola
degenerada. Caso seja uma parabola, determine seus elementos principais.

(a) z* — 8y = 0.

(b) 2y* + 5z +8y — 7= 0.

(c) 3y* + 7y —6=0.

(d) 92% + 422 +49 =0

() 3> —2y+1=0

Solugao 2.10 Temos,

(a) Como 2 = 8y, a equagao representa uma parabola com:
- vértice: V' = (0,0);
- reta focal = eixo OY : x = 0;
- parametro: 2p = 4(= p = 2);
- foco: F' = (0,2), acima da diretriz;
- diretriz: £:y = —2.
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(b) Completando o quadrado, obtemos

2y’ +4y) = -Dr+ T2y +4y+4) = —-5x+7+38
= 2(y+2)?=-br+15
= 2(y+2)? = —5(x — 3)

=+ = -3)

que representa uma parabola com:

- vértice: V = (3,-2);

- reta focal: ¢ : y = —2, paralela ao eixo OX;

- parametro: 2p = % (:> p= %);

- foco: F = (3 — g, —2) = (%, —2), a esquerda da diretriz;
- diretriz: E:x:3—|—§: %9.

(c) Como A = B =D =0 e seu discriminante é¢ 49 + 4 x 3 x 6 = 121 > 0, a equagao (c)

representa o par de retas y = _725“1, ou seja, y =—-3 ey = %, paralelas ao eixo OX.

d) Como B = C = FE =0 e seu discriminante é 422 — 4 x 9 x 49 = 1764 — 1764 = 0, a
(

5 _ 42 2 7 .
equagao (d) representa a reta ¥ = —73 = —% = —, paralela ao eixo OY.
(e) Como A = B = D = 0 e seu discriminante ¢ 4 — 12 = —8 < 0, a equagao (e)

representa o conjunto vazio.

46



Capitulo 3

Equacio Geral do Segundo Grau em R?

Definigao 3.1 Dada uma funcao f : R? — R, o conjunto

fHe) =A{(z,y) €R% f(z,y) = ¢}

é a linha de nivel ¢ da funcao f, onde ¢ € R.
Se f:R? — R ¢ a fungdo linear f(x,y) = ax + by, onde (a,b) # (0,0), as linhas de nivel

de f s@o as retas do plano perpendiculares ao vetor ¥ = (a, b), pois
7 e) ={(z,y) € R* az + by = ¢}, para todo c € R
Provaremos, neste capitulo, que as curvas de nivel de uma funcao quadratica de duas
variaveis, ou seja, de uma funcao f : R? — R, dada por

f(z,y) = A2®> + Bry + Cy* + Dx + Ey + F,

onde A # 0, B # 0 ou C # 0, sao as coOnicas ou as conicas degeneradas.

Para isso, baseado no estudo das linhas de nivel de f, feito nos trés capitulos anteriores,
quando B = 0, basta mostrar que existe um sistema de eixos ortogonais OXY', obtido por
uma rotagao positiva dos eixos OX e OY, para o qual a fungao f, nas coordenadas z e y, se

escreve na forma
f(@9) =M@+ Ny* + Dz + Ey + F.
No caso particular em que se tem D = F = F = 0, a funcao quadratica

flz,y) = Az? 4+ By + Cy?

é um polindmio homogéneo de segundo grau (todos os termos tém grau 2) e também sao

chamados de formas quadraticas de duas variaveis.
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3.1 Autovalores e autovetores de uma matriz real 2 x 2

@11 a2

Sejam A =
21 Q22
Definimos A como sendo o vetor (aj1x + a1y, a1 + asny), ou seja,

) uma matriz real do tipo 2 X 2 e @ = (z,y) um vetor em R

At = (a11@ + a1y, a1z + any) .

Observagao 3.1 A operacao definida acima satisfaz a seguinte propriedade:

AN+ pv) = NAT + p AT

para quaisquer vetores @ ¢ ¥ em R? e nimeros reais \ e p.

A prova desta propriedade pode ser feita como exercicio.

Um ndmero real A é um autovalor da matriz A se existir um vetor « nao nulo tal que
At = \u.

Seja A um autovalor da matriz A. Um vetor @ = (x,y) é um autovetor de A relativo ao

autovalor A se Au = \u, ou seja,

{ a11x+a12y:)\$ — { ()\—0,11)$—a12y:() (31>

a1 + agy = Ay —anx + (A —axn)y=0
Observacao 3.2 O vetor nulo é um autovetor relativo a qualquer autovalor, mas um nimero

real s6 ¢ um autovalor se ele possuir um autovetor nao nulo.

Observagao 3.3 Se @ é um autovetor relativo ao autovalor A da matriz A, entdao puu é um
autovetor relativo ao autovalor A\, para todo p € R. E se U é outro autovetor relativo ao
autovalor A\, entao @ + ¢ € um autovetor relativo ao autovalor \.

Com efeito, como A(utl) = pAd e A(i+7) = Au+ AU (pela Observacao 3.1), temos que:

- A(pt) = pA(@) = p(rd) = A(pad),

- A(d + v) = A(u) + A(V) = M+ M0 = \(u + 7).

Na linguagem de Algebra Linear, isso significa que o conjunto

{u; A = \i}

¢ um subespaco vetorial do espaco vetorial R2.

Entao, um real A é um autovalor da matriz A se, e somente se, o sistema 3.1 tem uma

solugdo nao trivial (x,y)((z,y) # (0,0)) se, e s6 se,
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A\ — _
det ar aiz —0
—ag1 A —ax
Com efeito, (A — a1, —ag1) x + (—a12, A — az)y = 0 possui uma solugao (z,y) # (0,0)

se, e 80 se, um dos vetores (A — a1, —ag1) € (—aj2, A — age) é multiplo do outro.

O polinémio p : R — R, dado por

—as1 A — ag

A—a —a
p()\) = det ( 1 12 ) = ()\ — all) ()\ — 0,22) — Q120921

¢ denominado polindmio caracteristico da matriz A.

Obtemos, assim, o seguinte resultado.

Proposicao 3.2 Os autovalores de uma matriz A sao as raizes reais do polindmio caracte-

ristico da matriz A.

Exemplo 3.1 Determine, caso existam, os autovalores e os autovetores correspondente da

matriz:

4 2
(a).A:<_3 4).

16
we- (1)

Solucao 3.1 Observe que,

(a) O polinémio caracteristico da matriz A é

A—4 =2
A) = det =(AN—4)24+6=)—-8)\+22
p(A) ( 5 )\_4> (A—4)

Como o discriminante A = 64 — 88 = —24 da equacao p(\) = 0 é negativo, a equagao

nao possui raizes reais. Logo, a matriz A nao tem autovalores.

(b) Seja

p(A)-det(A:ll )\__62>_(>\—1)(/\—2)—6_>\2—3/\—4

o polinémio caracteristico da matriz B. Sendo
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3+ V9 +16 3—vV9+16
M= et e = T =

as raizes (reais) da equagao p(\) = 0, temos que A\ =4 e A\y = —1 sdo os autovalores da
matriz B.

Os autovetores uj = (x,y) relativos ao autovalor A\; = 4 s@o as solugbes do sistema

= r =2y.

A — 1)z —6y =0 3x — 6y =0
{u )z — 6y ﬁ{x y

-+ (M —2)y=0 —r+2y=0

Logo, todo autovetor relativo ao autovalor A\; = 4 é da forma uj = y(2,1), y € R. Assim,

2 1 2 1
—,—= | e | ——=, ——= ) sao os autovetores unitarios relativos ao autovalor \; = 4.
(\/5 NG ) ( V5 V5 ) 1

E os autovetores u} = (x,y) relativos ao autovalor Ay = —1 s@o as solugdes do sistema

A—1lz—6y=0 —2x—6y=0
(A2 = 1)z — 6y x — 6y P
—x+ (M —2)y=0 —x—3y=0
3 1 3 1
istoé,u_>: —3y,y) =y(—3,1),y € R. Portanto, | ———,— )¢ | —, ———= | sao
b= (C30) = (=3, )y (- )e ()

os autovetores unitarios relativos ao autovalor Ay = —1.

3.2 Rotacao dos Eixos Coordenados

Seja OXY um sistema de eixos ortogonais. Dado @ € [0, 27), seja OXY o sistema obtido
girando os eixos OX e OY do angulo # no sentido positivo (que vai de OX para OX). Entao,

7 = (cosf,send) e U5 = (—send,cosb)

sao os vetores unitarios na diregao e no sentido dos eixos OX e OY, respectivamente.

oY oY

Figura 3.1: Angulo  entre os eixos OX ¢ OX.
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Considere um ponto P do plano. Como os vetores Ui e U3 sao ortonormais (implica que,

U1 e U3 nao sao multiplos), existem nimeros reais e § de modo que

Logo, (Z,y) sao as coordenadas do ponto P com respeito ao sistema OXY', pois

Projz O? —z0] e Projz O? = yvg

Figura 3.2: P = (z,y)oxy = (Z,9)oxY .

Sejam (x,y) as coordenadas do ponto P em rela¢do ao sistema OXY, isto é, O? =

ze] + yes, onde ef = (1,0) e e3 = (0,1) sdo os vetores unitarios na mesma direcio e no

mesmo sentido dos eixos OX e OY, respectivamente.

Entao,
xel +yes = T0] + §os
T=T <V, 6 >4y <0s, 61 > T=x<e, >4y <es, 01>
— e
y=7 <0, 6 >+j< 03, > J=x<e,v>ty<es, v >
xr =2xcosfh — ysent T =uxcosf+ ysenf
<~ 3 B e B
y = Tsenf + ycosl y = —xsenf + ycosb

cosd@ —sent o o cosf senf
= (v,y) = (z,7) e (7,9) = (z,y).
senf cosf —senf cosf

cosf —senf
A matriz B = ) é a matriz de passagem das coordenadas (Z,y) para

senf) cos6
. cosf sent
as coordenadas (z,y) e, por sua vez, B' =
—senf cosf

coordenadas (z,y) para as coordenadas (Z, %), onde B é a transposta da matriz B, ou seja,

¢ a matriz de passagem das
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as colunas da matriz B sao as linhas da matriz B.
Observe que a primeira e a segunda colunas da matriz B sao as coordenadas dos vetores
U1 e U3 no sistema OX Y, respectivamente, e a primeira e a segunda colunas da matriz B

sdo as coordenadas dos vetores €1 e €3 no sistema OX Y, respectivamente.

v] = cosfe; + senfey , 5 = —senfe; + cosfes
el = cos 0] — sen 0vy , €5 = sen 007 + cos 0v3

10
Temos também que BB = BB' = T, onde T = ( 01 ) é a matriz identidade do tipo

2 x 2. Assim, a matriz de passagem do sistema OXY para o sistema OX Y tem a propriedade
de que sua transposta é também sua inversa. As matrizes com esta propriedade sao chamadas

matrizes ortogonais.

Exemplo 3.2 Dado um sistema de eixos ortogonais OXY , considere o sistema de eixos or-
togonais OXY obtido pela rotacao positiva de 45° dos eixos OX e OY em torno da origem.
Uma hipérbole nas coordenadas z e y tem centro na origem, um de seus vértices no ponto
(v/2,0) e a reta § = 27 como uma de suas assintotas.

(a) Determine a equagao da hipérbole nas coordenadas = e y e nas coordenadas x e y.

(b) Obtenha o centro, os vértices, os vértices imaginarios e as assintotas da hipérbole nas
coordenadas x e y.

(c) Faga um esbogo da curva no sistema de eixos OXY, indicando todos os elementos en-

contrados no item (b).

Solugao 3.2 (a) Nas coordenadas 7 e 9, a reta focal £ é o eixo- OX, pois o centro C' = (0, 0)
e o vértice V' = (v/2,0) pertencem ao eixo- OX. Além disso, a = d(C,V) =2 e g = 2, pois
7 = 2% é uma assintota da hipérbole. Entdo, b = 2a = 2v/2, e

¢ a equacgao da hipérbole nas coordenadas Z e 4.

Usando as relagoes de mudanca de coordenadas,

V2

T = cos45°r + sen 45°y = 7(35 + )
2
= —sendb°r + cos 45°y = \/7_(—:1: +v)

obtemos que a equacao da hipérbole nas coordenadas x e y é:
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S X Syl — o x (w gl =1
Yz +y)? = (—z+y)> =16

4(x2 —|—2:r;y+y2) — (x2 — 2:Uy+y2) =16
32% 4+ 10xy + 3y* = 16

32° 4+ 102y +3y* — 16 =0

[

(b) Nas coordenadas Z e 9, a hipérbole tem: centro C' = (0, 0); vértices: A; = (—v/2,0)
e Ay = (v/2,0); vértices imaginarios: By = (0, —2v/2)e By = (0,2v/2);reta focal: £ : 5 = 0;
reta nao focal: ¢/ : T = 0; assintotas: y = £+27.
Pelo sistema, obtemos que ¢ : —x +y = 0 é a reta focal; ¢/ : z +y = 0 é a reta nao focal
2 1
e 7(—x +y) ==£2 x T(x +vy),istoé, r_:y=—-3zeryy= —3% sao as assintotas da
hipérbole nas coordenadas x e y.
E, pelas relagoes de mudanca de coordenadas,
2
x = cos45°T — sen45°y = \/7_@ )
2
y = sen45°T + cos 45°y = %_(x +79)
obtemos que C' = (0,0) é o centro, A; = (—1,—1) e Ay = (1,1) sdo os vértices, e
By = (2,-2) e By = (—2,2) sao os vértices imaginarios da hipérbole nas coordenadas x e y.
(c) Na figura 3.3 mostramos o esbogo da hipérbole H.

Figura 3.3: Hipérbole H : 32% + 10zy + 3y* — 16 = 0.

Observagao 3.4 Seja ¥ um vetor com coordenadas (o, ) no sistema OXY e (o/,5") no
sistema O'X'Y”’. Entao,
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B = —asenf + [ cosf

{ o = acosfh + Fsenb
a=a cosh — [('send
<
f=of

senf + B cost

. S .
De fato, seja P o ponto tal que ¢ = O'P. Se P = (x,y) no sistema OXY e P’ = (2/,y/)

no sistema O’ X'Y’, temos que

@ =T — Ty, Bzy_y(h O/:I/ € B,:y,

Pelos respectivos sistemas.

3.3 Formas Quadraticas

Dada uma forma quadrética f : R? — R, f(z,y) = Az? + Bay + Cy?, a matriz real do

A:< A B/2>
B/2 C

) real do tipo 2 x 2 é simétrica se a1o = ao;. Note que a matriz

tipo 2 x 2, é a matriz de f

. @11 A2
Uma matriz

a2 a2
de qualquer forma quadratica é simétrica.

Assim, para quaisquer (z,y) € R?,

fx,y) =< Alz,y), (2,y) >
Com efeito,
< AGey), (r,9) > = <( P ) (2.1, <x,y>>
=< (Az + (B/2)y, (B/2)x + Cy), (z,y) >
= A2? + (B/2)yz + (B/2)xy + Cy?
= A2® + Bay + Cy* = f(z,y).
Para provarmos o resultado principal deste capitulo, precisamos da proposi¢ao seguinte.

bip b by1 b
Proposicao 3.3 Sejam B = U2 um matriz real do tipo 2x2 e Bt = oo
b21 b22 b12 b22
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sua matriz transposta. Entao,

< B, 0 >=< @, B'v >
para quaisquer vetores 4 = (z,y) e U = (z,w) em R2.
Demonstragao:

De fato,
< B, v > =< (bi1x + biay, b x + bny) , (2, w) >

= b1z + b1ayz + boyxw + booyw
=2 (b112 + byyw) + y (b12z + bagw)
=< (2,y), (b112 + barw, b12z + byw)

=< @, B'" >

A B2
B/2 C

(a) As raizes Ay e Ao do polindmio caracteristico de A sao reais. Isto €, a matriz A tem

Teorema 3.4 Seja A = ( > uma matriz simétrica real do tipo 2 X 2.

dois autovalores A1 e Ay, que tém multiplicidade um se A\; # Ay, e multiplicidade dois se
AL = Aa.

(b) Existe um par u_>1 e 175 de autovetores ortonormais relativos aos autovalores \i e Ao,

respectivamente.
a, a
(c) Se B = bl b2 > € a matriz do tipo 2 X 2 cuja primeira coluna € formada pelas
1 b2
coordenadas do vetor u; = (a1,b1) e a sequnda, pelas coordenadas do vetor uy = (ag,by),
entao
A O
BAB= "
0 X
Demonstragao:

(a) O polinémio caracteristico da matriz A é

B A-A B2\ . B
p()\)—det(_B/z )\_C>—()\ A=) -5

B2
:AQ—(A+C)>\+AC—I.

Como o discriminante da equagao p(A) = 0,
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A= (A+C)*—4(AC - B*/4)
= A* 4+ 2AC + C? — 4AC + B*
=(A-0)*+ B?

¢ nao negativo, as suas raizes \; e Ay sao reais.
(b) Se A =0, temos que A = C e B = 0 e, portanto, A = A = C ¢ a unica raiz de
A0

p(A) = 0. Neste caso, A = 0 e e = (1,0),e = (0,1) sdo autovetores ortonormais

relativos ao autovalor A de multiplicidade dois.

Se A > 0, a equagao p(\) = 0 tem duas raizes reais \; e Ay distintas.

Sejam u_{ e u_>2 vetores nao nulos tais que Au_>1 = )\1771 e AU; = )\gu_g, isto é, 17{ e u_>2 sao
autovetores nao nulos associados aos autovalores A\; e \g, respectivamente. Podemos supor,

pela Observacao 3.3, que U e uj sdo vetores unitarios (isto &, |[uf|| = ||[u3] =1 ).

O vetor uj é ortogonal ao vetor w3. De fato, pela Proposicao 3.3 |
< AW, up >=< ui, Aub >

< Mui, u3 >=< Uj, A3 >

N o< Ul up =N <, w >

(M — X)) <, u} >=0

<up,us >=0.

LEel

(c) Como Auj = (Aay + (B/2)by, (B/2)ay + Cby) = (Aag, \by) e
A = (Aay + (B/2)by, (B/2)as + Cby) = (Agasg, Aabs), segue que

AB . A B/2 a; Qs . )\1&1 )\QCLQ
~\ B2 C bi by )\ Ab Aob
Além disso, sendo [[uf||” = a2 +b2 = 1, ||u3||” = a2 +b2 =1 e < uj, uh >= ayag+biby =0,
BtAB _ aq bl )\1a1 )\2@2
az by A1b1 Azby

B )\1 (CL% + b%) )\2 (alag + blbg)
)\1 (a1a2 + blbg) >\2 (CL% + b%)

(M0
0 N /)

o6

obtemos que:




Observacido 3.5 Note que B = 0 <= e; = (1,0 ) (ou e = (0,1) ) ¢ um autovetor da
matriz A.

Neste caso, A e C' sdo os autovalores e e = (1,0), e = (0,1) sdo autovetores relativos

aos autovalores A e (', respectivamente, da matriz A.

Seja 0 € [0,27) o angulo que o vetor ui faz com o eixo OX no sentido positivo, isto é,

u; = (cos,sen ). Tomemos uj = (—sen 6, cosf), obtido de uj por uma rotacao positiva de
T
2

Seja OXY o sistema cujos eixos OX e OY tém a mesma direcio e o mesmo sentido dos

vetores U] e 5 , respectivamente.

Assim, a forma quadratica f(z,y) =< A(z,y), (x,y) >, nas coordenadas 7 e y do sistema
OXY, é dada por:

f(@,9) =< A(B(z,9)),B(z,7) >
Dali, sabendo que

AB(z,y) = AB(z,y)) o (B'AB) (v,y) = BI(AB(z,y)) = B:(A(B(x,y))) concluimos,
pela Proposigao 3.3 e pelo Teorema 3.4, que

f(z,9) =< B'(A(B(z,9))), (Z,7) >
=< (B'AB) (2.9), (7,7) >
=< (M7, Ney) L (7, 9) >

- )\1%’2 -+ )\2@2 (32)
oy oy
OX
Vs V]
0 00X

Figura 3.4: Sistemas de eixos ortogonais OXY e OXY.

Exemplo 3.3 Seja a forma quadratica f(z,y) = 3z% + 2zy + 3y?, com A= C = 3e B = 2.
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31

Entao A = ( )

) é a matriz da forma quadratica e

A—=3 -1

p(A)zdet( 1 a3

)z(A—3)2—1:A2—6)\+8:0

é a sua equacao caracteristica, cujas raizes sao \y =4 e X =2. Istoé, \y =4 e Ay =2
sao os autovalores da matriz A.

Os autovetores (z,y) relativos ao autovalor A\; = 4 séo as solucoes do sistema

M =3z —y=0 —y=0
{<1 )oY <:>{Iy ==y

-+ (M —3)y=0 —x4+y=0

T m . .
Ccos —, sen —> é um autovetor unitario relativo ao autova-

1 1 > B (
V2 V2 4 4
lor Ay = 4. Como o autovetor uj relativo ao autovalor Ay = 2 é ortogonal ao autovetor u_>1,

basta tomar u_> = (—L i) = (— senz CcoS z)
2 \/57 \/5 47 4 .

Seja OXY o sistema de eixos ortogonais obtido girando os eixos OXe OY, no sentido

Portanto, up = (

positivo, do ngulo § = 7/4. Nas coordenadas Z e § deste sistema de eixos, a forma quadratica

é dada por

F(@,9) = MT* + Ny = 477 + 27

Portanto, a linha de nivel m de f é o conjunto vazio, se m < 0; a origem, se m = 0, e a
72 ) 7
m/4  m/2

elipse =1,sem > 0.

Vi,
V2’ 2 2

é o eixo- OY, a reta ndo focal é o eixo —OX, <O, —@) e <O, @> sao os vértices sobre
V2 V2

a reta focal, (—@, O) e (@, 0) sao os vértices sobre a reta nao focal, e <O, —@) e

No sistema de eixos OXY', a origem é o centro, a = , a reta focal

2
T y

-+ 2 =1
m/4 * m/2
Pela mudanca de coordenadas,

AT =Y A

m):( 1/v2 Wé)m,y)

0, Tm sao os focos da elipse

—1/v/2 1/V2

obtemos que C' = (0,0) é o centro, ¢ : x +y = 0 é a reta focal, ¢/ : —z+y = 0 ¢é a
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Figura 3.5: Linha de nivel 4 de f.

Vi

Ay = (—— —) sao os vértices na reta focal,

3
e

reta nao focal, A; = <— ——) D)

B, = (——'m, ——'m> e By = <—, —> sao os vértices na reta nao focal, e F; =
22" 22 2v/2" 2¢/2
) 2 —
2/2 2V2

sao os focos da elipse nas coordenadas z e y.
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3.4 Equacao Geral do Segundo Grau em R?

Consideremos a equacao geral do segundo grau nas variaveis x e y :

Az® + Bry +Cy? + Dz + Ey + F = 0. (3.3)

Esta equacao é da linha de nivel zero da fungao quadratica
f(z,y) = Ax* + Bay + Cy* + Dx + Ey + F

Seja, como na secdo anterior, o sistema OXY de eixos ortogonais cujos eixos OX e OY
tém a mesma direcao e o mesmo sentido dos autovetores u e us, relativos aos autovalores
A  BJ2
B/2 C

Entao, por 3.1, a fungao quadratica f, nas coordenadas = e ¥, assume a seguinte forma:

A1 e Ag, respectivamente, da matriz A =

f(Z,9) = M2+ Moy’ + < (D, E), (B(z,7)) > +F
—  f(z,9) = \T° + My’ + < BY(D,E), (z
—  f(z,9) = \MZ*+ XNy + Dz + Ey+ F,

) > +F

onde D =< (D, E),u; > e E =< (D,E), u} >.

Nos capitulos anteriores, provamos que a equagao

M2+ Xy + DT+ Ey+F =0 (3.4)

que ¢é a equacao 3.3 nas coordenadas ¥ e ¥, representa uma elipse ou uma elipse degenerada
se A1A2 > 0, uma hipérbole ou uma hipérbole degenerada se A\;\s < 0, e uma parabola ou
uma parabola degenerada se Ao =0 (A1 # 0 ou A # 0 ).

Os eixos OX e OY sao os eixos principais da conica C representada pela equacao 3.3.
Estes eixos sao paralelos as retas focal e nao focal da conica, nos casos em que C é uma elipse
ou um hipérbole, e sao paralelas a reta focal e & diretriz quando C é uma parabola.

O ntmero real I = B? — 4AC, chamado indicador da equacdo 3.3, estabelece se a
equagao representa uma elipse, uma hipérbole ou uma parébola (degenerada ou nao), antes
de reduzirmos a equacao a sua forma candnica 3.4.

A  BJ2
B/2 C

0 —senf 0 0
Além disso, como B = o8 e ) e B! = < o ven ), segue que det B =

De fato, como det A = det < ) = AC — B?/4, entao I = —4det A.

senf cosf —senf cosf
det Bt = cos? 0 + sen®6d = 1.
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Logo, I = —4\ Ay, pois, pelo Teorema 3.4,

det A = (det B') (det A)(det B) = det (B"AB)

A
:>det.A:det< 01 0 )z)\1)\2

A2

Para provar que I = —4)\; Ay, usamos que o determinante do produto de duas matrizes é
o produto dos determinante dessas matrizes.

Assim, a equacao geral do segundo grau 3.3 representa:
(a) uma elipse, um ponto ou o conjunto vazio se I < 0;
(b) uma hipérbole ou um par de retas concorrentes se I > 0;
(c) uma parabola, um par de retas paralelas, uma reta ou o conjunto vazio se I = 0.

Reordenando, quando B # 0, os autovalores \; e Ay (se necessério), podemos supor que
6 € (0,7/2). Vamos determinar agora o angulo 6, em funcao dos coeficientes A, B e C' da
equacao 3.3.

Temos que:

cosf)  send A BJ2 cosf —sent \ [ A O
—senf cosf B/2 C senf) cosf B 0 Ao
Acosf + (B/2)senf  (B/2)cosf + Csen cos —send
—Asenf + (B/2)cosf —(B/2)senf + C cosf

B ( MO )
0 A
= (Acosf+ (B/2)senf)(—senf) + ((B/2) cosf + Csenf) cosf = 0
= — Acosfsenf — (B/2)sen’f + (B/2) cos®f + C'senf cos ) = 0

—> (B/2) (cos® — sen®§) + (C' — A)senf cost =0
— Bcos20 4 (C' — A)sen20 = 0.

senf cosf

Entao, quando B # 0,

0=m/4, se A=C

e

tan 20 =

B
1-C se A#C
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Sendo 1 + tan?(20) = sec?(20), segue que

1 B
cos 20 = , se >0
/1 + tan?(26) A-C
1 B

0

cos 20 = — , se <
1 + tan?(26) A=-C

pois, como 260 € (0, ), cos 260 e tan 26 tém o mesmo sinal.

Conhecendo cos 26, podemos determinar o angulo 6 € (0,7/2), por meio das relagoes

trigonomeétricas:

/1 4+ cos 26 v/1 — cos 20
cos=—— ¢ senf= ——-——

2 2

Exemplo 3.4 Seja a funcio quadratica f(z,y) = 22 + 2v/2zy + 2y? + 613z + 3, com A =
1,B=2V2,0=2,D=6V3,E=0e¢ F=3.

1
A matriz A =

p(A) = det (

2
\2_ ) é a matriz de f. Portanto,

A—1 —V2
—V2 A—V2

é sua equacao caracteristica, cujas raizes sao Ay =3 e Ay = 0. Ouseja, Ay =3 e Ay =0

):()\—1)()\—2)—2:)\2—3)\:0,

sao os autovalores da matriz A.

Os autovetores (x,y) da matriz A relativos ao autovalor \; = 3 sdo as solugoes do sistema

=y =2z

(Al—l)m—ﬁy:O — 20 — 2y =0
224+ (M =2y =0 2z 4+y=0

1 2
Logo, 17{ = (ﬁ’ %) ¢ um autovetor unitario relativo ao autovalor A\; = 3 e, portanto,
o vz L
V3 V3

Seja OXY o sistema de eixos ortogonais obtido girando os eixos OX e OY, no sentido

) ¢ um autovetor unitario relativo ao autovalor Ay = 0.

positivo, do angulo 6 € (0,7/2) tal que
1 V2 B
cosf = —esenf = ~— [ < tan20 = ——— = —2+/2.
V3 V3 ( A-C )

Nestas coordenadas, a funcao quadratica se escreve como
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1/vV3  V2/V3
—V2/V3 1/V3

— f(z,7) = 3>+ 6T — 6vV2y + 3
,g) =3 (7* +27) — 6vV25 + 3
— f(z,7) = 3(z + 1) — 6v2y.

F(Z,7) =382+ < ( ) (6v/3,0), (z,7) > +3

I

— f(

Entéo, a linha de nivel 6v/2m, m € R, de f é a parabola

(7 +1)2 = 2v2(5 +m)

que tem vértice V = (=1, —m),p = v/2/2, reta focal £ : T = —1, foco F = (=1, —m +
V2/2) e diretriz £ : § = —m — \/2/2, nas coordenadas Z e 7.

Pela mudanca de coordenadas,

@ y):< 1/v3 —\/§N§>($ ):<i~—ﬁy \/§§:+§>

V2/V3  1/V3 V3 V3
(7.7) = 1/V3  V2/V3 (2,y) = T+V2y —V2x+y
T vavs s )T TV B
temos que que V = <_1 —i\-/g\/?m’ _\/_\2/5_ m> é o vértice, ( : x + \/§y = —/3 ¢ a reta
Va(m —v2) —(2m +2)

focal, F' = )éofocoeé:—\/ﬁx—ky:—m\/_—\/é/Zéa

V3 23
diretriz da parabola nas coordenadas x e y.
v oYy 0X
L
0
00X
F‘V
1%
14

Figura 3.6: Linha de nivel zero de f.
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Capitulo 4

Transformacoes Geométricas Planas

Nas se¢oes anteriores vimos que dada uma equagao do segundo grau

Ax? + Bxy+ Cy* + Dx + By + F =0, (4.1)

existe um sistema de eixos ortogonais OXY', obtido ap6s uma rotacao e/ou uma translacao
do sistema OXY, tal que a equacao nas coordenadas Z e ¥ fica na forma candnica.

Neste capitulo, estudaremos as transformacoes geométricas do plano. Dentre elas, a
translacao Tp, que leva a origem no ponto Fy e a rotagao Ry de angulo 6 em torno da
origem. Embora haja uma analogia entre essas transformagoes e as mudangas de coordenadas
estudadas anteriormente, ha também uma diferenca. Nas transformagoes de translagao e
rotacdo mantemos fixos os eixos e transladamos e rotacionamos os pontos, enquanto que na

mudanca de coordenadas mantemos fixos os pontos e movemos os eixos.

4.1 Transformacoes no plano

Definicao 4.1 Uma transformacao no plano 7 é uma funcao 7' : m — 7 que a cada ponto

P € 7 associa o ponto T'(P) € m chamado imagem de P por 7.

Ao longo deste capitulo, vamos fixar um sistema de eixos ortogonais OXY no plano .
Desta maneira, uma transformacao 7" de m em 7 pode ser vista como uma aplicacio de R?
em R? que a cada ponto P = (z,y) € R? associa o ponto P’ = T(P) = (¢/,y') € R*. Ou,
dependendo das propriedades de T, que queremos enfatizar, podemos interpretar 7' como uma

%
transformagao de R%em R? que a cada vetor ¥ = (x,y) associa o vetor @ = T <v’> = (2, y').

Definicao 4.2 Dizemos que as transformacgoes 1" e L sao iguais, e escrevemos 17" = L, quando
T(P) = L(P) para todo ponto P.

Exemplo 4.1 (a) A transformacao identidade, que designamos Z, é a transformagao que a
cada ponto P do plano associa ele proprio, isto é, Z(P) = P, para todo ponto P.
(b) Seja Py um ponto do plano. A transformagao 7' que a todo ponto P do plano associa o

ponto Py, T(P) = Py, é a transformagao constante de valor F.
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(c) Seja O a origem do sistema OXY. A translagao até o ponto Py é a transformacao Tp,
—
do plano que a cada ponto P associa o ponto P’ = T, (P) tal que PP' = O

|

Se Py = (20, Y,) € P = (x,y), entao

P = TPO(P) = (xlay,)
onde:
(x'—x,y’—y) = (xo_oayo_o)

= (Zoy Yo) -

Portanto,

Tp,(P) =P = (2',y)
= (To + 7,9 + ¥)

Figura 4.1: Translagao Tp,
Outra forma de descrever uma translagao é dando seu vetor de translacao: a translagao
s
pelo vetor ¢ é a transformagao dada por T3(P) = P, onde PP’ = . Escrevemos a translacao
pelo vetor ¢ como
T3(P)=P+7.

Entao, se ¥ = (a,b), Ty(x,y) = (x + a,y + b), para todo (z,y) € R
(d) Dado um ponto Py do plano, a transformagdo Rp, que a cada ponto P do plano

associa o ponto P’ = Rp, (P), pertencente a reta que passa por Py e P, tal que

PP = B

¢ a reflexao em relacao ao ponto F.
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Se Py = (%4,Y,) € P = (z,y) ¢ um ponto do plano, entdo P’ = Rp, (P) = (2',y) ¢ o ponto

tal que

(x/_xoay/_yo) :—(ﬂﬂ—fﬂo,y—yo)

isto é,

Rp,(P) = 2z, — x,2y, — ) .

RP()(P)

Figura 4.2: Reflexao Rp,

Note que, se Py = (0,0), entdo R ) (z,y) = (=, —y), para todo (z,y).

(e) A projegao ortogonal sobre uma reta ¢ no plano é a transformagao, designada

Proj,, que a cada ponto P do plano associa o ponto P’ onde a reta ¢ intersecta a reta

perpendicular a ¢ que passa pelo ponto P.

Se ¢ é uma reta que faz um angulo «, no sentido positivo, com o eixo OX, entao

(cos ar, sen «v) é um vetor paralelo a /¢ e

{: —(sena)xr + (cosa)y = ¢
¢é a sua equagao cartesiana para algum c € R.
Se P = (z,,9,) € um ponto do plano, entao
0+ (cos )z + (sena)y = (cosa)z, + (sen )y,

¢é a reta perpendicular a ¢ que passa pelo ponto Fj.

Entao, se P’ = Proj,(P) = («',y'), temos que (z/,y) é a solu¢ao do sistema

—(sen )z’ + (cosa)y’ = ¢
(cosa)z’ + (sena)y’ = (cos a)x, + (sen )y,

Resolvendo esse sistema, obtemos
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P" = Proj,(P)

= ((cos® a)x, + cos a(sen
Ou seja,

P" = Proj,(P) = ((cos®

+ ¢(—sen a, + cos «)

y A

o

@)y, — csen a, cos asen )z, + (sen” a)y, + ccosa) .

@)z, + cos a(sen a)y,, cos asen a)z, + (sen” a)y, )

P

Proj,(P)

>

)

X

Figura 4.3: Projegao ortogonal Proj ,

Em particular, se ¢ é o eixo OX, entao « = 0 e ¢ = 0. Assim, a projegao P, = Proj, é

dada por P, (z,,9,) = (%,,0). De modo analogo, a projecao P, sobre o eixo OY (aw = 7w/2 e

¢ =0) é a transformacao P, (z,,

Yo) = (0,9).

(f) A reflexao R, em relagao a reta ( é a transformagao que a cada ponto P associa o

ponto P = Ry(P) tal que ¢ é a mediatriz do segmento PP’. Ou seja, P’ = (2/,y) é o ponto

do plano tal que Proj,(P) é o ponto médio do segmento PP’

Logo, se P = (z,y) e { : —senax + cosay = ¢, temos, pelo item anterior, que:

Ry(z,y) =
— Ry(z,y) =

= Ry(r,y) =

Rg(&l, y) =

(2, y) = 2 Proj,(z,y) — (z,y)

(2(cos® @)z + 2 cos asen )y — 2csena — x,
2 cos a(sen o)z + 2(sen’® o)y + 2ccos a — y)
((2cos® e — 1) z + 2 cos asena)y — 2csen a,
2 cos a(sen a)x + 2(sen” )y + 2ccos a — y)

((cos2a)x + (sen 2ar)y, (sen 2a)x — (cos 2a)y)
+2¢(—sen «, cos a) (4.2)
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roj,(P)

/ Ry(P)

Figura 4.4: Reflexao R,

4.2 Transformacoes lineares

Definigao 4.3 Uma transformacao 7' é uma transformagao linear se

(a) T transforma uma soma de vetores na soma de suas imagens:

T(d+v) =T(u) + T(?)

para todos os vetores 4 e

(b) T transforma o multiplo de um vetor no mesmo multiplo da sua imagem:

T(\d) = NT'(u)
para todo vetor @ e para todo A € R.

Observagao 4.1 (a) Pela identificacao entre pontos e vetores, num sistema de eixos OXY,
toda transformacao linear pode ser vista também como uma transformacao de pontos do
plano.

De fato, se T' é uma transformagao linear (de vetores) e P é um ponto no plano, definimos
T(P) =@, onde @ é o ponto tal que T((ﬁ) = O@

(b) Uma transformagao linear deixa sempre o vetor nulo fixo: 7T'(

Com efeito, sendo T linear: T'(—v) = T'(—1v) = =17 (V) = =T(v),

(S

T)=10.

) =T(—7+7) = T(~7) + T(&) = ~T(5) + T(7) = 0

0,

7(

Portanto, se uma transformacao nao deixa fixo o vetor nulo ou seja, nao deira a

ortgem fixa, entao nao € uma transformacgao linear.
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Exemplo 4.2 (a) A transformagao que a cada vetor ¢ associa o vetor nulo 6> ¢ linear e ¢
chamada transformagao linear nula ou transformacao zero.

(b) A transformagao identidade Z que a cada vetor associa ele proprio (ou que a cada
ponto associa ele proprio) é uma transformacao linear.

(c) A reflexdo com respeito a origem é uma transformagao linear.

De fato, na linguagem vetorial, a reflexao é dada por T'(¥) = —. Assim,

TO) = —\7 = A (—v ) — \T'(7)

para todos A € R e @ e U vetores do plano.
(d) Se k € R, a transformacao, T'(v) = kv ¢ linear.

Com efeito, para quaisquer @ e ¢ vetores do plano e A € R, temos:

T(d+7) =k(d+ V) = ki + kv =T(1) + T(7),
T(AU) = k(A\V) = kAU = A(kV) = AT (D)
Note que
IT@)|* = (T(0), T()) = (kv, kv) = k*(¥,7) = k*||7]*
Portanto, ||T'(v)|| = |k|||7]|. Ou seja, T' multiplica o tamanho dos vetores por |k|.

Definicao 4.4 A transformagao T é chamada homotetia de razao k. A homotetia de
razao k = 1 é a transformacao identidade e a homotetia de razao k = —1 é a reflexao com

respeito a origem, pois leva cada vetor ¢ no seu simétrico —v.

Note que uma homotetia de razdo k com |k| < 1 encurta o tamanho dos vetores nao
nulos (isto é, encurta a distancia entre dois pontos), por isso é também chamada contragao
linear uniforme. Entretanto, quando |k| > 1, a homotetia aumenta o tamanho dos vetores
nao nulos, ou seja, aumenta a distancia entre dois pontos e por isso é também chamada
expansao linear uniforme.

(e) A projegao ortogonal sobre uma reta ¢ que passa pela origem é uma transformagcao
linear.

Com efeito, se ¢ é a reta paralela ao vetor unitario @ que passa pela origem, temos, na

linguagem vetorial, que a projecao ortogonal do vetor ' sobre a reta ¢ é dada por
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(f) A reflexao com respeito a uma reta que passa pela origem é uma transformacao linear.
Se @ é¢ um vetor unitario na direcao da reta ¢ que passa pela origem, entao, na linguagem

vetorial, a reflexao do vetor ¢ em relacao a ¢ é dada por:

Ry(¥) = 2Projs(v) — ¢

(g) As transformagoes por vetores nao nulos nao sao consideradas transformagoes lineares,
uma vez que nao preservam o vetor nulo (ou seja, ndo mantém a origem fixa).

(h) A transformacao T(z,y) = (2%0) nao é linear, pois T(1,0) = (12,0) = (1,0) e
T(2(1,0)) =T(2,0) = (2%,0) = (4,0) # (2,0) = 2(1,0) = 27°(1,0).

Proposicao 4.5 Uma transformacio T : R? — R? € linear se, e so se, existem numeros

reais a,b,c e d tais que:

T(x,y) = (ax + cy,bx + dy), para todo (z,y) € R?

Demonstracao:
Sejam a, b, ¢ e d os nimeros reais dados por T (e1) = T(1,0) = (a,b) e T (e3) = T(0,1) =
(¢,d).

Entao, se T" é linear,

T(z,y) =T (vef +yes) = 2T (ef) + yT (3)
= z(a,b) + y(c, d) = (ax + cy, bx + dy)

para todo vetor (x,y) € R?.
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Reciprocamente, se existem ntimeros reais a, b, ¢ e d de modo que T'(x,y) = (ax + cy, bx +
dy), para todo (z,y) € R?, ¢ facil verificar que T ¢ linear.

a ¢
A matriz My = b d real do tipo 2 x 2, cuja primeira coluna é o vetor T (e1) = (a, b)

e cuja segunda coluna é o vetor T (e3) = (¢, d), é a matriz da transformacao linear 7.

Observe, pela definigdo dada no Capitulo 8, que T' (@) = My, para todo vetor .

00
Exemplo 4.3 (a) A transformacao linear nula se representa pela matriz nula: 0 0 ) :

(b) A matriz associada a transformacao identidade é a matriz identidade que designamos
também por I. Com efeito, 1(1,0) = (1,0) e 1(0,1) = (0, 1), logo:

1
My=1= ;
01

(c) Se T'(z,y) = (—x,—y) é a reflexdo com respeito a origem, entdao 7°(1,0) = (—1,0) e
7(0,1) = (0, —1).

Assim, a matriz que representa 1" é

-1 0
My =

(d) Seja ¢ a reta paralela ao vetor unitéario @ = (cos a, sen «) que passa pela origem.

~ cos’a  cosasena \ | ) o )
Entao, ) ¢ a matriz da projecao sobre a reta 1 Proj, e,
cosasena  sen” «

( cos2a  sen 2«

é a matriz da reflexao sobre a reta 1 R,.
sen2a  — cos 2«

(e) Um cissalhamento ao longo do eixo OX no plano ¢ uma transformagao linear

1 k
dada por uma matriz da forma C} = ( 01 ) .

Isto é, se U = (x,y), entdo:

Cr(V) = (z + ky, )

isto é7 Ck(xa y) = (ill' + kya y)

Note que,
Cy (e1) = Cr(1,0) = (1,0) = ef



ou seja, C) deixa os pontos do eixo OX fixos e desloca todos os outros pontos do plano
paralelamente ao eixo OX por um fator de k.

O cissalhamento ao longo do eixo OY se define de forma anéloga.

(f) A transformacao linear 7T'(z,y) = (ax,by) é chamada transformagao diagonal.
Uma homotetia de razao k é uma transformacao diagonal com a = b = k. A transformagao

T se representa pela matriz diagonal

e o seu efeito é de mudar a escala dos objetos do plano a razao a ao longo do eixo OX e b ao
longo do eixo OY.

Uma transformacao diagonal T de razdes a # 0 e b # 0, com a # b, transforma o circulo
unitario C na elipse £ de semi-eixos de comprimentos |a| (semi-eixo paralelo ao eixo OX ) e
|b| (semi-eixo paralelo ao eixo OY ).

Com efeito, se (x,y) € C, entao x> +y*> = 1 e, sendo

T(x,y) = (azx,by) = (2',y")

temos:

isto é, (z/,y') € £.

/

:L,/
Reciprocamente, se (z/,y') € £, o ponto (z,y) = (—, 3> pertence ao circulo unitario e
a

¢ levado por T' no ponto (z/,y').

Definicao 4.6 A rotacgao de angulo § em torno do ponto F; ¢ a transformagao Ry p, :
R? — R? que a cada ponto P do plano associa o ponto P’ obtido pela rotacao de angulo 6,

no sentido positivo, do ponto P em torno do ponto F.

Determinemos primeiro a rotacao

RQ’O : R2 — ]RQ

em torno da origem. Sejam P = (z,y) um ponto e (2',y') = Ry o(z,y) sua imagem.
Se ¢ € o angulo que o vetor (ﬁfaz com o eixo OX no sentido positivo, entao P = (z,y) =

(\ﬁ| oS , |O_}>’\ sen ) e, portanto,
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Roo(w,y) =(1OP| cos(t + ), [OP|sen(0 + ¢)
<~ Ryo(x,y) :(|O?|(COSHCOSQD —senfsen ),
]ﬁ’\(cosﬁsen<p+senecoscp))
= Ryo(z,y) :(|O?| cos ¢ cos b — |O¢| sen p sen 6,
|ﬁ| sen p cos 0 + |O?| cos psenf)

< Ryo(z,y) =(rcost —ysend,ycost + zsend).

YA
Rg,O(P)

0 be

Figura 4.5: Rotagao Ry o

Logo,

Ryo(x,y) = (xcost —ysenb, zsen + ycosh)

. - cos —senf \ '
é uma transformagao linear e ¢ a matriz que a representa.
sen ¢ cos 6

Seja agora a rotacao Ry p, de angulo ¢ em torno do ponto Py = (2o, Yo)-
Se P = (x,y) ¢ um ponto de R? entao Ry p,(P) ¢ o ponto P’ tal que OP

Ryo (ﬁ)

Ou seja,

Ry p,(x,y) = ((x — x,) cos @ — (y — y,) sen b + x,,
(x — x,)senf + (y — o) cos 0 + y,) .

Uma propriedade importante das transformacgoes lineares é a seguinte.
Proposicao 4.7 Toda transformagao linear leva retas em retas.
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‘P/:RGJDO (P)

v

P

Figura 4.6: Rotacao Ry p,

Demonstragao:

Sejam T uma transformagao linear, r a reta paralela ao vetor v que passa pelo ponto
P,i = T(#) e P' = T(P), isto ¢, OP = T(OP).

Afirmamos que T leva a reta r na reta r’ que passa pelo ponto P’ e é paralela ao vetor /.

Com efeito, um ponto () pertence a r se, e sO se, ]@ = tvu, para algum ¢t € R. Ou seja,
00 = OP + 7.

Seja () € r arbitrario e seja ' = T'(Q). Entao, pela linearidade de T, temos:

0Q = T(O0) = T(OP + t7) = T(OP) +T(§) = OP +tv.

Portanto, Q)" pertence a reta r’'. ]

4.3 Operacoes com transformacoes

As operagoes entre funcoes se aplicam também as transformacoes lineares, assim, podemos
somar duas transformagoes lineares, multiplicar uma transformacao linear por um escalar
e compor duas transformacoes lineares para gerar novas transformagoes que também sao

lineares:

Definicao 4.8 Sejam S e T' transformagoes lineares do plano e A € R. Definimos as trans-
formacgoes:

(a) Soma de S e T, designada S + T :

(S +T)(0) = S(v) +T(0)

(b) Produto de )\ € R por T, designado AT :
(AT)(0) = MT'(9))
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(c) Composta de S e T', designada SoT :

(S0 T)(v) = S(T(0)).

E facil verificar que as transformacdes S + T, AT e S o T sdo lineares. Além disso, se
verifica que a soma é associativa, comutativa, possui um elemento neutro aditivo (a trans-
formagao nula) e que toda transformagao 7' possui um inverso aditivo —7', e que o produto
de transformacoes por escalares é distributivo em relacao a soma. Todas essas propriedades
sao consequéncia das correspondentes propriedades das operagoes de adi¢ao de vetores e de

multiplicagao de vetores por escalares (ver Exercicios).

Exemplo 4.4 (a) Se T é uma transformacgao linear e A € R, a transformagao AT é a
composta da homotetia H de razao A com a transformagao T

Com efeito, AT (V) = M(T'(v)) = H(T'(v)) = H o T(¥), para todo vetor v.
(b) A composta Ryo R, da rotacao de angulo 6 em torno da origem com a rotagao de angulo

¢ em torno da origem ¢ a rotacao de angulo 6 + ¢ em torno da origem.

cosf) —senf cosy —sen
De fato, como My = e M, = 7 v sao
sen 6 cos 6 sen cos

as matrizes das rotagoes Iy e R, respectivamente, entao:

(RH o RtP) (I,y) = RB (R(p(l', y))
= Rp(z cosp — ysen p, xsen ¢ + y cos )

( cosf) —send

o COSQ)(mcosgo—ysengp,xsengo—i-ycosgp)
= (cosf(x cosp — ysen ) —senf(xseny + ycos ),
sen 6(z cos p — ysen ) + cos f(xsen @ + y cos ¢))
= ((cos b cos p — senfsen p)x — (cosfsen ¢ + sen d cos @)y,
(senf cos ¢ + cosfsen p)x + (cos b cos ¢ — sen b sen p)y)
= (cos(0 + p)x —sen(f + )y, sen(f + ¢)x + cos(d + ¢)y).
Ou seja,

(Roo R,) (z,y) = Rot+p(z,y), para todo (z,y) € R?

(c) A reflexdo R, com respeito a uma reta ¢ que passa pela origem é dada por R,(7) =
2 Proj,(v) — . Portanto, Ry é a soma de duas transformacoes lineares. A primeira, 2 Proj,
¢ a composta H o Proj, da homotetia H de razao 2 com a projecao ortogonal Proj, sobre a

~ . . —> —
reta £, e a segunda ¢ a reflexao com respeito a origem —Z (v’) = —.
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(d) Uma transformacao linear 7' é chamada nilpotente quando existe um inteiro positivo n
tal que a composta de T" com si propria n vezes é a transformacgao nula.

As transformagoes T'(x,y) = (y,0) e S(z,y) = (0,x) sado nilpotentes, pois,

ToT(x,y)=T(y,0) =(0,0) e SoS(x,y) =5(0,z) = (0,0)

para todo (z,y) € R%
Note que T'= Ro P, e S = Ro P,, onde R ¢ a reflexao com respeito aretay =z e P, e

P, sao as projegoes ortogonais sobre os eixos OXe OY, respectivamente.

Observagao 4.2 A operagao de composigao de duas transformagoes S e T' do plano

estd definida também quando elas nao sao lineares por:

(SoT)(P)=5(T(P))

para todo ponto P do plano.

A transformagao identidade é o elemento neutro da operacao de composi¢ao, pois, como

[oT(P)=T(P) e Tol(P)=T(P),

para toda transformacao 7' e todo ponto P, temos [oT =TeT ol =T.
A composigao de transformagoes é associativa.

De fato, sejam R, S,T : R? — R? trés transformacoes. Entao, para todo ponto P,

(Ro(SoT))(P)= R((SoT)(P)) = R(S(T(P)))
=(RoS)(T(P))=((RoS)oT)(P).
Istoé, Ro(SoT)=(RoS)oT.

Exemplo 4.5 A reflexao com deslizamento ¢ a transformacao Ry que consiste na refle-
xa0 Ry em torno de uma reta ¢ seguida de uma translacao 7y ao longo de um vetor nao nulo

v paralelo a £. Ou seja,
R@’{)’ = Tg 9] Rg.

Se £ : —senax + cosay = ¢ e ¥ = A cosa,sena),com A # 0, temos que, para todo
(z,y) € R?,
Ry 3(x,y) =(cos 2ax + sen 2y, sen 2ax — cos 20y)

+ 2¢(—sen a, cos ) + A(cos a, sen «)
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pd

0

Figura 4.7: Reflexao com deslizamento Ry

Definicao 4.9 Uma transformacgao 7' é invertivel quando existe uma transformacao S tal

que SoT =1eToS=1. A transformagiao S é chamada inversa de T e se designa T !,

Observagao 4.3 Note que uma transformagao 7' é invertivel se, e so se, € injetora e sobre-
jetora, ou seja, T ¢é bijetora.
Se T' é uma transformacao invertivel, entao 7! ¢ também uma transformacao invertivel

e (TH =T,
Proposicao 4.10 A inversa de uma transformacao, quando existe, € unica.
Demonstragao:
Seja T uma transformacao linear invertivel e sejam U e V transformacoes tais que:
UoT =ToU=1 e Vol =ToV=I1

Logo, pela associatividade da composicao,

(UoT)oV=10V=V<=Uo(ToV)=V=Uol=V=U=V. n

Exemplo 4.6 (a) A translagao Ty pelo vetor @ # 0 nao é uma transformagao linear, mas é
uma transformagcao invertivel e sua inversa é a translacao T_; pelo vetor —.

Com efeito, para todo vetor U, temos:

(b) Uma homotetia H de razao k ndo nula é invertivel.

Com efeito, se S é a homotetia de razao %, temos:
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So H(#) = S(ki) = %(kﬁ) _ (%k) == I(7)

s -1 (1) < (1) = (1) o= oo 160

Logo, H™' = S ¢ a homotetia de razao ;.

(c) A reflexdo R, em relagdo a uma reta ¢ é invertivel e sua inversa é a propria R,. Isso

segue diretamente da definicao geométrica de Ry.

Proposigao 4.11 Sejam T : R*? — R? uma transformagao linear e My = ( Z 2 ) a

matriz que a representa. Entao, T ¢ invertivel se, e so se, det My # 0.

Neste caso, T~ ¢ a transformacao linear representada pela matriz

1 d —c
Mp—1 =
T ad—bc<—b a )’

que € a matriz iversa da matriz Mrp.

Demonstragao:
Sejam (2/,y') € R2. Entao, existe um tnico (z,y) € R? tal que T(z,y) = (2/,9) se, e 6

se, o sistema
{ ar +cy =2’

br +dy =1

possui uma tnica solugao. Mas isso ocorre se, e sO se,

a c
det =ad—bc#0

Como a solucao do sistema é

dz’ — cy —bx' + ay/
r=——>—ey=———"-"-
ad — bc Y ad — bc

temos que

) - (2, )

Mo = | ad—bc ad—bc
ad —bec’ ad—bc Tl —b

ad —bc ad — be
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4.4 Isometrias no plano

Definicao 4.12 Uma transformacao 7" do plano é uma isometria quando

d(T(P), T(Q)) =d(P,Q)
para quaisquer pontos P e (). Isto é, T' é uma isometria se preserva distancias.

As isometrias sao muito importantes pois nelas se traduz o conceito de congruéncia: dois
objetos geométricos sao congruentes quando existe uma isometria que transforma um no
outro. As isometrias sao os movimentos rigidos da Geometria Euclidiana.

Antes de classificarmos todas as isometrias do plano, vejamos algumas propriedades bé-

sicas desse tipo de transformacoes.

Proposicao 4.13 1. Toda isometria leva pontos distintos em pontos distintos.

2. Toda isometria leva pontos colineares em pontos colineares preservando a relag¢ao de
um ponto estar entre outros dois e, consequentemente, leva retas em retas.

3. Toda isometria preserva a relagao de paralelismo entre retas. Isto €, leva retas paralelas
em retas paralelas.

4. Toda isometria preserva a relagao de perpendicularidade entre retas. Isto €, leva retas
perpendiculares em retas perpendiculares.

5. Toda isometria preserva dngulos. Isto €, se A, B e C' sdo pontos nao colineares, e
A =T(A),B' =T(B) e C" = T(C), entio ABC = A'B'C".

6. A composta de duas isometrias € uma isometria.

7. Toda isometria € uma transformacao invertivel e a inversa € também uma isometria.

Demonstragao:

1 Equivalentemente, vamos mostrar que, se P e ) sdo pontos do plano tais que T(P) =
T(Q), entao P = Q.

Com efeito, se T'(P) = T(Q), temos d(T'(P),T(Q)) = 0. Logo, d(P,Q) =d(T(P),T(Q)) =
0 e, portanto, P = Q.

2. Sejam P, () e R pontos colineares distintos entre si tais que () esté entre P e R. Entao,

d(T(P),T(R)) = d(P, R) = d(P,Q) + d(Q, R)

d
d(T(P),T(Q)) +d(T(Q), T(R))
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Logo, os pontos T'(P),T(Q) e T(R) sao colineares e T'(Q)) esta entre T'(P) e T(R). Segue
dai que T leva a reta que passa por P e ) na reta que passa por T'(P) e T(Q).

3. Sejam r; e ry retas paralelas. Suponhamos, por absurdo, que as retas T (r1) e T (rz)
se intersectam e seja PeT (r1) N T (r9). Entdo, existem pontos P, € m1 e Py € 7y tais que
T(P)= P=T (P,). Pelo item 1, temos que P; = P,, o que é absurdo, pois r N7y = &.

4. Sejam r e s retas perpendiculares se intersectando no ponto A. Sejam r’ = T(r) e
s'=T(s). Entao, A’ =T(A) er'Ns'.

Sejam B € r e C € s pontos diferentes de A e os pontos B’ =T(B) € ' e C' =T(C) € ¢
diferentes de A’.

Como T é uma isometria,

d(A,B) = d(A, B), d(A,C)=dAC), d(B,C")=d(B,C)

e o triangulo AABC' é retangulo em A, temos, pelo Teorema de Pitagoras,

[d(B',C))* = [d(B, C)]* = [d(A, B)* + [d(A, O = [d (A, B)]* + [d (4", C")]"

Logo, o triangulo AA’B'C" é retangulo em A’. Consequentemente, a reta r’ = T'(r) que
passa por A’ e B’ intersecta perpendicularmente a reta s’ = T'(s) no ponto A’ = T'(A).

5. Sejam A, B e C pontos do plano e sejam A" = T(A),B' =T(B) e ' = T(C). Como
T é uma isometria, os tridngulos AABC e AA'B'C" sao congruentes, pelo critério LLL. Em
particular, ABC = A'B'C.

6. Sejam S e T isometrias. Dados pontos arbitrarios P e () no plano, temos:

d(S 0 T(P), $ 0 T(Q)) = d(S(T(P)), S(T(Q))) = d(T(P), T(Q)) = d(P, Q).

Isto é, S oT é também uma isometria.

7. Seja T uma isometria no plano. Pelo item 1,7 é uma transformagao injetora (leva
pontos distintos em pontos distintos). Para verificarmos que T' é invertivel, basta verificar
que T é uma transformacao sobrejetora. Isto é, que para todo ponto P’, existe um ponto P
tal que T'(P) = P'.

Consideremos um sistema de eixos ortogonais OXY no plano. Seja O’ = T(O) e sejam
O'X'=T(0X) e OY' =T(0Y) as imagens dos eixos OX e OY pela isometria 7. Como T’
preserva perpendicularidade, O’ X'Y” é um sistema de eixos ortogonais.

Além disso, como T preserva distancias e a relagao de ordem entre pontos colineares e
leva retas paralelas em retas paralelas, temos que 7' leva um ponto P = (x,y) num ponto
P’ cujas coordenadas no sistema O’ X'Y’ sdo as mesmas que as coordenadas do ponto P no
sistema OXY.
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Assim, dado um ponto P’ no plano com coordenadas (z,y) em relagao ao sistema O’ X'Y”,

o ponto P do plano com coordenadas (x,y) no sistema OXY é tal que T'(P) = P'.

O

Figura 4.8: Agao da isometria T

Portanto, T' é uma transformacao sobrejatora e, pelo item 1,7 é bijetora. A inversa 7T~!
¢ definida da seguinte maneira: dado um ponto P’ no plano, como T é sobrejetora, existe um
ponto P no plano tal que T'(P) = P'. Ha apenas um ponto com essa propriedade porque T
¢ injetora. Definimos, entao, 7! (P') = P.

A transformagao T~! assim definida ¢ uma isometria, pois se P’ = T(P) e Q' = T(Q),

entao

d (T (P, T7H(Q)) = d(P,Q) = d(T(P),T(Q)) = d (P, Q")

Portanto, 7! é uma isometria.

Exemplo 4.7 (a) A transformacao identidade I(P) = P é uma isometria.

(b) Uma translagdo é uma isometria. De fato, se P’ = T3(P) e Q' = T3(Q), entdo
ﬁ =0 = Cﬁ Isto &, os segmentos PP’ e Q@) sdao equipoléntes e, portanto, PP'Q)'() ¢ um
paralelogramo. Em particular, d (P', Q") = d(P, Q).

Proposigao 4.14 Seja T : R? — R? uma isometria tal que T(O) = O. Entao,
1T =7 e (T(T),TW))= (V)

para quaisquer vetores U e w em R2.

Demonstragao:
- —
Se U = (ﬁ,?ﬂ = Oﬁ,P’ =T(P) e @ = T(Q) temos que T(0) = OP" e T(wW) = OQ'.
Logo,
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= ||eP| = aw@. P

(T(Q), T(P)) = d(Q, P) = |QP|
— |0P - 0G| = |7 —

IT@) - 7(@)| = [0F - 0g
=d

Ou seja, | T(0) = T

Em particular, com

para quaisquer vetores v e 0.

o -
l
P

, temos que ||T'(0)|| = ||7]| para todo vetor ¥. Entao,

(T(0) = T(w), T(V) — T(w)) = | T(0) — T(w)||* = |7 - ]|*

= (T'(0), T(0)) = 2(T'(?), T(@)) + (T (w), T (w))
= (0, 0) — 2(0, W) + (W, &)
<= |T(@)|* = A7), T(@)) + |T(w)|* = |7]* - 2(¢, @) + |||
< (T(0), T(@)) = (v, )
Isto é, (T'(V), T (w)) = (¥, &) para todos os vetores ¥ e 1. "

Proposigao 4.15 Se T : R? — R? ¢ uma isometria tal que T(O) = O, entiao T € linear.

Demonstragao:

Sejam ¥ e w vetores em R2. Entao, pela Proposicao 4.13

Assim, ||T(7 + @) — T(¥) — T'(@)|* = 0, ou seja, T(0 + &) = T(¥) + T().
De modo analogo, podemos mostrar que ||T(A7)—AT(7)]|*> = 0 e, portanto, T (Av) = A\T'(v)
para todo vetor U e todo escalar .
Provamos, entao, que 7' é linear.
"

Seja L : R? — R? uma isometria. Entao a transformacio G : R? — R?, definida
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— — —
por G(U) = L(¥) — L(0), é uma aplicacao tal que G(0) = 0. Além disso, G é uma
isometria, pois G = Tz o L é a composta de duas isometrias, onde T3 é a translacao pelo
5 — .~ , . .. .
vetor W = —L( 0). Logo, pela Proposigao 4.14, G é uma isometria linear. Provamos, assim,

o seguinte resultado:

Proposicao 4.16 Toda isometria € a composta de uma isometria linear com uma translacao.

Vamos analisar agora as isometrias lineares.

Seja G : R? — R? uma isometria linear e Mg = ( Z ) a matriz que a representa,
onde G (e7) = (a,b) e G (€3) = (¢, d).

Como |[ef]| = ||le3]| = 1 e (ef,e) = 0 e, pela Proposicio 4.13,||G (&7)|| = ||ei] =
LIG(@)| = e =1e(G(e]),G(e3)) = (ef, e3) = 0, temos que os vetores G (e7) = (a, b)

e G (€3) = (¢, d) sdo ortonormais.
Seja 0 o angulo que o vetor (a,b) faz com o eixo OX no sentido positivo. Entao, (a,b) =
(cosf,send).

Sendo o vetor (¢, d) unitario e ortogonal ao vetor (a,b), temos duas possibilidades:

YA
(c,d)

Figura 4.9: (¢,d) = (—sen#, cos0)

ou

Se (¢,d) = (—senf, cosf), a isometria linear G ¢ dada por:

G(z,y) = (cos Oz — sen Oy, sen Oz + cos Oy)

e se (¢,d) = (senf,cosf)

G(z,y) = (cosbx + sen Oy, sen Oz — cos Oy).
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YA

(¢,d)

Figura 4.10: (¢,d) = (sen6, — cosf)

e_2>) = (¢,d) = (—sen#, cosf) faz angulo 0, no sentido positivo, com

0 eixo OY e, no segundo caso, G (€35) = (¢, d) = (sen, — cos ) faz angulo A + 7, no sentido

No primeiro caso, G (

positivo, com o eixo OY.

Entéao, se L(O) = (z,,¥,), dizemos que a isometria

L(z,y) = (xcosf —ysend + z,, xsend + ycos b + y,) (4.5)

preserva a orientacao do plano, e que a isometria

L(z,y) = (zcosh + ysen b + x,, xsend — ycosb + y,) (4.6)

inverte a orientacao do plano.
cos) —senf

Note que o determinante da matriz Mg = da parte linear G da
sen 6 cosf

isometria (4.5) que preserva orientagao é +1 , enquanto que o determinante da matriz Mg =
cosf  senf

da parte linear G da isometria (4.6) que inverte orientagao é -1 .
senf) —cos@

Estamos agora em condigoes de classificar todas as isometrias do plano.

Teorema 4.17 As unicas isometrias do plano que preservam orientacdo sao as translacoes

ou as rotagoes em torno de um ponto.

Demonstragao:

Seja L : R? — R? uma isometria que preserva a orientacao do plano,

L(z,y) = (rcos® — ysend + x,, xsend + ycosl + y,)

84



Se § =0, entao L(x,y) = (x + x,,y + y,) ¢ uma translagao.

Suponhamos que § € (0,27). Vamos mostrar que L = Ry p, é a rotacao de angulo 6 em
torno de um ponto P, = (x1,4).

Por (4.4), a rotagao de centro P, = (x1,y;) e angulo 6 transforma o ponto (z,y) no ponto

(«',y') tal que

/

= (x—mx)cos — (y—yp)senb + xy
Yy = (x—x1)send + (y — y1) cos 0 +

Entao, para que L seja igual a Ry p,, devemos ter

(x —x1)cosO — (y —y1)senf + x; = x cosf — ysenb + x,
(x —x1)senf + (y —y1) cosO + y; = xsenf + ycos 6 + y,

para todo ponto (z,y) € R2

Simplificando, obtemos:

(1 —cosO)xy +senby; =z,
—senfz; + (1 — cosO)y; =y,

Como o determinante deste sistema,
(1 —cosf)? +sen?d
¢ diferente de zero, pois 6 € (0,27), ele possui apenas uma solugao (xy, y;). n

Teorema 4.18 As unicas isometrias do plano que invertem orienta¢do sao as reflexdes em

torno de uma reta ou as reflexoes com deslizamento.

Demonstragao:

Seja L : R? — R? uma isometria que inverte a orientacdo do plano,

L(z,y) = (zcos + ysend + x,, xsend — ycosb + y,)

Se (2, Y,) = (0,0), temos que:

L(z,y) = (rcos@ + ysend, xsend — ycos ).

Entao, se a = 3

L(z,y) = (z cos2a + ysen 2a, x sen 2ac — y cos 2a)
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Logo, por 4.2, L é a reflexao em torno da reta ¢ : —sen ax 4 cos ay = 0 paralela ao vetor
(cos a, sen av) que passa pela origem.

No caso geral, L = Ty o Ry, onde Ty é a translagao ao longo do vetor ¢ = (4, Yo).

Vamos mostrar que L = Ry 5 ¢ uma reflexdao com deslizamento, onde ¢ é uma reta
paralela & reta ¢ e w é um vetor paralelo a reta /.

Sejam
= {((20,9,) , (—sena, cosa)) (— sen v, cos )

= (—z,sena + y, cos a) (— sen «, cos a)

a projecao ortogonal do vetor ¥ = (x,,y,) sobre o vetor (— sen «, cos &) normal a reta fe

W = (x4, Yo) , (cos v, sen av)) (cos cv, sen v)

= (x, cos o + y, sen «) (cos a, sen )

a projegao ortogonal do vetor U = (x,,y,) sobre a reta £.
1
Considere o ponto () tal que @ = 571, ou seja,
Q = (—csena, ccos a)
1
onde ¢ = = (—z,sena + y, cos a).
Entao, a reta ¢ paralela a reta ¢ que passa pelo ponto ) é dada por
' : —senax + cosay = c

e a reflexdo em torno dela é, por (4.2),

Ry (z,y) =(x cos 2a 4+ y sen 2, x sen 20 — y cos 2av)

+ 2¢(—sen a, cos a)

Observe que 2¢(—sen «y, cos ar) & o vetor .

Como
U+ w = (mo sen” o — 1y, COS avsen o, — T, COS v sen o + Y, Cos> a)
+ (xo cos? a + Yo COS (X SN (Y, T, COS (X Sen & + Y, sen? a)
= (T0s Yo)
temos que
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(%0, Yo)

Figura 4.11: L =Tgzo Ry

L(z,y) =(x cos 2 + y sen 2av, x sen 2a — y cos 2v)
+ 2¢(—sen «, cos ) + (z, cos a + y, sen ) (cos @, sen )

ou seja, L =Tz o Ry, como queriamos provar.
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